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RESUMO

VASCONCELLOS, J. P. C. S. Existência e regularidade de soluções de certas EDP’s lineares
em espaços de funções ultradiferenciáveis . 2024. 67 p. Dissertação (Mestrado em Ciências –
Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo,
São Carlos – SP, 2024.

Este trabalho trata da existência e regularidade de soluções globais de equações diferenciais
parciais de primeira ordem, definidas no toro n-dimensional Tn, Tn = Rn/(2πZn), no contexto
de espaços de funções ultradiferenciáveis de tipo Beurling e tipo Roumieu. Apresentamos a
caracterização de tais espaços via séries de Fourier. Sob certas condições, obtemos uma forma
normal para as equações. Condições diofantinas surgem naturalmente neste trabalho.

Palavras-chave: Funções Ultradiferenciáveis, Séries de Fourier, Hipoeliticidade, Resolubilidade.





ABSTRACT

VASCONCELLOS, J. P. C. S. Existence and regularity of solutions of certain linear PDEs
in spaces of ultradifferentiable functions. 2024. 67 p. Dissertação (Mestrado em Ciências –
Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo,
São Carlos – SP, 2024.

We study the existence and regularity of global solutions of first order partial differential
equations, defined on n-dimensional torus Tn, Tn = Rn/(2πZn), in context of ultradifferentiable
function spaces of Beurling type and Roumieu type. We present characterization of such
spaces by Fourier series. Under certain condition, we obtain a normal form of our equations.
Diophantine conditions appears naturally in this work.

Another application of this theory is the study of solvability in the context Beurling and Roumieu
ultradiferentiable classes to the operator mentioned above.

Keywords: Ultradifferentiable Functions, Fourier Series, Hypoellipticity, Solvability.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

Este trabalho trata da existência e regularidade de soluções globais de equações dife-
renciais parciais de primeira ordem, definidas no toro n-dimensional Tn, Tn = Rn/(2πZn), no
contexto de espaços de funções ultradiferenciáveis de Beurling, denotado por ℰ(ω)(Tn), que são
funções suaves tais que a norma || f ||λ é finita, para todo λ positivo, e de espaços de funções
ultradiferenciáveis de Roumieu, denotado por ℰ{ω}(Tn), que são funções suaves tais que a norma
|| f ||λ é finita para pelo menos um λ positivo, em que

|| f ||λ= sup
x∈Tn

sup
α∈Nn

0

| f (α)(x) | exp
(
−λφ

∗
(
| α |

λ

))
;

para mais detalhes, ver seção 3.1.

Seja

Pλ =
n

∑
j=1

λ j(x)∂x j

um operador diferencial parcial linear (que podemos simplificar pelo acrônimo ODPL) definido
em Tn, sendo λ j(x) funções reais e suaves definidas no toro (respectivamente, funções reais
analíticas definidas no toro).

Neste trabalho vamos estudar equações da forma

Pλ u = f , f ∈ ℰ†(Tn) (1.1)

em que † significa {ω} ou (ω).

Estamos interessados na regularidade das soluções de (1.1), mais precisamente, no
estudo da hipoelipticidade de P. Isso significa que se u for uma distribuição e Pu for uma função
ultradiferenciável do tipo Beurling (respectivamente do tipo Roumieu) então a própria u será
uma função ultradiferenciável do tipo Beurling (respectivamente do tipo Roumieu).

Também estamos interessados na existência de soluções de (1.1). Dizemos que P é
globalmente resolúvel na classe de Beurling (respectivamente de Roumieu) se para toda f função
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ultradiferenciável de Beurling (respectivamente de Roumieu), satisfazendo certas condições
de compatibilidade (ver seção 3.2), existir u uma função ultradiferenciável de classe Beurling
(respectivamente de Roumieu) tal que Pu = f no toro.

O trabalho está dividido da seguinte forma. No capítulo 2 apresentamos resultados
preliminares importantes para o desenvolvimento dos capítulos seguintes. Na seção 2.1, intro-
duzimos as funções peso e apresentamos suas propriedades que serão importantes tanto para
definir as funções ultradiferenciáveis quanto para garantir propriedades sobre as próprias funções
ultradiferenciáveis. Esta seção está baseada em (ALBANESE, 2020), (RAINER; SCHINDL,
2015), (SCHINDL, 2021) e (BRAUN; MEISE; TAYLOR, 1990). Na seção 2.2, apresentamos a
definição de distribuições, que dão a primeira noção das funções ultradiferenciáveis, uma vez
que toda função ultradiferenciável é uma distribuição. Além disso, enunciamos o teorema de
Paley-Wiener na versão de distribuições. Essa seção está baseada em (HORMANDER, 2003).
Por fim, enunciamos teoremas que nos auxiliarão em momentos cruciais da dissertação na seção
2.3.

No capítulo 3 apresentamos os principais objetos de estudo da dissertação. Na seção
3.1 definimos as funções ultradifenciáveis via normas e vemos quais propriedades esse novo
espaço de funções possui, muitos deles diretamente ligadas as funções peso definidas no capítulo
anterior, além de classificar funções ultradiferenciáveis por sua série de Fourier. Essa seção foi
baseada em (ALBANESE; JORNET, 2014), (ALBANESE, 2020) e (ALBANESE; JORNET;
OLIARO, 2010). A seção 3.2 nos direciona à resolubilidade de uma classe de campos vetoriais,
a saber, a resolubilidade de campos cujo transposto é hipoelíptico. Essa seção está baseada em
(ALBANESE, 2020) e (WENYI; CHI, 2007). Por fim, na seção 3.3 apresentamos a normalização
desses operadores a fim de transformá-los em campos com coeficientes constantes através de um
difeomorfismo. Essa seção foi baseada em (ALBANESE, 2020) e (WENYI; CHI, 2007).

Finalmente, no capítulo 4 apresentamos resultados de hipoelipticidades do operador Pλ

os quais relacionam diretamente a hipoelipticidade com uma condição diofantina. Para escrever
este capítulo, nos baseamos nos artigos (ALBANESE, 2020) e (WENYI; CHI, 2007).
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CAPÍTULO

2
PRELIMINARES

Neste primeiro capítulo, iremos expor definições nas quais a teoria de funções ultradife-
renciáveis está fundamentada. Além disso, serão exibido alguns resultados importantes de teoria
qualitativa de equações diferenciais para garantir resultados futuros e, por fim, alguns outros
conceitos que serão importantes no decorrer da dissertação.

2.1 Funções peso
Definição 2.1.1. Uma função peso é uma função contínua crescente ω : [0,∞)→ [0,∞) com as
seguintes propriedades:

1. Existe L ≥ 0 tal que ω(2t)≤ L(ω(t)+1) para todo t ≥ 0.

2. ω(t) = O(t) quando t → ∞.

3. ln(t) = o(ω(t)) quando t → ∞.

4. φ : t 7→ ω(et) é uma função convexa.

Definição 2.1.2. 1. Uma função peso ω é chamada de quase analítica se∫
∞

1

ω(t)
t2 dt = ∞.

Se a integral for finita, então ω é chamada de não quase analítica.

2. Duas funções peso ω e ω̃ são equivalentes se cada uma delas é dominada pela outra, ou
seja, se existem constantes Cω e Cω̃ tais que ω̃(t)≤Cωω(t) e ω(t)≤Cω̃ ω̃(t).

A seguir, mostraremos alguns exemplos de função peso via Definição 2.1.1

Exemplo 2.1.3. ω(t) = tα , 0 < α < 1.
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1. De fato, note que para L = 2, temos que

ω(2t) = 2αtα ≤ 2tα < 2tα +2 = 2(tα +1) = 2(ω(t)+1),

logo, vale a propriedade 1.

2. Por conta do limite

lim
t→∞

tα

t
= lim

t→∞
tα−1 = 0,

segue a propriedade 2.

3. Calculando o limite

lim
t→∞

ln t
tα

=︸︷︷︸
L’Hospital

lim
t→∞

1
αtα

= 0,

conclui-se a propriedade 3.

4. Por fim, perceba que a função φ(t) = ω(et) = eαt é uma função C∞ e que

d2

dt2 eαt = α
2eαt > 0,∀ t ∈ R,

portanto, φ é uma função convexa, provando, enfim, que tα é uma função peso.

Além disso, é fácil ver que∫
∞

1

ω(t)
t2 dt =

∫
∞

1

tα

t2 dt =
∫

∞

1

1
t2−α

dt =
1

1−α
,

mostrando que esta função peso é não quase analítica.

Exemplo 2.1.4. ω(t) = t.

1. De fato, note que para L = 2, temos que

ω(2t) = 2t < 2t +2 = 2(t +1) = 2(ω(t)+1),

logo, vale a propriedade 1.

2. Por conta do limite

lim
t→∞

t
t
= lim

t→∞
1 = 1,

segue a propriedade 2.

3. Calculando o limite

lim
t→∞

ln (t)
t

=︸︷︷︸
L’Hospital

lim
t→∞

1
t
= 0,

conclui-se a propriedade 3.
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4. Por fim, perceba que a função φ(t) = ω(et) = et é uma função C∞ e que

d2

dt2 et = et > 0,∀ t ∈ R,

portanto, φ é uma função convexa, provando, enfim, que t é uma função peso.

Pela definição 2.1.2, a função peso ω(t) = t é quase analítica uma vez que∫
∞

1

ω(t)
t2 dt =

∫
∞

1

t
t2 dt =

∫
∞

1

1
t

dt = ∞.

Exemplo 2.1.5. ω(t) = (ln(1+ t))β ,β > 1.

1. Observemos a função
(ln(2t +1))β

1+(ln(1+ t))β
. Calcularemos o seu limite no infinito:

lim
t→∞

(ln(2t +1))β

1+(ln(1+ t))β
=︸︷︷︸

L’Hospital

lim
t→∞

(ln(2t +1))β−12(t +1)
(ln(1+ t))β−1(2t +1)

= lim
t→∞

2(ln(2t +1))β−1

(ln(t +1))β−1
t +1
2t +1

.

Como

lim
t→∞

(ln(2t +1))β−1

(ln(t +1))β−1 =

(
lim
t→∞

ln(2t +1)
ln(t +1)

)β−1

=︸︷︷︸
L’Hospital

(
lim
t→∞

2t +2
2t +1

)β−1

= 1β−1 = 1 < 2

e
lim
t→∞

2t +2
2t +1

= 1 < 2

portanto,

lim
t→∞

(ln(2t +1))β

1+(ln(1+ t))β
< 2.

Portanto, para algum t0 ∈ [0,∞), obtemos
(ln(2t +1))β

1+(ln(1+ t))β
< 2, para todo t ∈ [t0,∞).

Por outro lado, como o conjunto [0, t0] é compacto, pelo Teorema do Valor Máximo, existe

C ∈ R tal que
(ln(2t +1))β

1+(ln(1+ t))β
<C, para todo t ∈ [0, t0].

Tomando, enfim, L=max{2,C}, segue que
(ln(2t +1))β

1+(ln(1+ t))β
<L, ou reformulando, (ln(2t+

1))β ≤ L(1+(ln(1+ t))β ), como queríamos (ω(2t)≤ L(ω(t)+1)).

2. A propriedade 2 vale por conta do limite a seguir :

lim
t→∞

(ln(1+ t))β

t
= lim

u→∞

(ln (u))β

u−1
=︸︷︷︸

L’Hospital

lim
u→∞

β (ln (u))β−1

u
.

Aplicando L’Hospital até o passo em que o expoente do ln(u), digamos α , seja menor que
1, e sendo C a constante multiplicativa decorrente da derivação, obtemos:

lim
u→∞

β (ln (u))β−1

u
= lim

u→∞

C (ln(u))α

u
= 0.
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3. A propriedade 3 vale pelo limite abaixo :

lim
t→∞

ln(t)
(ln(1+ t))β

=︸︷︷︸
L’Hospital

lim
t→∞

1+ t
tβ (ln(1+ t))β−1 = lim

t→∞

1+ t
t

lim
t→∞

1
β (ln(1+ t))β−1 = 0.

4. Por fim, para demonstrar a convexidade da função φ(t) = ω(et), analisaremos o sinal da
sua segunda derivada. Isso é possível uma vez que φ é uma função C∞. Sendo assim, segue
que:

d2

dt2 ((ln(1+ et))β ) =
d
dt

(
β (ln(1+ et))β−1et

1+ et

)

=
β (β −1)(ln(1+ et))β−2e2t +β (ln(1+ et))β−1et

(1+ et)2 > 0,∀ t ∈ R.

Por esta condição, a função φ(t) é convexa, o que prova que a função ln(1+ t)β é uma
função peso.

Por fim, calcularemos a integral

∫
∞

1

(ln(1+ t))β

t2 dt

para determinar se a função peso é quase analítica ou não quase analítica. Para isso, note
que ∫

∞

1

(ln(1+ t))β

t2 dt =
∫

∞

1

(ln(1+ t))β

tα

1
t2−α

dt

para 0 < α < 1. Se provarmos que
(ln(1+ t))β

tα
<C, para algum C, então conseguiremos

provar a limitação da integral, uma vez que
∫

∞

1
1

t2−α
dt é finita.

Primeiro, perceba que
(ln(1+ t))β

tα
=

(
ln(1+ t)

t
α

β

)β

. Então,

lim
t→∞

ln(1+ t)

t
α

β

=︸︷︷︸
L’Hospital

lim
t→∞

(1+ t)−1

α

β
t

α

β
−1

= lim
t→∞

β

α

1
1+ t

1

t
α

β
−1

= 0.

Portanto, existe Cα,β > 0 tal que
(

ln(1+ t)

t
α

β

)
≤Cα,β , daí,

(ln(1+ t))β

tα
≤Cβ

α,β , e seguindo

dessa desigualdade, ∫
∞

1

(ln(1+ t))β

t2 dt < ∞

e ω(t) = (ln(1+ t))β é uma função peso não quase analítica.
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Uma desigualdade que será muito importante na construção das nossas funções ul-
tradiferenciáveis futuramente será chamada de propriedade (α0), que é descrita da seguinte
maneira:

∃ D > 0, ∃ t0 > 0, ∀ λ ≥ 1, ∀ t ≥ t0 : ω(λ t)≤ λDω(t). (α0)

Para mais detalhes, ver (SCHINDL, 2021).

Exemplo 2.1.6. As funções pesos que exemplificamos acima cumprem a propriedade (α0).

1. Para ω(t) = tα , para 0 < α ≤ 1, note que

ω(λ t) = λ
αtα ≤ λ tα = λω(t).

Logo,

∃ D = 1 > 0,∃ t0 = 0 : ∀ λ ≥ 1∀ t ≥ 0 ⇒ ω(λ t)≤ λω(t).

2. Primeiro, perceba que para λ qualquer

lim
t→∞

ln(1+λ t)

λ
1
β ln(1+ t)

= lim
t→∞

1

λ
1
β

1+ t
1+λ t

λ = lim
t→∞

1

λ
1
β

λ

λ
≤ 1.

Além disso, sabemos que, para t = 1, existe C > 0 independente de λ tal que

ln(1+λ )

λ
1
β ln(2)

≤C.

Por fim, perceba que se t0 é um ponto crítico de
ln(1+λ t)
ln(1+ t)

, tomando f (t) = ln(1+λ t) e

g(t) = ln(1+ t) teremos que (
f
g

)′
(t0) = 0.

Mas como g(t) ̸= 0, para todo t > 1, então f ′g(t0) = f g′(t0). Substituindo esta igualdade,
obtemos

λ

1+λ t0
ln(1+ t0) =

1
1+ t0

ln(1+λ t0)⇒
1

λ
1
β

ln(1+λ t0)
ln(1+ t0)

=
λ

λ
1
β

1+ t0
1+λ t0

=
1

λ
1
β

1+ t0
1
λ
+ t0

.

Daí
1

λ
1
β

ln(1+λ t0)
ln(1+ t0)

≤ 1

λ
1
β

1+ t0
t0

=
1

λ
1
β

(
1
t0
+1)≤ 2

β
1
β

< 2.

Enfim, temos então que

∃ D = 2β , ∃ t0 = 1 : ∀ λ ≥ 1 ∀ t ≥ 1 ⇒ ω(λ t) = (ln(1+λ t))β ≤ Dλ (ln(1+ t))β .
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Seja ω uma função peso e defina

ω̃ : [0,∞)→ [0,∞) por ω̃(t) =

0, 0 ≤ t ≤ 1

ω(t)−ω(1), t ≥ 1.

Nosso interesse é mostrar que esta nova função satisfaz a Definição 2.1.1 e é, portanto,
uma função peso. De fato:

1. Como ω é função peso, existe L ≥ 0 tal que ω(2t)≤ L(ω(t)+1), para todo t ≥ 0. Para
provarmos a propriedade 1 para ω̃ , separaremos o valor de t em casos:

a) Se 2t ≤ 1, então ω̃(2t) = ω̃(t) = 0 então, para o mesmo L, vale

ω̃(2t) = 0 ≤ L(ω̃(t)+1) = L.

b) Se t ≥ 1, então,

ω̃(2t) = ω(2t)−ω(1)≤ L(ω(t)+1)−ω(1)

= L(ω(t)−ω(1)+ω(1)+1)−ω(1)

= L(ω(t)−ω(1)+1)+Lω(1)−ω(1)

= L(ω̃(t)+1)+(L−1)ω(1).

Seja L′ = max{L,(L−1)ω(1)}, assim, continuando a conta, teremos :

ω̃(2t)≤ L(ω̃(t)+1)+(L−1)ω(1)

≤ L′(ω̃(t)+1)+L′

≤ 2L′(ω̃(t)+1).

Portanto, para 2L′ > 0, ω̃(2t)≤ 2L′(ω̃(t)+1).

c) Por fim, se t ∈ (1
2 ,1), então

ω̃(2t) = ω(2t)−ω(1)≤C′ =C′(ω̃(t)+1),

com C′ = ω(2)−ω(1).

Dessa forma, tomando C = max{L,2L′,C′}> 0, ω̃(2t)≤C(ω̃(t)+1).

2. Como ω(t) = O(t), então

lim
t→∞

ω̃(t)
t

= lim
t→∞

ω(t)−ω(1)
t

≤ A.

Portanto, ω̃(t) = O(t).
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3. Como ln (t) = o(ω(t)), para t suficientemente grande, ln (t)+ω(1)< ω(t) e

ω(1)<
1
2

ω(t)⇒ ln (t)
ω(t)−ω(1)

<
2ln (t)
ω(t)

,

logo
2ln (t)
ω(t)

>
ln (t)

ω(t)−ω(1)
>

ln (t)
ω(t)

.

Pelo Teorema do Confronto, segue que ln (t) = o(ω̃(t)).

4. Como φ(t) = ω(et) é convexa, então

φ̃(t) = ω̃(et) =

0, t ∈ (−∞,0)

φ(t)−ω(1), t ∈ [0,∞).

Temos, então, que φ̃(t) é uma função convexa.

Logo, existem funções peso que se anulam em [0,1] e mais do que isso, conhecendo
uma função peso, conseguimos construir uma nova função peso que se anula em [0,1]. Mais a
frente no trabalho, pontuaremos a importância deste fato. A partir daqui, então, consideraremos
apenas funções dessa maneira. A partir desta nova ω , definimos a função conjugada de Young
φ∗ : [0,∞)→ R da seguinte maneira :

φ
∗(s) = sup{st −φ(t), t ≥ 0}.

Pela maneira que construímos nossa função peso, φ∗ possui somente valores não negativos, é
convexa e φ∗(s)

s é crescente e tende ao infinito quando s → ∞ e φ∗∗ = φ , como podemos ver bem
detalhado em (BRAUN; MEISE; TAYLOR, 1990). Por fim, podemos ainda estender as funções
peso para o corpo dos complexos. Para uma função peso ω é possível definir w : C→ [0,∞) por
w(z) = ω(| z |) e, sem perda de generalidade, iremos denotá-la também por ω .

2.2 Distribuições e transformada de Fourier

Definição 2.2.1. O toro n-dimensional Tn é definido pelo quociente Tn =
Rn

(2π)Zn .

Definição 2.2.2. Uma distribuição em Tn é um funcional linear u : C∞(Tn)→ C tal que existem
c > 0 e k ∈ Z+ tais que

| u(φ) |≤ c ∑
|α|<k

sup | ∂
α

φ |, ∀ φ ∈C∞(Tn).

Denotaremos o conjunto de todas as distribuições sobre Tn por ℰ ′(Tn).

Definição 2.2.3. Seja f ∈ ℰ ′(Tn). Definimos a transformada de Fourier da distribuição f por

f̂ (ξ ) =
1

(2π)n ⟨ fx,e−i⟨x,ξ ⟩⟩, ξ ∈ Zn,

sendo ⟨x,ξ ⟩= x1ξ1 + . . .+ xnξn.
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Teorema 2.2.4 (Teorema de Paley-Wiener-Schwartz). Se f ∈ ℰ ′(Tn) então existem C > 0 e
N ∈ Z+ tais que

| f̂ (ξ ) |≤C(1+ | ξ |)N , ∀ ξ ∈ Zn.

Ademais, f ∈C∞(Tn) se, e somente se,

∀k ∈ Z+, ∃Ck > 0 : | f̂ (ξ ) |≤Ck(1+ | ξ |)−k, ∀ξ ∈ Zn.

Para a demonstração do Teorema, ver (VICTOR, 2021) e capítulo 2 de (PETRONILHO,
2003).

2.3 Teoremas auxiliares
Teorema 2.3.1 (Teorema do gráfico fechado). Suponha que:

1. X e Y são espaços de Fréchet.

2. Λ : X → Y é linear.

3. G = {(x,Λx : x ∈ X)} é fechado em X ×Y .

Então Λ é contínua.

Teorema 2.3.2 (Teorema da Aplicação Aberta). Seja Λ : X → Y um operador linear contínuo
entre dois espaços de Fréchet X e Y . Se Λ(X) = Y , então Y é aberta e, portanto, tem inversa
Λ−1 : Y → X contínua.

Teorema 2.3.3 (Teorema de Extensão de Hahn-Banach). Sejam X um espaço de Fréchet e Z um
subespaço vetorial de X munido da topologia de subespaço. Se F : Z → C é linear e contínuo
existe f̃ : X → C tal que f̃ |Z = f .

As demonstrações dos três últimos teoremas podem ser encontradas em (RUDIN, 1991).
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CAPÍTULO

3
FUNÇÕES ULTRADIFERENCIÁVEIS E

CAMPOS VETORIAIS REAIS

Neste capítulo, introduziremos as funções que utilizaremos nesta dissertação, assim como
suas caracterizações via séries de Fourier. Além disso, abordaremos os chamados operadores
hipoelípticos e também sua caracterização via série de Fourier para, então, abordarmos como
iremos solucionar nosso problema principal.

3.1 Funções ultradiferenciáveis
Definição 3.1.1. Seja ω uma função peso. Definimos os conjuntos

ℰ(ω)(Tn) = { f ∈C∞(Tn) :|| f ||λ< ∞,∀ λ > 0}

e
ℰ{ω}(Tn) = { f ∈C∞ : ∃ λ > 0 :|| f ||λ< ∞},

em que

|| f ||λ= sup
x∈Tn

sup
α∈Nn

0

| f (α)(x) | exp
(
−λφ

∗
(
| α |

λ

))
.

Os elementos de ℰ(ω)(Tn) (respectivamente, ℰ{ω}(Tn)) são chamados de funções ω-
ultradiferenciáveis do tipo de Beurling (respectivamente, do tipo Roumieu) em Tn. Escreveremos
† para denotar (ω) ou {ω} quando não for necessário distinguir entre os dois casos.

Lema 3.1.2. Dada f ∈C∞(Tn), se || f ||λ< ∞ para algum λ > 0 então || f ||µ≤|| f ||λ para todo
µ ≤ λ .

Demonstração. Primeiro, lembre que a função φ∗

t é crescente, assim tome s = |α|
t e observemos

a função

| α | 1
s

φ
∗(s).
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Se s′ > s, então pelo crescimento citado, temos

| α | 1
s′

φ
∗(s′)≥| α | 1

s
φ
∗(s),

daí, substituindo s′ por |α|
t e s por |α|

t ′ , temos que se

t ≥ t ′ ⇒−t ′φ∗
(
| α |

t ′

)
≤−tφ∗

(
| α |

t

)
⇒ exp

(
−t ′φ∗

(
| α |

t ′

))
≤ exp

(
−tφ∗

(
| α |

t

))
.

Por conta disso, para a f ∈C∞(Tn) dada por hipótese, existe λ > 0 tal que

|| f ||λ< ∞ ⇒ sup
x∈Tn

sup
α∈Nn

0

| ∂
α f (x) | exp

(
−λφ

∗
(
| α |

λ

))
< ∞.

Daí, caso µ > 0 seja tal que µ < λ , como vimos, exp(−µφ∗( |α|
µ
))≤ exp(−λφ∗( |α|

λ
)), daí, segue

que || f ||µ< ∞, para µ < λ .

É válido pontuar que caso ω seja uma função peso quase analítica, os elementos de
ℰ(ω)(Tn) ou de ℰ{ω}(Tn) com suporte em algum subconjunto próprio fechado de Tn são triviais
(ALBANESE, 2020). Logo, neste trabalho, utilizaremos funções peso não quase analíticas.

Vejamos, agora, as caracterizações das funções ultradiferenciáveis do tipo de Beurling e
do tipo Roumieu.

Teorema 3.1.3. Seja ω uma função peso não nula em [0,1] e seja ω̃ sua função peso associada
que se anula em [0,1]. Então ℰ(ω)(Tn) = ℰ(ω̃)(Tn) e ℰ{ω}(Tn) = ℰ{ω̃}(Tn).

Demonstração. Ambas as demonstrações são análogas e, por conta disso, mostraremos somente
para o caso Beurling. Além disso, utilizaremos a notação || f ||λ ,(ω) para nos referirmos a norma
|| f ||λ quando f ∈ ℰ(ω)(Tn). Se ω̃ é definida da forma

ω̃(t) =

0, t ∈ [0,1]

ω(t)−ω(1), t > 1

então temos

φ̃(t) = ω̃(et) = φ(t)−ω(1)

e, além disso, temos também que

φ̃
∗(s) = sup{st − φ̃(t)}= sup{st −φ(t)+ω(1)}= φ

∗(s)+ω(1)> 0.

Tomando f ∈ ℰ(ω)(Tn), fixado λ > 0, temos que || f ||λ< ∞ ou seja,

sup
x∈Tn

sup
α∈Nn

0

| f (α)(x) | exp
(
−λφ

∗(
| α |

λ
)

)
< ∞.
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Mas como φ̃∗(s) = φ∗(s)+ω(1), então

|| f ||λ ,(ω) = sup
x∈Tn

sup
α∈Nn

0

| f (α)(x) | exp
(
−λ φ̃

∗
(
| α |

λ

)
−λω(1)

)
= exp(−λω(1)) sup

x∈Tn
sup

α∈Nn
0

| f (α)(x) | exp
(
−λ φ̃

∗
(
| α |

λ

))
< ∞

ou seja, || f ||λ ,(ω̃)< ∞. Portanto, f ∈ ℰ(ω̃)(Tn).

Por outro lado, se f ∈ ℰ(ω̃)(Tn), fixado λ > 0, temos que || f ||λ< ∞ ou seja,

sup
x∈Tn

sup
α∈Nn

0

| f (α)(x) | exp
(
−λ φ̃

∗(
| α |

λ
)

)
< ∞.

Mas como φ̃∗(s) = φ∗(s)+ω(1), então

|| f ||λ ,(ω̃) = sup
x∈Tn

sup
α∈Nn

0

| f (α)(x) | exp
(
−λφ

∗
(
| α |

λ

)
+λω(1)

)
= exp(λω(1)) sup

x∈Tn
sup

α∈Nn
0

| f (α)(x) | exp
(
−λφ

∗
(
| α |

λ

))
< ∞

ou seja, || f ||λ ,(ω)< ∞. Portanto, f ∈ ℰ(ω)(Tn).

Portanto, não importa qual função peso pegamos, sempre geraremos a mesma classe de
funções. Vejamos mais características sobre as classes de funções ultradiferenciáveis.

Definição 3.1.4. Uma aplicação suave F = (F1, . . . ,Fn) :Tn →Tn é dita uma ℰ(ω)-aplicação (res-
pectivamente, ℰ{ω}-aplicação) se F1, . . . ,Fn ∈ ℰ(ω)(Tn) (respectivamente F1, . . . ,Fn ∈ ℰ{ω}(Tn))
(F1, . . . ,Fn aqui retratadas como funções com domínio Tn e contradomínio T.)

Teorema 3.1.5. Se ω satisfaz ω(t) = o(t) quando t → ∞ então as seguintes afirmações são
equivalentes:

1. ω satisfaz (α0).

2. ℰ(ω) é fechado em relação à composição: se F : Tn → Tn é uma ℰ(ω)-aplicação então
f ◦F ∈ ℰ(ω)(Tn) para toda f ∈ ℰ(ω)(Tn).

3. ℰ(ω) é fechado em relação à inversão: se F : Tn → Tn é difeomorfismo e ℰ(ω)-aplicação
então F−1 : Tn → Tn é uma ℰ(ω)-aplicação.

4. Para toda f ∈ ℰ(ω) que não se anula em nenhum ponto vale que 1
f ∈ ℰ(ω)(Tn).

Teorema 3.1.6. Se ω é uma função peso então as seguintes afirmações são equivalentes:
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1. ω satisfaz (α0).

2. ℰ{ω} é fechado em relação à composição: se F : Tn → Tn é uma ℰ{ω}-aplicação então
f ◦F ∈ ℰ{ω}(Tn) para toda f ∈ ℰ{ω}(Tn).

3. ℰ{ω} é fechado em relação à inversão: se F : Tn → Tn é difeomorfismo e ℰ{ω}-aplicação
então F−1 : Tn → Tn é uma ℰ{ω}-aplicação.

4. Para toda f ∈ ℰ{ω} que não se anula em nenhum ponto vale que 1
f ∈ ℰ{ω}(Tn).

Os dois Teoremas estão enunciados e demonstrados em (RAINER; SCHINDL, 2015).

Proposição 3.1.7. Dado k ∈ N, para t > 1, valem as seguintes desigualdades:

1.
e−

1
k ω(t) ≤ inf

N∈N0
t−Ne

1
k φ∗(Nk) ≤ e−

1
k ω(t)+ln(t). (3.1)

2.
e−kω(t) ≤ inf

N∈N0
t−Nekφ∗(N

k ) ≤ e−kω(t)+ln(t). (3.2)

Demonstração. Ambas desigualdades são demonstradas de maneira similar então demonstra-
remos apenas a desigualdade (3.1). Primeiro, note que como φ(t) = ω(et), então realizando
a substituição t = ln(x), obtemos que ω(x) = φ(ln(x)), daí, como φ = (φ∗)∗ temos então, por
definição da função φ∗ que

φ(s) = (φ∗)∗(s) = sup
t≥0

{st −φ
∗(t)}= sup

t>0
{st −φ

∗(t)}.

Aliado a isso, obtemos então que ω(x) = φ(ln(x)) = supt>0{ln(x)t−φ∗(t)}, ou, apenas trocando
a variável, ω(t) = sups>0{ln(t)s−φ∗(s)}.

Agora, note que

ω(t) = sup
s>0

{ln(t)s−φ
∗(s)}

≥ sup
N∈N0

{ln(t)Nk−φ
∗(Nk)}

= k sup
N∈N0

{N ln(t)− 1
k

φ
∗(Nk)}

ou ainda, 1
k ω(t)≥ supN∈N0

{N ln(t)− 1
k φ∗(Nk)}, o que nos dá que

1
k

ω(t)≥ N ln(t)− 1
k

φ
∗(Nk),∀ N ∈ N0

⇒−1
k

ω(t)≤−N ln(t)+
1
k

φ
∗(Nk)

⇒ e−
1
k ω(t) ≤ t−Ne

1
k φ∗(Nk),∀ N ∈ N0,
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de onde pode-se concluir, então, que e−
1
k ω(t) ≤ infN∈N0{t−Ne

1
k φ∗(Nk)}.

Perceba que, para s ∈ R tal que Nk ≤ s ≤ (N +1)k, para k ∈ N fixado,

φ
∗(Nk)≤ φ

∗(s)⇐⇒−φ
∗(Nk)≥−φ

∗(s)⇐⇒ s ln(t)−φ
∗(Nk)≥ s ln(t)−φ

∗(s)

de onde se pode concluir que

[(N +1)k] ln(t)−φ
∗(Nk)≥ s ln(t)−φ

∗(s), ∀ s ∈ [Nk,(N +1)k].

Daí, obtemos que

ω(t) = sup
s>0

{s ln(t)−φ
∗(s)}

= sup
N∈N0

{ sup
Nk≤s≤(N+1)k

{s ln(t)−φ
∗(s)}}

≤ sup
N∈N0

{(N +1)k ln(t)−φ
∗(NK)}

≤ k ln(t)+ sup
N∈N0

{Nk ln(t)−φ
∗(Nk)}

= k(ln(t)+ sup
N∈N0

{N ln(t)− 1
k

φ
∗(Nk)}).

Rearranjando os termos, obtemos a desigualdade ω(t)
k − ln(t)≤ N ln(t)− 1

k φ∗(Nk), ou
ainda,

e−
1
k ω(t)+ln(t) ≥ t−Ne

1
k φ∗(Nk), ∀ N ∈ N0 ⇒ e−

1
k ω(t)+ln(t) ≥ inf

N∈N0
{t−Ne

1
k φ∗(Nk)},

demonstrando o que queríamos.

Proposição 3.1.8. Dado k ∈ N, afirmamos que para 0 < ε < 1
k existe t0 > 0 tal que

−1
k

ω(t)+ ln(t)≤−εω(t), t ≥ t0.

Demonstração. De fato, temos que ln(t)
ω(t) ≤

1
k −ε para t > t0. Por conta disso, ln(t)≤ (1

k −ε)ω(t).
Concluimos então

−1
k

ω(t)+ ln(t)≤ 1
k

ω(t)+(
1
k
− ε)ω(t) =−εω(t),

como queríamos.

Proposição 3.1.9. Aos moldes da Proposição 3.1.7, a desigualdade da Proposição 3.1.8 também
é valida para o seguinte caso: para 0 < m < k, existe t0 > 0 tal que

−kω(t)+ ln(t)≤−mω(t), t ≥ t0.
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Demonstração. Novamente, como ln(t) = o(ω(t)), para m < k, segue ln(t)
ω(t) ≤ k−m para t ≥

t0, ou ainda, ln(t) ≤ (k−m)ω(t). Substituindo, obtemos o que queríamos −kω(t)+ ln(t) ≤
−mω(t).

Proposição 3.1.10. Para x ∈ Zn, M ∈ N, vale a seguinte desigualdade :

∑
x∈Zn:|x|≤M

1 ≤ (n+1)22nMn.

Demonstração. Cada entrada do vetor x ∈ Zn deve ter valor absoluto menor que M, e, como
temos 2M+1 possibilidades para isso, segue que

∑
x∈Zn:|x|≤M

1 ≤ (2M+1)n

e, como vale a propriedade do binômio de Newton,
(n

a

)
≤ 2n, para todo a < n, segue que

(2M+1)n =
n

∑
k=0

(
n
k

)
(2M)n−k ≤

n

∑
k=0

2n(2M)n = (n+1)22nMn,

concluindo o que queríamos demonstrar.

Lema 3.1.11. Dados k,s ∈ R, N ∈ N, vale a desigualdade :

1
k

φ
∗(Nk)+Ns ≤ 1

kLs

(
φ
∗(NkLs)+

s

∑
j=1

L j

)
para algum L > 1.

Demonstração. Para provarmos o que queremos, primeiro mostraremos uma desigualdade
envolvendo a função φ∗. É facil ver que

φ
∗(t) = sup

s≥0
{st −φ(s)}= sup

σ+1≥0
{(σ +1)t −φ(σ +1)}

= sup
σ≥−1

{(σ +1)t −φ(σ +1)}

≥ sup
σ≥0

{(σ +1)t −φ(σ +1)}

= sup
σ≥0

{σt + t −φ(σ +1)}.

Uma afirmação que provaremos mais a frente é:

Afirmação: φ(σ +1)≤ L(1+φ(σ)) para algum L ≥ 1.

Pela afirmação, −φ(σ +1)≥−L−Lφ(σ) implica que

φ
∗(t)≥ sup

σ≥0
{σt + t −L−Lφ(σ)}

= t −L+ sup
σ≥0

{σt −Lφ(σ)}

= t −L+Lφ
∗(

t
L
),
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ou seja,
φ
∗(t)− t ≥ Lφ

∗(
t
L
)−L, ∀t ≥ 0.

Para demonstrar a afirmação, nós lembramos que φ(t) = ω(et) e ω(2t)≤ K(1+ω(t))

(propriedade 1 da Definição 2.1.1). Daí, obtemos que

φ(1+ t) = ω(e1+t) = ω(eet)≤ ω(3et)

e que

φ(1+ t)≤ ω(3et) ≤︸︷︷︸
⋆

K(1+ω(2et)+ω(et))

≤ K(1+K +Kω(et)+ω(et))

= K +K2 +K2
φ(t)+Kφ(t)

= (K +K2)︸ ︷︷ ︸
=L

(1+φ(t)).

onde, em ⋆, usamos o Lema 1.2 de (BRAUN; MEISE; TAYLOR, 1990) que diz : Se ω for uma
função peso, temos, para, x,y ∈ [0,∞),ω(x+y)≤ K(1+ω(x)+ω(y)). Neste caso em específico,
estamos representando o L da propriedade 1 da definição 2.1.1 como K para não confundir com
o L já definido na afirmação.

A demonstração do Lema segue da seguinte maneira:

1
k

φ
∗(Nk)+Ns =

1
L

L
k

φ
∗(

NkL
L

)+NkL
s

Lk
=

1
Lk

(Lφ
∗(

NkL
L

)+NkLs)

=
1

Lk

Lφ
∗(

NkL
L

)+NkL︸ ︷︷ ︸
φ∗(NkL)+L

+NkL+ . . .+NkL︸ ︷︷ ︸
(s−1)vezes



≤ 1
Lk

φ
∗(NkL)+NkL︸ ︷︷ ︸
≤ 1

L (φ
∗(NkL2)+L)

+NkL+ . . .+NkL︸ ︷︷ ︸
(s−2)vezes

+L


≤ 1

L2k

φ
∗(NkL2)+NkL2 +NkL2 + . . .+NkL2︸ ︷︷ ︸

(s−3)vezes

+L2 +L

 .

Por recursão, obtemos por fim que

1
k

φ
∗(Nk)+Ns ≤ 1

kLs (φ
∗(NkLs)+

s

∑
j=1

L j)

como queríamos.
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Proposição 3.1.12. Seja ω uma função peso e u ∈ ℰ ′(Tn). Então, temos os seguintes resultados:

1. Suponha que ω(t) = o(t) quando t → ∞. Então u ∈ ℰ(ω)(Tn) se, e somente se, para cada
k ∈ N existe Ck > 0 tal que

| û(ξ ) |≤Cke−kω(ξ ) (3.3)

para todo ξ ∈ Zn.

2. u ∈ ℰ{ω}(Tn) se, e somente se, existem ε > 0,C > 0 tal que

| û(ξ ) |≤Ce−εω(ξ ) (3.4)

para todo ξ ∈ Zn.

Para a demonstração dessa Proposição, iremos denotar Dα =Dα1
1 · · ·Dαn

n (∂ α = ∂
α1
x1 · · ·∂ αn

xn
)

para α ∈ Nn
0.

Demonstração. (1)⇒) Seja u ∈ ℰ(ω)(Tn). Uma vez que a transformada de Fourier de u é dada
por û(ξ ) = ⟨u,(2π)−ne−ixξ ⟩, então para ξ ∈ Zn e para cada α ∈ Nn

0, temos

ξ
α û(ξ ) = ξ

α⟨u,(2π)−ne−i⟨x,ξ ⟩⟩

= ⟨u,(2π)−n
ξ

αe−i⟨x,ξ ⟩⟩

= ⟨u,(2π)−nDα(e−i⟨x,ξ ⟩)⟩

= ⟨(−1)|α|Dαu,(2π)−ne−i⟨x,ξ ⟩⟩.

Como u ∈ ℰ(ω)(Tn), para cada k ∈ N vale que

| ξ
α û(ξ ) |≤ 1

(2π)n

∫
Tn

| Dαue−ixξ | dx ≤ sup
x∈Tn

| ∂
αu(x) |≤|| u ||λ ekφ∗

(
|α|
k

)

ou seja,

| ξ
α û(ξ ) |≤|| u ||λ ekφ∗

(
|α|
k

)
, α ∈ Nn

0, ξ ∈ Zn, λ ∈ R+ (3.5)

e isso vale para toda u ∈ ℰ(ω)(Tn).

Sejam N ∈ N0, ξ ∈ Zn e tome i ∈ {1, . . . ,n} tal que | ξi |= max1≤ j≤n | ξ j |. Colocando
α = Nei, com ei sendo o i-ésimo vetor da base canônica de Rn, temos que

| ξ |N≤ nN/2 max
1≤ j≤n

| ξ j |N= nN/2 | ξi |N= nN/2 | ξ
α | .

Utilizando isso com a inequação (3.5), obtemos que
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| ξ |N | û(ξ ) | ≤ n
N
2 | ξ

α || û(ξ ) |

≤ (n
1
2 )N || u ||λ ekφ∗(N

k )

≤|| u ||λ (n
1
2 )Nekφ∗(N

k )

=CANekφ∗(N
k )

para todo ξ ∈ Zn com C =|| u ||λ e A = n
1
2 e para o caso ξ ̸= 0,

| û(ξ ) |≤CAn | ξ |−N ekφ∗(N
k ).

Para algum s ∈ N, vale que A ≤ es, então obtemos a nova desigualdade

| û(ξ ) |≤CeNs+kφ∗(N
k ) | ξ |−N .

Pelo Lema 3.1.11 (substituindo 1
k por k), obtemos

| û(ξ ) |≤CekLs(φ∗( N
kLs +∑

s
j=1 L j)) | ξ |−N≤Ckemφ∗(N

m ) | ξ |−N ,

para Ck =CekLs
∑

s
j=1 Ls

e m o menor número inteiro tal que m > kLs.

Pela desigualdade (3.2), temos que | û(ξ ) |≤Cke−kω(|ξ |)+ln(|ξ |) e pela Proposição 3.1.9,
| û(ξ ) |≤ Bke−kω(|ξ |), como queríamos concluir.

⇐)Da mesma forma, seja u ∈ ℰ ′(Tn) que satisfaz a condição (3.3). Pela desigualdade
(3.1) e pela Proposição 3.1.9, para cada k ∈ N, existe Ck > 0 tal que | ξ |J| û(ξ ) |≤Ckekφ∗( J

k )

para todo ξ ∈ Zn e J ∈ N0. Por conta desse decaimento, então, para cada α ∈ Nn
0 e x ∈ Rn

obtemos que a série de Fourier Dαu(x) = ∑ξ∈Zn ξ α û(ξ )eixξ é absolutamente convergente. Por
outro lado, também, como u é distribuição, existe C > 0 e M ∈N tais que | û(ξ ) |≤C(1+ | ξ |)M

para todo ξ ∈ Zn.

Fixado k ∈ N e α ∈ Nn
0, tome J =| α |+n+M e observe que

| Dαu(x) |≤ ∑
|ξ |≤A(k)

| ξ ||α|| û(ξ ) |+ ∑
|ξ |>A(k)

| ξ ||α|| û(ξ ) |=: S1 +S2, x ∈ Rn (3.6)

com A(x) = e
2x
J φ∗( J

2k). Em relação a S1 e a S2, verifica-se que

S1 ≤ ∑
|ξ |≤A(k)

A(k | α |)C(1+ | ξ |)M

≤C2NA(kN)A(| kα |)(1+A(k))M

≤ (n+1)2M+2nC(A(k))n+|α|+M ≤ n2M+2nCA(kJ)

e
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S2 = ∑
|ξ |>A(k)

| ξ |J−n−M| û(ξ ) |≤CkA(kJ) ∑
|ξ |>A(k)

| ξ |−n−M,

com J =| α |+n+M e ∑|ξ |≤A(k) ≤ (n+1)22nA(kn) (proposição 3.1.10).

Explicaremos melhor cada transição de contas. Lidando primeiro com S1, a primeira
linha se origina da condição de | ξ |≤ A(k) e da desiguldade | û(ξ ) |≤C(1+ | ξ |)M. A segunda
linha é obtida substituindo o valor de | ξ | novamente e utilizando a desigualdade citada acima.
A terceira linha é obtida majorando os elementos do binômio de Newton por A(k)M e usando
que

(M
N

)
≤ 2M, para todo N < M. Quanto a S2, basta usar a desigualdade da hipótese inicial.

Sendo assim, por (3.6), deduzimos

| Dαu(x) |≤ (n+1)2M+2nCA(kJ)+CkcA(kJ)≤C′
kA(kJ),x ∈ Rn (3.7)

onde C′
k = (n+1)22n+MC+Ckc > 0 depende unicamente de k, da dimensão de N e de u (aqui,

c = ∑|ξ |̸=0 | ξ |−n−M< ∞).

Além disso, a convexidade de φ∗ nos fornece

2kφ
∗
(

J
2k

)
≤ kφ

∗(| α | /k)+ kφ
∗((n+M)/k). (3.8)

Combinando (3.7) e (3.8), obtemos para cada k ∈ N, existe uma constante C′′
k =

C′
kekφ∗((n+M)/k) > 0 tal que | Dαu(x) |≤C′′

k ekφ∗(|α|/k),α ∈ Nn
0,x ∈ Rn.

Isso significa que u ∈ ℰ(ω)(Tn).

(2)⇒) Seja u ∈ ℰ{ω}(Tn). Uma vez que, para cada α ∈ Nn
0, a transformada de Fourier

de u é dada por û(ξ ) = ⟨u,(2π)−ne−ixξ ⟩, então para ξ ∈ Zn, temos, como acima,

ξ
α û(ξ ) = ⟨(−1)|α|Dαu,(2π)−ne−i⟨x,ξ ⟩⟩.

Como u ∈ ℰ{ω}(Tn) existe λ > 0 de forma que λ = 1
k ,k ∈ N existe Cλ tal que

| ξ
α û(ξ ) |≤ 1

(2π)n

∫
Tn

| Dαueixξ | dx ≤ max
x∈Tn

| ∂
αu(x) |≤|| u ||λ e

1
k φ∗(|α|k), α ∈ Nn

0,ξ ∈ Zn

(3.9)
e isso vale para toda u ∈ ℰ{ω}. Agora, sejam N ∈ N0, ξ ∈ Zn e tome i ∈ {1, . . . ,n} tal que
| ξi |= max1≤ j≤n | ξ j |. Colocando α = Nei, com ei sendo o i-ésimo vetor da base canônica de
Rn, temos que

| ξ |N≤ nN/2 max
1≤ j≤n

| ξ j |N= nN/2 | ξi |N= nN/2 | ξ
α | .

Utilizando isso com a inequação (3.9), obtemos que, existe λ > 0, Cλ tal que
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| ξ |N | û(ξ ) | ≤ nN/2 | ξ
α || û(ξ ) |

≤ (n1/2)N || u ||λ e
1
k φ∗(Nk)

para todo ξ ∈ Zn e N ∈ N0.

Tomando (n
1
2 ) = A e || u ||λ= C, obtemos que | ξ |N | û(ξ ) |≤ ANCe

1
k φ∗(Nk), ou ainda,

que
| û(ξ ) |≤ ANC | ξ |−N e

1
k φ∗(Nk).

Uma vez que, para algum s ∈ N vale que A ≥ es, temos então a nova desigualdade

| û(ξ ) |≤CesN+ 1
k φ∗(Nk) | ξ |−N .

Pelo Lema 3.1.11, obtemos

| û(ξ ) |≤Ce
1

kLs φ∗(NkLs)+∑
s
j=1 L j

| ξ |−N≤C′e
1
m φ∗(Nm) | ξ |−N

onde C′ =Ce
1

kLs ∑
s
j=1 e m é o menor número interio que é maior que kLs.

Pela Proposição 3.1.8, para algum t0 > 0, para | ξ |≥ max{1, t0}, segue que | û(ξ ) |≤
Ce−εω(|ξ |), para 0 < ε < 1

k .

E para | ξ |≤ max{1, t0}, temos que | û(ξ ) |≤ Ce
1
k φ∗(0) ≤ Be−εω(|ξ |). Daí, para D =

max{C,B}, vale que û(ξ )≤ De−εω(|ξ |), como queríamos.

⇐)Da mesma forma, seja u ∈ ℰ ′(Tn) que satisfaz a condição (3.4). Pela afirmação que
provamos no começo referente a desigualdade (3.1) e pela Proposição 3.1.8, existem k ∈ N, e
C′ > 0 tal que | ξ |J| û(ξ ) |≤C′e

1
k φ∗(Jk) para todo ξ ∈ Zn e J ∈ N0. Por conta desse decaimento,

então, para cada α ∈Nn
0 e x ∈Rn obtemos que a série de Fourier Dαu(x) = ∑ξ∈ZN ξ α û(ξ )eixξ é

absolutamente convergente. Por outro lado, como u é uma distribuição, existe C > 0 e M ∈ N
tais que | û(ξ ) |≤C(1+ | ξ |)M para todo ξ ∈ Zn.

Para o mesmo k ∈ N acima e α ∈ Nn
0, tome J =| α |+n+M e observe que

| Dαu(x) |≤ ∑
|ξ |≤A(k)

| ξ ||α|| û(ξ ) |+ ∑
|ξ |>A(k)

| ξ ||α|| û(ξ ) |=: S1 +S2, x ∈ Rn (3.10)

com A : N→ R, A(x) = e
1

2xJ φ∗(2kJ). A partir de S1 e S2, deduzimos

S1 ≤ ∑
|ξ |≤A(k)

A(k | α |−1)C(1+ | ξ |)M

≤C2nA(kn−1)A(k | α |−1)(1+A(k))M

≤ (n+1)2M+2nC(A(k))n+|α|+M ≤ n2M+2nCA(kJ−1)

e
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S2 = ∑
|ξ |>A(k)

| ξ |J−n−M| û(ξ ) |≤C′A(kJ) ∑
|ξ |>A(k)

| ξ |−n−M,

com J =| α |+N +M e ∑|ξ |≤A(k) ≤ (n+1)22nA(kn) (Proposição 3.1.10).

Explicaremos melhor cada transição de contas. Lidando primeiro com S1, a primeira
linha se origina da condição de | ξ |≤ A(k) e da desiguldade | û(ξ ) |≤C(1+ | ξ |)M. A segunda
linha é obtida substituindo o valor de | ξ | novamente e utilizando a desigualdade citada acima.
A terceira linha é obtida majorando os elementos do binômio de Newton por A(k)M e usando
que

(M
N

)
≤ 2M para todo N < M. Quanto a S2, basta usar a desigualdade da hipótese inicial.

Sendo assim, por (3.10), deduzimos

| Dαu(x) |≤ (n+1)2M+2nCA(kJ−1)+C′cA(kJ−1)≤ C̃A(kJ−1), x ∈ Rn (3.11)

onde C̃ = (n+ 1)22n+MC+Ckc > 0 depende unicamente da dimensão de n e de u(aqui, c =

∑|ζ |̸=0 | ξ |−n−M< ∞).

Além disso, a convexidade de φ∗ nos fornece

1
2k

φ
∗(J2k)≤ 1

k
φ
∗(| α | k)+

1
k

φ
∗((n+M)k). (3.12)

Combinando (3.11) e (3.12), obtemos para cada k ∈ N, existe uma constante C̃′ =

C̃e
1
k φ∗((n+M)k) > 0 tal que | Dαu(x) |≤ C̃′e

1
k φ∗(|α|k),α ∈ Nn

0,x ∈ Rn.

Isso significa que u ∈ ℰ{ω}(Tn).

Exemplo 3.1.13. Seja ω(t) = t
1
s uma função peso que, como vimos, satisfaz a propriedade

(α0). Para esta função peso, u ∈ ℰ{ω}(Tn) se, e só se, | û(ξ ) |≤Ce−ε|ξ |
1
s e, pelo Lema 3.1.6 de

(PETRONILHO, 2003), u ∈ Gs
2π
(Rn).

Observação 3.1.14. O exemplo a seguir será o único momento do trabalho em que utilizaremos
uma função peso quase-analítica. O fato da função peso ser quase-analítica não interfere nos
resultados demonstrados até aqui.

Exemplo 3.1.15. Seja ω(t) = t uma função peso que, como vimos, satisfaz a propriedade
(α0). Para esta função peso, u ∈ ℰ{ω}(Tn) se, e só se, | û(ξ ) |≤Ce−ε|ξ | e, pelo Lema 3.1.6 de
(PETRONILHO, 2003), u é real-analítica.

3.2 Resolubilidade de campos vetoriais cujo transposto é
hipoelíptico

Finalmente estamos prontos para começar a abordar a regularidade de soluções de
campos vetoriais, que é um dos principais temas desta dissertação. Seja ω uma função peso não
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quase analítica que satisfaça a propriedade (α0). Além disso, quando formos tratar das classes
de funções ultradiferenciáveis do tipo Beurling, iremos pedir também que ω(t) = o(t) quando t

tender ao infinito.

Seja

Pλ =
n

∑
j=1

λ j(x)∂x j

um campo vetorial no toro Tn com λ j ∈ ℰ†(Tn) para j = 1, . . . ,n onde λ j(x) ∈ R, para todo
j = 1, . . . ,n. Dado o operador Pλ , facilmente podemos obter seu operador transposto, que é da
forma

tPλ u =−
n

∑
j=1

∂x j(λ ju)

para u∈ ℰ ′(Tn). Nesta seção, queremos obter hipóteses para determinar quando é possível obter a
solução de um sistema Pu = f . Para isso, começaremos observando as hipóteses necessárias para
encontrar a solução do problema homogêneo tPλ u = 0. Uma leitura criteriosa da demonstração
do Teorema 2.1 de (WENYI; CHI, 2007) nos fornece o seguinte resultado:

Lema 3.2.1. Se tPλ tem a seguinte propriedade:

∀µ ∈ ℰ ′(Tn), tPλ µ = 0 ⇒ µ ∈C∞(Tn) (3.13)

então existe w ∈ C∞(Tn) positiva tal que tPλ w = 0. Ademais, qualquer outra solução desta
equação homogênea é um múltiplo de w.

Sabendo disso, vamos a versão para funções ultradiferenciáveis. Precisaremos, para isso,
introduzir uma definição de hipoelipticidade para nossos operadores.

Definição 3.2.2. Seja Pλ = Pλ (x,D) = ∑
n
j=1 λ j(x)∂x j +λ0(x) um ODPL de ordem 1 com coefici-

entes {λ j}0≤ j≤n ⊂ ℰ†(Tn) ({λ j}1≤ j≤n ⊂C∞(Tn) respectivamente). O operador Pλ é chamado
de globalmente †-hipoelíptico em Tn (globalmente C∞-hipoelíptico em Tn, respectivamente)
se as condições u ∈ ℰ ′(Tn) e Pλ u ∈ ℰ†(Tn) (u ∈ ℰ ′(Tn) e Pλ u ∈ C∞(Tn), respectivamente)
implicam que u ∈ ℰ†(Tn) (u ∈C∞(Tn) respectivamente).

Teorema 3.2.3. Sejam ω como já definida e suponha o operador tPλ globalmente †-hipoelíptico.
Então, a equação

tPλ w = 0 (3.14)

possui solução positiva em ℰ†(Tn). Além disso, qualquer outra solução desta equação homogênea
é um múltiplo de w.

Demonstração. Uma vez que tPλ é globalmente †-hipoelíptico, então se µ ∈ ℰ ′(Tn) é tal que
tPλ µ = 0 então µ ∈ ℰ†(Tn) que é suave. Ou seja, vale a propriedade (3.13). Logo, pelo Lema
3.2.1 existe w ∈C∞(Tn) positiva tal que tPλ w = 0 portanto, w ∈ ℰ†(Tn) é positiva.
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Proposição 3.2.4. Se tPλ é um operador globalmente †-hipoelíptico, então Pλ também é global-
mente †-hipoelíptico.

Demonstração. Seja u ∈ ℰ ′(Tn) uma distribuição tal que Pλ u ∈ ℰ†(Tn) e w solução positiva
fornecida pelo Teorema 3.2.3. Então podemos calcular tPλ (wu) da seguinte forma :

tPλ (wu) =−
n

∑
j=1

∂x j(λ j(x)wu)

=−u
n

∑
j=1

∂x j(λ j(x)w)−w
n

∑
j=1

λ j(x)∂x ju

=−wPλ u

com −wPλ u ∈ ℰ†(Tn). Por hipótese, tPλ é um operador globalmente †-hipoelíptico e w ∈ ℰ†(Tn)

satisfaz w > 0 em Tn, daí, wu = g ∈ ℰ†(Tn), ou ainda, u = g/w ∈ ℰ†(Tn) (Teoremas 3.1.5 e
3.1.6), tornando, assim, o operador Pλ globalmente †-hipoelíptico.

Seja o conjunto

E†(Pλ ) = {v ∈ ℰ†(Tn) :
∫
Tn

v(x)w(x)dx = 0 para todo w ∈ ℰ†(Tn) com tPλ w = 0}.

As equações que definem o conjunto são chamas condições necessárias de compatibilidade em
vista a Proposição 3.2.6.

Definição 3.2.5. Seja Pλ = ∑
n
j=1 λ j(x)∂x j um ODPL com os coeficientes λ j ∈ ℰ†(Tn) (λ j ∈

C∞(Tn) respectivamente). O operador Pλ é dito ser globalmente †-resolúvel se para todo
f ∈ E†(Pλ ) existe u ∈ ℰ†(Tn) tal que Pλ u = f em Tn.

Podemos, agora, formular as hipóteses necessárias para obtermos a resolubilidade do
operador Pλ a partir do Teorema 3.2.3.

Proposição 3.2.6. Seja f ∈ ℰ†(Tn) tal que existe u ∈ ℰ†(Tn) satisfazendo Pλ u = f . Então
f ∈ E†(Pλ ).

Demonstração. Se w ∈ ℰ†(Tn) é tal que tPλ w = 0 então∫
Tn

f (x)w(x)dx = ⟨ f ,w⟩= ⟨Pλ u,w⟩= ⟨u, tPλ w⟩= 0.

Logo f ∈ E†(Pλ )

Para cada λ > 0, relembrando que

|| f ||λ= sup
x∈Tn

sup
α∈N0

| ∂
α f (x) | e−λφ∗( |α|

λ
), f ∈C∞(Tn),
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sejam os espaços
ℰω,λ (Tn) = { f ∈C∞(Tn); || f ||λ< ∞}

e note que
ℰ(ω)(Tn) =

⋂
λ>0

ℰω,λ (Tn).

Proposição 3.2.7. (ℰω,λ (Tn), || · ||λ ) é espaço de Banach, ∀ λ > 0.

Não faremos a demonstração desta proposição aqui. Para espaços que são construídos
via sequencias peso, veja Proposição 2.4.3 de (VICTOR, 2021).

Relembremos o Lema 3.1.2 que nos diz que, para f suave, || f ||λ≤|| f ||λ+
se λ+ ≥ λ .

Em particular, || f ||λ+
< ∞ implica que || f ||λ< ∞ o que nos dá que ℰω,λ+

(Tn)⊂ ℰω,λ (Tn) com
inclusão contínua, para todo λ+ ≥ λ .

Coloquemos em ℰ(ω)(Tn) a topologia dada pela família de normas {|| · ||k;k ∈ Z+},
dessa maneira, uma sequência { fv}v∈N ⊂ ℰ(ω)(Tn) converge para f ∈ ℰ(ω)(Tn) em ℰ(ω)(Tn) se,
e somente se, fv → f em ℰω,k(Tn), para todo k ∈ Z+, isto é, limv→∞ || fv − f ||k= 0, para todo
k ∈ Z+. Assim, conseguimos ter a seguinte cadeia de inclusões :

ℰ(ω)(Tn)⊂ . . .⊂ ℰω,k+1(Tn)⊂ ℰω,k(Tn)⊂ . . .⊂ ℰω,1(Tn).

Teorema 3.2.8. ℰ(ω)(Tn) é um espaço de Fréchet: toda sequência de Cauchy em ℰ(ω)(Tn) é
convergente.

Demonstração. Dada uma sequência { fv}v∈N ⊂ ℰ(ω)(Tn), dizer que ela é uma sequência de
Cauchy é dizer que { fv}v∈N é sequência de Cauchy em todos os espaços ℰω,k(Tn),k ∈ Z+.
Como, para cada k ∈ Z+, o espaço é completo, existe f (k) ∈ ℰω,k(Tn) tal que fv → f (k) em
ℰω,k(Tn). Porém perceba que

k+ > k ⇒ ℰω,k+(T
n)⊂ ℰω,k(Tn) continuamente ⇒ fv → f (k+) em ℰω,k(Tn)

de maneira que, pela unicidade do limite, f (k+) = f (k). Isso implica que

f (1) = f (k) ∀k ∈ Z+ ⇒ f (1) ∈ ℰω,k(Tn) ∀ k ⇒ f (1) ∈ ℰ(ω)(Tn)

e, por conta disso

fv → f (k) = f (1) em ℰω,k(Tn) ∀k ∈ Z+ ⇒ fv → f (1) em ℰ(ω)(Tn).

Proposição 3.2.9. Um operador diferencial

P = ∑
|α|≤m

aα(x)Dα ,aα ∈ ℰ(ω)(Tn),

define uma aplicação contínua P : ℰ(ω)(Tn)→ ℰ(ω)(Tn).
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Demonstração. Se f ∈ ℰ(ω)(Tn), utilizando que ℰ(ω)(Tn) é fechado em relação as operações
de multiplicação e derivação, obtemos que

Dα f ∈ ℰ(ω)(Tn)⇒ aαDα f ∈ ℰ(ω)(Tn)⇒ P f ∈ ℰ(ω)(Tn).

Como dito na hipótese, P é linear. Além disso, provaremos que seu gráfico é fechado.

Proposição 3.2.10. O gráfico de P é fechado.

Demonstração. Seja { fv}v∈Z+ uma sequência em ℰ(ω)(Tn) tal que ( fv,P fv)→ ( f ,g) em ℰ(ω)(Tn)×
ℰ(ω)(Tn) para algum f ,g ∈ ℰ(ω)(Tn). Basta provar que g = P f . Por propriedade de topologia
produto, fv → f e P fv → g em ℰ(ω)(Tn).

Lema 3.2.11. ℰ(ω)(Tn)⊂C∞(Tn) continuamente.

Demonstração. Basta ver que, para cada α ∈ Nn
0:

sup
x∈Tn

| ∂
α f (x) |≤|| f ||λ eλφ∗( |α|

λ
), ∀ f ∈ ℰω,λ (Tn).

Se fv → f em ℰ(ω)(Tn) então

|| fv − f ||k→ 0 ∀ k ∈ Z+ ⇒ sup
Tn

| ∂
α fv −∂

α f |≤|| fv − f ||k ekφ∗( |α|
k ) → 0

para cada k ∈ Z+, α ∈ N0 fixados.

Isso nos dá que

sup
Tn

| ∂
α fv −∂

α f | →︸︷︷︸
v→∞

0,∀α ∈ Nn
0 ⇒ fv → f

em C∞(Tn).

De volta a demonstração da proposição, segue do Lema anterior, e pelo fato de operadores
diferenciais são contínuos em C∞(Tn) que

fv → f em ℰ(ω)(Tn)⇒ fv → f em C∞(Tn)⇒ P fv → P f em C∞(Tn).

Pelo Lema anterior novamente,

P fv → g em ℰ(ω)(Tn)⇒ P fv → g em C∞(Tn).

Como C∞(Tn) é Hausdorff, uma vez que é metrizável, segue que g = P f como gostaría-
mos.

Tendo provado que P : ℰ(ω)(Tn) → ℰ(ω)(Tn) tem gráfico fechado, sua continuidade
segue do Teorema do Gráfico Fechado (Teorema 2.3.1).
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Proposição 3.2.12. Seja tPλ o operador transposto de Pλ e suponha que ele seja globalmente
(ω)-hipoelíptico. Para cada k0 ∈ Z+ existem C > 0 e k ∈ Z+ tais que

|| ψ ||k0≤C(|| ψ ||L2(Tn) + || tPλ ψ ||k),∀ψ ∈ ℰ(ω)(Tn). (⋆)

Demonstração. Como L2(Tn) é um espaço de Banach e ℰ(ω)(Tn) é um espaço de Fréchet, temos
que L2(Tn)×ℰ(ω)(Tn) é um espaço de Fréchet com a topologia produto, a qual é dada pela
família de seminormas

||| ( f ,g) |||k=|| f ||L2 + || g ||k, k ∈ Z+, ( f ,g) ∈ L2(Tn)×ℰ(ω)(Tn).

Considere a aplicação linear γ : ℰ(ω)(Tn) → L2(Tn)×ℰ(ω)(Tn) definida por γ(ψ) =

(ψ, tPλ ψ) que é contínua uma vez que cada função entrada é contínua. De fato, já provamos
que tPλ : ℰ(ω)(Tn)→ ℰ(ω)(Tn) é contínua. A primeira componente é contínua pois

ψ ∈ ℰω,λ (Tn)⇒|| ψ ||2L2(Tn) =
∫
Tn

| ψ(x) |2 dx

≤ (2π)n
(

sup
x∈Tn

| ψ(x) |
)2

≤ (2π)n(|| ψ ||λ eλφ∗(0))2

⇒|| ψ ||L2(Tn)≤ (2π)
n
2 eλφ∗(0) || ψ ||λ , ∀ ψ ∈ ℰω,λ (Tn).

Segue facilmente, por exemplo, que ψv → ψ em ℰ(ω)(Tn) implica ψv → ψ em L2(Tn).

Afirmação: A imagem de γ é fechada em L2(Tn)×ℰ(ω)(Tn).

Com efeito, se {ψv}v∈N ⊂ ℰ(ω)(Tn) é tal que γ(ψv) → (ψ,φ) em L2(Tn)×ℰ(ω)(Tn),
então ψv → ψ em L2(Tn)

tPλ ψv → φ em ℰ(ω)(Tn).

Perceba que o primeiro caso nos dá que ψv

(i)︷︸︸︷→ ψ em ℰ ′(Tn)⇒ tPλ ψv

(ii)︷︸︸︷→ tPλ ψ em
ℰ ′(Tn), onde usamos que:

1. L2(Tn)⊂ ℰ ′(Tn) continuamente e

2. tPλ : ℰ ′(Tn)→ ℰ ′(Tn) é contínua.

O segundo caso diz para nós que tPλ ψv → φ em L2(Tn)

(i)︷︸︸︷⇒ tPλ ψv → φ em ℰ ′(Tn)

onde, na primeira implicação, usamos novamente que ℰ(ω)(Tn)⊂ L2(Tn) continuamente.
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Comparando as duas conclusões, temos tPλ ψ = φ ∈ ℰ(ω). Uma vez que, por hipótese,
tPλ é globalmente (ω)-hipoelíptico, obtemos que ψ ∈ ℰ(ω)(Tn) e, com isso, que (ψ,φ) =

(ψ, tPλ ψ) = γ(ψ) pertence a imagem de γ , provando a afirmação.

Assim, Γ = {γ(ψ);ψ ∈ ℰ(ω)(Tn)} é subespaço fechado de L2(Tn)×ℰ(ω)(Tn), que é um
espaço de Fréchet, segue que Γ é um espaço de Fréchet com a topologia de subespaço, a qual é
definida pela restrição de seminormas ( f ,g) ∈ Γ 7→||| ( f ,g) |||k,k ∈ Z+.

A aplicação γ : ℰ(ω)(Tn)→ Γ é então linear, contínua e bijetora (uma vez que a injetivi-
dade vem imediatamente da definição de γ) segue do Teorema da Aplicação Aberta (Teorema
2.3.2) que γ−1 : Γ → ℰ(ω)(Tn) é contínua.

Em termos das seminormas que definem os espaços envolvidos, esta continuidade
expressa-se da seguinte maneira : para todo k0 ∈ Z+ existem C > 0 e k ∈ Z+ tais que

|| γ
−1( f ,g) ||k0≤C ||| ( f ,g) |||k, ∀ ( f ,g) ∈ Γ.

Como

( f ,g) ∈ Γ ⇐⇒ ( f ,g) = (ψ, tPλ ψ︸ ︷︷ ︸
=γ(ψ)

)

para ψ = γ−1( f ,g) ∈ ℰ(ω)(Tn), temos

|| ψ ||k0≤C || (ψ, tPλ ψ) ||k=C(|| ψ ||L2(Tn) + || tPλ ψ ||k),∀ψ ∈ ℰ(ω)(Tn).

Corolário 3.2.13. Suponha tPλ globalmente (ω)-hipoelíptico. Para cada k0 ∈ Z+ existem C′ > 0
e k ∈ Z+ tais que

|| ψ ||k0≤C′ || tPλ ψ ||k,∀ψ ∈ E(ω)(Pλ ). (⋆⋆)

Demonstração. Pela proposição anterior, dado k0 ∈ Z+, existem C > 0 e k ∈ Z+ tais que (⋆)

vale. Suponha por absurdo que (⋆⋆) não vale para nenhuma escolha de C′. Então para cada v ∈N
existe ψv ∈ E(ω)(Pλ ) tal que

|| ψv ||k0> v || tPλ ψv ||k,∀ v ∈ N.

Em particular, ψv ̸= 0. Sem perda de generalidade, podemos supor que ||ψv ||k0= 1 ( basta
substituir ψv por seu vetor unitário) para todo v ∈ N. Segue que || tPλ ψv ||k→ 0 quando v → ∞,
além disso, {ψv}v∈N é sequência limitada em ℰω,k0(Tn). Escolhendo 0 < k−0 < k0, lembremos
que a inclusão ℰω,k0(Tn) ⊂ ℰ

ω,k−0
(Tn) é compacta (Proposição 2.4.4 de (VICTOR, 2021)),

donde segue que existe uma subsequência {ψv j} j∈N que converge em ℰω,k0(Tn), digamos, para
ψ0 ∈ ℰ

ω,k−0
(Tn).
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Como a incusão ℰ
ω,k−0

(Tn)⊂ L2(Tn) é contínua (fato já demonstrado) temos que ψv j →
ψ0 em L2(Tn) também. Em particular:∫

Tn
ψv j(x)φ(x)dx →︸︷︷︸

j→∞

∫
Tn

ψ
0(x)φ(x)dx, ∀ φ ∈C∞(Tn)

de modo que ψv j → ψ0 em ℰ ′(Tn) também. Segue da continuidade de tPλ : ℰ ′(Tn)→ ℰ ′(Tn)

que tPλ ψv j → tPλ ψ0 em ℰ ′(Tn) mas como tPλ ψv j → 0 em ℰω,k(Tn) ⊂ ℰ(ω)(Tn) ⊂ ℰ ′(Tn),
segue que tPλ ψ0 = 0. Concluímos assim que ψ0 ∈ ℰ(ω)(Tn), visto que tPλ é globalmente
(ω)-hipoelíptico por hipótese.

Por outro lado, como ψv j ∈ E(ω)(Pλ ) :

w̃ ∈ ℰ(ω)(Tn), tPλ w̃ = 0 ⇒
∫
Tn

ψv j(x)w̃(x)dx︸ ︷︷ ︸
→
∫
Tn ψ0w̃(x)dx quando j→∞

= 0

⇒
∫
Tn

ψ
0(x)w̃(x)dx = 0, ∀ w̃ ∈ ℰ(ω)(Tn), tPλ w̃ = 0

ou seja ψ0 ∈ E(ω)(Pλ ), Mas como já vimos que tPλ ψ0 = 0 segue que como tPλ tem coeficientes
reais, que

0 = tPλ ψ0 = tPλ ψ0 ⇒ 0 =
∫
Tn

ψ
0(x)ψ0(x)dx =|| ψ

0 ||2L2

donde concluímos que ψ0 = 0, ou seja ψv j → 0 em L2(Tn). Substituindo tudo na desigualdade
(⋆) temos, para todo j ∈ Z+ :

1 =|| ψv j ||k0≤C(|| ψv j ||L2(Tn)︸ ︷︷ ︸
→0

+ || tPλ ψv j ||k︸ ︷︷ ︸
→0

)→ 0, j → ∞.

Absurdo! Logo, vale (⋆⋆) para algum C′ > 0.

Definição 3.2.14. Denotaremos por ℰ ′
(ω)(T

n) o espaço dos funcionais lineares contínuos ℰ(ω)(Tn)→
C. Dado P um ODPL com coeficientes em ℰ(ω)(Tn) definimos sua ação P : ℰ ′

(ω)(T
n)→ ℰ ′

(ω)(T
n)

pela regra

f ∈ ℰ ′
(ω)(T

n)⇒

P f : ℰ(ω)(Tn)→ C

φ → ⟨ f , tPφ⟩

isto é, P f = f ◦ tP como funcionais lineares. Perceba que, desta maneira, P f é contínuo uma
vez que f e tP são contínuos.

É facil provar que ℰ(ω)(Tn) é denso em C∞(Tn) : para cada ξ ∈ Zn a função x ∈ Tn 7→
ei⟨x,ξ ⟩ ∈ C pertence a ℰ(ω)(Tn) pois

u(x) = ei⟨x,ξ ⟩ ⇒ û(ν) =

1, se ν = ξ

0, se ν ̸= ξ
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e, logo, u ∈ ℰ(ω)(Tn) facilmente pela caracterização de ℰ(ω)(Tn) por série de Fourier cuja teoria
clássica garante, ainda, que {ei⟨x,ξ ⟩,ξ ∈ Zn} é denso em C∞(Tn).

Segue do Teorema de Hahn-Banach que a transposta da inclusão contínua e densa
ℰ(ω)(Tn)⊂C∞(Tn) é uma aplicação injetora ℰ ′(Tn)→ ℰ ′

(ω)(T
n).

Definição 3.2.15. Um ODPL com coeficientes em ℰ(ω)(Tn) será dito globalmente (ω)∗-
hipoelíptico se

∀u ∈ ℰ ′
(ω)(T

n),Pu ∈ ℰ(ω)(Tn)⇒ u ∈ ℰ(ω)(Tn).

Note que se P é globalmente (ω)∗-hipoelíptico então também é globalmente (ω)-
hipoelíptico.

Lema 3.2.16. Se tPλ é globalmente (ω)∗-hipoelíptico então Pλ também o é.

Demonstração. Como tPλ é globalmente (ω)-hipoelíptico, existe w ∈ ℰ(ω)(Tn) positiva tal que
tPλ w = 0. Note que

tPλ (wφ) =−
n

∑
j=1

∂

∂x j
(λ jwφ)

=−
n

∑
j=1

(
wλ j

∂φ

∂x j
+φ

∂

∂x j
(λ jw)

)
=−wPλ φ +φ

tPλ w

=−wPλ φ , ∀ φ ∈C∞(Tn).

Segue que

⟨ tPλ (wu),φ⟩= ⟨wu,Pλ φ⟩= ⟨u,wPλ φ⟩

=−⟨u, tPλ (wφ)⟩

=−⟨Pλ u,wφ⟩

= ⟨−wPλ u,φ⟩, ∀ φ ∈ ℰ(ω)(Tn)

⇒ tPλ (wu) =−wPλ u, ∀ u ∈ ℰ ′
(ω)(T

n).

Se u ∈ ℰ ′
(ω)(T

n) é tal que Pλ u ∈ ℰ(ω)(Tn) então tPλ (wu) =−wPλ u também pertence a
ℰ(ω)(Tn). Sendo tPλ globalmente (ω)∗-hipoelíptico por hipótese, temos wu ∈ ℰ(ω)(Tn), logo,
u = 1

w(wu) ∈ ℰ(ω)(Tn) (Teorema 3.1.5).

Teorema 3.2.17. Se tPλ é globalmente (ω)∗-hipoelíptico então para toda f ∈ E(ω)(Pλ ) existe
u ∈ ℰ(ω)(Tn) tal que Pλ u = f .

Demonstração. Considere o espaço vetorial

R = { tPλ g,g ∈ ℰ(ω)(Tn)} ⊂ ℰ(ω)(Tn)
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munido da topologia de subespaço herdada de ℰ(ω)(Tn). Definimos u : R → C por

tPλ g ∈ R 7→ ⟨ f ,g⟩=
∫
Tn

f (x)g(x)dx.

De fato, u está bem definido. Se g1,g2 ∈ ℰ(ω)(Tn) são tais que tPλ g1 =
tPλ g2 então

g1 −g2 ∈ ker tPλ ⇒ ⟨ f ,g1 −g2⟩= 0

pois f ∈ E(ω)(Pλ ) e, logo, ⟨ f ,g1⟩= ⟨ f ,g2⟩, ou seja, u(g1) = u(g2). Além disso, u é claramente
linear.

Lema 3.2.18. u : R → C é contínua.

Demonstração. Faremos uma construção preliminar. Como tPλ é globalmente (ω)-hipoelíptico,
pelo Teorema 3.2.3, existe w ∈ ℰ(ω)(Tn) solução da equação homogênea tPλ w = 0. Além disso,
sem perda de generalidade, suponha que

∫
Tn w(x)2dx = 1. Dada g ∈ ℰ(ω)(Tn), considere

cg =
∫
Tn

g(x)w(x)dx, ψg = g− cgw ∈ ℰ(ω)(Tn).

Note que g−ψg = cgw ∈ ker tPλ . Ademais∫
Tn

ψg(x)w(x)dx =
∫
Tn

g(x)w(x)dx︸ ︷︷ ︸
cg

−cg

∫
Tn

w(x)2︸ ︷︷ ︸
=1

= 0 ⇒ ψg ∈ E(ω)(Pλ ).

Agora, recordemos (⋆⋆) : como tPλ é globalmente (ω)-hipoelíptico, existem C′ > 0 e
k ∈ Z+ tais que

|| ψg ||1≤C′ || tPλ ψg ||k, ∀ ψg ∈ E(ω)(Pλ ).

Dado φ ∈R, por definição, existe g∈ ℰ(ω)(Tn) tal que tPλ g= φ . Conforme vimos, ψg ∈E(ω)(Pλ )

satisfaz tPλ ψg =
tPλ g = φ , logo, temos

| ⟨u,φ⟩ |=| ⟨u, tPλ ψg⟩ |=| ⟨ f ,ψg⟩ |

≤|| f ||L2(Tn)|| ψg ||L2(Tn)

≤|| f ||L2(Tn) (2π)
n
2 eψ∗(0) || ψg ||1

≤C′(2π)
n
2 eφ∗(0) || f ||L2(Tn)|| tPλ ψg ||k

=C′(2π)
n
2 eφ∗(0) || f ||L2(Tn)|| φ ||k .

Como φ ∈ R é arbitrária, segue a continuidade de u.

De volta à demonstração do Teorema: como u : R → C é contínua, segue do Teorema de
Hahn-Banach que existe ũ : ℰ(ω)(Tn)→ C linear contínua tal que ũ |R= u. Logo, ũ ∈ ℰ ′

(ω)(T
n)

e, dada g ∈ ℰ(ω)(Tn), temos que

⟨Pλ ũ,g⟩= ⟨ũ, tPλ g⟩= ⟨u, tPλ g⟩= ⟨ f ,g⟩ ⇒ Pλ ũ = f em ℰ ′
ω(Tn).
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Mas conforme o Lema anterior, a hipótese de que tPλ é globalmente (ω)∗-hipoelíptico
implica a mesma propriedade para Pλ , o que, por sua vez, garante que ũ ∈ ℰ(ω)(Tn) pois
f ∈ ℰ(ω)(Tn).

Podemos resumir os Lemas, Proposições e Teoremas acima em um único resultado para
sintetizar nosso pensamento:

Teorema 3.2.19. Seja ω satisfazendo as propriedades listadas no início da seção e suponha que
tPλ é globalmente (ω)∗-hipoelíptico. Então Pλ é globalmente (ω)-resolúvel.

O Teorema 3.3 de (ALBANESE, 2020) nos traz também uma versão para o espaço de
ultradistribuições de tipo Roumieu, denotada por ℰ ′

{ω}(T
n), que, por definição, é o espaço dos

funcionais lineares contínuos ℰ{ω}(Tn)→C. Não entraremos em mais detalhes desta construção
que requer descrever a topologia do espaço de funções ultradiferenciáveis de tipo Roumieu, que
é mais complicada.

Teorema 3.2.20. Seja ω uma função peso satisfazendo as propriedades listadas no início da seção
e suponha que tPλ é globalmente {ω}∗-hipoelíptico. Então Pλ é globalmente {ω}-resolúvel.

Unindo os dois resultados, exibimos um Teorema final para sumariar ambas classes de
funções:

Teorema 3.2.21. Seja ω uma função peso não quase analítica e suponha que tPλ é globalmente
†∗-hipoelíptico. Então Pλ é globalmente †-resolúvel.

3.3 Normalização de campos vetoriais cujo transposto é
hipoelíptico

Para esta seção, tomaremos ω uma função peso não quase analítica que satisfaça a
propriedade (α0). Além disso, quando formos tratar das classes de funções ultradiferenciáveis
do tipo Beurling, iremos pedir também que ω(t) = o(t) quando t tender ao infinito. Também
suporemos que tPλ um operador globalmente †∗-hipoelíptico e w ∈ ℰ†(Tn) uma solução positiva
do Teorema 3.2.3 tal que ∫

Tn
w(x)dx = 1.

Considere as seguintes equações diferenciais parciais de primeira ordem em Tn

Pλ u = Λ j −λ j(x),1 ≤ j ≤ n, (3.15)

com

Λ j =
∫
Tn

λ j(x)w(x)dx,1 ≤ j ≤ n.
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Pelo Teorema 3.2.21, as equações (3.15) tem soluções u j ∈ ℰ†(Tn),1 ≤ j ≤ n pois∫
Tn
(Λ j −λ j(x))w(x)dx = Λ j

∫
Tn

w(x)dx−
∫
Tn

λ j(x)w(x)dx = Λ j −Λ j = 0,

para 1 ≤ j ≤ n. Colocando

τ j(x) = x j +u j(x), 1 ≤ j ≤ n, x ∈ Rn

perceba neste momento que a função τ j(x) não é 2π−periódica. Para corrigir isso, primeiro,
denote ũ j(x) = u j ◦ p : Rn →R, onde p é a projeção do Rn para Tn (relembre que, originalmente,
u j : Tn → R). A partir de ũ j, podemos definir τ̃ j : Rn → R da maneira τ̃ j(x) = x j + ũ j(x) e a
função τ̃(x) = (τ̃1(x), . . . , τ̃n(x)), com τ̃ : Rn → Rn.

Por fim, construa a função τ : Tn → Tn, [x]→ τ([x]) = [τ̃(x)]. Mostraremos, agora, que
esta função está bem definida. Se [x] = [y], temos x− y ∈ 2πZn, ou ainda, que x j − y j ∈ 2πZ.
Para algum q = (q1, . . . ,qn) ∈ Zn, então, temos que x j = y j +q j. Daí, temos que

τ̃(y) = (τ̃1(y), . . . , τ̃n(y))

= (y1 + ũ1(y), . . . ,yn + ũn(y))

= (x1 +2πq1 + ũ1(x), . . . ,xn +2πqn + ũn(x))

= (x1 + ũ1(x), . . . ,xn + ũn(x))+2πq

= τ̃(x)+2πq

ou ainda, [τ̃(x)] = [τ̃(y)], o que mostra que nossa função τ está bem definida. Agora sim, podemos
concluir que

Pλ τ j = Λ j. (3.16)

Por tPλ ser globalmente †−hipoelíptico, o sistema {Λ1,Λ2, . . . ,Λn} será LI em Z. A
demonstração desta afirmação segue no Lema abaixo:

Lema 3.3.1. Para ω uma função peso e tPλ um operador satisfazendo as propriedades listadas
no início da seção, temos que

n

∑
j=1

k jΛ j ̸= 0, ∀ k = (k1,k2, . . . ,kn) ∈ Z\{0}.

Demonstração. Suponha que ∑
n
j=1 k jΛ j = 0 para algum k ∈ Zn. Defina

u(x) = exp

[
i

n

∑
j=1

k jτ j(x)

]
, x ∈ Tn.

Então u ∈ ℰ†(Tn) e
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Pλ u(x) = i
n

∑
j=1

λ j(x)
∂

∂x j
(exp{i

n

∑
l=1

klτl(x)})

= u(x)i
n

∑
j=1

λ j(x)
n

∑
l=1

klδ jl + kl
∂

∂x j
τl

= u(x)i
n

∑
l=1

n

∑
j=1

λ jklδ jl + klλ j
∂

∂x j
τl

= u(x)i
n

∑
l=1

(
n

∑
j=1

λ jklδ jl + kl

n

∑
j=1

λ j
∂

∂x j
τl

)

= u(x)i
n

∑
l=1

(klλl + klΛl − klλl)

= u(x)i
n

∑
l=1

klΛl.

Pλ (u)(x) = iu(x)∑
n
j=1 k jΛ j = 0. Então

tPλ (uw) = tPλ wu−wPλ u = 0.

Pelo Teorema 3.2.3, segue que u = cte em Tn, uma vez que toda solução da homogênea
é, a menos de uma constante, igual a w, implicando que ∑

n
j=1 k jτ j = cte(mod2π).

Como o toro Tn é conexo e as funções τ j são contínuas, a imagem de ∑
n
j=1 k jτ j é conexa,

portanto como está contida em um conjunto discreto, deve ser um único ponto apenas, ou seja,

∑
n
j=1 k jτ j = cte, ou, equivalentemente,

n

∑
j=1

k jx j = cte−
n

∑
j=1

k ju j.

Como o lado esquerdo da equação acima é linear e o outro lado é uma função periódica,
segue que ∑

n
j=1 k jx j = cte e, então, k j = 0 para todo 1 ≤ j ≤ n.

Denote o Jacobiano de τ = (τ1, . . . ,τn) por J, isto é, para x ∈ Tn :

J(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x1τ1(x) ∂x2τ1(x) · · · ∂xnτ1(x)

∂x1τ2(x) ∂x2τ2(x) · · · ∂xnτ2(x)

· · · · · · · · · · · ·
∂x1τn(x) ∂x2τn(x) . . . ∂xnτn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Pelo Teorema 3.2.3 podemos argumentar que J(x) = w(x), x ∈ Tn. Demonstraremos
esta afirmação no Lema a seguir :

Lema 3.3.2. Suponha tPλ um operador satisfazendo as propriedades listadas no início da seção.
Então J(x) = w(x).
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Demonstração. A demonstração deste Lema está feita em (WENYI; CHI, 2007), aqui iremos
demonstrar para o caso n = 2. Dessa forma, denotaremos o vetor v por v = (x,y) e, assim, o
determinante J(v) fica da seguinte forma :

J(v) =

∣∣∣∣∣ ∂

∂xτ1(v) ∂

∂yτ1(v)
∂

∂xτ2(v) ∂

∂yτ2(v)

∣∣∣∣∣= ∂

∂x
τ1(v)

∂

∂y
τ2(v)−

∂

∂y
τ1(v)

∂

∂x
τ2(v).

Aplicando, então, o operador − tPλ em J(v), obtemos

− tPλ (J(v)) = λ1
∂ 2

∂x2 τ1(v)
∂

∂y
τ2(v)+λ1

∂

∂x
τ1(v)

∂ 2

∂y∂x
τ2(v)

−λ1
∂ 2

∂x2 τ2(v)
∂

∂y
τ1(v)−λ1

∂

∂x
τ2(v)

∂ 2

∂y∂x
τ1(v)

+λ2
∂ 2

∂x∂y
τ1(v)

∂

∂y
τ2(v)+λ2

∂

∂x
τ1(v)

∂ 2

∂y2 τ2(v)

−λ2
∂ 2

∂x∂y
τ2(v)

∂

∂y
τ1(v)−λ2

∂

∂x
τ2(v)

∂ 2

∂y2 τ1(v)

+
∂

∂x
λ1

∂

∂x
τ1(v)

∂

∂y
τ2(v)−

∂

∂x
λ1

∂

∂x
τ2(v)

∂

∂y
τ1(v)

+
∂

∂y
λ2

∂

∂x
τ1(v)

∂

∂y
τ2(v)−

∂

∂y
λ2

∂

∂y
τ1(v)

∂

∂x
τ2(v)

+
∂

∂x
λ2

∂

∂y
τ1(v)

∂

∂y
τ2(v)−

∂

∂x
λ2

∂

∂y
τ1(v)

∂

∂y
τ2(v)

+
∂

∂y
λ1

∂

∂x
τ1(v)

∂

∂x
τ2(v)−

∂

∂y
λ1

∂

∂x
τ1(v)

∂

∂x
τ2(v)

As últimas duas linhas se anulam propositalmente para facilitar nossas contas. Reorgani-
zando os termos, encontramos:

λ1
∂ 2τ1

∂x2 (v)
∂τ2

∂y
(v)+

∂λ1

∂x
∂τ1

∂x
(v)

∂τ2

∂y
(v) =

∂τ2

∂y
(v)
(

λ1
∂ 2τ1

∂x2 (v)+
∂λ1

∂x
∂τ1

∂x
(v)
)

=
∂τ2

∂y
(v)
(

∂

∂x

(
λ1

∂τ1

∂x
(v)
))

λ2
∂ 2τ1

∂x∂y
(v)

∂τ2

∂y
(v)+

∂λ2

∂x
∂τ1

∂x
(v)

∂τ2

∂y
(v) =

∂τ2

∂y
(v)
(

λ2
∂ 2τ1

∂x∂y
(v)+

∂λ2

∂x
∂τ1

∂y
(v)
)

=
∂τ2

∂y
(v)
(

∂

∂x

(
λ1

∂τ1

∂y
(v)
))

∂τ2

∂y
(v)
(

∂

∂x

(
λ1

∂τ1

∂x
(v)
))

+
∂τ2

∂y
(v)
(

∂

∂x

(
λ1

∂τ1

∂y
(v)
))

=
∂τ2

∂y
(v)
(

∂

∂x

(
λ1

∂τ1

∂x
(v)+λ2

∂τ1

∂y
(v)
))

=
∂τ2

∂y
(v)

∂

∂x
(Λ1)

= 0
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−λ1
∂ 2τ2

∂x2 (v)
∂τ1

∂y
(v)− ∂λ1

∂x
∂τ1

∂y
(v)

∂τ2

∂x
(v) =−∂τ1

∂y
(v)
(

λ1
∂ 2τ2

∂x2 (v)+
∂λ1

∂x
∂τ2

∂x
(v)
)

=−∂τ1

∂y
(v)
(

∂

∂x

(
λ1

∂τ2

∂x
(v)
))

−λ2
∂ 2τ2

∂x∂y
(v)

∂τ1

∂y
(v)− ∂λ2

∂x
∂τ1

∂y
(v)

∂τ2

∂x
(v) =−∂τ1

∂y
(v)
(

λ2
∂ 2τ2

∂x∂y
(v)+

∂λ2

∂x
∂τ2

∂y
(v)
)

=−∂τ1

∂y
(v)
(

∂

∂x

(
λ2

∂τ2

∂y
(v)
))

−∂τ1

∂y
(v)
(

∂

∂x

(
λ1

∂τ2

∂x
(v)
))

− ∂τ1

∂y
(v)
(

∂

∂x

(
λ2

∂τ2

∂y
(v)
))

=−∂τ1

∂y
(v)
(

∂

∂x

(
λ1

∂τ2

∂x
(v)+λ2

∂τ2

∂y
(v)
))

=−∂τ1

∂y
(v)

∂

∂x
(Λ2)

= 0.

λ1
∂ 2τ2

∂x∂y
(v)

∂τ1

∂x
(v)+

∂λ1

∂y
∂τ2

∂x
(v)

∂τ1

∂x
(v) =

∂τ1

∂x
(v)
(

λ1
∂ 2τ1

∂x∂y
(v)+

∂λ1

∂y
∂τ1

∂x
(v)
)

=
∂τ1

∂x
(v)
(

∂

∂y

(
λ1

∂τ2

∂x
(v)
))

λ2
∂ 2τ2

∂y2 (v)
∂τ1

∂x
(v)+

∂λ2

∂y
∂τ1

∂x
(v)

∂τ2

∂y
(v) =

∂τ1

∂x
(v)
(

λ2
∂ 2τ2

∂y2 (v)+
∂λ2

∂y
∂τ2

∂y
(v)
)

=
∂τ1

∂x
(v)
(

∂

∂y

(
λ2

∂τ2

∂y
(v)
))

∂τ1

∂x
(v)
(

∂

∂y

(
λ1

∂τ2

∂y
(v)
))

+
∂τ1

∂x
(v)
(

∂

∂y

(
λ2

∂τ2

∂y
(v)
))

=
∂τ1

∂x
(v)
(

∂

∂y

(
λ1

∂τ2

∂x
(v)+λ2

∂τ2

∂y
(v)
))

=
∂τ1

∂x
(v)

∂

∂y
(Λ2)

= 0.

−λ1
∂ 2τ1

∂x∂y
(v)

∂τ2

∂x
(v)− ∂λ1

∂y
∂τ1

∂x
(v)

∂τ2

∂x
(v) =−∂τ2

∂x
(v)
(

λ1
∂ 2τ1

∂x∂y
(v)+

∂λ1

∂y
∂τ1

∂x
(v)
)

=−∂τ2

∂x
(v)
(

∂

∂y

(
λ1

∂τ1

∂x
(v)
))
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−λ2
∂ 2τ1

∂y2 (v)
∂τ2

∂x
(v)− ∂λ2

∂y
∂τ1

∂y
(v)

∂τ2

∂x
(v) =−∂τ2

∂x
(v)
(

λ2
∂ 2τ1

∂y2 (v)+
∂λ2

∂y
∂τ1

∂y
(v)
)

=−∂τ2

∂x
(v)
(

∂

∂y

(
λ2

∂τ1

∂y
(v)
))

−∂τ2

∂x
(v)
(

∂

∂y

(
λ1

∂τ1

∂x
(v)
))

− ∂τ2

∂x
(v)
(

∂

∂y

(
λ2

∂τ1

∂y
(v)
))

=−∂τ2

∂x
(v)
(

∂

∂y

(
λ1

∂τ1

∂x
(v)+λ2

∂τ1

∂y
(v)
))

=−∂τ1

∂y
(v)

∂

∂x
(Λ1)

= 0.

Portanto, − tPλ (J(x)) = 0. Daí, por conta do Teorema 3.2.3, temos que J(x) =Cw(x).

Resta provar que C = 1. Para isso, realizaremos a substituição τ j = x j +u j, obtendo, agora,

J(v) =

∣∣∣∣∣1+ ∂u1
∂x (v)

∂u1
∂y (v)

∂u2
∂x (v) 1+ ∂u2

∂y (v)

∣∣∣∣∣= 1+
∂u1

∂x
(v)+

∂u2

∂y
(v)+

∂u1

∂x
(v)

∂u2

∂y
(v)− ∂u2

∂x
(v)

∂u1

∂y
(v).

Calcularemos a integral de cada termo desta soma.

∫
T2

∂u1

∂x
dxdy =

∫
T
(u1(x,y)) |2π

0 dy =
∫
T

0dy = 0.∫
T2

∂u2

∂y
dydx =

∫
T
(u2(x,y)) |2π

0 dx =
∫
T

0dx = 0.∫
T2

∂u1

∂x
∂u2

∂y
− ∂u1

∂y
∂u2

∂x
dxdy =

∫
T2

∂u1

∂x
∂u2

∂y
dxdy−

∫
T2

∂u2

∂x
∂u1

∂y
dxdy.

Desenvolveremos a primeira integral via integração por partes. Tomando u′ = ∂u1
∂x ⇒ u =

u1 e v = ∂u2
∂y ⇒ v′ = ∂ 2u2

∂x∂y , obtemos

∫
T2

∂u1

∂x
∂u2

∂y
dxdy = (2π)2

(
u1(x,y)

∂u2

∂y
(x,y)

)
|2π
0 −

∫
T2

u1
∂ 2u2

∂y∂x
dydx =−

∫
T2

u1
∂ 2u2

∂y∂x
dydx.

Trabalhando com a última integral por partes novamente, temos que u′ = ∂ 2u2
∂y∂x ⇒ u = ∂u2

∂x

e v = u1 ⇒ v′ = ∂u1
∂y , obtemos então que

−
∫
T2

u1
∂ 2u2

∂y∂x
dxdy=−(2π)2

(
u1(x,y)

∂u2

∂x
(x,y)

)
|2π
0 +

∫
T2

∂u1

∂y
∂u2

∂x
dydx=

∫
T2

∂u1

∂y
∂u2

∂x
dydx.

Temos, então, que ∫
T2

∂u1

∂x
∂u2

∂y
dxdy =

∫
T2

∂u2

∂x
∂u1

∂y
dxdy,
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então, nos resta que ∫
T2

∂u1

∂x
∂u2

∂y
− ∂u1

∂y
∂u2

∂x
dxdy = 0.

Por fim, obtemos então que
∫
T2 J(x)dxdy = (2π)2 ao mesmo tempo que

∫
T2

J(x) =
∫
T2

Cw(x)dx =C
∫
T2

dµ =C(2π)2

(Teorema 3.2.3) o que nos dá que C = 1 e, portanto, J(x) = w(x), como queríamos.

Pelo Lema 3.3.2, a equação provada garante que o mapeamento τ : Tn → Tn definido
por τ(x) = (τ1(x),τ2(x), . . . ,τn(x)) para todo x ∈ Tn, é um difeomorfismo em uma vizinhança
de cada ponto de Tn. Mas pelo Teorema 2.3 de (WENYI; CHI, 2007), segue que τ , na verdade,
é um difeomorfismo suave. Como, além disso, τ é uma ℰ†-aplicação, segue dos Teoremas 3.1.5
e 3.1.6 que a inversa τ−1 também é uma ℰ†-aplicação.

Além disso, podemos formalizar, enfim, a mudança de variáveis feita pelo difeomorfismo
τ , que nos ajudará, futuramente , a classificar quais serão os tipos de operadores que serão
hipoelípticos.

Teorema 3.3.3. Seja ω uma função peso e tPλ um operador satisfazendo as propriedades listadas
no início da seção. Então τ : Tn → Tn é um difeomorfismo ℰ†.

Corolário 3.3.4. Seja ω uma função peso e tPλ um operador satisfazendo as propriedades
listadas no início da seção. Então o mapeamento τ : Tn → Tn,x → y = τ(x) é um difeomorfismo
ℰ† que transforma Pλ = ∑

n
j=1 λ j(x)∂x j em QΛ = ∑

n
j=1 Λ j∂y j .

Demonstração. Tomando τ : Tn
x → Tn

y o difeomorfismo acima, defina a operação pullback τ∗ :
C∞(Tn

y)→C∞(Tn
x). Aqui, Tn

x e Tn
y representam os mesmos espaços, porém, estamos denotando

diferente para compreender melhor para onde o difeomorfismo τ está nos levando. Desta maneira,
provarmos que τ leva Pλ em QΛ é o mesmo que a provar que Pλ ◦ τ∗ = τ∗ ◦QΛ, ou seja, que
para toda função g suave, vale Pλ (g◦ τ) = (QΛg)◦ τ .

Temos que

∂x j(g◦ τ) =
n

∑
k=1

∂g
∂yk

(τ(x))
∂τk

∂x j
(x)
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portanto,

Pλ (g◦ τ)(x) =
n

∑
j,k=1

λ j(x)
∂g
∂yk

(τ(x))
∂τk

∂x j
(x) =

n

∑
k=1

∂g
∂yk

(τ(x))
n

∑
j=1

λ j(x)
∂τk

∂x j
(x)

=
n

∑
k=1

∂g
∂yk

(τ(x))Pλ (τk)

=︸︷︷︸
(3.16)

n

∑
k=1

∂g
∂yk

(x)(τk)Λk

= (QΛg)◦ τ

como queríamos.
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CAPÍTULO

4
HIPOELITICIDADE GLOBAL

Seja ω uma função peso não quase analítica e assuma que ω satisfaz a propriedade (α0).
Além disso, quando formos tratar das classes de funções ultradiferenciáveis do tipo Beurling,
iremos assumir também que ω(t) = o(t) quando t tender ao infinito. Seja Pλ como nos capítulos
anteriores e assuma que o operador tPλ é globalmente †∗-hipoelíptico e que w ∈ ℰ†(Tn) é uma
solução positiva da equação homogênea tPλ u = 0 tal que

∫
Tn w(x)dx = 1.

Considere o espaço H= L2(Tn,w dx) como o espaço de Hilbert complexo conjugado
com produto interno ⟨·, ·⟩ definido da seguinte maneira: ⟨ f ,g⟩w =

∫
Tn f (x)g(x)w(x)dx.

Sob as hipóteses acima, neste capítulo vamos tratar da hipoelipticidade do operador Pλ .

O primeiro resultado descreve os autovalores e autofunções associadas do operador Pλ .

Teorema 4.0.1. Seja ω uma função peso e tPλ um operador satisfazendo as propriedades listadas
no início da seção. Então o espectro de Dλ = i−1Pλ consiste em autovalores da forma

uk =
n

∑
j=1

k jΛ j

com k = (k1, . . . ,kn) ∈ Zn e as correspondentes autofunções são

ψk(x) = exp{i
n

∑
j=1

k jτ j(x)} , x ∈ Tn, k ∈ Zn

onde as funções τ j, j = 1, . . . ,n satisfazem o Teorema 3.3.3. Além disso, os autoespaços para
cada autovalor possuem dimensão um e as autofunções {ψk}k∈Zn formam uma base ortonormal
completa em H.

Demonstração. Primeiro, perceba que os termos uk e as funções ψk definidas acima são, de fato,
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autovalores e autovetores respectivamente, uma vez que

Dλ ψk = i−1Pλ ψk =
n

∑
j=1

λ j(x)
∂

∂x j
(exp{i

n

∑
l=1

klτl(x)})

= ψk

n

∑
j=1

λ j(x)
n

∑
l=1

klδ jl + kl
∂

∂x j
ul

= ψk

n

∑
l=1

n

∑
j=1

λ jklδ jl + klλ j
∂

∂x j
ul

= ψk

n

∑
l=1

(
n

∑
j=1

λ jklδ jl + kl

n

∑
j=1

λ j
∂

∂x j
ul

)

= ψk

n

∑
l=1

(klλl + klΛl − klλl)

= ψk

n

∑
l=1

klΛl

= ukψk.

Defina, agora, o operador T : ℰ†(Tn) → ℰ†(Tn) da forma T ( f ) = f ◦ τ , onde τ =

(τ1, . . . ,τn) é como no Teorema 3.3.3(ou seja, T = τ∗). Note que este operador possui como
operador inverso T−1 : ℰ†(Tn)→ ℰ†(Tn) dado por T−1( f ) = f ◦ τ−1. Este operador T−1 está
bem definido uma vez que τ é um difeomorfismo da classe ℰ†(Tn). Dessa forma, é fato que T é
um isomorfismo.

Agora, provaremos que T : L2(T2,dy) → L2(T2,wdx) é uma isometra. De fato, para
f ,g ∈ L2(Tn,dy), temos que

⟨T ( f ),T (g)⟩w =
∫
Tn

T ( f )T (g)w(x)dx

=
∫
Tn

f (τ(x))g(τ(x))w(x)dx

=
∫
Tn

f (y)g(y)dy

= ⟨ f ,g⟩.

Por conta disso, temos então que T é um isomorfismo isométrico com respeito a norma
L2. Uma vez que

T−1(ψk) = ψk ◦ τ
−1 = exp{i

n

∑
j=1

kiyi}, k ∈ Zn, y ∈ Tn

e exp{i∑
n
j=1 kiyi} forma uma base ortonormal para o L2(Tn,dy), por conta de T ser um isomor-

fismo isométrico em L2, as autofunções ψk também formam uma base ortonormal completa em
H.

Por fim, seja v uma autofunção associada ao autovalor a do operador Dλ , ou seja,
Dλ v = av. Uma vez que as funções ψk formam uma base ortonormal, v ∈ ℰ†(Tn) pode ser escrita
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como v = ∑k∈Zn bkψk. Então, substituindo, temos

a ∑
k∈Zn

bkψk = Dλ ( ∑
k∈Zn

bkψk) = ∑
k∈Zn

bkDλ ψk = ∑
k∈Zn

bkukψk ⇒ ∑
k∈Zn

bkukψk = ∑
k∈Zn

abkψk

⇒ ∑
k∈Zn

bk(a−uk)ψk = 0, ou seja, bk(a−uk) = 0 ∀ k ∈ Zn.

Como v ̸= 0, existe l ∈ Zn tal que bl ̸= 0, implicando, então, que a = ul e, perceba que
pelo Lema 3.3.1, sendo uk = ∑

n
j=1 k jΛ j,

uk = ul ⇐⇒
n

∑
j=1

(k j − l j)Λ j = 0 ⇐⇒ k = l,

então, a ̸= uk, para todo k ̸= l, consequentemente, bk = 0 para todo k ̸= l.

Concluímos, então, que a = ul e que v = blψl , ou seja, os únicos autovalores para o
operador Dλ são {ul, l ∈ Zn} e que a dimensão do autoespaço de ψk vale 1, como queríamos
demonstrar.

O Teorema 4.0.1 nos ajudará a compreender melhor as mudanças de variáveis que
acontecerão nos seguintes teoremas, como no próximo teorema que, em particular, é do tipo
Paley-Wiener.

Teorema 4.0.2. Seja ω uma função peso e tPλ um operador satisfazendo as propriedades listadas
no início da seção e seja f ∈ ℰ ′(Tn). Então, nós temos as seguintes afirmações:

1. f ∈ ℰ(ω)(Tn) se, e somente se, para todo h ∈ N existe Ch > 0 tal que

| ⟨ f ,ψk⟩w |≤Che−hω(k),k ∈ Zn.

2. f ∈ ℰ{ω}(Tn) se, e somente se, existe ε > 0 e C > 0 tal que

| ⟨ f ,ψk⟩w |≤Ce−εω(k),k ∈ Zn.

Demonstração. Para esta demonstração, denotaremos os espaços ℰ†(Tn,dx) ou ℰ†(Tn,dy) como
os espaços ℰ†(Tn) com sua respectiva medida. Uma vez que o mapa τ : Tn → Tn é um ℰ†

difeomorfismo global e ω satifaz a propriedade (α0), se f ∈ ℰ ′(Tn), podemos definir a operação
pushfoward τ∗ f por

⟨(τ∗ f )y,φy⟩= ⟨ fx,J(x)φ(τ(x))⟩,φ ∈C∞(Tn).

Definido assim, teremos que f ∈ ℰ†(Tn,dx) se, e somente se, τ∗ f ∈ ℰ†(Tn,dy). Denotando

ak =
1

(2π)n ⟨ f (τ−1(y)),e−iky⟩= 1
(2π)n ⟨ f (x),e−ikτ(x)w(x)⟩= 1

(2π)n ⟨ f ,ψk⟩w, k ∈ Zn

graças à Proposição 3.1.12 temos:
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1. f ∈ ℰ(ω)(Tn) se, e somente se, para todo h ∈ N existe Ch > 0 tal que | ak(2π)n |≤
Che−hω(k),k ∈ Zn.

2. f ∈ ℰ{ω}(Tn) se, e somente se, existe ε > 0 e C > 0 tal que | ak(2π)n |≤Ce−εω(k),k ∈ Zn.

Por fim, associaremos agora a hipoelipticidade global de um operador à condição de
seus coeficientes constantes, uma vez normalizados, satisfazerem uma desigualdade específica.
Primeiro, provaremos o resultado para um caso mais simples de operadores, serão utilizados aqui
operadores de coeficientes constantes. Como já vimos, este caso aparecerá futuramente, uma vez
que o operador τ transformará nosso operador Pλ em um operador de coeficientes constantes,
então este caso não está tão distante da nossa realidade como pode parecer.

Teorema 4.0.3. Seja ω uma função peso satisfazendo as propriedades listadas no início da seção.
Se QΛ = ∑

n
j=1 Λ j∂x j é um operador diferencial com coeficientes constantes, então vale a seguinte

propriedade :

1. QΛ é globalmente (ω)-hipoelíptico se, e somente se, os números Λ1, . . . ,Λn satisfazem a
seguinte condição diofantina:

∃L,C > 0,∃h ∈N tal que |
n

∑
j=1

k jΛ j |≥ Le−hω(k) para todo k ∈ Zn com | k |≥C. (4.1)

2. QΛ é globalmente {ω}-hipoelíptico se, e somente se, os números Λ1, . . . ,Λn satisfazem a
seguinte condição diofantina:

∀ε > 0,∃Cε > 0,Lε > 0 tal que |
n

∑
j=1

kkΛ j |≥ Lεe−εω(k) para todo k ∈ Zn com k ≥Cε .

(4.2)

Demonstração. 1. Suponha que a condição (4.1) vale, iremos provar a (ω)-hipoelipticidade
do operador QΛ. Seja u ∈ ℰ ′(Tn) tal que QΛu = f , com f ∈ ℰ(ω)(Tn). Uma vez que podemos
escrever as funções u e f em função de seus coeficientes de Fourier, sendo u = ∑k∈Zn ukeikx e
f = ∑k∈Zn akeikx, com

uk =
1

(2π)n ⟨ux,e−ikx⟩

e

ak =
1

(2π)n ⟨ fx,e−ikx⟩,
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para todo k ∈ Zn, temos que os coeficientes de Fourier de QΛu são dados da seguinte maneira :

(QΛu)k =
1

(2π)n ⟨QΛ(u)x,e−ikx⟩=− 1
(2π)n ⟨ux,QΛ(e−ikx)⟩

=
1

(2π)n i⟨ux,
n

∑
j=1

k jΛ je−ikx⟩

= iuk

n

∑
j=1

k jΛ j,k ∈ Zn.

Então nós temos a igualdade de QΛu = f se, e somente se, seus coeficientes de Fourier
também forem iguais, ou seja, iuk

(
∑

n
j=1 k jΛ j

)
= ak,k ∈ Zn.

Pela Proposição 3.1.12, obtemos que

| uk |=
| ak |

| ∑
n
j=1 k jΛ j |

≤Ck
e−oω(k)

| ∑
n
j=1 k jΛ j |

≤︸︷︷︸
Condição diofantina

CoL−1e−o+hω(k)

para k ∈ Zn tal que | k |≥C para todo o ∈N, para algum h ∈N,Co > 0,L > 0,C > 0. Colocando
m = o−h para o > k, D = max{ | uk | e−mω(k) :| k |<C}, e C′

m := max{Cm,D,L−1}, segue que

| uk |≤Cme−mω(k),

então, pela Proposição 3.1.12, podemos concluir que QΛ é globalmente (ω)−hipoelíptico.

Por outro lado, suponha que não valha (4.1). Desta forma, existe {km : m ∈ N} com
| km |≥ m,m ∈ N, dois a dois distintos, a menos de uma subsequência, tal que

|
n

∑
j=1

km, jΛ j |< e−mω(km),m ∈ N.

Defina a função u = ∑
∞
m=1 eikmx. Iremos provar que u ∈ ℰ ′(Tn), ou seja, nosso objetivo é

mostrar que a série ∑
∞
m=1 eikmx converge em ℰ ′(Tn), ou seja, que para todo φ ∈C∞(Tn), a série

∑
∞
m=1⟨eikmx,φ⟩ converge em C.

Perceba, em primeiro lugar, que

⟨eikmx,φ⟩=
∫
Tn

eikmx
φ(x)dx = φkm.

Pelo Teorema de Paley-Wiener, uma vez que φ é suave, para todo ρ positivo, existe Cρ também
positivo tal que

| φk |≤Cρ(1+ | k |)−ρ , ∀ k ∈ Zn.

Vamos ver que ∑
∞
m=1⟨eikmx,φ⟩ é absolutamente convergente. Perceba que

M

∑
m=1

| ⟨eikmx,φ⟩ |=
M

∑
m=1

| φkm |≤Cρ

M

∑
m=1

(1+ | km |)−ρ ≤Cρ

M

∑
m=1

m−ρ
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uma vez que, como definimos acima,

| km |≥ m ⇒ (1+ | km |)−ρ ≤ m−ρ .

Tomando ρ = 2, nós temos que

M

∑
m=1

| ⟨eikmx,φ⟩ |≤C2

M

∑
j=1

m−2 ≤C2

∞

∑
m=1

m−2 < ∞.

Dessa forma, u ∈ ℰ ′(Tn). Mas, por outro lado, u /∈ ℰ(ω)(Tn) pois seus coeficientes de
Fourier são

uk =

0, se k /∈ {km,m ∈ N}

1, se k = km, para algum m

e, dessa forma, a condição | uk |≤Che−hω(k), k ∈ Zn não é satisfeita.

Mas QΛu ∈ ℰ(ω)(Tn) pois, da forma que construímos u,

| (QΛu)k |=|
n

∑
j=1

km, jΛ j |≤ e−mω(km), m ∈ N.

Logo, QΛ não é globalmente (ω)−hipoelíptico.

2. Supondo que a condição (4.2) vale, iremos provar a {ω}-hipoelipticidade do operador
QΛ. Seja u ∈ ℰ ′(Tn) tal que QΛu = f , com f ∈ ℰ{ω}(Tn). Uma vez que podemos escrever as
funções u e f em suas formas de Fourier, sendo u = ∑k∈Zn ukeikx e f = ∑k∈Zn akeikx, com

uk =
1

(2π)n ⟨ux,e−ikx⟩

e
ak =

1
(2π)n ⟨ fx,e−ikx⟩,

para todo k ∈ Zn, temos que os coeficientes de Fourier de QΛu são dados da seguinte maneira :

(QΛu)k =
1

(2π)n ⟨QΛux,e−ikx⟩=− 1
(2π)n ⟨ux,QΛ(e−ikx)⟩

= i
1

(2π)n ⟨ux,
n

∑
j=1

k jΛ je−ikx⟩

= iuk

n

∑
j=1

k jΛ j,k ∈ Zn.

Então nós temos a igualdade de QΛu = f se, e somente se, seus coeficientes de Fourier
também forem iguais, ou seja, iuk

(
∑

n
j=1 k jΛ j

)
= ak,k ∈ Zn.

Pela Proposição 3.1.12, obtemos que

| uk |=
| ak |

| ∑
n
j=1 k jΛ j |

≤C0
e−ε0ω(k)

| ∑
n
j=1 k jΛ j |

≤︸︷︷︸
Condição diofantina

C0L−1
0 e

−ε0
2 ω(k)
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para k ∈ Zn, | k |≥C para algum ε0 > 0,C0,L0,C > 0. Colocando D = max{| uk | e
−ε0

2 ω(k) :| k |<
C} e C′ := max{D,C0,L−1}, segue que

| uk |≤C′e
−ε0

2 ω(k),

então, pela Proposição 3.1.12, podemos concluir que QΛ é globalmente {ω}-hipoelíptico.

Por outro lado, suponha que não valha (4.2). Desta forma, existe ε0 > 0 e {km,m ∈ N}
com | km |≥ m,m ∈ N, dois a dois distintos, a menos de uma subsequencia, tal que

|
n

∑
j=1

km, jΛ j |< e−ε0ω(km),m ∈ N.

Defina a função u = ∑
∞
m=1 eikmx. Como vimos na demonstração acima, u é uma distribui-

ção no toro n-dimensional. Mas, por outro lado, u /∈ ℰ{ω}(Tn) pois seus coeficientes de Fourier
são

uk =

0, se k /∈ {km,m ∈ N}

1, se k = km, para algum m

e, dessa forma, a condição | uk |≤Ce−εω(k),k ∈ Zn não é satisfeita.

Mas QΛu ∈ ℰ{ω}(Tn) pois, da forma que construímos u,

(QΛu)k =|
n

∑
j=1

km, jΛ j |≤ e−ε0ω(km),m ∈ N.

Logo, QΛ não é globalmente (ω)-hipoelíptico.

Prosseguindo, enfraqueceremos a hipótese do Teorema acima para obter o resultado da
primeira implicação. Conseguiremos fazer isso com o difeomorfismo que construímos.

Teorema 4.0.4. Seja ω uma função peso satisfazendo as propriedades listadas no início da seção.
Então, nós temos:

1. Se tPλ é globalmente (ω)∗−hipoelíptico, então os números Λ1, . . . ,Λn satisfazem a condi-
ção diofantina (4.1).

2. Se tPλ é globalmente {ω}∗-hipoelíptico, então os números Λ1, . . . ,Λn satisfazem a condi-
ção diofantina (4.2).

Demonstração. Se tPλ é um operador globalmente †∗-hipoelíptico, ele também é um operador
†-hipoelíptico e, pelo Teorema 3.2.21, o operador Pλ também é globalmente †-hipoelíptico.
Além disso, pela mesma hipótese, existe um difeomorfismo τ : Tn → Tn que transforma Pλ =

∑
n
j=1 λ j(x)∂x j em QΛ = ∑

n
j=1 Λ j∂y j . Portanto, uma vez que Pλ é globalmente †-hipoelíptico,
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segue também que QΛ também é †-hipoelíptico. Por conta disso, pelo teorema anterior (Teorema
4.0.3) segue que os coeficientes Λ1, . . . ,Λn satisfazem a condição diofantina (4.1)((4.2)), como
queríamos demonstrar.

O teorema 4.0.4 nos diz que a partir da †∗-hipoelipticidade global de um operador, conse-
guimos normalizá-lo de maneira que os coeficientes satisfaçam a condição diofantina já mostrada.
Idealmente, gostaríamos de mostrar uma recíproca: se conseguirmos normalizar um operador
em coeficientes constantes que satisfazem a condição diofantina, então ele será globalmente
†∗-hipoelíptico. Porém o Teorema 4.0.3 não nos dá a caracterização de ∗-hipoelipticidade global
de QΛ pois não temos a caracterização de ultradistribuições via série de Fourier. Apresentamos,
então, uma versão mais fraca da recíproca desejada.

Teorema 4.0.5. Seja ω uma função peso satisfazendo as propriedades listadas no início da seção
e seja Pλ = ∑

n
j=1 λ j(x)∂x j um campo vetorial no toro Tn com {λ j}n

j=1 ⊂ ℰ†(Tn). Então valem
as afirmações:

1. Se existe um difeomorfismo global ℰ(ω) τ : Tn → Tn tal que Pλ é transformado em

∑
n
j=1 Λ j∂y j com os números Λ1, . . . ,Λn satisfazendo a condição diofantina

∃ L,C > 0,∃ h ∈ N tais que |
n

∑
j=1

k jΛ j |≥ Le−hω(k) para todo k ∈ Zn com | k |≥C

então o operador tPλ é globalmente (ω)-hipoelíptico.

2. Se existe um difeomorfismo global ℰ{ω} τ : Tn → Tn tal que Pλ é transformado em

∑
n
j=1 Λ j∂y j com os números Λ1, . . . ,Λn satisfazendo a condição diofantina

∃ ε > 0,∃Cε > 0,Lε > 0 tais que |
n

∑
j=1

k jΛ j |≥ Lεe−εω(k) para todo k ∈Zn com | k |≥Cε

então o operador tPλ é globalmente {ω}-hipoelíptico.

Demonstração. 1. Assuma que exista um difeomorfismo global ℰ(ω) τ : Tn → Tn tal que Pλ

é transformado em QΛ = ∑
n
j=1 Λ j∂y j com os números Λ1, . . . ,Λn satisfazendo a condição di-

ofantina (4.1). Pelo Teorema 4.0.3, o operador de coeficientes constantes QΛ é globalmente
(ω)-hipoelíptico, portanto o operador Pλ também é.

Denote por J(x) o determinante Jacobiano de τ(x) para x∈Tn. Uma vez que Pλ (τ j) =Λ j,
pois por hipótese, τ normaliza o operador Pλ em coeficientes constantes, repetindo o argumento
do Lema 3.3.2, obtemos tPλ J = 0 e que J(x) ̸= 0 para todo x ∈ Tn conseguimos a igualdade

tPλ (Ju) = JPλ u,
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se u ∈ ℰ ′(Tn). Então, para uma distribuição qualquer u ∈ ℰ ′(Tn) tal que tPλ u = f ∈ ℰ(ω)(Tn),
denote u = Jv,v ∈ ℰ ′(Tn), assim,

f = tPλ (Jv) = JPλ v.

Mas como J(x) ̸= 0, segue que Pλ v = 1
J f e, como Pλ é globalmente (ω) hipoelíptico,

v ∈ ℰ(ω)(Tn) e, por consequência, segue que u ∈ ℰ(ω)(Tn) o que implica na conclusão que
queríamos sobre a hipoelipticidade global de tPλ .

2. Assuma que exista um difeomorfismo global ℰ{ω} τ : Tn → Tn tal que Pλ é trans-
formado em QΛ = ∑

n
j=1 Λ j∂y j com os números Λ1, . . . ,Λn satisfazendo a condição diofan-

tina (4.2). Pelo Teorema 4.0.3, o operador de coeficientes constantes QΛ é globalmente {ω}-
hipoelípticoportanto o operador Pλ também é.

Denote por J(x) o determinante Jacobiano de τ(x) para x∈Tn. Uma vez que Pλ (τ j) =Λ j,
pois por hipótese, τ normaliza o operador Pλ em coeficientes constantes, repetindo o argumento
do Lema 3.3.2, obtemos tPλ J = 0 e que J(x) ̸= 0 para todo x ∈ Tn conseguimos a igualdade

tPλ (Ju) = JPλ u,

se u ∈ ℰ ′(Tn). Então, para uma distribuição qualquer u ∈ ℰ ′(Tn) tal que tPλ u = f ∈ ℰ{ω}(Tn),
denote u = Jv,v ∈ ℰ ′(Tn), assim,

f = tPλ (Jv) = JPλ v.

Mas como J(x) ̸= 0, segue que Pλ v = 1
J f e, como Pλ é globalmente {ω} hipoelíptico,

v ∈ ℰ{ω}(Tn) e, por consequência, segue que u ∈ ℰ{ω}(Tn) o que implica na conclusão que
queríamos sobre a hipoelipticidade global de tPλ .
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