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RESUMO

VASCONCELLOS, J. P. C. S. Existéncia e regularidade de solucoes de certas EDP’s lineares
em espacos de funcoes ultradiferenciaveis . 2024. 67 p. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncias —
Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemdticas e de Computacao, Universidade de Sdo Paulo,
Sao Carlos — SP, 2024.

Este trabalho trata da existéncia e regularidade de solucdes globais de equacgdes diferenciais
parciais de primeira ordem, definidas no toro n-dimensional T”, T" = R"/(2xZ"), no contexto
de espacos de funcdes ultradiferencidveis de tipo Beurling e tipo Roumieu. Apresentamos a
caracterizagdo de tais espacos via séries de Fourier. Sob certas condi¢des, obtemos uma forma

normal para as equacdes. Condicdes diofantinas surgem naturalmente neste trabalho.

Palavras-chave: Funcdes Ultradiferencidveis, Séries de Fourier, Hipoeliticidade, Resolubilidade.






ABSTRACT

VASCONCELLOS, J. P. C. S. Existence and regularity of solutions of certain linear PDEs
in spaces of ultradifferentiable functions. 2024. 67 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias —

Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemdticas e de Computacao, Universidade de Sdo Paulo,
Sao Carlos — SP, 2024.

We study the existence and regularity of global solutions of first order partial differential
equations, defined on n-dimensional torus T", T" = R" /(227" ), in context of ultradifferentiable
function spaces of Beurling type and Roumieu type. We present characterization of such
spaces by Fourier series. Under certain condition, we obtain a normal form of our equations.

Diophantine conditions appears naturally in this work.

Another application of this theory is the study of solvability in the context Beurling and Roumieu

ultradiferentiable classes to the operator mentioned above.

Keywords: Ultradifferentiable Functions, Fourier Series, Hypoellipticity, Solvability.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Este trabalho trata da existéncia e regularidade de solug¢des globais de equagdes dife-
renciais parciais de primeira ordem, definidas no toro n-dimensional T”, T" = R" /(2xZ"), no
contexto de espagos de fungdes ultradiferencidveis de Beurling, denotado por &) (T™), que sdo
funcgdes suaves tais que a norma || f ||, € finita, para todo A positivo, e de espacos de fungdes
ultradiferencidveis de Roumieu, denotado por &7 (T™), que sdo fungdes suaves tais que a norma

|| £ || € finita para pelo menos um A positivo, em que

17 11= sup s |70 [exp (<207 (151 ):

x€T" aeNj
para mais detalhes, ver secdo 3.1.
Seja
P, = Z Aj(x)0y;
j=1
um operador diferencial parcial linear (que podemos simplificar pelo acronimo ODPL) definido

em T", sendo A;(x) fungdes reais e suaves definidas no toro (respectivamente, fungdes reais

analiticas definidas no toro).

Neste trabalho vamos estudar equagdes da forma

Pu=f, fe&(T") (1.1)
em que T significa {®} ou ().

Estamos interessados na regularidade das solugdes de (1.1), mais precisamente, no
estudo da hipoelipticidade de P. Isso significa que se u for uma distribuicio e Pu for uma fung¢éo
ultradiferencidvel do tipo Beurling (respectivamente do tipo Roumieu) entdo a prépria u sera

uma fungdo ultradiferencidvel do tipo Beurling (respectivamente do tipo Roumieu).

Também estamos interessados na existéncia de solug¢des de (1.1). Dizemos que P é

globalmente resolivel na classe de Beurling (respectivamente de Roumieu) se para toda f funcgao
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ultradiferencidvel de Beurling (respectivamente de Roumieu), satisfazendo certas condi¢des
de compatibilidade (ver secdo 3.2), existir # uma func¢do ultradiferencidvel de classe Beurling

(respectivamente de Roumieu) tal que Pu = f no toro.

O trabalho esta dividido da seguinte forma. No capitulo 2 apresentamos resultados
preliminares importantes para o desenvolvimento dos capitulos seguintes. Na secdo 2.1, intro-
duzimos as fungdes peso e apresentamos suas propriedades que serdo importantes tanto para
definir as func¢des ultradiferencidveis quanto para garantir propriedades sobre as proprias fungdes
ultradiferencidveis. Esta secdo estd baseada em (ALBANESE, 2020), (RAINER; SCHINDL,
2015), (SCHINDL, 2021) e (BRAUN; MEISE; TAYLOR, 1990). Na se¢do 2.2, apresentamos a
defini¢do de distribui¢des, que dao a primeira no¢ao das funcdes ultradiferencidveis, uma vez
que toda funcdo ultradiferencidvel € uma distribuicdo. Além disso, enunciamos o teorema de
Paley-Wiener na versao de distribui¢des. Essa secao estd baseada em (HORMANDER, 2003).
Por fim, enunciamos teoremas que nos auxiliardo em momentos cruciais da dissertacdo na se¢ao
2.3.

No capitulo 3 apresentamos os principais objetos de estudo da dissertacao. Na secdo
3.1 definimos as funcdes ultradifencidveis via normas e vemos quais propriedades esse novo
espaco de fungdes possui, muitos deles diretamente ligadas as fungdes peso definidas no capitulo
anterior, além de classificar funcdes ultradiferencidveis por sua série de Fourier. Essa secdo foi
baseada em (ALBANESE; JORNET, 2014), (ALBANESE, 2020) e (ALBANESE; JORNET,;
OLIARO, 2010). A secdo 3.2 nos direciona a resolubilidade de uma classe de campos vetoriais,
a saber, a resolubilidade de campos cujo transposto € hipoeliptico. Essa secdo estd baseada em
(ALBANESE, 2020) e (WENYTI; CHI, 2007). Por fim, na secio 3.3 apresentamos a normaliza¢do
desses operadores a fim de transforméa-los em campos com coeficientes constantes através de um
difeomorfismo. Essa secdo foi baseada em (ALBANESE, 2020) e (WENYT; CHI, 2007).

Finalmente, no capitulo 4 apresentamos resultados de hipoelipticidades do operador P,
os quais relacionam diretamente a hipoelipticidade com uma condi¢ao diofantina. Para escrever
este capitulo, nos baseamos nos artigos (ALBANESE, 2020) e (WENYTI; CHI, 2007).
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CAPITULO

PRELIMINARES

Neste primeiro capitulo, iremos expor definicdes nas quais a teoria de fungdes ultradife-
rencidveis estd fundamentada. Além disso, serdo exibido alguns resultados importantes de teoria
qualitativa de equacdes diferenciais para garantir resultados futuros e, por fim, alguns outros

conceitos que serdo importantes no decorrer da dissertacao.

2.1 Funcoes peso

Definicao 2.1.1. Uma funcdo peso é uma funcédo continua crescente @ : [0,00) — [0,00) com as

seguintes propriedades:

1. Existe L > 0 tal que 0(2t) < L(w(t)+ 1) para todo ¢ > 0.
2. o(t) = O(t) quando t — oo.

3. In(t) = o(®(t)) quando t — oo.

4. ¢ :t— o(e') é uma fungdo convexa.

Definicao 2.1.2. 1. Uma funcdo peso @ é chamada de quase analitica se

= o(t)
——dt = oo.
12

Se a integral for finita, entdo @ é chamada de ndo quase analitica.

2. Duas fungdes peso @ e @ sdo equivalentes se cada uma delas é dominada pela outra, ou

seja, se existem constantes Cy, € Cg tais que @ () < Cupm (1) e 0(t) < Capd(1).

A seguir, mostraremos alguns exemplos de fun¢do peso via Definicdo 2.1.1

Exemplo 2.1.3. o(t) =t% 0O<a <.
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1. De fato, note que para L = 2, temos que
0(2t) =2%% <% <2t*+2=2(t+1) =2(0(t) + 1),
logo, vale a propriedade 1.

2. Por conta do limite

ta

lim — = limt* ! =0,

t—oo t t—ro0

segue a propriedade 2.
3. Calculando o limite
In ¢
im— = lim— =0,

L’Hospital

conclui-se a propriedade 3.
4. Por fim, perceba que a fungdo ¢ (1) = w(e') = e* é uma fungio C* e que

d2

2
Wem = 60“ > O,\V/t & R,

portanto, ¢ é uma func¢do convexa, provando, enfim, que r* é uma funcéo peso.

Além disso, € facil ver que

> o(t) /°° t* /°° 1 1
——=dt = —dt = dt =
1 2 1 12 | 2« 1—a’

mostrando que esta funcdo peso € ndo quase analitica.

Exemplo 2.14. o(r) =1.

1. De fato, note que para L = 2, temos que
02t) =2t <2t+2=2(t+1)=2(w(t)+1),
logo, vale a propriedade 1.

2. Por conta do limite

segue a propriedade 2.

3. Calculando o limite

L’Hospital

conclui-se a propriedade 3.
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4. Por fim, perceba que a fungdo ¢ () = w(e') = ¢’ é uma fungdo C* e que
d2
d—2€ = € > O V 1t e R
portanto, ¢ € uma funcio convexa, provando, enfim, que ¢ € uma fungdo peso.

Pela defini¢do 2.1.2, a fung@o peso @(¢) = ¢ é quase analitica uma vez que

> ot
“’(Z)d:/ L= / “dr =,
1t 1

Exemplo 2.1.5. o(7) = (In(1+1))#, B > 1.

In(2¢ +1))P
1. Observemos a fungao (In(2t +1)) . Calcularemos o seu limite no infinito:
1+ (In(1+1¢))B
. (In(2e+1)p . (In(2t 4-1))P=12(r 4-1) _ iy 200 2+ 1)1 141
i=e 14 (In(141))B e (In(1+0)B=1(2t+1) = (In(t+1))B-1 2041
Como
(In(21 4 1))B~! In(2r 4 1)\ P! 2 +2\F! |
i e = () o (mieg) =rere
(n<t+ )) n L’Hospital
© 2t+2
. 2t+
fim 2041 <2
portanto,
B
i (In(2t+1))
i—eo 1+ (In(1+1))P
(In(2¢ +1))P
Portanto, para algum 7 € |0,0), obtemos < 2, paratodo t € |fp, o).
Por outro lado, como o conjunto [0, 7] é compacto, pelo Teorema do Valor Méximo, existe
In(2¢ +1))P
C € R tal que (In(2t +1)) < C, paratodo t € [0,1).
1+ (In(1+41¢))B
In(2¢ +1))P
Tomando, enfim, L = max{2,C}, segue que (In(2r +1)) < L, oureformulando, (In(2z-+
1+ (In(1+41))B
1))B < L(1+ (In(1+41))B), como queriamos ((27) < L(w(r) +1)).

2. A propriedade 2 vale por conta do limite a seguir :

1 B B B-1
BT ) A (V) L (Y ()
f—ro0 t u—oo y—1 —~— oo u
L’Hospital
Aplicando L’Hospital até o passo em que o expoente do In(u), digamos @, seja menor que
1, e sendo C a constante multiplicativa decorrente da derivacao, obtemos:
In (u))P~! In(u))®
fim PRy C @)

U—»oo u U—roo u
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3. A propriedade 3 vale pelo limite abaixo :

In(z 1+¢ 1+¢
lim n(z) . + .1+

——~2 = lim = =
i—eo (In(1+1))P L’H\os’;tale tB(In(1+1))B-1  i=ee ¢t 1= B(In(1+41))B-!

4. Por fim, para demonstrar a convexidade da fun¢io ¢ (¢) = w(e'), analisaremos o sinal da
sua segunda derivada. Isso € possivel uma vez que ¢ € uma funcao C”. Sendo assim, segue
que:

d2
o (n(1+e))P) =

d ( B(In(14¢'))B-1¢!
dt 1+4¢

_B(B—1(n(1 +ef))(liji’)jﬁ(ln(l D vier.

Por esta condi¢@o, a fungio ¢ (¢) é convexa, o que prova que a funggo In(1 + t)ﬁ € uma

funcdo peso.

Por fim, calcularemos a integral

/loo (In(1+1)F

12

para determinar se a fung¢do peso € quase analitica ou ndo quase analitica. Para isso, note

que

/1°°(ln(1+t))ﬁ . /lw(ln(lﬂ))ﬁ L

= tOC l2—oc

para 0 < o < 1. Se provarmos que

In(1+1))P
( n—( j ) < C, para algum C, entdo conseguiremos

o . w 1 PR
provar a limitagdo da integral, uma vez que [; tzTadt ¢ finita.

n(1+)f  (In(141)\?
Primeiro, perceba que (In{1 +7)) = n( ,j_ ) . Entao,
ta tF

(107t 11

= = hm%:hmﬁ—a—:
= 4 N~ 1 ] t—oo o 1 +1 51
L’Hospital B

In(1+1)

(In(1+41))B
tB *

Portanto, existe Caﬁ > ( tal que ( ) < Ca’ﬁ, dai, < Cg_ﬁ, e seguindo

dessa desigualdade,

dt < oo

/w (In(1+1))P
1

12

e () = (In(1+17))P é uma fungdo peso ndo quase analitica.
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Uma desigualdade que serd muito importante na constru¢do das nossas funcdes ul-
tradiferencidveis futuramente serd chamada de propriedade (o), que é descrita da seguinte

maneira:
AD>0,3t0>0,VA>1,Vt>1ty: o(At) <ADo(t). (o)

Para mais detalhes, ver (SCHINDL, 2021).

Exemplo 2.1.6. As fun¢des pesos que exemplificamos acima cumprem a propriedade ().

1. Para w(r) =t%, para 0 < a < 1, note que
®(At) = A%* < At* = Lo(t).

Logo,
ID=1>0,31p=0:YVA > 1Vt > 0= 0(At) < Ao(r).

2. Primeiro, perceba que para A qualquer

In(1+ At 1 141t
limM:hm— +

1 1
e ABIn(141) TEARLHAL 5o

Além disso, sabemos que, para t = 1, existe C > 0 independente de A tal que

In(1+2)

1 <c.
AF In(2)

In(1+ Ar)
In(l+1)

(£ -s

Mas como g(z) # 0, para todo ¢ > 1, entdo f'g(t9) = fg’(to). Substituindo esta igualdade,

Por fim, perceba que se #p é um ponto critico de , tomando f(¢) =In(1+Af) e

g(t) =1In(1+1) teremos que

obtemos
1 In(1+ Ag A 1+ 1 1++¢
In(1+1) = ln(l—kﬂtt()):>—1u:—1 0 :_11_0'
1‘}‘)“‘() 1+1 AFB ln(1+lo> 2{314—11‘0 AB I+t0
Dai N
1 In(1 If 1 14+ 1 1 2
AP ln(l-l-l‘()) AB to AP fo ﬁg

Enfim, temos entdo que

AD=2P 31=1:VA>1V:i>1 = o(At) = (In(1+11))P <DA(In(1+1))".
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Seja @ uma fungio peso e defina

0,0<r<1

o(t)—w(l),r>1.

@ : [0,00) — [0,00) por @(t) =

Nosso interesse € mostrar que esta nova funcao satisfaz a Defini¢do 2.1.1 e é, portanto,

uma func¢do peso. De fato:

1. Como w é fungio peso, existe L > 0 tal que @(2t) < L(w(t) + 1), para todo r > 0. Para

provarmos a propriedade 1 para @, separaremos o valor de ¢t em casos:
a) Se 2t <1, entdo @(2t) = @(t) = 0 entdo, para 0 mesmo L, vale
®2t)=0<L(®(t)+1)=L.

b) Set > 1, entdo,

d2t)=w(2t)—o(l) <L(o(t)+1)—o(l)
=L(o(it)—o(l)+o(l)+1)—o(1)
=L(wt)—wo(l)+1)+Lo(l) —o(1)
=L(o@r)+1)+(L-1)o(l)

S

Portanto, para 2L’ > 0,®(2r) < 2L'(®(t) + 1).

¢) Por fim,ser € (%, 1), entdo
®@(2t) = 0(2t)— (1) <C' =C(a()+1),

comC' = 0(2)—o(1).
Dessa forma, tomando C = max{L,2L',C'} > 0, @(2t) < C(&®(t) + 1).

2. Como (t) = O(t), entdo

ot
lim L = lim
t—oo f t—roo t

o-o() _,

Portanto, @(1) = O(t).
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3. Como In (t) = o(®(t)), para ¢ suficientemente grande, In () + ®(1) < @(t) e

1 In () 21n ()
o(l)<-o(t)= o) — (1) < o(t)

2

logo
21
n (1) - In () - In (t)
o(t) o(t)—o(l) " o)
Pelo Teorema do Confronto, segue que In (¢) = o(®(t)).

4. Como ¢ (1) = w(e") é convexa, entdo
5() = a(e = { ¢
¢(t) — (1)t € ]0,00).

Temos, entdo, que ¢ () é uma func¢do convexa.

Logo, existem fungdes peso que se anulam em [0, 1] e mais do que isso, conhecendo
uma fung¢io peso, conseguimos construir uma nova fungio peso que se anula em [0, 1]. Mais a
frente no trabalho, pontuaremos a importancia deste fato. A partir daqui, entdo, consideraremos
apenas funcdes dessa maneira. A partir desta nova @, definimos a funcdo conjugada de Young

¢* :[0,00) — R da seguinte maneira :

0" (s) = sup{st — ¢(r),t > 0}.

Pela maneira que construimos nossa fungao peso, ¢* possui somente valores nao negativos, é
convexa e %(S) ¢ crescente e tende ao infinito quando s — oo e ¢** = @, como podemos ver bem
detalhado em (BRAUN; MEISE; TAYLOR, 1990). Por fim, podemos ainda estender as fungdes
peso para o corpo dos complexos. Para uma fungio peso @ € possivel definir w : C — [0,0) por

w(z) = o(| z|) e, sem perda de generalidade, iremos denotd-la também por .

2.2 Distribuicoes e transformada de Fourier
Rl’l
(2m)zZr
Definicdo 2.2.2. Uma distribui¢do em T" é um funcional linear u : C*(T") — C tal que existem
c>0ekeZ, tais que

Definicao 2.2.1. O toro n-dimensional T" € definido pelo quociente T" =

[u(¢)[<c ), sup 99|, V¢ eC(T").

|| <k

Denotaremos o conjunto de todas as distribui¢des sobre T” por &”(T").

Definicao 2.2.3. Seja f € &' (T"). Definimos a transformada de Fourier da distribui¢io f por

A 1
F(&) =

sendo (x,&) =x1&1 4+ ... +x,&,.

<fx7e_i<X7é>>’ é E Zn?
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Teorema 2.2.4 (Teorema de Paley-Wiener-Schwartz). Se f € &' (T") entdo existem C >0 e
N € Z tais que
[ f&)|sca+ gDy, vEez

Ademais, f € C*(T") se, e somente se,

Vk€Zy, 3C>0 | (&) ISC(I+|E)*, VEeZ'

Para a demonstracao do Teorema, ver (VICTOR, 2021) e capitulo 2 de (PETRONILHO,
2003).

2.3 Teoremas auxiliares

Teorema 2.3.1 (Teorema do gréifico fechado). Suponha que:

1. X e Y sdo espagos de Fréchet.
2. A: X —Y é€linear.

3. G={(x,Ax:x€X)} éfechadoem X x Y.

Entao A é continua.

Teorema 2.3.2 (Teorema da Aplicacdo Aberta). Seja A : X — Y um operador linear continuo
entre dois espagos de Fréchet X e Y. Se A(X) =Y, entdo Y € aberta e, portanto, tem inversa
A~!:Y — X continua.

Teorema 2.3.3 (Teorema de Extensao de Hahn-Banach). Sejam X um espaco de Fréchet e Z um
subespaco vetorial de X munido da topologia de subespaco. Se F : Z — C € linear e continuo
existe f : X — C tal que f|z = f.

As demonstracdes dos trés tltimos teoremas podem ser encontradas em (RUDIN, 1991).
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CAPITULO

FUNCOES ULTRADIFERENCIAVEIS E
CAMPOS VETORIAIS REAIS

Neste capitulo, introduziremos as fungdes que utilizaremos nesta disserta¢do, assim como
suas caracterizagOes via séries de Fourier. Além disso, abordaremos os chamados operadores
hipoelipticos e também sua caracterizacdo via série de Fourier para, entdo, abordarmos como

iremos solucionar nosso problema principal.

3.1 Funcoes ultradiferenciaveis

Definicao 3.1.1. Seja @ uma funcdo peso. Definimos os conjuntos

Elo)(T") = {f € C7(T") 2| f []a< o,V A > 0}

Ep(T") ={f€CT:3A>0:|[ fx< e},
em que

" (04

I711= sup sup 790 fexp (<20 (151) ).
x€T" aeNj

Os elementos de &) (T") (respectivamente, &) (T")) sdo chamados de fungdes ®-

ultradiferenciaveis do tipo de Beurling (respectivamente, do tipo Roumieu) em T". Escreveremos

T para denotar () ou {®} quando ndo for necessdrio distinguir entre os dois casos.

Lema 3.1.2. Dada f € C*(T"), se || f |5 < e paraalgum A > O entdo || f ||4<|| f||5 para todo
u<A.
¢*

~ . . ~ < . a
Demonstragcdo. Primeiro, lembre que a fungdo “- € crescente, assim tome s = ‘t—‘ e observemos

a funcao

1
o] 9°(s)
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Se s’ > s, entdo pelo crescimento citado, temos

1., 1,
o] 0°() 2] @] <07(s),

. .o o o
dai, substituindo s’ por # e s por %, temos que se

t>t = ¢ <|;L,|) < —to* (Bil) = exp <—t’¢* (';L/|)> <exp (—t¢* (';L')> .

Por conta disso, para a f € C*(T") dada por hipdtese, existe A > 0 tal que

Ll

I 71l == sup sup [9%7) exp (20" (1) ) <=
x€T" aeNy

Dai, caso u > 0 seja tal que 4 < A, como vimos, exp(—uqb*('%')) < exp(—?t(])*('%')), dai, segue

que || f||p< oo, parau < A. O

E vilido pontuar que caso ® seja uma funcio peso quase analitica, os elementos de
&(w)(T") ou de &) (T") com suporte em algum subconjunto préprio fechado de T" sdo triviais

(ALBANESE, 2020). Logo, neste trabalho, utilizaremos fun¢des peso ndo quase analiticas.
Vejamos, agora, as caracterizagdes das fungdes ultradiferencidveis do tipo de Beurling e

do tipo Roumieu.

Teorema 3.1.3. Seja @ uma fungdo peso ndo nula em [0, 1] e seja @ sua fungdo peso associada
que se anula em [0, 1]. Entdo &) (T") = &)(T") € &) (T") = &) (T").

Demonstra¢do. Ambas as demonstracdes sdo andlogas e, por conta disso, mostraremos somente
para o caso Beurling. Além disso, utilizaremos a notacéo || f || A,() Para nos referirmos a norma
|| f || quando f € &4)(T"). Se @ € definida da forma

0,7 €10,1]
o(t)—o(l),r>1

a(t) =
entao temos

e, além disso, temos também que

¢"(s) = sup{sr — (1)} = sup{st — ¢ (1) + @(1)} = 9" (s) + (1) > 0.

Tomando f € &) (T"), fixado A > 0, temos que || f |[3 < o ou seja,

sup sup | /1% (x) | exp (—w*(‘%')) < oo,

x€T" aeNj
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Mas como ¢*(s) = ¢*(s) + @(1), entdo

1 £ s = sup sup !f(“)(X)Iexp< 2§ (""') zw(l))

x€T" aeNj

—exp(-2a(1))sup sup | () [exp (28" (1))

x€T" aeNj

< o0
ou seja, || f'|[1,(@)< . Portanto, f € &g)(T").
Por outro lado, se f € &) (T"), fixado 2 > 0, temos que || f |[3 < o ou seja,

sup sup | 193 [exp (~26°( 1)) <=

xeT" aeNj

Mas como ¢*(s) = ¢*(s) + @(1), entdo

1 £ s = sup sup If("‘)(X)Iexp< 24" (' ’)+m< >)

x€T" aeNj

—exp(Aa(1)) sup sup rf<“)<X>’e"P< o (m'))

xeT" aeNj

< o
ou seja, || f [[1,(@)< o Portanto, f € &) (T"). O

Portanto, ndo importa qual funcdo peso pegamos, sempre geraremos a mesma classe de

fungdes. Vejamos mais caracteristicas sobre as classes de fungdes ultradiferencidveis.

Definiciio 3.1.4. Uma aplicagdo suave F = (Fy, ..., F,) : T" — T" € dita uma &) -aplicagao (res-
pectivamente, &) -aplica¢do) se Fi,...,F, € &) (T") (respectivamente Fi,..., F, € & (T"))
(F1,...,F, aqui retratadas como funcdes com dominio T" e contradominio T.)

Teorema 3.1.5. Se o satisfaz ®(t) = o(t) quando ¢ — o entdo as seguintes afirmacgdes sdo

equivalentes:

1. o satisfaz (oy).

2. &) € fechado em relacao a composicio: se F : T" — T" € uma &(,)-aplica¢d@o entdo
foF € &) (T") paratoda f € &) (T").

3. &(p) € fechado em relacao a inversao: se F': T" — T" € difeomorfismo e &)-aplicagdo

entdo F~!: T" — T" é uma & w)-aplicagdo.
4. Paratoda f € &) que ndo se anula em nenhum ponto vale que 7 Le Sl )( .

Teorema 3.1.6. Se ® é uma fungdo peso entdo as seguintes afirmagdes sao equivalentes:
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1. o satisfaz (o).

2. &) € fechado em relacdo a composigio: se F: T" — T" € uma &%) -aplicagd@o entéo
foF € &) (T") para toda f € &4y (T").

3. &) € fechado em relagdo a inversédo: se F: T" — T" € difeomorfismo e &) -aplicacao
entdo F~!: T" — T" é uma & w)-aplicagdo.

4. Paratoda f € &%) que ndo se anula em nenhum ponto vale que ch € o) (T™).

Os dois Teoremas estdo enunciados e demonstrados em (RAINER; SCHINDL, 2015).

Proposicao 3.1.7. Dado k € N, para ¢ > 1, valem as seguintes desigualdades:

1.
e 100 < inf NekO (VK) < = po0)+In() (3.1)
T NeNp o
2.
e ko) < jnf 1N KO (F) < k(D) +In() (3.2)
NeN

Demonstragdo. Ambas desigualdades sdo demonstradas de maneira similar entdo demonstra-
remos apenas a desigualdade (3.1). Primeiro, note que como ¢(z) = w(e'), entdo realizando
a substitui¢do 7 = In(x), obtemos que ®(x) = ¢(In(x)), dai, como ¢ = (¢*)* temos entdo, por
definicdo da fungdo ¢* que

¢ (s) = (97)"(s) = sup{st — 9™ (¢)} = sup{st — ¢(1)}.

t>0 t>0

Aliado a isso, obtemos entdo que @(x) = ¢ (In(x)) = sup,- o{In(x)t — @ *(¢) }, ou, apenas trocando
a varidvel, ®(t) = sup,o{In(z)s — 9*(s)}.

Agora, note que

(1) = sup{In(z)s — ¢" ()}

s>0
> sup {In(t)Nk — ¢"(Nk)}
NeNy
— & sup {NIn(t) — ~¢* (NK)}
NeNy k

ou ainda, %(o(t) > supyen, {NIn(?) — %(D*(Nk)}, o que nos da que

L0() > Nin(r) 10" (NK), ¥ N € No
= () < ~NIn(0) + 19° (VK
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de onde pode-se concluir, entdo, que e_%“’(t ) < ianeNo{t*N e%‘P*(N k) }.

Perceba que, para s € R tal que Nk < s < (N + 1)k, para k € N fixado,

0" (Nk) < ¢7(s) <= —¢"(Nk) = —9¢(s) <=> sln(r) — ¢"(Nk) = sIn(t) — ¢"(s)
de onde se pode concluir que

[(N+ 1)K In(r) — ¢*(NK) > sIn(t) — 9*(s), Vs € [Nk, (N + 1)A].

Dai, obtemos que

o(t) = sup{sin(r) — " (s)}

s>0

=sup{ sup {sln(r)—0*(s)}}

NeNy Nk<s<(N+1)k

< sup {(N+ 1kIn(z) — ¢*(NK)}

NeNy
<kln(r) + sup {Nkln(r) — ¢*(Nk)}
NeNy
— k(in(t) + sup {N1n(r) — %(})*(Nk)}).
NeNy

Rearranjando os termos, obtemos a desigualdade % —In(t) < Nn(t) — 1¢*(Nk), ou

ainda,

e kOM+IN0) 5 (=N (0" (NK) N ¢ Ny = e 1O+ 5 pf {I—Ne%(p*(Nk)}
- ’ T NeN

b

demonstrando o que queriamos. 0

Proposicao 3.1.8. Dado k € N, afirmamos que para 0 < € < % existe #p > 0 tal que
1
—%a)(t) +1In(r) < —ew(t), t>1.

Demonstragdo. De fato, temos que % < % — & parat > tg. Por conta disso, In(z) < (% —&)w(t).

Concluimos entao
1
_Zw(t) +1In(r) <
como queriamos. [

Proposicao 3.1.9. Aos moldes da Proposi¢do 3.1.7, a desigualdade da Proposi¢do 3.1.8 também

€ valida para o seguinte caso: para 0 < m < k, existe 7o > 0 tal que

—ko(t)+1In(t) < —mo(t), t>1.
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Demonstrag¢do. Novamente, como In(7) = o(@(t)), para m < k, segue % <k—mparat>
to, ou ainda, In(¢) < (k —m)(t). Substituindo, obtemos o que querfamos —k®(r) 4 In(z) <
—ma(t). O

Proposicao 3.1.10. Para x € Z"", M € N, vale a seguinte desigualdade :

1< (n+1)22"M".
xXEZM:|x|<M

Demonstragcdo. Cada entrada do vetor x € Z" deve ter valor absoluto menor que M, e, como

temos 2M + 1 possibilidades para isso, segue que
Y 1<@eM+1)
xXEZ"|x|<M
e, como vale a propriedade do bindmio de Newton, (Z) < 2" para todo a < n, segue que
n n n
2M+1)" = ( ) MR <Y 2" 2M)" = (n+1)2°"M",
( ) k;o i) (M) k;o 2M)" = (n+1)

concluindo o que queriamos demonstrar. O]

Lema 3.1.11. Dados k,s € R, N € N, vale a desigualdade :

1 * 1 * K . j
297 (NK)+Ns < - (q) (NKL )+j;LJ>

para algum L > 1.

Demonstragdo. Para provarmos o que queremos, primeiro mostraremos uma desigualdade
envolvendo a fungio ¢*. E facil ver que
¢ (1) =sup{st—(s)} = sup {(c+1)r—¢(c+1)}
5>0 o+1>0
— sup {(o+1)i —9(c+1)}

o>—1

> sup{(c+1)r—¢(c+1)}

>0

=sup{or+t—¢(c+1)}.

>0
Uma afirmacao que provaremos mais a frente é:
Afirmacao: ¢(c+1) <L(1+¢(0)) para algum L > 1.
Pela afirmagdo, —¢ (o + 1) > —L — L¢ (o) implica que

0" (t) > sup{or+t—L—L¢ (o)}

c>0

=t—L+sup{ot—L¢(o)}

c>0

—1-L+L"(7),
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ou seja,
6"(1)—1 = Lo"(5)~L, Vi =0,

Para demonstrar a afirmag@o, nés lembramos que ¢ (1) = @(e') e ®(2¢) < K(1+ (t))
(propriedade 1 da Defini¢do 2.1.1). Dai, obtemos que

0(141) = (™) = o(ee') < o(3e')

e que

o(l+1) < (1)(361)5-/K(l+(1)(26t)+a)(el))

<K(1+K+Ko()+ o))
=K+K>+K*0(1)+Ko(1)
= (K+K*)(1+9(1)).
=L

onde, em %, usamos o Lema 1.2 de (BRAUN; MEISE; TAYLOR, 1990) que diz : Se @ for uma
fungdo peso, temos, para, x,y € [0,00), 0(x+y) < K(1+ ®(x)+ @(y)). Neste caso em especifico,
estamos representando o L da propriedade 1 da defini¢do 2.1.1 como K para ndo confundir com

o L j4 definido na afirmacdo.

A demonstracdo do Lema segue da seguinte maneira:

! NKL VAL
MOk N = NKLs
o q)(L) Lk Lk(¢( )+ NKLS)
1 NKL
=7 | L9"(= ")+ NKL+NKL+ ...+ NKL
0" (NKL)+L (s—Dvezes
1
SE ¢*(NKL) +NkL+NkL+ ...+ NkL+L
S%(‘P*([\Vrklaz)—i-L) (s—2)vezes
1
< %k ¢*(NkL2)+NkL2+NkL2+...+NkL%+L2+L

(s—3)vezes

Por recursdo, obtemos por fim que

1 1 )
k¢ (Nk)+Ns<kT(¢ (NKL®) +J:Z:1Lf

como queriamos. [
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Proposi¢io 3.1.12. Seja @ uma fungio peso e u € &'(T"). Entdo, temos os seguintes resultados:

1. Suponha que ®(t) = o(t) quando t — oo. Entdo u € &) (T") se, e somente se, para cada
k € N existe C > 0 tal que
| @(8) |< Cre ) (3.3)

para todo & € Z".
2. u€e 5{(0}('11‘”) se, e somente se, existem € > 0,C > 0 tal que
| A(E) |< Ce e (3.4)

para todo & € Z".

Para a demonstragdo dessa Proposido, iremos denotar D* =D{"---D% (9% =0y, --- 9%")

para o € Njj.

Demonstragdo. (1) =) Sejau € &4,)(T"). Uma vez que a transformada de Fourier de u € dada
por 4(&E) = (u, (2m) e %), entdo para & € Z" e para cada o € N, temos

EX(E) = E%u, (2m) e 0
= (u,(2m) g% V4
= (u,(2m) "D (e 4)))
(=1)1® D%y, (27) e xS)y,

Como u € &) (T"), para cada k € N vale que

. e
8°0(8) 1< o [ D% ax < sup | 2%u(o) <] ully & (F)
(277:)” T xeT?
ou seja,
(o]
e 1<llull (), aeny ez aeRr, 3.5)

e isso vale para toda u € &) (T").
Sejam N € No, { € Z" e tome i € {1,...,n} tal que | §; |= max <<, | §; |. Colocando

o = Ne;, com e; sendo o i-ésimo vetor da base candnica de R”, temos que

2
&1 <2 max & V=n""2 | & V=nV2 |6

Utilizando isso com a inequagdo (3.5), obtemos que
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[ENa(E) | <n? |E% ] a(E)
< ()Y [ u |l (5
<[l u |y (n2)Nekd" ()

— CAN k" (%)
paratodo & € Z" com C =|| u ||, eA=n? e para o caso & # 0,

| a(E) |[< CA™ | &N (D),

Para algum s € N, vale que A < ¢°, entdo obtemos a nova desigualdade

N
k

[a(§) |< M g N

Pelo Lema 3.1.11 (substituindo % por k), obtemos

| a(8) [< CH TR [ g [N < o) £ |,

kLS YS_, L

para C; = Ce e m o0 menor ndmero inteiro tal que m > kL°.

Pela desigualdade (3.2), temos que | #(&) |< Cre *@(6D+n(S]) ¢ pela Proposicdo 3.1.9,
1a(é) |I< Bre *@(ED como queriamos concluir.

<)Da mesma forma, seja u € &’ (T") que satisfaz a condig¢é@o (3.3). Pela desigualdade
(3.1) e pela Proposigdo 3.1.9, para cada k € N, existe C; > 0 tal que | € |/] @(§) |< Ckek‘z’*(%)
para todo & € Z" e J € Ny. Por conta desse decaimento, entdo, para cada & € Nj e x € R”
obtemos que a série de Fourier D%u(x) = Ygczn EXR(E)e™s é absolutamente convergente. Por
outro lado, também, como u é distribuigdo, existe C > 0e M € N tais que | #(&) |[< C(1+ | & )M
para todo & € Z".

Fixado k € Ne o € NJ, tome J =| o | +n+ M e observe que

[D%ux) < Y el a@) [+ Y & a@) = Si+S, xeR" (3.6
§1<A) E15A0)

_ 2 (%) - :
comA(x) =e7? \%/). Emrelagdo a S| e a S, verifica-se que

Si< Y, Alklelc+|&n
E<AK)
< C2VNA(KN)A(| kot ) (1 4+ A (k)M
< (n4 1)2MF20C(A (k) )T HEFM < ydMF21CA (k)



36 Capitulo 3. Fungées ultradiferencidveis e campos vetoriais reais

S2= ), & Mag) <Ak Y, &M,
|E[>A(k) E[>A(k)

comJ=|a|+n+MeYg<ap) < (n+ 1)2%"A(kn) (proposigio 3.1.10).

Explicaremos melhor cada transi¢ao de contas. Lidando primeiro com Sy, a primeira
linha se origina da condigdo de | & |< A(k) e da desiguldade | #(&) |< C(1+ | € ). A segunda
linha é obtida substituindo o valor de | £ | novamente e utilizando a desigualdade citada acima.
A terceira linha é obtida majorando os elementos do bindmio de Newton por A(k)” e usando

que (%) < 2M, para todo N < M. Quanto a Sy, basta usar a desigualdade da hipétese inicial.

Sendo assim, por (3.6), deduzimos
| D%u(x) |< (n+1)2MT2"CA(kJ) 4 CrcA(kJ) < CA(KT),x € R" (3.7)

onde C,’( =(n+ 1)22”+M C + Cyc > 0 depende unicamente de k, da dimensao de N e de u (aqui,
=Yzl &M< 00).

Além disso, a convexidade de ¢* nos fornece

249" (5 ) k071 @] 1) 440" (0 + M) 1) (338)

Combinando (3.7) e (3.8), obtemos para cada k € N, existe uma constante C; =
Ch k9" (HM)/K) > 0 tal que | D%u(x) | < CY ek (/M) o € NI x € R™.

Isso significa que u € &) (T").

(2) =) Seja u € &) (T"). Uma vez que, para cada a € N, a transformada de Fourier
n

de u é dada por (&) = (u, (2m) "¢ %), entiio para & € Z”", temos, como acima,

Ea(8) = (=)D, (2m) e ™).

Como u € &) (T") existe A > 0 de forma que A = %,k € Nexiste Cy, tal que

| &%a(8) [<

1 . .
(2m)" /Tn | D%uet™ | dx < e | 9%u(x) [<[| ullx et? (Il o e NB & € 2"
(3.9)
e isso vale para toda u € &,). Agora, sejam N € No, § € Z" e tome i € {1,...,n} tal que
| & |=max <<y | & |. Colocando o = Ne;, com ¢; sendo o i-ésimo vetor da base candnica de

R”", temos que

&M< max | & V=& =R £

Utilizando isso com a inequagdo (3.9), obtemos que, existe A > 0, C;, tal que
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[EMag) | <aVP e ac) |

< (PN | u || ex®" VO

paratodo & € Z" e N € Ny.

Tomando (n%) =Ael|lul|p=C, obtemos que | & [N| a(§) |< ANCer?" Vh) oy ainda,
que
[a(8) |< AVC| &[N x0T,

Uma vez que, para algum s € N vale que A > ¢°, temos entdo a nova desigualdade

| A(E) |< CeNTEOWNK) | & | N

Pelo Lema 3.1.11, obtemos
| (&) |< Cers® WA £ 7N Clemd™ W) | & |

Loys P , . . . .
onde C' = Ce®* Li~1 ¢ m é 0 menor nimero interio que € maior que kL®.

Pela Proposigéo 3.1.8, para algum 7o > 0, para | § |> max{1,#}, segue que | #(§) |<
Ce€0(8]) para0 < € < %

E para | & |< max{l,7}, temos que | 4(§) |< Cet?"'(0) < Be=¢(ED), Dai, para D =
max{C, B}, vale que i(&) < De €& como queriamos.

<)Da mesma forma, seja u € &'(T") que satisfaz a condi¢do (3.4). Pela afirmagdo que
provamos no comego referente a desigualdade (3.1) e pela Proposicdo 3.1.8, existem k € N, e
C'>0talque| & | a(é) |< Clex?d” (k) para todo § € Z" e J € Ny. Por conta desse decaimento,
entdo, para cada & € Njj e x € R" obtemos que a série de Fourier D%u(x) = Ygczv E%i(§ )ets é
absolutamente convergente. Por outro lado, como u € uma distribuicao, existe C >0e M € N
tais que | 4(&) |< C(1+4 | & |)M para todo & € Z".

Para o mesmo k € N acima e o € Njj, tome J =| o | +n+ M e observe que

D% < Y 1E™a@) |+ Y & ag) = Si+S xeR"  (3.10)

|EI<A(k) IE[>A (k)
comA:N— R, A(x) = ez 972K A partir de S e S, deduzimos

i< Y AklalTHe(+1g M
& <A(k)
< C2"A(kn DAk | o |71 +Ak)M

< (I’l—|— 1)2M+2nC(A(k))n+|Ot|+M < n2M+2nCA(kJ—1)
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So= Y |EPTMa@) |<cAk) Y g,

E[>A(k) |E1>A(k)
comJ=|a|+N+MeYg<an) < (n+ 1)2%"A(kn) (Proposicdo 3.1.10).

Explicaremos melhor cada transi¢ao de contas. Lidando primeiro com Sy, a primeira
linha se origina da condigdo de | & |< A(k) e da desiguldade | #(&) |< C(1+ | € ). A segunda
linha é obtida substituindo o valor de | £ | novamente e utilizando a desigualdade citada acima.
A terceira linha é obtida majorando os elementos do bindmio de Newton por A(k)” e usando

que (%) < 2M para todo N < M. Quanto a Sy, basta usar a desigualdade da hipétese inicial.
Sendo assim, por (3.10), deduzimos
| D%u(x) |[< (n+1)2Y72"CA(kJ ™) + C'cA(kJ ™) < CA(kT™), xeR" (3.11)

onde C = (n+1)22"*MC 4 Cyc > 0 depende unicamente da dimensio de 7 e de u(aqui, ¢ =
Yigizo | & [T < o),

Além disso, a convexidade de ¢* nos fornece

1, 1, 1,
779 (J2k) < 207 (| a [ k) + 297 ((n+ M)k). (3.12)
2k k k
Combinando (3.11) e (3.12), obtemos para cada k € N, existe uma constante C' =
Cetd" ((1+M)0) > ( ta] que | D%u(x) |< Cler?* (b g ¢ Ng,x € R".
Isso significa que u € &) (T").
Ol

Exemplo 3.1.13. Seja o(z) = {5 uma funcdo peso que, como vimos, satisfaz a propriedade
1
a(E) |< Ce €51 e, pelo Lema 3.1.6 de

(ap). Para esta fungo peso, u € &) (T") se, e s6 se,
(PETRONILHO, 2003), u € G5 (R").

Observacao 3.1.14. O exemplo a seguir serd o inico momento do trabalho em que utilizaremos
uma fun¢do peso quase-analitica. O fato da funcdo peso ser quase-analitica ndo interfere nos

resultados demonstrados até aqui.

Exemplo 3.1.15. Seja o(7) = ¢ uma fungéo peso que, como vimos, satisfaz a propriedade
(ap). Para esta fungio peso, u € &1 (T") se, e s6 se, | #(§) [< Ce¢l5l ¢, pelo Lema 3.1.6 de
(PETRONILHO, 2003), u é real-analitica.

3.2 Resolubilidade de campos vetoriais cujo transposto é
hipoeliptico

Finalmente estamos prontos para comecar a abordar a regularidade de solugdes de

campos vetoriais, que € um dos principais temas desta dissertagdo. Seja @ uma funcio peso nao
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quase analitica que satisfaca a propriedade (¢). Além disso, quando formos tratar das classes
de fungdes ultradiferencidveis do tipo Beurling, iremos pedir também que @(¢) = o(t) quando ¢

tender ao infinito.

Seja
n
Pl = Z Aj(x)axj
j=1
um campo vetorial no toro T com A; € &(T") para j = 1,...,n onde 4;(x) € R, para todo
j=1,...,n. Dado o operador P, facilmente podemos obter seu operador transposto, que é da

forma

'Pou=— Z Oy; (Aju)
j=1

parau € &'(T"). Nesta se¢do, queremos obter hipéteses para determinar quando é possivel obter a
solu¢@o de um sistema Pu = f. Para isso, comecaremos observando as hipdteses necessarias para
encontrar a solu¢do do problema homogéneo P u = 0. Uma leitura criteriosa da demonstra¢do
do Teorema 2.1 de (WENYT; CHI, 2007) nos fornece o seguinte resultado:

Lema 3.2.1. Se P, tem a seguinte propriedade:
Yu e &N(T, 'Pu=0=pucC(T (3.13)

entdo existe w € C(T") positiva tal que ‘Pjw = 0. Ademais, qualquer outra solucéo desta

equacao homogénea ¢ um multiplo de w.

Sabendo disso, vamos a versdo para fungdes ultradiferencidveis. Precisaremos, para isso,

introduzir uma defini¢ao de hipoelipticidade para nossos operadores.

Defini¢dio 3.2.2. Seja Py = Py (x,D) = ¥}_; 4j(x)y; +Ao(x) um ODPL de ordem 1 com coefici-
entes {A;}o<j<n C & (T") ({Aj}1<j<n C C7(T") respectivamente). O operador P) é chamado
de globalmente §-hipoeliptico em T" (globalmente C™-hipoeliptico em T", respectivamente)
se as condigdes u € &'(T") e Ppu € &(T") (u € &'(T") e Pyu € C*(T"), respectivamente)
implicam que u € &(T") (u € C*(T") respectivamente).

Teorema 3.2.3. Sejam ® como ja definida e suponha o operador ' P; globalmente f-hipoeliptico.
Entdo, a equacgdo
‘Pw=0 (3.14)

possui solug@o positiva em &% (T"). Além disso, qualquer outra soluc¢do desta equacdo homogénea

€ um multiplo de w.

Demonstracdo. Uma vez que ' P; é globalmente f-hipoeliptico, entdo se u € &’ (T") é tal que
'Pyu =0entdo u € &(T") que é suave. Ou seja, vale a propriedade (3.13). Logo, pelo Lema
3.2.1 existe w € C*(T") positiva tal que ' Py w = 0 portanto, w € &+(T") é positiva. O
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Proposicio 3.2.4. Se 'P, é um operador globalmente -hipoeliptico, entdo P) também € global-

mente f-hipoeliptico.

Demonstragdo. Seja u € &' (T") uma distribuic¢do tal que Pyu € &(T") e w solugdo positiva

fornecida pelo Teorema 3.2.3. Entdo podemos calcular ' Pj (wu) da seguinte forma :

=—u Z O (A (x)w) —w Z Aj(x)0y;u
j=1 j=1
=—wPu

com —wPyu € & (T"). Por hipétese, ' P;, é um operador globalmente f-hipoeliptico e w € & (T")
satisfaz w > 0 em T", daf, wu = g € &(T"), ou ainda, u = g/w € & (T") (Teoremas 3.1.5 e

3.1.6), tornando, assim, o operador P, globalmente {-hipoeliptico. [

Seja o conjunto

E:(Py) ={ve&(T"): / v(x)w(x)dx = 0 para todo w € & (T") com 'Pjw = 0}.

n

As equacdes que definem o conjunto sdo chamas condi¢des necessarias de compatibilidade em

vista a Proposicao 3.2.6.

Definicio 3.2.5. Seja P, = }}_; 4(x)dy; um ODPL com os coeficientes 4; € &(T") (4; €
C>(T") respectivamente). O operador P, ¢é dito ser globalmente f-resoliivel se para todo
f € E:(Py) existe u € &(T") tal que Pyu = f em T".

Podemos, agora, formular as hipdteses necessarias para obtermos a resolubilidade do

operador P, a partir do Teorema 3.2.3.

Proposicao 3.2.6. Seja f € &:(T") tal que existe u € &(T") satisfazendo Pju = f. Entdo
[ € Ei(R).

Demonstragdo. Se w € &(T") é tal que 'Pyw = 0 entédo
[ w0z = () = (Praw) = {u, "Paw) =0,
’En
Logo f € E¢(Py) O

Para cada A > 0, relembrando que

Py oo
| £ 1]a= sup sup [9%f(x)| e **"(Z),  fec(T),

xe€T" aeNy



3.2. Resolubilidade de campos vetoriais cujo transposto é hipoeliptico 41

sejam o0s espagos
Epa(T") ={f € C™(T")s[| f [l < oo}

e note que

Ew)(T") = [ S (T).
A>0

Proposicio 3.2.7. (&, 5 (T"),|| - ||5) é espago de Banach, V A > 0.

Nao faremos a demonstracio desta proposi¢cao aqui. Para espacos que siao construidos

via sequencias peso, veja Proposi¢do 2.4.3 de (VICTOR, 2021).

Relembremos o Lema 3.1.2 que nos diz que, para f suave, || f |[3<|[| f [[2, se A+ > A.
Em particular, || f ||, < eo implica que || f [|3 < o 0 que nos déd que &, 5, (T") C &, 5 (T") com

inclusdo continua, para todo A, > A.

Coloquemos em &) (T") a topologia dada pela familia de normas {|| - [|s;k € Z4 },
dessa maneira, uma sequéncia { f, },en C &(q)(T") converge para f € &) (T") em &) (T") se,
e somente se, f, = f em &, x(T"), para todo k € Z, isto &, lim,_e || fi — f ||[x= 0, para todo
k € Z. Assim, conseguimos ter a seguinte cadeia de inclusoes :

@) (T") C ... CEppt1(T") T Ei(T") C ... T &1 (T).

Teorema 3.2.8. &) (T") é um espago de Fréchet: toda sequéncia de Cauchy em &) (T") €

convergente.

Demonstragdo. Dada uma sequéncia {f, }yen C &) (T"), dizer que ela € uma sequéncia de
Cauchy ¢ dizer que {f,},cn € sequéncia de Cauchy em todos os espacos &y «(T"),k € Z.
Como, para cada k € Z, o espaco é completo, existe f*) e Epk(T") tal que f, — f *) em
Ew k(T"). Porém perceba que

ki >k= &Epi, (T") C Epi(T") continuamente = f, — &) em ok (T")
de maneira que, pela unicidade do limite, f (k) = £ Tsso implica que
0= fOvkezy = U € & (T V= f1) € &4y (T
e, por conta disso

fo = fO =W em & (T Yk € Zy = f, — fV em ) (TY).

Proposicao 3.2.9. Um operador diferencial

P= Z aa(x)Da,aaeg’(w)(T”),

|a|<m

define uma aplicag@o continua P : &) (T") — &) (T").
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Demonstragdo. Se f € &4,)(T"), utilizando que &) (T") € fechado em relagdo as operagdes

de multiplica¢do e derivagdo, obtemos que

D[ € E4)(T") = aaD®f € &) (T") = Pf € &) (T").

Como dito na hipétese, P € linear. Além disso, provaremos que seu gréfico € fechado.

Proposicao 3.2.10. O grifico de P € fechado.

Demonstragdo. Seja{f,}ycz, umasequénciaem &) (T") tal que (£, Pfy) — (f,g) em &) (T") x
Elw) (T") para algum f,g € &) (T™). Basta provar que g = Pf. Por propriedade de topologia
produto, f, — f e Pf, — g em &) (T").

Lema 3.2.11. &,)(T") C C*(T") continuamente.

Demonstragdo. Basta ver que, para cada o € N:

sup | 9% £(x) |<I| £ 112 € (5), Vf € &y (T).

xeT?

Se fu — f em &) (T") entdo

N A—=fllk—0 Vk€Z+¢sup|80‘fv—a°‘f|§||fv_f||kek¢*('%‘)_>0
’H‘n

paracada k € Z, o € Ny fixados.
Isso nos déd que

S¥P|aafv—aaf| Vj 0,Va e Nj = f, — f

em C=(T"). O

De volta a demonstracio da proposi¢ao, segue do Lema anterior, e pelo fato de operadores

diferenciais sao continuos em C**(T") que
fv—= fem ) (T") = f, — fem C*(T") = Pf, — Pf em C™(T").
Pelo Lema anterior novamente,
Pf, — gem &) (T") = Pf, — gem C™(T").

Como C*=(T") é Hausdorff, uma vez que é metrizdvel, segue que g = Pf como gostaria-

mos. ]

Tendo provado que P : &) (T") — &) (T") tem grafico fechado, sua continuidade
segue do Teorema do Gréfico Fechado (Teorema 2.3.1). O
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Proposicio 3.2.12. Seja P, o operador transposto de P; e suponha que ele seja globalmente
(w)-hipoeliptico. Para cada kg € Z existem C > 0 e k € Z tais que

W ko< CUNW [l2mn) + (] "PAY i), YW € &) (T"). ()

Demonstragdo. Como L?(T") é um espago de Banach e &1)(T") é um espago de Fréchet, temos
que L?(T") x &1)(T") € um espago de Fréchet com a topologia produto, a qual € dada pela

familia de seminormas
N8 k=1 f Iz + 118 1k k€ Ze, (f,8) € LP(T") X &g (T").

Considere a aplicagdo linear ¥ : &) (T") — L>(T") x &(w)(T") definida por y(y) =
(v, 'P, ) que é continua uma vez que cada fun¢do entrada é continua. De fato, ja provamos

que 'Py, : &) (T") — &) (T") € continua. A primeira componente € continua pois
V€ Epn (M) =¥ B = [ W) P d

< ()" (sup | v \)2

xeTn

< @u)" (|| yllx ")

=N llzmn< @o2H O Ly la, Ve &pa (T,

Segue facilmente, por exemplo, que Y, — Y em &) (T") implica y;, — y em L>(T™).
Afirmacdo: A imagem de 7y é fechada em L?(T") x E(w) (T).
Com efeito, se { Y, }yen C &) (T") € tal que y(y,) — (¥, ) em L>(T") x Elw) (T),

entao
v, — wem L*(T")

‘Pryy — ¢ em &) (T").
(i) (id)
Perceba que o primeiro caso nos dd que y,”— y em &' (T") = 'Pyy,”— 'Pyy em
&'(T"), onde usamos que:

1. L?(T") C &'(T") continuamente e
2. 'Py 1 &'(T") — &'(T") é continua.
(i)
O segundo caso diz para nés que 'Pyy, — ¢ em L?(T") =" Py, — ¢ em &'(T")

onde, na primeira implicagdo, usamos novamente que &) (T") C L?(T") continuamente.
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Comparando as duas conclusdes, temos ‘P, = ¢ € &(w)- Uma vez que, por hipétese,
'P), é globalmente ()-hipoeliptico, obtemos que ¥ € &4,)(T") e, com isso, que (V,9) =
(v, 'Pyy) = y(y) pertence a imagem de ¥, provando a afirmag@o.

Assim, I' = {y(y); ¥ € &) (T") } € subespago fechado de L2(T") x &(w)(T"), que € um
espaco de Fréchet, segue que I' € um espaco de Fréchet com a topologia de subespaco, a qual é
definida pela restri¢do de seminormas (f,g) € I —||| (f,2) |||x,k € Z+.

A aplicacdo y: @@(w) (T™") — I é entdo linear, continua e bijetora (uma vez que a injetivi-
dade vem imediatamente da definicao de ) segue do Teorema da Aplicacao Aberta (Teorema
232)quey T — &)(T") € continua.

Em termos das seminormas que definem os espagos envolvidos, esta continuidade

expressa-se da seguinte maneira : para todo ko € Z existem C > 0 e k € Z tais que
17 ' (f,8) < C Il (f:8) Il V¥ (f:g) €T

Como

~

(f,8) eT <= (f,8) = (v,'PLy)

~——
=1V

~

para Y =7 (£.8) € Ku)(T"), temos
W k< C 1w "Prw) = CULY zzcony + 1 Pow (10, YW € Sy (T7),
]

Corolario 3.2.13. Suponha’P; globalmente (®)-hipoeliptico. Para cada kg € Z existem C' > 0
e k € Z tais que

W < C' Il "PAY ||, VY € E (o) (P)- (%)

Demonstragdo. Pela proposi¢ao anterior, dado kg € Z, existem C > 0 e k € Z tais que (x)
vale. Suponha por absurdo que (*x) n@o vale para nenhuma escolha de C’. Entéo para cada v € N

existe Y, € E()(Py) tal que

W k> VI "PA ||k Vv e N

Em particular, y, # 0. Sem perda de generalidade, podemos supor que || , ||¢,= 1 ( basta
substituir y, por seu vetor unitdrio) para todo v € N. Segue que || ‘P, ¥, ||x— 0 quando v — oo,
além disso, {, },en € sequéncia limitada em &, x,(T"). Escolhendo 0 < k, < ko, lembremos
que a inclusido &y g, (T") C é"w’ka(']l‘") € compacta (Proposi¢do 2.4.4 de (VICTOR, 2021)),
donde segue que existe uma subsequéncia { ¥, } jen que converge em &y, (T"), digamos, para
Y0 €&, (T7).
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Como a incusdo 5w,k5 (T") € L*>(T") é continua (fato ji demonstrado) temos que W, —
y" em L?(T") também. Em particular:

L v @9mdx 2 [ v 0o, vo (T

de modo que v, — ¥° em &’(T") também. Segue da continuidade de ‘P, : &'(T") — &'(T")
que 'Pyy,, — Py v’ em &'(T") mas como 'P;, v, — 0 em &g i(T") C &) (T") C E'(T"),
segue que ‘P, y° = 0. Concluimos assim que y € é{’(w)(’]I‘”), visto que ‘P, é globalmente
(m)-hipoeliptico por hipétese.

Por outro lado, como y,; € E()(Py) :

W€ &) (T), P =0 = / v, ()F()dx =0

J/

— Jon WOW(x dx quando j—sco

= [ Y)w(x)dx=0, VWE &4q(T"), Pw=0
’]I‘n

ou seja YO € E(y) (P,), Mas como ji vimos que ' Pj w” = 0 segue que como ' P; tem coeficientes
reais, que

=P = By = 0= [ Yy dx = v |

donde concluimos que y° = 0, ou seja ¥y, — 0em L?(T™). Substituindo tudo na desigualdade
(%) temos, para todo j € Z :

U=[1w; i< CUN W, 2 + 11 Py, (i) =0, j = oo,

-0 -0

Absurdo! Logo, vale (xx) para algum C’ > 0. O

Definicéo 3.2.14. Denotaremos por é“‘(’ o) (T") o espago dos funcionais lineares continuos &) (T") —
C. Dado P um ODPL com coeficientes em &) (T") definimos sua agéo P: é"(’ o) (T") — é"(’ ) (T™)

pela regra

Pf : @@(a,)(’]l“”) —C
¢ — (f, "P9)

isto é, Pf = f o 'P como funcionais lineares. Perceba que, desta maneira, Pf é continuo uma

f € Ely(T) =

vez que f e 'P sdo continuos.

E facil provar que Sw)(T") é denso em C*(T") : para cada § € Z" a fungdo x € T"
¢!*S) € C pertence a &) (T") pois
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e, logo, u € &4)(T") facilmente pela caracterizagdo de &) (T") por série de Fourier cuja teoria
cldssica garante, ainda, que {e/“%) & € 7"} é denso em C=(T").
Segue do Teorema de Hahn-Banach que a transposta da inclusdao continua e densa
E(w)(T") C C*(T") € uma aplicagdo injetora & (T") — co@(’w) (T™).
Defini¢io 3.2.15. Um ODPL com coeficientes em &) (T") serd dito globalmente (®)-
hipoeliptico se
Vu e ﬁ’w)(T”),Pu € &) (T") = u € &) (T").

Note que se P é globalmente (®)*-hipoeliptico entdo também é globalmente (®)-

hipoeliptico.

Lema 3.2.16. Se 'P) é globalmente (®)*-hipoeliptico entdo P; também o é.

Demonstragdo. Como 'P) € globalmente (®)-hipoeliptico, existe w € &) (T") positiva tal que

'Pyw = 0. Note que
81 Aiwg)
(w?tj 5, +o— 8xj (A w))

=—wP,0+¢ P;LW
=—wP 9, Y¢ecC(T).

Py (wo) =

f

Segue que

<ZP7L(WM)7¢> = <WM7P7L¢> = <”7WPA¢>
= —(u, "P(w9))
—<PAM7W¢>
= (—wPu,9), V¢ €8y (T")
= 'Py(wu) = —wPyu, Vuc é[’('w) (T™).

Seue éa(’ ) (T") é tal que Pyu € &) (T") entdo ' Py (wu) = —wPju também pertence a
&(w)(T"). Sendo ' P; globalmente (®)*-hipoeliptico por hipdtese, temos wu € &) (T"), logo,
u=1(wu)e &(w)(T") (Teorema 3.1.5). O

Teorema 3.2.17. Se P, é globalmente (®)*-hipoeliptico entdo para toda f € E(,) (P, ) existe
uc éa(w)(Tn) tal que Pyu = f.

Demonstragdo. Considere o espaco vetorial

R={'P1g,g € ) (T")} C &)(T")
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munido da topologia de subespago herdada de &) (T"). Definimos u : R — C por

‘PgER (frg)= | [()g(x)dx.

De fato, u estd bem definido. Se g1,82 € &()(T") sdo tais que 'Py g1 = P, g entio

g1—gr€ker'Py = (f,g1—8)=0

pois f € E(4)(Py) e, logo, (f,81) = (f,82), ou seja, u(g1) = u(g2). Além disso, u € claramente

linear.

Lema 3.2.18. u : R — C € continua.

Demonstracdo. Faremos uma construg¢do preliminar. Como ' Pj, é globalmente (®)-hipoeliptico,
pelo Teorema 3.2.3, existe w € &) (T™) solugdo da equagdo homogénea ' Py w = 0. Além disso,

sem perda de generalidade, suponha que [, w(x)?dx = 1. Dada g € &(w)(T"), considere

co = Tng(x)w(x)dx, Ye=8—CeWE é"(a,)(']T”).

Note que g — Yy = cgw € ker'Py. Ademais

/JI‘" Ve (x)w(x)dx = /ng(x)w(x)dx—cg/
—_——

Cg =1

w(x)z =0= Y, € E(a)) (P)L).

n

Agora, recordemos (%x) : como ' Py € globalmente (®)-hipoeliptico, existem C' >0 e
k € Z tais que
e W< C | "Powg [k, Y W € E(o)(Py).

Dado ¢ € R, por definigdo, existe g € &{,)(T") tal que ' P g = ¢. Conforme vimos, W, € E()(Py)
satisfaz ' Py W, = 'Py g = ¢, logo, temos

| (u, ) 1= (u, "Prwg) | =] (f ¥ |
<|I f Ne2erm Il We [lz2(rmy
<[ f ey 2102 O | e |
<c'@m)2e® O || £ 120l "Prwge lle
=C'2m)%e? V|| £zl 9 [lx -

Como ¢ € R ¢ arbitréria, segue a continuidade de u. O

De volta a demonstra¢do do Teorema: como u : R — C € continua, segue do Teorema de
Hahn-Banach que existe @i : &) (T") — C linear continua tal que 7 [g= u. Logo, ii € éa(’w) (T™)
e, dada g € 5‘(@) (T™), temos que

(Pyit,g) = (i, "Pyg) = (u, 'P1g) = (f.8) = Pyii = f em &y(T").
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Mas conforme o Lema anterior, a hipétese de que ' P, é globalmente (@)*-hipoeliptico
implica a mesma propriedade para P), o que, por sua vez, garante que il € é"(w)(’]I‘”) pois
f € Sy (T"). a

Podemos resumir os Lemas, Proposicdes e Teoremas acima em um dnico resultado para

sintetizar nosso pensamento:

Teorema 3.2.19. Seja w satisfazendo as propriedades listadas no inicio da secdo e suponha que

'P, é globalmente (®)*-hipoeliptico. Entdo P, é globalmente (®)-resoldvel.

O Teorema 3.3 de (ALBANESE, 2020) nos traz também uma versao para o espaco de
ultradistribui¢des de tipo Roumieu, denotada por &7 o} (T™), que, por defini¢do, é o espago dos
funcionais lineares continuos &%} (T") — C. Nao entraremos em mais detalhes desta construcao
que requer descrever a topologia do espaco de fung¢des ultradiferencidveis de tipo Roumieu, que

¢ mais complicada.

Teorema 3.2.20. Seja @ uma fung¢do peso satisfazendo as propriedades listadas no inicio da se¢ao

e suponha que ' P, é globalmente {®}*-hipoeliptico. Entdo P; é globalmente {® }-resoldvel.

Unindo os dois resultados, exibimos um Teorema final para sumariar ambas classes de

funcdes:

Teorema 3.2.21. Seja @ uma fungdo peso ndo quase analitica e suponha que ' P; € globalmente

T*-hipoeliptico. Entdo P; é globalmente f-resolivel.

3.3 Normalizacao de campos vetoriais cujo transposto é
hipoeliptico

Para esta secdo, tomaremos ® uma fun¢do peso ndo quase analitica que satisfaca a
propriedade (o). Além disso, quando formos tratar das classes de fungdes ultradiferencidveis
do tipo Beurling, iremos pedir também que ®(¢) = o(t) quando ¢ tender ao infinito. Também
suporemos que ' Py um operador globalmente *-hipoeliptico e w € &%(T") uma solugdo positiva
do Teorema 3.2.3 tal que

/nw(x)dx =1

Considere as seguintes equacdes diferenciais parciais de primeira ordem em T"
Plu:/\j—lj(x),l S]Sn, (315)
com

Aj= - Ai(x)w(x)dx,1 < j<n.
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Pelo Teorema 3.2.21, as equagdes (3.15) tem solugdes u; € &(T"),1 < j < n pois
/ (Aj=A(x))wx)dx=A; | wx)dx— | Aj(x)w(x)dx=A;—A; =0,
n T Tn

para 1 < j < n. Colocando
Ti(x) =xj+uj(x), 1<j<n, xeR"

perceba neste momento que a fungdo 7;(x) nio é 2w —periddica. Para corrigir isso, primeiro,
denote ii;(x) = ujop : R" — R, onde p é a projegio do R" para T" (relembre que, originalmente,
uj: T" — R). A partir de ii;, podemos definir 7; : R" — R da maneira 7;(x) = x;+i;(x) e a
fungdo 7(x) = (%1 (x),..., T4 (x)), com 7 : R* — R".

Por fim, construa a fungdo 7 : T" — T", [x] — 7([x]) = [T(x)]. Mostraremos, agora, que
esta fun¢do estd bem definida. Se [x] = [y], temos x —y € 2x7Z", ou ainda, que x; —y; € 2nZ.

Para algum ¢ = (q1,...,g9,) € Z", entdo, temos que x; = y; +¢;. Dai, temos que

7). ()

ou ainda, [Z(x)] = [%(y)], 0 que mostra que nossa fungao 7 estd bem definida. Agora sim, podemos
concluir que

PATJ':AJ'. (316)

Por 'P) ser globalmente T—hipoeliptico, o sistema {Aj,As,...,A,} serd Ll em Z. A

demonstracdo desta afirmac¢do segue no Lema abaixo:

Lema 3.3.1. Para @ uma funcdo peso e ' P, um operador satisfazendo as propriedades listadas

no inicio da se¢do, temos que

n
kiNj#0, Vk=(ki,ka,... k) € Z\{O}.
j=1

Demonstragcdo. Suponha que Z;le kjA; =0 para algum k € Z". Defina
n
u(x) = exp iZ kiti(x)|, xeT"
j=1

Entdo u € &;(T") e
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() =iy x_,-<x>a%<exp{i lz ki (0)})
= =1

I
<
=
Nad
1=

i d
lj(x) Zkléjl +kla—le
= J

~.
Il

! d
;/’Lkl ][—l-klla
(Zlkl Jl+klZ;LJa >

(kiAp+ ki Ay — ki)

!
E%

-
I

M= ||M=

= u(x)i

~
—

[
<
=
o)
1=
=
z

~
—_

Py (u)(x) = iu(x) X}_; kjA; = 0. Entao
Py (uw) = "Pywu—wPyu=0.

Pelo Teorema 3.2.3, segue que u = cte em T", uma vez que toda solu¢cdo da homogénea

€, a menos de uma constante, igual a w, implicando que Z;!: 1kiTi= cte(mod?2T).

Como o toro T" € conexo e as fun¢des 7; sdo continuas, a imagem de ):;?: 1kjT; € conexa,
portanto como esta contida em um conjunto discreto, deve ser um unico ponto apenas, ou seja,

;%:1 kjt; = cte, ou, equivalentemente,
n n
Z ijj = cte — Z kjuj.
j=1 j=1

Como o lado esquerdo da equacgd@o acima € linear e o outro lado é uma fun¢do periddica,

segue que ):;?:1 kjxj= cte e, entdo, kj =0 paratodo 1 < j <n. O

Denote o Jacobiano de T = (1y,...,1,) por J, isto é, parax € T" :

Oy T1(x) pTi(x) -+ Oy Ti(x)

J(x): axlfz(x) 8erz(x) axnfz(x)

D Tn(x) I Tu(x) ... O Tu(x)

Pelo Teorema 3.2.3 podemos argumentar que J(x) = w(x), x € T". Demonstraremos

esta afirmac¢ao no Lema a seguir :

Lema 3.3.2. Suponha ’P; um operador satisfazendo as propriedades listadas no inicio da se¢@o.

Entdo J(x) = w(x).
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Demonstragcdo. A demonstracdo deste Lema esté feita em (WENYT; CHI, 2007), aqui iremos
demonstrar para o caso n = 2. Dessa forma, denotaremos o vetor v por v = (x,y) e, assim, 0
determinante J(v) fica da seguinte forma :

9 9
ZT) oy U (v)

£0() Sn(0)

d d d

() = zanmgam—gnwgnw.

Aplicando, entéo, o operador — ' P em J(v), obtemos

02 0 0 92
— P (J(V)) }Llﬁrl (V)a—yfz(v) +M ax’C] (v) ayaxfz(v)
92 0 0 02
_ﬂ,la zfz(v)a—yfl(v) —),1 axfz(v) 8)}& T1<V)
() D (0) 4 At (4) ey o)
2oxay N gy A TG WG Y
92 0 0 92
_lzaxa Tz(v)a—yfl(v) —lza Tz(v)a 2T1(V)
d ., d 0 0
+ allaﬁ (V)a Tz(V) — all B Tz(v)a T1 (v)
d ., d 0 dJd ., d 0
+ aylzafl (V)a—y"Q(V) — a—ylza—y'fl (V)aTZ(V)
d ., d 0 d ., d 0
+ ax/lza—yrl (v)a T (v) — a?tza T (v)a (V)
d ., o 0 d . d d
—+ 3 Mﬁﬁ (V)ETQ(V) — a—yllafl(v)afz(v)

As ultimas duas linhas se anulam propositalmente para facilitar nossas contas. Reorgani-

zando os termos, encontramos:

0%ty , I oMot , 0T, . OT 0%t oA 91
IW(V)a—y(V) +§g(")a—y(") = a—y(") M—=—(v)+ ——(V)>

321'1 8r2 8/12 8’1'1 81'2 - 81'2
2m(v)a—y(v) + Wg(v)Ty(V) = a—y(V) Ap=—
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321'2 &’L’] 811 811 812 . 811 8 T (M] a’Cz
15 Mgy M) =5y 5y Mg W ==5, 1 )<)“1 EAr Far Ay )>

827:2 81‘1 812 8‘61 8”52 . 8r1 821'2 812 8172
aay My W gy Mg =550 ><%xay<v>+ EP a—y(”)

=50 (R50))

.

l] 8 T 81’1 (Ml (%2 81’1 81’1( ) <)L] 8 T1 8&1 81’1 >

8x8y( )X(V)Jra—yg(v)g( v) = I 8x8y( )+a—yg(")
at d aT
505 (m5e)

32’172 81‘1 812 8r1 872 81'1 (l &2’172 812 812 )
273 5

Mg W5y M+ 55 57 W5y 0 =0 gm0+ 5750 0)

-0 (5 (5 0)

d 812 811 0 81'2 871 0 (91’2 812
0 (5 (m520) )+ 20 (5 (2520) ) = 20 (5 (W20 + RS20
811 0
g(")a—y(l\z)
=0.
2 2
Mg 0GZ0) - ST G20 = - 520 (Mgt + G W)

—Ho G E5w)
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821'1 &1'2 812 87:1 81:2 . (9’62 & T1 812 8”51
—lza—yz(v)g(") — a—ya—y(v)g(") =" ——(v) (lz 972 (v) + Jy dy (V))

_%(w (a% (Al%(v))> - %(V) (a% (zz‘;—fyl(v)» = —%(V) ((% (M%(v) +/Izaa—fyl(v))>

Portanto, — Py (J(x)) = 0. Dai, por conta do Teorema 3.2.3, temos que J(x) = Cw(x).
Resta provar que C = 1. Para isso, realizaremos a substitui¢do 7; = x; + u;, obtendo, agora,

8u1 i auz i 8u1 8u2 8u2 8141

1+99(v)  Z4(v)
Qv) 1—|—a—”y2(v)

X

J(v) =

Calcularemos a integral de cada termo desta soma.

aul o o .
[ Sitaxdy = [ (u(x.3)) [ dy = [ oay=0.

/ %dydx—/(uzxy dx—/de—
T2 d

8u18u2_9u18u2d B Juy duy J _/ %%dd
™ dx dy  dy ox T Jrox a9y Y ox dy

Desenvolveremos a primeira integral via integracio por partes. Tomando v’ = Juy = u=
dx

_ % /! 82u2
upev = =V = Txdy’ obtemos

duy duy B ) duy o d%u, B d%u,
2 Ox ayd xdy = (2) <u1(x,y) ay( y)) —/ ' 3yax 2 2 dydx = —/ ' 3yax = 2 dydx.

Trabalhando com a dltima integral por partes novamente, temos que u' = gigi =u= %
ev=u =V = %—”yl, obtemos entdo que
0%u, duy duy dup Juy duy
— 2 dxdy = —(27)> a7 dydx dyd
/ 1 5yax ey = —( )(ul(x,y)a(y)) T ey ax PP Ty ar DA
Temos, entao, que
duy dup duy duy
dxdy = — ——dxdy,
11*28x8yxy 11*28x8yxy
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entdo, nos resta que

duy duy B duy dur
T2 dx dy  dy OJx

dxdy = 0.

Por fim, obtemos entdo que [12J(x)dxdy = (27)? a0 mesmo tempo que

REE /T Cwlx)dx=C /T dp=C(2n)?

(Teorema 3.2.3) o que nos dd que C = 1 e, portanto, J(x) = w(x), como queriamos.

Pelo Lema 3.3.2, a equacao provada garante que o mapeamento 7 : T" — T" definido
por 7(x) = (71(x), T2(x),...,Tu(x)) para todo x € T", € um difeomorfismo em uma vizinhanga
de cada ponto de T". Mas pelo Teorema 2.3 de (WENYI; CHI, 2007), segue que 7, na verdade,
¢ um difeomorfismo suave. Como, além disso, T € uma &’-aplicacao, segue dos Teoremas 3.1.5

e 3.1.6 que a inversa 7! também é uma &s-aplicagio.

Além disso, podemos formalizar, enfim, a mudanca de varidveis feita pelo difeomorfismo
T, que nos ajudard, futuramente , a classificar quais serdo os tipos de operadores que serao
hipoelipticos.

Teorema 3.3.3. Seja @ uma fungdo peso e ' P; um operador satisfazendo as propriedades listadas

no inicio da se¢do. Entdo 7 : T" — T" é um difeomorfismo &.

Corolario 3.3.4. Seja ® uma funcgdo peso e ‘P, um operador satisfazendo as propriedades
listadas no inicio da se¢éo. Entdo o mapeamento 7 : T" — T” x — y = 7(x) é um difeomorfismo
&;: que transforma Py = 27:1 Aj(x)0y; em Op = 27:1 Aoy,

Demonstragdo. Tomando 7: T} — T o difeomorfismo acima, defina a operagéo pullback 7*:
C>(T§) — C=(T%). Aqui, T e T representam os mesmos espagos, porém, estamos denotando
diferente para compreender melhor para onde o difeomorfismo 7 estd nos levando. Desta maneira,
provarmos que T leva Pj, em Qx € o mesmo que a provar que Py o 7% = 7" o Oy, ou seja, que

para toda fung¢do g suave, vale Py (goT) = (Qpg) o T.
Temos que

3, (g07) = kzl §—i<r<x>>§—§’;<x>
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portanto,
Y dg 97 dg d o7,
Plgen = L A0 FEE TR0 = Y S8 ) E Ao T
-3 SE ety (e
o,
= Lo
= (Qng)o7

como queriamos.
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CAPITULO

HIPOELITICIDADE GLOBAL

Seja @ uma fun¢do peso ndo quase analitica e assuma que @ satisfaz a propriedade ().
Além disso, quando formos tratar das classes de func¢des ultradiferencidveis do tipo Beurling,
iremos assumir também que ®(¢) = o(t) quando ¢ tender ao infinito. Seja P), como nos capitulos
anteriores e assuma que o operador /P é globalmente *-hipoeliptico e que w € &;(T") é uma

solucdo positiva da equagdo homogénea ' Pyu = 0 tal que [, w(x)dx = 1.

Considere o espaco H = L?(T",w dx) como o espaco de Hilbert complexo conjugado

com produto interno (-, -) definido da seguinte maneira: (f,g), = Jm f(x)g(x)w(x)dx.
Sob as hipdteses acima, neste capitulo vamos tratar da hipoelipticidade do operador P; .

O primeiro resultado descreve os autovalores e autofungdes associadas do operador P, .

Teorema 4.0.1. Seja @ uma funcdo peso e ' P; um operador satisfazendo as propriedades listadas

no inicio da seciio. Entio o espectro de D; = i~ ! P, consiste em autovalores da forma
n
Uy = Z k jA j
j=1
comk = (ky,...,k,) € Z" e as correspondentes autofun¢des sdo
n
Yi(x) = exp{i Z kiti(x)}, xeT", keZ"
j=1

onde as fungdes 7;,j = 1,...,n satisfazem o Teorema 3.3.3. Além disso, 0s autoespagos para
cada autovalor possuem dimensdo um e as autofungdes { Wy }xez» formam uma base ortonormal

completa em H.

Demonstracdo. Primeiro, perceba que os termos iy, € as fungdes y; definidas acima sdo, de fato,
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autovalores e autovetores respectivamente, uma vez que

Dy =i"'Py = Zl eXP{lesz
J

0
x) ; k15ﬂ +kl8_xjul

K
axj'ul

0
Z}Lkl jl—f-k[ZAja )
j:

I
RS

- EM:
M= 2

ljk15j1+kllj

I
S

N
I

—_
~
Il

—_

Vi

TP
A
N

1

D=

=y ) (ki + kA —kAy)
i=1
n
=W Y ki
i=1
= U Y.

Defina, agora, o operador T : &(T") — &+(T") da forma T(f) = fot, onde T =
(71,...,T,) é como no Teorema 3.3.3(ou seja, T = 7). Note que este operador possui como
operador inverso 7! : &(T") — & (T") dado por T~!(f) = fot~!. Este operador 7! estd
bem definido uma vez que 7 € um difeomorfismo da classe &;(T"). Dessa forma, ¢ fato que 7 é

um isomorfismo.

Agora, provaremos que T : L?>(T2,dy) — L*(T? wdx) é uma isometra. De fato, para
f,g € L*(T",dy), temos que

Por conta disso, temos entdo que 7' € um isomorfismo isométrico com respeito a norma

L?. Uma vez que
T~ (i) = yrot ' =exp{i ) kiyi}, keZ' yeT"
=

e exp{i}j_; kiy;} forma uma base ortonormal para o L?(T",dy), por conta de T ser um isomor-

fismo isométrico em L2, as autofuncdes Wy também formam uma base ortonormal completa em
H.

Por fim, seja v uma autofuncdo associada ao autovalor a do operador D, ou seja,

D, v =av. Uma vez que as fun¢des y; formam uma base ortonormal, v € & (T") pode ser escrita
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como v = Y ;c7n by Wi Entdo, substituindo, temos

a) biwi=Dy( Y biwi) = Y, Dy = Y, i = Y bagy =Y aby
kezn Kezn kezn kezn ke kezn

= Y bi(a—u)yr =0, ouseja, bpla—u) =0 VkeZ
keZ

Como v # 0, existe [ € Z" tal que b; # 0, implicando, entdo, que a = u; e, perceba que

pelo Lema 3.3.1, sendo u;, = 2?21 kiAj,

Up = U] <~ (kj—lj)Aj:O<:>k:l,

n
j=1
entdo, a # uy, para todo k # [, consequentemente, by = 0 para todo k # .

Concluimos, entdo, que a = u; € que v = b;y;, ou seja, os Unicos autovalores para o
operador D, sdo {u;,l € Z"} e que a dimensdo do autoespaco de y; vale 1, como queriamos

demonstrar. O]

O Teorema 4.0.1 nos ajudard a compreender melhor as mudancas de varidveis que
acontecerao nos seguintes teoremas, como no proximo teorema que, em particular, € do tipo

Paley-Wiener.
Teorema 4.0.2. Seja @ uma funcdo peso e ' P, um operador satisfazendo as propriedades listadas

no inicio da se¢do e seja f € &' (T"). Entdo, nés temos as seguintes afirmagoes:

1. f € &) (T") se, e somente se, para todo & € N existe Cj, > 0 tal que

| (F o Wi |< Cre W) ke 7,

2. f€ 5{0,}('11‘”) se, e somente se, existe € > 0 e C > 0 tal que

| (f Wi |< Ce 80K ke 7,

Demonstragdo. Para esta demonstragio, denotaremos os espacos &+ (T, dx) ou &% (T",dy) como
os espacos &% (T") com sua respectiva medida. Uma vez que o mapa 7 : T — T" € um &;
difeomorfismo global e  satifaz a propriedade (), se f € &' (T"), podemos definir a operagio
pushfoward 7. f por

((Tf)y, Oy) = (S I () 9(T(x))), 9 € C(T").

Definido assim, teremos que f € & (T",dx) se, e somente se, 7. f € &(T",dy). Denotando

1
(27)"

1 1

W(f(x),e‘””(x)w(x» = (27)"% Y, kEZ

(F(T ), ™) =

ay =

gracas a Proposi¢do 3.1.12 temos:
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1. f € &) (T") se, e somente se, para todo h € N existe G, > 0 tal que | a;(27)" [<
Cpe "o®) | e 7.

2. f € & (T") se, e somente se, existe € >0 e C > 0 tal que | a;(27)" |< Ce K ke 7",

]

Por fim, associaremos agora a hipoelipticidade global de um operador a condicao de
seus coeficientes constantes, uma vez normalizados, satisfazerem uma desigualdade especifica.
Primeiro, provaremos o resultado para um caso mais simples de operadores, serdo utilizados aqui
operadores de coeficientes constantes. Como ja vimos, este caso aparecerd futuramente, uma vez
que o operador 7T transformard nosso operador P, em um operador de coeficientes constantes,

entdo este caso ndo esta tdo distante da nossa realidade como pode parecer.

Teorema 4.0.3. Seja @ uma fungdo peso satisfazendo as propriedades listadas no inicio da secao.
Se O\ = Z;le A j8xj ¢ um operador diferencial com coeficientes constantes, entdo vale a seguinte

propriedade :

1. Qp € globalmente (w)-hipoeliptico se, e somente se, os nimeros Ay, ..., A, satisfazem a

seguinte condi¢cao diofantina:

JL,C > 0,3h e N tal que | Z kiAj|> Le "@®) paratodok € Z" com |k|>C. (4.1)
j=1

2. Qx é globalmente { @ }-hipoeliptico se, e somente se, os nimeros Ay, ..., A, satisfazem a

seguinte condi¢do diofantina:

n
Ve > 0,3Ce > 0,Le > 0 tal que | Z keAj |> Lee €% para todo k € Z" com k > C.
=1

J
(4.2)

Demonstracdo. 1. Suponha que a condigio (4.1) vale, iremos provar a (®)-hipoelipticidade
do operador Q. Seja u € &'(T") tal que Qau = f, com f € &4)(T"). Uma vez que podemos
escrever as fungdes u e f em funcdo de seus coeficientes de Fourier, sendo u = ¥y uze’™ e

f=Yrem akeikx, com

U = <ux7 efikx>

(27)"

1 —ikx
ay = W(fme k >7

~—~
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para todo k € Z", temos que os coeficientes de Fourier de Qau sdo dados da seguinte maneira :

(OA()x, e ™) = ————(u,, Oa(e ™))

(OAu)r =

1
(2m)"
— ?l@tx, Z{lk]A]e ! x>

j=

n
= iuy ij/\j,k eZ".
j=1

Entdo n6s temos a igualdade de Qpu = f se, e somente se, seus coeficientes de Fourier

também forem iguais, ou seja, iuy (Z’}Zl k_,~A_,-> = ay,keZ".
Pela Proposicao 3.1.12, obtemos que

| e oW

o <G <
| X1 kA | | X1 kjA | =~

Condicao diofantina

| U ‘: C{)L*Ie*OJrh(D(k)

para k € 7" tal que | k |> C para todo o € N, para algum h € N,C, > 0,L > 0,C > 0. Colocando
m=o0—hparao >k, D=max{ |u|e % :|k|<C},eC, :=max{C,,D,L~'}, segue que

’ u ’S Cme—mw(k)’

entdo, pela Proposicdo 3.1.12, podemos concluir que Q € globalmente (®)—hipoeliptico.

Por outro lado, suponha que ndo valha (4.1). Desta forma, existe {k,, : m € N} com

| kyy |> m,m € N, dois a dois distintos, a menos de uma subsequéncia, tal que

n
| by < e m e B
j=1

Defina a fungio u = Y'°°_, ¢’**, Iremos provar que u € &'(T"), ou seja, nosso objetivo é

m

mostrar que a série Y'°_; e’** converge em &”(T"), ou seja, que para todo ¢ € C*(T"), a série

Yo (e*n* ¢) converge em C.
Perceba, em primeiro lugar, que
ikpx _ ikpx dx =
(@.0) = [ Mowdx =,

Pelo Teorema de Paley-Wiener, uma vez que ¢ € suave, para todo p positivo, existe C, também

positivo tal que
|0 S Cp(1+ k)P, VkeZ

Vamos ver que ), (efn* @) & absolutamente convergente. Perceba que

Mi

M M
€.0) =Y | o, 21+ykmy P<CPZm
m=1 m=1

m=1 m=1
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uma vez que, como definimos acima,

|k |>m= (14 | kp |) P <m™P.
Tomando p = 2, nés temos que

M M o0
Z | (X ) |< Cy Zm_z <G Z m=2 < oo,
m—1 j=1 m=1

Dessa forma, u € &”(T"). Mas, por outro lado, u ¢ &) (T") pois seus coeficientes de

Fourier sao
0, se k¢ {ky,m € N}

Uy =
1, se k= k;,, para algum m

(k)

e, dessa forma, a condicdo | uy | < Che @) k € Z" nido é satisfeita.

Mas Qpu € &) (T") pois, da forma que construimos u,

[ (@aw)e =] Y ks |< e meN.
j=1

Logo, O ndo é globalmente (@)—hipoeliptico.

2. Supondo que a condigdo (4.2) vale, iremos provar a { @ }-hipoelipticidade do operador

On- Sejau € &'(T") tal que Qau = f, com f € &) (T"). Uma vez que podemos escrever as

funcdes u e f em suas formas de Fourier, sendo u = Y cyn upe™ e f = ¥ jcpm aze’™, com
1 —ik
U, = W(ux,e !
© 1
_ —ik.
ax = W(fxye ),
para todo k € Z", temos que os coeficientes de Fourier de Qau sdo dados da seguinte maneira :
1 ik 1 ik
(QAu)k - (271_)” <QAMX7e ! x> = - (271.),1 <MX’ QA(e l X))
=i ! (uy, i kil e~k
(27’[)” o J4r

= iUy Z ijj,k eZ".
=1

Entdo nds temos a igualdade de Q u = f se, e somente se, seus coeficientes de Fourier

também forem iguais, ou seja, iuy (2?21 ijj) =ai, ke Z".
Pela Proposicdo 3.1.12, obtemos que
—g (k)
n’a—k| < Coreo——— <
| Y1 kA | | Y kA | ~

Condicao diofantina

| ug |= C()Lale_Tgow(k)
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parak € Z", | k |> C para algum & > 0,Cy, Lo, C > 0. Colocando D = max{| uy | e 2 o) k<
C} e C' :=max{D,Cy, L'}, segue que

| U |§ C/e_TSOw(k)

Y

entdo, pela Proposi¢do 3.1.12, podemos concluir que Q4 € globalmente { @ }-hipoeliptico.

Por outro lado, suponha que néo valha (4.2). Desta forma, existe &y > 0 e {k,,,m € N}

com | k,, |> m,m € N, dois a dois distintos, a menos de uma subsequencia, tal que

n
’ Z kaAj ‘< eigow(k’"),m € N.
=1

Defina a funcdou =3, _, e'** Como vimos na demonstragdo acima, u é uma distribui-

m=
¢do no toro n-dimensional. Mas, por outro lado, u ¢ o) (T™) pois seus coeficientes de Fourier
sdo
0, se k ¢ {ky,m € N}

Uy =
1, se k= ky,, para algum m

(k)

e, dessa forma, a condigdo | uy |< Ce 8®W) k € 7" ndo é satisfeita.

Mas Qpu € g{w}(’ﬂ‘") pois, da forma que construimos u,

n
(Oatt)y =| Z ke A |< e—&)w(km)7m e N.
j=1

Logo, O nio é globalmente (@)-hipoeliptico.

]

Prosseguindo, enfraqueceremos a hipétese do Teorema acima para obter o resultado da

primeira implicacdo. Conseguiremos fazer isso com o difeomorfismo que construimos.

Teorema 4.0.4. Seja w uma fungdo peso satisfazendo as propriedades listadas no inicio da secio.

Entao, nds temos:

1. Se’P, é globalmente ()" —hipoeliptico, entdo os nimeros Ay, ..., A, satisfazem a condi-

¢do diofantina (4.1).

2. Se’P, é globalmente {®}*-hipoeliptico, entdo os nimeros Ay, ..., A, satisfazem a condi-

¢do diofantina (4.2).

Demonstrag¢do. Se'P; é um operador globalmente 1*-hipoeliptico, ele também é um operador
T-hipoeliptico e, pelo Teorema 3.2.21, o operador P, também € globalmente f-hipoeliptico.
Além disso, pela mesma hipétese, existe um difeomorfismo 7 : T" — T" que transforma P; =

Y'i_1Aj(x)dx; em Qp = ¥ Aj0y,. Portanto, uma vez que P, € globalmente f-hipoeliptico,
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segue também que Q4 também € {-hipoeliptico. Por conta disso, pelo teorema anterior (Teorema
4.0.3) segue que os coeficientes Ay, ..., A, satisfazem a condic¢do diofantina (4.1)((4.2)), como

queriamos demonstrar. ]

O teorema 4.0.4 nos diz que a partir da {*-hipoelipticidade global de um operador, conse-
guimos normalizd-lo de maneira que os coeficientes satisfacam a condicao diofantina ja mostrada.
Idealmente, gostariamos de mostrar uma reciproca: se conseguirmos normalizar um operador
em coeficientes constantes que satisfazem a condicdo diofantina, entdo ele serd globalmente
T*-hipoeliptico. Porém o Teorema 4.0.3 ndo nos d4 a caracterizac¢do de *-hipoelipticidade global
de O, pois ndo temos a caracterizac¢do de ultradistribui¢des via série de Fourier. Apresentamos,

entdo, uma versao mais fraca da reciproca desejada.

Teorema 4.0.5. Seja w uma fun¢do peso satisfazendo as propriedades listadas no inicio da se¢ao
e seja Py = Y7 A;(x)dy; um campo vetorial no toro T" com {A;}"}_; C &;(T"). Entdo valem

as afirmacoes:

1. Se existe um difeomorfismo global &) 7: T" — T" tal que P, € transformado em

27:1 A ,-ayj com os numeros Ay, ..., A, satisfazendo a condi¢ao diofantina

n
3L,C>0,3h e N tais que | ij/\j 1> Le "% para todo k € Z" com |k |>C
=1

entdo o operador ' P, é globalmente (®)-hipoeliptico.

2. Se existe um difeomorfismo global &) 7: T" — T" tal que Py € transformado em

Z?:l A j8yj com os numeros Ay, ..., A, satisfazendo a condi¢ao diofantina

3£>0,3Ce>0,Le >0 tais que | Y kjA;[> Lee 5°®) para todo k € Z" com | k |> Ce
=1

entdo o operador ' P, é globalmente {® }-hipoeliptico.

Demonstragdo. 1. Assuma que exista um difeomorfismo global &) 7: T" — T" tal que P,
é transformado em Q) = ):;le A j8yj com os nimeros Ay,...,A, satisfazendo a condi¢ao di-
ofantina (4.1). Pelo Teorema 4.0.3, o operador de coeficientes constantes Q4 é globalmente

(w)-hipoeliptico, portanto o operador P também é.

Denote por J(x) o determinante Jacobiano de 7(x) parax € T". Uma vez que P (7;) = A},
pois por hipétese, T normaliza o operador P, em coeficientes constantes, repetindo o argumento

do Lema 3.3.2, obtemos P, J = 0 e que J(x) # 0 para todo x € T" conseguimos a igualdade

tP;L (Jl/t) = JP;LM,
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se u € &'(T"). Entdo, para uma distribui¢ao qualquer u € &”(T") tal que "Pyu = f € &4)(T"),

denote u = Jv,v € &'(T"), assim,

f="P(Jv)=JPv.

Mas como J(x) # 0, segue que Pyv = % f e, como P, é globalmente (®) hipoeliptico,
Vv € &) (T") e, por consequéncia, segue que u € &4)(T") o que implica na conclusdo que

queriamos sobre a hipoelipticidade global de ' P;..

2. Assuma que exista um difeomorfismo global &) 7: T" — T" tal que P, € trans-
formado em QO = Z?ZIA jayj com os numeros Ap,...,A, satisfazendo a condi¢do diofan-
tina (4.2). Pelo Teorema 4.0.3, o operador de coeficientes constantes Qx é globalmente {®}-

hipoelipticoportanto o operador P) também é.

Denote por J(x) o determinante Jacobiano de 7(x) parax € T". Uma vez que P (7;) = A},
pois por hipdtese, T normaliza o operador P) em coeficientes constantes, repetindo o argumento
do Lema 3.3.2, obtemos P, J = 0 e que J(x) # 0 para todo x € T" conseguimos a igualdade

tPA (Ju) = JPAM,

se u € &'(T"). Entdo, para uma distribui¢ao qualquer u € &"(T") tal que 'Pyu = f € &) (T"),

denote u = Jv,v € &'(T"), assim,

f="P,(Jv) =JPyv.

Mas como J(x) # 0, segue que Py v = % f e, como P é globalmente {®} hipoeliptico,
Vv € &4} (T") e, por consequéncia, segue que u € &,y (T") o que implica na conclusdo que
queriamos sobre a hipoelipticidade global de 'P;,. 0
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