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RESUMO

FERNANDES, M. A. C. Pontos Umbilicos e Curvas Especiais em Superficies no Espaco
Minkowski. 2021. 181 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

O estudo de superficies no espaco Minkowski apresenta diferengas com relag@o ao caso Euclidi-
ano. A mudanca na primeira forma fundamental cria pontos onde a métrica pode se degenerar
e pontos onde as dire¢cdes principais coincidem. Tais conjunto sao denotados por LD e LPL,

respectivamente, e as suas singularidades dao origem aos pontos umbilicos.

Este trabalho contém um estudo a respeito da geometria diferencial de superficies em R?,
abordando temas como as interse¢des entre o LD e o LPL, a multiplicidade de pontos umbilicos,
deformagdes de fendmenos de codimensdao 1 em familias de superficies a 1-parametro e a
inversao de Mobius. Os resultados obtidos visam contribuir com uma possivel generaliza¢ao da

Conjectura de Carathéodory no espaco Minkowski provada por Farid Tari.

Palavras-chave: Espaco Minkowski, Superficie, Ponto umbilico, Conjectura de Carathéodory.






ABSTRACT

FERNANDES, M. A. C. Umbilic Points and Special Curves on Surfaces in Minkowski
Space. 2021. 181 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

The study of surfaces in the Minkowski 3-space presents differences in relation to the Euclidean 3-
space. The induced metric can degenerate at some points and the principal directions can coincide
at other points. These sets are denoted by LD and LPL, respectively, and their singularities give

rise to umbilic points.

This thesis contains a study on the differential geometry of surfaces in the Minkowski 3-space,
addressing topics such as the intersections between the LD and the LPL, the multiplicity of
umbilic points, deformations of codimension 1 phenomena in 1-parameter families of surfaces
and the Mobius inversion. The results obtained are a contribution to a possible generalization of

the Carathéodory Conjecture in Minkowski 3-space proved by Farid Tari.

Keywords: Minkowski Space, Surface, Umbilic Point, Carathéodory Conjecture.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Seja M uma superficie suave e orientada no espaco Euclidiano R3. O produto interno
de R? induz uma métrica em M que é dada pela restricio desse produto interno ao subespaco
T,M, para cada p € M. Logo, a métrica € uma aplicac@o positiva definida em todos os pontos da
superficie. Além disso, sendo N : M — S? a aplicacio de Gauss, segue que —dN, : T,M — T,M
é um operador auto-adjunto, para todo p € M (CARMO, 2008). Como R? é um espaco de Hilbert,
toda aplicacdo auto-adjunta possui autovetores ortogonais (BREZIS, 2010), ou seja, em todo
ponto p € M a aplicacdo —dN,, possui dois autovalores reais, denominados curvaturas principais,

e dois autovetores relacionados, chamados de dire¢des principais.

Por outro lado, ao mergulhar M no espaco Minkowski R3, fica definida uma pseudo-
métrica em todos os pontos de M, induzida pelo pseudo-produto interno de R?. Portanto, podem
existir pontos em M onde a pseudo-métrica é degenerada. O conjunto de todos esses pontos
¢ denotado por LD. Assim, o LD contém os pontos p € M onde T,M € um plano lightlike e,
genericamente, divide a superficie em duas regides, Riemanniana e Lorentziana, onde os planos

tangentes sdo spacelike e timelike, respectivamente.

A partir da aplicagdo de Gauss definida por Pei (PEI, 1999), € possivel construir um
campo de vetores unitdrios N em M \ LD de modo que N(p) é normal ao plano 7,M em R?
e —dN, : T,M — T,M ¢ um operador auto-adjunto, para todo p € M (COUTO; LYMBERO-
POULOS, 2018). Os autovalores e autovetores de —dN,, também sdo chamados de curvaturas e
direcOes principais, respectivamente. Entretanto, como R? nao € um espaco de Hilbert, existem
pontos onde —dN,, ndo possui dois autovetores ortogonais, ou seja, as dire¢oes principais nao
estdo definidas. O conjunto dos pontos onde —dN,, possui uma unica dire¢@o principal € denotado
por LPL (IZUMIYA; TARI, 2010).

Em M \ LD as dire¢oes principais sdo dadas por uma equagdo diferencial bindria (EDB),
de modo analogo ao caso Euclidiano. Essa EDB define as linhas de curvatura e pode ser estendida

para toda a superficie (IZUMIYA; TARI, 2010) de modo que as dire¢des principais também
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estejam bem definidas nos pontos do LD. O LPL é um subconjunto do discriminante da EDB das
linhas de curvatura e os pontos umbilicos sdo aqueles onde os coeficientes da EDB se anulam
simultaneamente. Um ponto umbilico € dito spacelike, timelike ou lightlike quando ele pertence

a regido Riemanniana, Lorentziana ou ao LD, respectivamente.

A existéncia do LD e do LPL representam uma diferenga importante entre o estudo de
superficies em R> e R{’. As diferencas entre estes espacos faz com que resultados que valem
em um deles, ndo sejam verdadeiros no outro. A conjectura de Carathéodory afirma que toda
superficie fechada e convexa possui pelo menos dois pontos umbilicos. No espaco Euclidiano,
esta conjectura ainda estd em aberto, embora muitos matematicos tenham trabalhado nesse
problema, ver a Se¢do 7.1. Porém, no espago Minkowski, Tari provou em (TARI, 2013) que a

conjectura é verdadeira para superficies de classe €.

O objetivo desta tese é desenvolver ferramentas e resultados que permitam enfraquecer as
hipéteses do teorema principal em (TARI, 2013). O foco € generalizar o resultado para superficies
em R? fechadas, ndo convexas, mas difeomorfas a esfera S. A classe de diferenciabilidade
ndo serd tratada, mas uma possibilidade seria utilizar os resultados de (ANDO; FUJIIYAMA;
UMEHARA, 2017) a fim de obter uma versio do resultado para superficies de classe €.

Nesse sentido, foi estudado inicialmente o artigo (GHOMI; HOWARD, 2012), onde
os autores obtém uma nova versdo para a Conjectura de Carathéodory no espaco Euclidiano.
O Capitulo 6 e os Apéndices A e B apresentam os resultados provenientes desse estudo. Em

especial, sdo obtidas algumas propriedades da inversao de Mobius em R?.

Uma outra alternativa € adaptar a demonstra¢ao dada por Tari, substituindo os argumentos
que necessitam da convexidade. Essa abordagem ¢é apresentada no Capitulo 7. Em (TARI, 2013),
a convexidade € utilizada para provar que o LD e o LPL nio se intersectam, garantindo que toda
regido Riemanniama, cujo bordo € uma curva regular pertencente ao LD, possui pelo menos um

ponto umbilico.

Assim, o ponto de partida para a pesquisa € o entendimento das intersecoes entre o LD
e o LPL. A existéncia de tais pontos impossibilita a aplicagdo de um argumento andlogo ao de
(TARI, 2013). Uma possibilidade seria a aplicacdo do Teorema de Poincaré-Bendixson, visto que
0 LD pode ser um ciclo limite para as linhas de curvatura. Entretanto, os resultados do Capitulo
3, arespeito das linhas de curvatura nessas interse¢des e das implica¢des provenientes da ordem

de contato entre as curvas, mostram que este teorema nao pode ser aplicado.

Uma outra possibilidade é entender como surgem as regides Riemannianas. Tais regides
sdo oriundas de singularidades do LD, ou seja, dos pontos umbilicos lightlike. Estes pontos
possuem em geral codimensdo 1, isto é, sdo estaveis em familias genéricas de superficies a
I-parametro. O Capitulo 5 apresenta propriedades de codimensao 1, sdo utilizadas familias de
superficies para estudar as deformacdes genéricas de tais pontos, como em (BRUCE, 1984),
(BRUCE; GIBLIN; TARI, 1995) e (BRUCE; GIBLIN; TARI, 1999). Outros exemplos de
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pontos umbilicos de codimensao 1 sdo os umbilicos planos e aqueles onde o LPL possui uma
singularidade A3. Além destes exemplos, as interse¢des entre o LD e o LPL com ordem de
contato 4 também possuem codimensao 1 e o estudo delas encerra o assunto iniciado no Capitulo
3.

As singularidades A3 do LPL mostram o surgimento de novos pontos umbilicos em
familias de superficies. Dado um ponto umbilico p em uma superficie M, denominamos por
multiplicidade de p o nimero médximo de pontos umbilicos que surgem a partir de p ao perturbar
M. O Capitulo 4 foi inspirado em (BRUCE; TARI, 1998) e apresenta um estudo da multiplicidade
de pontos umbilicos.

Esta tese estd dividida em duas partes principais. A primeira delas apresenta os resultados
locais sobre superficies e é constituida pelos Capitulos 3, 4 e 5. Propriedades locais sdo aquelas
que dependem apenas de uma vizinhanga pequena do ponto de interesse, tais como as curvaturas,
direcOes principais e assintdticas. Neste contexto, a Teoria de Singularidades € til, pois dispde
de ferramentas que permitem estudar o comportamento de fun¢des na vizinhanga dos pontos de

interesse.

Na outra parte da tese, composta pelos Capitulos 6 e 7 juntamente com os Apéndices
A e B, sdo consideradas propriedades globais e semi-globais, isto €, resultados que dependem
da superficie como um todo ou de uma determinada parte dela, respectivamente. Para obter
tais resultados sdo utilizadas propriedades da superficie como a convexidade, compacidade,

caracteristica de Euler.

O Capitulo 2 faz uma breve revisao sobre alguns assuntos da literatura que sdo utilizados
ao longo do texto. Além disso, sdo apresentados os primeiros resultados oriundos desta tese,

sobre alguns assuntos que diferem do objetivo principal do trabalho.
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CAPITULO

RESULTADOS PRELIMINARES

Ao longo deste trabalho sao utilizados alguns conceitos ja existentes e difundidos na
literatura. Este capitulo € um compilado desses assuntos com um breve resumo das ferramentas
utilizadas no decorrer do texto. Para obter mais detalhes sobre cada tema, no inicio de cada se¢ao

sao dadas as referéncias utilizadas naquele tépico.

Além disso, sdo apresentados resultados originais utilizados na tese. Dentre eles desta-
camos o estudo sobre a Swallowtail e as deformacdes da singularidade A3, uma forma pratica
de se classificar singularidades semi-hiperbdlicas em EDO’s (Proposi¢do 2.4.1), a configuracao
local de EDB’s em singularidades com multiplicidade infinita (Teorema 2.4.2) e a forma normal

do 3-jato de parametriza¢cdes de Monge em vizinhancas de pontos umbilicos timelike (Teorema
2.6.6).

2.1 Variedades e Transversalidade

As variedades diferencidveis e a nocao de transversalidade sdo amplamente utilizadas
neste trabalho. Por isso seguem a seguir as pricipais defini¢des e os resultados mais importantes.
Para mais detalhes, ver (GIBSON, 1979) e (GOLUBITSKY; GUILLEMIN, 1973).

Variedades Diferenciaveis

Sejam X e Y subconjuntos de R" e R™, respectivamente. A aplicacdo f : X — Y é suave
se para todo x € X existe uma vizinhanga aberta U de x em R" e uma aplicagdo F : U — R de
classe C* tal que F(y) = f(y), paratodoy € XNU.

Uma parametrizacao (n-dimensional) de um conjunto X C R™ € uma aplicagdo suave
¢ :U — R™ onde U C R" é um aberto, ¢p(U) =X e ¢ : U — X é um homeomorfismo. O
subconjunto N C R™ € uma variedade diferencidvel de dimensao » se para todo x € N existe
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uma vizinhanga aberta V de x em R” e uma parametrizacdo ¢ : U — R™, com U C R”" aberto e
¢(U)=NNV.A aplicacio ¢ ! : VAN — U é chamada de carta ou sistema de coordenadas.

Dada uma variedade n-dimensional N, uma subvariedade de N é uma variedade M C N.

Se M possui dimensdo m, entdo a codimensao de M em N é n —m.

Sejam N C R uma variedade de dimensdaon,x e Ne ¢ : U C R" — R uma parametri-
zacdo de N com ¢(0) = x. O espaco tangente a N em x ¢ dado pela imagem da aplicacdo linear
d@y : R — R™ e denotado por T, N. Tal definicao independe da escolha da parametrizagdo, logo
0 espago tangente a N em x estd bem definido. Além disso, T,N é um subespaco vetorial de R"

de dimensao n.

E possivel definir a diferencial de uma aplicagdo entre variedades em um ponto. Sejam
M C R? e N C R? variedades de dimensdo m e n, respectivamente. Dada uma aplicacio suave
f:M — N ex e M, existem uma vizinhanga aberta U de x em R” e uma aplicagdo F' : U — RY
de classe C* tal que F|y~y = f. Além disso, dF, : R? — R? é uma aplicagio linear com
dF(TyM) C TyN, onde y = f(x). A restri¢do de dF; a T,M é chamada de diferencial de f em x e
denotada por d fy : T.M — T,N. Esta defini¢do independe da escolha de F', portanto a diferencial

de f estd bem definida, ver Figura 1.

M
JL f
—
T,M
X ~_ 7
df

X

T,N

Figura 1 — Diferencial de uma aplicagdo suave f : M — N entre variedades.

Um ponto singular, ou uma singularidade, de uma aplicacdo suave f : N — M é um

ponto x € N tal que a diferencial de f em x ndo € uma submersdao nem uma imersao, isto é,

rank(d f) < min{dimM,dimN}.

Transversalidade

Dois subespacos vetoriais U e V de W se interseptam transversalmente se U &V = W.
Duas subvariedades N1 e N> de N se intersectam transversalmente em x € N; NN, quando T,Ny e
TN, se interseptam transversalmente em 7,,N. Quando N e N, se interseptam transversalmente

em todo x € N1 N N,, entdo Nj e N, sao ditas transversais em N, ver Figura 2.
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\/ \ 3 /
N

N, N, N,

Transversal N3o transversal Transversal

Figura 2 — Exemplo de subvariedades transversais € nio transversais.

Dada uma aplicacdo suave f : N — P e Q uma subvariedade de P, f € transversal a Q,
e denotada por f M Q, se graf(f) e N x Q sdo transversais em N X P. Se Q = {y}, entdo y é um
valor regular de f se f M Q, caso contrdrio y € chamado de valor critico de f.

Proposicao 2.1.1. Sejam f : N — P uma aplicagdo suave e Q uma subvariedade de P com f h Q.

Entio M = f~'(Q) é uma subvariedade de N de mesma codimensio que Q, ou vazio.

Teorema 2.1.1. (Teorema de Sard) Sejam N e P variedades e f : N — P uma aplicagdo suave.

O conjunto dos valores criticos de f tem medida de Lebesgue nula em P.

Lema 2.1.1. (Lema da Transversalidade Basica) Sejam f : N x § — P uma familia de aplica-
¢oes suaves € Q1, Q», ..., Q; subvariedades de P. Se f M Q;, paratodoi = 1,--- ,, entdo existe um

conjunto denso de parametros s € S tais que f; : N — P € transversal a Q;, paratodoi=1,--- ,t,

sendo fi(x) = f(x,s).

2.2 Teoria de Singularidades

A Teoria de Singularidades estuda o comportamento local de aplicagdes diferencidveis.
Esta secdo apresenta algumas definicdes e resultados desta teoria. Para mais detalhes, ver
(ARNOLD; GUSEIN-ZADE; VARCHENKO, 1985), (GIBSON, 1979) e (WALL, 1981). Estes
conceitos podem ser aplicados para o estudo de propriedades locais em geometria diferencial de

curvas e superficies, como apresentado em (IZUMIYA et al., 2016).

Germes e Jatos

Sejam X e Y dois subconjuntos de R"” com p € X NY. Escreva X ~ Y se existe um aberto
W CR", com p e W,talque XNW =Y NW. Este ~ é uma relagdo de equivaléncia. A classe

de equivaléncia de X no ponto p € chamada de germe de conjunto no ponto p e denotada por
(X, p).

Sejam U,V C R" e p € UNYV. Dadas fungdes suaves f: U — R" e g:V — R"™, entdo
f ~ g seexisteumaberto W C UNV,com p € W, tal que f = gem W. A relagdo ~ é uma relacio
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de equivaléncia. Um germe de funcio diferenciavel no ponto p é uma classe de equivaléncia
de ~. Um germe € denotado por f : (R",p) — R™.

Tome um sistema de coordenadas em R” de modo que p € a origem. O conjunto de todos

os germes de fungdes diferencidveis de R” em R na origem é denotado por
& ={f:(R",0) = R; f é suave}.

€, ¢ um anel comutativo local. Logo, &, possui um unico ideal maximal, denotado por .#,. O
ideal .#,, é formado pelos germes de fungdes diferencidveis que se anulam na origem. Assim,

em um sistema de coordenadas (x,--- ,X,),
My = €~ {xla"' 7xn}-

Dado um inteiro positivo k € Z,, a k-€sima poténcia de .#, é o ideal denotado por ,///,f e
formado pelos germes f € .#,, cujas derivadas parciais de ordem menor do que ou igual a k — 1
se anulam, ou seja,

,///,{‘:&‘,,-{)cil1 x4 i, = k)

O conjunto de todos os germes de funcdes diferencidveis de R” em R™ na origem € denotado
por &' e dado por
=€ X X &.
m VEZES

O espaco dos k-jatos de germes de funcdes diferencidveis € definido pelo quociente

k &,

_ n

Tlm) = e
n n

A imagem do germe f € £ pela projecdo natural j* : " — J*(n,m) é denominado k-jato de f
e denotado por j*f. Note que j* f é o polindmio de Taylor de f de ordem k na origem. Dado um

germe f: (R", p) —» R™, jf; f denota o polindmio de Taylor de f de ordem k em p.

Grupos de Mather e Determinacao Finita

Seja G um grupo e X um conjunto. Uma a¢ao de G sobre X € uma aplicacdo o¢: G X X —
X satisfazendo duas condi¢des:

(1) a(l,x) =x, para todo x € X, onde 1 € a identidade de G;
(2) a(g-h,x) =o(g,a(h,x)), paratodox € X e g,h € G.

Dada uma agdo o : G x X — X de um grupo G sobre uma conjunto X, a érbita de G pelo ponto
p € X é dada por

G-p={o(g,p):g€G} CX.
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A Teoria de Singularidades estuda a acdo de alguns grupos especiais sobre €. Tais
grupos sdo chamados de Grupos de Mather e denotados por #Z, &, o/, # e €. Os trés

primeiros sao apresentados com mais detalhes a seguir.

O grupo Z = {¢ : (R",0) — (R",0); ¢ germe de difeomorfismo} age sobre .#,, - €' por

composic¢ao a direita, isto €,

KX My € — My-E)
(0.f) = @ f=fop L.

Assim, o grupo Z é composto pelas mudangas de coordenadas na fonte. Por outro lado, o grupo
Z ={y:(R"™0)— (R™0); y germe de difeomorfismo} age sobre .4, - €' por composi¢io a
esquerda, isto &,
L XMy E) — My E)
(v.f) = w-f=vof
Logo, o grupo .Z ¢é formado pelas mudangas de coordenadas na meta. Finalmente, o grupo

o ={(Q,y);p € Z,y € L} age sobre .4, - €' por composicao a direita e a esquerda, isto &,

JZ%X,//n-ng — .//n&‘:l”
(@, 9),f) = (p,9)-f=wofop !

Dois germes f,g € ., - €)' sdo Z#-equivalentes (respectivamente, .Z-equivalentes, ou
o/ -equivalentes) se existe ¢ € Z (respectivamente, W € %, ou (¢, w) € o7) tal que f = go !
(respectivamente, f = wog, ou f = Wogo @~ ). A ¥-equivaléncia de dois germes f, g € .4, - "
¢ denotada por f ~¢ g.

Dado f € .#, - € e ¢ um grupo de Mather, o espago tangente a drbita de f é denotado
por LY - f. Um germe & : (R",0) — TR™ é um germe de campo de vetores ao longo de f se
f=mo&, onde m: TR™ — R™ é a proje¢do natural. O g,-médulo 6y é o conjunto dos germes
de campos de vetores ao longo de f. Denote por 6, o &,-mddulo 6;,, sendo I, : (R*,0) — (R",0)
o germe da aplicacdo identidade.

Dado f € ., €], a aplicagdo tf : 6, — 0, dada por tf(¢) = df o ¢, é um &,— ho-
momorfismo. O pull-back f*: g, — ¢&,, com f*(a) = ao f, induz um g,,-homomorfismo
wf : 6, — 07 dado por wf(y) = yo f.

Os espacos tangentes a ¢-6rbita de f sdo definidos como
LZ - f =tf( My 6p), LY - f=wf( My ), LA - f=LR f+LL-f.

Os espacos tangentes estendidos a ¢-orbita de f, para quando o ponto de interesse ndo € a

origem, sdo definidos como

L%, f=1f(6,), L% f=wf(6y), L f=LRe f+L%-f.
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Fixando um sistema de coordenadas (xp,--- ,x,) em (R",0), segue que
_ af af o
L‘%f_%n<a_'xl77ax”>v L”gf_f (%M)'{elvn' 7em}7
_/of of o
L%e.f_<8_xl’m’8xn>’ L"%'f_f(gm)'{elv"'vem}a
onde {ey,---,e;,} é abase candnica de R™.

A codimensao da érbita de f é definida como

My - €

LY f

cod(f,¥) = dimp

e a codimensao estendida da 6rbita de f ¢ dada por

m

. g
cod.(f,¥) = dimp 9,7

Quando ¥4 = #Z e m = 1, a codimensio estendida da 6rbita de f é chamada de nimero de

Milnor de f e denotado por u(f).

Um germe f € 4, - €)' € k-4 -finitamente determinado se f ~¢ g paratodo g € M,, - €
com jKf = j*g. O menor inteiro positivo k satisfazendo esta condicio é chamado de grau de
determinacao de f. O germe f € M, - € ¢ 4-finitamente determinado se ¢ k-&-finitamente

determinado para algum k.

Teorema 2.2.1. (WALL, 1981) Para f € M, - € e ¢4 um dos grupos de Mather, as seguintes

afirmacdes sdo equivalentes:

(1) f é ¥-finitamente determinado;
2) ///,{‘ & C LY - f, para algum k;
(3) cod(f,¥) < oo

@) cod,(f,¥) < eo.

Desdobramentos Versais

Seja ¢ um grupo de Mather e f € ., - €'. Um desdobramento a a-parametros de f,

denotado por (a,F), é um germe

F: (R"xR*(0,0)) — (R" xR% (0,0)),
com F (x,u) = (F(x,u),u) e F(x,0) = f(x), para todo x € (R",0). A aplica¢@o F' é chamada de
deformacdo de f e denotada por F, : (R",0) — (R™,0) o germe dado por F,(x) = F(x,u).

Um morfismo entre dois desdobramentos (a,F) e (b,G) de f é um par (¢, y) : (a,F) —
(b,G), com « : (R*,0) = (¢4,1d) e y : (R*,0) — (R”,0) tal que F, = at(u) - Gy (u)- Nesse caso,
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(a,F) é dito induzida de (b,G) por (a,y). Dois desdobramentos sdo equivalentes se y é
um germe de difeomorfismo. Um desdobramento (a,F) de f é ¥-versal se qualquer outro
desdobramento (b, G) de f pode ser induzido por (a,F). Tais defini¢des também sdo aplicadas

para os grupos estendidos ¥,.

Teorema 2.2.2. (WALL, 1981) Um desdobramento (a,F) de f € ., - €)' é ¥-versal se, e
somente se,
LY - f+R-A{F, - F,} = MuE),

onde u = (uy, -+ ,u,) € R e Fi(x) = %(x, 0). E (a,F) é um desdobramento ¥,-versal se, e
somente se,

LY, - f+R-{F,--- ,F,} = €.

No caso em que ¥ = % e m = 1, sdo associados a um desdobramento (a,F) de f € .,

0s seguintes conjuntos:

Conjunto Catastrofe:

Cr = {(X,u) € (R" xR (0,0)) : g—;(x,u) R g)i(x’u) :0};

Conjunto Discriminante:
Dr = {u € (R%0): dx € (R",0) tal que (x,u) € Cr e f(x,u) =0};
Conjunto Bifurcacao:
Br = {u € (R%0) : 3x € (R",0) tal que (x,u) € Cr e rank (Hess F (x,u)) < n}, (2.1)

onde Hess F(x,u) é a matriz Hessiana de F em (x,u) com relag@o as derivadas em x, isto é,

0%F 0%F
W(xvu) axlx (xau)
1 n
Hess F (x,u) = : . :
0%F 0%F
0x,X] SLOA W@’ )

A Swallowtail e as Deformacdes da Singularidade A;

No decorrer do trabalho, sdo utilizadas algumas definicdes e resultados sobre as de-
formagdes da singularidade A3. Esta subsecao apresenta um breve estudo sobre essa singulari-
dade e ja possui alguns resultados obtidos nés. O discriminante do desdobramento &% —versal

F(y,u,v,w) = y* + uy? + vy +w da singularidade A3 é dado por

Dr = {(u,v,w) € (R3,0) :y4—i—uy2+vy—|—w:0e4y3+2uy+v:0}'
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Este conjunto é conhecido como Swallowtail e é uma superficie singular em R>, parametrizada
por
Qs : Rz — R3
(u,y) = (u, =4y —2up,3y* +uy?).
A Figura 3 apresenta uma estratificacio de Whitney da Swallowtail. Além dos estratos

que compdem a Swallowtail, esta superficie ainda define trés abertos no espago de parametros,

sao eles

Figura 3 — Estratificacdo da Swallowtail.

(VIII) O aberto limitado pelos estratos (I11), (IV), (V), (VI) e (VII) (regido dentro da Swal-

lowtail), onde F possui 4 raizes reais,

(IX) O aberto limitado pelos estratos (/1) e (IV) (regido acima da Swallowtail), onde F nao

possui raizes reais,

(X) O aberto limitado pelos estratos (II), (III), (IV), (V), (VI) e (VII) (regido abaixo da
Swallowtail), onde F possui duas raizes reais.

A configuragio da curva x> & (y* 4 uy? + vy +w) = 0 depende apenas do estrato em que 0s

pardmetros (u,v,w) sdo tomados. A Figura 4 apresenta tais configuracdes.

Sejan : (—&,€) — R uma curva regular com 1(0) sendo a origem, tal que 7(z) per-
tence a Swallowtail, para todo 1 € (—€,€). Como 1'(0) = (1,0,0), aplicando uma mudanca de
parametros € possivel supor

n(r) = (1,v(t),w(t)), 2.2)
onde v(t) = —4y(t)> —2ty(t) e w(t) = 3y(t)* +1y(t)?, para um germe de funcio y: (—¢,€) — R.

Lema 2.2.1. A fungdo y(¢) é suave em ¢ = 0.

z

Demonstracio: Como 1 é suave, v e w também sdo suaves. Além disso, v(t) = 12¥(t) e
w(t) = t2W(t) com ¥ e W suaves, pois V'(0) = w/(0) = 0. Seja Y(¢) = y(t)?, entdo
() =3Y ()2 +1Y (1) e

2 12%0(0) t(li 1+12w(r)> _

Y (1) 7z 7z =—1Y(1),
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OO %9 O >O< >(v1)< ><

(VIID) X) (VIII) X)
*O 0 . >O< ) ><
(V) (VID) (1) (V) (VID) ()
/\
(111 o o (IX) (111 >O< (IX)
(V) av)

Figura 4 — Deformacdes da singularidade A3 (A;r esquerda, A5 direita) de acordo com a regido da estrati-
ficacdo da Swallowtail.

onde

I?(t):l—\/ﬁzw(t).

6
Sejam P (y) = y* +1y? +v(t)y +w(t) e Q;(y) = 4y> + 2ty +v(¢). Como 1 é uma curva na super-

ficie Swallowtail, o resultante r(¢) entre os polindmios P; e Q; com relagdo a y é identicamente

nulo. Logo, j6r = 0. Como

(1) = 256w(t)> — 128¢%w(1)? 4+ 166 w(r) + 1441v(2)?w(r) — 27v(2)* — 463v(1)?,
segue que jOr = 16Ww(0)(4w(0) — 1)%t° e w(0) = 0 ou w(0) = 1/4. Logo, 1+ 124i(¢) > O para t
suficientemente préximo de 0, pois 1+ 12(0) € igual a 1 ou 4. Assim, ¥ € suave em ¢ = 0.
Por outro lado, 27(t) = —4Y (¢)y(t) — 2ty(t). Portanto,

() ) 1v(t)
CAY() -2t AV () -2t AV() -2

¥(1)
Como 4Y (0) —2 = —2 # 0, segue que y é suave. [

Teorema 2.2.3. Se 1 é uma curva regular na superficie Swallowtail com 1(0) sendo a origem,

entdo 1M passa do estrato (/) para o estrato (VI) quando  muda de sinal.

Demonstracao: Na Figura 3 os estratos (I11) e (IV) sdo curvas parametrizadas por ¥ (t) =
(—612,81%, —3t*) e (1) = (—2¢2,0,1*), respectivamente. As parbolas (—6¢2,¢) e (—2¢2,¢) no
plano uy sdo obtidas ao calcular a pré-imagem das curvas y; e p» pela parametrizacdo ¢s da

Swallowtail, ver Figura 5.

Da equagcdo (2.2) e do Teorema 2.2.1, segue que Qg L(n) = (t,y(r)) é o gréfico de uma funcio
suave no plano uy. Portanto, @g ! (1) é transversal as pardbolas da Figura 5, ou seja, 1 passa do

estrato (/1) para o (VI) quando r muda de sinal. [
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(1D

Figura 5 — Parti¢@o do plano uy induzida pela particao da Swallowtail.

2.3 Multiplicidade Local de Aplicacoes Holomorfas

Esta secao apresenta as principais defini¢des e resultados do Capitulo 5 de (ARNOLD:;
GUSEIN-ZADE; VARCHENKO, 1985). Pretende-se relacionar a multiplicidade algébrica e a
multiplicidade geométrica de uma func¢éo holomorfa. Para isso, seja f : (C",a) — (C"*,0) um
germe de fungio holomorfa em a € C". Denote por I, 0 ideal gerado pelos germes das fungdes
coordenadas de f em a e €,(a) o conjunto de todos os germes de fun¢des holomorfas em a, ou
seja,

&(a)={g:(C",;a) - C: g é holomorfa}.
A multiplicidade do germe f em a € dado pela dimensdo da dlgebra local

&(a)
Ifa

mg(f) = dimg
O germe f é dito de multiplicidade finita em a quando m,(f) € finito.

Teorema 2.3.1. Um germe f : (C",a) — (C",0) de func¢do holomorfa é de multiplicidade finita

em a se, e somente se, a é um ponto isolado de f~1(0).

Seja S2*~!(a) a esfera em C” centrada em a e de raio r. Segue que

Z ,sem=2n-—1
0 ,sem=#2n—1

b

Hy (S Na),2) ~ {

onde H,,(S?"~!(a),Z) é o m-ésimo Z-médulo de homologia de S?"~!(a). Dada uma fungio

continua g : S"~!(a) — S%”’l (0), existe um Z-homomorfismo induzido
g+« Hyp (S%nil (a), Z) — Hyy, (S%nil (0),Z).

O grau da fung@o g € definido como g, (1) € Z. Para mais detalhes ver (VICKS, 1994). O indice
do germe f em a € o grau da aplicacdo
ﬁ 521 (a) - §271(0),
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para r suficientemente pequeno, e é denotado por ind,|[f].

Observacao 2.3.1. O indice de uma aplicacdo holomorfa f estd bem definido em a quando a é
um ponto isolado de f~'(0), isto é, quando existe uma vizinhanca U C C" de a tal que em U o

conjunto f~!(0) é formado apenas por a.

Teorema 2.3.2. O indice de um germe de fun¢do holomorfa de multiplicidade finita em um

ponto a € igual a multiplicidade desse germe em a.

Sejam f; : (C",a) — (C,0) germes de fun¢des holomorfas, parai = 1,--- ,n. A miltipli-
cidade e o indice do sistema

fl(-x17”'7xn) 07

: (2.3)
fn(-xl?' o ,xn)

0,

sao definidos em uma vizinhanca de a como a multiplicidade e o indice da aplicagdo f =
(fi,--+,fn), respectivamente. Uma perturbacéo de (2.3) € um novo sistema de equacdes da
forma
fl(x],... X, b1, ,fm) =0,
: (2.4)
fn(xl,... Xt tm) = 0,
onde f;: (C"a) x (C™,0) — (C,0) é um germes de aplicacdes holomorfas satisfazendo
filxt, -+, x0) = filx1, -+ ,x,,0,---,0), para i = 1,---,n. Quando my(f) < oo, existe uma vi-
zinhanga de V de a de modo que a € a tnica solugdo do sistema (2.3) em V. Uma decomposicao
da raiz inicial a do sistema (2.3) é o conjunto de raizes de (2.4) em V, com o pardmetro (1, 1)

suficientemente pequeno.

Exemplo 2.3.1. Seja fi(x) = x>. A tnica solucio de f; = 0 é x = 0. Entretanto, tomando a
decomposicio fi(x,1) = f1(x) +¢2, segue que a raiz inicial, x = 0, é decomposta em duas outras,

x=+/1.

Proposicao 2.3.1. Ao decompor uma raiz isolada de um sistema, a soma dos indices das novas

raizes € igual ao indice da raiz inicial.

Segue do Teorema 2.3.2 que a Proposicao 2.3.1 também vale ao trocar o indice pela

multiplicidade. Como a multiplicidade de uma raiz isolada € finita, vale o seguinte teorema.

Teorema 2.3.3. Ao decompor uma raiz isolada de um sistema, a quantidade de novas raizes €

menor do que ou igual a multiplicidade da raiz inicial.
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2.4 Equacoes Diferenciais

Esta secdo apresenta um estudo sobre Equagdes Diferenciais Bindrias (EDB’s). Os
resultados desta secdo sdo utilizados no estudo das linhas de curvatura de superficies em R> e no
espaco Minkowski, R?. Mais detalhes a respeito deste tema podem ser encontrados em (BRUCE;
TARI, 1995) e (GARCIA; SOTOMAYOR, 2009).

Equacoes Diferenciais Implicitas

Uma Equacao Diferencial Implicita (EDI) é uma equagio da forma

d
F (x, v, —y) —0, (2.5)
dx
sendo F' : U x R — R uma func¢do suave. Tais equagcdes recebem o nome implicita para distingui-
las das equagdes diferenciais onde a derivada € dada explicitamente por uma fun¢do de x e y, isto

7

© d
Yy

— =G(x,y).
7y = Gy)
Genericamente, uma Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO) a(x,y)dy + b(x,y)dx =0
determina um campo de dire¢des, ou seja, uma direcdo € relacionada com cada ponto do plano.
Uma curva regular € chamada de solu¢ao da EDO se em cada um de seus pontos ela for tangente
a dire¢do dada. Por outro lado, uma EDI pode determinar muitas dire¢des para um ponto (x,y)
do plano e, consequentemente, muitas curvas solucdes. Assim, uma EDI pode ser pensada como

uma superposicao de EDO’s.

O método do levantamento do campo de direcOes € utilizado para estudar a configura-
cao de uma EDI. Ele consiste em desdobrar a EDI em uma EDO definida num espaco mais

complicado. A EDI (2.5) define uma superficie em R? x RP' dada por
2 1 dy
M ={(x,y,dy:dx) e R XRP" : F Xy, | = 0}.
X

Tomando a carta r = dy/dx em RP', considere .# em R> como sendo a superficie
M ={(x,y,r) €R>: F(x,y,r) = 0}.

Seja 1 : .# — R? projecio natural da superficie ./, dada por 7(x,y,r) = (x,y). O conjunto dos
pontos de .# onde a proje¢do 7 € singular é chamado criminante e a imagem do criminante

pela projecdo 7 € o conjunto discriminante da EDI (2.5).

O conjunto discriminante juntamente com as dire¢des definidas em cada ponto de
U sao chamados de configuracdo da EDI (2.5). Duas equagdes diferenciais implicitas sdo
ditas topologicamente equivalentes, se existir um homeomorfismo local do plano que leva a

configuracdo de uma delas na da outra, e sdo chamadas de suavemente equivalentes, quando



2.4. Equacdes Diferenciais 39

a configuracdo de uma é levada na configuracdo da outra por meio de uma mudanca local de

coordenadas e pela multiplicagdo por uma fun¢do suave ndo nula.

Um campo vetorial & sobre a superficie .# é chamado de levantamento da EDI (2.5)
se, e somente se, dr, ) (&) é um vetor de dire¢do r. Quando & também é um campo tangente a

superficie .#, & é chamado de levantamento adequado sobre .. O campo vetorial

d

d d
e +rF= — (Fc+rF) 5=

c=h dy or

¢ um levantamento adequado sobre .# do campo multivaluado (2.5). Este campo é chamado de
Campo de Lie-Cartan. A projecéo 7 das curvas integrais do campo & sdo as solu¢des da EDI
(2.5), com r =dy/dx # 0.

Equacées Diferenciais Ordinarias

Uma EDO a(x,y)dy — b(x,y)dx = 0 pode ser reescrita como o sistema

{ dx = a(x,y),

(2.6)
dy = b(x,y).

Os pontos (x,y) onde a e b se anulam simultaneamente sdo chamados de pontos singulares
da EDO (2.6). Fora dos pontos singulares, o Teorema do Fluxo Tubular garante a EDO (2.6) é

localmente topologicamente equivalente a

dx =1,
dy=0.

Portanto, a configuracdo da (2.6) fora dos pontos singulares é conhecida, a menos de um

difeomorfismo.

Para o caso em que p € um ponto singular, sem perda de generalidade, considere

p=(0,0). Sendo j'a = ajpx+agry e j'b = byox+ b1y, defina

A [ @0 ao )
bio bo

A singularidade p é hiperbélica se todos os autovalores de A possuem partes reais ndo nulas.
Segue do Teorema de Hartman-Grobman que se p ¢ um ponto singular hiperbélico, entdo (2.6) é
localmente equivalente a

{ dx = ayox + apry, 2.7)

dy = biox+bo1y.

Quando os autovalores k; € K, de A sdo reais e possuem sinais opostos, (2.7) é topologicamente
equivalente a uma singularidade de sela, ver Figura 6 (a). Se os autovalores sdo reais € possuem o
mesmo sinal, entdo (2.7) € um n6 como na Figura 6 (b). Por fim, quando «; e x; sdo complexos,

a singularidade de (2.7) € um foco, conforme a Figura 6 (c).
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(a) Sela (b) N6 (c) Foco (d) Sela-N¢6

Figura 6 — Configurag@do das singularidades hiperbdlicas e semi-hiperbélicas de uma EDO. As setas foram
omitidas pois o interesse principal € o campo de dire¢des.

O ponto singular p = (0,0) é dito semi-hiperbélico quando o determinante de A € zero
e o traco de A ¢ diferente de zero, isto €, quando apenas um dos autovalores de A € nulo. Nesses
casos, a EDO (2.6) pode ter uma singularidade de sela, n6 ou sela-n6, conforme as condicdes do

préoximo teorema.

Teorema 2.4.1. (LLIBRE; TERUEL, 2014) Seja (0,0) um ponto singular isolado da EDO

{ dx =a(x,y),

2.8)
dy =y+b(x,y),

onde a e b sdo fungdes analiticas em uma vizinhanga da origem com o 1-jato nulo. Seja f(x) uma
solugdo de y+b(x,y) = 0 em uma vizinhanga da origem e suponha que a fungio g(x) = a(x, f(x))
pode ser escrita da forma g(x) = a,x™ 4+ o(m+ 1), sendo o(m + 1) termos de ordem maior do

queouigualam+1,m>2ea, #0.

(1) Se m é impar e a,, > 0, entdo a origem é topologicamente equivalente a um no.
(2) Se m é impar e a,, < 0, entdo a origem € topologicamente equivalente a uma sela.

(3) Se m € par, entdo a origem € topologicamente equivalente a uma sela-n6, ver Figura 6 (d).

A existéncia da funcdo f(x) utilizada no Teorema 2.4.1 é garantida pelo Teorema da
Func¢do Implicita. Entretanto, obter tal funcdo pode ser uma tarefa complicada. A préxima
proposi¢do apresenta uma solucdo para o cdlculo de f(x), visando facilitar a classificagdo dos

pontos singulares semi-hiperbdlicos.

Proposicdo 2.4.1. Sendo b(x,y) = Y5} ;o bijx'y/, i = min{i > 2 : bjo # 0} e f(x) a fungdo
utilizada no Teorema 2.4.1, entdio jof = —b,-ooxio e para a classificacdo do Teorema 2.4.1 €

necessdrio apenas o ip-jato de f.

Demonstracao: Dada a EDO (2.8), como a e b sdo analiticas, é possivel escrever

alx,y)= Y aix'y e blxy)= Y bix'yl.
i+ =2 i=2
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Tome iy como no enunciado. Segue do Teorema da Funcao Implicita a existéncia de uma funcio
analitica f : (R,0) — R tal que

f(x) +b(x, f(x)) =0, (2.9)

em uma vizinhanca da origem. Escrevendo f(x) =Y~ cixt, se i < ip, entdo ¢; = 0. De fato,
suponha que i = min{i > 0 : ¢; # 0} < ip. Note que

0o J
fx)+bx,f(x) = Z cixt + Z b,Jx (Z ckxk)
k=i’

i=i' i+j=2

oo J
= Z e + szox + Z bijx' (Z ckxk) .
k=i

i=i' i=iy i+j=2,j#0
—_—

J

Como iy > i, em (*) ndo existem termos de ordem /. Em (*x), j > 0 e existem duas possibilida-
des:

e Sej=1,entdoi>1e
bix' (Z CiX ) = Z bijcpx T
k=i’

possui apenas mondmios de grau maior que i/, pois i > 1 > 0.

(z)

possui apenas mondmios de grau maior que ji’' +i > ji’ > i, pois j > 2.

e Se j > 2, entdo

Em ambos os casos, (+#) também nio possui termos de ordem i’. Logo, f(x) = cyx’ +o(i' +1) #

0, porque ¢; # 0, mas isso contradiz (2.9). Portanto, i’ > i.

Além disso, ¢, = —b;,0. De fato, segue que f(x) = Y, cixi e

o J
f( )"‘bxf ZCIX—FZ]?,()X-}— Z bijxi<2ckxk> .

i=ip i=ip i+j=2,j#0 k=ig

-~

(st

Assim, ndo existem mondmios de grau iy em (x* x), pois j > 0, e

O\Z,ino (f(x) +b(x, f(x))) = (Cio +bi00)xi0

(2.9)

Portanto, ¢;, = —bj;,0 € jOf = —bjx.
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Por fim, observe que

ale f(x)) = ¥ agxif(x)

i+j=2
= ¥ ai (=bix® +o(io+1))’
i+j=2
= ¥ ajx'(=biyp)/x +o0(ipj+1)
i+j=2
= Y aij(=bio)xT0+ ¥ ajo(ipj+i+1).
itj=2 i+j=2

Logo, o mondmio de menor grau de a(x, f(x)) estd na primeira série e depende apenas de j f,

ou seja, € possivel tomar f(x) = —b; x/0. |

Equacoes Diferenciais Binarias

Uma EDI é chamada de Equacao Diferencial Binaria (EDB) se existirem no maximo

duas direcdes para cada ponto do plano. Neste trabalho, estudaremos as EDB’s da forma
a(x,y)dy* +2b(x,y)dydx + c(x,y)dx> = 0, (2.10)

onde a, b e ¢ sdo fungdes suaves em um aberto U C R2. Com a equagio (2.10) esté relacionada a
funcdo & (x,y) = b?(x,y) — a(x,y)c(x,y), chamada fun¢do discriminante da EDB, e o conjunto
discriminante é exatamente A = {(x,y) € U : §(x,y) = 0}.

Proposicio 2.4.2. A equag@o (2.10) define um par de dire¢des em cada ponto (x,y) € U onde
0(x,y) > 0 e ndo existem dire¢des em pontos onde & (x,y) < 0. Nos pontos de A, onde as fun¢des

a, b e ¢ ndo se anulam simultaneamente, a EDB (2.10) define uma tnica dire¢ao.
Para uma EDB, o levantamento do campo de direcdes € definido na superficie
M = {(x,y,dy : dx) € R* x RP' : a(x,y)dy* + 2b(x,y)dydx + c(x,y)dx* = 0}.
Tomando a carta r = dy/dx em RP!, .# é mergulhada em R? como sendo a superficie
M ={(x,y,r) €R>: P(x,y,r) =0},

com P(x,y,r) = a(x,y)r? 4+2b(x,y)r + c(x,y). Nesse caso, o campo de Lie-Cartan é dado por

E=P i+ Pi—(P+ P)i
T ox gy T WRTIRIG

Observacdo 2.4.1. As vezes ocorrem singularidades no infinito quando .# e & sdo utilizados.

Nestes casos sio utilizadas a carta s = dx/dy para RP!, a superficie
N ={(x,y,5) € R¥: Q(x,y,s5) = 0},
sendo Q(x,,s) = a(x,y) +2b(x,y)s +c(x,y)s* e o campo vetorial dado por
0 1% 0
62 = sQy a + Qsa_y - (SQx+ Qy)a

¢ um levantamento adequado sobre ./".
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Multiplicidade de Equacées Diferenciais Implicitas

Uma singularidade da EDI (2.5) é a imagem pela projecio 7 : .# — R? de um ponto
singular do campo de Lie-Cartan & definido na superficie .#, utilizando a notagéo da primeira
subsecdo. Logo, (x,y) é uma singularidade de (2.5) se existe r € R tal que (x,y,r) é uma solugio

do sistema
F(x,y,r) =0,

Fr(x,y,r) =0,
Fi(x,y,r)+rF,(x,y,r) = 0.

A multiplicidade de uma singularidade (x,y) da EDI (2.5) é o nimero maximo de
singularidades que podem surgir ao deformar a equacdo F = 0 em uma vizinhanca de (x,y).
Utilizando os resultados da Sec¢do 2.3, Bruce e Tari mostram em (BRUCE; TARI, 1998) que a
multiplicidade da singularidade (0,0) da EDI (2.5) é dada por

&3
(F,F.,F+rF)’

dim(c

Para o caso da EDB (2.10), quando a origem ¢ um ponto regular do discriminante, 0s
coeficientes a, b e ¢ ndo se anulam simultaneamente em (0,0) e a Proposi¢do 3.2. em (BRUCE;

TARI, 1998) mostra que (2.10) pode ser escrita como
dy* — g(x,y)dx* =0, (2.11)

com g(0,0) =0e g,(0,0) # 0. Nesse caso, a origem é uma singularidade quando g,(0,0) =0e
a sua multiplicidade é dada por dim¢ %. Logo, (0,0) é uma singularidade com multiplicidade
infinita se, e somente se, g(x,y) = yg(x,y) com g;(0,0) # 0. De fato, quando g(x,y) = yg1(x,y)
com g;(0,0) # 0, note que

. . & . & . &
dimg —— = dim¢ = dim¢ =dimg — =

(8:8x) (vg1(x,y),y %L (x,)) (v, %1 (x,y)) o)

Por outro lado, se %(0,0) = () para algum m > 1, entdo a dimensao € finita, pois nesse caso
X

g(x,y) = go(x) +ygi(x,y) com gy #0e

dimg —2— = dimg &2
(8.8x) (80(%) +yg1(x,¥), & (*) +y %L (x,y))
= dim &
= M X Vg (%) 1 Yp(X.Y))
= dim &
= IMe e ) F (7 — 0 (X))p (K.Y —g0(X)))
= dim(c &

(Y, 80(X) +80(X)p (X, —go(X)))

m—1,

IN

onde X =xeY =yg;(x,y) é uma mudanca de coordenadas.
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Teorema 2.4.2. Considere uma EDB cujo discriminante é uma curva regular. Em um ponto do
discriminante onde exista uma singularidade com multiplicidade infinita a configuragdo local

das solugdes dessa EDB ¢é apresentada na Figura 7.

Figura 7 — Configurag@o local das solu¢des de uma EDB em uma singularidade com multiplicidade
infinita.

Demonstracao: Como o discriminante é uma curva regular e a origem € uma singularidade de
multiplicidade infinita, escreva a EDB na forma dy? — ygi(x,y)dx*> = 0, com g1(0,0) # 0. O
campo de Lie-Cartan, definido na superficie P = 0 com P(x,y,t) = t*> — yg1(x,y), é

dgi dgi
2 L fy—20
E(x,y,1) = (2t,2t Y ox (x,y) +1g1(x,y) +1ty dy (x,y)> :

2
EmP=0,y= glzx.,y)

12 dgi r dg >
1) = [ 2¢,2¢%, 22 (x,y) +1g1(x,y) + = (x,y) ).
s(w0) ( gi(x,y) ox (v,y) 181(x.) gi(x,y) dy (x.7)

A partir de uma reparametrizagdo do tempo, o campo de vetores de & pode ser reescrito como

€

t 8g1 l‘2 8g1 )
x,yt)=1{2,2t,———=—(x,y) +g1(x,y) + ——(x, :

O conjunto criminante € dado por P = P, = 0, ou seja, em uma vizinhanga da origem, o conjunto
criminante é y =t = 0 e pode ser parametrizado com Y(x) = (x,0,0). Como g;(0,0) # 0,
n(0,0,0) = (2,0,£1(0,0)) é transversal ao criminante em uma vizinhanga da origem. Assim, o

resultado segue. |

Teorema 2.4.3. Seja (0,0) uma singularidade da EDB (2.10) onde o discriminante é uma curva
regular. Se (0,0) possui multiplicidade finita e existe r € R tal que (0,0,r) € .# é um ponto
singular semi-hiperbdlico do campo de Lie-Cartan em .#, entdo o campo de Lie-Cartan em .#

possui uma singularidade de sela, n6 ou sela-né em (0,0, r).

Demonstracido: Como o discriminante é regular, considere a EDB (2.11), com g(0,0) =
2:(0,0) = 0 € g,(0,0) # 0. Sendo F(x,y,r) = r* — g(x,y), segue que (0,0,r) pertence a su-
perficie .# dada por F = 0 se, e somente se, »r = 0. Como F;(0,0,0) # 0, existe um germe
h:(R?,(0,0)) — (R,0) tal que

r? —g(x,h(x,r)) =0,
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para todo (x,r) em uma vizinhanga da origem.

Seja & o campo de Lie-Cartan definido em .#. Por meio da projecdo m, : (.#,(0,0,0)) —
(R2,(0,0)), dada por m(x,y,r) = (x,r), e de h, o campo & pode ser projetado no plano xr como
N =mo&, ou seja,
n(x,r) = (F(x,h(x,r),r),—(F(x,h(x,r),r) +rE(x,h(x,r),r)))
= (2r,—gx(x,h(x,r)) —rgy(x, h(x,r))).
Como (0,0,0) é um ponto singular hiperbdlico de &, entédo (0,0) é um ponto singular hiperbélico

de 1 e, portanto, g,,(0,0) = 0. Assim, é possivel escrever
g(x,y) = f(x) +y(goo +&1(x,)), (2.12)
para germes f e g1, com goo # 0 e g1(0,0) =0.
Para aplicar o Teorema 2.4.1, note que o campo 1) pode ser representado pela EDO
{ x: =2 ) 2.13)
r' = —gu(x, h(x,r)) = rgy(x, h(x,r)) = goor +&(x,y),

onde g possui termos de ordem maior do que 1 e é dada por

d d
gl9) = (00 r) S8 1)+ ) ) 45 ) 10+ 3220,
Fazendo a mudanca de coordenadas X +— x — 5% eR— Zﬁ, segue que (2.13) é equivalente a
Y = _2g(X +2Rag00R) — a(X,R),
) XgOgR . 2.14)
R =y SET2R80R) o yix R,
800

Seja p(X) uma solucdo de R+ b(X,R) = 0, existente pelo Teorema da Fungéo Implicita. Logo,

28(X +2p(X), goop (X))
a(X,p(X)) = - ~2p(X).
800
Portanto, do Teorema 2.4.1 segue que a origem € uma sela, n6 ou sela-né se p nio é identicamente

nulo. Da Proposi¢ao 2.4.1, p é identicamente nulo se, e somente se, b(X,0) = 0, sendo

b(X,0) = h(X,O)%—‘T(X,h(X,O)) +X3f1(X) +3X%£(X).

Seja kg = min{k > 0: f%)(0) # 0}, ou seja, j*0 f = fioX*0 com fi, # 0. Da definigdo de h, vale
que
0= g(X,h(X,0)) = X° f(X) +h(X,0)(g00 + &1 (X, h(X,0))).
Assim, j*0+2h(X,0) = 0, pois goo + £1(0,0) # 0 e j5+2(X3f(X)) = 0. Logo,
(00 = o2 ((X,0) % (X, h(X,0)) + X3 £'(X) +3X3£(X))

= JOP(XCf(X)+3X7f(X))

= (3+ko)fipX T2

£ 0

e o resultado segue. ]
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2.5 Espaco Minkowski
Esta secdo apresenta o espaco Minkowski. Para mais detalhes, ver o Capitulo 1 de
(COUTO; LYMBEROPOULOS, 2018). O espaco vetorial R* munido do pseudo-produto interno
() R3IxR* — R
(u,v) > ugvo+ujvy —uavy,

com u = (ug,ui,up) e v= (vp,vi,v), é chamado de 3-espaco Minkowski ou, simplificadamente,

. . 3
espaco Minkowski e denotado por Ry.

A norma de um vetor v € R} é dada por ||v|| = 1/|(v,v)|, pois existem vetores v € R}

tais que (v,v) < 0. Um vetor v € R3 é dito

(1) spacelike, se (v,v) >0ouv= 0;
(2) lightlike, se (v,v) =0 e v # 0;
(3) timelike, se (v,v) < 0.

O conjunto dos vetores de ]R? que sdo lightlike é chamado de cone de luz e representado por LC.

Dado um plano P! = {u € R} : (u,v) = c}, o vetor v é chamado de vetor normal ao

z

plano P!. O plano P! é spacelike (resp. timelike, ou lightlike) se (-,-) restrita a P} € positiva

definida (resp. ndo degenerada de indice 1, ou degenerada).

Proposicao 2.5.1. Valem as seguintes afirmacdes.

(1) P! é spacelike (resp. timelike, ou lightlike) se, e somente se, v € timelike (resp. spacelike,
ou lightlike);

(2) P! é spacelike se, e somente se, todos os vetores de P sdo spacelike;
(3) P’ € timelike se, e somente se, P’ possui um vetor timelike;
c c P
(4) P’ € timelike se, e somente se, P’ possui dois vetores lightlike linearmente independentes;
c c P g p
(5) P! é lightlike se, e somente se, P’ possui uma unica direcao lightlike;
(6) P ¢ lightlike se, e somente se, v € P).
Sejam u,v € ]R?. O produto vetorial de u e v é o tnico vetor, denotado por u X v, que

satisfaz
(ux v,w) = det(u,v,w), VYweR3, (2.15)

onde det(u,v,w) é o determinante da matriz obtida colocando em cada coluna as coordenadas

dos vetores u, v e w, respectivamente. Se u = (uo,u;,uz) e v= (v, vi,v2), entdo o vetor

3
(u1vy — upvy, uvo — ugva,u1vo — uovy) € Ry
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Spacelike

:Fimelike

Figura 8 — Posi¢ao relativa entre cada tipo de vetor e o cone de luz.

satisfaz a condi¢do (2.15), o que garante a existéncia de u X v. A unicidade de tal vetor € dada
pela bilinearidade de (-, -). Assim, o produto vetorial estd bem definido. Da defini¢do segue que

uxv=—vxue (uuxv)=(vuxv)=0, para todos u,v € R}.

No espaco Minkowski existem trés pseudo-esferas, chamadas esfera de Sitter, plano
hiperbdlico e cone, ver Figuras 9. A esfera de Sitter de centro p € ]R? e raio r > 0, denotada

por S?(p,r), é o conjunto dos pontos g € R3 tais que

(g—p,g—p) =1

Por outro lado, o plano hiperbélico de centro p € R? e raio r > 0, denotada por H?(p,r), é o

conjunto dos pontos g € R% tais que

(g—p,g—p)=—1*

Por fim, o cone de centro p € R3, denotado por LC(p), é o conjunto de pontos g € ]R? onde

(g—p.q—p)=0.
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Para simplificar a notacdo, a esfera de Sitter e o plano hiperbdlico com centro na origem e raio 1
sdo denotados por S% e H?, respectivamente. O cone centrado na origem, que é precisamente o

cone de luz, é denotado apenas por LC.

(a) H2 (b) 2 (¢) LC

Figura 9 — Pseudo-esferas no espaco Minkowski.

2.6 Geometria Diferencial

Uma superficie suave M é uma variedade diferencidvel de dimenséo 2 em R3. O termo
suave serve para indicar que M ¢é de classe C™. Fica implicita na definicdo de variedade diferen-
cidvel dada anteriormente que M ndo possui pontos singulares, isto €, o plano tangente estd bem

definido em todos os pontos p € M.

Os conceitos referente a geometria diferencial de superficies no espaco Euclidiano e no
espaco Minkowski sdo apresentados nesta secdo. Tais estruturas serdo a base de todo o estudo
realizado ao longo deste trabalho. Mais detalhes sobre este topico podem ser encontrados em
(CARMO, 2008), (IZUMIYA; TARI, 2010) e (COUTO; LYMBEROPOULOS, 2018).

Superficies no Espaco Euclidiano

Seja M uma superficie suave e orientada em R> e ¢ : U C R? — R? uma parametrizacio
local de M. A aplicaciio de Gauss N : M — S? relaciona a cada ponto p = @(g) um vetor
unitdrio normal a superficie M nesse ponto, ver Figura 10, em coordenadas

Ox X @y
N(p)= 225 (g).
(P)= oo @

A derivada da aplicagdo de Gauss A, = —dN,, : T,M — T,M € um operador linear auto-
adjunto, isto €, para quaisquer vetores u,v € T,M vale (A,(u),v) = (u,A,(v)). Portanto, A,
sempre possui 2 autovalores reais, denotados por k] e k» € chamados de curvaturas principais.



2.6. Geometria Diferencial 49

Figura 10 — Aplicacdo de Gauss no espago Euclidiano.

Se k1 = k» em p, entdo p é chamado ponto umbilico. Quando k7 # K», A, possui dois autove-
tores ortogonais chamados dire¢6es principais. Uma curva regular e conexa na superficie M é
uma linha de curvatura principal se a reta tangente em cada ponto € paralela a uma direcao

principal.

Observacao 2.6.1. Em todos os pontos ndo umbilicos existem duas linhas de curvatura orto-
gonais. Por outro lado, os pontos umbilicos sdo exatamente as singularidades das linhas de
curvatura e neles existem trés configuracdes genéricas para as linhas de curvatura (BRUCE;
FIDAL, 1989; SOTOMAYOR; GUTIERREZ, 1982), ver Figura 23.

Em R3, um conjunto X é convexo se para todo par de pontos pi, p» € X, o segmento de
reta [p1, p2] unindo p; a p, também estd contido em X. Uma superficie M C R3 é convexa se
for a fronteira de um conjunto convexo de R>. Note que a convexidade independe da métrica da

superficie.

(a) Convexa (b) Nao convexa

Figura 11 — Exemplo de superficies fechadas convexas e ndo convexas.

Uma superficie M C R? é fechada se for compacta e sem bordo. Ser fechada também ¢é
uma propriedade que independe da métrica da superficie. Segue do Teorema de Poincaré-Hopf
que toda superficie fechada e convexa possui no minimo um ponto umbilico. Entretanto a
conjectura de Carathéodory afirma que essa cota minima € maior, existindo pelo menos dois

pontos umbilicos em superficies fechada e convexas, para mais detalhes ver a Secao 7.1.
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Superficies no Espaco Minkowski

Seja M uma superficie suave e ¢ : U C R? — R? uma parametrizacao local de M. Se em
cada ponto p de M, o plano tangente 7,M € visto como um subespaco de R3, entdo M ¢é dita uma
superficie no espaco Minkowski e denotada por M C R?. Assim, o pseudo-produto interno de

R{’ induz uma pseudo-métrica em M, dada por
L: .M — R
w — (w,w),

chamada de primeira forma fundamental. As func¢des

E= <(an(px>7 F= <(PX7(Py>7 G= <90y7(Py>=

sdo os coeficientes da primeira forma fundamental de M com relacdo a ¢, isto é, se w =

a@;+be, € T,M, entdo

I,(w) =Ea*+2Fab+ Gb*

- (@ b)(i 2)(}9)

Como I, € uma pseudo-métrica, existem pontos onde /,, € degenerada. Isto ocorre quando
T,M ¢ lightlike. O conjunto de todos os pontos de M onde a pseudo-métrica se degenera €
chamado de local de degenerescéncia e representado por LD. A pré-imagem de LD por ¢
também € identificada como LD. Além disso, as dire¢des lightlike em 7),M sdo dadas pela EDB

Edx® +2Fdxdy+ Gdy* =0 (2.16)
e 0 LD é o discriminate de (2.16).

Teorema 2.6.1. IZUMIYA; TARI, 2010) Seja M C R? uma superficie suave e p € LD. Existem
vizinhangas V C M de p, U C R? da origem e uma parametrizagio ¢ : U — ]R? de V tal que
p=¢(0,0) e ¢, é atnica diregdo lightlike nos pontos de V N LD, isto é, E(q) = F(g) = 0 para
todo g € UNLD.

O conjunto dos pontos p € M onde T,M € spacelike (timelike) € chamado de regido

Riemanniana (Lorentziana) de M. Tomando
8(x,y) = (F*—EG)(x,y), (2.17)

segue que p = @(x,y) € M pertence a regidao Riemanniana de M quando 6(x,y) < 0, p pertence
a regifio Lorentziana de M quando &(x,y) > 0e p € LD quando 6(x,y) = 0.

Teorema 2.6.2. (IZUMIYA; TARI, 2010) SejaM C R? uma superficie suave. Para todo ponto
p na regido Lorentziana de M existe uma vizinhanga V de p na regido Lorentziana e uma
parametrizagdo local ¢ : U C R> — R% de V tal que @, e @, s@o direg0es lightlike, ou seja,
E=G=0emU.
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Pei (PEI, 1999) define a aplicacdo de Gauss N : ¢(U) — RP? que associa a cada ponto
p = ¢(q) a projetivizagdo do vetor @y(q) x ¢y(g), onde x é o produto vetorial em R3. Na regido
Riemanniana é possivel definir N : ¢(U;) — H? e na regido Lorentziana N : ¢(Us) — S?, ambas
dadas por

N(p(q)) = %@,

onde Uy,U, C U sao as pré-imagens das regides Riemanniana e Lorentziana, respectivamente. A
aplicac@o de Gauss relaciona a cada ponto p € @(U)\ LD um vetor unitdrio e normal a superficie
M em p, ver Figuras 12 e 13.

HZ

N(q)

Figura 12 — Aplicacdo de Gauss restrita a regido Riemanniana.

Figura 13 — Aplicacao de Gauss restrita a regido Lorentziana.

A derivada de N em p € um operador linear auto-adjunto, dN,, : T,M — T,M. A partir
dela, define-se em T,M a forma quadritica dada por

w — (Ap(w),w),
que € chamada de segunda forma fundamental de M em p, onde A, = —dN,,.

Quando A, possui autovalores reais, eles sdo chamados de curvaturas principais de M
em p e as direcdes definidas pelos autovetores associados sdo chamadas de dire¢oes principais

de M em p. Se uma curva regular e conexa C em M ¢ tal que para todo p € C a reta tangente
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a C em p é uma direcao principal, entdo C é chamada linha de curvatura de M. Se p € M é
um ponto da parte Riemanniana (ou Lorentziana) e A, ¢ um miltiplo da identidade, entdo p é

chamado de ponto umbilico spacelike (timelike).

A partir da parametrizagdo local ¢ : U — ]R{? de M os coeficientes da segunda forma
fundamental sao

l:<N7(pxx>7 m:<N,(ny>, l’l:<N,(Pyy>,

ou seja, se w = a@y + b, € T,M, entdo

1I,(w) = la*+2mab + nb?

ol t))

As linhas de curvatura sdo dadas pela equacdo diferencial
(mG — nF)dy* + (IG — nE)dxdy+ (IF — mE)dx* = 0, (2.18)

e os pontos umbilicos sdo os pontos onde os coeficientes de (2.18) se anulam simultaneamente.

As linhas de curvatura podem ser estendidas para o LD como em (IZUMIYA; TARI,
2010). Note que a equagao (2.18) é homogénea de grau 1 em [/, m e n. Logo, multiplicando

ambos os membros de (2.18) por ||@, x ¢,|| # 0, verifica-se que a equagao
(G — iiF )dy* + (IG — iE)dxdy + (IF — mE)dx* = 0, (2.19)

ndo altera os pares de direcdes de (2.18) em @ (U) \ LD e estd bem definida nos pontos do LD.

Os coeficientes [, m e i1 sdo dados por

[= (@x x (Py7(PXX>a 1= (P X (Pya(ny>a i = (X (Py7(Pyy>-

Os pontos umbilicos lightlike sdo os pontos do LD onde os coeficientes de (2.19) se anulam
simultaneamente (IZUMIYA; TARI, 2010).

O discriminante da equacdo (2.19) € chamado Lightlike Principal Locus e é denotado
por LPL. Definindo

5(x,y) = ((IG — AE)* — 4(iaG — iiF ) (IF — mE))(x,y), (2.20)

segue que LPL = §~'(0).

Em todos os pontos ndo umbilicos da parte Riemanniana, M possui 2 direcdes principais
ortogonais, ambas spacelike. Por outro lado, nos pontos ndao umbilicos da parte Lorentziana, M
possui 2, 1 ou 0 dire¢des principais. Onde existem duas direcdes principais, elas sdo ortogonais,
uma delas spacelike e a outra timelike. O LPL é exatamente o conjunto dos pontos onde existe
uma unica direcdo principal, sendo ela lightlike. Genericamente, as linhas de curvatura formam

cuspides ao longo do LPL. Por fim, no LD, existem duas dire¢des principais ortogonais, uma



2.6. Geometria Diferencial 53

Riemanniana

"o TT==~LD

Diregoes .
Lightlike | Lorentziana

Figura 14 — Configuracio genérica das linhas de curvatura em superficies no espago Minkowski.

spacelike e a outra lightlike, exceto nas interse¢des do LD com o LPL, onde existe uma Unica
direcdo principal lightlike que € tangente a estas curvas. A Figura 14 representa o comportamento

genérico das linhas de curvatura.

A curvatura Gaussiana e a curvatura Média de M em um ponto p € M \ LD sio
definidas como K =det(A,) e H = —%tr (A,), respectivamente. Com relagio aos coeficientes

da primeira e segunda formas fundamentais, K e H sdo expressas por

K(x,y) = (%) (x,),

IG—2m n
i) = () )

O conjunto parabélico de M \ LD é composto pelos pontos onde a curvatura Gaussiana se

anula.

O conjunto parabdlico também pode ser visto como o discriminante da EDB
ndy?* + 2mdxdy + ldx* = 0. (2.21)

Uma dire¢do d que € solucdo da equagdo (2.21) em p é chamada de direcao assintética de
M em p. A nogao de dire¢des assintoticas pode ser estendida para os pontos do LD como em
(IZUMIYA; TARI, 2010), multiplicando os coeficientes da EDB (2.21) por ||@, x @] #0 e
obtendo

idy?* + 2mdxdy + ldx* = 0. (2.22)

Desta forma, o conjunto parabdlico também € estendido para os pontos do LD, considerando o

discriminante da equacdo (2.22). Logo, o conjunto parabdlico € dado por

K1(0) = (m* —In)~1(0). (2.23)
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De maneira anloga, a curva H~'(0) pode ser definida no LD. Para isso, note que
H(x,y) =0< (IG—2mF 4 nE)(x,y) = 0.
Multiplicando por || @, x @y || # 0, entdo
H(x,y) =0« H(x,y) =0,

onde H = IG — 2mF +iE. A curva H~!(0) é chamada curva da curvatura média nula e a
denotada por CMN.

Um ponto p € M onde existem duas dire¢des assintéticas é chamado de ponto hiperbé-
lico e quando nio existem dire¢des assintdticas o ponto p € chamado de ponto eliptico. Em um

ponto do conjunto parabdlico existe apenas uma unica dire¢c@o assintotica.

Sejam M, ;,Ma;, M5, : R} — R} as rota¢io Lorentzianas dadas por

cos(t) —sin(z) 0O
Mi;=| sin(t) cos(t) 0 |, (2.24)
0 0 1
1 0 0
My; = | 0O cosh(¢) sinh(z) |, (2.25)

0 sinh(z) cosh(t)

cosh(z) 0 sinh(¢)
M;; = 0 1 0 , (2.26)
sinh(r) 0 cosh(r)
T, : R? — R? a translacdo que associa ¢ 2 g+ p dado p € R, R|,Ry,R3 : ]R% — R? as reflexdes

com

Rl()C,y,Z) = (—xy)’»Z)» RZ(xay7Z) = (X, _y7Z>7 R3(X,)’aZ) = <x7y7 _Z)

e H,, r > 0, a homotetia dada por H,(x,y,z) = (rx,ry,rz). Defina G(3,1) como o grupo gerado
pelas rotacdes Lorentzianas, reflexdo, translacdes e homotetias com a operacdo de composigao.
Toda aplica¢do o € G(3,1) é um difeomorfismo de R? em R%. Logo, dada uma superficie suave
M C R3, entdo o(M) também é uma superficie suave em ]R?. Além disso, 0 € G(3,1) preserva
os objetos geométricos definidos anteriormente, tais como as dire¢des lightlike, as direcdes

principais, as direcOes assintdticas e as curvaturas.

Seja ¢ o conjunto de todas as superficies suaves. ¢ esta relacionado com o espago das
fungdes € (R?,R?). Assim, é possivel munir & com a topologia induzida por €~ (R?,R?).

Uma superficie M € ¢ ¢ genérica se ela pertence a um subconjunto aberto e denso de ¥.

Observacao 2.6.2. Em alguns contextos, que surgirdo no Capitulo 5, sdo utilizadas defini¢des
diferentes para a generecidade das superficies em ]R:f. Entretanto, quando ndo for mencionado o

contexto, considere a definicao anterior.
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Dada uma superficie M € ¢ e um ponto p € M, seja .y, o conjunto de todas as
familias de superficies M; C ]R? a 1-parametro com My = M em uma vizinhanca de p. Quando
o contexto ndo deixar dividas sobre a superficie M e o ponto p, %y, é denotada apenas por
% . Tomando uma parametrizacdo local ¢ : U — R? da superficie M na forma de Monge, com
o(x,y) = (x,y, f(x,y)) e p= ¢(0,0), uma familia M, € .%), é dada por

() U — M[
(%y) — ey Hp)

para alguma H diferencidvel com H(x,y,t) = f(x,y) +th(x,y,t). Assim, .% estd relacionada
com o conjunto € (R3,R) por M; — h. Munindo .# com a topologia induzida por € (R3,R),

uma familia M, € .% ¢ dita genérica se ela pertence a um subconjunto aberto e denso de .%.

Dada uma superficie suave M C R?, uma parametrizacio local ¢ : U C R* — R? de
M é dita uma parametrizacio de Monge de M se ¢(x,y) = (x,y, f(x,y)) para algum germe
f€%*(2,1). Nesse caso, M € vista como o grifico de f e a parametrizacdo ¢ pode ser escrita
como z = f(x,y). Nos casos em que @(x,z) = (x, f(x,2),z) ou @(»,2) = (f(,2),¥,2), ¢ ainda
€ chamada de uma parametrizacdo de Monge. Para todo p € M existe uma parametriza¢ao
de Monge ¢ : U C R? — R:f de M tal que p € @(U). Os préximos resultados apresentam

parametrizacdes de Monge utilizadas no decorrer do trabalho.

Teorema 2.6.3. Seja M C R% uma superficie suave e p € M um ponto da regidao Lorentziana.
Aplicando uma agao do grupo G(3,1) caso necessario, € possivel tomar uma parametrizagdo
de Monge ¢ : U C R? — R} de M, dada por ¢(x,y) = (x, f(x,y),y), de modo que p = ¢(0,0) e
j2 f= arx® +a 1xy + aozyz. Além disso, p € um ponto umbilico se, e somente se, ayg = —agy €

ayl = 0.

Demonstracao: Considere, aplicando uma translagdo caso necessario, que p € a origem. Seja
(a,b,c) um vetor normal a M em p. Aplicando uma rotagdo Lorentziana M; ;, dada em (2.24),
suponha que a = 0. Para isso tome ¢t; = 71/2 se b =0, ou t; = arctan (%) quando b # 0. Assim, M
¢ rotacionada por M, e o vetor normal a M em p é da forma (0,5, c). Aplicando outra rotagdo

Lorentziana M, ;, definida em (2.25), € possivel considerar ¢ = 0. De fato, como p pertence

c .
. Ao rotacionar M com

a regido Lorentziana, b? — ¢ > 0 e estd bem definido 7, = In by
c

M;(t2), o vetor normal a M em p é da forma (0,0,0).

Portanto, 7,M é gerado por (1,0,0) e (0,0,1). Assim, é possivel tomar uma parametrizago
local ¢ : U — R} de M na forma de Monge ¢(x,y) = (x, f(x,y),y), com j! f = 0. Escrevendo
j2 f= arox> +apixy + aozyz, segue que p é um ponto umbilico se, e somente se, aj; =0 e

arp = —dap. [ |

Teorema 2.6.4. Seja M C R% uma superficie suave e p € M um ponto da regido Riemanniana.

Aplicando uma agdo do grupo G(3,1) caso necessdrio, € possivel tomar uma parametrizagdo
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de Monge ¢ : U C R? — R? de M, dada por ¢(x,y) = (x,y, f(x,y)), de modo que p = ¢(0,0) e

j2 f= arx + aozyz. Além disso, p é um ponto umbilico se, e somente se, ayg = do>.

Teorema 2.6.5. Seja M C ]R? uma superficie suave e p € M um ponto pertencente ao LD.
Aplicando uma agdo do grupo G(3, 1) caso necessdrio, é possivel tomar uma parametriza¢do
de Monge ¢ : U C R? — R3 de M, dada por ¢(x,y) = (x,y, f(x,¥)), de modo que p = ¢(0,0)
e j2f = x4 axx® +apxy + agy?. Além disso, p pertence ao LPL se, e somente se, axy = 0.

Quando p € um ponto umbilico, segue que azo = aj; = 0.

As provas dos Teoremas 2.6.4 e 2.6.5 sdo semelhantes a demonstracdo do Teorema 2.6.3.
No caso em que p pertence a regido Riemanniana ou ao LD, apds rota¢des Lorentzianas o plano
T,M ¢ dado por z = 0 ou x — z = 0 respectivamente. No Teorema 2.6.4, também € realizada uma

rotagio no plano z = 0 para eliminar o mondémio xy de j>f.

Sendo M C R? uma superficie suave e p € M um ponto umbilico timelike, tome ¢ : U —

R? a parametrizagdo local de M dada pelo Teorema 2.6.3 com p = ¢(0,0). Assim,

(x2 _y2) —FC(X,y),

| =

Sf=

onde C € um polindmio homogéneo de grau 3 em x e y. Um fator linear ax + by de C € dito uma

raiz spacelike de C (resp. timelike, ou lightlike) quando a direcao tangente a curva
r={9(xy):ax+by =0} CRj

em p é spacelike (resp. timelike, ou lightlike). Como f nao possui termos de grau 1, note que
(b,0,—a) é tangente a Y em p. Logo, um fator ax + by de C é uma raiz spacelike de C (resp.
timelike, ou lightlike) quando b* > a? (resp. b*> < a?, ou b* = a?).

Teorema 2.6.6. Seja M C R% uma superficie suave e p € M um ponto umbilico timelike. Apli-
cando um difeomorfismo ¢ € G(3,1) caso necessdrio, é possivel tomar uma parametriza¢do

local @ : U — R3 de M dada por ¢(x,y) = (x, f(x,¥),y), com p = ¢(0,0) e

(XZ _y2) +C(X,y),

N

S f=

de modo que:

i. Se C possui pelo menos uma raiz timelike, entdo € possivel tomar C com alguma das seguintes

formas:

(1) x(x* + bxy +ay?), com (a,b) € R?,
(2) xy(bx+y),com b € R,
(3) x%y.
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ii. Se C possui alguma raiz spacelike e ndo possui raizes timelike, entdo € possivel tomar C da

seguinte forma:
(4) y(ax?* + bxy +y?), com (a,b) € R,
iii. Se C s6 possui raizes lightlike, entdo € possivel tomar C com alguma das seguintes formas:
(5) (x£y)(ax*>+y?), coma > 0,
(6) (x+y)°,
(7) (x+y)(x =),
®) (x—y)(x+y)*

X

iv. Se C ¢ identicamente nula, entdo a inica forma possivel é

9 0.

Demonstracio: Seja ¢; : U — R? a parametrizacdo local de M dada pelo Teorema 2.6.3 com
@1(x1,y1) = (x1, f1(x1,31):31), P = 91(0,0) e

. ky
Ph= > (X%—y%) +C1(x1,y1),

onde C; € um polindmio homogéneo de grau 3. Suponha que C; nao ¢ identicamente nulo. Como

toda cuibica possui uma raiz real, € possivel escrever

Ci(x1,y1) = (ox1 + By1) (a1x] +bixiyi +c1yy),

com (o, ) # (0,0) e (ay,b1,c1) # (0,0,0). Uma rotagdo Lorentziana M3, ver (2.26), induz
uma mudanca de coordenadas em ¢, de modo que

(x1 cosh(t) + yy sinh(¢), f(x1,y1),x1 sinh(¢) 4+ y; cosh(z))

= (x, f(xpcosh(r) —y; sinh(z),y; cosh(t) — x sinh(z)),y2))
(x2, f2(x2,¥2),¥2)

= ¢2(x2,72).

M3, - @1(x1,y1)

(2.27)

Os casos onde ox; + By é uma raiz timelike, spacelike ou lightlike de C; sédo tratados separada-

mente.

Caso 1: ax| + By; é uma raiz timelike de C. Neste caso, |B| < |a|. Logo, a #0e —1 < % <1
B

o
Tomando ¢ =1y em (2.27), segue que

Assim, £ pertence a imagem da funcdo tanh, ou seja, existe 7y € R de modo que g = tanh(zp).

ky
Ph= (Xz - yz) +x2 (a2y2 + baxoys + CzX%)
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pois 3 cosh(zp) — asinh(zg) = 0.

Se ¢ # 0, a homotetia H N induz uma mudanga de coordenada em ¢, dada por

HM(Xz,fz(xm’z),yz) = (Vlealx2, vleal fa(x2,52), 1/ le2]y2)
— <X3, V |C2|f2 <\/x|3€_27 \/)’3C_2|) 7)’3>

= (x3,/3(x3,)3),¥3)

= ¢3(x3,3).
Assim,
: k3
Pf= ) (x% —)’%) +x3(azy3 + byxays £13).
No caso em que o sinal de xg € negativo, a reflexdo R, age de modo que
Ry(x3, f3(x3,¥3),¥3) = (x3,—f3(x3,3),¥3)

= (x4, f4(x4,y4),y4)
= Q4(x4,)4),

com
. ky
Pa= > (o3 —¥3) +xa(@ay] + baxays +x3)
e o item (1) € obtido.

Por outro lado, quando ¢; = 0 e ay # 0, procedendo de modo andlogo, utilizando uma homotetia

e uma reflexdo caso necessario, € possivel considerar a, = 1, obtendo o item (2),
.3 kz 2 2
T = > (Xz —yz) +x2y2(y2 +b2x2).
Por fim, se ay = ¢, = 0, entdo b, # 0, pois a ctibica ndo € identicamente nula, e segue o item (3),
k
3 202 2 2
J = > (x5 —¥3) +x3y2.

Caso 2: ax; + By; € uma raiz spacelike de C;. Suponha que C; ndo possui raizes timelike, pois
nesse caso C| se enquadra nos itens (1), (2) ou (3) obtidos anteriormente. Assim, segue que
|B| > || e existe 7y € R satisfazendo % = tanh(ty). Utilizando t =ty em (2.27), note que

. ko
Ph= 5 (x% - Y%) +y2(a2x3 + baxayz + c2y3).

Se ¢; = 0, entdo x € uma raiz timelike, o que ndo ocorre. Entdo ¢, # 0 e, aplicando uma

homotetia e uma reflexdo caso necessario, € possivel considerar o 3-jato da forma

. ko
Ph= ) (33 —¥3) +y2(a2x5 + boxoys +y3),

o que resulta no item (4).
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Caso 3: ax; + By; é uma raiz lightlike de C;. Neste caso |B| = |a|, ou seja, o« = +f e

i ki
ith= > (27 — 1) + (o1 £ oyy) (arxi +bixiy +ciyt).

Suponha que C;| ndo possui raizes timelike e spacelike, que ja foram tratadas anteriormente.
Logo, alx% +bix1y+cy y% nao possui fatores lineares ou possui apenas fatores da forma x +y.

Se nao € possivel fatorar, entdo

b% <daic; <4ajci + (a1 — C1)2 = (a1 +Cl)2

b b . ~ .
e ;' pertence a (—1,1). Tome #y € R com tanh(ty) = 5! Aplicando a rotagdo Lorentziana

M3, segue que

. ko
Ph= > (45 =3) + (x2 £ y2) (@255 + €23),

com azcy > 0, porque azx% + czy% nao possui fatores lineares. Assim, com uma homotetia e

reflexao, considere co =1 e
3 ky 2 o 2, .2
Jh= 0} (x5 —3) + (2 £ y2) (a2x5 +¥3),

para ap > 0, obtendo o item (5). Quando alx% +bix1y+ cly% possui um fator x £y, os itens (6),

(7) e (8) sdo obtidos através de homotetias e reflexdes. |
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CAPITULO

CONTATO ENTRE O LD E O LPL

No estudo da geometria diferencial de superficies no espaco Minkowski, duas curvas
possuem um papel importante: o LD e o LPL. O LD ¢é formado pelos pontos onde a métrica é
degenerada e, genericamente, separa as regioes Riemanniana e Lorentziana. Por outro lado, o
LPL € o discriminante da EDB das linhas de curvatura, isto €, o conjunto dos pontos onde as
dire¢des principais coincidem. Em superficies no espaco Euclidiano, o LD € vazio enquanto que
o LPL ¢ formado pelos pontos umbilicos. Assim, a existéncia de tais conjuntos € uma diferenca

entre as superficies em R3 e ]R?.

Os principais resultados deste capitulo envolvem o fato do LD ser uma linha de curvatura
(Teorema 3.1.1). A partir disso, mostramos que o LD sempre € uma separatriz das linhas de
curvatura (Teorema 3.1.3) e que o LD troca de folheacdo em p dependendo da ordem de contato
com o LPL (Teorema 3.2.3).

3.1 Propriedades do LD

SejaM C ]R? uma superficie suave cujo LD e LPL sdo curvas regulares que se intersectam
em p. Segue de (IZUMIYA; TARI, 2010) que a unica direcado lightlike em p € uma direcao
principal tangente ao LD e ao LPL. Como a direcao tangente ao LD em p é uma direcdo principal,
existe uma linha de curvatura tangente ao LD em p. O préximo teorema mostra que esta linha de

curvatura é o proprio LD.

Teorema 3.1.1. As componentes conexas do LD de uma superficie suave M C R? ¢ uma linha
de curvatura de M.

Demonstracao: Seja g € LD e tome a parametrizacao local ¢ : U — R% de M dada pelo Teorema

2.6.1 com g = ¢(0,0). As dire¢des principais em ¢ sdo dadas por

(m(0,0)dy+1(0,0)dx)dy = 0,
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ou seja, di = ¢,(0,0) e do = m(0,0)¢,(0,0) —1(0,0)¢,(0,0) sdo as dire¢des principais de M

em p.

Por outro lado, o LD ¢ dado por E = 0 e a diregdo tangente ao LD em ¢q é E(0,0)¢,(0,0) —
E(0,0)¢,(0,0). Segue da parametrizagdo ¢ que E,(0,0) = A1(0,0) e Ey(0,0) = Am(0,0), para
algum A # 0. Logo, a direcdo tangente ao LD em g é Ad,. Portanto, o LD é sempre tangente a

direcdo principal d», ou seja, € uma linha de curvatura. |

Em p as linhas de curvatura possuem uma singularidade dobrada. O conceito de sin-
gularidade dobrada foi apresentado por Davydov em (DAVYDOV, 1994). Genericamente, as
singularidades dobradas sdo selas, n6s ou focos dobrados, como na Figura 15. Como o LD é uma
linha de curvatura passando por p, segue que o caso foco dobrado ndo pode ocorrer. O proximo

teorema corrobora este fato e apresenta os casos genéricos.

(a) Foco dobrado (b) N6 dobrado

[ ]

i
¢
h
y
\.
'
'

Figura 15 — Singularidades dobradas genéricas de uma EDB.

" g

(c) Sela dobrada

Teorema 3.1.2. SejaM C R? uma superficie suave, p € M um ponto regulardo LD e ¢ : U — R?
a parametrizacgdo local de M dada pelo Teorema 2.6.5 com p = ¢(0,0). Se p pertence ao LPL,
entdo as linhas de curvatura possuem em p uma singularidade de né nobrado se — %all <az <0

ou uma sela dobrada quando azg < —%an ou azg > 0.

Demonstraciao: Como p € LPL nio é um ponto umbilico, segue que ag = 0 e aj; # 0. Apli-

cando uma homotetia, tome a; = 1. Portanto,

Pf =x+xy+any® +azx’ +axx®y + appxy® +agzy’.

Sejam a, b e c os coeficientes da EDB das linhas de curvatura de M dada em (2.19). Assim,
a(0,0) =1 e b(0,0) = ¢(0,0) = 0. Para estudar as linhas de curvatura, utiliza-se o campo de
Lie-Cartan. Para isso, considere

P(x,y,r) = a(x,y)r* + b(x,y)r +c(x,y),
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a superficie .2 C R? dada por P = 0 e a projecio 7 : .# — R? com 7(x,y,r) = (x,y). Em .# é
definido o campo de Lie-Cartan & : .# — R3 dado por

g(xayar) = (Pr(x,y,r)mPr(x,y,r)?—Px(x,y,r) _rPy(x7yar)) . (31)

Como P,(0,0,0) # 0, segue do Teorema da Funcdo Implicita a existéncia de um germe g :
(R?,0) — (R,0) tal que .# é dado em uma vizinhanga da origem por y = g(x,r). Assim, é

possivel projetar o campo & em R? utilizando 7, (x,y, ) = (x,7) e obter

77(%’):ﬂz(g(%g(x»r),r))- (3.2)

Logo, as solu¢des do campo de Lie-Cartan £ em uma vizinhanga da origem (0,0,0) sdo dadas

pelas solu¢des do campo 1) em uma vizinhanga da origem (0,0), ver Figura 16.

M

Figura 16 — Levantamento do campo de dire¢oes e proje¢ao no plano tangente da superficie .7 .

Os autovalores de dn(0,0) sdo k] = —2(1 4 3azp) e k» = 6azg e os autovetores associados
sdo vy = (1,—1—6a3p) e vo = (0, 1), respectivamente. A imagem do conjunto criminante pela
projeio 7, é dada por g5 ' (0) com ga(x,r) = F,(x,g(x,r),r), pois o criminante é definido como

y = g(x,r) e P(x,y,r) = 0. Assim, em R?, o vetor tangente ao criminante é v3 = (2, —6a3).

Como os autovalores k7 e k» do campo de Lie-Cartan sdo reais, a singularidade de n € classificada
de acordo com o sinal de k| k3. Se —12a30(1 + 3azg) € negativo, entdo 1 e & possuem uma sela
na origem. Por outro lado, se —12a30(1 4 3azo) € positivo, os autovalores possuem o mesmo

sinal € 1 e & possuem um né na origem.

Por fim, os autovetores de 1 nao sdo tangentes ao criminante, pois v3 = v; para i = 1,2 e
g p p )
qualquer valor de a3. Logo, as linhas de curvatura possuem uma singularidade de n6 nobrado se

—% < a3p < 0 ou uma sela dobrada quando azg < —% ou azy > 0. [ |

Teorema 3.1.3. Sejam M C R% uma superficie suave e p € M um ponto regular do LD. Se p

pertence ao LPL, entdo o LD € uma separatriz da singularidade das linhas de curvatura em p.



66 Capitulo 3. Contato entre o LD e o LPL

Demonstracao: Seja ¢ : U — R? a parametrizagdo local de M dada pelo Teorema 2.6.5 com
p = ¢(0,0). Como p € LPL nio é um ponto umbilico, segue que ayo = 0, aj; # 0 e, a partir
de uma homotetia, € possivel supor que a;; = 1. Do Teorema da Fun¢ao Implicita, o LD em
(U,(0,0)) pode ser parametrizado por y(x) = (x,(x)) para algum germe f : (R,0) — (R,0),

pois o LD é regular em p.

Do Teorema 3.1.1, o LD é uma linha de curvatura. Logo, ¥ (x) é uma dire¢do principal e a curva
['(x) = (x,B(x),B'(x)) C A éuma solugéo do campo de Lie-Cartan & definido como em (3.1).
Assim, para que o LD seja uma separatriz, é suficiente mostrar que I''(0) é um dos autovetores

do campo &.

Adotando a notacao utilizada na prova do Teorema 3.1.2, sejaI'» = m oI a projecdo de I no plano
xr. Note que j>B = —3(1+6azp)x? e [z (x) = (x, B/ (x)). Assim, I (0) = (1,—1—6azp) = v1,
ou seja, o vetor tangente a curva I, é um autovetor de 1. Portanto, I(0) é um autovetor de £ e

0 LD é uma separatriz. ]

Nos casos azg =0e azg = —%, o campo 1 dado em (3.2), e consequentemente o0 campo
de Lie-Cartan & definido como em (3.1), possuem uma singularidade semi-hiperbdlica na origem.
Do Teorema 2.4.3 segue que o campo 7] possui uma sela, né ou sela-né na origem quando a
multiplicidade da singularidade € finita. Falta entdo estudar os casos onde a singularidade possui

multiplicidade infinita.

Teorema 3.1.4. SejaM C R? uma superficie analitica, p € M um ponto regulardo LD e ¢ : U —
R'}’ a parametrizagdo local de M dada pelo Teorema 2.6.5 com p = ¢(0,0). Se p € LPL, entdo
M contém uma reta lightlike passando por p se, e somente se, azp = 0 e as linhas de curvatura

possuem uma singularidade em p de multiplicidade infinita.

Demonstracio: A tnica direcdo lightlike em 7,M é (1,0,1). Assim, a tnica reta lightlike
tangente a M em p é r(t) = (¢,0,1). Segue que r(t) € M é equivalente a f(z,0) = ¢, pois nesse
caso ¢(t,0) = (¢,0,t) = r(t). Logo, r C M se, e somente se, p(x) = f(x,0) — x é identicamente
nula. De fato, se p € identicamente nula, entdo f =x+yfa(x,y) e r(t) € M, pois ¢(¢,0) = r(t).
Por outro lado, se p ndo € identicamente nula, entdo existe ¢ tdo pequeno quando desejado tal

que p(t) #0e f(t,0) =t +p(t) #1.

e ~

A multiplicidade da singularidade das linhas de curvatura em p é d = dim¢ ﬁ com § =
8

b*—4dace g =ad, — bé,/2, sendo a, b e c os coeficientes da EDB (2.19) das linhas de curvatura.

Se a3y = 0, entdo

g(x,y) =x"2g1(x) +yga(r,y) e 8(x,y)=y+x 161 (x) +xyda(x,y) +y*& (),

com g1(0) # 0 e 8 (0) # 0, sendo i o menor inteiro tal que jip # 0. Portanto, quando a3y = 0,
&
(y+x181 (x) +xy82 (x,3) + 1283 (y),x 281 (x) + yga (%))

d= dim(c
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Fazendo a mudanca de coordenadas X = x|g; (x)|* " e ¥ = y(1 +x8(x,y) +y53(y)), segue que

d = dim 2 dimg —22 2
= - — - = = = 1— 4.
C Y XIE,(X), X2+ Ygs(X,Y)) Clrx2)
Portanto, se a3p = 0 e d = o, entdo i = « e p € identicamente nula, porque M ¢é analitica.

Por outro lado, se p é identicamente nula, entdo i = oo, a3y = 0 (pois i = 3 quando a3y # 0) e

d =i—2 = . Logo, p € identicamente nula se, e somente se, azg =0 e d = oo. [ |

Lema 3.1.1. SejaM C ]R% uma superficie suave, p € M um ponto regulardo LD e ¢ : U — R?
a parametrizagdo local de M dada pelo Teorema 2.6.5 com p = ¢(0,0). Se p € LPL, entdo o LD
e o LPL possuem contato de ordem 2 em p se, e somente se, a3y 7 —%a% |-

Demonstracio: Sendo 7 : (R,0) — (R?,(0,0)) uma parametrizacio local do LD, como na
demonstrag¢do do Teorema 3.1.2, o contato entre o LD e o LPL é medido pela fungdo h(x) =
5 (y(x)), onde & ¢ definido em (2.20). Como j2h = 4(a3, 4 3az0)x%, segue que o contato entre
oLD e o LPLé?2 quando a3y # —%a%l. |

Teorema 3.1.5. Seja M C ]R? uma superficie suave, p € M um ponto regulardo LDe ¢ : U — R%
a parametrizacdo local de M dada pelo Teorema 2.6.5 com p = ¢(0,0). Se p € LPL, entdo o
LD coincide com o LPL em uma vizinhanca de p se, e somente se, az) = —%a%l e as linhas de

curvatura possuem uma singularidade em p de multiplicidade infinita.

Demonstracao: Se a3y = —%a%l e as linhas de curvatura possuem em p uma singularidade de
multiplicidade infinita, entdo do Lema 3.1.1 segue que o contato entre o LD e o LPL é de ordem
maior que 2. Do Teorema 2.4.2, a unica linha de curvatura com ordem de contato maior que 2

com o LPL é o proprio LPL. Portanto, o LD coincide com o LPL.

Por outro lado, suponha que o LD e o LPL coincidem. Segue do Lema 3.1.1 que
asy = —%a%l. Para mostrar que a multiplicidade € infinita, tome a parametrizacdo Yy dada
pelo Teorema 2.6.1. Assim, o LD é dado por E = 0. Além disso, F = 0 ao longo do LD, ou seja,
F(x,y) = E(x,y)Fa(x,y) para algum germe F> : (R?,0) — R. Como o LPL coincide com o LD,
entdo E-'(0) = 6'(0), com

6 = (IG —iiE)* — 4(nG — iiF ) (IF — mE).
Logo, IG deve ser 0 quando E = 0. Como G # 0, existe I : (R?,0) — R tal que [ = El,. Assim,

existe um germe &, : (R2,0) — R, com &,(0,0) # 0, e ¢ > 1 tais que & = E48,. Por fim, da
parametrizacdo , segue que E, = Al = AEl, para algum A # 0. De (BRUCE; TARI, 1998), a
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multiplicidade da singularidade das linhas de curvatura em p é dada por

dimg —— _30’21 57 = dime e _831 ]
(8, (MG —iiF )6, — 5(IG — iiE) ) (E46,,(mG —iiF )&, — 5(IG — iE ) 6,)
. &
= gdim¢ - e T P —
(E,(mG —nF )0, — 5(IG —AE)dy)
. &
= gdimc — i R —=
(E,(mG —nF )6, — 5E(1LG —71)éy)
= gdim¢ 2 -
(E,(mG —nF)(gE1~1Ex0, + E105,))
= qdim(c 2 —
(E,(mG —iF)(gEIA162))
= gdim &

Seja M; C ]R? uma familia de superficies, dada por
(073 RZ — Mt
(X,)’) = (Pl(xayat)7P2(x7yat)7P3(x>y7t))7

com
Pi(x,y,t) = 48x+96y+24(2¢+ 1)xy — x> +6x2y,

Po(x,y,t) = 48y —12x* —3(dt+ 1)x?y,

Py(x,y,t) = 48x+496y+48txy+ x> — 6x7y.
Para todo 7 € R existe U; C R? uma vizinhanca da origem tal que em U; o LD e o LPL sio dados
por y = 0, ou seja, nesta familia de superficies o LD e o LPL coincidem em uma vizinhanca da

origem.

3.2 Ordem de Contato entre o LD e o0 LPL

Seja y; uma curva em R? definida implicitamente por F (x,y) =0e 7 : (R,0) — R? uma
curva parametrizada. A ordem de contato entre y; e 7> em p = %(0) é o menor inteiro positivo
k tal que o k-jato do germe f: (R,0) — (R,0), dado por f = F o 9, é ndo nulo. Quando p ¢ v,
a ordem de contato entre ; € ¥» em p € 0. Esta secdo contém alguns resultados provenientes da

ordem de contato entre o LD e o LPL.

Teorema 3.2.1. Sejam M C R% uma superficie suave e p € M um ponto pertencente ao LD,
entdo p € LPL se, e somente se, p € CMN.

Demonstracao: Considere ¢ : U — IR{? a parametrizacdo local de M dada pelo Teorema 2.6.1
com p = ¢(0,0). Assim, £(0,0) = F(0,0) =0e H(0,0) =1(0,0)G(0,0). Mas G(0,0) # 0, logo
H(q) = 0 se, e somente se, [(q) = 0. Portanto, p € CMN exatamente quando p € LPL. [ |



3.2. Ordem de Contato entre o LD e o LPL 69

Sejam M C R% uma superficie suave e p € M um ponto regular do LD que também
pertence ao LPL. Tome @ : U — R% a parametrizacdo local de M dada pelo Teorema 2.6.5 com
p = ¢(0,0). Como p € LPL e ndo é um ponto umbilico, ao = 0 e aj; # 0. Aplicando uma
homotetia, considere a;; = 1. Portanto,

P f = x+xy+amny* + azx® + axxy + apxy® +agzy’.

Sendo § = F2 —EG, o LD é dado por § =0 e j'§ = 2y. Por outro lado, a CMN ¢
dada por H = 0, com H = [G — 2mF +iiE, sendo que j'H = 2(1 + 3az)x + 2a»1y. Portanto, o
LD e a CMN se intersectam transversalmente em p quando azg # —%. Nesse caso, que ocorre
genericamente, a interse¢do entre o LD e o LPL € preservada por pequenas perturbacdes de M,

pois 0 LD e a CMN continuam se intersectando transversalmente.

Teorema 3.2.2. Seja M C R? uma superficie suave e p € M um ponto regular do LD. A ordem
de contato entre o LD e o LPL em p é exatamente duas vezes a ordem de contato entre o LD e a
CMN em p.

Demonstracao: Seja y : W — R? a parametrizagdo local de M dada pelo Teorema 2.6.1 com
p = w(0,0). Como o LD é regular em p, existe uma parametrizacio local y: (R,0) — (R?,0) do
LD. Sendo H = IG — 2inF + iiE e 6 como em (2.20), o LPL a CMN sao dados implicitamente
por §=0eH=0, respectivamente. Assim, o grau de contato do LD com o LPL e a CMN em p

sao medidos pelas funcdes 5o y e H o v, respectivamente.

Como E = F =0 ao longo do LD, segue que E oy e F oy sdo identicamente nulas. Assim,

H(y(x)) = (IG —2mF +iE)(y(x)) = [(y(x))G(1(x)),

8((x)) = ((IG = AE)? — 4(RG —iF )(IF —mE)) (v(x)) = (I(¥(x))G(v(x)))” = (A ((x)))*

e o resultado segue. |
Corolario 3.2.1. A ordem de contato entre o LD e o LPL é sempre par.
Demonstracao: Imediato a partir do Teorema 3.2.2. ]

Observacao 3.2.1. Como o LD e a CMN se intersectam transversalmente em uma superficie
genérica, segue do Teorema 3.2.2 que a ordem de contato entre o LD e o LPL em uma superficie
genérica € 2. Este resultado também pode ser concluido do Lema 3.1.1, que garante que o contato

entre o LD e o LPL € 2 se, e somente se, a3y # —%.

As linhas de curvatura definem duas folheag¢des na superficie M. Para distinguir as curvas
solugdes de cada uma dessas folheagdes, utiliza-se tragos diferentes para representa-las. Por

exemplo, na Figura 15 uma folheagdo € representada pelas linhas continuas enquanto a outra
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dada pelas linhas tracejadas. Genericamente, uma linha de curvatura muda de folhea¢do quando
intersecta o LPL. O proximo teorema mostra as condi¢des para que o LD, que € uma linha de

curvatura, mude de folheacao ao tangenciar o LPL.

Teorema 3.2.3. SejaM C ]Rf e p € M um ponto regular do LD que também pertence ao LPL. O
LD muda de folheagdo nas linhas de curvatura em p se, e somente se, o contato entre o LD e o
LPL em p é de ordem 2(2n+1), paran € N.

Demonstracao: Seja v : U — R% a parametrizagdo local de M dada pelo Teorema 2.6.1 com
p=y(0,0). Como p nio é ponto umbilico e pertence a CMN, segue que m(0,0) # 0 e [(0,0) =0.
Logo, em p existem duas dire¢des assintdticas distintas, dy = 0 e 2(0,0)dy + 2m(0,0)dx = 0
Portanto, é possivel tomar uma parametrizagio local ¥ : W C R> — R{’ de M, com p = (0,0),

sendo J, e , direcdes assintoticas em y(W).

Com a parametrizagdo W, [ =i =0 em W e m(0,0) # 0, pois p ndo pertence ao conjunto
parabélico. Assim, as linhas de curvatura sio dadas por G(x,y)dy* — E(x,y)dx* = 0. Como p
ndo é ponto umbilico, suponha sem perda de generalidade que G # 0 em W. O campo de dire¢des
principais é levantado para a superficie .# dada por P = 0, com P(x,y,r) = G(x,y)r* — E(x,y),
através do campo de Lie-Cartan &. O levantamento do LPL na superficie .# é o conjunto
criminante, definido por P(x,y,r) =0 e P.(x,y,r) =2G(x,y)r = 0.

Em p atnica direcao lightlike, dada por dy = 0, é tangente ao LD e ao LPL. Logo, a reta tangente
ao LPL em p é y =0. Como o LPL é dado implicitamente por E = 0, segue que E,(0,0) # 0.
Entdo P;(0,0,0) # 0 e € possivel parametrizar .# localmente por y = g(x,r). Assim, a projecdo

do criminante no plano xr é dada por
8 (x,r) =2G(x,g(x,r))r = 0.

Como o LD € regular em p e a reta tangente ao LD em p € y = 0, existe uma parametrizacao
local 7: (R,0) — (R?,q) do LD de modo que y(x) = (x,B(x)). O levantamento da linha de
curvatura LD na superficie .# é dado por (x, (x), B’(x)), pois ¥ (x) é a diregdo principal em p
com dy = f3'(x) e dx = 1. Logo, a proje¢do do LD no plano xr é dado pela curva r = ' (x).

O contato entre a curva r = f3'(x) e a projegdo do conjunto criminante é medido pela fungio

hi (x) = 8u(x, B'(x)) = 2G(x, g(x, B'(x))) B' ().

O LD muda de folheagdo em p quando a ordem de contato é impar, porque nesse caso a funcdo
h) muda de sinal no ponto x = 0 e sinais distintos representam folheagdes distintas. Como G # 0,

a ordem de contato é dada por ’(x). Por outro lado, o contato entre o LD e o LPL é dado por

pois P(x, B(x), B’(x)) = 0. Portanto, a ordem de contato entre o LD e o LPL é o dobro da ordem

de contato entre a curva r = 8'(x) e a proje¢@o do conjunto criminante no plano xr. Ou seja, o
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LD muda de folheacdo se, e somente se, a ordem de contato entre o LD e o LPLé2(2n+1),
para algum n € N. |

Teorema 3.2.4. Seja M C R% uma superficie suave e I' uma componente conexa do LD. Se I'
€ uma curva regular fechada cujas intersecdes com o LPL sdo tangéncias ordindrias, entdo I

intersecta 0 LPL em um ndmero par de pontos.

Demonstracdo: Se I' intersecta o LPL em k pontos distintos {py,---, px}, entdo estes pontos
dividem I" em k arcos, denotadas por {I'y,---,Ix} sendo que o p; separa I';_; e I';, conforme a
Figura 17. Como a ordem de contato entre I" € o LPL em cada um dos k pontos € 2, do Teorema
3.2.3 segue que o LD muda de folheacdo em todos os pontos de interse¢do. Portanto, I'; e ;11

estdo em folheacdes distintas (0 mesmo vale para I'; e 'y, pois I' € uma curva fechada).

LPL

Figura 17 — Intersecdo entre o LD e o LPL em p;.

Assim, o nimeros de arcos de I' com cada uma das folheacdes é a mesma, pois em cada ponto
de intersecdo existe um arco em cada folheacdo. Logo, o total de pontos deve ser par, pois se k é

impar ndo é possivel que as duas folheagcdes aparecam a mesma quantidade de vezes. ]

Corolario 3.2.2. Se M C Rf ¢ uma superficie fechada genérica, entdo toda componente conexa
do LD de M intersecta o LPL em um nimero par de pontos.

Demonstracao: Seja I' uma componente conexa do LD de M. Se M é genérica, entdo nao
existem pontos umbilicos lightlike em M. Portanto, I" € uma curva regular em M. Como M € uma
superficie fechada e I" € formada pelos zeros de uma func¢do analitica, I" € uma curva fechada.
Nos pontos de intersecdo entre o I' e o LPL a ordem de contato € genericamente 2 € o corolario

segue do Teorema 3.2.4. |
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CAPITULO

MULTIPLICIDADE DE PONTOS UMBILICOS

Neste capitulo definimos a multiplicidade de pontos umbilicos em superficies nos espagos
Minkowski e Euclidiano. A multiplicidade é o nimero maximo de pontos umbilicos obtidos ao
deformar a superficie em uma vizinhanca do ponto umbilico inicial. Este estudo € inspirado em
(BRUCE; TARI, 1998), onde os autores definem a multiplicidade de singularidades de equacdes

diferenciais implicitas.

Os principais resultados obtidos relacionam a multiplicidade do ponto umbilico com
a singularidade do LD (Teorema 4.2.5) e LPL (Teorema 4.2.7). Além disso, verificamos que a
multiplicidade interfere na versalidade da familia distancia ao quadrado em pontos umbilicos
(Teorema 4.3.1).

4.1 Aplicacao Monge-Taylor

No estudo de superficies suaves, tanto no espaco Euclidiano quanto no espaco Minkowski,
existem conceitos que dependem apenas de pequenas vizinhangas do ponto de interesse. Alguns
exemplos sdo as linhas de curvatura, as linhas assintéticas, o conjunto parabdlico e os pontos

umbilicos. Para estudar estes objetos, utilizam-se ferramentas locais.

Seja M uma superficie suave, em R> ou ]R?. Dado um ponto p € M, existe um sistema
ortogonal de coordenadas (x,y,z) de modo que M é dada localmente na forma de Monge
z= fp(x,y). A fungdo f, depende suavemente de p e as propriedades de M no ponto p podem
ser deduzidas a partir dos coeficientes da expansao de Taylor de f),. A aplicacdo Monge-Taylor

relaciona cada ponto p € M com a expansio de Taylor de f).

Em (BRUCE, 1984), Bruce faz uma escolha adequada de eixos e utiliza a aplicacdo
Monge-Taylor para provar alguns resultados locais a respeito das curvas rib, que sdo definidas na
Secdo 4.3, em pontos umbilicos genéricos de superficies no espaco euclidiano. Naquele artigo,

dada uma superficie compacta M C R? é tomada uma cobertura aberta e finita U; de M. Em
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cada aberto U; € escolhido um campo suave de vetores v; tangentes a M. Assim, existe um tinico
campo suave de vetores u;, que também € tangente a M, de modo que v;(p), u;(p) e N(p) formam

uma base ortogonal positiva de R? para cada p € U;, onde N : M — S? a aplicacdo de Gauss.

Sendo Vj o espago vetorial dos polindmios em x e y de grau < k e > 2, Bruce define
aplicacdes 0; : U; — V. da seguinte maneira. Em cada ponto p € U; sejam (x,y,z) 0s eixos que
coincidem com as retas orientadas definidas por v;(p), u;(p) e N(p), respectivamente. Assim, é
possivel escrever M em uma vizinhanga de p como z = f,(x,y), onde a funcdo f,, depende do

ponto p, e 6;(p) é igual a j*f,,.

Esta aplicacdo Monge-Taylor, utilizada em (BRUCE, 1984), possui algumas vantagens.
A primeira delas € que a fung¢do f,, definida acima, ndo possui termos de ordem < 1, o que
diminui a quantidade de parametros para se trabalhar. Além disso, a escolha do eixo z na direcdo
do vetor normal N(p) faz com que sempre seja possivel escrever a superficie M na forma de

Monge z = f,(x,y), jd que o vetor N(p) nunca é tangente a M em p.

Entretanto, esta constru¢do ndo se aplica a superficies compactas no espaco Minkowski,
poisem M C R? a aplicacdo de Gauss nao esta bem definida em toda a superficie. Mesmo ao
tomar a aplicacdo de Gauss proposta por Pei (PEI, 1999), N : M — RP?, a direcdo z do sistema
de coordenadas (x,y,z) construido como em (BRUCE, 1984) é tangente a M nos pontos do LD,
logo M ndo pode ser escrita na forma de Monge nos pontos do LD. Por isso, propde-se uma nova

aplicacdo Monge-Taylor, que € descrita a seguir.

Seja M uma superficie suave no espagco Minkowski e p € M. Fixado um vetor w ¢ T,M,
com norma euclidiana 1, existe uma vizinhanga W de p em M tal que w ¢ T,M para todo g € W.
Tome ii,V € R de modo que no espaco euclidiano {ii, V,w} seja uma base ortonormal positiva
definida. Defina em W trés campos de vetores constantes X, Y e Z, dados por X(¢) =i, Y (q) =V
e Z(q) = w, paratodo g € W.

Em cada ponto ¢ € W tome eixos coordenados (x,y,z) com origem no pontos g € na
direcdo dos vetores X(q), Y(q) e Z(q), respectivamente. Logo, para todo ¢ € W, existe uma
parametrizacdo local ¢, : U — R3 de M, dada por ¢, (x,y) = (x,y,84(x,y)), sendo g, uma fungdo
suave tal que ¢,(0,0) = ¢, ver Figura 18. A aplicacio Monge-Taylor ¢ definida em W como
sendo a aplicagdo ¢ : W — J*(2,1) dada por ¢(q) = j*g,.

Observacao 4.1.1. Vamos restringir a superficie M a vizinhanca W do ponto p. Assim, a
aplicacio Monge-Taylor fica definida em M e denotamos por ¢ : M — J¥(2,1).

Teorema 4.1.1. Sejam X uma subvariedade de J(2,1), M C ]R? e W C M um aberto onde a
aplicacdo Monge-Taylor estd definida. Para um conjunto aberto e denso de mergulhos de W em
R3 a aplicagdio ¢ : W — J¥(2,1) é transversal a X.

Demonstracao: A demonstracio é baseada na prova do Teorema 1 de (BRUCE, 1984). Considere

a notacao utilizada para a definicao da aplicacdo Monge-Taylor. Seja P; o conjunto de todas
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Figura 18 — Fungio g, associada a cada ponto g € M.

as aplicacdes polinomiais R? — R? de grau d. A aplicagio identidade Id pertence a P; e dado
um aberto V C R3, com W C V, segue que Id € um mergulho de V em ]R?. Assim, existe uma

vizinhanca V de Id em P; de modo que y é um mergulho de V em R, para todo y € V.

Restringindo V caso necessrio, considere que w ¢ T,y(W), para todo y € V e g € y(W). Logo,
existe uma familia suave de aplicagdes ¢ : W x V — J¥(2,1) que calcula em cada par (p, w) a
aplicacdo Monge-Taylor de y(W) em y/(p).

Neste contexto, ¢ é uma submersio se d > k. De fato, considere primeiramente o par (p,Id) €
W xV etome a € T5p Id)Jk(2, 1) = J¥(2,1). Defina a aplicagdo polinomial w;, € V dada por

V(x,9,2) = (x,y,z+sa(x,y)) € W,

com s suficientemente pequeno. e a curva ¥ : (R,0) — W x V com ¥(s) = (p, w;). Derivando
¢ oy com relagdo a s, note que o pertence a imagem de d@ (p,I) e o resultado segue. Para o caso
geral, com pontos da forma (p, y) € M x W, seja y(s) = (p, Yy 0 ¥) e 0 mesmo argumento se

aplica. Portanto, ¢ é transversal a X

Do Lema 2.1.1, segue que para um conjunto denso de parimetros  em V, a aplicagio Monge-
Taylor de y(W) é transversal a X. Como o conjunto das aplica¢des polinomiais é denso no
espaco das funcdes, segue que para um conjunto denso de mergulhos v : R? — R? a aplicacdo

Monge-Taylor de y(W) é transversal a X. |

Sejag:U — R% uma parametriza¢ao local de M na forma de Monge dada por ¢(x,y) =
(x,y,8(x,y)), onde U C R? é uma vizinhanga da origem, ¢(U) = W e g(0,0) = p. Para todo
g = ¢(xo,y0) a funcdo g, pode ser escrita como g, (u,v) = g(u+xo,v+yo) — g(x0,¥0). Logo,

0(q) = 1“8 = Jfxy )8 — &(X0,20)- (4.1)

Se W C J¥(2,1) é a imagem de W por ¢, entido W é uma superficie em J*(2,1) e da equagio
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(4.1) segue que ¢ : U — J*(2,1), dada por ¢(x,y) = j(‘x W8~ g(x,y), é uma parametrizagio local
de W.

k+2)(k+1)/2 Para o caso k = 2,

O espaco dos jatos J¥(2,1) pode ser identificado com R(
denote J = J?(2, 1) e identifique J com R® de forma que aog +a10x +ao1y + axox> 4 aj1xy + agoy?

é representado por (ago,a10,d01,a20,a11,d02)-

Definicao 4.1.1. Seja M C R? uma superficie suave. Um ponto em M com uma propriedade
(P) possui codimensdo 7 quando a subvariedade em J¥(2, 1), para k suficientemente grande,
obtida pelas condi¢des impostas pela propriedade (P) nos coeficientes de uma parametriza¢do

de Monge possui codimensao n + 2.

Exemplo 4.1.1. SejaM C R? uma superficie suave. Um ponto umbilico genérico possui codi-
mensdo 0. De fato, dado p € M e uma base {ii,,w} de R} com w ¢ T,M, como na defini¢do
da aplicacdo Monge-Taylor, considere a parametrizacdo local ¢ : U — R% de M dada por
@ (x,y) = xii+yv+g(x,y)w, com p = ¢(0,0) e j2g = apo + arox + ao1y -+ azx”* +ar1xy + agy’.

As condigoes sobre os coeficientes a;; para que p seja um ponto umbilico dependem da

classificacdo do vetor w. Se w é timelike, entdo o ponto p é um ponto umbilico se, e somente se,

(051—1)011—20100016102 = 0,
(@}, — Dax — (aly—Dagy = 0, (4.2)
(a3y— Va1 —2a0agazg = O.

O sistema (4.2) define em J? (2,1) uma subvariedade regular de codimens@o 2, denotada por % .

De fato, quando ajg # £1, % pode ser parametrizada por y : U — J2(2, 1) com

4.3)

2
2agiarpa (af; —1) azo)

v (aoo,ai0,4a01,a20) = | aoo,ai0,ao1,a20, 5 ) 5
ajy — 1 ajy — 1

e U =R xR\ {-1,1} x R Por outro lado, quando ag # +1, tome

_ (alo — 1) ao2 2agiai0a02
¥ (aoo,a10,401,a02) = | @o0,a10,a01, ~— 5 T2 e
doy — dop —

eU=R? xR\ {-1,1} x R. Por fim, se ajo = &1 e ap; = +1, entdo considere

(afg—1aiy o (a5, — Da
2aipa01  2ajodao

v(aoo,a10,a01,a11) = (aoo,dlo,am,
eU=RxR\{0} xR\ {0} xR.
No caso em que w € spacelike, entdo p € um ponto umbilico quando

(a3, — ai —2apapa02 = 0,
(a%l — 1)612() — (Cl%o + 1)6102
(a%o + )ay; —2ajpap1a0 = 0.

|
o

(4.4)
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O sistema (4.4) também define em J 2(2, 1) uma subvariedade regular de codimensio 2, também

denotada por % . Neste caso, note que % pode ser parametrizada por v : R* — J%(2,1), com

2agraipazy (af; — 1) azo
ajpo+1 7 ajp+l ‘

v(aoo,aio,ao1,a2) = (aoo,alo,aouazo, 4.5)

Portanto, a propriedade “p ser um ponto umbilico” possui codimensao 0.

4.2 Multiplicidade de Pontos Umbilicos

Dada uma superficie suave M e p € M um ponto umbilico, qual é o nimero maximo de
pontos umbilicos que podem surgir de p ao perturbar a superficie M? O objetivo desta secdo é

responder a esta pergunta. A seguinte defini¢io € o ponto de partida.

Definicao 4.2.1. Sejam M uma superficie suave e p € M um ponto umbilico. A multiplicidade
do ponto umbilico p, denotado por mys(p), é o nimero méximo de pontos umbilicos que podem

surgir de p ao deformar a superficie M.

Os resultados a seguir sdo enunciados para superficies em R3, entretanto valem versoes
andlogas para superficies no espaco euclidiano R3. Segue para os pontos umbilicos em R?
as mesmas propriedades dos pontos umbilicos spacelike em R3, como o Teorema 4.2.6, por

exemplo.

Um ponto p € M é umbilico quando os coeficiente da EDB (2.19) das linhas de curvatura
se anulam simultaneamente em p. Entretanto, tais coeficientes possuem uma correlagio entre

eles, como mostra a proxima proposicao.

Proposicao 4.2.1. Sejam M C R{‘ uma superficie suave, ¢ : U — ]R? uma parametrizagao local
de M e E, F e G os coeficientes da primeira forma fundamental de M com relacdo a ¢. Sendo a,
b e c os coeficientes de dy?, dxdy e dx*> na EDB das linhas de curvatura de M, respectivamente.
Para todo g € U valem as seguintes afirmacoes:

1) Se E(q) # 0, entdo b(q) = c(gq) = 0 implica a(gq) = 0;

2) Se F(q) # 0, entdo a(q) = c¢(q) = 0 implica b(q) = 0;

3) Se G(g) # 0, entdo a(q) = b(g) = 0 implica c(q) = 0.

Demonstracao: De (2.19) segue que

a(x,y) = (mG—aF)(x,y),  b(x,y)=(G-nE)(x,y),  c(xy)=(IF—mE)(x,y).
1) Seja g € U com E(q) # 0. Se b(q) = ¢(q) =0, entdo 71(q) = lg(q) em(q) = %F(q) Assim,

ala) = (G - 1F)(a) = (g G~ 2 F ) (@) =o.
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2) e 3) sdo andlogos. |

Dada uma superficie suave M C R? e p € M, a primeira forma fundamental nunca é
identicamente nula em p. Assim, independentemente da parametrizagdo local ¢ : U — R? de M,
E(q) #0, F(q) # 0 ou G(q) # 0, para todo ¢g € U. Portanto, a Proposi¢do 4.2.1 mostra que os

pontos umbilicos sempre sao definidos por apenas duas condicdes.

Teorema 4.2.1. Sejam M C R? uma superficie suave, p € M um ponto umbilico, ¢ : U — R?
uma parametrizagdo local de M com p = ¢(0,0) e E, F e G os coeficientes da primeira forma
fundamental de M com relacdo a @. Sendo a, b e ¢ os coeficientes de dyz, dxdy e dx* na EDB

das linhas de curvatura de M, respectivamente, valem as seguintes afirmagdes:

1) Se E(0,0) # 0, entdo my (p) = dimc 72

2) Se F(0,0) # 0, entdo my;(p) = dimc <a£_zc>;

3) Se G(0,0) # 0, entdo my(p) = dim¢ <;—2b>.
Demonstracdo: 1) Suponha que E(0,0) # 0. Assim, E(x,y) # 0 para todo (x,y) em uma vizi-

nhanca de (0,0). Logo, da Proposig¢do 4.2.1, os pontos umbilicos sdo dados por

b(x,y) =0, 6)
c(x,y) =0. '

Considerando b,c : (C2,(0,0)) — (C,0), o Teorema 2.3.3 garante que o nimero maximo de
solugdes em que (0,0) pode se decompor apds uma perturbagéo do sistema (4.6) é u(f), com
f = (b,c). Assim, 0 nimero maximo de pontos umbilicos que surgem a partir de p ao perturbar

a superficie, e consequentemente o sistema (4.6), é

dim(c — = dim@ .
Iro (b,c)

Portanto, my(p) = dimg %.

2) e 3) sdo andlogos. n

Seja % C J*(2,1) a subvariedade dos pontos umbilicos. Dada uma superficie suave
M C R? genérica, segue do Teorema 4.1.1 que a aplicagio Monge-Taylor ¢ : M — J*(2,1) é
transversal a %/. Se p € M é um ponto umbilico e { é transversal a % em p = @(p), entdo é
esperado que my(p) = 1, pois a transversalidade entre uma aplicagdo e uma subvariedade é

estavel. O proximo teorema confirma este fato.

Teorema 4.2.2. A multiplicidade de um ponto umbilico p € 1 se, e somente se, a aplicacdo

Monge-Taylor ¢ é transversal a subvariedade dos pontos umbilicos %7 em p = @(p).
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Demonstracao: Seja p um ponto umbilico timelike da superficie suave M C R?. Tome, sem

perda de generalidade, a paramentrizacdo local ¢ : U — R% de M dada pelo Teorema 2.6.3, com
p=9(0,0)e

b

Pf =2 =) +azex’ +axx’y +appxy? +aezy’.

[\

A aplicagio Monge-Taylor ¢ : U — J?(2,1) é dada por

fxx(xay)
2 9

fxy{x7Y>7 M) .

05) = (00 Fx) 1),
Logo, o espaco tangente a ¢(0,0) é gerado por

(px(O?O) = (O,k,0,3a30,2a21,a12),
(py(O,O) = (0,0,—](,(121,2(112,3(103).

Por outro lado, note que ¢(0,0) = y(0,0,0,k/2), onde y € a parametrizacdo de % dada em
4.5), e

W, (0,0,0,k/2) (1,0,0,0,0,0),

Va,,(0,0,0,k/2) = (0,1,0,0,0,0),

Wy, (0,0,0,k/2) (0,0,1,0,0,0),

Var (0,0,0,k/2) = (0,0,0,1,0,—1).

Portanto, ¢ é transversal a %7 em @(p) se, e somente se,

k 0 36130 2021 [750)

0 —k ax 2a1p 3ap;

0 O 0 0 0

det | #0& a%z —3ap3as — a%l +3ajazy # 0.
0
0

0 0
0 0
0 -1

S O O = O O

0 0
1 0
0 1

Para calcular a multiplicidade de p, observe que E(0,0) = 1 # 0. Logo, da Proposigdo 4.2.1,

. & . &

m = dimg —— = dim ,
M(p) C (b,c) ¢ (2(a12+3a30)x+2(3a03+a21)y+0(2),2a21x+2a12y—|—0(2))
onde o(2) representa termos de ordem maior do que ou igual a 2 em x e y. Assim, a multiplicidade
de p é 1 se, e somente se, 2(a + 3azo)x + 2(3ap3 + az1)y e 2az1x + 2ajpy sao linearmente

independentes, ou seja,
a%z —3apzaz; — a%l +3ajzazg # 0. 4.7

Portanto, my(p) = 1 se, e somente se, ¢ é transversal a 77 em @(p).

Para os casos spacelike e lightlike utiliza-se a mesma ideia. A subvariedade %/ € parametrizada
por v dada em (4.3), enquanto para a superficie M € utilizada a parametrizagdo local ¢ : U — R%
dada pelo Teorema 2.6.4 e 2.6.5 nos casos em que p ¢ um ponto umbilico spacelike ou lightlike,
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respectivamente. Assim, a condic¢éo para a transversalidade de ¢ e %Z em @(p) é a mesma para

que mys(p) = 1. No caso spacelike, a condigdo de transversalidade e para que my(p) =1 é
a2y —3agzan; + a3, — 3aazg # 0. (4.8)
Por fim, no caso lightlike, a condi¢ao obtida é
a3, — 6a3ag3 — 3asiags # 0. (4.9)

Corolario 4.2.1. Pontos umbilicos de multiplicidade 1 sdo estaveis, isto €, sdo preservados por

pequenas perturbacdes da superficie.

Demonstracao: Do Teorema 4.2.2, um ponto umbilico possui multiplicidade 1 se, e somente
se, a aplicacdo Monge-Taylor é transversal a subvariedade dos pontos umbilicos em J¥(2,1).
Mas a transversalidade € preservada por pequenas perturbacdes. Logo, os pontos umbilicos de

multiplicidade 1 sdo preservados por pequenas perturbacdes na superficie. |
Corolario 4.2.2. Genericamente, um ponto umbilico possui multiplicidade 1.

Demonstracao: Sabendo que os pontos umbilicos de multiplicidade 1 sdo aqueles onde a
aplicacdo Monge-Taylor é transversal a 7%/, este corolario segue do Teorema 4.1.1, onde é

provado que a aplicacdo Monge-Taylor € genericamente transversal a % . |

Suponha que a aplicacdo Monge-Taylor ¢ nio € transversal a subvariedade %/ dos pontos
umbilicos em j = @(p), ou seja, T;% ®dP,(R?) possui codimensio 1 ou 2. Neste caso, my(p)
€ maior que 1 e ao deformar a superficie M o ponto umbilico p pode se decompor em outros
pontos umbilicos. O préximo teorema estuda o comportamento de deformagdes de M em familias

a 1-parametro.

Teorema 4.2.3. Seja M C R% uma superficie suave e p € M um ponto umbilico. Existe uma
familia de superficies a 1-parametro M; com M, sendo uma vizinhanca de p em M tal que M, s6

possui pontos umbilicos de multiplicidade 1, para todo ¢ # 0 suficientemente pequeno.

Demonstraciao: Suponha que p € um ponto umbilico timelike com multiplicidade maior do que
1. Tome a parametrizagdo local ¢ : (R?,0) — R$ de M dada pelo Teorema 2.6.3, com p = ¢(0,0)

(&

. K
J3f = E(xz —y2) —|—a03x3 +a21x2y +a12xy2 +a03y3>

e aplicagio Monge-Taylor ¢ : M — J> (2,1), definida na Seg¢do 4.1 para z= (0, 1,0). Identificando

J3(2,1) com R!%, de modo que Z?+j:0 cijx'y/ é associado ao ponto (coo,C10,- - -,C12,€03), @
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subvariedade % de J3(2,1) definida pelos pontos umbilicos é dada em uma vizinhanca de
p=@(p) por Uy = U = 0, sendo

B 2cp1€10C20
U = cu———>5———
o1
U, — (001 1)020
) = -5
o+l

Assim, % pode ser parametrizada localmente por v : R® — J3(2,1) como em (4.5). Além disso,
o estrato dos pontos umbilicos de multiplicidade maior do que 1, denotado por %, é dado pelo

sistema U; = U, = U3z =0, com

Us = —8cgc5)+2¢5,cloc3ocat +4ch cgcigear +2¢5,¢3pca1 — 30310?0012030 +c1ch0c3
12001C10012C30 + 4C01010621 4c01010c12020 6601c1002063o + 012 +3ciac30 — %1

+6cmc’10021 — 8601C10612€20 — 12601010c20030 — 126016‘10C126‘30 — 18601C10612C30
—|—4c(z)lc%oc%1 — 46‘(2)16106‘126‘%0 — 66(2)161()6%063() — 3661012630 + 86%1030 + 166(2)1c%0c§0
—|-9COIC()3C?OC30 + 36¢01¢03 C?OC30 + 6001C03C?0C%O + 54c¢p1¢o3 6?0630 + 18co1c03 C?OC%O
+36¢01c03¢3030 + 18c01c03¢35C30 + 9co1c03c10¢30 + 601 C30c21 — deoi1cipciacal
—dcorc]ycr2ca1 +4c1¢8yc30ca1 — 6co1¢3C12¢21 + 6C01C03C30 — C01¢ToC12¢21 + €51 €3,
—C01€C10€12€21 — 2€01630¢21 — 3c03¢idca1 — 15¢o3¢dyca1 — 30co3cSycar — 30cosctycat
— 15C03C%0621 —3cp3c01 + c%gc%z + 50?06%2 + 3cffoclzc30 - 2c¥oclzc%0 + 6C?OC%OC30
—|—c(2)1€%1 + IOC?OC%Z + 12C?0612C30 4cloc21 6c10c12020 + 10010c12 + 12C106‘12C30
+18coc12¢30 — 83y — 6¢4c3; — 6cic12¢3 + 1260¢50¢30 + 5¢ipct, — 63

—8c3chy — 4c30c3, — 2c10c12¢3 + 6€10¢30C30-

Como v é um difeomorfismo entre R® e %, por ser uma parametrizagdo local de %, entio %, é

difeomorfo a %) = y~! (2)). Logo, as singularidades de %/ e %, sio Z-equivalentes.

O ponto p é uma singularidade de % se, e somente se, azop = ax; = ajp = agz = 0. Neste caso, a
singularidade de %; em y~!(p p) é Z-equivalente a x5 x% +x% +x§. De fato, note que %, é
definida em R por Uz (x,. .., xg) = 0. Como p = y(0,0,0, —%,0,0,0,0), aplicando a translagdo

K

T(x1,...,x8) = (Xl,xz,x3,x4 + §7x57x6;x7>x8>

é possivel considerar que w~!(p) é a origem de R3. Seja g = U3 0T 0 6, com & sendo a mudanca
de coordenadas

o( ) K2 +2 K2 N K2 N K2 +2
X1yee. X = | X1,.... X4, —X —X5,—X X6 — X, ——X» — X X7, ———X —X .
1sen0sX8 Ly oy X X + 25, X3 + X6 — X8, ——-Xp — X5 +X7, — X3+ x5

Note que j’g = —x% —x% -I—x% —|—x§ e
g(-xla"'rxS) :hl(x27x3)X§+h2(X17...,X7)X8+h3()€1,...,X7>7

para germes A : (R?,0) — (R, 1) e hp,h3 : (R7,0) — (R,0). Aplicando a mudanga de coordena-

das local
1 _I’lz(XI,...,)W)

Xg — X8
hl(xz,x3) 2/’11()62,)63)

(4.10)
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existem novos germes A4 : (R?,0) — (R, 1) e hs, hg : (R®,0) — (R,0) tais que
g(x1,...,x8) ~% x% +h4(x2,x3)x% + hs(x1,...,x6)x7 + he(x1,...,X6).

Aplicando mudancas de coordenadas semelhantes a (4.10) para as varidveis x7, xg € x5 segue que
g~y —x% —x% -l-x% -I—x%.

Seja n a codimensdo de T5% ® d@,(R?) em J3(2,1) e tome V = {q1,...,q.} C J3(2,1) de
modo que J3(2,1) =R -V & T;% ©dd,(R?), onde R-V é o subespago de J3(2,1) gerado por
V.Dadot = (1,...,t,) € (R",0), seja M, a familia de superficies a n-pardmetros com cada M,

parametrizada localmente por ¢; : (R?,0) — R3, onde

(pt(x,y) = (x,f(x,y) +itiql'(x7y)ay> .
i=1

Denote por ¢ : M; — J>(2,1) a aplicagio Monge-Taylor da superficie M;. Assim, é possivel
obter uma deformacio ¢y : M x R" — J3(2,1) da aplicacio ¢, dada por

¢V((p(x,y),t) = (pt((pt(xay))a

W(Pa(ov'“ao)):q)X(p)a a_y<p7(07"'70)):¢y(p)7 a_tl(pa(oa'“70)):CIi-

Logo, @y é transversal a %, em p.

Seja N a pré-imagem de %; por ¢y, entdo N é uma subvariedade de codimensio 3 em M x R”
que intersecta M x 0 na origem. Como N possui dimensdo n — 1, existe um caminho 7 : (R,0) —
(R",0) tal que y(¢) ndo pertence a proje¢do de N em R”, para todo ¢ # 0 suficientemente
pequeno. Logo, a imagem de M x y por @y evita %, exceto no ponto j. Segue que todos 0s

pontos umbilicos da familia My;), com ¢ # 0, sdo de multiplicidade 1.

Por fim, se p € um ponto umbilico spacelike ou lightlike, entdo tome a parametrizacdo ¢ :
(R%,0) — R} de M dada pelos Teoremas 2.6.4 ou 2.6.5, respectivamente, com p = ¢(0,0). No

caso lightlike, considere
Pf=y+a0x® +a3x’ + anx’y+apnxy’ +apy’.

Em ambos os casos, sejam @ : (M, p) — J3(2,1) a aplicagio Monge-Taylor definida na Secio
4.1,com z= (0,0,1), e p = @(p). A subvariedade % C J3(2,1) dos pontos umbilicos é definida
em uma vizinhanca de p por Uy = Us = 0, com

2cp1¢10C20

Uy = c1+
4 11 l—c%o

Y

(0(2)1 - 1) €20

Us = cop+
5 02 1_6_%0
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Além disso, o estrato dos pontos umbilicos de multiplicidade maior que 1, denotada por %4, é

dado pelo sistema Uy = Us = Ug = 0, sendo

Us = —8cic5— 2001010%0021 "‘4001010050@1 20(3)1"%0021 —3cgcfoc1acso +C%IC§OC%1
1265, ¢5gc12¢30 — 45,5063 F4eG; Co€1265) — 6651 ¢10¢20¢30 + 86510 + €51 €3
— 18C010106‘12C30 — 8C01C100126‘20 + 12001c10c20030 + 12C01C10C12C30 — 16c01cloc§0
—6C01 C()3C?OC%O + 4C(2)1C10012C%0 — 66%1C10C%OC30 + 9C()1 603C?0C30 — 36C01 C()3C¥OC30
—36¢0] C()3C?OC30 —18cq 0036%00%0 + 6C%1C4foc%1 + 54c¢p C03C?OC30 + 18co C03C?0C%O
—4C%IC%OC%1 — 3C%1612630 4+ 9cpicozciocso + 6601603(,‘%0 + 2C010%0621 — 36036%8621
+4C()1€ZOC12021 +4COIC?OC%OC21 - 66016?0612621 — 66‘01(:‘1‘06%0621 + 4(2016‘?0(312621
—c01679C12€21 — Co1¢10¢12¢21 + 15¢03¢85c21 — 30c03¢8yc21 + 30co3cycar — cSoc3;
— 15003010021 4+ 3cp3ca1 + cloc12 5(:10012 + 3c10c12030 ZCZOCQC%O + 6c?oclzc%0
+10010012 — 12cloc12030 —|—4cloc21 + 6010020030 — lOclocfz + 56%00%2 — 60?00120%0
—}—180‘1‘0612030 86‘10620 6c10021 126‘10620630 12C%06'12C30 + 86%0642‘0 + 4c%oc%1

2
+2€10C12020 + 6C10C20030 — C12 +3c12c30 — €3

Parametrizando % por y : R® — J3(2,1), como em (4.3), a singularidade de % em p é equi-
valente a singularidade de 2 = y~'(%1) em y~!(p), como no caso timelike. Quando p é
spacelike, p é uma singularidade de %/ se, e somente se, a3g = az; = aj2 = ag3 = 0. Neste caso,

a singularidade de % é Z-equivalente a x% — x% —x% —|—x§.

Se p é lightlike, entdo j é uma singularidade de % se, e somente se, a3 = aj2 =0 e ax] = —2a%.
pelig p g 20
Quando az # 0, a singularidade de %; é equivalente a x% —|—x% — x% — x%. Porém, se a3y =0,

entdo a singularidade de % é equivalente a x%x% +xé — x% —x%.

Por fim, o resultado € provado para os pontos umbilicos spacelike e lightlike utilizando argumen-

tos de transversalidade andlogos aos do caso timelike. ]

Os pontos umbilicos spacelike sdo exatamente as singularidades do LPL na regido Rie-
manniana da superficie. Por outro lado, os pontos umbilicos timelike também sao singularidades
do LPL, mas nem toda singularidade do LPL na regido Lorentziana € um ponto umbilico. Por fim,
os pontos umbilicos lightlike sdo exatamente as singularidades do LD. Nos proximos resultados,

as singularidades do LD e do LPL sdo relacionadas com a multiplicidade do ponto umbilico.
Teorema 4.2.4. Sejam M C R? uma superficie suave e p € M um ponto umbilico lightlike. A

multiplicidade de p € 1 se, e somente se, o LD possui uma singularidade Morse em p.

Demonstracao: Tome a parametrizagao local ¢ : U — R? de M dada pelo Teorema 2.6.5,
com p = ¢(0,0) e j>f = x+ apy? + azox’ + ax1x*y + aypxy? +apy’. O LD de M é dado por
8 = F? — EG = 0. Utilizando a parametrizacdo ¢ para os célculos, o 2-jato de & é

728 = 6azx* +4ar xy + 2(2a32 + a12)y2.
Assim, o LD possui uma singularidade Morse se, e somente se,

2
— 6(102(130 — 3(112(13() 7§ 0.
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De (4.9), segue que o LD possui uma singularidade Morse em p se, e somente se, my(p) = 1. B

Teorema 4.2.5. Sejam M C R? uma superficie suave e p um ponto umbilico lightlike. Se o LD
é Z-equivalente a um polindmio quase-homogéneo em p, entdo mys(p) é igual ao nimero de

Milnor da singularidade do LD em p.

Demonstracao: Tome uma paramentrizacdo local ¢ : U — R:f de M, com p = ¢(0,0), na forma
de Monge ¢(x,y) = (x,y, f(x,y)). O LD de M é dado por 6 = 0, sendo

8(x,y) = frlxy) + filx,y)? — 1.

Como p € LD, segue que f(0,0) # 0 ou f,(0,0) # 0. Suponha, sem perda de generalidade, que
£x(0,0) # 0. Logo, £,(0,0) # 1 e G(0,0) > 0. Assim, do Teorema 4.2.1,

my(p) = dimg <a82b>
= dim &
oy — Sorf2 4 FePofos foe— o2 — foy+ f2 i)
. &
= d
T 0= )+ fefufor = 2= (1= 12))
. &
= d
e <fxy(fx2 - 6) +fxfyfyyafxx(f)c2 - 5) _fyy(fyz - 6)>
. &
= d
e <fx(fxfxy +fyfyy) _fxy5afx(fxxfx +fxyfy) _fy<fxyfx +fyyfy) + (fyy _fxx)5>
. &
= dim¢
<fx6y fxy6 fx fy5y+ (fyy fxx)8>
. &
= dimg
<6y— 2;’”6 fx6 %5y+(fyy—fxx)6>
dim. &
= C
(a-2o 5ok (50 -)9)
= dim(c 2
<6y 2ny6 6 . (fxfxx+fxyfy fxfyy) >
fx I3
. &
= dim¢

<3y-|-jfl5,5x-|-fz§>7

com

% f2 _ _2(fxfxx+fxyfy_foW).

=== e B

Como o LD é Z-equivalente a um polindmio quase-homogéneo, existe um germe de difeomor-

fismo & : (R?,0) — (R?,0) tal que P(u,v) = §(h(u,v)) é um polindmio quase homogéneo, isto
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¢, existem racionais i1,i, > 0 tais que
P(u,v) = < Py(u,v) + —Py(u,v).
I %)
Assim,
&
(8yoh+(fioh)(8oh),8.0h+(fr0h)(80h))
&
(8y0h+ f3P, 8,0 h+ fuP)’
onde f3 = fiohe fy = froh. Seja h = (hy,h), entdo

my(p) = dimc

= dim(c

ohy ohy ohy Jhy
P\ | @omg +@oemZn ) [ G Gr Seoh \ _ [ 8coh
P, - (8¢0 h8h1 5yh8h2 - dhy Ihy dy0h N &oh )
dv  dv
Como & € um difeomorfismo, detdh # 0 e
my(p) = dimc £
<5yoh—|-f3p,5xoh—|—f4p>
dim £
= C
oh h ol
<aul< ot fiP)+ D280 ht f3P), S (Beoht fuP)+ G230l + fiP )>
= dime 5y oh 828h oh
1 2 1 2
<au<6oh>+$<6y )+ P 80) + 528 0+ £ )
— dim &
~ TSP Y PR foP)
— dimg &
<Pu +fs (iPM + .1Pv) Pyt fo (iPM + .XPV) >
i 153 i 153
— dimg - 2 -
<(1+f5i—)P +f5 <1+f6 )Pv‘|‘f6l._Pu>
1 1
= dim(c 2
(Pu+ f1Py, P, + f3Py)
—di &
- R Ry
sendo on  oh oh  oh
_oMm o _Jm o2
fs= 3 fa+ 3 13, fe 3y fa+ 3, 13,
fsv fou

= eI
in (1+f5a) i (1+f6a)

Portanto, my(p) é igual ao nimero de Milnor de P. Mas P ~ &, logo my(p) é igual ao niimero
de Milnor de 6. |
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Corolario 4.2.3. Sejam M C R{’ uma superficie suave e p um ponto umbilico lightlike. Se
o LD possui uma singularidade simples em p, entdo my(p) € igual ao nimero de Milnor da

singularidade do LD em p.

Demonstracao: Todas as singularidades simples sdo Z-equivalentes a polindmios quase-
homogeéneos, logo segue do Teorema 4.2.5 que my(p) € igual ao nimero de Milnor da singulari-
dade do LD em p. |

Teorema 4.2.6. Sejam M C R? uma superficie suave e p € M um ponto umbilico timelike ou
spacelike. A multiplicidade de p € 1 se, e somente se, o LPL possui uma singularidade Morse

em p.

Demonstracao: O LPL de M ¢ dado por 5 =0, com § definido em (2.20). Se p é um ponto

umbilico timelike, tome a parametrizagdo local ¢ : U — R? de M dada pelo Teorema 2.6.3, com
p=¢(0,0)e

. k
Sf= E(xz —¥*) +azx’ +anx’y+anxy’ +apy’.

Assim,
728 = ((ar2—2a1 +3az0)x+ (3ao3 — 2a12 + a2 )y) ((ar2 +2a21 +3az0)x+ (3a03 +2a12+az )y).
Logo, o LPL possui uma singularidade Morse em p se, e somente se,

a%z —3apzaz — a%l +3aazg # 0.

Da equacgao (4.7), isso é equivalente a my(p) = 1 e o resultado segue.
Para o caso spacelike, tome a parametrizacao local ¢ : U — R{’ de M dada pelo Teorema 2.6.4,

com p = ¢(0,0) e

) k
Pf= P (x2 +y2) + @302 + ax1 X%y + anxy? +apsy”.

Assim, o LPL possui uma singularidade Morse em p se, e somente se,
2,-3 2, -3 0
ayy —3apzaz +az; —3appaz # 0.

Da equacdo (4.8), isso é equivalente a my,(p) = 1. [ |

Proposicao 4.2.2. Sejam M C ]R? uma superficie suave e p € M um ponto umbilico timelike.

As possiveis singularidade simples que o LPL pode ter em p sdo A, ,, D,f e E7.

Demonstracao: Tome uma parametrizacdo local ¢ : U — R? de M dada pelo Teorema 2.6.2
com p = ¢(0,0). Assim, o LPL em uma vizinhanga de p é dado por /(x,y)n(x,y) = 0, com
1(0,0) =n(0,0) = 0.



4.2. Multiplicidade de Pontos Umbilicos 87

As singularidades Ay, Eg € Eg sdo irredutiveis. Portanto, tais singularidades ndo sdo escritas
como o produto de / e n. Logo, ndo € possivel obter estas singularidades no LPL em pontos

umbilicos timelike. |
Teorema 4.2.7. Sejam M C R? uma superficie suave e p € M um ponto umbilico timelike.

(1) Se o LPL possui uma singularidade A;, , em p, entdo my(p) = k;
(2) Se o LPL possui uma singularidade D;Ek 4 ou D3, em p, entdo my(p) = 2;
(3) Se o LPL possui uma singularidade D, em p, entdo my(p) = 2 ou my(p) = k;

(4) Se o LPL possui uma singularidade E7 em p, entdo my(p) = 3.

Demonstracao: Considere a parametrizacao local ¢ : U — R% de M, com p = ¢(0,0), dada
pelo Teorema 2.6.2. Logo, o LPL de M € dado por §=In=0.ComoE=0eG=0emU,entio
F #0em U e do Teorema 4.2.1 segue que

my (p) = dimg

& -
(a,c)
(1) Suponha que o LPL tenha uma singularidade A, ;, em p. Assim, existe um difeomorfismo
local i : (R?,0) — (R?,0), tal que

[(h(u,v))n(h(u,v)) = 8 (h(u,v)) = u? —v?* = (u+v) (u—1%).

Sem perda de generalidade, considere /(h(u,v)) = u+vK e n(h(u,v)) = u—v*. Logo,

. & . & . &
=dim¢c — =dim¢c ———— =dimgc———— =*k.
mM(p) 1mc <n,l> 1mc <I’lol’l7loh> 1mc <u_vk’u_+_vk>
(2) Se o LPL possui uma singularidade Dzik 41 em p, entdo existe um difeomorfismo local

h:(R%,0) — (R?,0), tal que
[(h(u,v))n(h(u,v)) = 8 (h(u,v)) = v(u® £v**1).

Sem perda de generalidade, considere ((u,v)) = v e n(h(u,v)) = u*> £v?¥~1. Assim,

a2
(loh,noh)

&
= dim(c —2 =2.

. & .
mpy(p) = dime —— = dim¢ o £ VT

{;n)

Para o caso D;k, bastatomar/ ~gp ven~g u? —l—ka_z.

(3) Neste caso In ~z v(u+1v*~1)(u—vk~1) e existem duas possibilidades para a escolha de I

2k—

en.Sel~gpv,n~gpu*—v*2 entio mpy(p) = 2. Por outro lado, quando [ ~4 utvkle
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n~g v(uF vk segue que

. &
mlp) = dime ;2

= dim 2

- C(uj:vk_l,v(uZka_I»

— dim =2

B € (u vkl y(uF k=) 4 v(u £ vk-1))
: &

— dime —— 2
e (uEvE=1 uy)

= k.

(4) Como o LPL tem uma singularidade E7 em p, entdo existe um difeomorfismo local 4 :
(R?,0) — (R2,0), tal que

I(h(u,v))n(h(u,v)) = 8 (h(u,v)) = u(u® +v3).

Sem perda de generalidade, considere (/1 (u,v)) = u e n(h(u,v)) = u> 4+ v>. Logo,

&
(loh,noh)

&
= dim(c —2 =3.

. & .
my(p) = dimg img P

{L,n)
m

As diferencas apresentadas no caso D,,, onde my(p) pode ser 2 ou k, ocorrem pois nem
todas as singularidades do LPL na regido Lorentziana correspondem a pontos umbilicos. Por
exemplo, considere o caso da singularidade Dy . Entdo existem duas possibilidades para [ e n,

apresentadas na demonstragcdo do item (3), tais possibilidades sao ilustradas nas Figuras 19 e 20.

Figura 19 — Ponto umbilico timelike com singularidade D e multiplicidade 2. As curvas em azul e

vermelho representam / = 0 e 7 = 0. Os pontos em preto e azul indicam os pontos umbilicos
e as singularidades do LPL que ndo s@o pontos umbilicos, respectivamente.

4.3 Funcao Distancia ao Quadrado e a Caustica

No espaco Euclidiano, o contato entre uma superficie suave M C R3 e esferas euclidi-
anas € medidos pela aplicacdo distancia ao quadrado. As propriedades dessa aplicacdo foram
amplamente estudadas na literatura, como em (PORTEOUS, 1971), (BRUCE, 1984) e (BRUCE;
GIBLIN; TARI, 1999). No espaco Minkowski, € possivel obter uma aplicacdo andloga. Sao
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Figura 20 — Ponto umbilico timelike com singularidade D, e multiplicidade 3. As curvas em azul e
vermelho representam / = 0 e 77 = 0. Os pontos em preto e azul indicam os pontos umbilicos
e as singularidades do LPL que ndo s@o pontos umbilicos, respectivamente.

apresentados a seguir a constru¢do desta aplicacdo e a definicao da cdustica em R% dados em
(TARI, 2012).

SejaM C ]R? uma superficie suave. A familia distancia ao quadrado em M ¢ a aplicagio
dZ:Mle? — R dada por
d*(p,v) = (p—v,p—v).
Para cada v € R, denote por d2 : M — R a aplicagio definida por d2(p) = d*(p,v).

Dada uma parametrizagado local ¢ : U — R% de M, considere d* : U x ]R% — R com

d*((x,),v) = (@(x,y) = v, @(x,y) — ). (4.11)

Da equacdo (4.11), segue que a aplicacao distancia ao quadrado mede o contato entre uma
superficie suave M C R% e as pseudo-esferas de R?. Assim, a familia distancia ao quadrado pode

ser vista como uma deformacio a 3-parametros da aplicacdo f : U — R dada por

fxy) = (0(x,y),0(x,y)).
A caustica de M, denotada por C(M), é o conjunto bifurcacio da familia d? definido em (2.1).
Dado v € R}, a aplicagiio d> é singular em um ponto g € U se, e somente se,
(9(q) —v,0:(q)) = (¢(q) — v, 9:(q)) =0,

ou seja, se @ — v € paralelo a @, X @y em g. Isto ocorre quando existe algum escalar  tal que

¢ —v = (@, x ¢,) em g. A singularidade de d? em g é degenerada se, e somente se,

242 \° 9, Id
(55.0) - 52 @% % @=o.

Como ¢ —v = u(@x X @y), segue que

0%d? _ 0%d?

9%d?
=FE [ d
ox? ub 0xdy

dy?

= F + um,

=G+ un.
Portanto, d& possui uma singularidade degenerada se, e somente se, ¢ —v = (@ X @y) €

(m* — Ia)u? — (IG — 2mF +AE)u+ (F* — EG) = 0. (4.12)



90 Capitulo 4. Multiplicidade de Pontos Umbilicos

Logo, a cdustica C(M) é dada por
C(M) ={9(q) — k(9:(q) X 9,(q)) : g € U e p é solugdo de (4.12)}.

Nos pontos de M \ LD, é bem definido um vetor unitdrio N normal a superficie. Assim, a

caustica pode ser reescrita como o conjunto dos pontos onde ¢ —v = AN e
KA*—2HA+1=0

sendo K e H as curvaturas Gaussiana e Média de M \ LD, respectivamente. Assim, A é igual a

menos os raios de curvatura e C(M) coincide com a superficie focal de M \ LD.

O modelo local da cdustica depende da Z-singularidade da aplicacdo distincia ao
quadrado. Em uma superficie genérica a aplicacao dv2 pode ter singularidades A;—L, A, A3i, Age
Df. Nos pontos onde dg possui uma singularidade AT, C (M) é vazio. A cdustica é uma superficie
suave nos pontos onde d2 possui uma singularidade A,. Por fim, o conjunto dos pontos onde d?
possui uma singularidade Az ou mais degenerada é chamado de ridge de M. A imagem da ridge

na cdustica sdo os pontos singulares de C(M) e é denominado de curva rib.

Em pontos umbilicos de M a aplicagdo distancia ao quadrado possui uma singularidade
DjIE ou mais degenerada de corank 2. Uma pergunta natura é: os pontos umbilicos de multiplici-
dade 1 sdo exatamente aqueles onde a aplicagdo distancia ao quadrado possui uma singularidade
Djf? Entretanto, a resposta € ndo. De fato, sejam M C R? uma superficie suave e p € M um

ponto umbilico. Suponha, utilizando uma translacdo, que p € a origem.

Caso 1: p é um ponto umbilico timelike. Seja ¢ : U — R% a parametrizacdo local de M dada
pelo Teorema 2.6.3, com p = ¢(0,0) e

.k
Pf= B (xz _yz) +azox” +axx’y -+ anxy +agy’.

A aplicacdo d? possui uma singularidade degenerada em p se, e somente se, v = (0, 1 7,0). Neste

caso,

. 1 2
jdy = 2% (a30%° + @212y + appxy* +agsy?) -

Portanto, d2 possui uma singularidade D4 se, e somente se,
—4a30a12 + 61216112 + 18apzazazpair — 461036121 2761036130 #0.
Por outro lado, a multiplicidade p € 1 se, e somente se,
—at, —3azpaiy +a3; +3agzaz # 0.

Assim, as condigdes para que s (p) = 1 e para que d? tenha uma singularidade fo sdo distintas.
Por exemplo, se azgp = az; = 0eajp # 0, entdo my(p) =1 e df nao possui uma singularidade

fo. Por outro lado, se a3p = 1, ax1 = aj2 =0 e agsz # 0, entdo dv2 tem uma singularidade DjlIE e

my(p) # 1.
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Considerando a parte ctbica de 72 f nas formas (1) ou (4) do Teorema 2.6.6, que sdo 0s
casos que ocorrem em um ponto umbilico timelike genérico, segue que mys(p) = 1 se, e somente
se, b2 —a? —3a = 0. Porém, a singularidade de d& é fo se, € somente se, (bz —4da)a #0. A

Figura 21 apresenta tais curvas no plano ab dos parametros.

Figura 21 — Condig¢des para que um ponto umbilico timelike possua multiplicidade maior que 1 (curva
azul) e para que a aplicagdo distincia ao quadrado ndo tenha uma singularidade D4jE (curva
laranja).

Caso 2: p é um ponto umbilico lightlike. Seja ¢ : U — R? a parametrizacdo local de M dada
pelo Teorema 2.6.5, com p = ¢(0,0) e

, k

Pf=x— Eyz +a3ox’ +anx’y+anxy” +agy’.
A aplicagio d? possui uma singularidade degenerada em p se, e somente se, v = (%,0, %) Neste

caso,

, 2 k>
jdi= z (aaox3 +ayx’y+ (6112 + 3) xy* +a03y3) -

Portanto, dg possui uma singularidade fo se, e somente se,

2\’ 2 2\ K2 3 2 2

—4asg <a12 + 3) +ay; <a12 -+ E) + 18apzaz;asg (a12 + 3) —4apzay| — 27ayza3 #0.

Por outro lado, a multiplicidade p € 1 se, e somente se, Za%1 —3k%azy — 6aj2az = 0. Portanto,

as condicdes para que my(p) = 1 e para que d? tenha uma singularidade fo sao distintas.
2 .

Por exemplo, se a3g = agz =0, ajp = —% e ay) # 0, entdo mMz(p) = 1 e d? ndo possui uma

singularidade Df. Por outro lado, se azg =1, ax; =0, ajp = —% e ap3 # 0, entdo d‘% tem uma

singularidade D7 e my(p) > 1.

Caso 3: p é um ponto umbilico spacelike. Seja ¢ : U — R? a parametrizacio local de M dada
pelo Teorema 2.6.4, com p = ¢3(0,0) e

. k
Ph= 5 (2% +¥%) +azox’ + azix’y + arpxy® + agsy’.
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A aplicagio d? possui uma singularidade degenerada em p se, e somente se, v = (0,0, %) Neste

caso,

_ 1 2
jds = T2 + k (a.%ox3 +ap1 Xy + apxy? +a03y3) :

Portanto, d? possui uma singularidade D4i se, € somente se,
3 2 2 3 2 2
—4a30a12 + a5 a1, + 18apzaziazpain — 4a03a21 —27ag;a3, #0.
Por outro lado, a multiplicidade p € 1 se, e somente se,
1 +3 5143 0
—ai, +3azoaiz — ay; +3apzaz # 0.

Portanto, as condi¢des para que my(p) = 1 e para que d? tenha uma singularidade Df sdo
distintas. Por exemplo, se azp = az; =0 e ajp # 0, entdo my(p) =1 e d& ndo possui uma
singularidade Df Por outro lado, se a3p = 1, az; = ajp = 0 e aps # 0, entdo dv2 tem uma
singularidade D7 e mpy(p) > 1.

De (BRUCE, 1984), segue que a parte ctibica de j> f pode ser escrita como
(a+1)x> +bx*y+ (a—3)xy> +by’.

Assim, my(p) = 1 se, e somente se, a* + b? # 9. Porém, a singularidade de a,’v2 é Df se, €
somente se,
—27 + 184 — 8a° + a* + 18b% + 24ab” + 24°b*> + b* +£ 0.

A Figura 22 apresenta tais curvas no plano ab dos parametros.

b

A

Figura 22 — Condicdes para que um ponto umbilico spacelike possua multiplicidade maior que 1 (curva
azul) e para que a aplicacdo distincia ao quadrado ndo tenha uma singularidade Df (curva
laranja).

Portanto, nos trés casos segue que a multiplicidade 1 ndo implica que a aplica¢do distancia

ao quadrado possua uma singularidade Df e vice-versa. Entretanto, d> é uma deformacio a
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3-parametros de d2. Assim, se d> possui uma singularidade Df, é possivel que d? seja uma

deformagdo Z-versal?

Teorema 4.3.1. Sejam M C ]R? uma superficie suave, p € M um ponto umbilicoe v € ]R? tal
que d? tenha uma singularidade D4i em p. A familia d> é uma deformacio % *-versal de d se,

e somente se, my(p) = 1.

Demonstracio: Como d2 possui uma singularidade D7, existe W = (w1, y») € Z tal que
dv2 oy (X,Y) =XY?£X3. Como y é um germe de difeomorfismo, segue que

<ad2 q/,aaiﬁo@ _ <(ax»oq,)awl (aa‘i‘?OW>%a<3a‘f°W)a""+(

= (Y2+£3X%2XY).

1//) %> (4.13)

De (4.13), note que

2 2
g€ <aad ,aa ><z>gol;/€ (Y2 £3X2%,2XY). (4.14)

Logo, //123 C <aa‘i , 9d; > De fato, dado g € .#3, como y € Z observe que j*>(goy)=0e

goy € .3 C (Y?£3X%2XY).

e Al dd> dd>
Da equivaléncia (4.14), segue que g € { 5, o)

Portanto, para que al2 seja uma deformagéo %- Versal de d2 basta que o 2-jato de a—dz(x ¥,0,0,0),
ad (x y,0,0 0) (x v,0,0 0) o (x ¥,0,0,0) e (x ¥,0,0,0) gerem todos os polindmios
de grau menor do que ou igual a 2 em x e y, onde d2 € visto como uma fung¢do nas varidveis

(x,y,u,v,w).

Seja p um ponto umbilico timelike. Tome a parametrizacdo local ¢ : U — ]R? de M dada pelo

Teorema 2.6.3, com p = ¢(0,0) e

k
5 (x2 - yz) +azx’ + a1 X7y + apxy® + agzy”.

.3_
Jf—2

Para que a fung¢@o distancia ao quadrado esteja bem definida em p, € necessario que k # 0. Como

dg possui uma singularidade Djf em p, segue que v = (0, %,O) e
2
a12a21 — 4a03a21 461126130 + 18agzaipaziazo — 2761036130 #0.

A fungio d? é dada por

) = (00en) + (=g ) o)+ (v o) )
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Logo,
Pa 000 - 20w r2my e
]z%i(x 10.0.0) = _2(a21x2—l—2a}€2xy—|—3a03y2)7
%L (x5,0,0,0) = 2x,
P2 (x,3,0,0,0) = k—k?,
2L (x,,0,0,0) = —2y

e d? é uma deformacdo Z-versal de df se, e somente se, 3azgx” + 2ar1xy + alzyz, a1 x> +

2airxy + 3ao3y2 e kx? — ky2 sdo linearmente independentes. Isto ocorre quando

3az0 2a1 an
det ar;  2apx 3aps = —2k(a%2 +3azpan — a21 361036121) # 0.
k 0 —k

Como k # 0 e a multiplicidade de p é 1 se, e somente se, —a%z —3azparn + a%l +3agzaz; #0, o

resultado segue.

Os casos em que p é um ponto umbilico spacelike e lightlike sdo andlogos. ]
Assim, do Teorema 4.3.1, as curvas em laranja nas Figuras 21 e 22 representam 0s

parametros para os quais a aplicag@o distancia ao quadrado d‘% ¢ Z-versalmente deformada. No

caso spacelike, o resultado condiz com a Proposi¢ao 4 de (BRUCE, 1984), como era esperado.
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CAPITULO

FAMILIAS DE SUPERFICIES A
1-PARAMETRO

Neste capitulo, estudamos fendmenos que aparecem em familias de superficies genéricas
a 1-parametro no espago Minkowski: pontos umbilicos timelike onde o LPL possui uma singula-
ridade A5, pontos umbilicos timelike planos, pontos umbilicos lightlike e as interse¢des entre o
LD e o LPL com ordem de contato 4.

Nos principais resultados sdo obtidos os modelos de bifurcacdo de algumas curvas
especiais sobre a familia de superficies, sendo elas o conjunto dos pontos onde a métrica é
degenerada, o discriminante da EDB das linhas de curvatura, o conjunto parabdlico e o conjunto

onde a curvatura média se anula.

5.1 Propriedades de Codimensao 1

Sejam M C R? uma superficie suave, ¢ a aplicagdo Monge-Taylor definida Secdo 4.1
e M a imagem de M por ¢. Do Teorema 4.1.1, se um ponto p em uma superficie genérica M
possui uma propriedade (P) de codimensio 0, entdio M e a subvariedade de J¥(2, 1) definida por
(P) sdo transversais em @ (p). Portanto, uma perturbagio suficientemente pequena da superficie

M preserva as propriedades de codimensao 0, pois a transversalidade € estavel.

Por outro lado, propriedades com codimensao 1, ver Defini¢do 4.1.1, ndo sdao generica-
mente preservadas por perturbacdes nas superficies. Entretanto, dada uma familia adequada de

superficies, tais propriedades sdo preservadas apds perturbagdes na familia.

Definicsio 5.1.1. Sejam M uma superficie suave e p € M um ponto com uma propriedade (P) de

codimensdo 1. Uma familia M; a 1-parametro de superficies no espaco Minkowski, dada por

¢ : U — M,
(X,y) L (xvyvht(x7y)):(xvijl(xvy?t))
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para alguma fungio diferencidvel & : U x R — R, é uma boa familia de M no ponto p se My =M
e
¢: (R2,0)x(R,0) — J*2,1)
((e3)t) > Sl

é transversal ao germe da subvariedade de J¥(2, 1) definida por (P) em ¢(p).

Teorema 5.1.1. Seja X C JX(2,1) uma subvariedade. Para um conjunto aberto e denso de
mergulhos da familia M; de M em R% a aplicacio Monge-Taylor ¢ : M, — J*(2,1) é transversal
aX.

Demonstraciao: Andloga a demonstracdo do Teorema 4.1.1. |
Corolario 5.1.1. Uma boa familia de superficies M; de M é genérica.

Demonstraciao: Da defini¢do, segue que uma familia M; de M € uma boa familia quando a
aplicacio Monge-Taylor for transversal a subvariedade de J(2, 1) definida pela propriedade (P).
Mas, segue do Teorema 5.1.1 que tal transversalidade ocorre genericamente. LLogo, uma boa
familia € genérica. n

Pontos umbilicos estdveis, isto €, de codimensao 0, ja foram estudados na literatura. No
espaco Euclidiano € sabido que o discriminante da EDB das linhas de curvatura possui em super-
ficies genéricas uma singularidade AT (BRUCE; FIDAL, 1989; SOTOMAYOR; GUTIERREZ,

1982) e as configura¢des genéricas das linhas de curvatura sdo apresentadas na Figura 23.

(a) Lemon (b) Monstar (c) Star

Figura 23 — Configuracdes genéricas das linhas de curvatura em pontos umbilicos no espaco Euclidiano.

No espago Minkowski, pontos umbilicos spacelike se comportam de maneira andloga
ao caso Euclidiano e os pontos umbilicos timelike ocorrem em singularidades do LPL. Em
superficies genéricas, o LPL possui uma singularidade A| em pontos umbilicos timelike. A
Figura 24 apresenta as configuragdes genéricas para as linhas de curvatura em pontos umbilicos
timelike 1ZUMIYA; TARI, 2010).

Pontos umbilicos de codimensdo 1 surgem quando uma, e somente uma, condi¢do

adicional € imposta sobre estes pontos. Pontos umbilicos de codimensao 1 no espaco Euclidiano
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(d) 2S+IN (e) 1S+2N

Figura 24 — Configuracdes genéricas das linhas de curvatura em pontos umbilicos timelike.

ja foram estudados, ver por exemplo (BRUCE; GIBLIN; TARI, 1995), (BRUCE; GIBLIN; TARI,
1999) e (GUTIERREZ; SOTOMAYOR; GARCIA, 2004). Os resultados para pontos umbilicos
spacelike sdao andlogos aos casos Euclidianos, por isso serdo ser tratados aqui. Este trabalho

contempla trés casos:

(1) Pontos umbilicos timelike onde o LPL possui uma singularidade As.

(2) Pontos umbilicos timelike planos onde o LPL e o conjunto parabdlico possuem uma singula-

ridade Morse.

(3) Pontos umbilicos lightlike onde o LD possui uma singularidade A; e o LPL possui uma

singularidade As.

Sao estudadas as deformacdes de algumas curvas especiais, sendo elas o conjunto dos pontos
onde a métrica € degenerada (LD), o discriminante da EDB das linhas de curvatura (LPL), o

conjunto parabdlico e o conjunto onde a curvatura média se anula (CMN).

As configuracdes das linhas de curvatura também podem gerar pontos umbilicos de
codimensao 1, como os pontos umbilicos onde o LPL possui uma singularidade A, mas as
linhas de curvatura ndo possuem uma configuracdo genérica apresentada nas Figuras 23 e 24.

Entretanto, tais pontos e as deformacdes das linhas de curvatura ndo sdo estudadas neste trabalho.

Do Capitulo 3, segue que genericamente o LD e o LPL se intersectam com ordem de
contato igual a 2. Tais interse¢des sdo estaveis e possuem codimensdo 0. Porém, conforme a

ordem de contato estre as curvas aumenta, a codimensao dos pontos de intersecdo também
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cresce. Além dos pontos umbilicos (1), (2) e (3) listados anteriormente, um outro fenomeno de

codimensao 1 estudado nesse capitulo é
(4) Pontos de intersecdo entre o LD e o LPL com ordem de contato igual a 4.

Através de familias de superficies a 1-pardmetro, tais pontos sdo perturbados e as configuragdes

entre o LD e o LPL sao analisadas.

5.2 Pontos Umbilicos Timelike com Singularidade A5 do
LPL

Sejam M C R? uma superficie suave, p € M um ponto na regido Lorentzianae ¢ : U — R%
a parametrizacdo local de M dada pelo Teorema 2.6.2 com p = ¢(0,0). Como a pseudo-métrica
€ ndo degenerada em pontos da regido Lorentziana, segue que F' # 0 em U. Assim, a EDB das
linhas de curvatura de M com relacio a ¢ é fidy* + Idx> = 0. Portanto, o LPL é a curva em U
definida por 61(0), onde

6 = 1(x,y)A(x,y)-

Considere a aplica¢io @ : U — J¥(2,1) x J¥(2,1) dada por @(x,y) = (j*

(x.y
cacdo ¢ € utilizada para estudar pontos umbilicos lightlike onde o LPL possui uma singularidade

Tk = .
)l ) ](x,y)”)' Esta apli-

A3, ao invés da aplicacio Monge-Taylor definida anteriormente. Note que J*(2,1) x J¥(2,1)

(k+2)(k+1)

pode ser identificado como R . No caso k = 1, o ponto (ago,a10,a01,b00,b10,b01) de

RS ¢ associado a (ago + a1ox + ao1y, boo + brox +bory) em J'(2,1) x J'(2,1). Se
J'T= ago+aiox+aory e J'7i = boo + b1ox + bory,

entdo p é um ponto umbilico se, e somente se, agg = bgg = 0. Neste caso, j25 = (ajox+

ao1y)(b1ox + bo1y). Assim, o LPL possui uma singularidade A| em p se, e somente se, a10bo; —
ap1bio # 0.

Seja ¢4, o conjunto dos germes (M, p), com M C ]R? uma superficie suave e p € M um
ponto umbilico timelike onde o LPL possui uma singularidade mais degenerada que A; . O con-
junto ¥ pode ser visto como um subconjunto do espago das fungdes € ((R?,(0,0)), (R3, p)),
relacionando (M, p) com uma parametrizagdo de M em uma vizinhanga de p. Assim, ¢, é
munido com a topologia induzida por €~ ((R?,(0,0)), (R3, p)) e (M, p) € 4, € dito genérico se

pertence a um subconjunto aberto e denso de ¥.

Teorema 5.2.1. Dado (M, p) € ¢ genérico, o LPL possui uma singularidade A5 em p.

Demonstracao: Seja ¢ : U — R? a parametrizagdo local de M dada pelo Teorema 2.6.2 com
p=¢(0,0). Se
J' T = ago + aiox +aory + azox® + arxy + agy?,
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J'7 = boo + b1ox + bory + box* + by1xy + bogy?,

entdo agg = 0, bgo =0, ]28 = (ayox + ao1y)(b1ox + bo1y) e ajobor — ap1bio = 0, pois em p o
LPL ndo possui uma singularidade A. Genericamente, suponha que ajg # 0 ou by # 0. Assim,

ap6s mudangas de coordenadas, 6 ~g £ (x* — A2y*), com
A1 = —agaxnb bio — a3gagb 2 by —atgaorb 3ob
1 = —ap1a20010 T a10a01a11010 — A10a02010 + a10ay1 020 — a1p@o1011 + ajpLo2-

Logo, quando A # 0 o LPL possui uma singularidade A5 em p e a condi¢do A # 0 € genérica,

pois A1 € um polindmio ndo constante com relagdo aos coeficientes de [ e 7. ]

Teorema 5.2.2. Os pontos umbilicos timelike onde o LPL tem uma singularidade A5 possuem

codimensao 1.

Demonstracdo: Defina em J = J2(2,1) x J?(2,1) a subvariedade B dada por

(
apo =0,

boo =0,
aiobor — ap1b10 =0, 5.1
aio+biy # 0,

L A1 #0.

Sendo M C R? uma superficie suave, p € M um ponto na regido Lorentzianae ¢ : U — R?
a parametrizacdo local de M dada pelo Teorema 2.6.2, com p = ¢(0,0), entdo p é um ponto

umbilico timelike onde o LPL possui uma singularidade A se, e somente se, ¢(p) € B.

Para provar que B possui codimensio 3, defina a aplicacio f : J — R> dada por

F(P) = (aoo, boo, aroboi — aoibio, aig + big, A1),

onde P = (a()(),al(),a()l ,an0,a11 ,a()z,b()(),bm,b()],bz(),b]] ,b()z). SejaN C RS a subvariedade dada
por N = {(0,0,0,u,v) € R : uv # 0}. Se f(P) € N, entio ajo # 0 ou byg # 0, assim

{(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0)} C dfp(TpJ).

Como T 00,4, N € gerado por {(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)}, segue que f € transversal a N. Como
B = f~1(N) e N possui codimensio 3, a codimenséo de B é 3. [

No decorrer da se¢do, sejam (M,p) € % e ¢ : U — R% a parametrizacdo local de M
dada pelo Teorema 2.6.2 com p = ¢(0,0) e

JH = ago+ ayox + agy + axx® + anxy + agy?,

J'7 = boo + b1ox 4 bo1y + baox* 4 by 1xy 4 booy?.

Suponha que o LPL possui uma singularidade A5” em p, ou seja, as condigdes (5.1) sdo satisfeitas.
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Para estudar as deformacdes de uma superficie com um ponto umbilico timelike onde
o LPL possui uma singularidade Az, seja M; C ]R{? uma familia de superficies, onde cada M, é

parametrizada localmente por

. U — RS

" o (5.2)
(x,y) > h(x,y,1)

com h diferencidvel. Denote por E(x,y,t), F(x,y,t), G(x,y,1), I[(x,,t), m(x,y,t) e ii(x,y,t) 0s

coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais de M; em (x,y) € U com relacdo a ¢;.

Teorema 5.2.3. Uma familia de superficies M; C R{’, onde cada M, ¢é parametrizada localmente
por (5.2) com k(x,y,0) = ¢(x,y), %‘f e %(pf direcoes lightlikes, para todo ¢ na familiae (x,y) € U,

¢ uma boa familia de M se, e somente se, ajoit; (0,0,0) — b1ol,(0,0,0) # 0.

Demonstracao: A partir da familia M; dada no enunciado, defina

¢: UxR — J*2,1)xJ?(2,1)

((x,y),1) — ((zx%)laj( i) i),

ou seja,
5 by 2

Para que M; seja uma boa familia de M, € necessario que ¢ seja transversal a subvariedade B de
J1(2,1) x J'(2,1) definida por (5.1) em p = §(0,0,0).

S R i iy
(p: (lul)ml)Mi l N 7ﬁX7ﬁy7% g m) .

Tome a parametrizagio local w : W C R? — J?(2,1) x J?(2,1) de B, dada por

X2X6
W(xla" : 7-x9) = (O,Xl," ) 7x570,x67T7x77x87-x9) .

Como p € B, segue que ajg # 0 ou big # 0. Suponha que ajg # 0, o outro caso é analogo.
Logo, p = y(aio,a01,a20,4a11,a02,b10,020,b11,b02). Assim, { é transversal a B se, e somente
se, T;B®d{(0,0,0) = J?(2,1) x J*(2,1) ~ R'2. Calculando as derivadas de ¢ e y, verifica-se
que a condigdo de transversalidade é equivalente a Aj(a107;(0,0,0) — b1ol;(0,0,0)) # 0. Como
A1 # 0, segue que M, é uma boa familia de M se, e somente se, aoit; (0,0,0) # b1ol;(0,0,0). B

Desse modo, uma boa familia de M € definida de acordo com as parametriza¢des dadas
pelo Teorema 2.6.2. Expressar a condi¢do para M; ser uma boa familia de M em termos de uma
parametrizacdo na forma de Monge € util para obter exemplos e facilitar os calculos. Como
p pertence a regido Lorentziana, tome a parametrizacdo local ¢y : U — R? de M dada pelo
Teorema 2.6.3, com p = @y;(0,0) e

P =cx’ —cy® +c30x° + X’y + ciaxy’ + oy
Teorema 5.2.4. Sejam M, C R% uma familia de superficies, dada por

Om; - \% — M,
(x,y) > (h(x,y),y) = (x,h(x,0,1),y)
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para alguma #h diferencidvel com hg(x,y) = g(x,y). Entdo, M; é uma boa familia de M se, e

somente se,

—211yy(0,0,0) 4+ 3¢30/1:(0,0,0) + c12/11:(0,0,0) — 211 (0,0,0) # 0.

Demonstracao: Em um ponto ¢ = @y, (x,y) de M; o plano tangente é gerado pelos vetores

a(PMt _ a(th _
3 (x,y) = (I, he(x,,1),0) e Iy (x,y) = (0,hy(x,y,1),1).
Um vetor
_ doy, Py,
w=Wwi

Ox (x,y)+w2 ay (xvy)ETth

¢ lightlike se, e somente se, (w,w) = 0. Isso ocorre quando

wi = —he(x,y,0)hy(x,y,1) £ \/1 +he(x,y,0)2 = hy(x,3,0)2 e wyp= L4+he(x,,0)%

Portanto, os campos de vetores lightlike em M; sao dados por

9 d
Vi = (_hx(x,y,t)hy(x,y,t) + \/1 + hy(x,,1)? —hy(x’y”)z) ;D)Ach () (;P;h_

Sejam [, 7 e 7 os coeficientes da segunda forma fundamental de M, calculados com a parametri-
zacdo ¢, de M; utilizada no Teorema 5.2.3. Na regido Loretziana de M;, os coeficientes [, m e n

da segunda forma fundamental estdo bem definidos e
aloflt (0, 0, 0) - blol_,(0,0, 0) 7& 0 aon; (0,0, 0) — blolt(0,0, 0) 75 0.

Sendo N, : M; — S% a aplicacdo de Gauss de M;, vale que

2% 2% ¢;
l=(=—,N =(=—=,N; ).
<ax8x’ > ° <ayay’ >
Mas, como 9 ¢;/dx e ¢, /dy sdo as direcdes lightlike, segue que 92 ¢, /dxdx e d*@;/dydy sdo
as derivadas de V; na direcdo V, e de V_ na direc@o V_, respectivamente. Assim, como N; ndo
depende da parametrizagdo, € possivel expressar os coeficientes da segunda forma fundamen-

tal de M; com relacdo ¢; através da parametrizagido ¢@y,. Observando que ajo = ,(0,0,0) e
b1o = n,(0,0,0), entdo ajon,(0,0,0) — b1ol(0,0,0) = 0 se, e somente se,

3C3Ohxyt (0,070) + Cthxyt (0707 0) - CZlhxxt (07070) - C21hyyt(07070) =0.

Teorema 5.2.5. SejaM C Rf uma superficie suave e p € M um ponto umbilico timelike onde
0 LPL possui uma singularidade A5, entdo na deformagdo do LPL através uma boa familia
M; de M surgem duas curvas regulares disjuntas para um sinal de ¢ € uma curva com duas

singularidades A} para o outro sinal, como na Figura 25.
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A

TN

Figura 25 — Deformagdes da singularidade A5 do LPL através de uma boa familia de superficies. As
curvas em vermelho representam o LPL. Os pontos em destaque sdo os pontos umbilicos.

Demonstrac¢io: Uma deformagdo %-versal da singularidade A5 € dada por
fy,uvw) = £ —y* +uy® +vy+w).

Entretanto, em familias de superficies a 1-pardmetro nao € possivel obter uma deformacgao
Z-versal da singularidade A5 do LPL. A deformac@o da singularidade A5 do LPL induzida pela
familia M, é

& (x,y) ~a £ = Aly* +u(0)y® +v()y +w(r)),
onde u, v e w sdo germes de funcdes diferencidveis. Esta deformacao resulta no germe de uma

curva diferenciavel y(¢) = (u(t),v(t),w(t)) no espago de pardmetros uvw com

vO= (allo\;lo’o’o> '

Um ponto g = ¢ (x,y) € M, é uma singularidade do LPL se, e somente se, ¢ ¢ um ponto umbilico,

ou seja, [(x,y,t) = ii(x,y,t) = 0. Portanto, cada zero da fungdo

o,: UCR? — R?

(6y) = (nyi1),2(x,y,1)).

representa uma singularidade do LPL de M;. Ap6s mudangas de varidveis, segue que

) _ -
ajn(aiong(0,0,0) — b9l (0,0,0))t
Gt(x,y) ~ o <x, 10( 10 f( ) 10 f( )) +y2) ‘
A
Portanto, quando 7 # 0, o; pode ter 0 ou 2 zeros dependendo do sinal de

(a107:(0,0,0) — b19[;(0,0,0))r
Al '

(5.3)

Quando (5.3) for positivo, 0; ndo tem zeros e o LPL de M; ndo possui singularidades. Porém,

quando (5.3) for negativo, o; tem 2 zeros distintos € o LPL de M; possui duas singularidades.

Quando (5.3) € negativo, a unica possibilidade é y pertencer ao estrato (IV) da Figura 3 no
Capitulo 2, pois existem duas singularidades. Por outro lado, quando (5.3) € positivo, v deve estar
nos estratos (IX) ou (X), pois y € regular e transversal ao plano vw do espago de pardmetros

uvw. Portanto, a deformag¢ao do LPL com singularidade A5 € como apresentada na Figura 25. B
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5.3 Pontos Umbilicos Timelike Planos

SejaM C R% uma superficie suave, um ponto umbilico spacelike ou timelike p € M € dito
plano quando as curvaturas principais sao nulas, isto €, quando p pertence ao conjunto parabdlico.
Se p € um ponto umbilico timelike plano, entdo 7,M é timelike e segue que (1,0,0) ¢ 7,M ou
(0,1,0) ¢ T,M. Suponha, sem perda de generalidade, que (0,1,0) ¢ T,M. Por isso, nesta segdo
a aplicacdio Monge-Taylor é tomada com w = (0, 1,0) € R3, como definida na Segio 4.1. Pontos
umbilicos planos ndo sdo genéricos. De fato, o proximo teorema mostra que tais pontos possuem

codimensao 1.

Teorema 5.3.1. Os pontos umbilicos timelike planos possuem codimensido maior do que ou

igual a 1.

Demonstracao: Seja M C ]R? uma superficie suave e p € M. Tome uma parametrizagao local

¢ : U — R} de M, dada por ¢(x,y) = (x, f(x,y),y), com p = ¢(0,0) e
J2f = aoo +arox +aory -+ axx* 4 apxy -+ agy*.

Assim, p € um ponto umbilico timelike plano se, e somente se,

(a(2)1 - 1)“20 — (a%o + 1)002 = 0,
(2o + )ai —2araoazy = 0, (5.4)
a%l —ap2da0 = 0.

Seja S a subvariedade de J = J? (2,1) definida por (5.4). Das duas primeiras equacdes de (5.4)
segue que
(ag, — Daxo _ 2ajpao1a20
— 5 ap = ——%————
ajp+1

Substituindo estes valores na terceira equagdes, verifica-se que

2
\/ajp+1
ap =4+ ——

Para a primeira condigdo, tome a parametrizagio local y; : R? — J de S dada por

az) = 0 ou

vi(aoo,aio,ao01) = (aoo,aio,dor,0,0,0).

Para a segunda condicdo, considere as parametrizac¢des locais ¥, ¥z : R x (—\%, \%) xR —J

de S dadas por

2
aio +1 2(11()6120 4a%0a20

W2 (ago,aio,a) = | ao,aio, ————,a20, , ,
Ji-3a,  Jadyr1y/1-3a, @+ D1 =34
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2
a10 +1 2a10a20 4(1%0(12()

w3 (apo,aio,a) = | ac,ai0, ————,a20, — )
J1-3a2, \/a%0+1\/1—3a%0 (afp+ 1)(1—3afy)

A partir de y;, i = 1,2,3, segue que S possui codimensdo 3. Portanto, qualquer subconjunto

possui codimensao maior do que ou igual a 3. |

Seja % o conjunto dos germes (M, p), com M C ]R? uma superficie suave e p € M um
ponto umbilico timelike plano. O conjunto %, pode ser visto como um subconjunto do espago das
fungdes € ((R?,(0,0)), (R}, p)), relacionando (M, p) com uma parametrizagio de M em uma
vizinhanga de p. Assim, % é munido com a topologia induzida por € ((R?,(0,0)), (R}, p)) e

(M, p) € %, é dito genérico se pertence a um subconjunto aberto e denso de %.

No decorrer da se¢do, exceto quando for mencionado o contrdrio, dado (M, p) € %,
tome a parametrizacao local ¢ : U — R{’ de M dada pelo Teorema 2.6.3 com p = ¢(0,0). Como

p € um ponto umbilico timelike plano, segue que
P f = ax’ +anx’y+ainxy® +apzy’.

Proposi¢io 5.3.1. Dado (M, p) € % genérico, o LPL possui uma singularidade A; em p.

Demonstracao: De (2.20), o LPL é dado por 51 (0) com 26 = caox® + c11xy + cony?, sendo

0 = 43azo—2ax1 +ain)3azo +2ax +arn),
ci1 = —24(—azoaz —3azpags +azan — apnag),
co = 4(ax —2ain+3an)(ax +2a12+3a03).

Observe que c%l —4dcpocop = 256A% com
2 2
A = —ay; + 3azpain + ay, — 3az1ap3.

Portanto, p é uma singularidade A, do LPL se, e somente se, A # 0. Como A # 0 é uma

condicdo genérica, pois Ay é um polindmio, o resultado segue. |

Proposicao 5.3.2. Dado (M, p) € % genérico, o conjunto parabdlico possui uma singularidade
A;—L em p.

Demonstraciio: De (2.23), o conjunto parabélico é dado por K~1(0) e j2K = koox? + ky1xy +
kozyz, sendo

kz() = 4((1%1 — 3a30a12),
kiy = 4(az1a12 —9azpa03),
koo = 4(a%2 —3an1a03).

Observe que k%l — 4krokor = 48A3 com

2 2 3 3 2 2
A3 = —a5 a7, +4azpay, +4a>,a03 — 18azpaziairans +27a50ay;.



5.3. Pontos Umbilicos Timelike Planos 105

Portanto, p € uma singularidade AljE do conjunto parabdlico se, e somente se, A3 # 0. Mais
especificamente, o conjunto parab6lico possui uma singularidade A} em p quando Az > 0 e uma

singularidade AT em p quando Az < 0. |
Proposicao 5.3.3. Dado (M, p) € % genérico, a CMN é uma curva regular em p.

Demonstracao: Note que

J'H = 2(3a30 — a12)x +2(az — 3ap)y-

No espago de parametros, a condicdo ap; — 3ap3 # 0 € genérica e garante que a CMN é regular

em p. |

Observacao 5.3.1. No decorrer da se¢do, suponha que A # 0 e Az # 0.

Proposicao 5.3.4. Sejam M uma superficie em ]R% e p € M\ LD. Entdo, p pertence a intersecéo
de dois entre o conjuntos parabdlico, o LPL e a CMN se, e somente se, p pertence a intersecao

dos trés conjuntos.

Demonstracao: Se p pertence a regido Riemanniana, entdo p pertence ao LPL se, € somente
se, p € um ponto umbilico. Mas, os pontos umbilicos spacelike sao exatamente aqueles onde

H? — K = 0. Com isso o resultado segue.

Por outro lado, se p pertence a regido Lorentziana, entdo tome a parametrizacdo dada pelo
Teorema 2.6.2. Assim, o LPL, o conjunto parabdlico e a CMN sao os zeros de [n, m*—Inem,

respectivamente, e o resultado € verificado para os pontos na regido Lorentziana. |

Teorema 5.3.2. Dado (M, p) € % genérico, o LPL, o conjunto parabdlico e a CMN formam em

p uma das configuracdes apresentadas na Figura 26.

Figura 26 — Posicao relativa das curvas LPL (vermelho), conjunto parabdlico (azul) e CMN (verde) em
um ponto umbilico timelike plano.

Demonstracao: As Proposi¢des 5.3.1, 5.3.2 e 5.3.3 fornecem os modelos locais (por difeomor-
fismos) em p das curvas LPL, conjunto parabolico e CMN. Resta determinar as posi¢oes relativas

entre estas curvas.
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Se uma curva C é dada implicitamente por F~!(0), com F : R?> — R, e possui uma singularidade
Aj na origem, entdo
J*F = (b1x+bay) (b3x+ bay),

com b1by # b3by. As retas bix + byy = 0 e b3x+ bgy = 0 sdo as retas tangentes a curva C na
origem. Geometricamente, em uma vizinhanga da origem suficientemente pequena, existem
germes de fungdes regulares Fi,F : (R2,(0,0)) — (R,0) tais que C é a unido de F; '(0) e

F, '(0) e as retas tangentes a ¥ na origem sdo as retas tangentes a F; ' (0) e F, ' (0) em (0,0).

As retas tangente ao LPLem p sdory :cix+diy=0e rp : cox+dpyy =0, onde

c1 = 3azo —2az1 +ay, di=az —2a12+3ap;,
c2 = 3azg+2ax1 +an, dy=az+2a12+3a03.

Por outro lado, o conjunto parabélico é dado por K = 0 sendo j2K = kogx? + kj1xy + koay? com

k20 = 4(61%1 — 361306112),
ki1 = 4(axai2 —9azoans),
koo = 4(61%2 —3aziap3)-

Por fim, a reta tangente a CMN em p € r3 : cax+dzy =0, com

c3 = 3a30 —dai2 € d3 =daj — 36103.

Quando A3z < 0, o conjunto parabdlico possui uma singularidade Al+ em p, o LPL possui uma
singularidade A} e a CMN € uma curva regular. Logo, se a reta tangente da CMN ndo for igual a
uma das retas tangentes ao LPL, entdo a unica possibilidade € apresentada na Figura 26 (direita).

A condicao para que r3 seja diferente de ry é
2 2
A4 = a5 —3azpain — axiain + ayp +9azoaps — 3aziaops # 0.
Por outro lado, r3 € diferente de r, quando

2 2
As = a3y — 3azpan +aziain + aj, — 9azpaps — 3aziapz # 0.

Quando Az > 0, o conjunto parabdlico possui uma singularidade A] e o conjunto parabdlico
divide uma vizinhang¢a da origem em quatro setores. As retas r; € r, sempre pertencem aos
mesmos setores. De fato, seja v e v, 0s vetores tangentes a r| € r, na origem, respectivamente, €
F(x,y) = koox* + k11xy + kopy?. Assim, a posicio relativa entre o LPL e o conjunto parabélico

depende do sinal de F(v;)F(v;), como mostra a Figura 27.

Como v; = (dj,—c), para i = 1,2, segue que F(v{)F(v;) = AﬁA% > 0. Portanto, a posi¢do

relativa entre o LPL e o conjunto parabodlico é sempre igual ao caso da direita na Figura 27.

Para verificar a posi¢do da CMN com relagdo ao LPL e ao conjunto parabdlico, defina

G(x,y) = (c1x+d1y)(c2x+ day).
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F(v)) F(vy) <0 F(v)) F(vz) >0

Figura 27 — Posi¢do relativa entre o LPL (em vermelho) e o conjunto parabdlico (em azul).

Figura 28 — Possiveis combinacdes para os sinais de F e G.

Como F(vy) = Ai >0eF(v)= Ag > 0, existem duas possiveis combinac¢des para o sinal de F

e G, conforme a Figura 28.

Seja v3 = (d3,—c3) o vetor tangente a CMN na origem. Note que
F(Vg) = A4A5 € G(V3) = —4A4A5.

Logo, se A4 e As possuem sinais diferentes, entdo F(v3) < 0 e G(v3) > 0. Assim, a configura¢do
da direita na Figura 28 € a tnica possivel e a configuracido apresentada na Figura 29 ndo €
realizdvel, pois F(v3) e G(v3) sempre possuem sinais opostos. Portanto, as tinicas possibilidades

sdo as apresentadas na Figura 26. [

As configuragdes genéricas apresentadas na Figura 26 acontecem quando A; # 0 (o
LPL possui singularidade A} "), Az # 0 (o conjunto parabdlico possui singularidade A1), (3azp —
a12)? + (az; — 3ap3)* # 0 (CMN regular) e A4As # O (as retas tangentes ao LPL, conjunto
parabdlico e CMN na origem sao distintas). Tais condi¢cdes dependem exclusivamente do terceiro

jato de f. Do Teorema 2.6.6, a clibica azox® + a1 x>y + ajoxy® +agsy® é genericamente da forma

x(x* + bxy 4+ ay?) ou y(ax® + bxy +y?).
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Figura 29 — Configurac@o nio realizdvel entre o LPL (em vermelho), o conjunto parabdlico (em azul) e a
CMN (em verde).

Assim, € possivel escrever as condi¢des anteriores em funcdo dos pardmetros a e b, obtendo
Ay =3a+a*—b*,  A3=d*(4a—b?),
(3azo — ar2)? + (a1 — 3ap3)? = 9 — 6a+a* + b?,
Ay =—3a+a*—ab+b*,  As=—3a+a*+ab+ b’

Logo, as condicdes para que ocorram as configuragdes genéricas da Figura 26 induzem uma

particdo do espago de parametros ab conforme a Figura 30.

As deformagodes do LPL, do conjunto parabdlico e da CMN em um ponto umbilico
timelike plano sdo obtidas através de uma boa familia de superficies. Tal familia é dada pelo

seguinte teorema.
Teorema 5.3.3. Dado (M, p) € %, seja M, C ]R% uma familia de superficies parametrizada por

() u — M,
(,y) > (%h(x,y),y) = (x,h(x,0,1),y)

para alguma h diferencidvel com hy(x,y) = f(x,y). Entdo, M, € uma boa familia de M se, e

somente se,
2 2
Ag = —3azoainhyy +9a30a03hxy + a5, hyy — az1a12hyy — 3a21a03h000 + ajrhos # 0,

onde as derivadas de h sdo evaluadas em (0,0,0).
Demonstracio: A aplicacio Monge-Taylor ¢ : U x R — J?(2,1) é dada por

~ h h
(P(xa)’,f) = (h(x7y7t)7hX(x>y7t)7hy(x7y7t>7Txx(x7y7t)7hxy(xay7t)7%O@y?l‘)) .

As derivadas de @ em (0,0,0) sdo

¢x(07070) = (0,0,0,36130,26121,012), (py(OvOaO) = (0,0,0,021,2012736103),

h h
@(0,0,0) = <O,hxt(0,0,0),hyt(0,0,0), %’“(0,0,0),%(0,0,0), %”(0,0,0)> .
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Figura 30 — Particdo do plano ab que determina a configuracio entre o LPL, o conjunto parabdlico e a
CMN em um ponto umbilico timelike plano. Nas regides azuis, verdes e vermelhas ocorrem
as configuracdes da esquerda, do meio e da direta na Figura 26, respectivamente. As curvas
em azul, laranga, verde e roxo representam as condi¢des Ap =0, A3 =0,As =0e A5 =0,
respectivamente.

Por outro lado, seja S C J?(2,1) a subvariedade dos pontos umbilicos planos, definida por (5.4).
Assim, p = ¢(0,0,0) € S e T3S é gerado pela base

% ={(1,0,0,0,0,0),(0,1,0,0,0,0),(0,0,1,0,0,0)}.

Seja A a matriz cujas linhas sdo formadas pelos vetores da base % de TS e pelas derivadas de ¢

em (0,0,0), isto é, dada por

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0
Ao 0 0 1 0 0 0

0 0 0 3azg 2ay1 apn

0 0 0 az 2a1, 3aos

0 hy(0,0,0) y(0,0,0) %5£(0,0,0) hyy(0,0,0) *5(0,0,0)
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Logo, S é transversal a ¢ em p se, e somente se, detA # 0. Mas detA = —Ag. Portanto, ¢

é
transversal a S em p se, e somente se, Ag # 0. |

Seja M; uma boa familia de M, como no Teorema 5.3.3. Como a CMN é uma curva
regular em ¢ = 0, para ¢ suficientemente pequeno a CMN continuard sendo uma curva regular.
Como o LPL possui uma singularidade A; em p, o Teorema 4.2.6 € o Corolério 4.2.1 garantem

que deformagdes com ¢ suficientemente pequeno preservam a singularidade A do LPL.

Proposicdo 5.3.5. Sejam (M, p) € %, genérico e M, uma boa familia de M. Entdo, o LPL e a
CMN se intersectam transversalmente em dois pontos para ¢t # 0 e a posi¢ao relativa entre estas
curvas € apresentado na Figura 31.

Figura 31 — Posicao relativa entre o LPL e a CMN em uma boa familia de superficies para pontos
umbilicos timelike planos. As curvas LPL e CMN sdo representadas nas cores vermelha e
verde, respectivamente.

Demonstracao: Seja St o discriminante da EDB das linhas de curvatura de M, e H, a fungio

cujos zeros sdo a CMN de M;. Como 5 possui uma singularidade A", entdo

jzgt = fl (X,y,t)fz(X,)@l‘),

onde f1, f> : R* = R sio polindmios de grau 1 em x e y com

d d
o %1(0,0,0) 5(0,0,0) 0
e .
d d
%2(0,0,0) %2(0,0,0)

Logo, do Teorema da Fungdo Inversa, segue que X = fi(x,y,1), Y = fo(x,y,t) e T =t é uma

mudanca de coordenadas numa vizinhanca da origem.

Aplicando essa mudanga de coordenadas em & e H, observe que

- i} Ay As 2A¢
5~ XY A ~, X Y T.
: % © YA g 2dvdyt | dvds

Sendo (M, p) genérico, considere A4 # 0 e As # 0. Como M, é uma boa familia, entdo Ag # 0 e

o resultado segue. |

O conjunto parabdlico possui uma singularidade de Morse em p. Singularidades de
Morse possuem % —codimensao 1. Entretanto, em boas familias de superficies, a singularidade

do conjunto parabdlico nao se deforma % —versalmente, como mostra o préximo resultado.



5.3. Pontos Umbilicos Timelike Planos 111

Proposicio 5.3.6. Sejam (M, p) € % genérico e M, uma boa familia de M. A singularidade A
do conjunto parabdlico ndo se deforma & —versalmente ao longo desta familia, tais deformagdes

sdo se¢Oes de um cone e apresentadas na Figura 32.

> . > <—>><4—>

(a) Singularidade A. (b) Singularidade A; .

Figura 32 — Deformacdes do conjunto parabdlico em familias genéricas de superficies para pontos umbili-
cos timelike planos.

Demonstracfio: O conjunto parabélico de M é dado por K~—1(0) e j2K = c1x* + coxy + c3)?,

com
c1 = 4(a3, —3azar), c2 = 4(az1a12 — 9azpaps), c3 = 4(aty — 3anag3).

Genericamente, suponha que ¢1 # 0. Seja K; a funcdo cujos zeros sdo o conjunto parabdlico de
M,.

e Sejacy > 0e Az < 0. Denote por k;;(t) o coeficiente de x'y/ em K;. Entdo, k20 (0) = ¢; >0
e aplica-se a mudanga de coordenadas

X

X ——.
kz()(l‘)

Para eliminar o termo xy, utilize outra mudanga de coordenadas dada por

ko),

X=X —

2

Na préxima etapa, a translacao

X x— klOT@
é utilizada para eliminar o termo x. Como ko2(0) = —3A3/(4c?) > 0 é possivel tomar

y

y —koz(t) .
Por fim, a translacio

sy k012 (z)
elimina o termo y. Com isso,

242

— AN
-2 2 2 6 3
Ki ~ 50 X"+ +17h(t).
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e Secy; >0e Az >0, entdo

25 2 2 Agr® 3
<K ~ — —=2 1 t°h(t).
e Secy <0e A3 <0,entao
_ A%t?
2 2 2 6 3
K; ~ —x"— —2 1+ 7h(t).
J B R X y + 12|C1A3‘ + ( )
e Secy <0e Az >0,entdo
2, .2 e’ 3
K; ~ — t°h(t

Em todos os casos a singularidade A; do conjunto parabdlico nao se deforma % —versalmente.

Mais ainda, a deformacao do conjunto parabdlico é como estd representado na Figura 32. W

Da Proposicdo 5.3.4, o conjunto parabdlico intersecta o LPL e a CMN exatamente
nos pontos onde estas duas curvas ja se intersectam. Logo, para ¢ # 0, o conjunto parabdlico
intersecta o LPL e a CMN em dois pontos. [zumiya e Tari (IZUMIYA; TARI, 2010) provaram

que o conjunto parabdlico € tangente ao LPL nos pontos de intersecao.

Teorema 5.3.4. Sejam M C R? uma superficie suave e ¢ € M um ponto regular do LPL e
que pertence ao conjunto parabdlico. O LPL e o conjunto parabdlico possuem uma tangéncia

ordindria em ¢ se, e somente se, o LPL ¢é transversal a CMN em gq.

Demonstracao: Seja ¢ € M um ponto como no enunciado e tome a parametrizacdo Y dada pelo
Teorema 2.6.2, com ¢ = y(0,0). Como g ndo é ponto umbilico (pois o LPL é uma curva regular),
segue que 1(0,0) # 0 ou 2(0,0) # 0. Suponha que 7(0,0) # 0, 0 outro caso é andlogo. Assim,
em uma vizinhanga de ¢ o LPL é dado por [ = 0. Note que /(0,0) = 0, pois g € LPL. Por outro

lado, como ¢ também pertence ao conjunto parabdlico, segue que K(0,0) = 7(0,0) = 0. Assim,
J'T=lox+lory, j'm=myox+moy, J'7 = noo +niox +no1y. (5.5)
O LPL é dado por [ =0 e a CMN por m = 0, logo o LPL é transversal a CMN em ¢ quando

lormio — liomo1 # 0.

Por outro lado, seja ¥ : R — R? uma parametrizacio do LPL, com ¥(0) = (0,0). Defina 7: R — R
com 7= K o . Note que /1o # 0 ou lp; # 0, pois o LPL é regular em g. Se [y, # 0, entdo

ﬂy=(n—ﬁg>. (5.6)

lo1

De (2.23), (5.5) e (5.6) segue que

oo (loimio—liomor)* 5
7= 7 x2.
01
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Logo, o LPL (curva ¥) e o conjunto parabélico (curva K—'(0)) possuem tangéncia ordindria
em g = y(y(0)) se, e somente se, lo;mig — ljomo; # 0. O caso [1p # 0 € andlogo. Portanto, o
LPL e o conjunto parabdlico possuem uma tangéncia ordindria em g se, € somente se, o LPL é

transversal a CMN em g. n

Teorema 5.3.5. Em um ponto umbilico timelike plano de codimensao 1 de uma superficie M, a
deformacdo do LPL, do conjunto parabdlico e da CMN em uma familia genérica a 1-pardmetro

M; de M é como indicada na Figura 33.

(@) Conjunto Parabélico com Singularidade A

(b) Conjunto Parabélico com Singularidade A (Tipo 1).

(c) Conjunto Parabélico com Singularidade A} (Tipo 2).

Figura 33 — Deformacdes do LPL (vermelho), conjunto parabdlico (azul) e CMN (verde) em pontos
umbilicos timelike planos através de uma familia genérica de superficies.

Demonstracao: Como a CMN € uma curva regular € o LPL possui uma singularidade A}, a
singularidade destas curvas ndo se deforma ao longo da familia, pelo Teorema 4.2.6 e o Corolério
4.2.1. Por outro lado, segue da Proposi¢cdo 5.3.6 que a deformacdo da singularidade A; do
conjunto parabolico é dado pela Figura 32. Quanto a posi¢do relativa entre estas curvas, a
Proposicao 5.3.4 indica a configuracao do LPL e da CMN. Por fim, da Proposicdo 5.3.4 e do

Teorema 5.3.4, segue a posi¢do do conjunto parabdlico com relacdo as outras curvas. ]

5.4 Pontos Umbilicos Lightlike

Esta secao apresenta alguns resultados a respeito dos pontos umbilicos lightlike. Tais

pontos sdo aqueles onde a métrica é degenerada e os coeficientes da EDB (2.19) se anulam
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simultaneamente. De (TARI, 2013), segue que os pontos umbilicos lightlike sdo exatamente as
singularidades do LD. Os pontos umbilicos spacelike e timelike correspondem a singularidades
do LPL na regido Riemanniana e Lorentziana, respectivamente. O préximo teorema mostra que

o mesmo vale para o caso lightlike.

Teorema 5.4.1. Sejam M C R? uma superficie suave e p € LD. Entdo, p € LD é um ponto

umbilico lightlike se, e somente se, p € um ponto singular do LPL.

Demonstracao: Considere ¢ : U — ]R% a parametrizagdo local de M dada pelo Teorema 2.6.1
com p = ¢(q). Assim, E(q) = F(q) =0, Ex(q) = A1(q) e Ey(q) = Am(q), para algum A # 0.
Sendo a, b € ¢ os coeficientes de dyz, dxdye dx?* na EDB das linhas de curvatura, respectivamente,

entdo a(q) = m(q), b(q) = 1(q) e c(q) = 0. Logo, p é um ponto umbilico se, e somente se,

m(q) = 1(q) = 0.
Por outro lado, 8(¢) = G(¢)i(q) e G(q) # 0, onde & é definido em (2.20). Assim, p é um ponto

singular do LPL se, e somente se, [(q) =0 e

0=35(q) = (—%WG) (a),

pois [(g) = 0 ja implica que Sx(q) = 0. Portanto, p € uma singularide do LPL se, e somente se,
I 7

I(q) = m(q) = 0 e o resultado segue. [

Teorema 5.4.2. Seja p € LD.

(1) Se p € um ponto umbilico lightlike, entdo p pertence ao conjunto parabdlico.
(2) Se p pertence ao LPL e ao conjunto parabdlico, entdo p € um ponto umbilico lightlike.

(3) p é um ponto umbilico lightlike se, e somente se, p pertence ao conjunto parabdlico e a
CMN.

Demonstracao: Considere ¢ : U — IR{? a parametrizacdo local de M dada pelo Teorema 2.6.1

com p = @(q). Assim E(q) = F(q) =0, a(q) = m(q), b(q) =1(q) e c(q) =0, onde a, b e ¢ sdo
os coeficientes da EDB das linhas de curvatura.

(1) Se p é um ponto umbilico, entdo [(g) = /m(q) = 0. Logo, K(g) = 0 e p pertence ao conjunto

parabdlico.

(2) Se p € LPL, entio [(q) = 0. Logo, K(q) = r(q)*. Mas, como p pertence ao conjunto

parabdlico, segue que K(g) = 0. Portanto, m(g) = 0 e p é um ponto umbilico.

(3) Imediato a partir dos itens 1, 2 e do Teorema 3.2.1. |
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Sejam M C R? uma superficie e p € M um ponto umbilico lightlike. Logo, (0,0, 1) ¢ 7,M
porque 7,M € um plano lightlike. Por isto, ao longo desta se¢do considere a aplicacdo Monge-
Taylor, definida na Sec@o 4.1, com w = (0,0,1) € R?.

Teorema 5.4.3. Os pontos umbilicos lightlike possuem codimensao maior do que ou igual a 1.

Demonstracgao: Seja ¢ : U — R% uma parametrizacao local de M, dada por ¢ (x,y) = (x,y, f(x,y)),
com p = ¢(0,0) e

J2f = ago+ arox+ aory + azox” + ayxy + agy’.
Assim, p = ¢(0,0) é um ponto umbilico lightlike se, e somente se,

(a3, — a1 — 2aipa01a0z

(ag; — azo — (ajg— Naoz =
(a3 — Dai —2ajpapiazy =
ato +ag; — 1 =

(5.7)

o oo o

Seja L a subvariedade de J = J 2 (2,1) definida pelas equagdes (5.7). Tome os abertos L e L, de
L dados por

2 2 _

; (a5, — Dazo — (ajg—aex =
2

, I (a7o— Dai —2aipaoiay =

2 2 _ 2. 2 2 4

ajp+ag —1 = 0, ajyt+ap —

aio # 0, aoi #

Logo, L = L; UL,. Defina a aplicagdo g : J — R* dada por

(a3, — 1ay —2a0a01 a0
(a§; — 1)azxo — (aty — 1)agz

oS O O O

o oo o

g(P) = ((agy — 1)a11 —2aroaniaca, (ag, — 1)azg — (aio — 1)agz, ajy+ag; — 1,a10),

onde P = (ago,a10,do1,a20,a11,a02). Sendo N = {(0,0,0,u) € R* : u # 0}, segue que g é trans-
versal a N. De fato, se g(P) € N, entdo ajp #0 e a(z)1 # 1. Assim,

{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)} C dgp(TpJ).

Logo, g M N, pois T(g 9,0,.)N € gerado por {(0,0,0,1)}. Como L; = g~ '(N) e N possui codimen-
sdo 3, a codimensdo de L; € 3. De modo analogo, a codimensao de L, € 3. Assim, qualquer
subconjunto de L; ou L; possuem codimensao maior do que ou igual a 3. Portanto, os pontos

umbilicos lightlike possuem codimensdo > 1. |

Seja ¢3 o conjunto dos germes (M, p), com M C R% uma superficie suave e p € M um
ponto umbilico lightlike. O conjunto %3 pode ser visto como um subconjunto do espaco das
fungdes € ((R?,(0,0)), (R3, p)), relacionando (M, p) com uma parametrizagdo de M em uma
vizinhanga de p. Assim, %; é munido com a topologia induzida por ¢ ((R?,(0,0)), (R}, p)) e
(M, p) € %4 é dito genérico se pertence a um subconjunto aberto e denso de 4.
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No decorrer da se¢do, exceto quando for mencionado o contrdrio, dado (M, p) € 43,
tome a parametrizacao local ¢ : U — R% de M dada pelo Teorema 2.6.5 com p = ¢(0,0). Como

p € um ponto umbilico lightlike, segue que
P f =x+apy® +a3x’ +anx*y +apxy* +agsy’.

Teorema 5.4.4. Dado (M, p) € 45 genérico, o LD e o LPL possuem singularidades Af[ e A3jE em

p, respectivamente.
Demonstracgdo: Seja § = F> — EG, entio LD = §~'(0) e
j26 = 66130)62 +4ay xy + (461%2 + 26112))72.

Logo, o LD possui uma singularidade Morse em p se, e somente se, A7 = 6a(2)2a3o 4+ 3azpain —
a%] = 0, 0 que ocorre genericamente. A singularidade em p é AT se A7 >0eA| quando A7 <0,

sendo que ambos os casos podem ocorrer.

Por outro lado, LPL = §~'(0) com § como em (2.19). Como
j28 = (3azox+ a21y)2,

o LPL nao possui uma singularidade Morse em p. Genericamente, a3y € az; nao sao ambos
iguais a zero, ou seja, 0 possui corank igual a 1. Se a3y # 0, aplicando mudancgas de coordenadas,

note que
. 32A3
4 S~ xz =M 4‘
J B4 2761%0)]

Porém, se ap; # 0, entdo
< 96a30A3
4 2 30437 4
JTO ~ gy X7 — —— )"
as
Portanto, o LPL possui uma singularidade A3i em p se, e somente se, p € um ponto de Morse do

LDea307é0. |

Teorema 5.4.5. Dado (M, p) € ¢3 genérico, o conjunto parabélico e a CMN sdo curvas regulares

em p.

Demonstracio: O conjunto parabélico é dado por K~1(0) e a CMN por H~'(0), com
K =lii—m? e H =G — 2mF +fiE. Utilizando ¢ para os calculos, segue que

jlk = 4a02(3a30x+a21y), e ]1[:1 = 2(36130)6—{- a21y). (5.8)

Logo, CMN € uma curva regular se, € somente se, o LPL tem corank igual a 1. O conjunto
parabdlico também € uma curva regular quando o LPL possui corank igual a 1 e ap; # 0. Em

ambos os casos, as condi¢des obtidas sdo genéricas. |
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Teorema 5.4.6. Dado (M, p) € ¥3 genérico, as posi¢des relativas entre o LD, LPL, conjunto

parabolico e CMN em p sdo apresentadas na Figura 34.

R X

SN TN 7

Figura 34 — Posig¢des relativas entre o LD (preto), LPL (vermelho), conjunto parabdlico (azul) e CMN
(verde) em pontos umbilicos lightlike.

Demonstracdo: O Teorema 5.4.4 garante que o LD e o LPL possuem genericamente em p
singularidades A e Az, respectivamente. Por outro lado, do Teorema 5.4.5 segue que o conjunto
parabdlico e a CMN sdo curvas regulares em p. Mais ainda, da equagdo (5.8), o conjunto

parabolico e a CMN sdo tangentes ao LPL em p e, por transitividade, sdo tangentes entre si.

Quando o LPL possuir uma singularidade A5, ap6s mudangas de coordenadas note que

~ 32A3 32A3 32A3
.4 2 7.4 7.2 7.2

S~ —4/ + 4 / ) 59
J BH X 27“%())] (x 27a§0y ) (x 27a%0)’ ) (5.9

Aplicando as mesmas mudangas de coordenadas em K e H, entdo

) 2 ( —1 2a(2)2a30a21 -‘rZH%l —9aazpar +27a03a§0) xy + 47 (6a(2)2a30+/\7) )

2R ) A 2
~ 0 amXx—+ +x
J 2 92, 92, 92, Yo, (5.10)
207 2ap0 2 8amA7 .2
JH ~ 0 x 3an X T Tayg V-

De (5.10), segue que K,(0,0) = —2agp; # 0 e H,(0,0) = 1 # 0. O Teorema da Fungdo Implicita
garante a existéncia de fungdes diferencidveis xg,xg : (—€,€) — R tais que xx(0) = xz(0) =0,
gk (y) = K(xg(y),y) =0e gu(y) = H(xu(y),y) =0, para todo y € (—¢,€).

A partir da defini¢do de xg, o conjunto parabdlico é dado localmente por { (xx (y),y);y € (—¢€,€)},

ou seja, € o grafico da funcdo xg. De (5.9), segue que localmente o LPL € formado pelo gréafico

32A3
x== 37 2.
27a30

das funcdes
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Assim, o conjunto parabdlico e o LPL formam a Configuracio 1 da Figura 35 se, e somente se,
1 (0)=0e

ek (0)] > 2

De (5.10), K,(0,0) =0 e

8A7 (6ag,az0+ A7)

0 = gx(0) = K,,(0,0) +x%(0)K.(0,0) = 952
aszg

— 2(1()2)6},( (O) y

note que

_ 47 (6(1%2613() + A7)

"
XK (O) 9a02a%0

Assim, a Configuracio 1 da Figura 35 entre o conjunto parabdlico e o LPL ocorre se, e somente

se, (361306112 — a%l)z > 0.

i
\ .
\ i
\ .
\ .

(a) Configuragio 1 (b) Configuragio 2

Figura 35 — Possiveis configuragdes entre o LPL e o conjunto parabdlico e a CMN.

Procedendo de maneira andloga para a CMN, observe que x7;(0) = 16;+§()’\7 eoLPLeaCMN estao

~ 3azpain—a3, , . . .
na Configuragdo 1 ou 2 quando =% 2L € estritamente menor ou maior que 0, respectivamente.

Assim, € possivel que a CMN e o LPL estejam em qualquer uma das configuracdes ilustradas na

Figura 35, dependendo do sinal de 3azgair — a%l e azp.

—a? )
Quando 3643‘)21% < 0,aCMN e o LPL estao como na Configura¢do 1. O conjunto parabdlico e

a CMN estdo na mesma componente conexa definida pelo LPL quando x4 (0) e x},(0) possuem

0 mesmo sinal. Mas, como LPL tém uma singularidade A3, A7 e azp tem o mesmo sinal e disso

segue que
A A2 A7 (6a2,a30 + A

sen 15(0)) = sen ( “257 ) — s ( 72)=sgn< 7 (Seta 7))=sgn<xsé<o>>,
as( anp2dsg aop2dsg

pois sgn(6a3,azo+ A7) = sgn(A7), ja que sgn(6a3,az) = sgn(A7). Logo, CMN e o conjunto
02 02

parabdlico estdo na mesma componente conexa.
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Por fim, considere o caso em que a CMN e o conjunto parabdlico na mesma componente conexa
definida pela singularidade A5 do LPL. O conjunto parabdlico estd entre a CMN € o LPL se
|47 (0)] > |x}(0)], ou seja, x};(0)% > x}(0)2. Note que

9a02a%0 36130

2
477 (6a3ya30 + A7) g <16a02A7)2
(5.11)

GOP < 0P < (
& (361306112 —a%l)(18a62a30 +A7) < 0.

Como A; e az ttm o mesmo sinal, pois o LPL tém uma singularidade A3,
sgn(az) = sgn(18ad,azo + A7). Porém, como a CMN e o conjunto parabdlico pertencem a
mesma componente conexa, azg e (3azpair — a%l) tem sinais oposto. Logo (5.11) € verdadeira e

o conjunto parabdlico estd entre a CMN e o LPL. |

As deformagdes do LD, LPL, conjunto parabdlico e CMN em um ponto umbilico lightlike
sdo estudadas através de uma boa familia de superficies de M. Para isto, o primeiro passo €

encontrar as condi¢des que definem uma tal familia.
Teorema 5.4.7. Seja M; C R? uma familia de superficies, dada por

o: U — M,

: (5.12)
(x,y) — (x,y,h(x,y.1))

para alguma h diferenciavel com h(x,y,0) = f(x,y). Entdo, M; é uma boa familia de M se, e
somente se, A, (0,0,0) # 0.

Demonstraciio: A aplicagio Monge-Taylor ¢ : U x R — J%(2, 1) associada a ¢; é dada por

~ h h
(P(xvyat) = (Ovhx(x7y7l)7hy(x7y7t)7%(xayat%hxy(xu)@l)?%(xvyul‘)) .

SejaSCJ 2(2, 1) a subvariedade definida pelos pontos umbilicos lightlike, dada pelas equacdes
(5.7). Logo, p = ¢(0,0,0) € S. As derivadas de ¢ em (0,0,0) sdo

(0,0,0,6a30,2a21,2a12), (0,0,2a02,2a21,2a12,6a03),

- h
(O,hxt(0,0,0),hy,(0,0,0), 7’(0,0,0),hxyt(0,0,0), %W(O,O,O)) .

Por outro lado, tomando y : R x (—7/2,7/2) x R — J?(2,1) a parametrizagdo local de S com
v(aoo,t,x) = (agy,cost,sint, xtan’r, —2xtant, x),
segue que p = y(0,0,apy) e

T, =R-{(1,0,0,0,0,0),(0,0,1,0,—2ap,0), (0,0,0,0,0,1)}.
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Seja A a matriz cujas linhas s3o formadas pelos vetores da base % de TS obtida anteriormente e

pelas derivadas de ¢ em (0,0,0), isto é,

1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 —2ap 0
Ao 0 0 0 0 0 1

0 0 0 6asg 2ay1 2a1;

0 0 2a02 2a;1 2a13 6ay3

0 /1x(0,0,0) /(0,0,0) 52(0,0,0) hiye(0,0,0) 3(0,0,0)

Assim, S é transversal a @ se, e somente se, detA # 0. Observe que detA = 4A7h,(0,0,0) e
A7 # 0, pois o LD possui uma singularidade de Morse na origem. Portanto, ( € transversal a S
em P se, e somente se, /,,(0,0,0) # 0. [ |

Teorema 5.4.8. Sejam (M, p) € % tal que o LD possui uma singularidade AljE em p, M; C Ri’
uma familia de superficies com My = M e LD; os pontos de M; onde a métrica é degenerada.
Entdo, LD, é uma deformagao &% —versal do LD de M se, e somente se, M; é uma boa familia de
M.

Demonstracao: Seja M; C ]R? uma familia de superficies, parametrizada por (5.12) com
h(x,y,t) = f(x,y) +th(x,y,t). Assim, LD, = §,'(0), onde & = F? — E,G, ¢ E,, F,, G; sdo

os coeficientes da primeira forma fundamental de M; calculados com ¢;. Escreva
j26t = H()o(l‘) +H10([)X+H01 (t)y+H20(t)x2 + Hy (t)xy+H02(t)y2,

onde H;; sdo fungdes suaves em ¢ tais que Hoo(t) = Hi0(0) = Ho1(0) = 0, Hyo(0) = 6as,
H11(0) =4a; e Hp(0) = 461%2 + 2a1,. Aplicando mudangas de coordenadas observe que

. A
728 = p(t) +azox® + =22,
aso

com j'p = —24,(0,0)t = —2h,(0,0,0). Logo, LD; é uma deformagio % —versal do LD de M
se, e somente se, /1,,(0,0,0) # 0. Do Teorema 5.4.7, segue que a deformagdo #-versal do LD,

apresentada nas Figuras 36 e 37, € equivalente a M, ser uma boa familia de M. [

Figura 36 — Deformagdo da singularidade A| no LD em uma boa familia de superficies.

Sendo a origem um ponto umbilico lightlike, o LPL possui uma singularidade A3 nesse

ponto, logo 8(x,y) ~4 £(x2 £ y*). Uma deformacio Z—versal de tal singularidade &

S(x,y,uv,w) = x>+ (V¥ +uy* +vy+w). (5.13)
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<—>><<—>
~~

Figura 37 — Deformacdo da singularidade A} no LD em uma boa familia de superficies.

A deformacgao do LPL na boa familia M; nunca é uma deformacgdo % —versal da singularidade
Az do LPL de M, pois possui apenas um parametro. Entretanto, como (5.13) é uma deformacao
A —versal, existem germes de fungdes u,v,w : (R,0) — (IR,0) tais que a deformacdo do LPL
induzida por M; é equivalente a x> + (y* 4 u(t)y> +v(t)y + w(z)). Defina a curva diferencidvel
y: (R,0) — R3, dada por y(t) = (u(t),v(t),w(t)), com y(0) sendo a origem.

Teorema 5.4.9. Se M, é uma familia genérica de M, entdo Yy é regular na origem.

Demonstracao: Seja M; a familia de superficies parametrizada por ¢; como na equacdo (5.12).
Para verificar que y € regular e calcular o seu vetor tangente € necessdria apenas a parte linear de
¥, ou seja, os termos onde ¢ possui grau 1. Portanto, considere 4(x,y,t) = f(x,y) +th(x,y), para

alguma funcio suave h.

A partir de ¢, o LPL das superficies M, é dado por St_l (0). Como 8 possui uma singularidade
Az, que é 4-Z%-determinado, é necessario verificar como 5, deforma o 4-jato de 0, para ¢

suficientemente pequeno. Aplicando mudancas de coordenadas, segue que

43 2 32/\% 4 4 i j
JO g X — = e Y axy’. (5.14)
2ax, i+j=0

Para escrever o desdobramento (5.14) como em (5.13) sdo realizados 4 passos.
Passo 1: Ajustar os termos quadraticos. Para isto considere c0(t) e c11(¢) os coeficientes de x?

e xy, respectivamente. Entao co(f) > 0 para ¢ suficientemente pequeno, pois ¢29(0) = 1.

Realize as mudancas de coordenadas

1
(x,y) = (m%)’) )

(x,y) = (x— Cllz(t)y,y> :

Desconsidere os termos de grau maior do que ou igual 2 em ¢ que possam ter surgido.

Ap6s estas mudancas, o coeficiente de x> e xy sdo 1 e 0, respectivamente.

Passo 2: Eliminar os termos ctibicos. Sejam c30(t), c21(t) € c12(t) os coeficientes de x°, x?y e

xy?, respectivamente. Fazendo a mudanca de coordenadas

() s ( _oolt) o enlt) Clz(f)sz) ’

2 2 2
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3, x*y e xy? sdo eliminados. Desconsidere os termos de grau maior do que ou

0s termos x
igual 2 em ¢ que possam ter surgido. Entretanto, tais mudancgas alteram os termos de grau

2, por isso o Passo 1 € realizado novamente.

Passo 3: Eliminar os termos de grau 4. Sejam c40(2), ¢31(t), c22(t) e c13(t) os coeficientes de

3 v, x2y2 e xy3, respectivamente. Fazendo a mudanca de coordenadas

Caol! 3l et c13lt
(x,y)r—> <x_ 2( )X3— 2( )x2y_ 2( )xy2_¥y3,y>’

elimina-se os termos x*, x3y, x?y? e xy>. Desconsidere os termos de grau maior do que ou

igual 2 em ¢ que possam ter surgido. Entretanto, tais mudancas alteram os termos de grau

3, por isso o Passo 2 € realizado novamente.

—32A3
9a§0

As. Logo, cos(t) # 0 para t suficientemente pequeno. Fazendo a mudanga de coordenadas

1
o) <X7 1004(1)"1‘);)

e eliminando os termos de ordem maior do que ou igual a 2 em ¢, segue que

Passo 4: Seja co4(t) o coeficiente de y*. Entdo cp4(0) = £ 0, pois & é uma singularidade

j48 ~gp x2 :|:y4 + c03ty3 + Cozl‘y2 + co1ty + crotx + coot -

Realizando as mudancgas

clot C3()l‘>
H x_ —_ —_

os termos x e y° sdo eliminados, de forma que a deformacdo & estd na forma versal.

Ao final, segue que

< 32|A
48~ X2 £y — 1,1 (0,0,0) Mtyz, (5.15)
3|azo|

2|A
j'y(0) = [ £h4(0,0,0) ur,o,o .
3|azo|

Portanto, ¥ é uma curva regular, pois o LD possui uma singularidade de Morse (A7 # 0) e M; é
uma boa familia de M (h,(0,0,0) # 0). [

ou seja,

Teorema 5.4.10. A curva ¥ estd contida na Swallowtail, isto €, no conjunto bifurcacdo da

singularidade A3 no espaco de pardmetros uvw.

Demonstracao: Do Teorema 4.2.4 e do Corolério 4.2.1 segue que p € um ponto umbilico

estavel. Logo, M; possui um ponto umbilico préximo da origem, para ¢ suficientemente pequeno.
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Portanto, & possui uma singularidade, pois pontos umbilicos sdo singularidades do LPL. Os
pontos da Swallowtail representam os valores dos parametros u, v € w para os quais a deformacao

O (x,y,u,v,w) de A3 possui uma singularidade e disso segue que ¥(¢) pertence a Swallowtail. B

A configuracao do LPL de M, depende do estrato da Swallowtail onde y(t) estd contida
e se a singularidade do LPL de M em p é AgL ou A;. Para realizar este estudo, considere a
estratificacdo da Swallowtail apresentada na Figura 3 do Capitulo 2. Como 7y € regular, o Teorema
2.2.3 mostra que essa curva passa do estrato I para o VI. Da equag@o (5.15), segue que ¥(t)
pertence ao estrato IV quando (—1)7/h,(0,0,0) < 0 e ao estrato 11 se (—1)/hy(0,0,0) > 0.
Com isso é possivel obter a deformacdo do LPL.

Suponha que o LPL possui uma singularidade A;r em p. Entdo, a deformacdo do LPL
neste caso € apresentada na Figura 38. Por outro lado, quando o LPL possui uma singularidade

A3 em p, a deformag@do do LPL € como na Figura 39.

Figura 38 — Deformag@o em uma familia genérica de superficies da singularidade A3 do LPL.

> —

Figura 39 — Deformagdo em uma familia genérica de superficies da singularidade A5 do LPL.

Dada uma familia genérica de superficies M; de M, em quantos pontos o LD, LPL, con-
junto parabodlico e CMN se intersectam e como sdo estas intersecdes (tangentes ou transversais)
quando ¢ # 0? Para isto, sejam M; uma familia genérica de M dada por (5.12), LD, o conjunto
dos pontos de M; onde a métrica € degenerada, LPL; o discriminante da EDB das linhas de
curvatura de M;, K; o conjunto parabdlico de M, e CMN; o conjunto dos pontos com curvatura

média nula de M;, para cada¢.

Lema 5.4.1. A subvariedade .# C J¥(2,1) que representa a intersegdo do LD com o LPL é dada

b3+ b3 =1
;0+ o ) (5.16)
biob20+b10bo1b11 + b bz = 0.

por

Demonstracao: Sejam M C R% uma superficie suave e g € M. Considere uma parametrizacao
local y: U — R} de M, dada por y(x,y) = (x,y,8(x,y)), com g = y(0,0) e

jzg =b1ox+bo1y+ b20x2 +br1xy+ b()zyz.
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O ponto g € LD pertence ao LPL quando a tnica direcdo tipo luz em g € tangente ao LD. Assim,
q € LDNLPL se, e somente se, b3, + b3, = 1 e T,LD é tipo luz. Como LD = §~'(0), com
8 = F? — EG, segue que

T,LD =kerdd6(0,0) =R - {(—6,(0,0),6,(0,0))} = R-{(—2b2b5 — b1ba,2b1b3 + brbs4)}.
Sendo ky = —2bybs5 — b1bs € ko = 2b1b3 + baby, entdo T LD ¢ lightlike se, e somente se,
E(0,0)k? +2F(0,0)k1ks 4+ G(0,0)k3 = 0.
Substituindo estes valores e observando que b%o + b%l =1, pois g € LD, verifica-se que
bb3 + bibyby + b3bs = 0.

Portanto, um ponto g € M pertence a intersecdo do LD com o LPL se, e somente se, as condi¢des
(5.16) sao satisfeitas. |

Teorema 5.4.11. Seja M; uma familia genérica de M dada por (5.12). Para r # 0 valem as

seguintes afirmagdes.

1. O LD; e o LPL; se intersectam em 0 ou 2 pontos, de acordo com o sinal de
a30hx,(0, 0, O)l‘
A7 ’
e tais intersecdes sio tangentes quando existirem.
2. O LD; e o CMN; se intersectam em O ou 2 pontos, de acordo com o sinal de
a30hx,(0,0,0)t
A7 ’
e tais intersecOes sdo transversais quando existirem.
3. O LD, e o K; se intersectam em 0 ou 2 pontos, de acordo com o sinal de
a3()]’lx,(070,0)l‘
A7 ’
e tais intersecdes sdo transversais quando existirem.
4. O CMN; e o K; se intersectam em 0 ou 2 pontos, de acordo com o sinal de
hy(0,0,0)1
(3azoar, —a3;) A7’

e tais intersecOes sdo transversais quando existirem.

5. O LPL; e o K; se intersectam em O ou 2 pontos, de acordo com o sinal de
hy(0,0,0)z
(361306112 — a%l) A7

Y

e tais intersecdes sdo tangentes quando existirem.
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6. O LPL; e a CMN; se intersectam em 0, 2 ou 4 pontos, de acordo com o sinal de

a30hxt(0,0,0)l‘ R Dyt (0, 0,0)Z
A7 (3azoair —a3;) Az

Y

e tais interseg¢des sdo transversais quando existirem.

Demonstracao:

1. Seja ¢ a aplicacdo Monge-Taylor de M associada a ¢. Sendo

@ (x,y) = (9oo(x,y), 910(x,y), Po1(x,¥), $20(x,¥), P11 (x,¥), o2 (%)),

defina a = ¢% + 93, — 1 € B = ¢ 920+ P10901 911 + 93, Po2. O Lema 5.4.1 garante que @(x,y) €
LDNLPL se, e somente se, a(x,y) = B(x,y) =0.

Como f,(0,0) = 3azy) # 0, segue do Teorema da Fung¢do Implicita que existe
x:(—€,&) > R, com x(0) =0, tal que B>(y) = B(x(y),y) =0, para todo y € (—¢,¢€). Desta
maneira, LD N LPL é formado pelos pontos da forma (x(y),y) tais que ax(y) = a(x(y),y) = 0.

Derivando implicitamente f3;, note que
0= B;(0) = B(0,0)x'(0) + B,(0,0),

0= B5(0) = Byy(0,0) + B+(0,0)x"(0) +2Bxy(0,0)x'(0) + Bx(0,0)x' (0).

Assim, é possivel obter os valores de x’(0) e x”(0) para escrever j2x = x'(0)y+ @yz. Aplicando

mudancas de coordenadas, verifica-se que
A’] 2
0~z —y.
aso
Uma familia genérica de superficies M; de M induz em uma deformacao de o, denotada por

0;. De fato, considerando ¢; como no Teorema 5.4.7, segue que

A
Otzt ~p a—;)y2+2hxt(0,0,0)t +p(t),

onde j'p = 0. Logo, se M; for uma familia genérica de M, o LD; e o LPL, se intersectaram em 2

ou 0 pontos, quando

a3ohx,(070,0)t <0 a30hxt (O, 0,0)t

>0
A ou A ,

respectivamente. Da Secdo 3.2, o LD e o LPL sdo tangentes nos pontos regulares onde elas se

intersectam.

2. Segue do Teorema 3.2.1 que um ponto g € LD; pertence a CMN; se, e somente se, p € LPL;.
Entdo, LD; NCMN; tem 2 ou 0 pontos, conforme o item (1). Para verificar que tais interse¢oes

sdo transversais, considere as notagdes utilizadas na demonstra¢do do item (1). Assim, ¢(x,y) €
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LDNCMN se, e somente se, a(x,y) = B(x,y) = 0. Além disso, LD e CMN siao tangentes em
¢(x,y) quando T (x,y) = 0, onde

T(x,y) = (201003 020921 — 601005 920003 — 301005 11930 — P100; D11 912 -+ 6001 Y2930
— 4620011902 + 891000193002 — 2010901 92007 — 8P10001 92008, — 2010920021
+2010001 971 902 + 403, 20012 — 203, 97, — B3; $11921 — 303, $11903 — 60, Po2930
203, 902012 + 893, 9200119002 + D7) — 4001920012 + P01 011921 + 40100, 902921
+3010011930) (x,y)-

Definindo & (x,y) = (a(x,y), B(x,y),T(x,y)) e aplicando mudancgas de coordenadas é possivel
verificar que & ~4 (0,x,y).

Uma familia genérica de superficies M; de M induz uma deformagdo de &, denotada por &;. De
fato, considerando ¢, como antes, segue que & ~z (2h4(0,0,0)t +p(t),x,y), onde j'p = 0.
Logo, se M, for uma familia genérica, & (x,y) # (0,0,0) parat # 0, ou seja, LD, e a CMN, sdo

transversais quando ¢ # 0.

3. De maneira andloga aos casos anteriores, verifica-se que o LD; e o conjunto parabdlico se

intersectam em 2 ou 0 pontos, quando

azohx (0,0,0)

hy(0,0,0)¢ t
a30xt<77) <O >0,

Ay A7

respectivamente, € as intersecdes entre o conjunto parabdlico e o LDy, caso existam, sio transver-

sais.

4. De maneira andloga aos casos anteriores, verifica-se que a CMN; e o conjunto parabdlico se
intersectam em 2 ou 0 pontos, quando
hy(0,0,0)t
(3azparr —a3;) Aq

hy(0,0,0)z

<0,
(361306112 —a%l) A7

>0 ou

respectivamente, e as intersecdes entre o conjunto parabdlico e a CMN;, caso existam, sdo

transversais.

5. Para t # 0 ndo existem pontos umbilicos lightlike, pois o LD, é regular. Portanto, as interse¢oes

entre o LPL, e o conjunto parabdlico ocorrem apenas em M; \ LD;.

A partir da Proposicao 5.3.4, a quantidade de pontos de intersecdo entre o LPL; € o conjunto
parabdlico € igual ao ndmero de interse¢des entre a CMN; e o conjunto parabdlico. Portanto, em

t # 0, existem 2 ou 0 pontos de interse¢do, quando

hyx(0,0,0)t
(3azpan —a3;) Aq

hy(0,0,0)t
(3azoair —da3,) Ay

>0 ou <0,

respectivamente.

Seja ¢ € M, \ LD; na intersec@o entre LPL, e o conjunto parabdlico. Se ¢ pertence a regido

Riemanianna de M;, entdo o LPL, é composto apenas pelos pontos umbilicos, ou seja, em
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superficies genéricas o LPL; possui uma singularidade AT em ¢ e assim ndo é possivel calcular
a ordem de contato entre os conjuntos. Porém, se g pertence a regido Lorentizianna, segue do

Teorema 5.3.4 que o LPL; e o conjunto parabdlico sdo tangentes em q.

6. Da Proposicdo 5.3.4 e do Teorema 3.2.1 segue que g € LPL, NCMN;, se, e somente se,
q € LD;NLPL; ouq € K;NLPL;. Do item (1), o LD; e o LPL; se intersectam em 2 ou 0 pontos,

quando
azohy(0,0,0)t azohy(0,0,0)r
—_— T T < () N
A7 ou A

respectivamente. Por outro lado, do item (5), K; e o LPL, se intersectam em 2 ou 0 pontos,

>0,

quando
hx(0,0,0)z

(3a30a12 — a%l) Ay

hy(0,0,0)z
(3a30a12 — a%l) A7

respectivamente. Assim, dependendo da combinacao de sinais entre

>0 ou <0,

a3ohy(0,0,0)t . h(0,0,0)t
A7 (30306112 — a%l) A7

existem 0, 2 ou 4 pontos de intersecdo entre LPL; e a CMN;.

Como o LPL; é tangente ao LD; e ao conjunto parabdlico, mas a CMN; € transversal ao LD, e ao
conjunto parabdlico, segue por transitividade que a CMN; € transversal ao LPL; nos pontos de

intersecao. |

Teorema 5.4.12. Seja (M, p) € 43 genérico. Se M; é uma familia genérica de M, entdo o LD, o

LPL, o conjunto parabdlico e a CMN se deformam como na Figura 40.

Demonstracao: Segue dos resultados obtidos ao longo da seg¢@o. |

5.5 Pontos Umbilicos de Codimensao 1

Os Teoremas 5.3.1 e 5.4.3 mostram que os pontos umbilicos timelike planos e lightlike,
respectivamente, possuem codimensdo > 1. Isso acontece porque € possivel adicionar novas
condi¢des que facam com que a codimensao aumente. Por exemplo, pontos umbilicos lightlike
onde o LD tem uma singularidade mais degenerada que Ali possuem codimensao maior. De
fato, os pontos umbilicos com codimensado igual a 1 sdo exatamente aqueles que ocorrem

genericamente, como mostra o proximo teorema.

Teorema 5.5.1. Os pontos umbilicos de codimensdo 1 em superficies suaves no espaco Min-

kowski, com relagdo ao LPL, LD, conjunto parabdlico e CMN, sdo:

1. Os pontos umbilicos timelike onde o LPL possui uma singularidade A5'.

2. Os pontos umbilicos timelike planos genéricos dados pelo Teorema 5.3.2.
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(a) Caso A7 < 0,a30<0eAs <O. (b) Caso A7 <0,a30<0e Ay >0.
— /N
. -« -« . -« ) - -« >
(c) Caso A7 < 0,a30>0e Ay <O. (d) Caso A7 >0, a3p <0e Aq > 0.
O e X
p=> 7N A\ 7

(e)CasoA7 >0,a3>0e Ay <O. (f)CasoA7>O,a30>OeA4>O.

Figura 40 — Deformacdes das curvas LD (preto), LPL (vermelho), conjunto parabdlico (azul) e a CMN
(verde) em familias genéricas de superficies em pontos umbilicos lightlike.

3. Os pontos umbilicos lightlike genéricos dados pelo Teorema 5.4.6.

Demonstracao: Do Teorema 5.2.2 segue que os pontos umbilicos timelike onde o LPL tem uma

singularidade A5 possuem codimenséo 1.

Seja S a subvariedade de J%(2,1) definida pelas equacdes (5.4) na demonstragio do Teorema
5.3.1. Os pontos umbilicos timelike planos genéricos, listados no Teorema 5.3.2, formam um
subconjunto Sy de S. Utilizando a notacdo da demonstracdao do Teorema 5.3.2 segue que Sg é

definido pelas condicdes abertas
(3a30—a12)2—|—(a21 —3a03)27é0 (& A,-;AO, parai:2,3,4,5.
Como S possui codimensdo 3 e Sy € aberto em S, segue que Sy possui codimensao 3. Logo, os

pontos umbilicos planos genéricos possuem codimensao 1.

Os pontos umbilicos lightlike genéricos, dados pelo Teorema 5.4.6, formam um subconjunto L
da subvariedade L de J?(2, 1) definida pelas equagdes (5.7). Com a notacio da prova do Teorema
5.4.6, segue que o subconjunto Ly € definido em L pelas condi¢des abertas

2
A7 #0, azy # 0, an # 0, 3azpair — a3 # 0.
Assim, Ly possui a mesma codimensao de L, que do Teorema 5.4.3 € igual a 3. Portanto, os
pontos umbilicos lightlike genéricos possuem codimensao 1.

Com relacdo as curvas LPL, LD, conjunto parabdlico e CMN, a codimensdo de um ponto

umbilico pode aumentar quando adicionamos condi¢des que envolvam a intersecdo desses
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conjuntos ou a singularidade deles. Um ponto umbilico p € uma singularidade do LPL. Se o LPL
ndo intersecta os outros conjuntos em p, a codimensao é maior quanto mais degenerada for a
singularidade. Assim, segue do Teorema 5.2.2 que os pontos umbilicos com codimensao 1 sdo

aqueles onde a singularidade do LPL em p € A5

Se o LPL intersecta o LD em p, entdo p é um ponto umbilico lightlike e os de codimensao 1 sdao
aqueles dados pelo Teorema 5.4.6, como visto anteriormente. Por outro lado, se o LPL intersecta
o conjunto parabolico, ou a CMN, entdo p € um ponto de intersecao dos trés conjuntos. Neste

cendrio, os pontos de codimensdo 1 sdo os casos listados no Teorema 5.3.2. [ |

5.6 Tangéncias degeneradas entre o LD e o LPL

Seja ¥, o conjunto dos germes (M,p), com M C R? uma superficie suave e p €
M um ponto regular do LD e do LPL cuja ordem de contato entre essas curvas em p é
maior do que 2. O conjunto ¥, pode ser visto como um subconjunto do espago das fungdes
%= ((R?,(0,0)),(R3,p)), relacionando (M, p) com uma parametrizagio de M em uma vizi-
nhanga de p. Assim, ¢ é munido com a topologia induzida por ¢((R?,(0,0)),(R3,p)) e

(M, p) € 9, é dito genérico se pertence a um subconjunto aberto e denso de ¥4.

Teorema 5.6.1. Dado (M, p) € ¥, genérico, a ordem contato entre o LD e o LPL em p é igual a
4.

Demonstracao: Seja ¢ : U — ]R? a parametrizagdo local de M dada pelo Teorema 2.6.5, com
p=¢(0,0)e

3 2 3 2 2 3

Jf =x+xy+aony” +azx” +anx"y+anxy” +apy
Como a ordem de contato entre o LD e o LPL na origem é maior do que 2, segue que azg = —%.
Tomando uma parametrizacio 7 : (R,0) — (R?,(0,0)) do LD, da forma y(x) = (x,g(x)), entdo
jPg = %xz. A ordem de contato entre o LD e a CMN é medida pela aplicacdo h = H o y. Note
que j2h = Agx?, com

Ag =4ap +Tar; + 12ay9.

Portanto, a ordem de contato entre o LD e a CMN € 2 se, e somente se, Ag # 0. Segue do

Teorema 3.2.2 que a ordem de contato entre o LD e o LPL em p é genericamente 4. |

Para estudar as deformacdes de uma superficie com um ponto onde o LPL e o LD
possuem ordem de contato 4 através de uma boa familia de superficies, utilize as notagdes

adotadas na demonstracdo do Teorema 5.6.1 e suponha que Ag # 0.
Teorema 5.6.2. Sejam M, € .# uma familia de superficies, dada por

o : U — M,
(x,y) — (5, f(xy) +th(x,y1))
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Entdo, M; € uma boa familia de M se, e somente se,

Ag = —2h,(0,0,0) +4ap2h,(0,0,0) +2a211,(0,0,0) — A (0,0,0) # 0.
Demonstracdo: Sendo 7(x,y,t) = f(x,y) +th(x,y,t), a familia aplicagio Monge-Taylor @ :
U xR — J3(2,1) associada a ¢; é dada por

I I .
(p = (h7hX7hy7%;hxy7

As derivadas de @ em (0,0,0) sdo
¢x = (1,0,1,—1,2a21,a12,4a40,3a31,2a2,a13),

¢y = (0,1,2a0,a21,2a12,3a03,a31,2a2,3a13,4a04),

B0 0), 501,720,752, 0)).

@:@mmuwmw»

Por outro lado, seja .#, C .# a subvariedade dos pontos onde a ordem de contato entre o LD e o
LPL é maior do que 2. Tome as parametrizagdes ¢; de I, i = 1,2, definidas na demonstracio do
Teorema 5.6.4. Assim, p = ¢(0,0,0) € S e

. A 1 .
P=¢(p)= (07 1,0,0, 1,6102,—5,6121,6112,6103) = ¢1(0,0,1,a02,a21,a12,a03).

Logo, # é uma base de T;.%>, com

B = {(1707070707070707070)7(070717_170707_%(4(102+3a21)707070)7
(070707071707_%707070)7(07070707();150707070)7(Oa070707070707170>0)7 .
(0,0,0,0,0,0,0,0,1,0),(0,0,0,0,0,0,0,0,0,1)}.

Seja A a matriz cujas linhas s3o formadas pelos vetores da base % de Tj;.#, e pelas derivadas de
@ em (0,0,0). Assim, ., é transversal a ¢ se, e somente se, detA # 0. Mas detA = —%Ag/\g.

Portanto, @ ¢ transversal a ., em p se, e somente se, Ag 7 0. [ |

Teorema 5.6.3. Dado (M, p) € ¥4, a deformagdo do LD e LPL em uma familia genérica M; € %

de M é como indicada na Figura 41.

Demonstracao: Sejam M, € .% uma familia de superficies, dada por

o: U — M,
(x,y) — (0 f(x,y) +th(x,y,1)

Como o LD de M é regular e j'§ =y, é possivel parametrizar o LD de M por y(x) = (x, B(x)).

Para ¢ suficientemente pequeno, o LD de M; também pode ser parametrizado por ¥ (x) =

(x, Bi (x))-
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-@ >

Figura 41 — Deformacdes das intersecdes de ordem de contato 4 entre o LD e o LPL através de uma
boa familia de superficies. As curvas em vermelho e preto representam o LPL e o LD,
respectivamente. A curva verde pontilhada apresenta uma possivel configuracido da CMN.

Seja H; : (R%,0) — R o germe de funcio tal que tal que a CMN de M; é dada por H,'(0). O
LD e aCMN de M; se intersectam em um ponto % (x) se, e somente se, p;(x) = H,(x, B;(x)) = 0.
Ap6s mudangas de coordenadas, o 2-jato de p; é x> — ?\—g)t +0(2), onde 0(2) sdo termos de ordem

maior do que ouiguala2emt e
Ao = 4ap2h,(0,0,0) —2h,(0,0,0) — h,(0,0,0).

Logo, se Ajgp # 0, entdo o LD e o LPL de M; se intersectam em 2 ou 0 pontos, dependendo do
sinal de ¢. Assim, como o contanto entre a CMN e o LD de M é de ordem 2, a Gnica possibilidade

¢ a apresentada na Figura 41. |

Observaciio 5.6.1. E importante observar que a condi¢io que define uma boa familia M; de M
ndo € a mesma obtida no Teorema 5.6.3, ou seja, nem toda boa familia (no sentido de transversa-
lidade da aplicagao Monge-Taylor) induz uma deformagdo como na Figura 41. Entretanto, tais
condi¢des sdo genéricas, assim uma familia genérica de .% € uma boa familia de M e induz a

deformacdo do Teorema 5.6.3.

Sejam M C R% uma superficie suave e p € M um ponto regular do LD pertencente ao
LPL. Como (0,0, 1) ¢ T,M, pois p € LD, tome uma parametrizago local ¢ : U C R? — R} de
M na forma de Monge, dada por ¢(x,y) = (x,y, f(x,y)), com p = ¢(0,0) e

J2f = aoo + arox + ao1y + axox® +ayxy + agy’.

Segue do Lema 5.4.1 que p € LD N LPL se, e somente se,

ajo+ag =1,
5 ) 5.17)
ajpazo +ajoaorar +agap = 0.

Seja .# C J¥(2,1) a subvariedade definida por (5.17). A subvariedade .# pode ser parametrizada
localmente por ¢; : W — Jk(2, 1),i=1,2, com

¢1(aoo,t,ai1,4a02,a30, - ,aox) = (apo,cost,sint, —tant(ai; + agp tant),aq,ao2,a3o, -+ ,dok) ,

¢2(aoo,t,a20,a11,a30, -+ ,aox) = (aoo,sint,cost,axg, a1, —tant(a; +axotant),aszo, - ,dox)

sendo W =R x (0,7) U (7,27) x RZH*k+3)*=2)/2 de modo que .7 = ¢1 (W;) U ¢ (W5).
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Teorema 5.6.4. Os pontos de tangencia entre o LD e o LPL com ordem de contato 4 possuem

codimensao 1.

Demonstracao: Seja ., C .# a subvariedade dos pontos onde a ordem de contato entre o LD
e o LPL é maior do que 2. Sendo ¢; a parametrizagdo de .# definida anteriormente, segue que

¢1(P) € 5 se, e somente se,

3(3003 —+an ) sint + 3(6121 — ao3) sin(3t) + 12alzcostsin2t +4(2a02 tant +a11)2
—12cos3t

azp = , (5.18)

onde P = (a()(),t,an ,ap2,a30, " - ,aOk). Defina /’L(l‘,an ,002,021,6112,6103) como a fracao do lado
direito de (5.18). Assim, uma parametrizacdo local ¢; : R x (0, 7) U (rr,27) x RI*+(k+5)(*=2)/2 _,
J*(2,1) de .#, é dada por

01 (aoo, t,air,apn,az1,- - aor) = ¢1(aco,t,air,am,h(t,aii,an,az,ai2,a3),az, - ,aok)-

De modo anédlogo para a parametrizacdo ¢, de .#, dado P = (apo,?,a20,a11,a30," - ,dor) em W,
entdo ¢ (P) € .#; se, e somente se, ap3 = h(t,a11,a20,a12,ad21,a30). Assim, outra parametriza¢ao
local de .% é ¢y : R x (0, ) U (7,27) x RIF*E)K=2)/2 7, com

02(P) = ¢2(aoo,t,az0,a11,a30,a21,a12,h(t,ai1,a20,a12,a21,a30),a40," - - ,aok),
e P = (apo,t,a20,a11,a30,a21,a12,440, - ,dor). As imagens de ¢; e ¢ cobrem .%,. Logo, .%;

possui codimensio 3, pois o dominio de ¢; é um aberto de R 3 e d = (k+1)(k+2)/2éa
dimensio de J¥(2,1).

Os pontos de intersecdo entre o LPL e o LD com ordem de contato 4 formam um subconjunto
% de #. Do Teorema 5.6.1, segue que a condigio que define % é aberta, pois tais pontos sio
genéricos. Logo, % é um conjunto aberto de .% e possui a mesma codimensio em J, que é 3.
Portanto, os pontos onde a ordem de contato entre o LD e o LPL é igual a 4 possuem codimensao
1. |
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CAPITULO

INVERSAO DE MOBIUS

Neste capitulo estudamos a inversao de Mdobius no espaco Minkowski. Este estudo
foi motivado pelo trabalho de Ghomi e Howard (GHOMI; HOWARD, 2012), onde os autores
utilizam a inversao de Mobius no espaco Euclidiano para provar que se M é uma superficie
fechada e convexa em R? e p € M é um ponto umbilico, entdo existe um difeomorfismo entre
M\ {p} e o grifico de uma fung¢do assintoticamente constante que preserva as dire¢des principais.

Para mais detalhes ver o Apéndice A.

A 1deia por trds da demonstracdo desse teorema € aproximar M de uma esfera euclidiana
S2. Como a inversio de Mdbius de S? no espago euclidiano é um plano, entdo a inversio de
Mobius de M € uma superficie préxima de um plano, que os autores provam ser o grafico de
uma fun¢do. Assim, o principal objetivo deste capitulo € estudar a inversdo de Mobius no espaco

Minkowski da esfera S? e de superficies préximas, como os ovaloides.

6.1 Inversao de Mobius no Espaco Euclidiano

Nesta secdo, considere a norma, o produto interno e a geometria do espago Euclidiano.
A inversdo de Mabius de um subconjunto fechado F C R? é dada por

iM<F>:cz{L2 :peF\{O}},
Ipll

onde ¢! representa o fecho topoldgico em R? com a topologia usual. Quando necessirio, a
inversio de Mobius pode ser utilizada como uma fungéo iy : R?\ {0} — R3\ {0}, dada por

1

Neste caso, iy € um difeomorfismo e iy, = iy.
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Exemplo 6.1.1. Dado o plano P : ax+by+cz+d = 0, seja P = ipy(P). Como ips é um difeo-

morfismo, segue que iM(P) —Pe
(X,y,z) ef’ <~ iM(x,y,Z) eP

& ax+by+cz+d(x*+y*+7%)=0.

Logo, P é dado por ax + by + cz+d(x* +y*> +72) =0. Se d = 0, entio P = P. Porém, quando

d # 0, P é uma esfera que contém a origem, dada pela equacdo

(x+f)2+(y+ﬁ>2+(z+ﬁ)2:935iif.
2d 2d 2d 4d>
Exemplo 6.1.2. Seja S uma esfera de raio r e centro (a,b,c), isto é,

S:(x—a)’+(y—b)>+(z—c)* =1~
Pondo S = iy/(S), segue que

(x,y,2) €S & iy(x,yz) €S
& (P42 +—r?) (¥ +y*+7%) —2ax —2by —2cz+ 1 =0.

Se a origem pertence a S, entdo * = a®> +b> +c? e S é o plano ax + by +cz = 1/2. Por outro

2

lado, quando a origem nio pertence a S, é possivel dividir por A = a? +b? + ¢ — r? e verificar

que S é a esfera dada por
a\? b\ 2 c\2
(%) +(y—z> +He3) = w
Teorema 6.1.1. A inversdo de Mdbius preserva as direcdes principais de uma superficie em R3.

Demonstraciio: Seja M uma superficie em R e ¢ : U C R? — R? uma parametrizacio local de
M. Entio ¢ = iy o @ é uma parametrizacio local de M = iy (M). Sendo E, F e G os coeficientes

da primeira forma fundamental de M e E,F e G osde M, como

- 0 0,0) —20(0, )

(Px = <(P, (p>2 )
segue que
E— (¢ ¢>:<0%¢>—2¢WL%%<¢ﬂw—2¢m%ma>:<@m%): E
’ (9. 0)* (9.0)>  (9.0)
Procedendo de modo anélogo para F e G, obtém-se
E——i—E F——i—F G= ! G (6.1
(9. 9)> (9.9)*’ (9.0)> '

Os vetores normais N e N de M e M, respectivamente, sio dados por N = % (pex @) e

o _ 1 1 29, 9) 200,00
N—ZQ%@A%X%><%@A%XW+<%@A% w)
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onde A e A sdo as normas dos vetores entre parénteses. Assim, os coeficientes &, f e g da segunda

forma fundamental de M sdo dados em funcdos dos coeficientes e, f e g de M por

A i A A
f=——(e+QE), =" (f+aF), §=-———(g+0aG),
‘ 7L<qv,<p>3(e %) / l<<p,<p>3(f “F) § 7t<<p,<p>3(g %G)

com ot = —2(N, P).
A equacio das linhas de curvatura de M é
(FE —eF)dx* + (§E — éG)dxdy + (3F — fG)dy* = 0. (6.2)

Substituindo os coeficientes da primeira e da segunda formas fundamentais de M pelas suas

expressdes em termo de E, F, G, e, f e g, segue que (6.2) é satisfeita se, e somente se,

(fE — eF)dx* + (gE — eG)dxdy + (gF — fG)dy* = 0.

6.2 Inversao de Maobius no Espaco Minkowski

Definimos a inversao de Mobius de um subconjunto fechado F C R? como

in(F) :cl{O:;m :pEF\LC},

onde ¢! representa o fecho topoldgico em R> com a topologia usual. Quando necessdrio, é

possivel considerar a inversdao de Mobius como uma fungao iy : R? \LC — R% \ LC dada por

Considerando as seguintes regioes de ]R%

Ri ={(x,y.2) € R} : x* +y* —2* > 0},
Ry={(x,y,2) €R}: x> +y*— 72 < 0ez> 0}, (6.3)
R3 = {(-x,y,Z) E}R:])) 3X2+y2—Z2 <OCZ<O},

iy € um difeomorfismo de R; em R; e de R, em R3, sendo iﬂ}l = iy. Em Ry, ijy € uma inversio
com relagio ao plano hiperbélico HZ. Por outro lado, em R» e R3, iy é uma inversdo com relagdo
a esfera de Sitter S7.

Exemplo 6.2.1. Dado o plano P : ax+ by +cz+d =0, seja P = iy (P). Como ij € um difeo-

morfismo, iyy(P) =Pe

(xy2) €P & in(xyz)EP
& ax+by+tez+dx*4+y*—72) =0.
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Logo, P é dado por ax+ by + cz+d(x* +y> —z2) = 0. Assim, se d = 0, entdo P = P. Porém,

quando d # 0 é possivel escrever a equagio de P na forma

a b C 2 2 2
— X+ —-v+—-z+x —77=0
X+ =Y+ 2 txT Yy -2 )

equivalentemente,

B A
o Y2 T2d) T 4z
ou seja, P é uma esfera de Sitter, um plano hiperbélico ou um cone, dependendo do sinal

. 21122 .
de a® + b* — ¢?, todos com centro em p = (—;’—d,—%, ﬁ) eraio r =4/ %. O sinal de
a® + b? — ¢* determina se o plano P é spacelike, timelike ou lightlike. Portanto, a inversdo de

Mobius do plano P é:

(1) o préprio plano P, se P contém a origem;

(2) aesfera de Sitter S% (p,r), se P ndo contém a origem e é timelike;

(3) o cone C?(p), se P nio contém a origem e & lightlike;

(4) o plano hiperbélico H?(p, r), se P ndo contém a origem e é spacelike.

Teorema 6.2.1. As linhas de curvatura de uma superficie no espago Minkowski sdo invariantes

pela inversdo de Mobius.
Demonstracao: Andlogo ao Teorema 6.1.1. ]

Corolario 6.2.1. O LPL e o LD de uma superficie no espago Minkowski sdo invariantes pela

inversao de Mobius.

Demonstracao: A invariancia do LPL é uma consequéncia imediata do Teorema 6.2.1, enquanto
que para o LD esse fato segue de (6.1). |

Exemplo 6.2.2. Sejam S a esfera euclidiana de raio 1 centrada no ponto (2,0,0) e § = iy (S).

Entio, S é uma superficie fechada e nio convexa, ver Figura 42, dada pela equacio

3 (x2+y2—z2)2+ (1—4x) (P +y%) + (4x+1)22 =0.

O Exemplo 6.2.2 mostra que ao contrério das linhas de curvatura, LD e LPL, o conjunto
parabdlico nao € preservado pela inversao de Mobius. Entretanto, € possivel mostrar que dado
um ovaloide S, existe uma translacdo 7 adequada para S, de modo que a inversdo de Mobius de

S transladada por T € um ovaloide.
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Figura 42 — Inversdo de Mobius da esfera Euclidiana S no espago Minkowski.

6.2.1 Inversao de Mobius de esferas Euclidianas
Seja S C R? a esfera euclidiana definida pela equagdo
S:(x—a)l+(y—b)+(z—c)* =1~

Aplicando a inversdo de Mdbius em S, obtém-se uma superficie S = iy (S). Através de uma

homotetia € possivel considerar r = 1.

Teorema 6.2.2. A inversdao de Mébius de uma superficie no espagco Minkowski comuta com a

rotacdo em torno do eixo z e com a reflexdo com relacdo ao plano xy.

Demonstracao: Sejam M C R? uma superficie suave e R : R? — R? uma rotac¢ao em torno do

eixo z dada por

cos@ sinf O X
R(x,y,z)=| —sin@ cos@ 0 y | =(xcosO+ysinf,—xsinO +ycos0,z).
0 0 1 b4

Segue que R(ip(M)) = ip(R(M)). De fato, se (x,y,z) € M\ LC, entdo

; — X y Z
R(im(x,y,2)) = R (xzﬂ,z,Zz e x2+y2722>
_ xcos 6 + ysin @ —xsin @ + ycos 0 z
x2+y2_Z2 x2+y2—z2 9 x2+y2—z2 x2+y2—Z2 9 x2+y2—Z2
_ xcosO+ysin@ —xsinO+ycosO 7
= P2 0 22 X7
= m(xcos@+ysin6,—xsin9+ycos€,z)

= o0y (—rm0 o002 (xcosB +ysinB, —xsinO +ycos 0,z)

= iy(xcos®+ysin@, —xsinO +ycos6,z7)
= in(R(x,y,2)).
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Por outro lado, se R : R% — R? ¢ a reflexdo com relacdo ao plano xy, isto &,
R(x,y,z) = (x,y,—z), entdo R(ipy(M)) = ipy(R(M)). Novamente, seja (x,y,z) € M \ LC, note

que

R(im(x,y,2)) = R (x2+;2_zz ) x2+yyz_zz ) x2+yzz_zz>

— X Y _ Z
P 2 22 2y
_ 1
T 222 (X7y7 _Z)
1
R ey s ) (3, —2)

= iM(xayv _Z)
= iM(R(xvyaZ))'
|

Utilizando o Teorema 6.2.2, suponha sem perda de generalidade que a > 0,b=0¢e ¢ > 0.

Seja S, ) a esfera dada por
S(a7c) : (x_ 0)2 +y2 + (Z - C)2 =1

e S(a,c) = iM(S(a’C)), coma > 0ec>0.Como S € uma superficie compacta, S(M) possui

propriedades especiais.

Proposicao 6.2.1. Seja M uma superficie compacta no espaco Minkowski. Valem as seguintes

propriedades:

) in(M) = {ﬁ P eM\Lc};

(2) iy (M) ndo intersecta o LC.
Demonstracao:

(1) Sejam A = {ﬁ ‘pE M\LC} e {¢i}icy uma sequéncia em A que converge para algum
qE R{’. Como g; € A, existe p; € M\ LC tal que

Di
(pi»pi)’

qi = Vie N.

Sendo M compacta, existe uma subsequéncia {p;, } de {p;} que converge para algum
pEM.Se peLC,entdo ||p; ||— 0e ||gi||— o, o que contradiz a convergéncia de {g;}.
Logope M\ LCe

. . Pi, p
g = lim g;, = lim = € A.
k—yo0 & k—>o0 <plk7plk> <p7p>

Portanto, A é fechado e iyy(M) = cl(A) = A.
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(2) Suponha que g € iy(M)NLC. Entdo, do item (1) desta proposi¢ao, existe p € M \ LC tal
que g = im(p). Logo,

v/ p p \_ 1
0_%®_<@mem>_@mY

O que néo ocorre, pois (p, p) < ce. Portanto, iy (M) ndo intersecta LC. [

Como iy ndo estd definida em S, ) N LC, tais pontos de interse¢do podem resultar em

caracteristicas importantes de S, ), como mostra o Teorema 6.2.3.

Teorema 6.2.3. Seja L a interse¢do da esfera S, ) com o cone de luz LC. Entdo S(mc) ¢ limitada

se, e somente se, L = &.
Demonstragio: Dado p € L, existe uma sequéncia {p; };en em S, ¢y \ LC com p; — p. Logo,

lim [ pi| = || pll = 0 = lim [[ips (pi) || = oo
1—0 11—

e S(a,) € ilimitada.

Para reciproca, se L = &, entdo

1
o =supy ——P € Suec
1[’{|<p,p>| b “}

é finito e S(M) estd contida na bola centrada na origem e de raio o3, onde B = sup{||p||, p € S}

também ¢ finito porque S, ) € compacta. |

Teorema 6.2.4. Seja L a interse¢do da esfera S, .y com o cone de luz LC. As possiveis configu-
racdes de L sdo dadas na Figura 43 e dependem apenas da regido da estratificagdo do plano ac
determinada pelas retas c = a £ \/§ c=—ax \/§ e pelo circulo a?+ct=1.

Demonstracio: Sejam U = (&), +27) x (0,7) C R?, para algum &y € R,e ¢ : U — R} a

parametrizagdo local de S(, .y dada por ¢(u,v) = (cosusinv+a,sinusinv,cosv+c). Segue que

puv)eLl < (ou,v), o)) =0
& (cosusinv+a)? + (sinusinv)? — (cosv+c)? =0
& —a?+c*+2ccosv+cos2v —2acosusiny = 0

< (u,v) =0,
onde
I(u,v) = —a® 4 ¢* +2ccosv +cos 2v — 2acos usiny (6.4)
Assim, L= (¢ol~1)(0). Como I,(u,v) = 2asinusinve I, (u,v) = —2csinv —2sin2v —2acosucos v,

segue que (u,v) é uma singularidade de / somente se u € {kx : k € Z}, pois sinv # 0 em U.
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‘A
10 01 04 e 10 vazio
4 02 05 o |11 O
1 11 03 06 OO 12  vazio
14 ° (@)
" 6 07 o 13 S
2 ° (@)
08 o 14 S
7 (@)
13 5 09 ()O 15 S
12
? 15\3 _
“a

Figura 43 — Parti¢@o do plano ac que determina as configuragdes de S, ) N LC, tais configuragdes sdo

Caso 1: Para k par, [(km,v) =0 e [,(km,v) = 0 se, e somente se,

representadas em vermelho.

—a* 42 +2ccosv+cos2v — 2asiny

{ csinv+sin2v 4+ acosv

Isolando ¢ na segunda equacao e substituindo na primeira, segue que

a

cost( — 4 1)2 =0.

smvy

Logo, [ é singular em (k7,v) somente se v € {n/4,37/4,arcsin(—a)}.

O ponto (km,m/4) é uma singularidade apenas se ¢ = —a — v/2 <0, 0 que ndo ocorre pois
¢ > 0. Por outro lado, (km,37/4) é um ponto singular de / quando ¢ = a+ V2. Nesse caso,
(km,37m/4) é uma singularidade A| de /. Por fim, —sinv < 0 pois v € (0, 7). Entdo o caso

v = arcsin(—a) ndo ocorre porque a > 0.

Caso 2: Para k impar, [(km,v) =0e [,(km,v) = 0 se, e somente se,

{ —a?+ c* 4+ 2ccosv+cos2v+ 2asiny

csinv+sin2yv — acosv

Isolando ¢ na segunda equacao e substituindo na primeira, segue que

2
cos2v (L — 1) =0.

smvy

Logo, [ é singular em (k7,v) somente se v € {7/4,37/4,arcsin(a)}.

O ponto (kr, 7 /4) é um ponto singular de [ se ¢ = a — /2, quando isso ocorrer o ponto

¢ uma singularidade A} de I. Por outro lado, (k7,37/4) é uma singularidade de [ se
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¢ = —a+ /2. Nesse caso, a singularidade de [ em (k7,37/4) é do tipo A] sea < 1/v/2,
ouA;r se a > l/ﬁouumacﬁspide sea = 1/\/§

No tltimo caso, a = sinv. Disso segue que ¢ = —cosv e a*>+c¢> = 1. Quando ¢ < 1/\/5,
o ponto (k7,arccos(—c)) é uma singularidade de / do tipo A . Se 1/v/2 < ¢ < 1, entdo
este ponto € uma singularidade A;“ de I. Por fim, para ¢ = 1/+/2, existe uma singularidade

de cuspide em [/ e com ¢ = 1 segue que v = 7, 0 que ndo ocorre pois v £ 7.

Para estudar os polos (a,0,c+ 1), que ndo pertencem a imagem de @, utiliza-se a parametri-
zagdo local ¢ : U — R3 de S(a,c) dada por @2 (u,v) = (cosv+a,sinusinv,cosusinv + c), pois
©(0,7/2) = (a,0,c+1) e g(m,n/2) = (a,0,c—1). Utilizando ¢, para calcular a fungéo I, os
polos sdo singularidades apenas se a = 0 e ¢ = 1. Assim, a parti¢do do plano ac dada pelas retas
c=a=£+/2,c=—a++/2 e pela circunferéncia a® 4 c> = 1 separa as possiveis configuracdes de

[ =0, como na Figura 43.

Portanto, L € vazio nos abertos 10 e 12. Em 11, L € uma curva regular fechada. Por outro lado, L
€ formado por duas curvas regulares fechadas disjuntas nos abertos 13, 14 e 15 do plano ac. Nas
retas 4 e 5, L é composto por um tnico ponto. Nas curvas 6 € 9, L é uma curva fechada com uma
auto-intersecdo. L € a unido de uma curva fechada regular e um ponto em nas curvas 7 e 8. Por
fim, nos pontos 1, 2 e 3, L € uma curva fechada regular, uma curva fechada com uma cuspide ou

a unido de dois pontos distintos, respectivamente. ]

Corolario 6.2.2. S(ayc) possui no maximo 3 componentes conexas que sdo homeomorfas ao

plano ou a esfera S, ).

Demonstragio: Sejam R, R e R3 como em (6.3). Seja L a interse¢do da esfera S, .y com o
cone de luz LC. De acordo com o Teorema 6.2.4, L divide S, ) em no maximo 3 componentes
conexas. Cada uma dessas componentes estd interiramente contida em algum R;. Logo, § (a,c)

possui no maximo 3 componentes conexas.

Nas regides 10 e 12 da Figura 43, S, .y C R;, parai =1 oui= 2, e entdo S(a.p) ¢ homeomorfa a
S(a,c)- Nos demais casos, as componentes de S, \ L sao homeomorfas a abertos do plano e,

portanto, as componentes conexas de §(a_‘c) sdo homeomorfas ao plano. |
Corolario 6.2.3. §(a’c) é uma superficie fechada se, e somente se, (¢ —a)? > 2.

Uma pergunta natural € a possibilidade de S(a,c‘) ser uma superficie singular para algum

valor dos pardmetros (a,c). Entretanto isso nunca ocorre, como mostra o Teorema 6.2.5.

Teorema 6.2.5. A superifice §(a7c) ¢ regular para todos os pardmetros (a,c).
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Demonstragio: Como S, ) € compacto, o item (1) Proposi¢do 6.2.1 garante que

(x,y,z) S S(a,c) < iM(X,y,Z) € S(a,c)

(x.,2)
< 2oz € S(ae)

2 > 2
- x y Z _ —
A (x2+y2_zz a> + P27 + <x2+y2—12 C) 1.

Do item (2) da Proposicio 6.2.1, segue que x> +y> —z2 # 0 para todo (x,y,z) € S(M). Logo,

os pontos de g(w) sd0 0s Unicos em ]R? \ LC que satisfazem P(x,y,z) = 0, com P(x,y,z) =
Xy 42— 2(ax+cz) (x2 +y? — zz) +(a®+c?— 1)(x2 +y? — zz)z, sendo que o tnico ponto

do LC que pertence a P~'(0) é a origem, ou seja,

(x,3.:2) € Sae) & (x,3,2) € P71(0)\ {(0,0,0)}.

Assim, as singularidades de § (a,c) S30 as singularidades de P = 0 diferentes de (0,0,0), mas a

tnica singularidade de P é (0,0,0). Portanto, §( ¢ uma superficie suave. |

a,c)

Os resultados obtidos até o momento mostram que S (a,c) € uma superficie suave, que
pode possuir até trés componentes conexas, sendo que cada uma delas ¢ homeomorfa a um
plano ou a uma esfera. Entretanto, ao utilizar a primeira e a segunda formas fundamentais, €
possivel obter propriedades geométricas de S (a,c)> tais como o LD, linhas de curvatura e conjunto

parabdlico.

Teorema 6.2.6. As possiveis configurages do LD de § (a,c) $80 dadas na Figura 44 e dependem

apenas da regido da estratificacio do plano ac determinada pelasretasc=a+1,c=—a+1e
c=a.
A
11 / 01 O |05 = (11 I
> 6 02 = |06 = |12 —
/ 12 03 = 07 = |13 =
8 04 vazio |08 o |14
15 N2 13 M9 = 15
10 9 ’ 10 — |16 =
/ 16 5 4
4 Ta

Figura 44 — Parti¢io do plano ac que determina as configuragdes do LD de § (a,c) tais configuragdes sao
representadas em vermelho.
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Demonstracgéo: O LD de S, ) ¢ dado pela unido de duas curvas disjuntas, y1 : R — §(, .y, com

Ye(t) = (a—l—?cost,\/?isint,cj: g) )

Logo, 72 (t) € LC se, e somente se, cost = A, com A = (¢> —a? +/2¢) /(v/2a). Assim, existem
zero, um ou dois pontos de interse¢do entre ¥y e o LC quando |A| é maior, igual ou menor que 1,

respectivamente.

A igualdade |A| = 1 define uma parti¢io do plano ac, ver Figura 44, dada pelas retas (a+c)? = 2,
(a—c)?> =2oua®=c* Nasregides 11, 14 e 15 y, e y_ ndo intersectam o cone de luz. No aberto
12 (13), v— (¥4 ) intersecta LC em dois pontos e ¥;+ (Y-) ndo o intersecta. Na regido 16, ambas as
curvas intersectam o cone de luz em dois pontos distintos. Nas retas 6 € 10 e nos pontos 2 e 3,
cada uma das curvas tangencia o cone em um unico ponto. Na reta 7 (5 e 8), ¥+ (Y-) tangencia o
cone de luz em um dnico ponto e Y- (4 ) ndo intersecta o LC. Na curva 9, v, intersecta o cone
de luz em dois pontos, enquanto y_ apenas tangencia em um Unico ponto. Em 4, Yy C LC. Por

fim, no ponto 1, Y- C LC e Y4 ndo intercecta o cone de luz.

A partir dessa andlise e do Coroldrio 6.2.1, é possivel obter informagdes sobre a estrutura do LD
de § (a,c)- Nasregides 11, 14 e 15, 0 LD de S (a,c) € formado por duas curvas regulares fechadas.
No aberto 16, sdo quatro curvas regulares ilimitadas. Nas regides 12 e 13, 0 LD de S, ) € uma
curva regular fechada e duas curvas regulares ilimitadas. Nas curvas 5, 7 € 8, o LD é uma curva
regular fechada e uma curva regular ilimitada. Em 2, 3, 6 ¢ 10, 0 LD de § (a,c) S0 duas curvas
regulares ilimitadas. Na curva 9, o LD é composto por 3 curvas regulares ilimitadas. Nos pontos

1 e 4, o LD é uma curva regular fechada e vazio, respectivamente. ]

Teorema 6.2.7. A superficie S(w) pode ter 0, 1 ou 2 pontos umbilicos, dependendo apenas da

regido da estratificacdo do plano ac determinada pelas retas ¢ = +a & 1, conforme a Figura 45.

Demonstragao: Os pontos umbilicos de S, .y sdo P+ = (a,0,c = 1). Segue do Teorema 6.2.1

a.c
que iy (P+) € um ponto umbilico de S(ayc) se, e somente se, P ¢ LC. Note que Py € LC se, e

somente se, c = a — 1. Por outro lado, P_ € LC se, e somente se, c = +a + 1.

Assim, o plano ac é decomposto como na Figura 45. No ponto 2 a superficie S(a’c) nao tem
pontos umbilicos. Em 1, 3,4 ¢ 5, § (a,c) tem um ponto umbilico. Por fim, S (a,c) tem dois pontos

umbilicos nas regides abertas 6, 7, 8 € 9. ]

Teorema 6.2.8. As linhas de curvatura de 5( ) sao obtidas pela interse¢do desta superficie com

a,c
(1) Osplanosy=0ez=0;
(2) A familia de planos hiperbdlicos

X +y—(z—1)? =12, r € R\ {0};



146 Capitulo 6. Inversdo de Mobius

A
01 o 03 o 06
6
3 02 Vazio 04 o 07 .
05 ° 08 .
i 7 09 ¢
\ 4
5
9 8
2 .
- “a

Figura 45 — Parti¢ao do espago de pardmetros de acordo com a quantidade de pontos umbilicos de S~(a7c).
Os pontos vermelho em frente ao nome da regido indicam quantos pontos umbilicos S, )
possui.

(3) Se a # 0, a familia de esferas de Sitter
1\? B\’ ) 0+ B2
_ ) = o R, o #0;
<x+2a> - (y+2aoc) ¢ da’o? ’ PeRar0;

(4) Se a =0, o feixe planos
ox+By=0, a,B cR.

Demonstracao: As linhas de curvatura de S, ) sdo as curvas dadas pela interse¢do de S, )
com os planos da forma Py : z=d e Py g : @x+ By+ ota =0, parad, &, 3 € R. De acordo com
o Teorema 6.2.1, as linhas de curvatura sio preservadas pela inversdo de Mobius. Logo, as linhas
de curvatura de § (a,c) S80 as Intersegdes dessa superficie com a inversdo de Mdbius dos planos

Pd ePaﬁ.

Definindo B; = iy (Py) e 13057[3 = in(Py ), segue do Exemplo 6.2.1 que

z=0 , d=0 (Plano)
Py 1\? 1
2 2 b _ . 1.
xX“+y (z 5 d> iz d # 0 (Plano Hiperbdlico)
B oax+By=0 , a=0oua=0 (Plano)
P, 2
%P (x+ i)z + <Y+ %) —72= Zijfj , a#0ea#0. (Esferade Sitter)

Logo, as linhas de curvatura de § (a,c) S80 dadas pela intersecdo dessa superficie com as esferas
de Sitter 13057[3, com os planos hiperbdlicos 13d e com os planos Py, 1507 g € casoa = 0, Faﬁ. Por

fim, note que o LPL de S, . € vazio, logo o LPL de S(M) também serd vazio. |
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Ao contrério do LD e das linhas de curvatura, o conjunto parabdlico de uma superficie
ndo € preservado pela inversdo de Mobius no espago Minkowski, como no Exemplo 6.2.2. Assim,
embora S, () seja sempre uma superficie sem pontos parabélicos, o conjunto parabélico de S (a.c)

¢ ndo vazio para alguns valores de (a,c).

Teorema 6.2.9. A configuragio do conjunto parabélico de S (a,c) depende apenas da regido da
estratificagio do plano ac determinada pelas hipérboles ¢ —a®> +4c+3 =0ea®>—c>+4a+3 =0,
retas (a+c)? =2 e a = +c, circunferéncia a®> + > = 1.

Como foi dito inicialmente, é possivel supor sem perda de generalidade que a > 0 e
¢ > 0. Por isso, no Teorema 6.2.9, a particdo é considerada apenas no primeiro quadrante do

plano ac. A prova do Teorema 6.2.9 € apresentada no Apéndice B.

6.2.2 Inversdo de Mobius de Ovaloides

Os resultados da se¢do anterior mostram que o conjunto parabdlico ndo é preservado
pela inversdo de Mobius. Assim, a inversdao de uma superficie fechada e convexa pode nao ser
convexa. Entretanto, no caso de algumas superficies especiais, chamadas ovaloides, € possivel

obter inversodes cujo resultado continue sendo uma superficie fechada e convexa.

Definicao 6.2.1. Uma superficie fechada S é um ovaloide se tem um contato A]L com o plano

tangente 7),S, para todo p € §.
Observacao 6.2.1. A definicdo de ovaloide independe da métrica utilizada.

Exemplo 6.2.3. O elipsoide de centro p = (a,b,c) e raios ry, r; e r3, dado por

G- (-8) =)

2 2 2
r ry r3

=1,

€ um ovaloide, ver Figura 46. Em particular, as esferas Euclidianas sdo ovaloides.

I'

Iy

Figura 46 — Elipsoide com centro em p = (a,b,c) e raios ri, r € r3.

No decorrer da secdo, a curvatura Gaussiana de uma superficie com a métrica Euclidiana

€ denominada curvatura Gaussiana Euclidiana. Esta curvarura € qtil, pois o contato do plano
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tangente com a superficie estd relacionado com o sinal da curvatura Gaussiana Euclidiana. Segue
da Proposicdo 6.4 de (IZUMIYA et al., 2016) que um ponto p de uma superficie S possui
curvatura Gaussiana Euclidiana estritamente positiva se, € somente se, 0 contato entre o plano

tangente 7,S e a superficie S em p € A, para todo p € S.

Teorema 6.2.10. Seja S uma superficie fechada. Entao S € um ovaloide se, e somente se, seu

conjunto parabdlico € vazio.

Demonstracido: Seja S um ovaloide e p € S, entdo o plano tangente 7,5 tem contato A]L com a
superficie. Logo, a curvatura Gaussiana Euclidiana de S em p € estritamente positiva. Portanto,

p ndo pertence ao conjunto parabolico.

Por outro lado, suponha que o conjunto parabdlico de S é vazio. Como S é fechado, existe
po € S tal que a curvatura Gaussiana Euclidiana em pg € estritamente positiva. Como o conjunto
parabdlico € vazio, a curvatura Gaussiana Euclidiana € estritamente positiva em toda superficie

S. Logo, o plano tangente 7},§ tem um contato AT com a superficie S em todoponto p € S. W
Coroléario 6.2.4. S(M) ¢ um ovaloide se, e somente se, a >2+Vc2+1ouc>2+Va2+1.

Demonstracao: Do Coroldrio 6.2.3 segue que S( é fechada se, e somente se, (¢ —a)? > 2. Do

a,c)
Teorema 6.2.9, o conjunto parabdlico de S(a,c) évaziosea>2++vVc2+louc>2+Va2+1.
Logo, nessas condi¢des, o Teorema 6.2.10 garante que a superficie S (a,c) € um ovaloide. |

Teorema 6.2.11. Dado um ovaloide S C R3, existe uma translagdo 7 : R — R tal que i (T(S))
€ um ovaloide, isto €, a inversdo de Mdobius em R? da superficie S transladada por 7" € um

ovaloide.

Demonstraciio: Seja N, : S — S? a aplicacdo de Gauss de S com a métrica euclidiana usual,
apontando para o interior de S. Dados p € Se r > 0, defina S, (r) como sendo a esfera euclidiana

de centro p 4 rN,(p) e raio r. Assim, S, () e S sdo tangentes em p para qualquer r > 0.
Afirmacio: Existe R > 0 tal que S\ {p} estd contida no interior de S,(R), para todo p € S.

Suponha, aplicando uma homotetia, que R = 1. Segue do Corolério 6.2.4 que existe uma regiao
ilimitada do espaco de parametros onde a inversdo de Mobius em R:f das esferas euclidianas
unitarias sdo ovaloides. Como esta regido € ilimitada, existe uma translacio 7 : R? — R? tal que

a inversdo de Mébius em R3 de T(S,(R)) é um ovaloide, para todo p € S.

Para todo p € S, segue do Teorema 6.2.3 que T'(S,(R)) ndo intersecta o LC, pois a inversdo de
Mobius de T'(S,(R)) ¢ limitada. Como T'(p) € T(S,(R)), entdo T (p) ¢ LC e T(S) ndo intersecta
o LC. Assim, iy (T (S)) é difeomorfo a S, portanto é uma superficie fechada.

Dado p € S, iy é um difeomorfismo entre o interior de T (S,(R)) e o interior de iy (T (S,(R)))
porque T(S,(R)) NLC = @. Logo, in(T(S\ {p})) estd contida no interior de iy (7 (S,(R))) €
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im(T(S)) é tangente a ip (T (S,(R))) em ips(T (p)). Mais ainda, o contato entre iy (T (S,(R))) e
seu plano tangente em iy (7' (p)) é um A{, pois ip (T (Sp(R))) € um ovaloide. Logo, o contato de
inm(T(S)) e seu plano tangente em iy (7 (p)) é AT. Como isso vale para todo p € S, segue que

ipn(T(S)) é um ovaloide.

Demonstracio da Afirmacdo: Sejam p € Ser > 0. S\ {p} estd contida no interior de S,(r)
se, e somente se, ||g — (p+rN.(p))|le < r, para todo g € S\ {p}, onde ||-||c denota a norma
euclidiana usual. Dado g € S\ {p}, sejam d(q) = ||g — p||. € 6(q) € [0, 7] o dngulo entre os
vetores g — p e N,(p).

Como § € um ovaloide, existe uma vizinhanga U de p em S tal que a interse¢do de U com 7,§
(considerando 7},S como o plano que passa por p € ndo como um espago vetorial) € apenas p,
pois o contato de S com 7),S € A1+. Assim, em U nenhum ponto do interior de S pertence ao 7),S.
Suponha que algum g € S\ {p} pertenca a T),S. Para € > 0 suficientemente pequeno, os pontos
(1—€)p+€eq pertencem a U e a T,S, pois o segmento [p,g| estd contido em T,S. Logo, [p,q]
ndo estd contido no interior de S, o que contradiz a convexidade de S. Portanto SN7,S = {p}.
Assim, 0(q) € [0,7/2).

p
d(q) 6@
y
q X q
'p+rNe(p)

Figura 47 — Esquema para o cdlculo da distancia entre p + rN,(p) e os pontos p e g.

Seja ¢’ a proje¢do de g na reta que passa por p com dire¢do N,(p), ver Figura 47. Denote
por x e y a distancia entre ¢’ e os pontos g e p, respectivamente. Assim, x = d(q)sin6(q) e

y =d(q)cos6(q). Como a distancia entre ¢’ € p+rN,(p) é r —y, vale que

lg = (p+rNe(p))IIP = 2+ (r—y)* = r* —2d(g)rcos 6(q) +d(q)*. (6.5)
Se )
d(q)
” 2cos 0(q)’

entdio d”> —2d(q)rcos 8(g) < 0 e segue de (6.5) que ||g— (p +rN.(p))||> < r*. Como S é com-
pacto, tome d,qy = max{d(q) : g € S} <o e c=min{cosO(q) : q € S} > 0, pois 8(q) € [0,7/2).
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Definindo R(p) = d2,,,/2c, para todo r > R(p) o conjunto S\ {p} esté contida no interior de
Sp(r).

Por fim, seja R = max{R(p) : p € S} + 1, que existe e ¢ finito, pois S é compacto. Logo, R > R(p)
e segue que S\ {p} estd contida no interior de S,(R), para todo p. |
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CAPITULO

PONTOS UMBILICOS EM SUPERFICIES
FECHADAS

Este capitulo contém algumas propriedades semi-globais de superficies no espaco Min-
kowski, isto €, algumas propriedades que ndo sdo locais, mas também nao dependem da superficie
globalmente. Mais precisamente, sdo estudadas componentes conexas das regioes Riemanniana
e Lorentziana de superficies no espaco Minkowski. Este estudo foi iniciado com a intengdo de

generalizar o teorema principal de (TARI, 2013) para superficies em R? que ndo sao convexas.

7.1 Conjectura de Carathéodory

“Toda superficie fechada e convexa em R> possui no minimo dois pontos umbilicos.”

A afirmagao acima € conhecida como Conjectura de Carathéodory. Nao se sabe ao certo
a origem desta conjectura, mas ela apareceu pela primeira vez nos artigos de Hamburger e foi
atribuida a0 matematico Constantin Carathéodory em (HAMBURGER, 1924). Esta conjectura

estipula uma cota minima de pontos umbilicos para certas superficies.

Uma das maneiras de se atacar este problema € estudando o indice de singularidades.
O indice de um ponto umbilico isolado € um invariante topolégico dado por um semi-inteiro,
ou seja, tem a forma n/2, onde n é um nimero inteiro. Loewner conjecturou que o indice de
um ponto umbilico isolado é no maximo 1. Como toda superficie fechada e convexa possui
Caracteristica de Euler igual a 2, pelo Teorema de Poincaré-Hopf a soma dos indices de todos
os pontos umbilicos isolados deve ser igual a 2. Deste modo, uma resposta afirmativa para a

Conjectura de Loewner fornece uma resposta afirmativa para a Conjectura de Carathéodory.

O indice de um ponto umbilico isolado, indicado por /(p), pode ser calculado, dentre
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outras maneiras, pela formula do indice de Poincaré (DUMORTIER; LLIBRE; ARTES, 2006)

I(p) =1+ #
onde E é o nimero de setores elipticos e H € o nimero de setores hiperbolicos das linhas de
curvatura numa vizinhanga de um ponto umbilico isolado. Entretanto, a Conjectura dos Setores
Elipticos, ver (SMYTH, 2005) por exemplo, diz que um ponto umbilico isolado ndo admite
setor eliptico para as linhas de curvatura. Logo, uma resposta afirmativa para a Conjectura dos
Setores Elipticos fornece uma resposta afirmativa para a Conjectura de Loewner, que por sua

vez, fornece uma resposta afirmativa para a Conjectura de Carathéodory.

Consta na literatura, como em (GARCIA; SOTOMAYOR, 2009), que genericamente
o indice de um ponto umbilico isolado p é £1/2. Logo, a Conjectura de Carathéodory vale
genericamente. O caso em que o valor absoluto do indice em p é maior do que ou igual a 1 pode

ocorrer quando p é um ponto critico da curvatura média (H), da curvatura Gaussiana (K) e ainda
o terceiro jato de H 2 _ K deve ser nulo (SMYTH; XAVIER, 1992).

Muitos matemadticos sugeriram provas para tal conjectura. Os primeiros foram Hamburger
(HAMBURGER, 1940) e Bol (BOL, 1943), em 1940 e 1944, respectivamente. Posteriormente,
Klotz (KLOTZ, 1959), Titus (TITUS, 1973), Scherbel (SCHERBEL, 1995) e Ivanov IVANOV,
2002) também trabalharam com esta conjectura, no intuito de demonstra-1a. Todos estes trabalhos
visavam provar a Conjectura de Carathéodory para superficies analiticas utilizando a Conjectura
de Loewner. Entretanto, a medida que os anos passam, todas essas provas parecem nao ter
convencido a comunidade matematica. Em 1999, Sotomayor e Mello (SOTOMAYOR; MELLO,
1999), assumindo que a conjectura é verdadeira para superficies analiticas, demonstraram que ela
também € valida para superficies de classe C3. Por fim, Guilfoyle e Klingenberg (GUILFOYLE;
KLINGENBERG, 2008) elaboraram uma prova para a conjectura, porém o trabalho ndo foi
publicado.

Mais recentemente, Ghomi e Howard apresentam uma abordagem alternativa para a
Conjectura de Carathéodory, onde os pontos umbilicos em superficies fechadas e convexas
sdo relacionados com pontos umbilicos no gréfico de algumas fungdes especiais, denominadas

funcdes assintoticamente constantes, para mais detalhes ver o Apéndice A.

7.2 Reformulando a Conjectura

A versdo para o espago Minkowski da Conjectura de Carathéodory foi demonstrada por
Tari em (TARI, 2013).

Teorema 7.2.1. (Teorema de Tari) (TARI, 2013) Toda superficie fechada e convexa em R?

possui no minimo dois pontos umbilicos.
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A prova € feita verificando que toda superficie fechada e convexa em ]R? possui duas
componentes conexas da regiio Riemanniana homeomorfas ao disco ID?. Se a fronteira destas
regides Riemannianas, que pertencem ao LD, forem singulares, entdo tal singularidade € um
ponto umbilico lightlike. Caso contrario, se a fronteira for uma curva regular, entdo existe um

ponto umbilico na respectiva regido Riemanniana.

Para provar a existéncia do ponto umbilico na regido Riemanniana é utilizado a convexi-
dade da superficie. De fato, dada uma superficie M fechada e convexa em R3, o LD e o LPL se
intersectam apenas em pontos umbilicos lightlike, pois em LD N LPL a curvatura gaussiana de M
€ menor do que ou igual a 0. Logo, se uma componente conexa R da regido Riemmaniana de M
¢ homeomorfa a um disco € o bordo dR de R é uma curva regular, entdo dR é uma componente
conexa do LD que ndo intersecta o LPL. Assim, umas das dire¢des principais sempre € transversal

a dR e a existéncia do ponto umbilico segue do Teorema de Poincaré-Hopf.

Estando provada a conjectura, um proximo passo seria enfraquecer as suas hipoteses.
Assim, a condicao de convexidade no Teorema de Tari € necesséaria? Nos espagos Euclidiano e
Minkowski existem toros de revolucao que ndo possuem pontos umbilicos, logo a convexidade
nao pode simplesmente ser omitida. Entretanto, uma possibilidade € substituir tal hipétese pelo

fato da superficie ser apenas difeomorfa a esfera S?, isto é,

Conjectura 7.2.1. Toda superficie difeomorfa a esfera S* possui no minimo dois pontos umbili-

COsS.

Esta nova questao engloba superficies como a Figura 42 que ndo sdo contempladas pelo
Teorema de Tari. Note que ser difeomorfa a esfera S* garante que a superficie é fechada, logo a
unica hipétese enfraquecida € a convexidade. No caso Euclidiano, uma prova para a Conjectura
de Loewner fornece uma resposta afirmativa para a nova pergunta, uma vez que a Caracteristica

de Euler de toda superficie difeomorfa a esfera é 2.

Por outro lado, dada uma superficie M C R% fechada e nao convexa, mas difeomorfa a

esfera SZ, surgem duas questdes decorrentes da nao convexidade:

(1) M possui duas componentes conexas da regidio Riemanniana homeomorfas ao disco D??

(2) Toda componente conexa da regido Riemanniana de M que for homeomorfa a um disco e

cujo bordo é uma curva regular possui um ponto umbilico?

Se as respostas para as questdes (1) e (2) forem sim, entdo as ideias propostas por Tari em (TARI,

2013) se aplicam de maneira andloga para superficies fechadas e difeomorfas a S*> em R%.

Para obter um contra-exemplo para a pergunta (1), seja S a esfera unitaria de raio 1 e
centro na origem. Tome a parametrizagdo ¢ : U — R{’ de S,comU; = {(y,z) €R?:y* +2 < 1}
e o(yz) = ( 1—y2—22,y, z). A regido Riemanniana de S é a imagem dos pontos (y,z) € U
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com z> > % Logo, aimagem de U; = {(y,z) cR?2:y>+ ( - %50)2 < ﬁ} C Uj por ¢ pertence

aregido Riemanniana de S. O objetivo € deformar a parametrizacdo ¢ em U, de modo que surja

uma nova componente conexa da regido Lorentziana.
Para isto, defina a familia de aplicacdes p; : U; — R com
2
1—+200 (2 + (z— 5)7) = 10000 (> + (z= 1)°) ", (n2) € s
1 , (12) ¢ U,

Note que cada aplicagio p; é de classe ¢!, crescente e possui a imagem no intervalo [1 —1,1].

pi(,2) =

Como py € constante igual a 1, a familia de superficies S; parametrizadas localmente por

@ Uy = Ry, com ¢ (y,2) = (fi(y,2),5.2) e
fi,2) =V1—=y>=22p;(y,2) + (1 — p;(,2)),

deforma a esfera S = Sy, ver Figura 48.

(@r=0 bo<r<l1 ©r=1

Figura 48 — Deformacdes da esfera S pela familia de superficies S;. As regides em laranja representam a
imagem de U, por ¢;.

O LD da superficie S; é o conjunto dos pontos (y,z) € U; onde 6(y,z,¢) = 0, sendo

2 2
o(y,z,t) =1+ (%—f(y,z)) - <%—];’(y,z)) .Em U; \ U, o LD é dado por z = i‘/Ti para todo ¢ e
coincide com o LD de S. Em U,, a variedade definida por 8 = 0 € plotada computacionalmente,

através do software Mathematica (INC., ), e apresentada na Figura 49.

Baseado na Figura 49, é possivel acreditar na existéncia de t,t; € [0,1], tp < 11, tais
que o LD possui singularidades em U, se, e somente se, t =ty ou t = t;. Tais pontos seriam
aqueles onde o plano tangente € dado por = 0. Assim, a configuragdo do LD de S; em U, estaria

definida de acordo com a parti¢do do intervalo [0, 1] definida por 7 e ¢, conforme a Figura 50.

Para obter 7 e f; € necessario resolver o sistema

d(y,z,t) = 0,
Sy z,t) = 0, (7.1)
5Z(y,z,t) = 07
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7 -0.10

7 -0.05

+0.00

) L =4
‘ R S |
T 010

Figura 49 — Subvariedade de U, x [0, 1] obtida pelo LD da familia de superficies S; com ¢z € [0, 1].

U, Uz Uy U, Uz

(@0<r<iy b)yr=xn ©n<t<n dr=n e)n<t<l

Figura 50 — Configuragdes do LD de S; de acordo com o valor de 7 € [0, 1]. A curva em azul representa o
bordo de U, enquanto a curvas pretas sdo o LD.

para (y,z,t) € U x [0, 1]. Resolvendo numericamente (7.1) é possivel aproximar ¢y ~ 0.043372
e t; ~ 0.345091. Portanto, para t = % ¢ esperado que o LD em U, seja como na Figura 50 (c).
Ao plotar 0 LD de Sy /o surgem trés curvas regulares, duas que ja existiam em S e uma nova na

imagem de Uy por @; 1, como mostra a Figura 51.

Figura 51 — Superficie Sy 19. As regides Riemanniana e Lorentziana sao representadas em verde e verme-
lho, respectivamente.

Toda a construg@o feita e os resultados numéricos sdo um indicativo de que Sy satisfaz

as condicoes desejadas para que seja um contra-exemplo de (1), entretanto é necessario mostrar
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formalmente que o LD dessa superficie é constituido pelas trés curvas regulares apresentadas
pelo software Mathematica. O mesmo processo realizado para U, poderia ser aplicado em
2 p . .
Uz = {(y, 7) ER?:y2 4 (z + %) < W%o} C Uy de modo andlogo, a fim de obter uma superficie
suave homeomorfa a S? sem componentes conexas da regiio Riemanianna homeomorfas ao

disco D2, A partir de todos esses indicios, segue a seguinte conjectura.

Conjectura 7.2.2. Existem superficies fechadas, homeomorfas a esfera S?, que nio possuem

componentes conexas da regiio Riemanianna homeomorfas ao disco D?.

Para a pergunta (2), sendo o LD uma curva regular fechada e uma linha de curvatura,
seria possivel utilizar o Teorema de Poincaré-Bendixson para garantir a existéncia de um ponto
umbilico no interior do disco nos casos em que o LD e o LPL se intersectam? O Teorema 3.2.3
mostra que genericamente o LD muda de folheag¢do nos pontos de LD N LPL, ou seja, o LD nao

€ um ciclo limite e o Teorema de Poincaré-Bendixson nao se aplica.

A superficie M C R} parametrizada por ¢ : R? — R3, com ¢(x,y) = (x,y,x +xy — £x3),
é um contra-exemplo para (2). De fato, o LD de M é a curva fechada definida por x* — 4x2y +4y> +
8y =0 e divide a superficie em uma regidio Riemanniana homeomorfa ao disco D?, ver Figura 52,
e uma regido Lorentziana ilimitada. Porém, todos os 4 pontos umbilicos de M pertencem a regido
Lorentziana. Com isso a reposta para (2) € ndo e segue o Teorema 7.2.2. Este contra-exemplo
foi obtido ao estudar a intersecao do LD com o LPL na Secdo 3.1, a origem em ]R% € um ponto
de M onde o LD e o LPL se intersectam e cujo levantamento do campo de direcdes possui um
nd improprio, como mostra as expressoes para os autovalores e autovetores obtidas na prova do

Teorema 3.1.2.

Figura 52 — Regifo Riemanianna homeomorfa ao disco D?> sem pontos umbilicos. A curva em azul
representa o LD.

Teorema 7.2.2. Existem superficies suaves em R% que apresentam componentes conexas da
regido Riemanianna homeomorfas ao disco D2, cujo bordo é uma curva regular pertencente ao

LD e que ndo possuem pontos umbilicos.
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Sabendo que a questdo (2) ndo possui uma resposta afirmativa para regides Riemannianas,
uma pergunta natural seria o caso andlogo para as regides Lorentzianas. A partir disso foi

elaborada a Conjectura 7.2.3.

Conjectura 7.2.3. Existem superficies suaves em R? que apresentam componentes conexas da
regido Lorentziana homeomorfas ao disco D%, cujo bordo é uma curva regular pertencente ao

LD e que ndo possuem pontos umbilicos.

Para a Conjectura 7.2.3 ainda nao foi dada uma prova afirmativa ou algum contra-
exemplo. Entretanto, € possivel obter algumas informacgdes a respeito de regides Lorentzianas

com as mesmas hipéteses da Conjectura 7.2.3.

Teorema 7.2.3. Sejam M C ]R? uma superficie suave e L uma componente conexa da regiao
Lorentziana de M homeomorfa ao disco ID? e cujo bordo dL é uma curva regular pertencente ao
LD, entdo JdL intersecta o LPL de M.

Demonstracdo: Suponha que o LPL de M néo intersecta dL. Entédo, para todo p € dL, a tnica
direcdo lightlike em p € transversal a dL. Portanto, pelo Teorema de Poincaré-Hopf, segue que
as curvas lightlike possuem uma singularidade em L, o que ndo € possivel, porque em todos os
pontos da regido Lorentziana estdo bem definidas duas dire¢oes lightlikes distintas. Logo, o LPL

deve intersectar o bordo de L. [ |

A Figura 53 apresenta uma possivel configuracido das linhas de curvatura para uma
regido Lorentziana homeomorfa ao disco D? sem pontos umbilicos, entretanto nio conhecemos
uma superficie que realize esta configuragdo. Uma possivel abordagem para a Conjectura 7.2.3
€ pertubar um ponto umbilico lightlike fazendo surgir uma regido Lorentziana sem pontos
umbilicos, para isso foram elaboradas as proximas conjecturas. O proximo teorema apresenta

um primeiro resultado nesse sentido.

Figura 53 — Possivel configuracio das linhas de curvatura para uma regido Lorentziana homeomorfa ao
disco D? sem pontos umbilicos. A curva em vermelho representa o LD.

Teorema 7.2.4. Sejam M C R% uma superficie suave e p € M uma singularidade Z-finitamente
determinada do LD. E possivel deformar a superficie M de modo que a deformacio induzida no

LD em p seja Z,-versal.
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Demonstracao: Tome a parametrizacdo ¢ : U — R? de M dada pelo Teorema 2.6.5. O LD
de M em uma vizinhanga de p é dado por § = F?> — EG = 0. Suponha que § possui uma

singularidade Z-finitamente determinada em p. Logo, segue do Teorema 2.2.1 que existe k > 0
tal que ///2"“ CL%,-0.

Afirmacao: Para todo P € Jk(Z, 1), vamos provar que existe uma deformagio M, de M, dada por

(Pz(X,)’> = (xayaf(x7y) +tg(xay7t))7
de modo que a deformagio 8(x,y,) de 8(x,y) induzida por M; satisfaca & (x,y,0) = P(x,y).

Como & é Z-finitamente determinado, existe um conjunto finito {P,...,P,} € J¥(2,1) de modo
que
LK, 8+R-{P,....P,} = &.

Para cada P, tome a aplicacdo g; dada pela Afirmacao anterior e considere a deformacgao a

a-parametros de M dada por
a
(p(x;y,tl,---,ta) = x7y7f(x7y)+2tigi(x7yati) . (72)
i=1

Seja 8(x,y,11,...,1,) a deformacdo de & (x,y) induzida por (7.2) e denote por &;(x,y) a derivada
de & com relacdio a #; no ponto (x,y,0, ... ,0), parai=1,...,a. Uma vez que ///2"“ CL%Z,-6é

possivel verificar que
LB 8+R-{b1,....8,) =LA, - S +R-{j*&,,...,/*8,} =LZ,-§ +R-{P,,... P} = &.

Logo, segue do Teorema 2.2.2 que & é uma deformacio Z,-versal de &.

Prova da Afirmacao: Note que
S(X,y,l) = 6(x7y)+2t(fy(x7y)gy(xvy7t)+fx(xvy>gx(xvy7t))+t2(gy(x7y’t)2+gX(x7y7t)2) (73)

€ St(-x7y7 0) = z(fy(xa)’)gy(xv)’70) +fx(x7y)gx(-x7y7 0))
Dado P € J¥(2,1), escreva
k
P(x,y) = Z Ci,jxlyja
i+ j=kp
com 0 < kp < k. Faremos um processo de indu¢do em k. Para kp = k, tome g de forma que
2g = P, ou seja,
(X l) _ li Ci7k—ixi+l k—i
8, , 24 yoo.
Como f,(0,0) =1e £,(0,0) =0, segue de (7.3) que

F58(x,3,0) = 2(j* (frgy) + /* (frgx)) = 2" (fxgx) = P.

Logo, a Afirmacio é verdadeira para todo P € J¥(2,1) com kp = k.
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Suponha que a Afirmacio também vale para todo P € J¥(2,1) comkp =n+1,n€ {0,... . k—1},
entdo o mesmo € verdadeiro para todo P com kp = n. De fato, tome P € J' k(2, l)comkp=ne
defina

k
hxy.) = » Y Sty
BTy e i ’

ou seja, 2k, = P. Como hy(x,y,0) e hy(x,y,0) possuem grau maior do que ou igual a n, segue

que

F 205 (e 9y (x,9,0) + filx, ) he(x,3,0))) = 207 (fyhy) + J* (fihx)) = P(x,y) +r(x,y),

onde r € J¥(2,1) com j*r = 0. Pela hipétese de inducio, a Afirmagio é verdadeira para r, ou

seja, existe /1 de modo que

jk (2(fy(xa)’)ljly(xa)’70) +fX(x7y)i:lx(x7y70))) = r(x,y).
Defina g = h — h e note que

& (x,3,0) = jE(AH(x,Y)8y(x,3,0) + fe(x,¥)gx(x,7,0)))
= jk(2(fy(x,y)hy(x,y,0)—|—fx(x,y)hx(x,y,0)))
—/F (2(f3(x,9)y(x,7,0) + fi(x,9)hx(x,7,0)))

= (P+r)—r
— P
Logo, a Afirmacio é verdade para todo kp € {0, ...k}, ou seja, para todo P € J¥(2,1). [

A partir do Teorema 7.2.4, para todo ponto de maximo da funcdo FZ — EG (tais pontos
sdao umbilicos lightlike com singularidades A;’k 41 do LD, para algum k > 0 inteiro) € possivel
obter uma deformacgdo na superficie de modo que surja uma componente conexa da regiao

Lorentziana homeomorfa ao disco D? cujo bordo é uma curva regular.

Observacao 7.2.1. Note que ndo € possivel conseguir um resultado andlogo ao Teorema 7.2.4
para as singularidades do LPL. De fato, uma singularidade A;—L do LPL representa um ponto
umbilico estdvel, portanto tal singularidade € preservada por qualquer deformacao na superficie.
Assim, ndo é possivel obter as deformacdes versais da singularidade AT, ilustradas nas Figuras
36e37.
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CAPITULO

CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho era desenvolver ferramentas que auxiliassem na generalizagdo
do teorema principal de (TARI, 2013) para superficies em R? fechadas, ndo convexas, mas
difeomorfas a esfera S?. Os argumentos utilizados por Tari no artigo ndo podem ser aplicados
quando a hipétese de convexidade é enfraquecida, como mostraram os resultados da Se¢ao
7.2. Portanto, sdo necessdarias novas abordagens a fim generalizar o resultado. Assim, foram

desenvolvidas novos resultados que podem auxiliar nesse sentido.

O Teorema de Tari garante a existéncia de dois pontos umbilicos em superficies fechadas
e convexas. Tais pontos sdo singularidades do LD e LPL, isto €, do conjunto dos pontos onde
a métrica € degenerada e do discriminante das linhas de curvaturas, respectivamente. Por isso,
algumas das principais contribui¢des desta tese estdo relacionados com estas curvas. Os pri-
meiros resultados tratam de propriedades locais, estipulando cotas maximas para novos pontos
umbilicos ao perturbar uma superficie, descrevendo o comportamento genérico do LD e LPL em
familias de superficies a 1-pardmetro e verificando a existéncia de deformacdes versais para tais

singularidades.

Além disto, foram estudadas propriedades globais, como a inversao de Mobius em R?.
Este estudo € o inicio para uma versao do trabalho de Ghomi-Howard (GHOMI; HOWARD,
2012) para superficies no espaco Minkowski, uma vez que a ideia deste artigo € aproximar
a superficie de uma esfera e entio realizar a inversdo de Mdbius em R? obtendo uma fungio

assintoticamente constante, como mostra o Apéndice A.

Portanto, esta tese apresenta um compilado de resultados a respeito de superficies no
espaco Minkowski, possuindo desde propriedades locais até teoremas globais. Além disto, foram
obtidos resultados que dizem respeito a dreas mais amplas e foram dispostos ao longo do Capitulo
2, tais como a subsecdo sobre a Swallowtail, alguns teoremas sobre equacgdes diferenciais e

formas normais para cubicas em parametrizagdes de Monge na regido Lorentziana.
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8.1 Trabalhos Futuros

Os préximos passos, a partir deste trabalho, sdo os estudos das conjecturas apresentadas

ao longo do texto, ou seja, mostrar que:

1. Toda superficie em R? difeomorfa a esfera S? possui no minimo dois pontos umbilicos;

2. Existem superficies fechadas, homeomorfas a esfera S?, que nio possuem componentes

conexas da regido Riemanianna homeomorfas ao disco D?;

3. Existem superficies suaves em R% que apresentam componentes conexas da regido Lorentzi-
ana homeomorfas ao disco D?, cujo bordo é uma curva regular pertencente ao LD e que

ndo possuem pontos umbilicos.
Além disto, alguns outros projetos futuros sao:

4. Enfraquecer a classe de diferenciabilidade para o Teorema de Tari utilizando (ANDO; FU-
JIYAMA; UMEHARA, 2017);

5. Estudar a multiplicidade dos pontos umbilicos em superficies dadas implicitamente. Estipular
uma cota maxima para a multiplicidade em uma superficie algébrica de acordo com o grau

do polindmio que a define;

6. Estudar as configuracdes das linhas de curvatura em pontos umbilicos de codimensao 1 e as

suas deformagdes em familias de superficies genéricas;

7. Fazer um trabalho andlogo ao de (GHOMI; HOWARD, 2012) para superficies no espaco
Minkowski.
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APENDICE

A CONJECTURA DE GHOMI-HOWARD

A.1 Conjectura de Ghomi-Howard

Em (GHOMI; HOWARD, 2012), os autores relacionam a existéncia de pontos umbilicos
em superficies fechadas e convexas com a existéncia de tais pontos no grifico de fungdes

assintoticamente constantes. Mais precisamente, eles provam o seguinte teorema.

Teorema A.1.1. (GHOMI; HOWARD, 2012) Para toda superficie M C R3 fechada, convexa, de
classe C? e p € M um ponto umbilico, existe uma funcio f : R — R de classe C? assintotica-
mente constante ¢ um difeomorfismo entre M \ {p} e o gréfico de f que preserva as direcdes

principais.

Uma fungio f : R? — R é assintoticamente constante se, em coordenadas polares,
satisfaz as condicdes

lim f(r,0) =c¢ e 1Lmr||Vf(r,9)||=0

r—yo0

uniformemente com relacio a 0, sendo ¢ € R uma constante. Por exemplo, a fungio f: R? — R

dada em coordenadas polares por f(r,0) = ﬁ ¢ assintoticamente constante. De fato,

lim f(r,0) = lim r||Vf(r,0)|| =0
r—>o0 r—o0
e ambos os limites sdo uniformes com relagdo a 6, pois f independe de 6. A Figura 54 apresenta
o grafico de f.
Para provar o Teorema A.1.1, Ghomi e Howard utilizam trés lemas, que s@o enunciados

a seguir.

Lema A.1.1. (GHOMI; HOWARD, 2012) Sejam U C R? uma vizinhanca aberta da origem e
f: U — R uma fungio de classe C! com £(0,0) = ||[V£(0,0)|| = 0. Entdo:



168 APENDICE A. A Conjectura de Ghomi-Howard

1
241"

Figura 54 — Gréfico da fung¢fo assintoticamente constante f(r,0) =

(1) Existem ry > 0, uma vizinhanga V C R? da origem e uma fungio f : R>\ V — R tal que

int (8raf (f1s,, ) ) = graf ().
onde B,, € a bola aberta centrada na origem de raio ry.

(2) Se f é de classe C?, tem curvatura positiva e um ponto umbilico na origem, entio f é

assintoticamente constante.

Lema A.1.2. (GHOMI; HOWARD, 2012) Para toda superficie M C R3 fechada, convexa e
de classe C? existe outra superficie M’ C R3 fechada, de classe C2, com curvatura positiva e
arbitrariamente C'-préxima de S?, com um difeomorfismo de M em M’ que preserva as direcdes

principais.

Lema A.1.3. (GHOMI; HOWARD, 2012) Seja M C R? um C'-mergulho da esfera que é tangente
ao plano xy na origem. Se M é suficientemente préxima de uma esfera S?, entdo a inversio de

Mobius de M forma um gréfico sobre o plano xy.

Demonstracao (Teorema A.1.1): A partir do Lema A.1.2, suponha que M tem curvatura positiva
e que é suficientemente C'-préximo de uma esfera S>. Apés um movimento rigido, considere
que p é a origem e que T,M ¢ o plano xy. Do Lema A.1.3, segue que iy;(M) € o grifico de uma

funcdo e o Lema A.1.1, item (2), garante que tal funcao é assintoticamente constante. |

Conjectura de Ghomi-Howard: Seja f : R — R uma funcdo de classe C? assintoticamente

constante, entdo graf(f) possui um ponto umbilico.

A Conjectura de Ghomi-Howard € enunciada em (GHOMI; HOWARD, 2012) como
uma alternativa para a prova da Conjectura de Carathéodory, pois o Teorema A.1.1 garante
que a conjectura acima € uma condi¢do suficiente, mas nao necessdria, para a conjectura de

Carathéodory.

Na demonstracdo do Teorema A.1.1 obtém-se uma func¢do assintoticamente constante ao
realizar a inversdo de Mobius de uma superficie suficientemente proxima da esfera. Entretanto, a

inversdo de Mobius do grafico de uma fungdo assintoticamente constante nem sempre € uma



A.2. Provado Lema A.1.1 169

superficie fechada e convexa. De fato, as funcdes

r 4

fi(r,6) T A 27214

sdo assintoticamente constantes, mas iy/(graf(f1)) ndo é uma superficie fechada e iy (graf(f2))

€ uma superficie fechada que ndo é convexa.

A.2 Prova do Lema A.1.1

A prova apresentada em (GHOMI; HOWARD, 2012) para o item (1) do Lema A.1.1
apresenta uma lacuna. De fato, os autores realizam a prova da seguinte maneira. Como f é €' e

IV£(0,0)]| = 0, existe ro > 0 tal que, em coordenadas polares,

|f(r1,0) = f(r2,0)| < |r1 — 12| (A.1)

para todo ry,r, € [0,r9) e 6 € [0,27). Entdo, A = iy (gra f ( fl Br0>> intersecta toda reta vertical
em no maximo um ponto. Logo, a projecdo de A em R? define um conjunto fechado R?\ V, onde
V € uma vizinhanga da origem, e a altura de A com relagdo ao plano xy determina uma fungao
f:R?\ 'V — R. Para mostrar que A intersecta toda reta vertical em no maximo um ponto, seja C
o conjunto de todas as circunferéncias ¢ € R? que sio tangentes ao eixo z na origem. Toda reta
vertical € a inversdo de Mobius de uma circunferéncia ¢ € C. Portanto, € suficiente mostrar que

toda circunferéncia ¢ € C intersecta graf ( fl Br0> no maximo em um ponto diferente da origem.

Suponha que exista ¢ € C intersectando graf ( fl B,O) em dois pontos distintos p; e p;
diferentes da origem. Entdo p; = (r;, 6, f(ri,6p)) em coordenadas cilindricas com 6 € [0,27)
fixado e 0 < r; < ro. Seja g(r) = f(r,6p). De (A.1) segue que

|8 (ri)| = lg(ri) = g(0)] < |ri = O] = .

Utilizando uma homotetia caso necessdrio, € possivel assumir que o raio de ¢ € 1. Logo, o centro

de ¢ em coordenadas cilindricas é (1,6,0) e

(ri—=1)*+g(r)? = 1= [g(r)| = /1= (i —1)2 = V/ri(2—r).

As duas ultimas expressdes mostram que

ri>lglr)| =\ri2—nr) = r>rn
= r>1,

pois r; > 0. Supondo sem perda de generalidade que r, > ry, de (A.1) e da desigualdade triangular

segue que

[r—r1] > |g(r2) —g(r)| = [g(r2)| = lg(r1)| = /122 —12) —|g(r1)| > /712(2 —12) — 71
(A.2)
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De (A.2) e como ry > ry, 0s autores concluem que r, < 1, o que € uma contradicao.
Porém, sendo r, > rq, segue de (A.2) que
n—ri=|n—r|>Vvn2-n)—r = n>yn2-r)

= r%>r2
= rnp>1,

pois rp > 0. Logo, a contradicao indicada pelos autores nao pode ser obtida de (A.2). Apresenta-

mos a seguir uma prova diferente para o Lema A.1.1 (1).

Demonstracio: Item (1) do Lema A.1.1. Dado um ponto (x,y, f(x,y)) € graf(f), segue que

,-M<{<x,y,f<x,y>>}>={( . - e >}

X2 432+ f2(x,y) 2+ 32+ f2(x,y) 22+ 32+ f2(x,y)

Assim, iy(graf(f)) é o grafico de uma fungdo se existir f tal que

( . y f(x.y) ) = (7, F,v)).

X243+ f2(x,y) X2+ 32+ f2(x,y) ¥+ 32+ f2(x,y)

Isto ocorre se, e somente se,

c: UCR? — VCR?
_ Yy
(x,y)  — (”’V)_(x2+y24)—cf2(x,y)’x2+y2+f2(x7y)>

€ um difeomorfismo, sendo U uma vizinhanga da origem. Para simplificar a notacdo, denote

f(x,y) por f. A matriz Jacobiana de ¢ é

—* Y+ P =2xffx —2xy —2xffy
p (¥2+y2 + f2)? (¥2+y2 4 f2)?
o=
—2xy —2yf f =y P21 )y
(¥2+y2+ f2)? (¥2+y*+ f2)?

Do Teorema da Fungdo Inversa, segue que ¢ é um difeomorfismo em uma vizinhanga de (x,y)
se det(do(x,y)) # 0. Note que

det(do(x,y)) =0 < (P+y)?—fH+2f(2+y*+ ) (xfe+yf) =0
& (Y= fF+2f (xfi+yfy) =0
& (P+y2+Hglxy) =0,

com g(x,y) = x> +y? — 2+ 2f(xfc + /). Como £(0,0) = |[V£(0,0)|| =0 e Vf é continua,
pois f é de classe C!, existe ry > 0 tal que

1
7)< 5

| ()], (A.3)

3
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para todo (x,y) € B, sendo que (A.3) e (A.4) seguem do Teorema do Valor Médio e da
continuidade de V f, respectivamente. Além disso,

efe +yf5l = KV Gy < VAT Gl

ou seja,
xfe+yty = =[IVAll )] (A.5)

Assim, se (x,y) € By, entdo

gx,y) = X4y — 421 (xfe+yfy)

2 +y2 = f2=2f|VSIllI(x, )] vale por (A.5)
P =2F VAN (e, y) || vale por (A.3)
212 = IV £ e ) )12 vale por (A.3)
G 1P (5 =1V A1)

e de (A.4) segue que g(x,y) = 0 em By, se, e somente se, x =y = 0. Logo, tomando U = B,,, ¢
¢ um difeomorfismo em U \ (0,0). |

(AVARAVAR VS
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Dado & € R, tome U = (&, & +27) x (0,7) C R? e ¢ : U — R} uma parametrizagio
local de S(, ) com @(u,v) = (cosusinv + a,sinusinv,cosv+c). Seja L C U o conjunto dos
pontos (u,v) tais que ¢@(u,v) pertence ao cone de luz. Uma parametrizagdo local ¢ : U \ L — R?
de S, ) € dada por @(u,v) = iy (@(u,v)).

Utilizando @ para calcular o conjunto parabélico de S (a,c)> SEGUE que @(u,v) é um ponto

parabélico se, e somente se, f(u,v)I(u,v)*h(u,v) = 0, onde

flu,v) = 1—a*>+c*+4ccosv+2cos?v,
h(u,v) = —a®>+c*+4ccosv+3cos2v —4dacosusin’ v

e [ é definido como em (6.4). Como L é definido implicitamente por [ =0 e (u,v) ¢ L, entdo

I(u,v) # 0 e @(u,v) é um ponto parabdlico se, e somente se, f(u,v) =0 ou h(u,v) = 0.

Proposicao B.0.1. Se f(u,v) =0e h(u,v) =0, entdo /(u,v) = 0.

Demonstracao: Note que

h(u,v) — f(u,v)cos2v = (—a® + c? 4+ 2ccos v+ cos2v — 2acosusiny) sin® v = [ (u, v) sin®v.

2

Logo, se f(u,v) =0e h(u,v) =0, entdo [(u,v) sinv = 0 e segue que /(u,v) = 0, pois sinv # 0

uma vez que v € (0, 7). |

Como a parametrizacio local ¢ ndo estd definida em L = [~1(0), a Proposi¢io B.0.1
garante que £~ '(0) e 2~ 1(0) ndo se intersectam. Portanto, estes conjuntos podem ser estudados

separadamente.

Lema B.0.1. Seja F' a imagem por ¢ dos zeros de f. As possiveis configuragdes de F' sdo dadas

na Figura 55 e dependem apenas da regido da estratificacdo do plano ac determinada pelas curvas

A+t=1c=2+VI+a2ec=-2+V1+d2.
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A
7
3 01 ° 03 ° 07 Vazio
02 04 o 08 O
8 05 C.D 09 vazio
6 O |10 S
11 4 11 Vazio
\5
6 9
11 1 10°\2
;a

Figura 55 — Parti¢do do plano ac que determina as configuragdes de £, tais configuragdes sio representadas
em vermelho.

Demonstracdo: Note que f estd definida em U \ L, mas depende apenas de v. Logo, é possivel
considerar f como uma fungéo definida em (0, 7r) e, por continuidade, supor que f estd definida

em [0, ]. Assim, f = 0 se, e somente se,

(—ZC:I:\/E\/CZZ—{-Cz — 1)
V4 = arccos )

5 (B.1)

Estes valores estdo bem definidos quando

(1) va?+ 2 —1 for um niimero real, ou seja, a> +¢* > 1.

(2) O argumento do arccos estiver entre —1 e 1, ou seja

) VSN N e
1< C+\/—za T s 2 1ral<ce<241tal

) VN N7 s
1< Vava® +c <12 -2-1+a2<c<2—+/1+al

2
Note que
20+ V2VAP+ -1 2c—V2V@+2-1 5, ,
Vi=v_o & > = 5 sSa“+cf =1

A Figura 55 exibe a parti¢do do plano ac de parametros. Nas regides 7, 9 € 11, as solugdes v e
v_ ndo existem. Na regifo 8 e nas curvas 3 e 4, apenas v existe. Naregido 10 e nacurva 5, v e

v_ existem e sdo distintos. Por fim, v e v_ existem e sdo iguais na curva 6.

Para estudar F = {¢(u,v)|f(v) =0} C S é preciso analisar os zeros de f. Se f~1(0) = &,
entio F = @. Se 0 € f~1(0), entdo o ponto Py = (a,0,c + 1) pertence a F. Por outro lado, se
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m € f~1(0), entdo o ponto Ps = (a,0,c — 1) pertence a F. Por fim, se algum v € (0, 7) pertence
a f~1(0), entdo F conterd a curva fechada dada por SN P,, onde P, é o plano z = cosv +c. Da

definicao de v segue que

—26+\/§\/a2—|—62—1 B

vy =0 : 1 & c=-2+V1+d,
Ve =T & —26—{—\/5»2612—{—02—1:_1 & c=2+V1+4d?,
=0 < _26_\/5”2“2“2_1:1 s c=-2-VI+d,
vo=T & _26_ﬁ2a2+cz_1:—1 s c=2-VI1+d.

Logo, utilizando a Figura 55, na regido 8, F' ¢ uma curva fechada (um paralelo de S, ). Nas
curvas 3 e 4, F € apenas um ponto, Py ou Ps. Na curva 5, F € a unido de uma curva fechada
(um paralelo de S, .)) e o ponto Ps. No ponto 2, F' ¢ formado apenas pelos pontos Py e Ps. Na
regido 10, F' € composto por duas curvas fechadas distintas (dois paralelos de S, ). Na curva 6,
F € uma tunica curva fechada (os dois paralelos da regido 10 se colidem). Por fim, no ponto 1,
F = {Fs}. |

Lema B.0.2. Seja F' a imagem por @ dos zeros de f. As possiveis configuracdes de F sdo dadas

na Figura 56 e dependem apenas da regido da estratificacdo do plano ac determinada pelas curvas

A+ct=1,c=2+VI+a, c=-2+VI+al, c=a+tV2ec=—a+2.

Figura 56 — Parti¢dio do plano ac que determina as configuracdes de F, tais configuragdes sdo representadas

em vermelho.

Demonstracgio: Seja ' a imagem por ¢ dos zeros de f, ou seja, £ = iy (F). Do Lema B.0.1,

] 01 Vazio |09 o= |17 — 25 =

2 — |10 — |18 — |26 =

31 20 03 = |11 =+ |19 S |27 3
1 \\ 04 = |12 — |20 © |28 O
QU 05 ¢ |13 = 21 O |29 Vazo
10// 06 Vazio |14 — 22 Vazrio |30 =

11
8 07 _° 15 — |23 O |31 8
= \ 26\/49278\43 > |08 & (16 o 24 Vazio
a

seguem as possiveis configuracdes de F. Para estudar F, basta calcular F NL, pois em L a
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inversdo iy; ndo estd definida. Ou seja, € necessdrio resolver o sistema

fv)=0
{ I(u,v)=0. (B2

Segue de (B.1) que as solugdes de f(v) = 0 sdo

—20:|:\/§\/G2—|—CZ— 1>

YV = vy = arccos ( )

As regides da Figura 55 sao estudadas separadamente. Primeiro, considere a =0 e ¢ = 1. Assim
F={Ps} ={¢o(u,m)} el(u,v) = —1+2cosv+cos2v. Como l(u, ) = 0, segue que Ps € L e
LNF =F.Portanto, F = @. Quandoa =3 ec =0, F = {Py,Ps} = {@(u,0),0(u,7)} e

I(u,v) = —3 +cos2v+2+v/3cosusinv.
Como [(u,0) = I(u,7) = —2 # 0, segue que LNF = & e F é formado por dois pontos distintos.
Considere agora a curva ¢ = 2 ++/1 +a2. Nesse caso L = {Ps} = {@(u,7)} e
l(u,v) =5 +4m+2(2+ m)cosv-l—cost— 2acosusinv.

Logo, l(u, ) =2 (1 +V1 +a2> #0e Pg ¢ L. Assim, F' é formado por um tdnico ponto. Na
curvac = —2+V1+a2 L={Py} ={ou,0)} e

l(u,v) =5—4V1+a?+2(-2++V1+a?)cosv+cos2v—2acosusinv.

Como [(u,0) =2 (1 —V1+ a2>, segue que [(#,0) = 0 apenas se a = 0 e, consequentemente,
¢ = —2, 0 que ndo acontece pois ¢ > 0. Logo Py ¢ L e F é formado por um dnico ponto,

F = iM(PN).

Em ¢ =2 —+/1+a?, o conjunto L é a unifio do ponto Ps e uma curva fechada. Nesse caso,
Hu,v) =5—4V14+a>+2(2— /' 1+a?)cosv+cos2v—2acosusinv.

Calculando / em P,
l(u,m) =2 <l -V 1—|—a2> :

verifica-se que Pg € L apenas quando a = 0 e, consequentemente, ¢ = 1, 0 que resulta em um

ponto j4 estudado. Logo, £ tem um ponto isolado. A curva fechada é tratada posteriormente.

Na circunferéncia a® + ¢ = 1, exceto no ponto (0, 1), F é uma tnica curva fechada dada por

Y(u) = @(u,vy) = @(u,arccos(—c)). Nesse caso
I(u,v) = 1—2a*+2v/1—a2cosv+cos2v — 2acosusiny

e l(u,v1) = —2a* (14 cosu). Logo, a tinica solugio de (B.2) é v = arccos(—c) e u = 7. Portanto,

F N L éum tnico ponto e £ é uma curva regular ilimitada.
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Para os demais casos, considere inicialmente v, sendo

H(u,vy) = =242 —V2c\/a? + 2 — —a\/6—2a2 —6¢2+4V2c\/ a* 42— 1cosu. (B.3)

Quando a =0, I(u,v4) = 0 se, e somente se, c = 1 ou V2.0 caso comc¢ = 1 jé foi estudado. Se
¢ = /2, segue do Lema B.0.1 que F é uma curva regular fechada. Como /(u, v, ) = 0 para todo
valorde u,entio F C Le F = &.

Seja a > 0. Nas regides 5, 8 e 10 da Figura 55, vale que 6 — 24> — 6¢? +4v2cvVa?2 +c¢2 —1 > 0.

Entao, isolando u em (B.3),

—242¢%2 —\2cVa2 +c2 -1
U = arccos
aV6—2a2 —6¢2+4v2cV a2 + 2 — 1

ou

( 242 —\2cvVaZ+c2—1 >
U = 27 — arccos .

a\/6 —2a2 —6c2+4V2cVa2 + 2 —1
Se o argumento do arccos for maior do que 1, ou menor do que —1, (B.2) ndo possui solucdo. Se
for exatamente igual a £1, o sistema tem uma tnica solucdo. E caso esteja entre 1 e —1, existem

duas solugdes. Note que

—2—|—2€2—\/§C\/02+62—1
av6—2a2 —6c2+4/2c/ e+ 2 —1

Como a > 0, entao

—2—|—2c2—\/§cva2+cz—1
a6 —2a2 —6¢2+42cvVa2 + 2 —1

—lac=a+ V2.

Por outro lado,

242 —\2eVaE+c2—1

\/ > 5 — =—-1<< ou
a\/ 6—2a*—6¢ —|—4\/§cx/a +cc—1 c:—a+\/§, ag\%.
Sendo a > 0e c > 0, segue que
c=a—V2, a>2
2422 —\2cVa2+c2—1 RN R

22 _ (2 2 2 _
a\/6 2a2 — 62 +42cV a2 +c2 —1 C:_Cl+\/§, OSaSLz.
Logo, o argumento do arccos estd entre —1 e 1 nas regides 13, 14, 25, 26 e 30 da Figura 56.
Nessas regioes existem dois valores distintos de u que sdo raizes de (B.2) com v = v, ou seja,

acurva ¥4 (u) = @(u,v4) C F intersecta L em dois pontos distintos para os pardmetros (a,c)
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nestas regides. Nas curvas 9, 10, 12, 15, 17 e 20 e no ponto 7 da Figura 56 existe um Gnico valor

de u com essa propriedade e entdo um unico ponto de intersecao entre Y, e L.

Considere agora v_, ou seja, a regido 10 da Figura 55. Note que

Hu,v_) = =242 +V2c\/a? + 2 — 1—a\/6—2a2—6cz—4\/§cv a*+c%—1cosu. (B.4)

Quando a =0, [(u,v_) =0 se, e somente se, ¢ = 1. O caso a = 0 e ¢ = 1 j4 foi tratado. Suponha
que a > 0. Observe que 6 —2a* — 6¢2 —4v/2cva? + ¢2 — 1 > 0 na regido. Logo, é possivel isolar
uem (B.4) e obter

—2+4+2¢2 —k\/icx/az—l—c2 —1
U = arccos
aV6—2a2 —6¢2 —42cvV a2+ — 1

ou

( —242c2 V2V + 2 -1 )
u = 27 — arccos .

a6 —2a2 —6¢2 —4\2eVa2 + ¢ — 1

Se o argumento do arccos for maior que 1, ou menor que —1, (B.2) ndo possui solugdo. Se for
exatamente igual a +1, o sistema tem uma Unica solu¢do. E caso esteja entre 1 e —1, existem
duas solugdes. Note que

c:a+\/§, ag_—l
2422 +V2eVa + 2 -1 2

\/ - - — =144 ou
av/6—2a%—6c2 —4v/2cVa? + ¢ — 1 c=—a—v2 a>t
2
Como a > 0 e ¢ > 0, o argumento do arccos nao pode ser igual a 1. Por outro lado,
—2+42%+V2cVa2 + 2 — 1 PN v

=— ou

— 932 — 602 — Va2 L2 _

a6 —2a% —6¢2 —4\2cva> + 2 — 1 c=—a+2, 02%-

Sendoa > 0e ¢ > 0, entdo

2422 +V2cVaZ +c2 -1 1
:—1<:>c=—a+\/§,612 —
a6 —2a2 —6c2 — 4/ 2eaE + 2 —1 V2

Assim, o argumento do arccos estd entre —1 e 1 na regido 26 da Figura 56. Para os parametros

nessa regido, existem dois valores distintos de u# que sdo raizes de (B.2) com v =v_, ou seja, a
curva ¥ (u) = @(u,v_) C F intersecta L em dois pontos. Nas curvas 12, 13 e no ponto 2 existe

um unico valor de u com essa propriedade. |

Lema B.0.3. A funcdo h pode ter singularidades Af (Morse), A3 (cuspides) ou A5, dependendo
apenas da regido da estratificaciio do plano ac determinada pelas hipérboles —3+4a—a®+c> =0,
pelas retas (a4 c)? = 2 e pela circunferéncia a®> +c> = 1. Quandoa =0 e c =2 ouc = /3, h
possui singularidades ndo isoladas, sendo localmente & ~g +v2.
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Demonstracao: As derivadas de 4 sao

hy(u,v) = dasinusin’v,

2

hy(u,v) = —12ccos?vsinv — 12acosucosvsin®y —6sin2v.

Assim, h,(u,v) =0 apenassea =0ouu € {0,7}, poisv € (0,7) em U.
Quando u =0,

h(0,v) = —a*+c>+4ccosPv+3cos2y —4asin®y,
hy(0,v) = —6(14ccosv+asinv)sin2v.

Assim, as solugdes de h,(0,v) =0sdov=m/2e 1+ ccosv+asiny = 0. Para v = 1/2, segue
que h(0,7/2) = 0 se, e somente se, —3 —4a — a* + c? = 0. Neste caso, calculando a expansio
de Taylor de 2 em (0,7/2), (0,7/2) é uma singularidade A} de h.

Seja h,(v) = 14 ccosv+asiny = 0. Como sinv # 0, pois v € (0, 7), segue que i(v) =0 se, e

somente se, |
cos
q=——ESY (B.5)
sinv

Substituindo este valor de a na fungao £,

cos2v

h(0,v) = ——— (c+cosv)?,

sin“v
note que as tnicas soluc¢des sdo v = /4, v=31/4 e c = —cosv. Se v = 1 /4, entdo de (B.5)
segue que a = —/2 — ¢, 0 que ndo ocorre porque a > 0 e ¢ > 0. No caso em que v = 37/4,

segue de (B.5) que a = ¢ — /2. Neste caso, calculando a expansdo de Taylor de 7 em (0,3m/4) e
observando que a > 0, observe que este ponto € uma singularidade A| de 4. Quando ¢ = —cosv,

segue da equagdo (B.5) que @ = — sinv. Mas este caso ndo ocorre, poisa > 0,c >0ev € (0,7).

Por outro lado, se u = 7, entdo

h(m,v) = —a*>+c?+4ccos’v+3cos2v+4asin’y,

hy(m,v) = —6(1+ccosv—asinv)sin2v.

Assim, hy,(m,v) =0 quando v =7/2 ou 1+ ccosv —asinv =0. Comv = n/2, h(w,n/2) =0
se, e somente se, —3 +4a — a* 4+ ¢ = 0. Calculando a expansio de Taylor de /& em (m,7/2),

esse ponto € uma singularidade Al+ de h.

Seja h,(v) = 14 ccosv —asinv = 0. Como sinv # 0, pois v € (0, ), segue que i(v) =0 se, e

somente se, |
cos
g= -1V, (B.6)
sinv

Substituindo este valor de a na fungao 4,

cos2v

h(0,v) = ——— (c+cosv)?.
sin“v

perceba que as unicas solugdes sdo v =m/4,v=3m/4ec= —cosv.
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Se v = 1/4, entdo de (B.6) segue que a = ¢ + /2. Quando isso ocorre, (7, 7/4) é uma singulari-
dade A| de h. No caso em que v = 37 /4, segue de (B.6) que a = v/2 — ¢. Calculando a série de
Taylor de i em (7,37 /4), esse ponto é uma singularidade de & do tipo A] se 0 < a < 1/+/2, ou
Al sea> 1/\/5, ou uma cuspide se a = 1/\/§

Quando ¢ = —cosv, da equagdo (B.6) segue que a = sinv. No caso ¢ = 1 € necessdrio que v = T,
o0 que ndo ocorre. Expandindo 4 em Taylor no ponto (7,arccos(—c)), esse ponto é uma ciispide

se ¢ # 0 e uma singularidade A5 se ¢ = 0.
Por fim, considere a = 0. Nesse caso
h(u,v) = c*+4ccos’v+3cos2vy,

hy(u,v) = —6sin2y(ccosv+1).

As equacdes acima se anulam simultaneamente apenas em dois casos, sdo eles {c = v/3,v=1/2}
e{c= V2,v=3rn/ 4}. Em ambos os casos a singularidade ndo ¢ isolada, pois o parimetro u
pode tomar valores em (0, 27). Portanto, as singularidades ndo sao finitamente determinadas.
Quando ¢ = V3ev= 7/2, segue que h ~g —v2. Por outro lado, se ¢ = \/§ e v =3m/4, entdo
h~gp V2. |

Sejam H e H as imagens dos zeros de & por ¢ e ¢, respectivamente, isto é
H={¢(u,v):h(u,v) =0} CS(40),
H={¢(u,v): h(u,v) =0} C S(a’c).
Estudar H significa entender a intersecdo de H com LC, pois iy é um difeomorfismo fora de LC.

Lema B.0.4. Sejam F e H as imagens por ¢ dos zeros de f e h, respectivamente. Entdo as
intersecoes de H com o LC, excluindo aquelas que ocorrem onde F N LC, dependem apenas da

regido da estratificacdo do plano ac determinada pelas retas a = £c e (a=4c)? = 2.
Demonstracao: Note que H N L € dado pelo sistema

\ (B.7)

—a? 4 c% +2ccosv+cos2v — 2acosusinv =0,
—a®+c*+4ccos>v+3cos2v —4dacosusin’y =0.

E possivel isolar 2acosusinv na primeira equagdo de (B.7) e substituir na segunda, obtendo

—a* 4 c* +4ccosP v+ 3cos2v — 2sin’ v(—a® + ¢ + 2ccos v+ cos2v) =0,

que pode ser simplificado para
cos(2v)f(v) =0. (B.8)

O caso f(v) = 0 resulta nas interse¢des de F com o LC, que ja foram estudadas anteriormente.
Suponha entdo que f(v) # 0. Nesse caso, as dnicas solugdes de (B.8) sdo v € {m/4,37/4}.
Substituindo estes valores na primeira equagdo do sistema (B.7),

—a> £V2¢+c* —V2acosu = 0,
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e isolando u,

az:i:\/ic—c2
cCOSU = ——————— => |4 = arccos

V2a

segue que o argumento do arccos € +1 quando

a®+ \/Ec —c?
V2a ’

a?—c*=0, (a—c)>=2  ou (a+c)*=2.
|

Por fim, é necessario estudar os polos (a,0,c+ 1) e (a,0,c — 1), que ndo pertencem a

imagem de ¢.

Lema B.0.5. O ponto iy (a,0,c+ 1) pertence ao conjunto parabélico de S (a,c) S€, € somente se,
3—a?+tdc+c* =0,

Demonstracao: Tome a parametrizagdo local ¢, : U — R? de §(, ) dada por
¢©2(u,v) = (cosv+a,sinusinv,cosusinv+c).

Assim, ¢2(0,7/2) = (a,0,c+1) e ¢2(m,w/2) = (a,0,c — 1). Logo, @2 = ipr 0 @ é uma para-
metrizacao local de 5’(%6) e ip(a,0,c+ 1) pertence a imagem de ¢,. Ao calcular o conjunto
parabdlico de §(a7c), utilizando @, segue que iy (a,0,c+ 1) pertence ao conjunto parabdlico
se, e somente se, —3 + a2 — 4c — ¢2 = 0. Por outro lado, ip(a,0,c — 1) pertence ao conjunto
parabélico quando —3 +a® +4c¢ — ¢ = 0. ]

Considere o plano ac dos pardmetros. Ao longo do trabalho foram obtidas equacdes que
delimitam o comportamento do conjunto parabdlico, ou seja, estas equacoes definem curvas no
plano ac e estas curvas separam as possiveis configuragdes do conjunto parabdlico. Como foi
dito inicialmente, € possivel supor sem perda de generalidade que a > 0 e ¢ > 0 e considerar

apenas no primeiro quadrante do plano ac. Os resultados obtidos culminam no seguinte teorema.

Teorema B.0.1. A configuracio do conjunto parabélico de S (a,c) depende apenas da regido da
estratificagio do plano ac determinada pelas hipérboles ¢ —a®> +4c+3=0ea®>—c>+4a+3 =0,

retas (a4 c)? =2 e a = +c, circunferéncia a® 4+ c? = 1.

Demonstracio: Sejam F e A as imagens por ¢ dos zeros de f e h, respectivamente. O conjunto
parabdlico de 5(“.) é dado pela unido de F e H. Da Proposicio B.0.1, segue que tais conjuntos
sdo disjuntos. O Lema B.0.2 descreve as configuragdes de F'. Por outro lado, dos Lemas B.0.3 e
B.0.4 seguem as curvas que delimitam as configuracdes de A. Por fim, o Lema B.0.5 estuda os

pontos (a,0,c+ 1), que ndo sdo contemplados pela parametrizagdo local . ]
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