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RESUMO

CAMPANA, C.. O problema de Riemann-Hilbert para campos vetoriais complexos. 2017.
150 f. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ci€ncias Matematicas e de
Computagdo (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

Este trabalho trata de problemas de contorno definidos no plano. O problema central desta
tese é o chamado Problema de Riemann-Hilbert, o qual pode ser descrito como segue. Seja L
um campo vetorial complexo ndo singular definido em uma vizinhanca do fecho de um aberto

simplesmente conexo do plano com fronteira suave.

O Problema de Riemann-Hilbert para o campo L consiste em obter uma solu¢do para a equagio
Lu = F(x,y,u) no aberto em estudo, sendo dada uma fun¢do F mensuravel. Pede-se também
que a solucdo tenha extensdo continua até a fronteira e que satisfaca 14 uma condicao adicional;
trabalha-se aqui no contexto das funcdes Holder continuas.

Foram obtidos resultados para o problema acima no caso em que L pertence a uma classe de
campos hipocomplexos.

O caso classico conhecido é quando o campo vetorial € o operador de Cauchy-Riemann, ou,
mais geralmente, quando é um campo elitico.

Palavras-chave: Problema de Riemann-Hilbert, Campos Vetoriais Complexos, Equacdes Dife-

renciais Parciais, Hipocomplexidade, Operadores Integrais.






ABSTRACT

CAMPANA, C.. The Riemann-Hilbert problem for complex vector fields. 2017. 150 f.
Tese (Doutorado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Com-
putacido (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

This work deals with boundary problems in the plane. The central problem in this thesis is the
so-called Riemann-Hilbert problem, which may be described as follows. Let L be a non-singular
complex vector field defined on a neighborhood of the closure of a simply connected open subset

of the plane having smooth boundary.

The Riemann-Hilbert problem for the vector field L consists in finding a solution to the equation
Lu = F(x,y,u) on the open set under study, where the given function F is measurable. It is
also required that the solution have a continuous extension up to the boundary and satisfy an
additional condition there.

Results were obtained for the above problem when L belongs to a class of hypocomplex vector
fields.

The well-known classical case is the one in which the vector field under study is the Cauchy-

Riemann operator, or more generally when it is an elliptic vector field.

Key-words: Riemann-Hilbert Problem, Complex Vector Fields, Partial Differential Equations,
Hipocomplexity, Integral Operators.
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CAPITULO

1

INTRODUCAO

A drea de interesse da presente tese refere-se ao estudo de problemas de contorno para

campos vetoriais complexos.

A resolubilidade local de sistemas involutivos de equagdes diferenciais de primeira ordem
(sem condig¢des adicionais, tais como de Cauchy, Dirichlet, entre outras) tem experimentado
muitos avangos (ver (BERHANU; CORDARO; HOUNIE, 2008) e (TREVES, 1992)). Um
proximo passo natural € o estudo de problemas de contorno, como por exemplo, os problemas de

Riemann-Hilbert associados a um campo vetorial complexo no plano.

1.1 O problema classico de Riemann-Hilbert

O problema clédssico de Riemann-Hilbert € um problema importante da teoria de pro-
blemas de contorno para fungdes holomorfas (analiticas). O problema é como segue. Dados
um aberto simplesmente conexo D C C e fungdes A, ¢ definidas na fronteira dD com A a
valores complexos, sem zeros € ¢ a valores reais, obter uma func¢io holomorfa 2 em D, continua
em D, tal que R(Ah) = ¢ em dD. Em outras palavras, escrevendo em termos do operador de
Cauchy-Riemann, d/dz, temos o problema de contorno

oh

8727: 0 em D, (L.1)

R(Ah)=¢ em ID.
Este problema, bem como sua generaliza¢ao ao caso em que a busca de uma funcao analitica
¢ substituida pela busca de uma solucdo de uma equacdo elitica (linear ou nao linear), tem
sido estudado extensivamente sob vdrias hipéteses envolvendo a fronteira e os dados A e ¢.
Suas aplicacdes a problemas em fisica e engenharia sd3o numerosas e bem documentadas (ver
(ABLOWITZ; CLARKSON, 1991), (BEGEHR; CELEBI; TUTSCHKE, 1999), (BEGEHR;
GILBERT; WEN, 1999), (CHEN, 1993) , (MUSKHELISHVILI, 1953), (VEKUA, 1962) parte 2,

por exemplo).
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Para um pequeno apanhado histérico veja (GAKHOV, 1966) e MUSKHELISHVILI,
1953).

1.2 O problema de Riemann-Hilbert para um campo ve-

torial complexo L

Seja L um campo vetorial complexo ndo singular de classe C¢, 0 < € < 1, definido
em uma vizinhanca de um aberto simplesmente conexo Q C R? com fronteira suave e sejam
AeC*(dQ;C), Al =1, ¢ € C*(IQ;R), 0 < o < 1. O Problema de Riemann-Hilbert para o
campo L consiste em obter uma funcio continua em Q que seja solug¢io do problema de contorno

{ LufO em £, (12)
R(Au)=¢ em JQ,

ou mais geralmente quando consideramos, no lugar da equacio Lu = 0 em £ acima, uma equagio
da forma Lu = F (x,y,u) em Q, onde F : Q x C — C é uma fun¢iio mensuravel. Observemos que
quando L € elitico em Q (isto &, L e seu conjugado complexo L sdo linearmente independentes em
todo o conjunto Q), entdo L é equivalente ao operador de Cauchy-Riemann 0 /97 e o problema
se reduz ao problema de Riemann-Hilbert cldssico, que em muitos casos ja foi resolvido. O

problema (1.2) difere do caso cldssico quando o conjunto dos pontos ndo eliticos
Y ={p; L, e L, sdo linearmente dependentes},

chamado de conjunto caracteristico de L, € ndo vazio. Neste caso, em que X é ndo vazio, L é
chamado de campo elitico com degenerescéncias. No trabalho (MEZIANI, 2011), foi considerado
o problema de Riemann-Hilbert para uma classe de campos vetoriais complexos. Pelo que
sabemos, o problema de Riemann-Hilbert (1.2) para campos eliticos com degenerescéncias nao
foi considerado antes de (MEZIANI, 2011).

Uma das dificuldades do estudo do Problema de Riemann-Hilbert para um campo
vetorial complexo L, definido num vizinhanga de Q2 como acima, € obter solucdes continuas para
aequacdo Lu = fem Q, para f € L?(Q), p > 1. Ja a resolubilidade local para campos vetoriais
complexos (de classe C*) teve muitos avancos e ¢ caracterizada pela condi¢do (P) de Nirenberg
e Treves (veja (BERHANU; CORDARO; HOUNIE, 2008)).

Os resultados obtidos, que serdo descritos na proxima se¢do, generalizam resultados de
resolubilidade para o Problema de Riemann-Hilbert cldssico.

Os principais resultados desta tese foram obtidos em trabalho conjunto e podem ser en-
contrados nos artigos (CAMPANA; SILVA; MEZIANI, 2017), (CAMPANA; SILVA; MEZIANI,
2016) e (CAMPANA; MEZIANI, 2016).
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Muitas das técnicas desenvolvidas nesta tese sdo generalizacdes de técnicas da teoria
das Fungoes Analiticas Generalizadas, que podem ser encontradas nos livros (VEKUA, 1962),
(BEGEHR, 1994) e (GAKHOV, 1966).

1.3 Descricao do conteido da tese

Agora vamos detalhar o contetudo da tese.

O Capitulo 2 é dedicado a defini¢des, conceitos bdsicos da drea de Equagdes Diferenciais
Parciais Lineares e alguns resultados que servem de base para o texto envolvendo campos
hipocomplexos, como, por exemplo, a existéncia de integral primeira global que denotamos por
Z. Também nesse capitulo introduzimos o indice de uma fun¢do com respeito a uma curva que
serd importante no estudo do problema de Riemann-Hilbert (Capitulo 6).

No Capitulo 3 estabelecemos uma classe de campos vetoriais complexos, definidos em
um aberto Q de R?, que chamaremos de classe 2 (), ou apenas de classe 2. Esta classe
pode ser caracterizada da seguinte forma. Se L é um campo vetorial pertencente a classe 2
entdo L € hipocomplexo (veja a definicdo 7 na pédgina 35) e o conjunto caracteristico X de L
é uma subvariedade mergulhada de Q de dimensdo 1, com um nimero finito de componentes
conexas, denotadas por X;, j = 1,2,..,N. Além disso, para cada componente conexa X; existe
uma constante ¢; > 0 tal que para cada p € X;, existem um aberto U, p € U C Q, coordenadas
locais (s,¢) centradas em p e uma funcdo 3 a valores reais tal que a fungio
t|t|%

" o)

Zs, p(s,t) =s+i <
¢ uma integral primeira de L.
Denotamos por oy = max{o;; j=1,2,...,N}.

Além de estabelecer a classe, € feito um estudo de normalizagdo local e propriedades
inerentes a classe. A normalizacdo local € usada para fazer conexdo entre duas partes deste texto,
a parte Hard, formada por lemas técnicos (Capitulo 4), e a parte Soft, (situada nos Capitulos 5, 6
e 7) formada pela aplicacdo de resultados de Topologia e Andlise Funcional.

O Capitulo 4 é composto por lemas técnicos que ddo estimativas de integrais com
parAmetros definidas em abertos de R?. Tais lemas servem de suporte para a boa definicio de

operadores integrais nos capitulos seguintes bem como estimativas envolvendo os mesmos.

No Capitulo 5 tratamos de equacdes envolvendo L. Em especial estudamos, para L
pertencente i classe 2 (Q), a equacdo Lu = f em £, com Q um aberto pré-compacto tal que
Q C Qe f uma funcio em um espaco L (Q) adequado. O caminho tomado, para tal, foi o estudo

de operadores integrais relacionados ao campo L. Mais especificamente, dada uma integral
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primeira global Z de L no aberto Q, que é¢ um homeomorfismo sobre sua imagem, definimos o

operador integral Tz, para f € L' (Q), por

Tzf (x,y) = Zlm/gz(é,z()gi?(x,y)d&dn’ para (x,y) € Q. (1.3)

O operador integral 77 possui a seguinte propriedades: existe uma constante M =
M(p,o1,...,0n,Q2) > 0 tal que se [ € LP(Q), com p > 2+ oy, vale

T2f e < M| fllp, ¥ (xy) € Q. (1.4)
Tal desigualdade nos diz que Tzf € L*(Q) e, mais que isso, Tz : LP(Q) — L*(Q), para p >
2+ o, € um operador continuo.

O passo seguinte foi mostrar que u := Tz f, para f € L!(Q), é uma solugdo da equagio
Lu = f em Q quando L é o Hamiltoniano de Z. Tal resultado € obtido com o estudo de uma

férmula de representacdo de solugdes do tipo Cauchy-Pompeiu.

Depois de estabelecida a resolubilidade, estudamos a regularidade da fun¢do 7z f para
f€LP(Q), p>2+ op. Foi mostrado que, neste caso, obtemos regularidade Holder para 77 f.
Mais que isso, 7z f satisfaz a seguinte condicdo de Holder

T2 f (x1,31) = Tzf (x2,32)| < Clf|p|Z(x1,31) = Z(x2,32) [, Y (x1,31), (x2,32) €Q,  (1.5)

onde C=C(p,01,...,08,Q2) >0, u=2-29g—1v)/q.q=p/(p—1) e ]y = om/(Om + 1).

As desigualdades (1.4) e (1.5) nos dizem que o operador 7z tem um bom comportamento

como um operador entre os espacos LP(Q), p > 2+ oy, e C(Q). Este bom comportamento nos
permitiu aplicar o “método topolégico” (ver uma explicagdo para o significado dessa expressao

logo abaixo) no estudo de equacdes semilineares da forma
Lu=F(x,y,u) em Q.

A resolubilidade com regularidade Holder também foi obtida para a equacdo acima com F :
Q x C — C sendo de duas formas, conforme explicado a seguir. Seja p > 2+ Oy A primeira
forma de F satisfaz

* F(.,§) € LP(Q), para todo § € C;
* |F(x7y7 Cl) _F(x7y7 CZ)| < lP(xvy)|C1 - C2|05’ para todos Cla C2 eC,
onde ¥ € LP(Q;R;) e 0 < o < 1. J4 a segunda forma de F, € a seguinte

F(x,y,C) = g(x,y)Qx,y,¢) + f(x,y) (1.6)

onde f,g € LP(Q) e Q: Q x C — C é uma fungio continua limitada.
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Tal método topoldgico se resume a aplicacio do Teorema do Ponto Fixo de Shauder ao

operador integral continuo P : Ay, c, — Apm, c,» dado por

Pu=Tz(F(-,u)),

onde Ay, ¢, € um subconjunto ndo vazio, convexo e compacto de C(£2). Note que grosso modo
a continuidade de P segue da continuidade de 7. A partir do ponto fixo e do resultado de

resolubilidade da equacdo Lu = f obtemos a soluc¢do da equacao semilinear.

Para terminar o Capitulo estudamos o Principio da Similaridade para a equagdo
Lu = au+ bu em Q,
o qual nos diz que toda solugdo continua da equacdo pode ser escrita na forma

u=(hoZ)eS emQ, (1.7)

onde /1 é uma fun¢@o holomorfa em Z(Q) e S € CH(Q), para um certo g, com 0 < p < 1. A
igualdade acima implica que u tem propriedades semelhantes as das solu¢des do campo (que em
geral sdo escritas da forma 40 Z, com & uma func¢do holomorfa), principalmente quando olhamos

para seus zeros, isto &, u(p) = 0 se, e somente se, 2(Z(p)) = 0.

No Capitulo 6 estudamos problemas de contorno da forma

{LuzFuJM)em Q, (1.8)

R(Au) = ¢ em 0JQ,
onde Q é um aberto simplesmente conexo limitado com bordo suave, A € C*(dQ), |A| =1,
o €C*(IUR),0< o < 1.

A existéncia de solu¢do do problema acima, como veremos, estd relacionada com o sinal

do indice da fung¢do A com respeito a dQ e a orientagdo da integral primeira do campo.

Para tratar o problema acima, definimos o operador 7, que ¢ uma modificagdo do

operador 77.

Para f € LP(Q), p > 2+ 0w, e kK > 0 inteiro, operador 7.} € dado por

TFf(x,y) = T2 f(x,y) — Z** (x,y)Bzf (x,y), (1.9)

onde

L Zixy)f(En)
By f(x,y) = 27ri/g " _Z(x’y)mdédn.

A funcdo Bz f é limitada por um multiplo constante da norma L” de f. Além disso, Bz f € uma

fungdo Holder continua em Q e solu¢do do campo vetorial L em Q (i.e., L(Bzf) = 0 em Q).

Podemos concluir assim que 7) tem boas propriedades como 77, isto €, mantém as propriedades
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de resolubilidade e satisfaz desigualdades do tipo (1.4) e (1.5). Além disso, Bz f, como visto
acima, quando restrita ao bordo, se comporta como 7 f. Isto faz com que a fungdo T f satisfaga
a seguinte condicdo de contorno:

R(ZFKTS) = f em Q.

Em seguida estudamos o operador de Schwarz Sz : C(dQ,R) — C() dado por

21 Z(S,m) +Z(x,y) dZ(§, 1)
(520)(6) = 5 [ 0&m) S G (110)

O operador Sz tem a seguinte propriedade: se ¢ € C*(dQ,R), 0 < o < 1, entdo Sz € C*(Q)
e satisfaz

{ L(Sz¢) =0 em €, 0

R(Szp) =¢ em Q.
Utilizando os operadores T) e Sz definimos um operador integral da forma

PXu(x,y) = Tf(F(-,u))(x,y) + Z5Sz0, u € C(Q).

Note que R(ZKP*u) = ¢ em 9Q.

Existem desigualdades semelhantes as desigualdades (1.4) e (1.5) para o operador P¥.
Assim, podemos usar, de forma andloga ao que foi feito no Capitulo 5, o Teorema do Ponto Fixo
de Schauder para obter uma funcio Holder continua u em Q tal que P¥u = u. Pensando L como
Hy, temos que Lu = F(x,y,u) em Q. Além disso, R(Z¥u) = ¢ em dQ. Com uma mudanga de
incégnita, que depende do indice de A com respeito a dQ e da orientagdo de Z, obtemos uma

solucdo Holder continua para o problema (1.8).

O passo posterior foi estudar o seguinte Problema de Riemann-Hilbert:

{Lu:au+bu+f em Q (1.12)

R(Au) =@ em 0Q,
onde A € C(9Q), [A| =1, ¢ € CHIQR),0< a < 1,ea,b, f € LP(Q), p > 2+ om.

O uso das propriedades do operador integral 7 com a alternativa de Fredholm nos
permitiu estabelecer a resolubilidade do problema em termos do sinal do indice de A. Vale
assinalar que a equacao tipo Vekua, Lu = au+ bu+ f, presente no problema de Riemann-Hilbert
(1.12), é diferente do tipo de equacido tratada nos problemas anteriores acima. Assim, ndo foi
aplicada a mesma técnica usada no problema precedente. No entanto pela linearidade do termo
au+ bu, na varidvel u, com u no espaco vetorial das fungdes continuas em Q com escalares reais,

€ possivel definir um operador compacto, de C(2) sobre si mesmo, da forma

G*u=T; (au+ bu)
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que se enquadra na teoria de Fredholm. Obtemos uma solu¢do Holder continua para o problema
usando o Teorema da alternativa de Fredholm para provar a existéncia de um ponto fixo para

uma equagdo integral envolvendo o operador G*.

Para finalizar o capitulo, estudamos o problema (1.12), quando L ¢ hipoelitico, a e f
sdo de classe C™ e b € a fungdo identicamente nula. Neste caso o problema fica mais simples
e pode ser resolvido através da resolubilidade global de L e da teoria cldssica do problema de
Riemann-Hilbert.

Os Apéndices A e B foram incluidos nesta tese no intuito de tornar o texto mais completo
e facilitar a leitura. No Apéndice A listamos alguns teoremas importantes que foram usados no
texto e no Apéndice B falamos de maneira resumida sobre alguns pontos da teoria classica. O
termo teoria cldssica significa a teoria encontrada nos livros (VEKUA, 1962), (BEGEHR, 1994)
e (GAKHOV, 1966).
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CAPITULO

2

PRELIMINARES

2.1 Espaco de funcoes

Seja Z. o conjunto dos nimeros inteiros néo negativos {0,1,2,3,...}.

Em R? o par ordenado sera denotado por (x,y) ou por (&, 1) nesta secdo. Seja Q C R? um
aberto. Denotamos por C(Q) o conjunto fungdes a valores complexos em Q que sdo continuas,
também denotado C(Q2,C), onde C denota o conjunto dos nimeros complexos. Assim, seguindo
o padrdo da notagdo, denotamos por C(£2,R), onde R denota o conjunto dos nimeros reais, o

conjunto das fungdes definidas em € com valores reais.

O espaco das funcdes de classe C, k € Z, em Q, indicado por C¥(Q), consiste de todas
as fungdes f definidas em Q a valores complexos com derivadas parciais continuas até ordem k,

isto é, f € CK(Q) se, e somente se,

am—i—n f
dxMmay"

€eC(Q), mn€Zy, comm+n<k.

Assumimos a notagio C%(Q) = C(Q). Analogamente, C*(Q), consiste das funcdes definidas em

Q a valores complexos com derivadas parciais continuas de todas as ordens. Mais explicitamente,

Co(Q) = [ Q).
keZ

O suporte de uma funcio f € C%(Q), indicado por supp(f), é o fecho em Q do conjunto
{p€Q; f(p) #0}. O suporte de f é o complementar em  do maior aberto onde f é nula.

Indicamos por C¥(Q), o subconjunto de C*(Q) das fun¢des com suporte compacto e por

CZ(Q) o subconjunto de C*(Q) das fun¢des de suporte compacto.

CZ(Q) = () CHQ).
ke,
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Observaciio 1. Os conjuntos C¥(Q), C*(Q), CK(Q) e C(Q) sdo espacos vetoriais sobre K,

onde K denota C ou R, com as operagdes usuais de fungdes.

Seja D = Q, Q ouT, onde I' é uma curva em R2.

Dizemos que uma func¢ao f satisfaz a condi¢ao de Holder em D, com expoente «,
0 < a < 1, se existe uma constante K = K(f, a, D) > 0 tal que

|f(p1) — f(p2)| < K|p1 — p2|*, para todos py, p2 € D.

Neste caso, f também € chamada de Holder continua quando 0 < o < 1 e Lipschitz continua
quando o = 1. Denotamos por C%(D) o espago vetorial das fungdes f : D — C que satisfazem a
condi¢do de Holder em D com expoente 0 < o < 1 e denotamos por Lips(D) o espago vetorial

das funcdes f : D — C que satisfazem a condi¢do de Holder em D com expoente o = 1.

Seja © um aberto de R? e seja Q um aberto de R?, com Q compacto em R? tal que
Q C Q. (Em outras palavras, Q estd compactamente contido em Q). Suponha que Z: Q@ — C é

uma fungéo de classe C'. Definimos CZ(Q) como o conjunto das fungdes f : Q — C tais que

[f(p1) = f(p2)| < K|Z(p1) — Z(p2)|*

para todos py, p2 € Q, onde K = K(f,0,Q,Z) > 0. Note que CZ(Q) C C*(Q).

Definimos C¥+%(Q), k € Z,, 0 < @ < 1, pelo espago das fungdes f € CK(Q) que satis-
fazem

am—i—n f
dx"mady"

eC*Q), mneZy, comm+n=k.

Também € usada a notagio CK+%(Q), k € Z,, 0 < « < 1, que indica apenas que C¥T¥(Q) =
C*(Q) quando o = 0. Dizer que uma funcfio f é de classe C¥*% em Q equivale a dizer que
fecHQ).

Observacio 2. Dizer que I' C R? é uma curva de classe C'7¢, 0 < € < 1, equivale a dizer que
I" é uma subvariedade mergulhada de dimenséo 1, de classe C' €, de R?. Em particular, se I" é
de classe C'*¢, entdio I' é uma curva simples. Sobre a teoria de variedades diferencidveis veja
(LIMA, 2007).

Sejam U e V abertos de R2. Um homeomorfismo F : U — V é um difeomorfismo de
classe CKT% k=1,2,...,0< a < 1,se F|,F, € CKT%(U) e (F~1), (F~!), € CH%(V), onde F;

denota as funcdes coordenadas de F e (F~1) j denota as fungdes coordenadas de F -1

Seja Q um aberto de R?. Seja f : Q — C uma fungio Lebesgue mensurdvel que satisfaz

1€ mldgan <o 1< p <o
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O conjunto de tais fungdes é denotado por L”(Q). Como a relagdo de equivaléncia f ~ g se e
somente, se f —g = 0 a menos de um conjunto de medida nula, L”(Q) é um espago vetorial com

escalares em K (onde K = C ou R), com a norma

151l = ( [ 156& myPazan)”

Também denotamos || f||, por ||f||,.o. Neste texto, serd muito usada a seguinte desigualdade.

Desigualdade de Holder. Se f € LP(Q) e g € LY(Q),com 1/p+1/g =1, entdo fg €
L'(Q) e vale

gl < 111plgllg-

Definimos por L=(£) como o conjunto das fun¢des Lebesgue mensurdveis e limitadas em Q,
com a relacdo de equivaléncia ~ descrita acima. Temos que L= () é um espago vetorial normado,

como L”(Q), 1 < p < oo, com a norma

[1f1le = sup{[£ (5, )| : (G, m) € Q}.

Também denotamos ||f||. por ||f||- o. Para este espaco também vale a desigualdade de Holder,
isto é,se f € L1 (Q) egecL”(Q),entdo fgc L'(Q) e

178l < 111l

O conjunto das func¢des localmente integraveis em £, indicado por Ll1 oc(£2), € o conjunto das

funcgdes f Lebesgue mensurdveis em £ tais que

[ 1 m)lagan <.
K

para todo K C € compacto.

Ressaltamos que LP(Q) C L} (Q), 1 < p < oo,

loc

Definicao 1. Seja f : U — C uma funcdo continua, onde U € um aberto de C. Dizemos que f ¢é

holomorfa (ou analitica) em U, se para cada zg € U existe o limite

voon e Sz +8) — f(z0)
f(Zo)—%li% c -

Se f € holomorfa em U entdo a fungdo obtida acima, U 3 z — f’(z) € C é chamada de derivada
de f e é denotada por f’.

Sejam U, V abertos de C e f: U — V é uma bijecdo. Se f é holomorfaem U e f~! é
holomorfa em V, entdo f é dita um biholomorfismo de U em V.
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2.2 Distribuicoes

A seguir definiremos o conceito de distribui¢des e faremos alguns comentdrios. Para um
estudo aprofundado veja (HORMANDER, a).

Um funcional linear de C;°(Q) sobre C é uma fungdo u : C°(Q) — C tal que
u(ad +by) = au(9)+bu(y), paraa,bc Ce ¢,y € C.(Q).

Denotaremos (u, ¢) a agdo de um funcional linear u : C;°(Q) — C em sobre ¢ € C°(Q), isto é,

(u, @) = u(9).

Defini¢do 2. Uma distribuicdo em Q é um funcional linear u : C;°(Q) — C tal que para cada

compacto K C €, existe uma constante C e um inteiro positivo m tais que

b

PYa
u, <C sup | ———
woll<c ¥ w2 Ty

para toda ¢ € C°(Q2) com supp(¢) C K.

Denotamos por 2'(2) o conjunto de todas as distribui¢des em Q.

Na definicdo acima, se for possivel determinar o mesmo m para todo compacto K,
dizemos que u tem ordem menor ou igual a m. O conjunto das distribui¢des em €2 com ordem

menor ou igual a m € Z é denotado por Z,,(Q).

Vamos ver agora alguns exemplos de distribui¢des

Exemplo 1. Seja f € L] (Q). Entdo

(ur.0) = [ FEM@(Emddn, p e CT(Q),

define uma distribuicao em € de ordem zero.

Observacio 3. A aplicagdo L], .(Q) > f+ uy € 2'(Q) é linear e injetora. Logo L}, (Q) pode
ser considerado como um subespaco de Z'(Q). Devido a isso, a distribui¢do u s serd denotada
por f. Em particular, toda fun¢do de classe Ck(Q), k=0,1,2,...,00 define uma distribuicdo em

Q.

Uma distribui¢io u € 2/(Q) é dita C*t*, k€ Z,,0 < o < 1, (C*) no aberto U C Q, se
existe uma fungdo f € CK%(U) (C*(U)) tal que

(0.9) = [ 7(EM)@(&md&dn, para toda p € CZ(U)

Agora, vamos falar um pouco sobre derivacdo e multiplicacdo por fun¢des no contexto

de distribuicdes.
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Defini¢io 3. Seu e 2'(Q) e j,{ € Z, definimos

o/ tt ) , o0/t -
(Soa09) = (17w, ), para g € C7 (), 2.1)

e se f € C*(Q), definimos

(fu,@) = (u,f@), para ¢ € C7(Q). (2.2)
Segue de facilmente da defini¢do de distribuicao que (2.1) e (2.2) definem distribui¢des
ditty

que denotaremos, respectivamente, por

Observacao 4. Também temos, mas ndo de maneira imediata, que (2.2) define uma distribuicdo
fue 2, (Q)se feC"(Q)euc 7,(Q). Veja (HORMANDER, a), pagina 55.

Observacdo 5. As definicdes acima e espagos de funcdes estabelecidos para conjuntos em R?
podem ser definidos da mesma forma para conjuntos de C pela identificagio R? > (x,y)
x+iy € C. Por exemplo, seja D um aberto de C. Dizemos que uma funcido f: D — C € de
classe CK% isto é, f € CF*¥(D), k€ Z+,0 < a < 1, se e somente se, a fungdo f : D — C, com
D ={(x,y) € R? ; x+iy € D}, dada por f(x,y) = f(x+iy), é tal que f € C***(D).

2.3 Campos vetoriais

Seja Q ¢ R? um aberto. Um campo vetorial de classe ckto = 0,1,...,00,0<x<1,¢
uma aplicagio de L: C!(Q) — C(Q) dada por

d d

onde A, B € CH*(Q).

Definicdo 4. Dizemos que um campo L, como em (2.3), é ndo singular no ponto p € Q se

|A(p)| + |B(p)| > 0. O campo L é chamdo de nio singular em  se L é nio singular em cada

ponto de Q.

O vetor conjugado de L, como em (2.3), denotado por L, é 0 campo

- Jd - d
LZA(x,y)afx+B(x,y)a—y,

onde A e B sdo os conjugados das fun¢des A e B, respectivamente. O simbolo de L ¢ dado por

L((x,y),(§,M)) = A(x,9)§ + B(x,y)1,

para (x,y) € Qe (§,1) €R%
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Definicfio 5. O campo vetorial L é chamado elitico em (x,y) € Q quando

L((x,y),(€,m)) # 0 paratodo (&,m) € R*\ {(0,0)}.

O campo vetorial L é chamado de elitico em Q se & elitico em todo (x,y) € Q.

Observe que se L € elitico, entdo L € nao singular.

Proposicdo 1. Seja L =Ad /dx+ Bd /dy um campo de classe C¥ em Q e seja p € Q. As seguintes

afirmagdes sdo equivalentes:

(a) L é elitico em p;
(b) Lye Zp sdo linearmente independentes em p;

(©) 3(AB)(p) #0.

Demonstrag¢do. Suponha (a). Temos em particular, A(p) # 0 e B(p) # 0. Assim,

A@E+BEIn =) (E+ (TP )0 1is (AR ), e

A(p)B(p)
A(p)I?

(a) = (¢). Por outro lado, 3(AB)(p) # 0 implica em particular que A(p) # 0. Logo vale (2.4),
dai A(p)€é +B(p)n =0 e S(AB)(p) # O se, e somente se, (£,1) = (0,0). Portanto, (c)=(a).

Observe que,

onde (&,71) € R2. Dai, segue que 3 ( ) # 0, o que equivale a 3(AB)(p) # 0. Portanto,

A(p)
B(p)
Segue de (2.5) que (¢) < (b). [l

|
o

2i3(AB)(p) = 2.5)

=
©

Seja L = Ad /dx + Bd/dy um campo de classe C° em Q. O conjunto
Z(Q.L) = {(x,y) € Q| 3(AB)(x,y) =0}

é chamado de conjunto caracteristico de L. Quando nio h4 perigo de confusio denotamos X(Q, L)
por . Note que X é fechado e L restrito a Q \ X é elitico.

Exemplo 2. No contexto de fungdes de varidveis complexas surgem naturalmente os campos

d Jd .0 0 Jd .d .
&:;<8x+lay)eaz l(ax"ay) Ty

definidos em IR? (ou em C, pela identificagio x+ iy = (x,v)). Eles sdo chamados, respectivamente,

eliticos

de operador de Cauchy-Riemann e anti-operador de Cauchy-Riemann.
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Observacio 6. E conhecido na Anlise Complexa o seguinte fato. Seja /1 : U — C uma funcio
de classe C' no aberto U C R?. Se

% =0emU

0z ’
entdo i € uma fungdo holomorfa em U, tendo em mente a identificacdo de R2 com C. Isto é,
h(z) := h(x,y) definida em no aberto U = {z =x+iy; (x,y) € U} C C possui derivada complexa

(veja a defingdo 1). Se & é holomorfa, vale gh(x, y) = h (x+iy).
z

Proposicdo 2. Seja L um campo em Q. Se f € C!(U), onde U é um abertode Q, e h:V — Cé
uma funcdo holomorfa, onde V € um aberto de C tal que f(U) C V, entdo

L(hof)= (W of)L(f)emU.

Em particular, quando f € solu¢do de L em U, i.e., L(f) = 0 em U, entdo ho f é solugdo do
campo Lem U, i.e., L(ho f) =0em U.

Demonstracdo. A demonstragdo segue do teorema da regra da cadeia para funcdes de varidveis
reais. [

Definicfio 6. Seja L um campo vetorial de classe C°, definido no aberto Q de R?. Uma fungio
Z :U — C de classe C', definida no aberto U C Q, é dita uma integral primeira de L em U se
LZ=0emU e dZ # 0 em U. Dizemos que L é localmente integravel se para cada p €  existir

uma integral primeira de L definida em uma vizinhanca de p.

Seja L um campo vetorial complexo em . Seja Z : U — C uma integral primeira de L
em U, onde U é um aberto de Q, e seja i : V — C, onde V é um aberto de C com Z(U) C V,
uma fung¢io holomorfa com /'({) # 0 para todo { € V. Segue da Proposi¢do 2 que a composta

hoZ é uma integral primeira de L em U.

Agora, vamos estabelecer a notacdo para mudanca de varidveis em campo vetorial

complexo.

Seja L um campo vetorial complexo definido no aberto Q C R?. Sejam Q1, Q, abertos de
R? com Q| C Q. Denotaremos por (x,y) um elemento genérico de Q1, e por (s,#) um elemento
genérico de Q. Seja F : Q) — Qy, com F(x,y) = (Fi(x,y),F2(x,y)) = (s,1), um difeomorfismo
de classe C!. O campo vetorial L nas novas varidveis dadas por F, que denotaremos por Lf, é

dado por

d d
Lr = (L(F) oF—l)a—S + (L(R) oF_l)a—t em Q. (2.6)

Note que, se Z: Q| — C é de classe C!',comLZ =0em Q, temos que a fungdo Zp : Q; — C
dada por
Zp =ZoF !

étal que LrZr =0 em Q.
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Observacdo 7. Seja f € C'(Q,). O campo Lr, dado em (2.6), pode ser escrito com
Lrf(s.t) = (L(foF)oF~')(s,1), (s.1) € Qa.

Observacao 8. A mudanca de varidveis em um campo, descrita acima, também € chamada de

mudanga de coordenadas.

Observacdo 9. Seja L um campo de classe C%, 0 < & < 1, em Q. Dado p € Q\ X existe uma
mudanga de varidveis, de classe C!*% numa vizinhanca de p tal que L pode ser escrito como
multiplo, ndo nulo, do operador de Cauchy-Riemann 0 /9z. Note que L € elitico em p. Em termos
da notagdo acima, existe um difeomorfismo F : U — V de classe C I+@ onde U, V sdo abertos
comp €U C Q\ X, tal que

Lr = Apjz emV,

onde A € C*(V), com |A| > 0em V. O difeomorfismo F € obtido através do estudo da equagao
de Beltrami relacionada ao campo L. Veja (COURANT; HILBERT, 1962), na pagina 350. Veja
também (CAMPANA, 2013).

Proposicio 3. Seja L um campo elitico de classe C° em Q. Suponha que Z : U — C é uma
integral primeira, de classe C', de L, definida no aberto U € Q, com Z: U — Z(U) C C um
homeomorfismo. Se u € C!(U) é tal que Lu = 0 em U, entio existe & : Z(U) — C holomorfa tal
queu=hoZemU.

Demonstragdo. Como L ¢ elitico temos que os vetores grad(R(Z))(p) e grad(3(Z))(p) sdo
linearmente independentes para todo p € U. Entdo F : U — V, com V = F(U), dado por

Fx,y) = (R(2)(x,),3(Z)(x,))

¢ um difeomorfismo de classe C!. Vamos denotar as coordenadas em V por (s,t). Fazendo a

mudanca de coordenas em L através de F' obtemos

_ . 1ls0 0 d
Lr = (L@)oF )5 (5 +ig, ) = aq.

onde w=s+it,e A € C(V), com |A| >0 em U. Ou seja, Lr é um miltiplo do operador de
Cauchy-Riemann em V. Além disso, ur = uofF —1 & de classe C! e satisfaz

d
% =0emV.
Dai temos que /& := uoZ~! é uma fungio holomorfa em Z(U). Segue o resultado. [l

Seja L um campo vetorial de classe C* em Q. Por dualidade, seguindo as regras de
multiplicacio por fungdes e a regra de diferenciacdo de distribuicdes, podemos estender L a
uma aplicaciio de 2’(Q) em si mesmo. Assim, podemos buscar solucdes fracas, isto &, solucdes
distribucionais, de equacdes envolvendo o campo L, por exemplo a equagdo Lu = f com f €

C*(Q). O préximo teorema ilustra este comentdrio.
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~ 0 ~ ~
Teorema 1. Se u € 7'(Q) é tal que 2~ 0em Q, entdo u € uma func¢do holomorfa em .

d7
Veja demonstracdo em (HOUNIE, 1979)

O

Observacdo 10. Seja L = Ad, + Bd, um campo vetorial complexo de classe CY em €. Suponha
que
oA, OB € C(Q). (2.7)

Sejam f € C'(Q) e ¢ € C!(Q). Utilizando integragio por partes e (2.7) temos

Loty = [ fey)Lo(.y)

onde
tL: _L_ (Ax+B7)

Ou seja, a relag@o de dualidade fica bem definida. Tendo em vista essa relag@o, definimos Lu em
QeucC(Q),por
(Lu, @) = (u,'L9), ¢ € CL(Q).

Segue da Observagdo 4 (pagina 29) que Lu € Z;(Q).

Seja U um aberto de R? e seja Z : U — C uma funcio de classe C! 4% k=0,1, ..., 00,
0<a<1,emU. O campo vetorial complexo

J in em U

H; =7
Z Jy

y a -
é um campo vetorial de classe C¥*% em U. O campo H é chamado de Hamiltoniano de Z em U.

Proposicio 4. Seja L um campo nio singular de classe CKt%*, k =0,1,...,00,0 < ot < 1, em Q.
Se Z:U — C, U aberto de Q, é uma integral primeira, de classe Cltkta de [, entdo existe
A € CH(U), com |A| > 0em U, tal que

L=AHzemU.

Demonstragdo. Como dZ # 0 em U e pela relagdo AZ, + BZ, = 0 em U fica bem definida a
fungéo A : U — C dada por

A(p)
Zy(p)’ s ZY(p) #0,
Ap) = (2.8)
B(p)
7o) se Zy(p)#0

E facil verificar que L = AHz em U.
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Agora vamos demonstrar que A € C¥t%*(U) e [A| >0em U.

Seja pg € U. Temos que Z,(pg) # 0 ou Z,(pg) # 0. Podemos supor, sem perca de
generalidade, que Zy(pg) # 0, pois o argumento usado a seguir também funciona para o caso
Z(po) # 0. Como Z(pg) # 0, existe V C U aberto tal que Z,(p) # 0 para todo p € V. Entdo,
temos 4

A=—emV.
7 em

y
E fécil ver que A é de classe C¥t®* em V. Suponha por contradi¢io que existe qo € V tal que
A(qo) = 0. Entdo, A(qg) = 0. Como

A(90)Zx(q0) + B(do)Zy(q0) =0 e Zy(qo) # O,

temos B(qp) = 0. Contradi¢do com o fado de L ser ndo singular. Portanto A ndo tem zeros em V.

Pela arbitrariedade de pg temos que o resultado. [

Proposicdo 5. Sejam L um campo elitico de classe C! em Qe Z: U — C, com U aberto de Q,
uma integral primeira de L, de classe C?> em U, tal que Z : U — Z(U) é um homeomorfismo.
Seu € C(U) é tal que Lu = 0 em U entdo existe uma fun¢io holomorfa i : Z(U) — C tal que
u=hoZemU.

Demonstrag¢do. Para comegar a demonstracéo, vamos verificar que F : U — F(U), dada por
F(x,y) = (R(2)(x,y),3(Z)(x,y)), é um difeomorfismo. Como Z(U) é um aberto de C segue

que F(U) é um aberto de R?. Podemos escrever
L=AH; em U,

com A € C1(U) e |A| > 0 em U (Proposi¢io 4). Note que L é elitico em U se, e somente se, Hy
é elitico em U. Segue dai que 3(Z,Z,)(p) # 0 para todo p € U (Proposigdo 1). Por outro lado,
note que

3(2,Z,)| = |det(DF ).

Segue daf que det(DF)(p) # 0 para todo p € U e assim concluimos que F ! é de classe C! pelo
Teorema da funcgéo inversa. Portanto F' € um difeomorfismo.

Agora note que
Lu=0emU, se, e somente se, Hzu =0em U.
De fato, segue do fato de A, 1/A € CY(U) e Lu, Hzu € 2;(U).
Seja dado y € C*(V). Defina ¢ = yoF. Temos
(Hzu,¢) = (u, —Hz¢) =0.
Por outro lado,

(1,~Hiz) = = | u(x.y)Hz0(x.y)dxdy
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_ [ w(FTNE ) (H9)(F (€ m)
- Lm deanr(F 1 (Emy)) o (29)

Note que
(Hz9)oF ' = (Hz(yoF))oF ™' = (Hz(Z) o F~')o5y =: Adgy,

onde w = s+ it (veja a Observacdo 7). Temos assim

/M(F‘l(@17))/1(5711)(9»7111)(5,71)
v |detDF (F~1(&,m))]

lembrando que F(U) = V. Note que

dEdn =0, (2.10)

Hz(Z) = 2i3(Z,Z,) = 2idet(DF).

Dai,

AEm)  ddeDF)FNEM) .

|det(DF)(F~'(&,m))|  [det(DF)(F~1(§,n))| ’

onde ¢ =1 ou —1. Assim, por (2.10),

| (e P& m) (@) (& m)dEdn =0,
Assim, pela arbitrariedade de y € C°(V), temos

ds(woF 1y =0emV.
Segue do Teorema 1 que i : Z(U) — C dada por
h=uoZ !

€ holomorfa em Z(U ). Concluimos assim o teorema. O

Neste texto, vamos considerar a seguinte definicdo de hipocomplexidade:

Definicdao 7. Um campo vetorial complexo de classe C<t€, k =0,1,2,...,00,0 < € < 1, é dito
C'*+*+€_hipocomplexo em €, se para todo p € Q existir uma integral primeira de classe C'H++¢,
Z :U — C, definida em um conjunto aberto U, com p € U, tal que Z é um homeomorfismo sobre

sua imagem, isto é, Z : U — Z(U) é um homeomorfismo.

Um campo vetorial C'-hipocomplexo é chamado simplesmente de hipocomplexo.

Observacao 11. Vejaem (TREVES, 1992) e (BERHANU; CORDARO; HOUNIE, 2008) outras

definicdes de hipocomplexidade.
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Um conjunto de fungdes Z, como descritas na Defini¢do 7 acima, é chamado de sistema
completo de integrais primeiras que sdo homeomorfismos de classe C!'T<+¢ e ¢ denotado da

forma {U,Zy }yecy-

Segue da escrita local, em termos do operador de Cauchy-Riemann, mencionada na

Observacio 9, que campos eliticos de classe C%, 0 < a < 1, sdo C'T*-hipocomplexos.

Proposiciio 6. Seja L um campo vetorial C'-hipocomplexo definido em um aberto Q C R?. Seja
Z:U — C, com U C , uma integral primeira de L, de classe C!, que é um homeomorfismo
sobre sua imagem. Suponha que o conjunto caracteristico X de L é uma subvariedade mergulhada
de dimensio 1 de Q de classe C'. Se u € C'(U) é tal que Lu = 0 em U entdo existe h: Z(U) — C
holomorfa tal que u =hoZ em U.

Demonstragdo. Defina h: Z(U) — C por
h=uoZ '

Temos que / é uma fungdo continua em Z(U). Seja W = Z(U \ (ENU)). Segue da Proposicao
3 (péagina 32) que h|w é holomorfa. Vamos verificar que & é holomorfa numa vizinhanga de
cada ponto de { € Z(XNU). Seja dado §y € Z(XNU). Seja po = Z~ ' ({p). Como X é uma unido
disjunta de curvas de classe C! existe § > 0 tal que B(pg,8) C U e B(pg,8) N X é um arco de
curva que divide B(po,8) em dois abertos conexos. Além disso, como Z é de classe C! em U e
B(po,8) C U é compacto, segue que Z é Lipschitz em B(po, 8). Segue dai que Z(B(pg, ) NZ) é
um arco de curva continua retificivel. Sejam D = Z(B(py,0)) e I' = Z(B(p,8) NX). Como Z é
um homeomorfismo, temos que I'" divide D em duas componentes conexas D e D;. Temos os
seguintes fatos: 4 é continuaem D e arestri¢do hj: D; — C, j=1,2dadapor hj =hem Dj, é
holomorfa (como vimos acima). Por um resultado de anélise complexa (ver Teorema 23, pagina
132) h; e hy formam uma continua¢do holomorfa uma da outra, ou seja, 4 € holomorfa em D.
Como D é uma vizinhanga de §y, e {j é arbitrdrio, segue que & é holomorfa numa vizinhanga de
Z(XNU) e dai concluimos que 4 € holomorfa em Z(U). O

A préxima proposicio exibe mais uma boa propriedade de campos hipocomplexos: a
existéncia de integral primeira global que € um homeomorfismo sobre sua imagem, que em
geral denotamos por Z. Essa propriedade ¢ fundamental neste texto. Muitos problemas e técnicas
que envolvem o operador de Cauchy-Riemann d /dz podem ser generalizadas para L através de
Z. Um exemplo € a generalizag¢do do operador integral cldssico 7 f (definido em (B.2), pigina
136) para o operador integral 7z f (definido em (5.5), pagina 72). Na teoria cléssica T f € usado
no estudo da equacdo du/dZ = f, enquanto que aqui usaremos, sua generalizacdo, Tz f para o
estudo da equacdo Lu = f (capitulo 5, pagina 71).

A demonstracdo da seguinte proposicao € inspirada em (BERGAMASCO; CORDARO;
HOUNIE, 1988).
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Proposicdo 7. Seja L um campo vetorial definido no aberto conexo Q de R2. Suponha que L é um
campo C'*€-hipocomplexo, 0 < £ < 1, e que seu conjunto caracteristico £ é uma subvariedade
mergulhada de Q de dimensio 1 e classe C'. Entdo L possui uma integral primeira global em Q

que é um homeomorfismo sobre sua imagem. Mais precisamente, existe uma fung¢do
Z:Q— Z(Q)cC,
de classe C1 1€, tal que Z é um homeomorfismo, LZ =0 e dZ # 0 em Q.

Demonstragdo. Como L é C'T¢-hipocomplexo existe uma cobertura aberta {Uy }yc; de Q e
para cada U, existe uma aplicacdo Z, : Uy — C, de classe C' ¢, tal que LZ, =0, dZ, #0 ¢
Zy:Uy — Z(U) C C é um homeomorfismo. Pela Proposi¢do 6 a familia {Uy,Z, } <7 é um atlas
de Q, isto &, Z, : Uy — Z,(Uy) é um homeomorfismo do aberto U, de Q sobre o aberto Z, (Uy)
em C, {Uy}yes é uma cobertura de Q e se Uy N Uy #0,v,u €1, entdo

ZyoZy ' Zy(UyNU,) — Zy(UyNUy)

é uma fungio holomorfa. Como Q é conexo, a familia {Uy,Zy }v<; define sobre Q uma estrutura
de superficie de Riemann. Pelo Teorema de uniformizacdo de Riemann (Teorema 22, pdgina 131)
existe uma aplicacdo holomorfa (no sentido da estrutura diferencial de superficie de Riemann de
Q)

Z:Q-7Z(Q) ccC
que é um homeomorfismo sobre sua imagem. Dizer que Z é uma funcio holomorfa de Q para C,

no sentido da estrutura diferencial de superficie de Riemann, quer dizer que
hy :=2ZoZ,": Z,(Uy,) — C é holomorfa, no sentido cléssico, para todo v € I

Assim, Z|y, = hyoZ, : Uy — C para todo v € I. Segue que Z : Q — C é de classe C'*¢.
Em geral, Z tem a mesma regularidade que a regularidade da familia de integrais primeiras
usadas como atlas acima. Além disso, L(Z|y, ) = L(hy ©Zy) = 0 em Uy, pois hy é holomorfa e
L(Zy) = 0 em Uy. Segue dai que LZ =0 em Q. Paratodo v € I, d(Z|y,) = I, (Zy)dZ, # 0 em
Uy, pois hy : Zy(Uy) — Z(Uy) é um biholomorfismo e assim %, # 0 em Z,(Uy) e dZy # 0 em
Uy. Segue que dZ # 0 em Q. ]

2.3.1 Campos vetoriais de tipo finito e infinito

Seja L um campo vetorial complexo de classe C* definido no aberto Q de R?. Seja X seu
conjunto caracteristico em Q.

Um ponto pg € X € dito de tipo finito se existe um campo vetorial ¥ na dlgebra de Lie
gerada por L e L tal que L e Y sdo linearmente independentes em py. Isto significa que existe um

colchete de Lie da forma
Y = [Yl7 [Y27 ["‘[Yk—hYk]“]
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onde Y; = L ou L, tal que L e Y sdo linearmente independentes em pg. O tipo de L no ponto
po € o0 menor k, que aparece na expressdo de ¥ acima, de modo que L e Y sejam linearmente
independentes em pg. Se o campo Y ndo existe, entdo pg € dito de tipo infinito. O subconjunto
de X de pontos de tipo finito é denotado por X e o subconjunto de pontos de tipo infinito é

denotado por £. Temos assim
=Y'UL" e 2'NX==0.
Dizemos que L é de tipo finito se £ = X0 e dizemos que L ¢ de tipo infinito se £ = X~.

Exemplo 3. Considere os campos

d . d J . d
M:——lyaeN—a—y—lxa,

definidos em R?. O campo M ¢ de tipo finito e o campo N é de tipo infinito.

Exemplo 4. Seja k > 0 um inteiro. O campo

9 .9

Mk:aiy—lya

definido em R? é de tipo finito kK em todos os pontos de seu conjunto caracteristico.

2.4 O indice

Sejapp € Ce a:[0,1] — C um caminho fechado com a(t) # py, para todo 7 € [0, 1].

Existe uma fungdo continua & : [0, 1] — R tal que
a(t) = po+ p(t)e'®") para todo ¢ € [0, 1]. (2.11)

onde p(r) = |a(t) — pol|. (Veja (LIMA, 2006)). A fungio & é chamada de fungdo-angulo. Qual-
quer outra fungéo continua que definida em [0, 1] sobre R que satisfaz (2.11) difere de & por
2km, com k € Z. Dai temos que n(a;pg) definido por

n(a;po) =

é um nimero inteiro que ndo depende de &. O niimero n(c; pg) é o nimero de voltas que e'*(¢)
d4a em S! no sentido positivo (contrario aos ponteiros do relégio) menos o nimero de voltas no
sentido negativo quando ¢ varia de 0 a 1. Veja (LIMA, 2006). Veja também (AHLFORS; SARIO,
1960).

Observaciio 12. Se a : [0,1] — R? é um caminho, definimos n(a;po) por n(e;po), onde o :
[0,1] — C é tal que a = (R(),3()).
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Seja F : ©; — Q, uma aplicacdo continua, com Q,Q, C R? abertos simplesmente
conexos. Seja pg € Q. A aplicacio F define um homeomorfismo entre os grupos fundamentais
de Q1 \ {po} e 2\ {F(po)} (que ambos, sio isomorfos a Z). Mais especificamente,

Z (@1 \{po}) = m (&2 \ {F(po)}),

dado por . ([a]) = [F o @], onde [-] denota a classe de homotopia do caminho. Como Q; \ {po}
e Qo \ {F(po)} sdo isomorfos a Z, existem & inteiro, [a] um gerador de 7(Q; \ {po}) e [B] um
gerador de (€ \ {F(po)}) tais que

F([o]™) = [B]"%F, para todo m € Z.

Quando F é um homeomorfismo, temos que .% ¢ um isomorfismo e vale
n(Foa;F(po)) = n (a;po),

para todo caminho fechado o em Q; \ {po}, onde 6 = 1 ou 8y = —1. Observe que O = Op 1.
Outro ponto a se observar é que dr ndo depende do ponto pg. Veja (AHLFORS; SARIO, 1960).

Observacao 13. Seja F : Q) — O, com Q,Q, c R? abertos simplesmente conexos, um
homeomorfismo. Dizemos que F preserva orientacdo quando 8y = 1, e dizemos que F inverte
orientacdo quando 6y = —1. Este conceito de orientagdo concorda com o conceito de orienta¢do
de aplicacdes suaves dado pelo sinal do determinante da aplicacio no seguinte sentido. Suponha
F de classe C! e seja pg € Q tal que det(DF)(po) # 0. Se det(DF)(po) > 0, entdo F preserva
orientacdo e se det(DF)(pg) < 0 entdo F inverte orientagdo.

Seja I' C R? uma curva fechada simples de classe C!. Seja G : I' — C uma fungio
continua tal que |G(p)| = 1 para todo p € T (isto é, G € C(T,S!)).

Definicao 8. O indice de G com respeito a I'" € definido pelo nimero inteiro

indr(G) = zljr/rdarg(G).

Observacao 14. A integral acima € entendida no sentido da integral de Stieltjes. Veja (GAKHOV,
1966) e (BEGEHR, 1994).

O indice de G com respeito a I, indr(G), pode ser expresso pela seguinte igualdade
indr(G) =n(Gov;0),

onde 7 : [0, 1] — R? é uma parametrizagio, orientada positivamente (sentido anti-horario), de I.
Note que G oy denota o caminho G(¥(¢)), ¢ € [0, 1]. Veja (GAKHOV, 1966).

Quando ndo houver perigo de confusio, denotaremos o indice indr(G) simplesmente
por ind(G).
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Observacio 15. —ind(G) =n(Goy';0), onde y~!(t) = y(t — 1), ¢t € [0, 1].

Se G, Gy e G, € C(T',S!), entdo

ind(G1G;) = ind(Gy) +1ind(G3) e ind(1/G) = —ind(G) = ind(G). (2.12)
Observacao 16. Sejam G, I' e ¥ como acima. Suponha que indr(G) = 0. Temos que a fungio
g=Goy:[0,1] = S' C C é um caminho fechado. Como vimos no inicio da seciio, existe uma
fung@o continua g : [0, 1] — R que satisfaz

g(t) = 8(1) para todo 7 € [0,1].

Como (1) 2(0)
. g\l)—g
ll'ldl"(G) = T

e indr(G) =0, temos que g(1) = g(0). Segue dai que a fun¢do ¥ : I' — R dada por

§(0), se p=p",

ﬁ(p):{ gor'(p), se peT\{p7},

onde p* = ¥(0) (lembrando que y(0) = ¥(1)), € continua. Além disso, a fungéo & satisfaz

G(p) = &P paratodo p € T.

Sejam Q um aberto simplesmente conexo de R?, I uma curva fechada simples de classe
C'lemQe
9
ady’

com A, B € C(), um campo nio singular C'-hipocomplexo em Q com conjunto caracteristico

L=A(x.y) 2 1 B(xy)

Ep (2.13)

sendo uma subvariedade mergulhada de Q de dimensdo 1 e classe C!.

Pela Proposicio 7 (pagina 37) existe uma integral primeira global Z : Q — C de L, de
classe C!, tal que Z : Q — Z(Q) é um homeomorfismo. Temos que Q > p — det(DZ)(p) ndo
muda de sinal em €. (Essa afirmagio segue de um argumento relacionado a orientagio e também
pode ser provada diretamente. Veja o Lema 2 no fim da secdo). Além disso, pela Proposicao 4

(pagina 33) podemos escrever L, dado em (2.13), como

L=AH, = A{ayz;x —axzjy} em Q.

onde A € C(Q) e A(p) # 0 para todo p € Q. Da,

A=AdZ e B=—AdZ.
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Como
aR(Z) AR(2)
det(DZ) = =3 (@@2) em Q,
3.5(2) 23(2)
temos -
det(DZ) = 3 (aTZayz> =3 ((i)‘;) = —M1|23(AB) em Q. (2.14)

Em particular, Q 5 p — 3(AB)(p) ndo muda de sinal em Q. Segue de (2.14) que Z preserva
orientagdo quando o sinal de 3(AB)(pg), po € Q\ I, é negativo e inverte orientagdo quando
S(AB)(po) é positivo.

Definicao 9. Definimos por
Ind, 1 (G) = —sgn(3(4B)(po) ) indr(G),

onde po é um ponto qualquer de Q \ X e sgn denota a fungio sinal, isto é, sgn : R\ {0} — {—1,1},
sgn(x) =1sex>0esgn(x) =—1sex<0.

Segue da defini¢do acima que Ind; r(G) possui as mesmas propriedades do indice
classico listadas em (2.12), isto €,

IndL;(Gl Gg) = IndL,r(Gl) + IndLI(GQ) € IndL,r(l/G) = —IndL,r(G) = IndL’r(G). (2.15)
Seja j : C — R? a aplicagio de identificacdo, i.e., j(z) = (R(z),3(z)). Definimos Z =
joZ.Entio Z(€) é um aberto de R? e Z : Q — Z(Q) é um homeomorfismo.

Seja I' uma curva fechada simples de classe C' em Q tal que Z(T") é uma curva fechada

simples de classe C' em Z(Q).

Seja G € C(I'), com |G(p)| = 1 para todo p € I". Temos que G := GoZ ' € C(Z(I')) e
|G(p)| = 1 paratodo p € T.

Lema 1. Vale a seguinte igualdade:

Demonstracdo. Suponha que y: [0, 1] — R? é uma parametrizacdo orientada positivamente de
Z(T). Seja 6 = 8. Assim,
(Z7'oy)®:[0,1] » R?

¢ uma parametrizagdo orientada positivamente de I'. Entdo podemos escrever
ind(G) =n(Go((Z™'07)%);0).

Assim,
§ind(G) = 6n(Go (Z ' 07)%,0) =n(Go (Z ' 07)%");0)
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=n((GoZ 1) 0y;0) =n(Go7y;0) = ind(G).

Proposicio 8. Seja G € C(I'), com |G(p)| = 1 para todo p € I'. Vale a igualdade
Ind;, r(G) = indy ) (G).

Demonstragdo. Sabemos que 85 é dado por sgn(det(DZ)(po)) para um pg € © tal que det(DZ)(po) #
0 ou equivalentemente para py € Q\ £, onde sgn(x) = 1 se x > 0 e sgn(x) = —1 se x < 0. Por
outro lado,

8, = sgn(det(DZ(po))) = sgn(det(DZ(po))) = —sgn(S(AB)(po))- (2.16)
Pelo Lema 1 temos o resultado. ]

Observacio 17. Seja i : Z(€) — C uma funcio de classe C!, com h: Z(Q) — W, W = h(Z(Q)),
um homeomorfismo e det(Dh)({) > 0 para todo ¢ € Z(€). Considere 2 : Q — C dada por

% =hoZ.

A proposi¢do anterior vale quando trocamos Z por 2. Note que 2 tem a mesma orientagdo que
Z.

O lema a seguir esta relacionado com as condigdes (P) e (Q) descritas em (TREVES,
1971).

Lema 2. Seja L um campo C'-hipocomplexo definido no aberto conexo Q. Seja Z : Q — C uma
integral primeira global de L, de classe C!, que é um homeomorfismo sobre sua imagem. Entio
a funcdo

Q> p— det(DZ)(p)

ndo muda de sinal em Q.

Demonstragdo. Basta mostrar que f(x,y) = det(DZ)(x,y), (x,y) € &, nio muda de sinal uma

vizinhanca de cada ponto de conjunto caracteristico X de L.

Seja pg € X. Existem um difeomorfismo F : U — (—a,a)?, a > 0, de classe C!, onde U
¢ uma vizinhanga aberta de p, e um polindmio de grau 1, H, tal que

Z(x,y) =(HoZgyoF)(x,y), para todo (x,y) € U, (2.17)

onde
Zy(s,t) =s+id(s,1), (s,1) € (—a,a)z,

com ¢ : (—a,a)* — R uma fungio de classe C'.
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Segue de (2.17) que
det(DZ)(x,y) = udet(DZy)(F (x,y))det(F)(x,y), (x,y) €U,
onde it € R € uma constante diferente de zero. Como

det(DZ¢)(s,t) = ¢I(S7t)a (S,t) S (_a’a)Z’

para estudar o sinal de f em U, basta estudar o sinal de ¢; em (—a,a)?.

Como Z é injetiva, temos Zy : (—a,a)? — C injetiva. Assim, para cada s € (—a, a) fixado,

a fungdo
(—a,a) >t +— ¢(s,1)
¢ injetiva. Entdo, para cada s € (—a,a) fixado, a fungéo
(—a,a) >t ¢(s,1)
nao muda de sinal e ndo se anula em intervalos, i.e., para cada s € (—a,a), o conjunto
Iy ={r€(-a,a); ¢(s,1) =0}
ndo possui intervalos abertos. Entdo, os conjuntos

AT ={s€ (~a,a); sup@(s,t) > 0}

A" ={s€(—a,a); irtlf(p,(s,t) <0}

sd0 conjuntos disjuntos € K = (—a,a) \ (AT UA™) é um conjunto fechado tal que ¢, = 0 em
K x (—a,a).

Note que K € o conjunto vazio. De fato, se K # 0, entdo existe sg € K tal que

(—a,a) >t — ¢(s0,1)

¢ a funcdo identicamente nula, ou seja, I'y, = (—a, a). Contradigdo.

Dai, concluimos que (—a,a)? é a unidio dos abertos disjuntos A* x (—a,a) e A~ x (—a,a).

2

Como (—a,a)* é conexo, segue que AT =0 ou A~ = 0. Sem perda de generalidade podemos

supor que A~ = 0. Assim, temos At = (—a,a), isto &, (—a,a)? = AT x (—a,a). Segue daf que
¢ > 0em (—a,a)’.

Portanto f ndo muda de sinal em U e assim concluimos a demonstragao. []
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2.5 Transversalidade de uma curva em relacao a campo

Esta secdo € inspirada em um lema de (MEZIANI, 2011).

Seja L = Ad, + Bd, um campo vetorial definido em um aberto Q de R2.

Definicdo 10. Seja I' uma variedade mergulhada fechada de dimensdo 1 em Q. Dizemos que I'
¢ transversal a L se
"o #0, (2.18)

onde @ = Bdx —Ady (¢ uma 1-forma ortogonal a L =Ady+Bdy)ei: ' — Q é a aplicacdo de

inclusdo.

Observacio 18. A expressao (2.18) significa:
o(p,v) =B(p)vi —A(p)»2 #0
para todo (p,v) € T, com (p,v) # (p,0) e v = (v{,v2).

Suponha que L é um campo hipocomplexo em Q e Z : Q — C é uma integral primeira

global, de classe C I+ 0<e<1,delL que € um homeomorfismo sobre sua imagem.

Seja j : C — R? a aplicacio de identificacdo, i.e., j(z) = (R(z),3(z)). Definimos Z :
Q — Cpor Z=Zo j. Temos que Z(€) é um aberto de R e Z: Q — Z(Q) é de classe C'*€ e
um homeomorfismo.

Lema 3. Sejam G € C%*(I"), 0 < o < 1, e I' uma variedade mergulhada fechada de dimensao 1
de Q, de classe C' ¢, transversal a L. Entdo

1. Z(T') é uma variedade mergulhada fechada de dimensdo 1 de Z(Q) C R? e de classe C'*¢;

2. G:Z(I') — C dadapor G = GoZ~! é de classe C* em Z(I').

Demonstragdo. Seja (p,v) € TpI' com (p,v) # (p,0) e v = (v1,v2). Temos
o(p,v) = B(p)v1 —A(p)v2 # 0. (2.19)
Como L = Ady+ Bd, em Q, pela Proposicio 4 (pagina 33) podemos escrever
A=AdZeB=—-1dZ,
com A € C(Q) e |A| > 0em Q. Assim, de (2.19) temos
A(P{—=aZ(p)v1 — 9 Z(p)v2} #0,

1sto é,
hZ(p)vi + A Z(p)v2 # 0.
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Dai,
R(KZ(p)vi+ hZ(p)v2) # 0 ou 3(Z(p)vi + A Z(p)v2) # 0.

Ou seja,

AR(Z)(p) AR(Z)(P) | | i
# 0, para (p,v) € T,I" com (p,v) # (p,0).
Ah3(Z2)(p) 3(Z)(p) | L v
Segue dai que
i"Z:=Z0i:T -R>

é uma imersio, onde i : ' — Q é a aplicacdo de inclusio. Como Z é um homeomorfismo temos
que i*Z é um mergulho. Logo, Z(T") é uma variedade mergulhada de Z(€) C R?, o que prova o
item 1. Além disso,

W:=i"Z=joZoi:T — Z(I'

é um difeomorfismo. Daf, W ! : Z(I') — I" é uma aplicacio de classe C'. Seja
M:Z() —R?

dada por M(q) = W~!(q). Como Z(I") é uma variedade mergulhada fechada de R?, pelo Teorema
de Tietze diferencidvel (veja (LIMA, 2007)) M possui uma extensdo C' para todo o R?, isto &,
existe

M, :R*? - R?
de classe C' tal que M|y = W~'. Como Z(I') é compacta, a aplicagdo M. é Lipschitz sobre

Z(T), isto é, segue que existe uma constate K tal

|Mo(q1) _Mo(qZ)l < K|C]1 - CI2|7 q1,92 € Z(F)
Segue dai que,
1Z7 (a1) = Z N (a2)| < Kla1 — a2, a1,q2 € Z(T).
Fazendo o célculo da condi¢io de Holder para G temos

G(a1) —G(a2)| < |G(Z 7 (a1) = G(Z H(a2))| < Ca|Z™ (1) = Z (@)% < Cak*|ar —aa|*,

para todos q,qs € Z(T'). Portanto, G € C*(Z(T')). Assim concluimos a demonstragio do item
2. []
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CAPITULO

3

A CLASSE DOS CAMPOS VETORIAIS EM
ESTUDO

Neste capitulo vamos estabelecer a classe de campos vetoriais complexos que estudare-

mos neste texto.

3.1 Uma classe de campos hipocomplexos

No capitulo anterior vimos que campos hipocomplexos possuem boas propriedades, em
especial a existéncia de integral primeira global. A seguir estabeleceremos uma classe de campos
vetoriais hipocomplexos que serd objeto de estudo desta tese. Um campo L definido no aberto

Q C R? pertence a classe .2 () se satisfaz as seguintes condicdes:
p g ¢

(i) L é um campo ndo singular de classe C¢,0 < € < 1, em Q:

(ii) O conjunto caracteristico £ de L é uma subvariedade mergulhada de dimenséo 1 de Q, de

classe C'*€, com um ndmero finito de componentes conexas;
(iii) L é de classe C! em Q\ Z;

(iv) Para cada p € Q \ X, existe uma integral primeira Z : U — C de L, de classe C2, com
UcQ\Xabertoe pecU,talque Z:U — Z(U) C C é um homeomorfismo;

(v) Paracadap € I, existem uma integral primeira Z : U — C de L, com U C  uma vizinhanca
aberta de p, tal que Z: U — Z(U) C C é um homeomorfismo que satisfaz Z,, Z,, € C(U)
€ Zyy = Zy, em U, e coordenadas locais (s,t) em U, de classe C? centradas em p, tal que

nas novas varidveis a integral primeira Z se escreve como

tlz|°
o+1

Zoplsn) =s+i( 2 4 B6)). G0
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onde 8 é uma fungio a valores reais de classe C>™¢ que depende apenas de se ¢ > € é
uma constante. Além disso, Z satisfaz a seguinte condigdo: se L = Ady + B8y em Q, entdo
a funcio A : U — C definida por

A e z,(ey) 20,
Ax,y) = Zyg%;’)y) (3.2)
AT se Zy(x,y) #0.

é de classe C! em U.

Observacao 19. Parte das condi¢gdes do item (v) acima estdo relacionadas com a regularidade
do campo. Se L é C2-hipocomplexo (Definigio 7, pagina 35) e o seu conjunto caracteristico X é
uma variedade mergulhada de dimensdo 1 de Q, de classe C'*¢, segue da Proposi¢do 6 (pagina
36) que qualquer integral primeira de L, Z : U — C, com U C & aberto, é de classe C%. Logo Z,,,
Zy € C(U) e Zyy = Zy, em U (Teorema de Schwarz). Além disso, com essas hipéteses sobre L,
a condicdo sobre A (dada em (3.2)) ser de classe C! se verifica trivialmente. A fungdo A esta

relacionada com a Proposicdo 4 (pagina 33).

Para o nimero real 6 > 0 considere o campo vetorial complexo

0 . 0
Lo = ay —l|y|G$

definido em R?. Temos que L possui integral primeira global

ylyl®
7, —

que é um homeomorfismo de R? sobre C. Assim o0 campo Ly é um campo vetorial complexo
C'*%-hipocomplexo em R?. Observe, se 0 < ¢ < 1 temos que Zg nio é de classe C? e Ly ndo
é de classe C!. O campo vetorial Ly pertence a classe .2 (R?). Na verdade, Ly é mais que um
exemplo, Ls € o campo modelo da teoria desenvolvida nesta tese. (Veja a Proposicdo 11, pagina
53). O campo Ly também serd chamando de campo padrdo ao decorrer dos capitulos a seguir. O
campo L faz parte de uma familia de campos vetoriais complexos indexada a um parametro
real 6 > 0, com Ly = —2id /dz, onde d/d7 é o operador de Cauchy-Riemann. Em esséncia, o
que demonstraremos nesta tese € que grande parte dos resultados cldssicos de resolubilidade e
problemas de contorno para L (isto é, para d/dz) se generalizam para os outros campos L,
o > 0, da familia.

A classe 2" engloba campos de baixa regularidade, isto é, campos que ndo s@o de

classe C*. Mesmo assim, € possivel estudar equagdes diferenciais, envolvendo campos de 2,
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no sentido das distribui¢des. A Proposicdo a seguir sustenta essa afirma¢do como veremos na

Observagao 20.

Antes da proposi¢do, vamos ressaltar um fato importante. Temos que a classe 2~ é
composta por campos C'*€-hipocomplexos. Seja L um campo definido em Q e pertencente a
classe 2 (). Pela Proposigdo 7 (pagina 37) o campo L possui uma integral primeira global Z :
Q — C, de classe C' ¢, que é um homeomorfismo sobre sua imagem, isto é, Z: Q — Z(Q) ¢ C

¢ um homeomorfismo.

Proposiciio 9. Seja L um campo vetorial complexo definido em Q pertencente a classe 2 (Q).
Suponha que Z : Q — C, de classe C' ¢, é uma integral primeira global de L que é um home-
omorfismo sobre a imagem. Entdo, Z satisfaz Z,,, Z,, € C (Q) € Zyy = Zyx em Q. Além disso,

existe Az : Q — C de classe C!, que nio se anula em &, tal que
L= AZHZ em Q,

onde Hz = Z,0, — Z,dy é o Hamiltoniano de Z.

Demonstragdo. Seja Z : © — C uma integral primeira de L, de classe C' ¢, que é um homeo-
morfismo sobre sua imagem. Pela Proposiciio 4 (pagina 33) existe Az € C¢(Q) tal que vale a
igualdade

L= Az{Z,0; — Z0,} = AzHz em Q. (3.3)

Pela Proposicio 6 (pagina 36) e pela condicdo (iv) temos que Z é de classe C? em Q \X. Em
particular, Zyy, Z,, € C(Q\ X) e pelo Teorema de Schwarz Z,, = Z,, em Q\ . Segue da expressio

de L acima e da condigdo (iii) que Az é de classe C' em Q\ X.

Agora, seja p € X. Pela condigdo (v), para § > 0 suficientemente pequeno, existem
F:Us — F(Us) C R?, com Us = B(p, §), um difeomorfismo de classe C? tal que F(XNUs) =
(—a,a) x {0},coma>0,¢

tle|°
o+1

Zdjﬁ(s,t):s-i-i( +ﬁ(s)) em F (Us),
com ¢ > 0 constante e 3 a valores reais de classe C>*¢, tais que
Z*:=ZspoF emUs,
€ uma integral primeira de L que satisfaz
73y, Zy € C(Us) € Z3, = Zy, em Us.

Pela Proposicao 6, existe um biholomorfismo 4 : Z*(Us) — Z(Us) tal que

Z=hoZ® em Ug. (3.4)
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Assim, Zyy, Z,x € C(Us) e Zy, = Z,x em Ug. Além disso, pela condigao (v), existe Az+ : Us — C
de classe C! tal que
L= AZ'HZO cm U5. (35)

Segue de (3.4) que
HZ = h/(Z.)HZo cm U5. (3.6)

Logo, por (3.3), (3.5) e (3.6), vale a seguinte igualdade
AzW (Z*)Hzs = AzeHyze em Us.
Como Hze é um campo vetorial ndo singular temos
Azl (Z*) = Aze em Us.

Como as fungdes i’ 0 Z® e Az» sio de classe C' em Us e h' 0 Z® nio se anula em Uy da igualdade
acima temos que Az é de classe C! em Ug. Pela arbitrariedade de p € ¥ segue que A é de classe
C! numa vizinhanga de £ em Q. Como Ay é de classe C! em Q \ X, como visto acima, temos

que Az é de classe C! em Q. Assim concluimos a demonstragio. [

Observacdo 20. Seja L um campo vetorial pertencente a classe .2 (Q) e seja Z : Q@ — C uma

integral primeira global de L de classe C!7¢ em Q. Pela Proposicio 9 podemos escrever
L= AZHZ em .Q,

com Az € C1(Q) e |Az| > 0 em Q. Pela Observagio 10 (pgina 33) temos que Lu, Hzu € 7 (<)
para u € Z)(Q). Assim, podemos buscar solugdes distribucionais em Z(Q) para equagdes
envolvendo L, por exemplo, a equacio Lu = f em Q, com f € LP(Q), p > 1. Além disso, se

Q c Q é um aberto limitado com Q C &, estudar a equacao,
Lu= femQ,

em @6(9), com f € LP(Q), p > 1, equivale, no sentido das distribui¢des, a estudar a equagio

f

Hzyu = TZ em Q.

Esta relagdo é um instrumento importante no estudo da equagdo Lu = f. Outro ponto a se
observar € que a igualdade Z,, = Z,, em Q (Proposi¢do 9) tem importincia em variais partes
deste texto, por exemplo na representagdo de solugoes - veja a demonstragdo da Proposi¢ao
16, pagina 76 - e também no Teorema 5 (pagina 78) devido a seguinte relacdo entre Hz e seu
transposto ' Hy:

tHZ =—Hz;+ {Zyx — ny} =—Hy.
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Proposicdo 10. Suponha que o campo vetorial L = Ad /dx + Bd/dy definido em Q pertenca
a classe 2 (Q). O expoente ¢ > 0 que aparece na condicio (v) é intrinseco do campo L no

seguinte sentido. Para cada componente conexa de X, existe um tnico o > 0 para o qual vale
(3.1).

Demonstragdo. Sejap € L e sejam %}, j = 1,2, tais que p € %) N %> e vale a condi¢do (v), isto
é, a menos de uma mudanca de coordenadas de classe C> em cada %; temos que

t]e|%
oj+1

Zo, p,(s,1) = s+i< + ﬁ,(s))

¢ uma integral primeira de L (com o; e 3; descritos na condigdo (v)). Entdo

S(AB)(x,y) = |p;(x,y)|%g;(x,y), (x,y) € %, (3.7)

com p; : %; — R de classe C? com dp; #0em 7% e g; de classe C' em Ujcom gj#0em .

Como o conjunto caracteristico £ é uma subvariedade mergulhada de dimensio 1 em Q,
de classe C17¢, existe um difeomorfismo de classe C!1€

O (—g,€)* =V,
onde p € V C % N, tal que
P((—€,e) x{0}) =ZNV e P(0,0) = p.
Temos por (3.7) que

i

1P1(x, )% g1(x,) = |p2(x, )| Pg2(x,y), (x,y) €V.

Dai,
|01 (s5,1) |7 @1 (5,8) = |25, )| a(s,1), (s,1) € (—€,€)?, (3.8)

onde ¥ = (pjo®) e @; = (gjoP), j = 1,2. Temos que d¥; # 0 em (—¢,€)% e ¥;(s5,0) =0
para s € (—¢€,€). Temos também que @; # 0 em (—&,€)>.

Segue que d;9(s,0) # 0 para s € (—&, €). Assim, existe 0 < £’ < g, tal que
9,0j(s,t) #£0, (s,1) € (—€,€")*. (3.9)
Por outro lado, podemos escrever
Oi(s,0) =tfi(s,1), (s,1) € (—€,€)?, (3.10)

onde

1
fj(sat) :/O atﬁj(sﬂn)dnv (S,f) € (_8/78/)2‘
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Por (3.9), segue que f;(s,?) # 0 para todo (s,t) € (—¢’,€')2. Por (3.8) € (3.10) temos

£f1(5,0)7 @1 (5.0) = [ fo(5.0)[ 2 @a(s.1), (s.1) € (—€',€)2.
Assim temos a igualdade

|69 1y (5,1) = || P pa(s,0), (s,1) € (—€', €)%

com u; = |fj|%¢@;, j = 1,2, em (—€,€)?. Note que p;(s,t) # 0, para todo (s,7) € (—¢’,€")%.

Dai,
1o m(s0)
%2 pa(s,e)
Segue que 07 > 0>. Da mesma forma, temos

< oo, (5,1) € (—€' €)%

o pus.)
(o~ pas.n)

< oo, (s,1) € (—£' €)?,

o que implica o7 < 0;. Portanto, 61 = 0.
Segue dai que a cada componente conexa de X podemos associar um Unico nimero

o > 0 tal que vale (3.1), concluindo a demonstracdo desta proposicao. []

Observacio 21. O expoente ¢ de (3.1) associado a componente conexa X’ de X, é chamado de
tipo de L em X'. A palavra tipo vem de “tipo finito k” (k inteiro positivo). Falaremos mais sobre

isso na Sec¢do 3.3, pdgina 56. Veja a definicdo de tipo finito na Secdo 2.3.1, pagina 37.

Exemplo 5. Temos que os campos da classe .2~ sdo C'*€-hipocomplexos. Mas nem todo campo
C'*€-hipocomplexo pertence a classe 2.
O campo vetorial (de tipo infinito)

9 e 9

L=2 ¢ -2
dy : y2 odx’

é de classe C™, com conjunto caracteristico £ = {(x,y) € R? ; y = 0}. Além disso, L é hipocom-

plexo com integral primeira global
Ly L
Z(x,y) =x+i-—e DI
v
— . . .
No entanto, a condigdo (v) ndo é satisfeita, pois e P decai mais rapidamente que |y|° para

qualquer ¢ > 0.

Vamos terminar essa secdo com uma versao do teorema de representacdo de solugdes

para solugdes continuas da equagio Lu = 0, para L pertencente a classe .2 (Q).
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Teorema 2. Seja L um campo vetorial complexo, definido no aberto Q C R?, pertencente a classe
Z (). Seja Zy : U — C de classe C' ¢, uma integral primeira de L, que é um homeomorfismo
sobre sua imagem, isto é, Zy : U — Zy(U) C C é um homeomorfismo. Se u € C(U) € solugdo

de Lu = 0 em U, entdo existe uma fun¢do holomorfa i : Zy(U) — C tal que u =hoZy em U.

Demonstracdo. Considere a fungio continua h : Zy(U) — C dada por
_ ~1
h=uoZ;" .

Temos pela condigio (iv) (pagina 47) e pela Proposicio 6 (pagina 36) que Zy é de classe C?
em U \ (UNZX). Temos que L é eliticoem U \ (UNZX) e pela condigdo (iii) (pdgina 47) o campo
L é de classe C! em U\ (UNX). Segue da Proposicdo 5 (pagina 34) que 4 é holomorfa em
U\ (UNZX). Como uma argumentagdo andloga a usada na demonstracéo da Proposic¢éo 6, usando
o teorema da extensdo de funcdes holomorfas (Teorema 23, pdgina 132), podemos demonstrar

que h é holomorfa. [

No caso em que L é C*-hipocomplexo o teorema de representacdo de solugdes vale para

solugdes distribucionais do campo. Veja o Teorema 3 na péagina 57.

3.2 Normalizacao

A condigdo (v) estabelece, juntamente com o Teorema 2, a forma local das integrais
primeiras do campo numa vizinhang¢a de cada ponto do caracteristico. Tal forma local é dada por

(3.1), isto é,
t[t|°

o+1

Zs.p(5,0) :s+i< +/3(s)>, (3.11)

onde 3 é uma funcio de classe C>*¢ a valores reais. A préxima proposicio elimina 8 da forma
local através de conjugacio, deixando assim, a expressio da integral primeira determinada pelo
tipo ©.

A seguinte proposicdo pode ser encontrada em (CAMPANA; SILVA; MEZIANI, 2017).

Proposicdo 11. Seja L um campo vetorial complexo, definido no aberto Q de R?, pertencente a
classe 27 (). Para cada p € X, existe uma vizinhanga aberta U de p tal que U\ consiste em
duas componentes conexas U™ e U~ e coordenadas locais (x,y") (respectivamente (x—,y ™))
centradas em p tal que L é um multiplo do seguinte campo vetorial em U™ (respectivamente
U™):

d 445 O
ch—ayi —ily |678xi’ (3.12)
com a integral primeira
e
Zo(xT,y5) =xT +im———"— em U™, (3.13)

o+1



54 Capitulo 3. A classe dos campos vetoriais em estudo

Demonstragdo. Sejap € X e seja Z uma integral primeira de L definida em uma vizinhancga de p.
Pela condi¢do (v) (pdgina 47) e pelo Teorema 2 podemos comegar a normalizagdo a partir de
Zs p» dada em (3.11), numa vizinhanga da origem de R2, com B (0) = 0. Seja Dg um disco, de
raio 0 suficientemente pequeno, centrado em (0,0), de tal forma que D esteja no dominio de
definicdo de Z, g, e tal que £ C {(s,7) € R? ; t =0} divide D5 em dois semidiscos

Df ={(s,t) eR*; 1 >0} e Dy = {(s,1) € R? ;1 < 0}.

Note que Z g(D*) e Zs g(D~) sio abertos simplesmente conexos de C que compartilham
acurva ys = {s+iB(s) ; s € (—8,8)}, de classe C**¢, em seu bordo. Seja 0 < §; < 8. Seja
VEtc Zsp (D*) aberto simplesmente conexo com bordo suave de classe C**¢ tal que ¥, faz
parte de seu bordo. Pelo Teorema da Aplicacdo de Riemann (veja o Teorema 21, pdgina 131)

podemos encontrar uma fun¢do holomorfa
H*: V¥ — HE¥ (v cC

que envia a curva de bordo 5, sobre o eixo real e H *+ se estende a um difeomorfismo de classe
C? sobre V. Em particular, H* est4 definida numa vizinhanga de 0 em C. Podemos supor que
H=(0)=0e H*(VF) Cc {£ € C; £3(&) > 0}. Assim a fungdo

+ _ gt
ZO',B _H OZO.?ﬁ

esta bem definida em D, 0 < 0, < 91, com regularidade C! e, além disso, Z; B ¢ uma integral

primeira de L em Dgtz. Mais ainda, Zg B satisfaz

Szj;ﬁ(s,()) =0,5€ (—6,8).

Segue dai que
+ +
3z, (s,1) =t|t|° W™ (s,1),

para uma funcio y*, de classe C!, com w*(0,0) > 0. De fato, para { = & +in, temos

(22 5)(s.1) = 3(Z2E ) (5,0) + /0 1 S{(9cH* ~ 0gH* ) (2o pls.1p) ) ilip|°t fdp

1
—1l” | nS(H*) (2o pls.tp)) IpI7dp = | O (5.1, (3.14)

Como +3 (Z; ﬁ)(s,t) > 0 para (s,1) € D, segue da igualdade (3.14), que w™* > 0. Assim, basta
verificar que w*(0,0) # 0. Temos,

1 1
=5 _ + o _ ES
v—(0,0) —/0 on3(H )(Z(,’ﬁ(0,0))|p| dp = a+1a"S(H )(0).
Suponha por contradigdo que dn 3 (H*)(0) = 0. Temos assim que

det(DHT)(0) = —9:S(H™)(0)dy R(HT)(0). (3.15)
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Por outro lado, temos que
f(5) :=3(H)(¥(s) =0, Vs € (=&, ),
onde, relembrando, y(s) = s+ iB(s), com y(0) = 0. Dai, temos f'(0) = 0, ou seja,
IeS(H*)(1(0)) + 9 S(H)(1(0))B'(0) = 0.
Como dy 3(H*)(0) = 0, temos J¢ 3 (HF)(0) = 0. Assim, em (3.15), temos
det(DH*)(0) = 0,

que é uma contradicdo, pois H* é um difeomorfismo numa vizinhanga de 0. Portanto, dp 3 (H*)(0) #
0 e concluimos a verificagao de que l,l/i > 0 em Dg, (reduzindo &, se necessdrio). Assim, pode-

mos escrever
te|?

GH{xi}"“(s,t),

32? (s,1) =
em Dg,, onde x* := (0 + 1)0%1{1,/i}%+1_
Com um argumento andlogo ao usado acima, mostramos que (x™,y*) dadas por
X =RZgg(s.1), v =1y (5,0)

sdo coordenadas locais de classe C! em Dg,, para 0 < 03 < 0. Nessas coordenadas Zs p tem o

formato desejado.

Demonstramos que existe uma vizinhanga U de p, p € Z, tal que U\X consiste em duas

componentes conexas Ut e U™, isto é,
U=UNX)uUtuu-,

e existem difeomorfismos F* : U — [~8,8)%, G* : Z5((—8,8)%) — V=, onde V* é um aberto

de C, tais que podemos escrever

Z(x,y) = (GToZgoF¥)(x,y), ¥(x,y) €U, (3.16)
onde
Zs(s,1) = +'t|t|(y (s,1) € (—8,8)* (3.17)
(e2 S, =S lG+17 S, 9 9 .

com G* |z ((_s.5)x1+) : Zo((—8,8) x I") — C holomorfa injetiva, onde I* = (0,8) e I =
(—8,0).

Usando (3.16) podemos relacionar o Hamiltoniano de Z e com o Hamiltoniano de Zs
e obter o formato desejado do campo L em (—§8,8) x I, a menos de um miltiplo continuo,

através da mudanca de coordenadas dada por (F*¥)~!. U

A seguir temos coroldrios que exploram a conjugacgdo local por difeomorfismos.
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Corolario 1. (Corolario da demonstraciao da Proposicao 11) Seja

te|°
o+1

za,ﬁ(s,z):sﬂ( +ﬁ(s)>,(s,t)€V,

onde V é uma vizinhanca de 0 em R?, ¢ > 0 é uma constante ¢ 3 é uma fungio a valores reais de
classe C2T¢, Reduzindo V se necessdrio, existem um difeomorfismo de classe C!, F: W — V., W
vizinhanga de (0,0) em R?, e um difeomorfismo de classe C', G : Zsp(V) = G(Zs5(V)) CC,
tais que

Zs=GoZspgoFemW,

onde

y[®
V4 =

em W. (3.18)
U

O corolario abaixo também € consequéncia da demonstracio da proposi¢do acima e serd

usado para fazer estimativas do operador 77 f na secdo 5.1.

Corolirio 2. Seja L um campo vetorial complexo definido no aberto  pertencente a classe
2 (Q).SejapeXeZ:U — C,U C Q aberto, uma integral primeira de classe C' ¢ de L que é
um homeomorfismo sobre a imagem, com p € U. Reduzindo U se necessario, existem ¢ > 0
uma constante e difeomorfismos F : U — [—8,8]> e G : Zg((—&,8)2) — V, onde V é um aberto

de C, tais que podemos escrever
Z(x,y) =(GoZgoF)(x,y), V(x,y) €U,

onde
t]t|°

Zo(s,t) =s—+i
o(s,1) s+ch_1

, (s,1) € (—8,8)>. (3.19)
O

A constante ¢ > 0 € o tipo de campo L na componente conexa de X onde p foi tomado.

Veja a Proposicao 10, pagina 51, e a Observagao 21, pagina 52.

Referente ao coroldrio acima, ressaltamos que Zs (dada em (3.19)) nao € uma integral

primeira de L em outras coordenadas, uma vez que G nao € holomorfa em U.

3.3 Observacoes acerca do caso hipoelitico
Seja L um campo nio singular suave definido em €, isto &,

L =Ad;+Bdyem Q,
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comA,B € C*(Q), |A|+|B| >0em Q.

Suponha que L é C*-hipocomplexo, isto €, L possui um sistema completo de integrais
primeiras de classe C* que sdo homeomorfismos. Isto significa que para todo p € Q existe
uma fungdo de classe C*, Z : % — C, definida em um conjunto aberto % C Q, pE,tal que
dZ#0,LZ=0,Z: % — Z(% ) C C é um homeomorfismo. (Veja a Definicéo 7).

Definicdo 11. Dizemos que L é hipoelitico em Q quando se verifica a seguinte condigio para
todo aberto ndo vazio ¥ de Q: se Lu= f € C*(#) onde u € 2'(¥), entio u € C(¥).

Proposicao 12. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(1) L é hipoelitico;

(2) L é C”-hipocomplexo.

Veja (BERGAMASCO; CORDARO; HOUNIE, 1988). Esta proposi¢do é consequéncia
do estudo das condicdes (P) e (Q) descritas em (TREVES, 1971).

Segue do teorema da Formula de Aproximagdo de Baouendi-Treves uma versdao do

Teorema 2, pagina 53, para L hipoelitico:

Teorema 3. Seja L um campo hipoelitico em Q. Seja Z : % — C, integral primeira de L, de classe
C>, definida em um conjunto aberto % C Q, talque Z : % — Z (%) C C é um homeomorfismo.
Seu € P'(%) é solugdo de Lu = 0 em % , entdo existe uma fun¢@o holomorfa i : Z(% ) — C
talque u =hoZem % .

Demonstragdo. Como dito acima, esse resultado segue do Teorema da Férmula de Aproximagao
de Baouendi-Treves. Veja em (TREVES, 1992) e (BERHANU; CORDARO; HOUNIE, 2008).
]

Como consequéncia, temos a versao da Proposi¢do 7, pdgina 37, para o caso hipoelitico.

Proposicdo 13. Seja L um campo vetorial hipoelitico ndo singular definido no aberto conexo Q
de R?. Entio L possui uma integral primeira global em  que é um homeomorfismo sobre sua
imagem. Mais precisamente, existe uma funcio

Z:Q — Z(Q)CC,
de classe C*, tal que Z é um homeomorfismo, LZ =0e dZ # 0 em Q.

Demonstracdo. Veja (BERGAMASCO; CORDARO; HOUNIE, 1988). A demonstracio € intei-
ramente andloga a da Proposi¢do 7. Veja também (CAMPANA, 2013). [
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Note que nesta se¢do, até neste momento, ndo colocamos restri¢des ao conjunto caracte-

ristico.

Agora, vamos analisar uma classe de campos hipoeliticos que estd contida na classe 2
(definida na pagina 47).

Seja L um campo hipoelitico definido no aberto Q. Suponha que o conjunto caracteristico
de L, X, € uma subvariedade mergulhada de dimensdo 1 de Q de classe C* com um ndmero
finito de componentes conexas, Xp,--- ,Xy. Para j € {1,...,N}, suponha que L tenha tipo finito

kj em todo p € X;. Isto €, L tem tipo uniforme k; em X;.

Seja p € X;. Seja Z uma integral primeira de L, de classe C*°, definida numa vizinhanga
de p e injetiva. Existem coordenadas locais, de modo que nessas coordenadas, Z estd definida

numa vizinhanga da origem e se escreve como
Z(s.t) = s +if(s.1),
onde ¢ € uma funcéo a valores reais. A hipétese de tipo uniforme k; implica que

0(s.1) = (1 y(s.0) +B(s) ).

onde ¥ e f3 sdo fungdes suaves e Y(0,0) # 0 (veja em (BERHANU; CORDARO; HOUNIE,
2008)). Como se trata de uma andlise local, podemos supor sem perda de generalidade, que y
ndo muda de sinal. Considere as coordenadas locais

1 1
x=s e y=ctlkj+1)5"y(s, )|,
com ¢ = sgn(y) (sinal de y). Nas coordenadas (x,y) a integral primeira Z se escreve na forma
ki+1

kj+1

ij,ﬁ(x,y)=x+i( +ﬁ(x))

Em particular, como Zy;p € injetiva, segue que k; € par.

Concluimos assim a seguinte proposicao:
Proposicio 14. Seja L um campo hipoelitico ndo singular definido em um aberto & de R?, com
seu conjunto caracteristico X sendo uma subvariedade mergulhada de dimensdo 1 de classe C™ e

com um ndmero finito de componentes conexas. Se L tem tipo finito uniforme (o qual deve ser

par) em cada componente conexa de X, entdo L pertence a classe .2 () (definida na pagina 47).

O
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CAPITULO

A

LEMAS TECNICOS

Neste capitulo vamos provar alguns lemas técnicos que iremos usar nos proximos

capitulos.

Lemad. Seja0 <6 <R,0<7<1,a€R,eq >2—1. Entlo, existe uma constante M(7,q’') >0

I_/Z”/R drd® <M(‘L’,q')
~Jo Js |adrsin@|trd -l T a1

Demonstragdo. Esta demonstragdo ¢ uma adaptacao da demonstragdo de um lema de (MEZIANI,
2005).

tal que

Para provar esse lema € suficiente considerar a > 0. De fato, suponha que a < 0. Entdo,
se 0/ = —0 + 27, temos

1_/2“:/R drd6 _/O/R —drd@’ _/ZE/R drd@’
B 0 ) |a—|-I”SiIl9|Trq/_1 o 2t |a_rsin9/|'rrq,—l - 0 S ’_a+rsin9/|’rrq’—l'

A demonstracdo estd dividida em trés casos.

Caso 1: a = 0. Temos,

I_/Z”/ drd@ /27T/ drd6 /Zn do /R dr
- 0 1) |FSIH9|T7‘4_1 $ |51n9|7rq+1' Isin@|tpd+t—1 0 |sin6|7 s rq+7—1

<) /R dr _ C(7) {RZ—q’—r_SZ—q’—r} _ C(’L'){<1)q’+f—2_ (l)quﬂ_z}

s it 24 71 qg+71-2"\8 R

<o)

2 de
C(1) =
(%) /0 |sin O]7 <

Y

onde
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Caso2: 0 <a < d. Seja 6; € (—n/2,0) tal que sin 6 = —a/r. Entdo,

/n/z ae /n/z 10— 6 _  A(x)
_x2la+rsin®F  J_z/2rT|sin® —sin 6|7 |0 — 6;|° ~ r%|cos 6|’
para uma constante positiva A (7). De fato, basta notar que a fungio g : [-7/2,0] x [—-7/2,7/2] —
R dada por

o — oy
|sina — sin oy |

g(ag,a) =cos(oy)
é limitada. E possivel obter uma desigualdade semelhante para integral sobre o intervalo
[/2,37/2]. O passo seguinte € substituir |cos 8;| por r/v/r? — a2, e obter
2
/ do < A(7)
0

la+rsin@|® = (2 42)3°

Entao R J R y
r<am [ e aw [
§ (r2—a?)2rd—1 § (r2—062%)2rd-1
2 gt [5 dP 2g—1 [ dp 2—¢'—
< A(1)5> / < A(r)8* /  —A()8* Y.
1 (p2—1)zpd-1 1 (p2—1)2p9-1!

Podemos escrever

* d
H = / +/ PT — = H +H>.
2=1) zpq 2 (p?=1)zp7~!

Temos

Para H, temos

° dp 1
H, = s < — = .
2 /2 (pz—l)zpq’—l‘/z (p—1)=' g +7-2

Portanto, existe uma constante M(g',7) > 0 tal que I < M(q',7)8* 9",

Caso 3: 6 < a. Temos

I</a/2ﬂ dodr +/°°/2” dodr 4l
—Js Jo |a+rsin@|7rd-1 " Ji Jo |a+rsin@|Trd ! i

A estimativa da integral I; segue do caso anterior.

Assim, resta estimar /.

Note que, para § < r < a temos |a + rsin 8| > a — r. Entdo,
2 dod a  dod
he [ e[

Seja u = a — r. Entao,
I /a—6 L/
o u¥(a—u)?!

Note que a = § implica J = 0. Assim, podemos supor a > §. Vamos dividir o estudo da estimativa

para J em casos.
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Caso3.1: ¢ — 1< 1.

a—3§8

J= az_q/_f/a
o P

dp

S
)t o p

I—p

a=d

dp < 52—(]’—1‘

1_p)/ 1 —

Como0<t<le0<qg —1<1,temos

C(CI/,T)Z/IP ( dp

0 p*(1—p)7-!

Portanto J < C(q,7)6% 4.

Case3.2: ¢ —1>1

Temos ¢’ — 2 > 0. Entao,

J=

Observe que

I

[

1
/’p%

I—p)i=t

< 1 /“‘5 du
(a—u) 2( u) — 87-2J)o ut(a—u)

1 1

a=8 gy -
/o uf(a—u):(a—S) Z jtl—7

Note que,

Set< %, entio

Se T > 1, entdo K(7) :

Jj=0

1-7

(a;S)Hl:XajayS

—
I
Q
| =

2 > 0, e podemos escrever

s ()L ()

1

:1—7:

Observe que, 6 < a implica

1

(0250 o f (50

—ONJ
?(aa >I+1'

(@a—8)°

a a

Portanto, para 0 < 7 < 1, temos

1

(a—9)F

2

<a—6) _ (a—8)'-7 < a'=’? :ir

1
S < |K(7)
J

5t (a—8)" = j+1

> 1 (a—6>j+1'

dp

1
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Agora note que,

gz)j-ll_l(a;(‘i)jﬂ = —1n<1—a;5> = —ln<j> =Ina—1In§.

Como a > 6 podemos escrever a = 6(1+y) para um y > 0. Entéo,

lna—ln5_iln(l+y) lB( 7,
(a—98)° T8t y7 =87

onde In(1
B(7) := supM < oo (pois0<T<1).

y>0 yr

Portanto,
1 1 1 C ( 1)

1
IS sy st 2 KOl ge 125280 = 500
onde C() = [K(z)| +2B(z). Assim,

! 2nC(71)
= §d+0—2

Assim a demonstracio do lema esta completa.

Como um caso particular do lema anterior temos o seguinte lema:

Lema 5 (MEZIANTI, 2005), Lema 3.1). Seja0 < d <R,0< 1< 1,m>0,e0 < y < R. Entio,

existe uma constante C(7) > 0 tal que

/R /2” dodr - C(7)
s Jo |}/—|—rsin6|7r’”+1 — 5m+r'

O préximo lema pode ser encontrado em (CAMPANA; SILVA; MEZIANI, 2017).

Lema6. SejaR>0,0<7<1,7€R, e 1< g<2—1.Entio, existe uma constante M (g, t) >0

2r
= [T <R
|y + rsin@|tra—!

tal que

Demonstragdo. Para provar este lema é suficiente considerar y > 0.

Se ¥ =0, entdo
I /271: drdo _/271: /R dr C(f) RZ—T—L]
|rsin@|Fra—1 |sin@|% Jo rrta-! 2—1—q’

C(r):/ozn ‘dO

|sin Q7

onde
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Agora, suponha y > 0. Seja r = py. Temos

o pR
1272"“1/0 /Oy _dpd9 =Ty 4.1

|psin @ +1|7pa-!

Para estimar J, vamos considerar dois casos: 0 < y<Re y > R.
Assuma que 0 < ¥ < R. Podemos escrever

T oy dpd6 am dpd6
J:/ /Y i g - +/ /Y i § — =Ji+ /.
0o Jo |psin@+1|7pa=t " Jz Jo |psin®+1|Fp9!

Para 6 € [0, ] temos sin 6 > 0; consequentemente, p sin @+ 1 > psin @ para p € [0,R/y]. Assim,

1 rR 2—1—q
J < / /V .dpdG < C(7) R '
0 Jo |psin®[Tpsl T 2—1—q\y
Agora, iremos estimar J,. Seja T < 6y < 37 /2 tal que —sin 6y = y/2R. Podemos escrever
e /90 /’5 dpd® . /32 /’5 dpd®
2 lpsin@ +1|Tp2-1  Jg, |psin@ +1|Tpa-1

/3;: 60/’; dpd@ / /5 dpd6
3 o |psin@+1|Tp2=1 * J3z_g,Jo |psin@+1|Tp—]

=h1+ho+3+]24.

Seja ¢ = —0 +37. Temos

/3” 90/5 dpd® _/35’ /5 dpdo _;
s Jo lpsin@+1p7 1 Jo, Jo [psing+1[rpr T 2

Também,

/ dpd6 _/90/’§ dpdo _,
3n—6y |pSin9+1|qu_1 B P 0 |psin(p+1|’€pq—l —J2,1

Para estimar J; ;. Note que

: y 1
< _ <L <= a 0¢e(m 6yl;
0 sin 0 2R<2’ par € [m,6);

consequentemente, para 6 € [1,6p] e 0 < p < R/7, temos

1
plsinB| < 5 < 1+ psin6.

0 R 2—1—q
Jo1 S/ O/Y fz’pa’G < () R )
" Jx Jo ptlsin®[fpiT! T 4(2-1-q) \ ¥

Assim,
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Para estimar J; 5, considere ¢ = 6 e t = psin 6 + 1. Temos

; _/32”/’5 dpd® _/ /sm<P+1 1 dtd ¢
22 6 Jo |psin®+1|Tpa~! 8o sm(p|| < )’1 !
sin @

7 a2l [ dt
= sin@|?™ —_——)d
I V=
3n 1 2—1—q
2 dt R
< i q—2(/ —)d <C s
_/90 |Sln(p| _§ |t|T|t_1|q_1 (p — (Q7T) ,y 9

para uma constante C(g,7) > 0.

Assim, pelos célculos acima, podemos encontrar uma constante Ci(q, 7) > 0 tal que

R 2—T—q
J<Ci(g,7) (y) . 42)

Agora, assuma que ¥ > R. Neste caso, existe uma constante C(g,7) > 0 tal que

ot R dod6 21 dod6 R 2—T—q
Y [y p
— < I .
! /0 /0 [psin®+1]7pdT / / 1= plepi- I_C(q,f)<y> (4.3)

Finalmente, pelas estimativas (4.1), (4.2) e (4.3) existe uma constante M(q,7) > 0 tal

que

I <M(q,7)R* "4,

O préximo lema pode ser encontrado em (CAMPANA; SILVA; MEZIANI, 2017).

Lema7. SejaR>0,y>0,0<7<1,1<g<2—-1,e0 < ¢ <x. Entlo, existe uma constante
C(g,7) > 0tal que

2 R rdrd 0
= ; < Cly; 4.4
/0 /0 |y +rsin(0 + @)|*rd|rei® —1]a — (q,7). 4.4)

Demonstragdo. Vamos dividir a prova em dois casos: y=0¢e y > 0.

Caso 1: Yy = 0. Neste caso podemos escrever

2n (R drd®
H= : : —H,+H,+H;,
/0 /0|sm(e+<p)|frq+f—1|re19—1|q P
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com
/Zﬂ/% drd@
Hl = . ; 3
sin rat71|ret® —
| 6+(P |T q+T 1| i0 1|q
/Zﬂ/ drd6
H, = s
sin r re
| 9+(P |’C q+T— 1| i0 _ 1|
2 drd@
Hj =/ / . T .
0 J3 |sin(64 @)[FratT1|rei — 14
1 ” 1 .
Para0<r< 3 temos |re'” — 1| > 3 Assim, podemos encontrar uma constante Cy(q, T) >
0 tal que

21 drd®
H, <2Q/ / 4 <Ci(q,7).

|sin(6 + @)|Fratt=1 =

1 3 2\ Ttq 1 T+q )
Para§<r<§temos <§> praw < 2" e dai,
H2<2T+q/ / drd6
|sm 0+ )|*|re® —1|¢
drd® 4
2r+q / / 21’+q H ..
Z (-1 |sin(0 + @)|7|rel? —1]4 E’l 2
Seja 0 < 6y < m/2 tal que
92 2
1—7<COSG<1—Z, para 0< 0 < 6.

Entao

% drd6 drd 0 X )
: —Hj , +Hj,.
// |sin(6 + @)||rei® — 1|4 /90/ sin(6 + @)[F|re® —1jg 121 T2

Para0 <0 < 6pe 1/2 <r<3/2temos

—1)*+ 62 62 62 :
r=1)7+6° l* < (=124 <= 1P < e -1

€, consequentemente,
1

- < .
|ret® — 112 = (r—1)2+ 62

Assim,
drd@

H21<2q/ / - =24J.
|sin(6 + @)|*[(r—1)>+ 622

Suponha que 0 < ¢ < 7/2. Entdo, 0 < 0+ ¢ <7/2+ 6y < me [sin(0+ ¢)| > C|0 + ¢|, para

uma constante C > 0. Assim,

/90/ drd0 </ drd0
10+ 0|7 [(r—1)2+62]3 ~ Jp(0,:1) |6+ @|7[(r—1)2+ 62}

2w dpdt
= <M
/0/0 |(p+psmt|7p‘1 1 — (Q7 )7
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onde a ultima desigualdade foi obtida pelo lema 6 (pagina 62).

Uma estimativa similar pode ser obtida no caso 7/2 < ¢ < &. Portanto,

o q
/0/ drd® <2 M(q,T). @.5)
|sin(0 + @)||rel® — 1|12 —  CT

Para 6y < 6 < 7 temos

lre?® —1> > 1 —cos@ > 1—cos 6

[ 3 drd®
Hz’l_/ﬁ in(6 -+ @)|°|rei® — 14
6 /3 |sin(0+@)[7|re’® —1|
|

n (4.6)
< /2 do < CI(T)
" (1 —cosBp)? Joy [Sin(0+@)[* ~ (1—cosby)?’
para uma constante C(7) > 0. Segue de (4.5) e (4.6), que
21M(q,t Ci(t
< 2M@D) G “n

I O (1—cos6p)?

Para estimar H> >, vamos comegar usando a mudanca de varidveis 6 = o + 7 na integral

_/ / drdo
227 s |sin(ot+ @)||rei® + 1|7

Note que |re’® +1| > rcosa+1 > 1, para 37/2 < o < 27; assim,

para obter

ma< [l — 2% ) “.8)
z,zS/ . = (1) < oo. )
i |sin(a+@)[*

Uma estimativa similar pode ser obtida para H, 3 e H; 4. Portanto, podemos encontrar uma
constante C>(g,7) > 0 tal que Hy < C3(q, 7).

A estimativa de Hj é obtida da seguinte forma: como r > 3/2, entio |re’® — 1| > [r— 1| =

r—1>r/3e
2z drd6
H <34/ /
3 |sin(6 + @)|Tr2a+e-1

R dr 39Cs(1) [2\24+72
< 3qc3(r)/g T ] )

onde C3(7) é uma constante positiva. Assim, completamos a prova de (4.4) no caso y = 0.
Caso 2: ¥ > 0. Neste caso, H (dado por (4.4)) pode ser reescrito da forma H = H; + H;, onde
b /2” /7 rdrd
"o Jo Jy+rsin(6+@)|7re|re® —1]a’

2n rdrd 0
sz/ / ; T i0 :
0 Jy Tr+rsin(0+@)[rafre® —1]s
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Para estimar Hy, consideramos trés casos que dependem dos valores de 7.

1 .
Primeiro caso: 0 <y < 5 Neste caso, como 0 < r < 1/2, temos |re?® — 1| > 1—r > 1/2. Assim,
pelo Lema 6 (pdgina 62),

2m drd®
H<24/ g o
1 |Y+rsm 9—|—(p)|frq—l = (CI;T)

1 3
Segundo caso: 3 <Y< 5 Neste caso escrevemos Hy = H; 1 + H >, onde

H _/2”/2 rdrd
b Y+ rsin(6 + @)[Fri|rei® — 1]4°
n rdrd

Hi» =
12= / U |y +rsin(6 + @)[7r4[rel® — 1]

Note que a estimativa de H | € dada pelo caso anterior.

Para H » temos

27
H12<2‘1 1/ drde

L |y—r|®|re?® —1]4
drd0
_ g1 g1
=24 Z/ /HY =4 ZH

r|?|rei® —

N‘\ N\

Para estimar H 11 » €SCrevemos

| _/90/7 drdo +/72: /7’ drd0
27 oy Ty =rfeire® = 1ja oy Jy Ty rfelre® 1o

com 0 < By < 7/2 tal que 1 —6?/2 < cos® < 1 — 02 /4 para0 < 8 < 6. Note que essa escolha

de 6y implica que |re® — 1| > 1 —cos 6 para 8 > 6. Assim,

) T _
H112§2q/0/y drd0 . 5 6o : 1 '
: o JLly—r|®((r—1)24+62)2  (1—cos@y)z 1 —7

Agora, pelo uso das coordenadas polares r = 1+ psin¢, 6 = p cos ¢ na integral, e usando o

Lema 6 (pagina 62), obtemos

8 drd 2m deod
I L s <o
ly— r|¥( )2+ 62)2 |y—1—psing|Tpi~

Assim, podemos encontrar uma constante Ci (g, 7) > 0 tal que H{ , < Ci(q, 7). Procedendo como

acima, podemos encontrar uma constante Cs(g, 7) > 0 tal que H} , < C>(q, 7).

Para H? ,, temos

= /2” /7 drdf / vdrd6 _ 7
127 [, i = )
Sy =l e 1l = Sy Sy = T 2(1-0)
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uma vez que |re’® + 1| > 1 para 37” < 6 < 2x. Uma estimativa andloga pode ser usada para

mostrar que H? Portanto, podemos encontrar uma constante C3(g, 7) > 0 tal que

Hy <C3(q,7).

T
12—2(1 )

. 3
Terceiro caso: y > ok Neste caso, escrevemos Hy = Hy | + Hj », onde

/27?/ rdrd 0
|y +rsin(0 + @)|*rd|ret® — 1|4’

" /2” rdrd 0
1,2 = B - .
3 |y+rsin(0 +@)|rd|rei® — 14

A estimativa para H; ; segue do caso anterior.

Para Hj ,, note que, como r > 3/2 temos |re®® — 1| >r/2 e

o drd®
H sz/ _ _
1,2 = |'y+rs1n 9+(p)|7:r2q_1 C(q,r) <

Agora vamos estimar H;. Lembre-se que

2 rdrd 0
o [ e
0o Jy |y+rsin(0+ @)% ri|re® — 1|4

Como feito para Hi, vamos considerar trés casos:

3 3 .
Primeiro caso: 5 <7< R. Como r > 5 implica |re’® — 1| > g, temos

< 30 /2”/R drd0 B /Zﬂ/ drd6
2=""Jo Jy ly+rsin(6+@)|Fr2a- r=3 v |y+rsing)t2a1

Assim, a estimativa para H, segue do Lema 5 (pdgina 62).

1 3
Segundo caso: 2 <r< 5 Neste caso vamos escrever Hy = H» | + H; >, onde

i _/32/3 rdrd® e
2,1 = 1)y |y+rsin(9+q0)|frq|r€i9—1|q_ 2,1 2.1

H _/Zﬂ/ rdrd®
227 Jo J3 Ty +rsin(6+ @)[Fr4[re® — 1]4

| 53 drd@
1 :/n'/ 01T a1 [ i (0—0) ’
2y |y+rsin@|7ra-1re!0=¢) —1}4

5 T drd®
HZJ:/ / T =1 (0—0) '
z Jy |y+rsin0|Tri—1|re!0=¢) — 1|4
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Note que a estimativa de H; > € dada pelo caso anterior.

Para estimar Hzlyl, note que, como 1/2 <y <r<3/2temos 1/3 < y/r<1.Sejab; €
(—m/2,— ) tal que —y/r = sin Oy, onde sin o = 1/3. Temos entdo,

1 o e—6 1 __ AW 1
ly+rsin@|®  r7|sin@ —sin 6|7 |0 — 6;|F ~ r7|cosO;|7 |6 — 6;|7’

para alguma constante A(T) > 0; assim, substituindo cos 8 por /r? — ¥2/r obtemos

1 - A(T) 1
|y+rsinB|* — (;»2_7/2)5 16 —61(r)]°
Portanto,
H211§2q_1A(‘L')/2/ T drd© |
| 1l (P=p)ile—6()[Flre@0 —1]s
_20la(r /’z’— / drdf |
10— 61(r)+ [elre® —1js
qu lA()Z/ 42 /2 ; drd6 '
S0 Sy (2= )iie = 61(r) + glFlre® — 1]
4
Y lA Z
Jj=1 &
Temos
/ / drdo
(2= 72)2(0 — w— 0y (r) + | |ret® + 1]4°
Para —7t/2 < 60 < 0temos |re’® + 1| > 1+rcos@ > 1e
d
H21 </ / drdf <C(7),
-3 )20 —m—6(r)+o|°

para uma constante C(7) > 0. De forma semelhante, H21 ’12 < C(t), para alguma constante C(7) >

0.
Para estimar Hzl ’f’ ,seja0 < By < o /2 tal que
62 62
1—7<c0s9< I_Z’ para —6y<0<O0.
Note que —6y < 8 < 0 implica
% %
2 27

0—0i(r)+9>—-60—0i(r)+o>a——+¢>

Além disso, para —7/2 < 0 < —6) temos

lre?® — 1> > 1 —cos 6.
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Assim,

HY3 ( )// drde

21 oty (r2—92)2|re® —1|a
< )/ /2 drd®
I—cosb) J-z Jy (=210 —61(r)+ 0|

drd@
+Ci(7,9q),
( ) /90/ \re’9—1|‘1 l( q)

para uma constante C;(7,q) > 0. Note que, parar > 1/2 e —6p < 6 < 0 temos

|i’ei6 — 1|2 > —(r— 1)2+92~
iy 4 9

assim, como r > y > 1/2 implica r> — y* > r — ¥, temos

/ / ado / / drd®
6 )2 |rei® — o0ly (r—y):((r—1)2+62)3
drd®

<2q/( 0.0:1) (r—y)2((r—1)2+62)3

2n
—2"// drd® : <G (1,9),
|[1—y+psina|2p9~]

onde a ultima estimativa segue do Lema 6 (pagina 62). Portanto, podemos encontrar uma
constante C3(7,q) > 0 tal que H21 13 < C3(7,q). Podemos usar argumentos similares para estimar
Hzlf e H22,1- Portanto, podemos encontrar uma constante C(7,q) > 0 para qual H> ; < C(7,q).

1 . .
Terceiro caso: 0 <y < 5 Neste caso, vamos escrever a integral H, da seguinte forma

. /M rdrd® . /Zﬂ rdrd®
" Jo Jy ly+rsin(6+@)[Trajre® —1]a " Jo L ly+rsin(6 4 @)|*rd|rei® —1]4°

A segunda integral pode ser estimada como feito anteriormente. Assim, € suficiente estimar a
primeira integral. Como r < 1/2 implica |re?® — 1| > |r— 1| > 1/2, temos

/M /é rdrd® /2” / drd6
0o Jy |y+rsin( 9+(p)|7r‘1|re’9—1|‘1 |y+rsin(0 + @)[Fra-1’

que pode ser estimada aplicando o Lema 6 (pagina 62).

Isto completa a prova do caso y > 0 e assim concluimos a demonstra¢do do lema. [
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CAPITULO

5

A EQUACAO Lu= f

Neste capitulo vamos tratar da equacdo Lu = f, com f em um espaco L” adequado. Com
a técnica desenvolvida, serd possivel estudar equagdes da forma Lu = F(x,y,u); em particular,

estudaremos também a equacdo Lu = au+ bu, coma, b € LP.

5.1 O operador integral T,

Seja L uma campo vetorial complexo, no aberto Q de R?, pertencente a classe 2 (Q).

Isto €, (como definido no Capitulo 3, pagina 47) o campo L satisfaz as seguintes condi¢des:

(i) L é um campo nao singular de classe C%,0 < € < 1, em Q;

(i1) O conjunto caracteristico X de L é uma subvariedade mergulhada de dimensdo 1 de €2, de
classe C!*¢€, com um ndmero finito de componentes conexas;

(iii) L é de classe C!' em Q\ X;

(iv) Para cada p € Q\ X, existe uma integral primeira Z : U — C de L, de classe C?, com
UcCQ\Xabertoe pcU,talque Z:U — Z(U) C C é um homeomorfismo;

(v) Paracada p € X, existem uma integral primeira Z : U — C de L, com U C  uma vizinhanca
aberta de p, tal que Z: U — Z(U) C C é um homeomorfismo que satisfaz Z,, Z,, € C(U)
€ Zy = Zy, em U, e coordenadas locais (s,¢) em U, de classe C? centradas em p, tal que

nas novas varidveis a integral primeira Z se escreve como

tz|°
o+1

Zoplsn) =s+i( 27 4 8. 6.0

onde 8 é uma fungio a valores reais de classe C>™¢ que depende apenas de se ¢ > € é

uma constante. Além disso, Z satisfaz a seguinte condigdo: se L = Ady + B8y em Q, entdo
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a func¢do A : U — C definida por

g(&);)y se ZY(X7)’) #0,
Alx,y) = )B(;c,y) (5.2)
7y se Zy(x,y) #0.
é de classe C! em U.
Seja
Z:Q—-7Z(Q)ccC (5.3)

uma integral primeira global de L, de classe C' €, que é um homeomorfismo sobre sua imagem

(veja a Proposicdo 7, pagina 37).

Defina
oy = max {o; (5.4)
M ISjSN{ J}7
onde Gy, -, Oy sdo os respectivos tipos de L ao longo das componentes conexas de X, a saber,

Y1, ,Xn. (Vejaa Proposigdo 10, pagina 51, e a Observacdo 21, pagina 52). Também definimos

__9m
_G|\/|—|—1.

™

Note que 0 < 7y < 1.

Seja © um aberto compactamente contido em Q, isto é, Q é um compacto de R? e
QcQ.

Para f € L'(Q), definimos o operador integral

f(&,n)

T2 e3) = 5 [ e 4. () €8 55

Veja em (B.2), pagina 136, o operador integral cldssico 7 f que foi inspiracdo para a defini¢do

do operador integral acima.

Observacao 22. Operadores integrais, como 77 f, foram usados em (MEZIANI, 2008) e (ME-

ZIANI, 2012) em conexdo com outras classes de campos vetoriais.

Temos o seguinte teorema:

Teorema 4. Seja oy dado por (5.4) e seja f € LP(Q2), com p > 2+ oy. Entdo, existe uma
constante M = M(p, Gy, ..., on, Q) > 0 tal que o operador T satisfaz

L IfE) -
T2F < 5 | ey w45 < MUfll, V(sy) €@
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Demonstracdo. Seja (x,y) € Q. Entdo, pela desigualdade de Holder, temos

L) 171y ZUIRY
R A o e L VAT e DR

onde g=p/(p—1).

Seja {Vi}x=1.. x, uma cobertura finita do compacto £ NQ, formada por abertos pré
compactos de Q, tais que cada aberto V; intercepta apenas uma componente conexa de ¥ e para

cada k, com V; NX; # 0, podemos escrever

Z|Vk = GkOZGj OFk em Vk, (57)

onde F : Vi = Uy, Gy : Zg;(Ux) — By sio difeomorfismos de classe Cle

te|%

1-|-Gj

Zo,(s,t) =s+i . (s,1) € R2.
(Veja o Coroldrio 2, pagina 56). Como X é uma subvariedade mergulhada de & com dimensdo 1 e
Q é compacto, existe uma familia de abertos de Q, {Vi }x—ky+1.....m> com Vi compacto, VxNE = 0,
e tal que

QCVIU.. UV UVi 41 U... UV,

isto é, € = {Vix=1...m € uma cobertura de Q. Seja {@}x—1. ,» uma particio da unidade
subordinada a cobertura %. Assim, temos

d&dn _ [ Lt (S m)dEdn
JalZ(&:n) =2y Ja |Z(6,m) = Z(x,y)|

— - q’k(&?”)dédn . mn .
_l;/vkﬂﬁ 1Z(E,n) — Z(x,y)|a —'k;l’k( Y)- (5.8)

Vamos estimar [ (x,y) para (x,y) € Qe k € {1,...,m}.
Caso 1: (x,y) € Vie ke {1,...,ko}.

Seja j € {1,...,N} tal que Vx NE; # 0. Temos,

d&dn :/ d&dn
W IZEN) -2~ I 1GeZey (&) — GelZeo (elxy))) 7
dEdn dsdt
=K 2oy BeE)) — 2o, Elo)T — N S 2 (538) — Zoy (s 1) 0

onde, (5°,1°) = Fi(x,y), K € uma constante de Lipschitz para toda GZI, isto é,

|91 — a2 < K|Ge(a1) —Ge(qz)l, a1,92 € By,

paratodo £ € {1,....ko}, e N > sup{|det(DF,)(&,n)|~';(§,m) € V,}, paratodo £ € {1,....,ko}.



74 Capitulo 5. A equagdo Lu = f

t|%
Usando a mudanga de varidveis E =se 1 = % obtemos
l1+o0;
_ dsdt dédn
ey | S
/ Uy |qu(S,l)—Z(5j(S 1] )|q ch(Uk) |77|TJ|C—Z|q

d&dn
_/D(Z»do) In|%g —zla j/(0j+1)

onde § =& +in, z = Zs,(5°,1°), e dy > diam(Z,, (Uy)), para todo £ € {1,....ko} e para todo
ne{l,...,N}comV,NE, # 0. Agora, com o uso das coordenadas polares (r,0) dadas por

& =rcos@+R(z) en =rsind+3(z)

e pelo Lema 6 (pdgina 62) temos

<M ) d i—4
/ D(z,do) |n|TJ|C_Z|q |l"SlIl9—|—3 )lTj’,.q—l — (CLT]) 0 N

pois p > 2+ oy implica 1 < ¢ <2 —1y <2 —1,, para todo n € {1,...,N} (lembrando que

v = oM/ (0m + 1)). Assim, existe uma constante My = My(q, G, ..., 0N, Q) > 0 tal que
I (x,y) < Mo.
Caso 2: (x,y) e Vreke {ko+1,...,m}.

Temos
Ik(x7y) S

d&dn <C/ dgdn
Vi |Z(‘§>TI) —Z(X,y)’q B Z(Vi) |§_Z(X7y)|q7
onde C > sup{|det(DZ)(&,n)|~ " (&,n) € Vy}, paratodo £ € {ko+1,...,m}.

Seja d > 0 tal que d > diam(Z(Vy)) = sup{|&1 — &|;: &1, & € Z(Vy)}, para todo ¢ €
{ko+1,...,m}. Temos,

d
/ dgdn g/ dgdn :/ dsdn :m/ Jodgg 2T pq
2 |€—=Z(x, )7 ™ Ipzey)d) [€—Z(x,)|7  Jpo,g) |£]9 0 2—q

Assim, M| = M;(q, Gy, ...,0n, Q) :=21Cd>~4/(2 — q) é tal que

I (x,y) < Mj.
Caso 3: (x,y) e Vieke {1,...,m}.

Como supp@; C Vp, paratodo ¢ € {1,...,m}, temos que existe y > 0 tal que

0 <u<inf{|Z(§,n) —Z(x,y)| 5 (6,1) € suppey, (x,y) € Vi'},
paratodo £ € {1,...,m}. Assim,

) — o(E,m)dEdn d&dn supp; N Q|
&(’y)_'/;malz(é,n)—-ZCny)H S~A¥m%ﬁ9|z(éan)“ZC%Y)w = pa
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Dai temos, que M, = M;(q, 01, ...,0n,Q) := |Q|/u? é tal que
Ii(x,y) < M.
Isso conclui o caso 3.
Portanto, para todo (x,y) € Q e todo k € {1,...,m} temos
Ii(x,y) < max{My,M|,M,} =: M3.

Logo, de (5.8), temos

d&dn -
< mMj3, para todo (x,y) € Q. (5.9)
o [Z(E1) 2oyl )
De (5.6) e (5.9) obtemos o resultado. [l

O préximo corolério segue da demonstracdo do Teorema 4 acima.

Corolario 3. Sejam Z : Q — Ce Qcomoacima. Se 1 < q < 2 — 1\, entdo existe uma constante
M =M(q,01,...,05,Q) > 0 tal que

dédn -
< M, para todo (x,y) € Q.
oy 2ty < P odo s

O

A demonstracdo da proposicao que vem a seguir € fortemente inspirada na do caso

classico.

Proposicio 15. Seja f € L!(Q). Entdo, Tzf € L9(Q), paratodo 1 < g <2 — 7.

Demonstracdo. Seja f € L'(Q) e seja g € LP(Q) com p > 2+ o Pelo Teorema 4 a funcio

B d&dn
gl(x,y) = /Q|8(§777)| |Z(§7n) _Z(x,y)|

é limitada. Assim, fg; € L' (Q). Aplicando o Teorema de Fubini obtemos

B d&dn
Jubrtantsasiy= [l [l ml e 15

= [l ([ el g s ) agan

— [ s m1fi(&m)dgan,

) dxdy

onde
dxdy

figm) = /Q|f(x,y)\ 1Z(x,y)—Z(E, )|

Assim |g|fi € L'(Q). Como g € LP(Q) é arbitraria, segue da reciproca da desigualdade de

Holder (Teorema 25, pagina 133) que f € LY(Q), para g = p/(p—1). Note que p > 2+ Oy
implica 1 < ¢ < 2 — 1. Note também que |7z f| < fi. Portanto, Tz f € L(Q), para qualquer
1 < q<2—1y. Como Q ¢é limitado, segue da desigualdade de Holder que 7z f € L'(Q). [
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5.2 Existéncia de solucao para a equacao Lu = f

Sejam L, Z, Q e © como na sec¢io anterior. O préximo passo é mostrar que 7% f é solugio
da equacdo Hzu = f em , onde Hz é o Hamiltoniano de Z. A partir dai, obteremos uma solucgio
para a equacdo Lu = f em Q. Para isso, vamos estudar uma férmula de representacdo de solugdes.

Esta formula também serd importante em outras partes deste texto.

Lema 8. (Teorema de Green) Seja U um aberto conexo tal que U é compacto, U C Qe dU é
de classe C! por partes. Se f,g € C'(Q), entdo

| 10ufx3) = dugxhdrdy = [ glx.v)dx+f(x,y)dy. (510
U oUu

Essa versdo do Teorema de Green para funcdes a valores complexos segue do caso real.
Veja em (LINS-NETO, 2005) e (LIMA, 2008).

Seja Z como em (5.3). Considere Hz como Halmitoniano de Z em Q, isto é,

J in em Q.

H; =7
Z ay

Y ox
A préxima proposi¢do € consequéncia do lema acima.

Proposiciio 16. Seja U um aberto como no Lema 8. Se w € C!(Q). Entio
/ Hzwdxdy = / wdZ(x,y). (5.11)
U U

Demonstragdo. Pelo Lema 8,

/ wdZ = / w{Zdx+Z,dy} = / (Zyw)dx+ (Zyw)dy
U U U
= /U{(Zyw)x — (Zw)y}dxdy = /U{Zyx — Zyy ywdxdy + /U{Zywx — Zywy tdxdy

=/{Zyx— xy}wdxdy—l—/szdxdy. (5.12)
U U

Pela Proposicado 9, pagina 49, Z satisfaz Z,, = Z,, em U. Logo,

| 12— 2y hwixay =0,
: .

e por (5.12) temos o resultado. ]

O préximo lema € uma pequena adaptagdo de um teorema em (LINS-NETO, 2005).
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Lema 9. (Mudanca de variaveis) Seja U um aberto de R? e sejam w € C(U) e Z € C!(U) tal
que Z : U — Z(U) é um homeomorfismo. Se ¥ : [0,1] — U uma curva de classe C! por partes
em U, tal que Zo ¥ é uma curva C! por partes em Z(U), entdo

[ wies)azie) = [ (woz ), £ =E+in. 5.13)
Y Zoy

Demonstragdo. Considere ¥(t) = (y1(t),7(1)), Z1 = R(Z), Zo =3(Z) e w({) = (wo Z~1)({).
Vamos demonstrar a férmula (5.13) no caso em que ¥ é de classe C'. O caso geral segue dividindo

os intervalos de integra¢do convenientemente.

Pela definicdo de integral sobre curvas e pela regra da cadeia temos

ez = [ o AGOHO + BB Y

Y 0

;[wammnmxw»zax DIVA(E) + 22y (1)) + iZay (Y(1)) 15(1) Yo
:A%x<<>uax D) + 21y (V) o))+ ilZa (V)Y (6) + Zay (V) a(0)] et

= [Vitz @mwnwiawwmwr

:/ W(g){d<§+idn}=/ w({)dg
Zoy Zoy

]

A préxima proposi¢do nos dd uma férmula de representacdo que generaliza para L a
férmula de representaciio de Cauchy-Pompeiu'.

Proposicdo 17. Seja U um aberto como no Lema 8. Sejaw € C1(Q) e Z : @ — C uma integral
primeira global de L, de classe C' €, que é um homeomorfismo sobre sua imagem. Entdo, para

todo (x,y) € U, temos

! w(&,n) szé n)
W(x’y)_zm/,wZ(g,n)—Z(x,y) Z(&.m) = 27:1/2 ~ Zry) dodn:

Demonstragdo. Seja (xo,yo) € U fixado. Considere zo = Z(x,y0) € seja 6 > 0 tal que Ds C
Z(U), onde Dg = D(z9,8). Defina K5 = Z' (D) e Us = U \ K5. Seja

w(x,y)

Xy) = =,

f( y) Z(x7y)_Z0

A férmula de representacdo de Cauchy-Pompeiu também ¢é conhecida como férmula de Cauchy ndo homogénea.
Veja em (BEGEHR, 1994) e (VEKUA, 1962).Veja também o Teorema 31, pagina 138.

1
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Temos que f é de classe C! em um aberto que contém Us. Assim, pela Proposicio 16, férmula
(5.11),

H2W(X,y)
Us Z(X,y) -

w(x,y)
aUs Z(x,y) — 20

_ w(x,y) ) w(x,y) v):
_/aU Z(x,y)—zodz( ) /8K5 Z(X,y)—zodz< V)

Pelo Lema 9, formula (5.13),

dxdy = dZ(x,y)

(5.14)

faizy) = [ (roz Q= [ FClac,

9K Z(9Ks) ops & —z20

onde w = woZ~!, entio usando as coordenadas polares { = zo + 8¢'?, 8 € [0,27], obtemos

~ 2T 1% i0 )
/ W) ye / W20+ 0€7) 15004 —s 2miv(z0). quando & — 0.
aps & —20 0 det?

Portanto,

w(x,y) _
Zwy) - ? : 1
/81(5 Z(x,y)_ZOd (x,y) = 2miw(xo0,y0), quando & — 0 (5.15)

Por outro lado, pelo Teorema 4 (pdgina 72),

X, y) = ———— € LY ).
(x,y) Zoy) — % ()
Assim,
H, H,
Hzwlxy) dy—>/ Hw )y, quando & — 0. (5.16)
USZ(xy —20 Z(x,y) — 20
O resultado segue de (5.14), (5.15) e (5.16). []

Como anteriormente, seja  um aberto compactamente contido em Q.
Teorema 5. Se f € L'(Q) entdo T, f satisfaz Hz(Tzf) = f em Q.
Demonstragdo. Seja f € L' (Q). Pela Proposicio 15, pagina 75, Tzf € L' (Q). Seja ¢ € C(Q)

uma func¢do de classe C* com suporte compacto em Q. Existe um aberto simplesmente conexo

U com bordo suave de classe C' tal que U é compacto, U C Q e suppp C U. Logo,

o (x,y) B
oo 703y 20 =0,

para (&,n) € U. Assim, pela Proposigéo 17, pagina 77, podemos escrever

_ L Hz¢(xy)
0EM =50 | s =gt 4 (5.17)

para (&,1) € U. Como supp¢ C U segue que a representacdo de ¢ dada acima, em (5.17), vale
para todo (&,7m) € Q.
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Temos

(HA(T2f),0) = | Tof (5.9) Hzo (xy)dxdy = = [ T (x.5)Hz0(x.y)ddy:

Dai, temos pelo Teorema de Fubini

(HA(T2f),0) = — /Q T f (x,y)Hz9 (x,y)dxdy = — /U T, f (x,y)Hz6 (x,y)dxdy

=il (fgz@ o Dy en ) Hao s aas

- [sEm HZ‘P ) vdy) dédn
27rz v Z(x,y)—Z(&,n)
=/Qf (E,m)0 é,n>d§dn=<f,¢>-

Portanto, Hz(Tzf) = f em Q. ]

Como L é um campo vetorial complexo definido em Q pertencente a classe 2 (Q) e
Z : Q — C é uma integral primeira global de L, de classe C'¢, que é um homeomorfismo sobre
sua imagem, podemos escrever o campo L como um multiplo do Hamiltoniano de Z, isto €,
podemos escrever
L=AHzemQ,

com A € CH(Q) e |A| > 0 em Q (Proposicio 9, pagina 49). Tendo isso em mente, vamos provar

o coroldrio a seguir.

Como acima, seja Q um aberto compactamente contido em .

Corolario 4. Se f € L'(Q), entdo u := Ty ({

), onde A é dado acima, satisfaz a equacéo Lu = f

em Q.

Demonstragdo. Temos que A € C'(Q). Como Q é compacto e Q C Q temos que 1/ €
L*(Q). Logo g := f/A € L (Q). Pelo Teorema 5, Hz(Tzg) = g em . Como A € C'(Q) temos
AHz(Tzg) = Ag em Q, ou seja, L(Tzg) = f em Q. O

O Teorema 4, pagina 72, nos diz que se f € LP(Q), p > 2+ oy (om > 0 dado em (5.4),
péagina 72), entdo Tzf € L™(Q). Assim, pelo coroldrio acima, se f € LP(Q) para p > 2+ Oy,
entdo existe uma solug@o u € L*(Q) da equacdo Lu = f em Q. O pr6ximo exemplo, explora a

relacdo p > 2+ oy quando estamos procurando solugdes limitadas da equagdo Lu = f em Q,

ferlrQ).

Exemplo 6. Para p < 2+ oy, existe f € LP(Q) tal que a equagdo Lu = f ndo tem solucdes

limitadas. Para o campo padrao,

0 )
L(;:a—y—l|y|cy , 0>0,
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o
a fungdo v : Q — C definida por v(x,y) = In|In|Zs(x,y)||, com Zs(x,y) = x + ii;lﬂ T é ndo

limitada, mas é solu¢do da equacdo Lv = f com

—ily|°
flx,y) = =——— eLP(Q), para 1<p<2+o0.
ZG(xvy) 11'1|ZG()C,y)|

dr
rS|Inr|P
s < 1). Para um campo mais geral, pertencente a classe 2, podemos construir um exemplo

a
(f € LP(Q), com p < 2+ 0, segue do fato de que / < oo, a > 0, se, e somente se,
0

usando a normaliza¢do (estudada no Capitulo 3) perto dos pontos do seu conjunto caracteristico.

5.3 Continuidade Hoélder das solucées de Lu = f

Seja L um campo vetorial complexo definido em Q pertencente a classe .2 () como no
inicio do capitulo. Nesta secdo vamos provar que as solucdes continuas de Lu = f sdo Holder
continuas se f € L?, com p > 2+ G\, onde oy > 0 € definido em (5.4), na pagina 72, como o

maximo dos tipos o7, ..., o do campo L.

Seja Z : Q — C uma integral primeira global de L, de classe C' ¢, que é um homeomor-

fismo sobre sua imagem.

Como nas se¢des anteriores, seja Q um aberto de Q tal que Q é um compacto de R? e
Q C Q. O préximo teorema nos diz que a fungio T f (dada em (5.5), na pagina 72) satisfaz uma

condicao de Holder.

Teorema 6. Se f € L”(Q2), com p > 2+ O, entdo existe uma constante C = C(p, 01, ..., Oy, Q) >
0 tal que

IT2f(p1) = Tf (p2)| < ClIf11p1Z(p1) = Z(p2)IP,  Vp1,p2 €L
onde f = (2—g—1m)/q, comqg=p/(p—1)emm=0m/(om+1).

Demonstragdo. Sejam (xo,y0), (x1,y1) € Q, com (x0,y0) # (x1,y1). Temos, pela desigualdade

de Holder,
|Z(x1,y1) — Z(x0,Y0)

Tz f(x1,51) — Tzf (x0,y0)| < 5 |||f||pJ%, (5.18)
onde
_ _ dédn
J—J((Xlayl)y(xoy)’o))—/g|Z(§7n)_Z(xl7yl)|q|z(§7n)_Z(x07y0)|q, (5.19)

comqg=p/(p—1).
Como no Teorema 4, pagina 72, vamos estabelecer uma cobertura de Q onde podemos

explorar as boas propriedades locais de Z.

Seja {Vi}k—1,. x uma cobertura finita do compacto £ N Q, formada por abertos pré

compactos de €, tais que cada aberto intercepta apenas uma componente conexa de X (lembrando
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que X =X; U...UXy, veja na pdgina 100) e para cada k, com V; NX; # 0, podemos escrever

Z|Vk = Gk OZG]. OFk cm Vk, (520)

onde Fy : Vi — Uy, Gy : Zo,(Uy) — By sdo difeomorfismos de classe C le

Zs,(s,1) +'Z|I|Gj
(8,f) =841 .
% 1+0;

Existe uma familia de abertos de Q, {Victe=ko+1,... m» com Vi compacto, V; N X = 0, e tal que
QCVIU.. UV UVi i1 U... UV,

isto é, ¢ = {Vk}k=17...,m é uma cobertura de Q. Seja {®k}k=1,...m uma particdo da unidade
subordinada a cobertura ¥’. Assim, temos

_ Yo e(E,m)dEdn
oo = [ e g a2 E )z

v @ (8,m)dEdn i
- kgfl/vkﬂQ |Z(5»77) —Z(XI»J’I)|(’|Z(§:71) _Z(x07y0)|q k=

Je((x1,1)s (x0,¥0)).  (5.21)
—1

Vamos Estimar Ji((x1,y1), (x0,¥0)), para k € {1,...,m}.

Suponha que [Z(x1,y1) — Z(x0,y0)| < L.
Caso 1: (x07}’0)7(x17)’1) eEVireke {17"'7k0}-

Seja j € {1,...,N} tal que Vy N X; # 0. Temos,

/ d&dn _
vi 1Z(&,n) —Z(x1,y1)|4Z(&,n) — Z(x0,Y0)|4
B d&dn
I Gr(Zs; (Fi(§,M))) — Gr(Zo; (Fic(x1,91))|9|Gi(Zo; (Fk (£, 1)) — G (Zss; (Fi(x0,70)) ) |4
2 dédn
=K /vk Zo,(Fi(§,M)) — Zo; (Fi(x1,91)) |91 Zs,(F(§,1)) — Zo,; (Fi(x0,50)) |4

SKZKI/ _ Odef _
Fi(Vi) |ZGj(s7t) _ZGj(Sl7t1)|q|ZGj(S7t) _ZGj(SO7t0)|q

= Q Jko
onde K ¢ uma constante de Lipschitz para toda G;l, isto €,

la1 — q2| < K|G(a1) — Ge(a2)|, a1,92 € By,

para todo £ € {1,....kg}, e K1 > 0 é tal que K; > sup{|det(DF,)(&,n)|"":(&€,n) € V,}, para
todo £ € {1,....;ko}, e (sp,t7) = Fx(xn,yn), n =0, 1.
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t|t|%
Usando a mudanga de coordenadas { =sen = 1 temos
oj+1
0 1 / dédn (=&
k= T T : , 6= in,
K= (o4 1)9 Jazg ) MITIE —wil][ — wole

onde wy, = Zg;(sn;ta), n=0,1,€ ;= 0;/(0;+1). Podemos assumir, sem perda de generalidade,
que Mo > 0, (onde wo = & +ing), € w1 — wp = |w; —wple'®, com 0 < ¢ < 7. Temos,

1 d&dn

(oj+1)¥ /IJ(WO;d) 11718 —wi|9]¢ —wol?

B 1 dédn

(gj+1)¥ /D(O;d) M0 +n[%|8 = (wi —wo) || C "

onde d > diam(Z,, (Uy)), para todo n € {1,...,N} e todo £ € {1,....,ko} com V,NE, #0. A
seguir, usando a mudanca de varidveis { = |wj —wo|i, com g = a-+ibe wy —wg = [w; —wple'?,

T o+ ) p (04 ) [ n W0|+bl |l — 4|4

Qi <

obtemos

Finalmente, as coordenadas polares u = {e'®, { = re'® e y=1o/|w1 —wo| e 0 uso do Lema 7

(pagina 64), nos permite obter a estimativa

|W1 WO|2 T2 /2E/W1 wol rdrd6
L < . déd
Q< |y + rsin( j &dn

(oj+1)% 0+ )|%ri|ret® —1Ja
< M|w1 —wol?TM < m <K|Gk(w1) _ Gk(w0)|>2_1j_2q
) mﬁ‘wﬂzm,m —Z(a0.30) 7
S MKZ_Tj_2q|Z(X1,y1) — Z(x0,y0) >~ ™4,

o (Gj—i—l)fj
pois, p > 2+ oy implica 1 <g <2—17y <2— 17, paratodo £ € {1,...,N}, e pela suposi¢ao de
|Z(x1,y1) = Z(x0,y0)| < 1.

Segue dai que existe uma constante Q = Q(q, 01, ..., On, Q) > 0 tal que

/ d&dn
Vi |Z(8,m) = Z(x1,y1)14|1Z2(&,m) — Z(x0,y0)

Assim, pelas estimativas feitas acima, existe uma constante Q = Q(q, 671, ..., oy, Q) > 0 tal que

4 < Q|Z(x1,y1) — Z(x0,y0) > ™.

Jie((x1,51), (x0,50)) < O|Z(x1,y1) — Z(x0,y0)|* 7247,
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Caso 2: (x0,y0), (x1,y1) € ke k€ {ko+1,...,m}.

Temos

dédn
Je((xr; 1), (x0,30)) < /Vk 1Z(&,n) — Z(x1,1)[41Z(&, 1) — Z(x0,y0) |4

d&dn

< C/z(vk) |&—Z(x1,y1)||€ — Z(x0,y0)]4’ {=E+in,

onde C > 0 é tal que C > sup{|det(DZ)(&,n)|"';(&,n) € V}, para todo £ € {ko+1,...,m}.
Pela desigualdade de Hadamard (Lema 18, pdgina 136) existe uma constante M(g) > 0 tal que

dédn s -
/Z(Vk) 1 —Z(x1,y1)]9] & — Z(x0,y0)|4 < M(q)|Z(x1,y1) — Z(x0,50) |

Como |Z(x1,y1) —Z(x0,¥0)| < 1, temos |Z(x1,y1) — Z(x0,30) >4 < |Z(x1,y1) — Z(x0,y0) [>~24~™M.

Assim, temos
Ji((x1,31), (x0,30)) < CM(q)|Z(x1,1) — Z(x0,y0)[* 29~ ™.
Caso 3: (x0,y0) € Vi e (x1,y1) € V{, parak € {1,...,m}.
Como supp@y; C Vy, para todo £ € {1,...,m}, temos que existe i > 0 tal que

0 <p <inf{|Z(§,n)—Z(x,y)| ; (§,n) € suppgy, (x,y) € Vi'}, (5.22)

paratodo £ € {1,...,m}. Assim,

B ¢(S,M)dSdn
Je((x1,51), (x0,¥0)) = /VkﬂQ 1Z(&,n) — Z(x1,y1)|7|Z(&,m) — Z(x0,y0) |4

</ o(&,m)dédn
= Jsuppgun@ |Z(&,1) — Z(x1,y1)|9|Z(&, M) — Z(x0,0) |4

1 dédn 1 dédn
g/ < < My,
ud Jsuppoine |Z(E,M) — Z(x0,y0)|9 — pd Jv |Z(§, M) — Z(x0,y0) |9

por um argumento semelhante ao usado na demostracao do Teorema 4, pagina 72.

Como |Z(x1,y1) — Z(x0,¥0)| < 1, temos
1< |Z(x17yl) _Z(xo’y0)|2—2q—f|v|, (523)
pois, 2 —2g — Ty < 0. Dai,

Te((x1,31), (x0,0)) < Mo|Z(x1,31) — Z(x0,y0)[* 24~ ™.
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Caso 4: (x0,y0) € V{ e (x1,y1) € Vi, para k € {1,...,m}.
Este caso ¢ inteiramente andlogo ao caso anterior.
Caso 5: (x0,y0), (x1,y1) € V¢, parak € {1,...,m}.

Temos

B @(S,M)dSdn
Je((x1,31), (x0,¥0)) = /Vka |Z(E,n) —Z(x1,y1)|9|Z(E,m) — Z(x0,y0)|4

</ o (&,m)dédn
= Jsuppaun@ |Z(§,1) — Z(x1,y1)[91Z(&, M) — Z(x0,y0)|9

< lsuppc Q| _ 10|
onde u > 0 é dado em (5.22). Assim, usando (5.23), temos

Q —_ —
Ji((31.30):(i030) £ 54 2000.3) ~ 2L ) P20,

Assim terminamos o caso 3.
Portanto, para (xo,yo), (x1,y1) € Q, com |Z(x1,y1) — Z(x,¥0)| < 1, existe uma constante
M, =M, (q, O1,..., GN,.Q.) > 0 tal que

Je((x1,31), (x0,30)) < M1|Z(x1,y1) — Z(x0,¥0)|*24~™, para todo k € {1,...,m}.

Assim, por (5.18) e (5.21) temos

Z(x1,y1) — Z(x0,Y0 1 2729~y
|Tzf(x1,y1)—Tzf(x0,YO)|§l ( )27r ( )’||f||p(mM1)‘1|Z(x1,y1)—Z(X07y0)| q

1
mM1)5 2—q—1\m
< M) 21,30~ ZGao. 0

qu*‘L'M

Agora, para |Z(x1>)’1) —Z()C(),y())| > 1’ temos |Z(x17)’1) _Z(x()?y())' 4 > le

Tz f (x1,31) — Tzf (x0,y0)| < |Tzf(x1,31)| +|Tzf (x0,¥0)]
<2M||fllp 2
.
<2M||fl|p|Z(x1,y1) — Z(x0,¥0)| ¢

1
onde M > 0 é dada pelo Teorema 4 (pagine 72). Tomando C = max{2M, (mM,)¢ /2x}, temos

27‘]77’-'\4

Tz f (x1,1) — Tzf (x0,y0)| < C||f|p|Z(x1,31) — Z(x0,50)| ¢,

e isso completa a demonstracdo do teorema. [
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Das propriedades relacionadas a hipocomplexidade de L temos o seguinte coroldrio.

Corolario 5. Seja f € LP(Q), com p > 2+ oy. Se u € C(Q) satisfaz Lu = f em Q, entdo
para todo aberto U compactamente contido em Q temos u € C*(U) com a = (2—q—1\)/q,
m=0/(om+1)eqg=p/(p—1).

Demonstracdo. Sem perda de generalidade podemos supor que L = Hz em . Veja o Corolério
4 (pagina 79). Seja u € C(Q) tal que Lu = f em Q. Defina v =u— Tzf. Temos Lv = 0 em Q.
Pelo Teorema 2, pagina 53, podemos escrever v =hoZ em £, com h : Z(Q2) — C holomorfa.
Assim,

u="nZ)+Tzf em Q.
Note que Tz f € C*(Q) e hoZ € C*(U) para todo U aberto compactamente contido em €. Segue
dai que u € C*(U). O

O préximo coroldrio segue da demonstragdo do Teorema 6 e € uma generalizacao (de
parte) da desigualdade de Hadamard para Z. (Veja a desigualdade de Hadamard cldssica no Lema
18, pagina 136).

Corolario 6. Sejam Z e Q como no Teorema 6. Se 1 < g < 2 — Ty, entdo existe uma constante
M=M(q,o0y,...,0n,Q) > 0 tal que

dédn X —Z(x 2—(2g+mm)
/Q 1Z(E,1)—Z(x1,y1)|9Z(E,n) — Z(x0,0)]¢ < M|Z(x1,y1) — Z(x0,y0) |24t

para todo (xo, o), (x1,v1) € Q.

O

Observacdo 23. Seja 0 < B < 1 como no Teorema 6 (pagina 80). Considere Cg () como sendo
o subconjunto de CP (Q) dado pelas fungdes u tal que

u(p1) —u(p2)| < CIZ(p1) = Z(p2)IP.  Vp1.p2€Q

para C =C(u,3) > 0 constante. Pelo Teorema 6, 7z f € Cg (Q), para f € LP(Q), com p > 2+ 0.

5.4 Equacao semilinear Lu = F(x,y,u)

Sejam L um campo vetorial complexo definido no aberto  pertencente a classe .2 (Q)
como no inicio do capitulo. Seja Q um aberto com Q compacto em R? e Q C Q. Nesta se¢do

vamos estudar a equagdo semilinear
Lu=F(x,y,u) em Q, (5.24)

para F : Q x C — C em duas familias fungdes.
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Seja Z : Q — C uma integral primeira global de L, de classe C' ¢, que é Z um homeo-

morfismo sobre a imagem.

Para comecar esta secao, vamos definir um conjunto que serd de grande importancia
neste texto. Definimos o conjunto Ay c = Ay c(Z,2,B), paraM,C >0e 0 < < 1, como o

conjunto
Auc={veC(Q); |l <M, [v(p1) —v(p2)| < C|Z(p1) — Z(p2)IP, Vp1,p2 € Q}. (5.29)

O conjunto Ay ¢ € um subconjunto ndo vazio, fechado e convexo de C(ﬁ). Ademais, como

consequéncia do Teorema de Arzela-Ascoli, Ay ¢ é compacto em C(€). Note também que
AM,C - Cg (5)

Como no inicio do capitulo, seja

OM = max {0j 5.26
M 1§]§N{ ]}7 ( )
onde o1, -, Oy sdo os respectivos tipos de L ao longo das componentes conexas de X, a saber,

¥y, ,2Xn. (Veja a Proposicdo 10, pdagina 51, e a Observacdo 21, pagina 52).

Vamos tratar de dois tipos de equacdes semilineares. O primeiro tipo vem a seguir € o

outro na pagina 100, descrita por (6.5).

Sejam ¥ € LP(Q;R4), p>2+0m,e0 < a < 1. Definimos .Z% como sendo o conjunto
das fungdes F : Q x C — C que satisfazem

e F(.,§) e LP(Q), paratodo § € C;

° |F(x7y7 Cl) —F()C,y, CZ)| < ‘P(Xay”Cl - Cﬂa’ para todos gl? CZ eC.

Observacdo 24. A familia % € invariante por multiplicacdo por fungdes de L*(Q). Isto é,
se F € 7% e ¢ € L™(Q), entdo ¢F € ZY. Podemos escrever L = AHz, com A € C'(Q) e
|2| > 0 em Q, onde Hz é o Hamiltoniano de Z (Veja a Proposicdo 9, pagina 49). Em particular,
A, 1/A € C1(Q)NL*(Q). Assim, sem perda de generalidade, para estudar a existéncia de
solucdes para a equacio Lu = F(x,y,u) em Q podemos supor que L = Hz em Q. (Veja também

a Observagdo 20, pdgina 50).

Teorema 7. Seja F € Z#g. Sejaf = (2—qg—1tm)/q, sendo iy = om/(om+1)eqg=p/(p—1),
com p e oy dados na defini¢do da familia .2 . Entdo:

1. Se 0 < o < 1, a equagdo (5.24) tem solugdo u € Cg Q) c CP(Q).
2. Se oo =1 e a constante M(p, oy, ..., On, Q) que aparece no Teorema 4, pagina 72, satisfaz
M(p,Gl,---,GN,Q)H\PHp < 17

entdo (5.24) tem uma solugio u € Cg (Q) c CP(Q).
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Demonstragdo. Vamos supor L = Hz em Q (Veja a Observacio 24 acima).

Seja C(Q) o espago de Banach das funcdes continuas em £ com a norma
|luaf]o = sup{Ju(x,y)] 3 (x,y) € Q}.
Para My > 0, seja Cy, (Q) o subconjunto fechado de C(Q) dado por
Cuy (@) = {u € C(Q) ; [[ul]eo < Mo}
Suponha que 0 < o < 1. Entdo, para M) suficientemente grande, temos que
M(p, 01, ...0n, Q){| ], M + ||F (- 0)][} < Mo, (5.27)
onde M(p, o1, ...,0y,8) > 0 é dado pelo Teorema 4, pagina 72.
Considere o operador P : Cy, () — C, (Q) definido por
Pu=Tz(F(-,u)),

onde Tz é dado por (5.5). O operador P é bem definido. De fato, para F € % e u € Cy, (ﬁ)
temos
ECw)llp < [1®[|,MG +[1F (- 0)p, (5.28)

e segue de (5.27), (5.28) e do Teorema 4 que para u € Cy, (Q), temos
|Pu(x,y)| < M(p, o1, ....on, QL[] |,MG + [1F (- 0)]p} < Mo. (5.29)
Além disso, para (x1,y1), (x2,y2) € Q, temos
|Pu(xy,y1) = Pulxz, y2)| < [Tz (F(-,u)) (x1, 1) = Tz(F (1)) (x2,y2)]
<C(p, 01, oW, QF () || Z(x1,31) = Z(x2,2) P

< C(p, 01, e N Q)P pME +|F (-,0)|[p}Z (1, 31) — Z(x2,32) [P
< ColZ(x1,y1) — Z(x2,32) [P,

onde Cy := C(p,01,...,on, Q){||¥|[,M§ + ||F(-,0)||,} e C(p,01,...,0n,Q2) > 0 € dado pelo
Teorema 6, pagina 80.

Temos assim que Pu € Ay, ¢, para todo u € Cy, (Q).
O operador P ¢ continuo. De fato, para u,v € Cy, (Q), temos
|Pu(x,y) — Pv(x,y)| < |Tz(F(-,u) = F(-,v))(x,y)]
|
|

SM(p7GI7 GN7Q) |F( ) ( V)HP
SM(p7GI7 » ON, )|1P||P||u_v||a

Assim, a restri¢do P : Ay, c, — Am,,c, € continua. Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de

Schauder (Teorema 26, pagina 133), existe u € Ay, ¢, tal que Pu = u. O ponto fixo

u=Ty(F(-,u)) € CE(Q)
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satisfaz Lu(x,y) = F (x,y,u(x,y)), (x,y) € Q (Teorema 5, pagina 78).

Agora, suponha que & =1 e M(p,0y,...0n,Q)||¥||, < L. Se My > 0 é tomado sufici-
entemente grande, a desigualdade (5.27) vale. Deste modo, o mesmo argumento usado quando

o < 1, mostra a existéncia de u € Cg (Q) satisfazendo (5.24) em Q. O

Agora, considere F dada por

F(X,y, C) = g(x,y)H(x,y,C) +f(x,y) (5.30)

onde f,g € LP(Q), p > 2+ 0\, e H: Q x C — C é continua e limitada, com ||H||. < K para

alguma constante positiva K.

Teorema 8. Seja F' dada por (6.5). Entdo, a equagdo Lu = F(x,y,u) tem uma solugo u € ct Q)

(B como no teorema anterior).

Demonstragdo. Como no teorema anterior, seguindo a linha de pensamento da Observagdo 24,

vamos supor L = Hz em Q.

Considere o operador P : C(Q) — C(Q) definido por
Pu=Tz(gH(-;u) + f).

Como H(-,u) € L*(Q) temos gH (-,u) + f € LP(Q), p > 2+ oy . Segue do Teorema 4, pagina
72, que para todo (x,y) € Q temos

|Pu(x,y)| < M(p,01,...,on, Q)[IgH (-, u) + fl,
<M(p,01,.-.. on, QR8I 1H (-, ) leo + [1f]],p}
<M(p; 01, .., on Q) [g][ K+ f]]p} =: Mo.

Além disso, segue do Teorema 6, pagina 80, que para (x1,y1), (x2,y2) € Q e u € C(Q) existe
uma constante C(p, o1, ..., 0y, Q) > 0 tal que

\Pu(x1,y1) — Pu(x2,y2)| < |Tz(gH (- u) + f)(x1,y1) — Tz(gH (-, u) + f) (x2,¥2)]
< C(p,61, .y o8, Q)||gH (1) + f1|p|Z(x1,31) — Z(x2,32) |P
< C(p, 01, ....on, Q){|[gl| K + | f]IpHZ(x1,31) — Z(x2,y2) [P

Tomando Cy = C(p, 01, ...,0n, Q){||g||pK + || ]|}, obtemos Pu € Ay, c,, para todo u € C(Q).

O operador P : Ay, c, — Am,,c, € continuo. De fato, H € uniformemente continua no
conjunto compacto U = Q x {{ € C;|{| < My}; logo, dado € > 0, existe § > 0 tal que

&
M(p,o1,....,on, Q){|lgll, + 1}

|H(x7yv Cl) —H()C,y, C2)| <
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para todo (x,y) € Qe |51 — §| < 8. Assim, para u,v € Ay, ¢, com |[u — V|| < 8, temos

|Pu(x,y) = Pv(x,y)| < [Tz(g{H(-,u) =H(-,v)(x,y)})]
<M(p,01,...,on, Q)[g{H (-,u) —=H(-,v) }|,
<M(p,01,...,on, Q)[g|[pl|H (-, u) = H(:,v)||eo

< M(p.01sn .2 el 5 <
= MO ON BN 10, 6 o gl + 1)

Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder (Teorema 26, pagina 133), P possui um ponto

fixo em Ay, ¢, que satisfaz a conclusdo do teorema. O

5.5 Principio da Similaridade

Seja Q um aberto de R? e seja L um campo vetorial complexo definido em Q que pertence

aclasse 2 (Q) (descrita na pagina 71. Veja também o Capitulo 3).

Seja © um aberto compactamente contido em €. Nesta secdio vamos estudar as solucdes
continuas da equacao
Lu=au+bu em Q, (5.31)

onde a,b € LP (). Mais precisamente, iremos provar (na pagina 96) uma verséo do teorema que

vem a seguir para a equagao (5.31).

Teorema 9. (Principio da Similaridade) Seja D um aberto limitado de C. Sejam a,b € LP(D),
p>2.Seuc C(D) é solucdo da equagdo

d
9 au+baem D, (5.32)
0z
entdo existe uma fungdo h holomorfa em D e uma fungdo Hélder continua s € CP (D), B =
(2-4q)/a. 9= p/(p—1), tal que

u(z) = h(z)e’?, VzeD. (5.33)

Veja a demonstragdo deste resultado em (COURANT; HILBERT, 1962), (BEGEHR,
1994) e (VEKUA, 1962). As fun¢des que satisfazem a equagdo (5.32) s@o chamadas de fungées
analiticas generalizadas (ou funcoes pseudo-analiticas). Tais func¢des, sao objeto de estudo
de varios trabalhos pelo fato de compartilharem muitas propriedades com fungdes analiticas

(fungdes holomorfas de uma varidvel complexa). Veja também (BERS, 1956).

Em geral, o principio de similaridade é vdlido para campos vetoriais eliticos, pois, dado
um campo vetorial elitico L, € possivel obter uma mudanca de varidvel que torna L um multiplo

(ndo singular) do operador de Cauchy-Riemann d /97 (veja a Observagio 9 na pagina 32).

O coroldrio a seguir segue a linha do comentario acima.
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Corolirio 7. Seja L um campo elitico de classe C! em Qe seja Z: V — C, com V um aberto de Q,
uma integral primeira, de classe C%,deLemV.SeueC (U), com U um aberto compactamente
contido em V, tal que Lu = au+bu em U, com a,b € LP(U), p > 2, entdo existe uma fungao
holomorfa h : Z(U) — C e uma funcio Hélder continua s € CP(Z(U)), com B = (2—4)/q,

q=p/(p—1), tais que

u(x,y) = h(Z(x,y))e*“*) para (x,y) € U.

Demonstracdo. Podemos escrever L da forma

L=AHz;emV,
onde Hz é o Hamiltoniano de Z e A é uma fungio de classe C! em V tal que |A| >0 em V
(Proposigdo 4, pagina 33). Dai, 1/ € L*(U)NC'(U) e a/A,b/A € LP(Q), p > 2.

Logo, como Lu = au+bu em U, dado y € C°(Z(U)), temos

b
<HZM7 ¢> = <%M—|— Iﬁ7 ¢>7 para ¢ = WOZ
Como L é elitico, temos que det(DZ)(x,y) # 0 para todo (x,y) € V. Dai, podemos usar Z para
fazer mudanca de coordenadas. Temos

(Hyu,0) = — /U ) Hy,)ddy = ~2ic |

Z(U)

(woZ ) (£)apw({)dEdn,

onde c=—1oule{=E&+in. (Vejaademonstragio da Proposi¢do 5, pagina 34). Por outro
lado,

(Gurgmo)= [ (Gurgu)wrowadsas= [ (@woz ) +5uoz )(E)w(&)dgan,

Z(U)

onde d = ( oZ~!. Segue daf que

/ldet DZ) °27l.b= ()LdetIZDZ))

d-(uoF~1) = 2‘;(qu—1)+ ;c(qu—l) em Z(U).

Note que d/2ic, b/2ic € LP(Z(U)). Pelo Teorema 9 existem & holomorfa em Z(U) e s €
CP(2(U)), com B = (2—q)/q.q = p/(p—1). tais que

(uoZ 1) (&) =h(&)e*®), paratodo ¢ € Z(U).

Compondo a igualdade acima com Z obtemos o resultado. ]

5.5.1 Lemas de diferenciacao

Seja © um aberto conexo de R? e seja Q um aberto conexo compactamente contido em

Q, isto é, Q é um compacto de R? e Q C Q. Considere o campo vetorial

0 0
L= Aax+B8—yemQ



5.5. Principio da Similaridade 91

sendo A,B € C'(Q).

Seja ¢ € C(R?), com supp(9) € {p € B2 : [p| < 1}, ¢ > 0 ¢ fp20(p)dp = 1. Para
€ > 0 considere ¢¢(p) = ¢(p/€)e 2. Parau € L] (IR?) definimos

ue(p) = 0e(p) = [ u(p—a)0e(a)da, p € F2.
Temos que ue € C°°(]R2) e supp(ug) = {p € R?: Ip| < €} + supp(u).

Lema 10. e Seue Cﬁ(Rz), k=0,1,2,..., entdo para 0 < m+n < k, temos

H&’"“L”ug T
dxmdy"  Ix"dy"

— 0 quando € — 0;

* Seuc LP(R?), 1< p< o, entio ||ug —ul|, — 0 quando & — 0.
Veja (HORMANDER, a).
O

Vamos utilizar um caso particular do Lema de Friedrichs, o qual pode ser visto em
(HORMANDER, b):

Lema 11. (Friedrichs) Seja v € L (R?), 1 < p < o, e a € C!(R?). Entio

|[(adjv) * ¢ — ad;(v + @¢)|| p.o — 0 quando € — 0.

Seja y € C2(R?) tal que y = 1 in Q e ¥ = 0 in R?\ Q. Considere
A=yAeB=yB,
onde A e B sdo os coeficientes do campo L dado no inicio da sec¢do. Defina

. - ~ d >
L=A—+B— R-.
dx + dy em
Observe que L=Lem Qe A, B € C (R?).
Corolario 8. Sejav € L”(Q) tal que L(v) € LP(), 1 < p < oo. Entdo

[[L(v) = L(v*¢¢)||p.o — 0, quando € — 0.
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Demonstragdo. Podemos supor que v € LP(R?) tomando v = 0 em R?\ Q. Temos
1Ly = L(v 9¢)llp. = [ILv — L(v+ 9|0

<L) = (L(v)) * Gel[p.a + [[(L(v)) * 9e — L(v+ 9e) | .0

O resultado segue da desigualdade acima. De fato, analisando os termos da desigualdade acima

temos que

[IL(v) = (L(v)) * 9| p.o — O quando & — O,

pelo Lema 10. Temos também que
[[(L(v)) % ¢ — L(v* 9e) || p.o — 0 quando £ — 0,

como uma consequéncia do Lema 11 devido a seguinte estimativa:

[[(Lv) * ¢ — L(v * Oe)||p.0 = ||(Ac9xv) * Qg + (Bayv) * O —Aax(v* Oe) — Bo(v* e )| 0O

< [[(Adyv) * P — A0 (v B¢ )| . + ||(BAy) + 9 — Bo(vx 9e) | .
[]

Os Lemas 12 e 13 que veremos a seguir s@o versdes mais simples, em certo sentido, de
um lema de (BERHANU; HOUNIE; SANTIAGO, 2001).

Lema 12. Sejam u,v € L*(Q) tais que f := Lu,g := Lv € LP(Q), 1 < p < oo. Entio,

L(uv) = fv+ug em Q.

Demonstragdo. Podemos supor u,v € L*(IR?) tomando u = v = 0 em R?\ Q. Considere as
regularizagoes,

Us = Qg xU € Ve = Pg x V.
Seja fe := L(ug) e g¢ = L(v¢). Pelo Coroldrio 8,
fe = fege—gem LP(Q).
Podemos escrever
ug —uege = u(g — ge) + (U — Ue)ge.

Logo,
||”g—”888||p < ||”||°°||g—ge||p+ ||t — ”s||°°||gs||p§ (5.34)

lembrando que g, converge para g em L”(Q), temos que existe uma constante M > 0 tal que

||ge||p < M; assim, pela desigualdade (5.34) segue que

Ugge — ug em LP(Q). (5.35)
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Da mesma forma, temos que
vefe — vfem LP(Q). (5.36)

Como,
||L(“8V8) —fV—ué’”p <||feve —fV||p+ |[uege —Mg||p7

por (5.35) e (5.36) temos
L(ugve) — fv+ugem LP(Q).

Dado ¢ € C!(Q), temos
[(L(ueve) — (fy+ug),@)| < /Q|(L(ueVe) —fv—ug)(G,me(&,n)ld5dn

< ollgl|L(ueve) — fv —ugl|p,
onde 1/p+1/g = 1. Assim,

|(L(ugve) — (fv+ug), )| — 0 quando € — 0.

Portanto,
L(ugve) — fv+ugem 2'(Q). (5.37)

Por outro lado, dada ¢ € C!(Q),

|(L(ugve) — L(uv), @)| = [(L(ugve —uv),9)| < /Q|(”8Vs —uw)(&,1n)'Lo(&,n)|dEdn

< ||tL§0||q||”sVs_”V||p < ||IL(P||q{||Ve||oo||”s—”||p+||“||oo||ve_"||p}7

onde 1/p+1/g = 1. Observe que u,v € L*(Q) C LP(Q) e ||ve|| < ||v||- Segue que
L(ugve) — L(uv) em 2'(Q). (5.38)

Por (5.37) e (5.38),
L(uv) = fv+ugem Z2'(Q).

Lema 13. Seja g € C(Q) tal que Lg € LP(Q), 1 < p < 0. Entio,

L(e®) =e®Lgem Q.

Demonstracdo. Seja ge = @ x g. Como e* é uma funcéo Lipschitz no conjunto limitado {z €

C; |z] <2||glle} € ||ge|l < |lg]| para todo € > 0, existe uma constante K > 0 tal que

||e%¢ — €8]]ee < K||g — g¢||o para todo € > 0.

Assim, temos a seguinte estimativa:

e L(8) — e¥L(ge)llp < [|€*L(g) —e* L(8)|lp+[le**L(g) — e**L(ge)ll,
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< IL()Iplle® — e fleo + [|e*[ || IL(8) — L(ge) ] o
< |IL(8)11pK]1g — el +e¥l=] | L(g) — L(ge) |-

Logo, pelo Corolério 8 temos que
||L(e®¢) —e5L(g)||, — 0 quando € — 0.
Segue que
L(e8¢) — e8L(g) em 2'(Q). (5.39)
Por outro lado, dado ¢ € C!(Q),

|<L(eg£)—L(eg)7<0>|S/Ql(egf—eg)(ém)lltw(é?n)ldﬁdn < |Q[[" L]l €% — €#]]oo

< [Q[|['Lol|=K]|ge — glleo-
Segue que
L(e%¢) — L(e®) em 2'(Q). (5.40)
Por (5.39) e (5.40)
L(e%) = e8L(g) em 2'(Q).
[]

Agora, vamos demonstrar um resultado andlogo aos Lemas 12 e 13 no caso em que L € o
campo em estudo nesse texto. Seja L um campo vetorial complexo definido no aberto Q de R?
pertencente a classe 2" (€). Ressaltamos que o estudo que serd feito a seguir s6 tem relevancia
quando L nio é de classe C', uma vez que o caso de L de classe C' j4 esta demonstrado acima.

Seja Z : Q — C uma integral primeira de L, de classe C!*¢, que é um homeomorfismo

sobre sua imagem. Sem perda de generalidade, como fizemos na se¢@o anterior, podemos supor
L=HzemQ,

onde Hz € o hamiltoniano de Z.

A partir de agora, suponha que u,v € C(Q) e f := Lu,g := Lv € LP(Q),com p > 2+ 0Oy
(onde oy > 0 é dado em (5.4), pagina 72)

O campo L é de classe C! em Q\ ¥ (condicio (iii), pagina 71). Segue do Lema 12 que
L(uv) = fv+ugem Q\X.

Defina
F = fv+ugemQ.

Note que F € L”(Q), com p > 2+ 0\. Logo, TzF € C(Q) (Teorema 6, pagina 80) e L(TzF) = F
em Q (Teorema 5, pagina 78). Defina

H=uv—T;F em Q.
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Assim, H € C(Q) e LH =0em Q\ X. Seja h : Z(Q) — C dada por

h=HoZ !

Temos que 4 é continua em Z(Q). Além disso, com um argumento andlogo ao da demonstragido
do Teorema 2 (pagina 53), usando o Teorema de extensdo de fun¢des holomorfas (Teorema
23, pagina 132), podemos demonstrar que / é holomorfa em Z(€2). Segue dai que H =hoZ é
solucdo do campo L em Q, isto é, LH =0 em Q.

Logo, temos que

L(uv) = L(TzF +H) = L(TzF) = fv+ug em Q.

Usando o Lema 13 e um argumento andlogo ao acima, € possivel demonstrar que se

geC(Q)eLgeL’(Q), p>2+ 0oy, entdo
L(e®) =efLgem Q.
Portanto, fica demonstrado o seguinte lema:

Lema 14. Seja L um campo vetorial complexo definido no aberto Q e pertencente a classe
Z () (descrita na pagina 71. Veja também o Capitulo 3). Seja Q um aberto compactamente
contido em Q e oy > 0 dado por (5.4) (na pagina 72).

1. Seu,ve C(Q) e Lu,Lv € LP(Q), p > 2+ Oy, entdo

L(uv) = L(u)v+uL(v) em Q.

2. SegeC(Q)eLgeLP(Q), p> 2+ 0Oy, entdo

L(e®) =¢efL(g) em Q.

5.5.2 Principio da Similaridade para L

Sejam Q um aberto de R?, Q um aberto conexo compactamente contido em €, L um
campo vetorial complexo definido em Q que pertence a classe 2 (Q) (descrita na pagina 71.
Veja também o Capitulo 3) e Z : Q — C uma integral primeira global de L, de classe C'T¢, com

Z homeomorfismo sobre sua imagem.

O Principio da Similaridade para algumas classes de campos vetoriais ja foi estudado em
(MEZIANI, 1999), (BERHANU; HOUNIE; SANTIAGO, 2001) e (MEZIANI, 2005). Como
consequéncia dos teoremas de resolubilidade (Teorema 5, pdgina 85, e 8, pdgina 88), iremos
provar o Principio da Similaridade para o campo L.

O teorema a seguir pode ser encontrado em (CAMPANA; SILVA; MEZIANI, 2017).
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Teorema 10. (Principio da Similaridade para o campo L) Seja a,b € LP(Q), p > 2+ Oy,
om > 0 (dado por (5.4), pagina 72). Entdo, para toda u € C(Q) solugdo da equagdo

Lu=au+bu em Q (5.41)

existe uma fungdo 4 holomorfa em Z(Q) e uma fungio s € CP(Q), B = (2—qg—1m)/q. ™M =
om/(om+1), ¢ = p/(p—1), tal que

u(x,y) = h(Z(x,y))e'™, V(x,y) € Q. (5.42)

Reciprocamente, para toda fungdo holomorfa 4 em Z(Q) existe s € CP(Q) tal que a funcio u

dada por (5.42) € solucdo da equacdo (5.41).

Demonstragdo. Esta demonstracdo é uma adaptagdo da prova do Teorema 4.1 do artigo (MEZI-
ANI, 2005).

Como na se¢io anterior, podemos supor sem perda de generalidade que L = H; em Q.

Suponha que u € C(Q) e que u ndo é identicamente nula. Como L pertence a classe
Z (Q) segue que L é elitico de classe C! em Q\ X e Z é de classe C?> em Q\ ¥ (lembrando
que X denota o conjunto caracteristico de L). Assim, pelo Corolario 7 (pagina 90) a funcio u
possui uma representagdo da forma (5.42) em uma vizinhanca de cada ponto (x,y) ¢ X. Logo, u
possui zeros isolados em Q \ . Defina a func¢do ¢ em Q por ¢ = u/u nos pontos onde u é ndo
nula e ¢ = 0 sobre £ e nos pontos onde u = 0. Note que ¢ € L=(Q). Segue que a + b € LP(Q),
p > 2+ op. Considere a equagao

Ls=—(a+b¢) em Q. (5.43)
Pelos teoremas 5 (pdgina 78) e 6 (pagina 80) esta equagdo possui uma solugdo s € Ch (Q), com
B=2—-g—wm)/q9, tvm=0m/(om+1)eqg=p/(p—1). Defina

v=ue’ em Q.

Temos que v € C(Q) e pelo Lema 14 (pdgina 95) , aplicado localmente, temos que
Lv=0em Q.

Entdo, v pode ser fatorada como
v=hoZem Q,

com h holomorfa em Z(€) (Teorema 2, pagina 53). Isto prova a primeira parte do teorema.

Agora, seja h uma fungdo holomorfa em Z(2). Defina a fungdo ¢ em Z(Q) por ¢ = h/h
nos pontos onde / ndo se anula e ¢ = 0 nos pontos onde 2 = 0. Entdo, ¢ = ¢poZ € L*(Q).

Consequentemente, b € LP(Q), p > 2+ op. Assim, pelo Teorema 8 (pagina 88) a equagio

Ls=a+bpe’ S em Q,
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tem uma solucdo s € CP (Q) (0 < B < 1 como acima). Segue que, u dada por

u(x,y) = h(Z(x,y)e ™), (x,y) € Q,
é solucao de (5.41) em Q. [l
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CAPITULO

O PROBLEMA DE RIEMANN-HILBERT

Seja L um campo vetorial complexo definido no aberto Q de R?. Seja Q um aberto
simplesmente conexo limitado, com bordo de classe CHeE 0<e<, compactamente contido

em Q, isto é, Q é um compacto de R2eQcC Q.

Seja F : Q x V — C, onde V é um aberto de C, uma funcdo. Neste capitulo vamos estudar

o seguinte problema de contorno:

{Lu:F(x,y,u) em Q, 6.1)

R(Au) = ¢ em 0Q,
onde A € C*(dQ), |A|=1,¢9 € C*(IQR), 0 < o < 1.

O Problema de Riemann-Hilbert para a equagdo Lu = F(x,y,u) consiste em encontrar
uma solucio continua para o problema de contorno acima. Para L pertencente a classe .2 (Q) e
F e ﬂ’lf, U.Z obtemos solugdes Holder continuas para o problema. Descreveremos a seguir a

classe 27 () (que é a classe central de estudo dessa tese) e as familias de fungdes gﬂf, e.Z.

A classe 2 (Q) foi definida inicialmente na Segio 3.1 (pagina 47) onde foram estudas

suas propriedades.

Dizemos que um campo vetorial complexo definido no aberto © de R? pertence a classe
2 (Q) se L satisfaz as seguintes condicdes:
(i) L é um campo ndo singular de classe C¢,0 < € < 1, em Q:

(i1) O conjunto caracteristico ¥ de L é uma subvariedade mergulhada de dimensao 1 de Q, de

classe C*€, com um ndmero finito de componentes conexas;
(iii) L é de classe C! em Q\ Z;

(iv) Para cada p € Q \ X, existe uma integral primeira Z : U — C de L, de classe C?, com
UcCQ\Xabertoe pcU,talque Z:U — Z(U) C C é um homeomorfismo;
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(v) Paracadap € I, existem uma integral primeira Z : U — C de L, com U C  uma vizinhanga
aberta de p, tal que Z : U — Z(U) C C é um homeomorfismo que satisfaz Zy, Z,, € C(U)
e Zy, = Zyx em U, e coordenadas locais (s,) em U, de classe C? centradas em p, tal que
nas novas variaveis a integral primeira Z se escreve como
t|t|®
s) ], 6.2
I p0) 62)

ZGJ;(S,I) =S—|—i<

onde B é uma funcio a valores reais de classe C>™¢ que depende apenas de se ¢ > € é
uma constante. Além disso, Z satisfaz a seguinte condi¢io: se L = Ady + BQy em Q, entdo
a funcio A : U — C definida por

) ) 07
A(x,y) = Zygc(y)) B (6.3)
XY
“Zley) se  Zy(x,y) #0.

é de classe C! em U.

Seja L um campo vetorial complexo definido no aberto Q pertencente a classe 2" ().

Como no capitulo anterior, seja

oy = max {o; (6.4)
2 A0
onde Gy, -, Oy sdo os respectivos tipos de L ao longo das componentes conexas de X, a saber,

Yi,---,XN. (Veja a Proposicdo 10, pagina 51, e a Observacdo 21, pagina 52).

Agora, vamos definir as familias de funcdes ﬂ’\f, e .# . Recorde que no capitulo anterior

estudamos a equacdo Lu = F(x,y,u) para estas familias de fungdes.

Seja ¥ € LP(Q;R ), com p > 2+ 6y, o > 0 dado em (6.4) e seja B uma constante tal
que 0 < B < 1. Definimos ﬁ}f, como o conjunto das fungdes F : Q x C — C que satisfazem

e F(.,§) e LP(Q), paratodo { € C;

© F(x,y,6) = F (x5, &)| < ¥(x,y)| & — &ff, para todos ¢1,6 € C.
Chamamos de .% o conjunto das F que tém a forma

F(xayaC) =g(x,y)Q(x,y,C)+f(x,y) (6.5)

onde f,g € LP(Q), p>2+ oy e Q: Qx C — C é uma fungdo continua e limitada.

Um caso particular interessante, que estudaremos na Secdo 6.5, é quando a equacdo
diferencial do problema de Riemann-Hilbert € do tipo Vekua, isto €, a funcdo F' que aparece no

problema de contorno (6.1) pertence a familia ﬁ‘ql, e é da forma

F(x,y,u) = a(x,y)u+b(x,y)u+ f(x,y), coma,b, f € LP(Q), p > 2+ om.
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Esta equagdo tem um comportamento linear na varidvel u, quando consideramos u como elemento
do espaco vetorial das funcdes continuas em Q com escalares reais (com escalares complexos
a linearidade nao ocorre). Este caso seré tratado separadamente dos outros casos pelo fato da

técnica aplicada a ele ser diferente. Veja a Secdo 6.5, pagina 118.

6.1 O operador integral T}

Sejam Q, Q abertos e L um campo vetorial complexo pertencente a classe 2 () como
anteriormente. Seja
Z:Q—C (6.6)

uma integral primeira global de L de classe C' ™ que é um homeomorfismo sobre sua imagem.

A existéncia de Z € dada pela Proposicao 7, pagina 37.

Na Seciio 5.1 definimos o operador integral Tz, para f € L'(Q), dado por

B f(&,m)
1200 = 5 | 78 my oy

Para facilitar a leitura, vamos listar as boas propriedades do operador 77.

d€dn, (x,y) € Q.

(1) Continuidade: o operador 77 : LP(Q) — C(Q), p > 2+ oy (onde oy > 0 € dado em
(5.4), na pagina 72), é continuo, mais que isso, valem as seguintes desigualdades: para
fELP(Q), p>2+ Oy, existe uma constante M(p, oy, ...,0n,Q) > 0 tal que

|TZf(X,y)| < M(p7617"'7GN7Q) ||f||P7 V(x7y) Eﬁ?

(Teorema 4, pagina 72) e existe uma constante C(p, 0y, ..., Oy, Q) > 0 tal que

1T2f(p1) — T2f (p2)| < C(p. 01, s o8, Q) | f1] 1Z(P1) = Z(p2) P, Vp1,p2 € Q
2—q— 1V P oM L.
onde =—,comg=——¢€ Ty = Teorema 6, pagina 80).
B . 9= ™M= oo ( pig )

(2) Resolubilidade: Para f € L!(Q) temos Hz(Tzf) = f em Q, onde Hz é o Hamiltoniano
de Z (Teorema 5, pagina 78). Como L = AHz, com A € C'(Q) e |A| > 0 em &, temos
u="Ty ( f/ l) ¢ solucdo da equagdo Lu = f em Q (Corolario 4, pagina 79).

O operador integral que definiremos a seguir ¢ uma modificacdo de Tz para tratarmos
do estudo de problemas de contorno. Tal modificacdo ndo afeta as boas propriedades descritas

acima como veremos nos proximos resultados.

A partir de agora, vamos supor que J<Q ¢é transversal a L, isto é, se L = Adx + Bd, em Q,
entao

"o #0,
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onde @ = Bdx — Ady (¢ uma 1-forma ortogonal a L = Ady + Bdy) e i : IQ — Q é a aplicacio de

inclusdo.

Como consequéncia da transversalidade, Z(dQ) é uma curva fechada simples de classe
C'*€. Veja a Secdio 2.5 (pagina 44).

Proposiciio 18. Seja Z como em (6.6). Existe um homeomorfismo de classe C!, 2 : U — W,
onde U C Q aberto com Q C U e W um aberto de C com D C W, tal que LZ =0em Qe

Z(Q) = D. Mais do que isso, vale a seguinte fatoragio
¥ =hoZemU,

onde i: Z(U) — W é um difeomorfismo de classe C! tal que 4 é holomorfoem Z(Q) e h(Z(Q)) =
D.

Demonstra¢do. Como dQ é transversal a L, temos que Z(dQ) é uma curva fechada simples
de classe C'*¢. Pelo Teorema 21, pagina 131, existe um difeomorfismo 4:V — W C C, com
V,W C C abertos, Z(Q) CV e D C W, tal que h é holomorfa em Z(Q) e h(Z(Q)) = D. Assim,
Z:U—W,U=21V)cQ, dada por Z = hoZ é um homeomorfismo (de classe C') com
LZ =0em Qe Z(Q) =D. N

A funcdo 2, dada pela proposi¢@o acima, é uma integral primeira de L em Q e mantém
as boas propriedades da integral primeira Z relativas as estimativas do tipo que se encontram no

item (1), da lista de boas propriedades do operador 7, feita acima, como veremos a seguir.

O préximo resultado é consequéncia da fatoragdo descrita na Proposi¢do 18 acima.
Teorema 11. Para f € L'(Q) considere T f definido por

f(&:m)

1 —
Tof(e) = 5 | ey oy 44 k) €@

sendo 2 dada pela Proposicdo 18.

(1)’ Para f € LP(Q), p > 2+ 0Oy, existe uma constante M(p, o1, ..., 0y, Q) > 0 tal que
|Tfff(x7y)| < M(p,Gl,...,GN,Q) ||f||P7 V(X,y) Gﬁ,
e existe uma constante C(p, 01, ...,0n,Q) > 0 tal que

T2 f(P1) = T f(p2)| < C(p, 61, o0, Q) | f11p |2 (P1) = Z (P2)IP, V1,2 €,

2—q— v P oM
sendof=——,comg=——¢€ Ty = .
ﬁ q 1 p—1 M om+1

(2)’ Para f € L'(Q), temos Hy (T f) = f em Q, onde Hy é o Hamiltoniano de 2.
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Demonstragdo. Usando a notagdo da Proposi¢do 18 acima podemos escrever
%Y =hoZemU. 6.7)

Seja K a constante de Lipschitz de h~! em W. Ento, para p1, p2 € U, temos

1Z(p1) — Z(p2)| < K|h(Z(p1)) — h(Z(p2))| = K[ Z (p1) — Z (p2)|-

Dai,
1 K

< » P1,P2 € U.
|2 (p1) = Z(p2)| — 1Z(p1) — Z(p2)|
Aplicando a desigualdade acima podemos generalizar as estimativas de T f para T f. Isto é,

podemos usar o item (1) acima para provar o item (1)’. De fato, seja f € LP(Q), p > 2+ Oy

Usando a desigualdade de Holder e a desigualdade acima, com g = p/(p — 1), temos

dEdn P d&dn ;
T fe,3)| < [| 11 /Iff g(w)'q) SKquHp(/Q|Z(§7n)_z(x7y)|q) <M,

para (x,y) € U,onde M = M(p, 0y, ...,0y,Q) > 0 e a dltima desigualdade séo dados pelo item

(1) acima (que correspondem ao Teorema 4, padgina 72). Da mesma forma demonstramos a
estima Holder.

O item (2)’ segue do item (2) acima (que corresponde ao Teorema 5, pagina 78) e do
fato de & ser holomorfa em Z(Q2). O

Observaciio 25. Como L= AH»,com A € C'(Q)NC(Q) e || > 0 em Q, temos pelo item (2)’
do Teorema acima que se f € L'(Q), entdo u = Ty ( f/ l) € solucdo da equagdo Lu = f em Q.

Observacao 26. As familias de funcdes ﬁ}‘f, e % (definidas na pagina 100) s@o invariantes por
multiplica¢do por fun¢des de L=(Q). Isto é, se F € L%f, e @ € L”(Q), entdo OF € .F B . O mesmo
ocorre com a familia .%. Assim, sem perda de generalidade, no estudo da equagio Lu =F(x,y,u)
podemos supor que L = Hy em Q.

Com base nas Observacdes 25 e 26 vamos supor daqui em diante que
L=Hgs (6.8)

em Q, onde 2 é dada pela Proposicdo 18.

Seja k € ZT. Para f € LP(Q), p > 2+ Oy, definimos

f(&:n) « L Z(x)f(E:n)
TE0 = w2 L O i 2z e 69

para (x,y) € Q.

Podemos escrever
Tyf=Tyf+HemQ.
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No préximo teorema mostraremos que H é Holder continua em Q e LH = 0 em Q. Assim,

concluiremos que 7' f tem as mesmas boas propriedades de Tz f.

Como no caso do operador 7 f, o operador T4 f é uma generalizacdo de um opera-
dor integral cldssico relacionado ao operador de Cauchy-Riemann. Veja (BEGEHR, 1994) e
(VEKUA, 1962).

Antes de ir para o préximo teorema, vamos provar um pequeno lema.
Lema 15. Sejam u,v € C, com |u|,|v| < 1 e |v| > 0. Entdo

v
‘Mz—u’ > |v—ul.

Demonstragdo.
i =[5l =2(7 )
e
v —ul> = [v]? + |u* = 2(v,u).
Entao,

2 v |2 %
—u‘ —|v—u|2:‘|v|2‘ —2<|v|2,u>—|v|2—|—2<v,u>

‘L

b2
22— P 20w = o {2 (1 ) )

= —— — 22—V — |V V. = — — V| — V.U — |V
P T T |

)
= {0 =pR) -2 - v} = Rl - 20

(1P

2
Z e lu—v|=>0.

Isto €,

> |v—ul?.

‘ v
U
vP?

Isto implica —u‘ > |v—ul. O

‘L
[v[?
Teorema 12. Seja f € L”(€2), com p > 2+ o, onde oy > 0 é dado por (6.4). Entdo, L(T4 f) =
f em Q e existem constantes M = M(p, 0y,...,0y,Q) >0e C=C(p,01,...,0n,Q) > 0 tais que

TS f(x,9) <M||fllp, V(xy) €Q (6.10)
c
|T§”f(P1)—T§f(P2)|§C||f||p|g(P1)—g(P2)|ﬁ, Vp1,p2 € Q, (6.11)

onde0< B <1édadoporf=(2—g—1m)/q,comg=p/(p—1)e q=0m/(om+1).
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Demonstragdo. Seja (x,y) € Q. Podemos escrever

T5f(x,y) =Tef(x,y) — Z*(x,y)Bx f(x,y), (6.12)

onde

L[ ZenfEn
Bf) = o [ e dn

Como | Z'(x,y)| < 1 para (x,y) € Qe LZ =0 em £, segue que L(Bxf) =0 em Q. Assim,
como L(T# f) = f em Q (Teorema 11, pagina 102), temos da igualdade (6.12) que L(T}.f) = f
em Q.

Segue do Teorema 11 (pagina 102) que, para provar as estimativas (6.10) e (6.11) para

T} f. é suficiente prova-las para By f.

Primeiro, note que para (xp,yo) € Q tal que 2 (xp,yo) = 0 temos By f(xp,y0) = 0. Para
(x,y) € Q\ {(x0,¥0)}, temos

rEm)
By f(x,y)] < dédn. 6.13)
P < 5, \,gmz 2(Em)

Como |Z(x,y)| < 1 para (x,y) € Q, temos, pelo Lema 15,

m_g(g,n)’2|f(x,y)—&”(§,n)l, (€.meQ ©.19

Por (6.13) e (6.14) temos

1 1£(S,1)]
|—27r/g|§f(xy) Z(&,n)

A estimativa (6.10) segue de (6.15) e do Teorema 11.

|Bxf(x,y) dédn. (6.15)

Sejam p; = (x1,y1), p2 = (x2,y2) € Q, com p; # pa. Temos

By f(p1) =Bz f(p2)| <

(6.16)
12 (1)~ 2 () 7)) sean
2 Ql-Z(p)Z (.l - Z(p2)Z(S.n)]
Note que, quando | Z(p)| < 1/2, temos
- 2EZEmI =15 ZE )| > 5, (6.17)
para todo (&,7) € Q. Assim, no caso em que |2 (py)| < 1, para k = 1,2, temos
/(8. m)|d&dn < C(n.O
—— ——— = C(p, ; (6.18)
i ez e - 2ezEm <O

para C(p,Q) > 0 constante.
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No caso em que |Z(p1)| < 5 < |Z(p2)| temos

/ |[/(§,m)[dSdn <2 |£(§,m)[dSdn
el-Zpe)ZE -2 ZEn)| ~ [ZEJalzi; - 2(En)

2 |f(&,m)| d&dn (6.19)
<2 [ o ZE )

SM(paGla'“aGNag)HfHP

e, novamente, a dltima estimativa é obtida do Teorema 11.

Finalmente, quando |2 (px)| > 1/2, para k = 1,2, temos

/ |£(§,n)| d€dn
Q1-Z(p1)Z (&N —-Z(p2)Z(&,m)|

(6.20)

|£(&,n)| d€dn

= 12 - ZE )| Z(p2)— ZE )]

<Cu|fllp|Z (x1,31) = 2 (x2,32) [,
com it = (2—(2g+tm))/q, onde a dltima desigualdade segue do Teorema 11.

Segue de (6.16), (6.18), (6.19), e (6.20) que podemos encontrar uma constante positiva
C(p,o1,...,0n,Q) tal que

2—g—t\

|Baf(x1,y1) = B f(x2,y2)| < C(p,01,..., 08, Q) | 2 (x1,y1) — Z (x2,y2)| ¢
Isto completa a demonstraciao do teorema. ]

Proposicio 19. Seja f € LP(Q), com p > 2+ oy. Entdo, T f (dado em (6.9)) satisfaz

LTSf)=f emQ,
R(ZFTEf)=0 em Q.

Demonstragdo. Sabemos, pelo Teorema 12, que L(T4 f) = f em Q. Assim, precisamos verificar

somente a segunda condicdo. Seja (x,y) € Q. Podemos escrever

TS f(x,y) =Tof(x,y) — Z**(x,)Bx f(x,y), (6.21)
com :
_ Z(x,y)f(&,n)
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Para (x,y) € dQ, temos |2 (x, y)| =1, logo l/ﬁp(x y) = Z(x,y). Daf obtemos

para (x,y) € dQ. Por (6.21) e (6.22), temos para (x,y) €dQ,
ﬁ]}’}f(xvy) :ﬁTf‘ff(xvy) - gKBgf(X,y)

= ZXTy f(x,y) = Z¥ Ty f(x,y) = 23(Z T f(x,y)).
Portanto, R(Z* T f(x,y)) = 0 para (x,y) € 0Q. O

6.2 O operador S»

Sejam L e Z como na sec¢do anterior.

Agora vamos estudar o problema de Riemann-Hilbert homogéneo em um caso particular.
Para ¢ € C(dQ;R) e k € Z™, considere o problema

L(®)=0 em Q,
- (6.23)
R(ZKP)=¢ em IJQ.
Obtemos as solugdes deste problema através do operador de Schwarz, S+, associado a L, que
iremos definir agora.
Seja S : C(0Q;R) — C(Q) definido por

! Z(E,n)+Z(xy)dZ(S,n)
(Sro)en) = 3 [ OEM G ) FE ) (624

O leitor familiarizado com a teoria cldssica para problemas de contorno para fun¢des holomorfas

certamente notou a semelhanga com o respectivo operador cldssico S (veja o operador de Schwarz
cléssico (para o disco D) em B.4, pagina 139. Veja também em (VEKUA, 1962) e (BEGEHR,
1994)). Tal semelhanga e bom comportamento da integral primeira 2 em Q nos permitem

generalizar os resultados referentes a S e d/dz para S e L.

Proposicao 20. Para ¢ € C(dQ;R), a fungdo S ¢ @ satisfaz
L(Sz9p)=0 em Q,

R(ESz@)=¢ emIQ,

e 3(Sz®)(x0,y0) =0, onde (xp,y0) € Q é tal que Z(xo,yo) = 0. Além disso, se ¢ € C*(dQ;R),
0< o<1, entdo S € C%(Q) C CHQ).

Demonstracédo. Usamos o fato de que dQ é de classe C!, 2 : Q@ — D é de classe C! e um

homeomorfismo, para aplicar o lema 9 (pagina 77) para reescrever S ¢ como

(S20)(xy) = o RIS ><C>mdc§

27
(6.25)

= (S(@o 2 ))(Z(x.)),
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onde S € o operador de Schwarz classico em . Da teoria classica (veja Proposicdo 25, pa-
gina 139), temos que S(@ o 2°~!) é uma fungdo holomorfa em D, R(S(po Z 1)) = po 2!
sobre 9D, e 3(S(@ o Z71))(xp,y0) = 0. Além disso, S(@ o Z7~1) estd na classe de funcdes
Holder continuas, em Q, de mesmo expoente de Holder que ¢ 0 2! em dQ. Note que, de um
argumento proveniente do lema 3 (pagina 44), a funcdo @ o 2°~! tem 0 mesmo expoente de
Holder em dQ que @ possui em dD. Segue assim que L(Sz¢@) =0 em Q, R(Sx¢@) = ¢ em
9Q, 3(Sz9)(x0,y0) =0ese ¢ € C*(IQ;R) entdo S» ¢ € C%(Q) C C¥(Q) (veja o Corolario
9, na pagina 140, sobre o caso cldssico que é aplicado a @ o 27~ 1). [

Com um simples célculo € possivel verificar que
D= Syo

¢ solucdo do problema (6.23). A préxima proposicao diz que toda solucdo deste problema € a

fungdo @, a menos de um polindmio, em 2, com grau no maximo 2x.

Proposicao 21. Para ¢ € C(dQ;R), a solugéo geral do problema (6.23) é da forma

2K

D(x,y) = Z(x,y)(Sz ) (x.y) + Z()bjf I(x,y), (6.26)
=

onde bj € C, com by j = —bj, para j =0, 1,...,2k. Além disso, se ¢ € C*(IQ;R), 0 < ot < 1,

entdo ® € C%(Q).

Demonstracdo. Da teoria classica sobre o estudo do problema de Riemann-Hilbert (veja (BE-
GEHR, 1994), (GAKHOV, 1966) e (VEKUA, 1962)) temos que a solucdo geral do problema

32 =0 em D\{0} e R(h) =y sobre ID,
(com y € C(dD,R)) tendo um polo de no maximo ordem x em { = 0, tem a forma
1 o+fdo . S
MO = 53z oy W@ 10t K=t (627)

comc;c€C,coeR.

Seja ©@ uma solugdo do problema (6.23). Seja H := ®/ 2% em Q\ {(x0,y0)}, onde
(x0,¥0) € tal que Z(xp,y0) = 0. Como L® = 0 em Q, temos, pelo Teorema 2 (pagina 53), que
®o 2~ ¢ uma fungdo holomorfa em . Assim

_@ozl(g)

o a1
HoZ({) o

¢eD,
tem um polo de ordem no mdximo kK em 0 e

w::%<HOQf_1) zi)i(?'((b)oa@p_l:(po,%"’_l em JD.
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Logo,
HoZ () =h(¢), { €D,

onde 4 é dada em (6.27). Assim, H = ho Z. Ou seja,

D(x,y) = Z(x,y)*h(Z (x,)), (x,y) € Q.

Usando o lema 9 (pédgina 77) para fazer a mudanga de varidvel adequada na integral que faz
parte da expressao de A, obtemos a forma desejada (6.26). A regularidade Holder de & € igual a

regularidade de S # @ que € estudada na Proposi¢ao 20. ]

6.3 O problema de Riemann-Hilbert para equacées do
tipo Lu = F(x,y,u)

Nesta secdo vamos estudar o problema de Riemann-Hilbert para equacdes semilineares.
Os resultados desta se¢do podem ser encontrados em (CAMPANA; SILVA; MEZIANI, 2016).
Como na se¢dio anterior, Q é uma aberto de R?, Q é um aberto compactamente contido em Q e L
é um campo vetorial complexo definido em Q pertencente a classe 2 (Q). A equagio que faz
parte do problema abaixo foi estudada na Secdo 5.4; o procedimento de estudo é andlogo, porém
envolve novos elementos, além da troca do operador 77 pelo operador 7. Mais especificamente,
estudaremos aqui o problema de contorno:

{ Lu=F(x,y,u) em Q, (6.28)

R(Au)=¢  em 9Q,

onde F € L%g U.Z, (sendo 3"\5 e .# definidas na Se¢do 5.4 e que serdo descritas a seguir),
AeC*9Q), |[A|=1e ¢ € C*(IQ;R),com 0 < o < 1.

Para maior conveniéncia do leitor, iremos definir novamente aqui as familias de fung¢des
O“ﬁ ar
J‘P e 7.

Seja W € LP(;R ), com p > 2+ 0O\, om > 0 dado em (6.4), pagina 100, e seja
0 < B < 1. Definimos 54}5 como o conjunto das fungdes F : Q x C — C que satisfazem

* F(.,§) e LP(Q), para todo § € C;
* [F(0y,6) = F e, &) < W )|6 — &IP, para todos &1, & € C.
Chamamos de .% o conjunto das F que tém a forma

F(x,y,C) = g(x,y)Q(x,y,C) +f(x,y) (6.29)

onde f,g € LP(Q), p>2+o0ome Q: Qx C — C é uma fungio continua limitada.
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Os Teoremas 13 e 14 abaixo tratam do problema de Riemann-Hilbert quando a condi¢do
de contorno € mais simples, i.e., quando em (6.28) trocamos A por Z¥, para k € Z*. Obteremos

a versdo mais geral no fim da se¢@o, no Teorema 15, através de uma mudanga de incégnita.

Teorema 13. Seja F € 3"\5, com0< B <1, esejamg=p/(p—1)e v =0m/(om+1),
onde oy > 0 é dado por (5.4), pagina 72. Seja k¥ > 0 um ndmero inteiro. Entdo, para toda
0 € C*(dQ;R), com 0 < o < 1, 0 problema de contorno

Lu:F(x,y,u) em Q, 6.30)
R(Z*u)=¢ em 9JQ,
~ e = . 2—q—1m
tem uma solucdo u € C(Q) C C* (L), com ap = min { «, Y
Demonstragdo. Seja ® = S @. Lembre que ® € C%.(Q) C C*(Q) e satisfaz
L®P=0 em Q,
R(P)=¢ sobre IQ,
(veja a Proposicao 20, pagina 107).
Seja C(Q) o espago de Banach das fungdes continuas em €, com a norma
||uaf]eo = sup{Ju(x,y)| ; (x,y) € Q}.
Para My > 0, seja Cy, () dado por
Cuy(Q) ={u € C(Q) ; ||ul| < Mp}.
Como F € gﬂf,, 0 < B < 1, para My, > 0 suficientemente grande, temos
M(p,01,....on, Q){|[2]|,Mf +[1F(-,0)[]} +][@]| < Mo, (6.31)

sendo M(p, o1, ...,0y,Q) > 0 a constante que aparece no Teorema 12, pagina 104.

Defina o operador P : Cp, () — Cu, (€2) por
Pu(x,y) = T3 (F(-,u))(x,y) + Z*®,

onde T é dado por (6.9), pagina 103. O operador P é bem definido. De fato, para F € 3@5 e

u € Cy, () temos
FCou)lp < |[2]|,ME +|[F(-,0)]1,. (6.32)

Entdo, segue de (6.31), (6.32), e do Teorema 12 (pagina 104), que para toda u € Cyy, () temos

|P”(x7y)| SM(p7GI77GN7Q){||\P||PM§ + ||F(7O)||P}+ ||(I)||°° <My, (6.33)
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para todo (x,y) € Q. Além disso, para p;, ps € Q, temos

|Pu(p1) = Pu(p2)| < |T5(F(-,u))(p1) = T (F (1)) (p2) | + [ 2P (p1) — 2 P(p2)]
< C(p.o1,....on, QF (-, u)lp| 2 (p1) — Z (p2)|* + Cora| Z (1) — Z(p2)|%,

onde C(p,01,...,0y,Q) > 0 é uma constante que aparece no Teorema 12 (pagina 104), u =
(2—qg—1m)/q e Cyrg é a Z-constante de Holder de Z7¥®. Sejam

Ki =sup{|Z(p1) — Z(p2)|* "% ; p1,p2 € Q}

Ky =sup{|Z (p1) — Z (p2)|*~* : p1,p2 € @},

onde o = min{a, it }. Segue da desigualdade acima que
|Pu(p1) — Pu(p2)| < [C(p, 01, ..., o8, Q)||F (-, u) || K1 + CoraKo] | 2 (p1) — 2 (p2)|®

< [C(p, G-y o, QY|P ,ME +[|F (-,0)[|,} K1 + Corearka]| Z (p1) — 2 (p2)|
< CGolZ(p1)— Z(p2)|®,

sendo
Co=C(p,o01, ---,GN»Q){H‘Pllng +|F(+,0)|[p} K1 +CoxeKo.

Como em (5.25), pagina 86, defina Ay, ¢, = Amy.c,(Z,Q,0) como o conjunto das fungdes

v € Cy, () que satisfazem

v(x1,y1) = v(x2,¥2)| < Co| Z (x1,31) — Z (x2,32)|%, Y(x1,1),(x2,)2) € Q.

Como visto anteriormente, o conjunto Ay, ¢, € convexo e compacto em C(Q). Além disso, pelo

que foi mostrado acima, Pu € Ay, c,, para toda u € Cy,(L2).

Afirmamos que o operador P € continuo. De fato, para u,v € Cy, (Q), temos

|[Pu— Pyl < [|T7 (F(-;u) = F(-,V)) [0
SM(p7617'--7GN7'Q')||F('7u)_F('7V)||P
<M(p,o1,...,on, Q||| ]| |u— v,

pelo Teorema 12. Assim, a restri¢do P : Ay, c, — A, c, € continua. Pelo Teorema do Ponto
Fixo de Schauder (Teorema 26, pdgina 133) o operador P tem um ponto fixo, isto é, existe

u € Ay, c, tal que Pu = u. Tal ponto fixo satisfaz

u=TH(F(-u)+Z*®cCP(Q) CC™(Q).

Como u € Cy, (), temos F(-,u) € LP(Q), p > 2+ ow. Pela Proposicdo 19, pdgina 106,
Lu(x,y) = F(x,y,u(x,y)), para todo (x,y) € Q.
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Para (x,y) € dQ, temos
2 (x,y)ulx,y) = Z%(x,y) T (F (1)) (x,5) + P(x, ). (6.34)
Novamente, pela Proposi¢do 19,
m(ng(F(-, W) (x, y)) — 0 para (x,y) € 9Q. (6.35)
Por (6.34) e (6.35) o ponto fixo u satisfaz a condi¢do de contorno
R(Z*u) = R(P) = @ sobre IQ.
Portanto, o ponto fixo u € uma solu¢do do problema (6.30). [

Teorema 14. Seja F € %, isto é,

F(x,y,8) = g(x,y)0Q(x,y )+ f(x,y)

onde f,g € LP(Q), p>2+o0pme Q: Qx C — C é uma fungio continua limitada. Se k > 0
inteiro, entéo, para ¢ € C*(dQ;R), 0 < a < 1, o problema

(6.36)

Lu=F(x,y,u) em Q,
R(Z*¥u)=¢@ sobre 0Q,

_ _ 2 g—
tem uma solugdo u € C52(Q) C C%(Q), com 0 = min{a, q‘m}
q

Demonstragdo. Tome K > 0 tal que K > ||Q||- e seja P : C(Q) — C(Q) definido por

Pu(x,y) = T (80(-,u) + f)(x,y) + 2 (x,y)P(x,y),

onde ® = S»¢@ (com S ¢ definido em (6.24), pagina 107). Como gQ(-,u) + f € LP(Q),
p > 2+ o, segue do Teorema 12 (pagina 104) que

Pu(x,3)] < M(p, 1, ... on, Q) {81 oK + 11115} + 1] | = Mo,

para todo (x,y) € Q. Além disso, pelo Teorema 12 e pela Proposicio 20, para p1, p; € Q e

u € C(Q) existe C(p, oy, ...,0y,Q) > 0 tal que

|Pu(p1) —Pu(p2)| <C(p, 01, ..., on, Q|| K+ fIpHZ (p1) = Z (p2) H +Corra| 2 (p1) — Z (p2)|%,

onde Ut =(2—qg—1\)/q, e Cxrgp > 0¢é a Z-constante de Holder de 2°*P. Sejam

A =sup{|Z(p1)— Z(p2)|* % ; p1,p2 € Q}

Ay = sup{|Z (p1) — Z(p2)|*~ % ; p1,p2 € Q},
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onde o = min{a, it }. Segue da desigualdade acima que

|Pu(p1) = Pu(p2)| < [C(p, 61, 08, Q)R I8l oK + [1F11p } A1 + Carearda]| 2 (p1) — 2 (p2)| ™.
Seja
Co=C(p; 01, -, on, Q){lg][pK +[|f1[p} A1 + Cxapa.

Defina Ay, c, C C(€2) como na demostracdo do Teorema anterior (Teorema 13). Note que

Pu € Ay, ¢, para toda u € C(Q).

A restri¢do P : Ay, c, — Am,.c, € continua. De fato, como Q € uniformemente continua
no conjunto compacto, U = Q x {{ € C;|{| < My}, dado € > 0, existe § > 0 tal que

)
Qe &1) = Oy )l < e o Il + 11

para todo (x,y) € Qe |51 — §| < 8. Segue que se u,v € Ay, o cOM || — || < 8, temos

|[Pu(x,y) = Pv(x,y)| < |Ty(8{Q(u) = O(:v)})|

S M(p,Gl,...,GN,Q)Hng”Q(',U) _Q('7V)||°°

M(p,o,...,on,Q)||g]], £ < e
M(p,o1,....,on,2){||gll, + 1}

Portanto a restri¢ao P : Ay, c, — Aum,.c, € continua. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder

(Teorema 26, pagina 133) o operador P possui um ponto fixo em Ay, ¢, isto €, existe u € Ay, ¢,
tal que Pu = u. Tal ponto fixo satisfaz

u=TH(F(,u))+2Z*P e CP(Q) CC*(Q)

e Lu(x,y) = F(x,y,u(x,y)), para todo (x,y) € Q. De forma andlogo a prova do teorema anterior,
Teorema 13, mostramos que u satisfaz a condi¢cdo de contorno. Portanto u é uma solucdo do
problema (6.36). [l

O préximo teorema trata de uma versao do problema de Riemann-Hilbert que é mais
geral do que as que foram vistas nos dois teoremas anteriores, a saber, o problema (6.28). A
existéncia de solucdo do problema esta relacionada com o indice de A associado a L com respeito
a dQ. Se L é expresso por L = Ad /dx -+ Bd /dy no aberto Q (que contém Q), entdo o indice de
A associado a L com respeito a dQ é dado por

Indy 90 (A) = —sgn(3(4B) (po) )indya (A),

onde py é um ponto qualquer de Q \ X e sgn denota a fungio sinal, isto é, sgn: R\ {0} — {—1,1},
sgn(x) =1 se x>0 e sgn(x) =—1 se x < 0. Quando —sgn (3 (AE)(pO)) > 0, a aplicagio
% : Q — D preserva orientagdo e quando —sgn <3 (AE)(pO)) < 0 a aplicagdo 2 inverte a
orientacdo. O indice de A com respeito a dQ, indyq(A), é definido na defini¢do 8 (pdgina 39).
(Veja mais na Secdo 2.4, pagina 38).
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Teorema 15. Seja F € 95 UZ,com 0 < B <1, onde 9‘5 e .# sdo familias de fungdes
definidas na pégina 109. Sejam A € C*(dQ), |A| =1¢e ¢ € C*(IR), com 0 < o < 1. Se
Ind; 5o (A) > 0, entdo o problema de Riemann-Hilbert

Lu=F(x,y,u) em Q,
R(Au)=¢ em 9Q,

— - 2—q—1
tem uma solugdo u € C%(Q) C C*(Q), onde oty = min { o, qM} (como nos Teoremas
q
13 e 14).

Demonstragdo. Usaremos uma técnica baseada na teoria cldssica do problema Riemann-Hilbert
(veja (BEGEHR, 1994), (GAKHOV, 1966) e (VEKUA, 1962)) para trocar a fungdo A na
condicdo de contorno por Z* através de uma mudancga de incdgnita. Para isso, faremos uso do
operador de Schwarz S o definido em (6.24), pagina 107.

Seja k :=Ind; 5 (A) o indice de A associado a L com respeito a dQ e seja
8(x,y) = Z 7 (x,y)A(x,y) em 0Q.

Temos que Ind;, 5 (g) = 0. Consequentemente, existe uma fungio ¥ : dQ — R Hélder continua

(com mesmo expoente de Holder que g) tal que
g(x,y) = ) para todo (x,y) € 9Q.

Para (x,y) € Q defina
Y(x,y) = (S D) (x,y).
Entdo, Ly=0em Q e R(y) = ¥ em dQ (Proposigédo 20, pagina 107). Assim,

¢V = StiKarg(Z)—iarg(A) — 3(Y) KA em Q. (6.37)

Seja F € ﬂif, U.# dada por

F(x,y,e") )
el.Y(XQ))

F(x7y7 C) =

Segue dos Teoremas 13 e 14 que o problema

(6.38)

LU = F(x,y,U) em Q,
R(ZKU) =3V em 9Q,

2—qg—1Mm
q
Lu(x,y) = eV LU (x,y) = T F (x,5,U (x,)) = F(x,y,u(x,y)),

tem uma solugéio U € C5(Q), com 0 = min { a, } Defina u = €YU em Q. Temos
para todo (x,y) € Q. Além disso, por (6.37) e (6.38),
R(Au) = e SUR(Z¥u) = pem 0Q.

Isto completa a prova do teorema. [
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6.4 Uma propriedade do operador T

Na préxima secdo vamos usar uma propriedade técnica do operador integral 7% que
provaremos nessa secdo (Proposi¢@o 22). Os resultados dessa secdo podem ser encontrados em
(CAMPANA; MEZIANI, 2016).

Seja L um campo vetorial complexo definido no conjunto aberto Q C R? pertencente
a classe 2 (Q) e seja Z : Q — Z(Q) C C uma integral primeira global de classe C!*¢ que
também é um homeomorfismo. Seja £ um aberto simplesmente conexo, com bordo de classe
C!'*€ transversal a L e compactamente contido em Q, isto é, Q é um compacto de R2eQcC Q.
Pela Proposicio 18 (pagina 102), reduzindo Q, podemos obter uma fungio 2 : Q — C, de
classe C', tal que Z : Q- (Q) ¢ um homeomorfismo, 2 é uma integral primeira de L em Q,
Z(Q) =D e 2 mantém as boas propriedades de Z de modo que vale o Teorema 11 (pagina

102). Sem perda de generalidade podemos supor que
L=HyemQ.
Veja as Observacdes 25 e 26 (pagina 103).

Proposicio 22. Seja f € LP(Q), p > 2+ ow. Entdo, para (s,1) € Q, temos

T.fff()@y)
00 Z(x,y) — Z(s,1)

dZ (x,y) =0.

O restante desta secdo € dedicado a prova desta proposi¢ao.

Sejam 1 < Ry < R tais que Bg,(0) C Z°(Q) e sejam V, V5 C Q dados por
Vi=Z""(Bg,(0)) j=1,2.

Temos entao
Qcvicvicwh,cV, Q.

Considere x : [0,00) — [0, 1], uma fun¢io C*, satisfazendo
1. x=1em [0,Ry],
2. x=0em [Ry,0) e

3. x ¢ estritamente decrescente em [Ry,Ry].

Seja 2 : V5 — C a fungio de classe C! dada por

__Z(p)
x(1Z (P

Lema 16. A funcdo 2 : V, — C € um homeomorfismo.

Z5(p) (6.39)
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Demonstra¢do. Primeiro vamos mostrar que %, é uma bije¢éo. Note que, como ) (R;) =0e
Vo = 27 1(Bg,(0)), temos Z,(V;) = C.

Sejam py,py € V2. Se | 2(p1)| < |2 (p2)], entdo x (|2°(p1)]) > x (|2 (p2)]) €

|2 (p1)| - |2 (p2)|
(EAC A=A

Assim, para termos 25 (p;) = Z5(p2), precisamos ter | 2 (py)| = |2 (p2)|. Suponha Z;(p;) =

|Zo(p1)| = p’ = [Z(p2)|-

Z+(p2)- Pelo que vimos acima, |2 (p;)| = |2 (p2)|. Olhando para a expressdo de Z; em (6.39)
concluimos que Z(p;) = Z(p2). Logo, p; = p2, pois 2 é um homeomorfismo. Portanto,
%5 1V, — C é uma bijegdo.

Finalmente, vamos provar que F = 2! é continua. Sejam §y € C e ({;) jen C C tais
que §; — . Entdo a sequéncia (F({;)) jen tem um ponto de acumulagdo em V5. Seja p € V; tal
ponto de acumulagdo. Entdo, existe uma subsequéncia wy := F({}, ) que converge para p. Temos
que p € V5. De fato, suponha que p € dV5, ento,

oo = lim %, = lim §; = (o,
k—ro0 (wk) k—>oo Cjk CO

o que é uma contradi¢do. Como %, é continua no ponto p, temos §o = Z5(p) e F(y) = p. Isto

implica que F({;) — F({p) e assim concluimos que F ¢ continua. O

Seja {€,},en uma sequéncia de subconjuntos abertos de Q tais que Q, C Q41 C

Q41 C Q, paratodon € Ne Q, — Q quando n — .

Lema 17. Seja f € LP(Q), p > 2+ o e considere

] f(&.m)d&dn
Tffo,nf(xvy) iy N QFO(&?T?) — %(x,y), (x,y) € V5.

Entdo Ty ,f(x,y) — 0 (uniformemente) quando (x,y) — dV».

Demonstragdo. Como |25 (x,y)| > |25(E,1)| quando (x,y) € Vo\ Qe (€,71) € Q, temos
|26 ()| = [2e(8,m) = [Zo(x,y)[ =1 = 0.

Daf, para (x,y) € V; \ Q, temos

1 / |f(§,n)|dédn

T S50
| Qfg,nf(x’y)| — 2 Jo, |o@po(x7)’)|_1

< L lf@Emldgdan _ 1 Ifllh
T 2mo |Z(xy)| -1 2w | Z(x,y)| 1

A conclusdo do lema segue da estimativa acima. [
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Considere o campo vetorial complexo

0%, 0%,

L= 050

9.

Note que, como % é uma integral primeira global, de classe C!, de L, e também um ho-
meomorfismo sobre sua imagem, temos que L, é um campo C'-hipocomplexo em V5. Como
Ty nf €C'(V2\ Q) € Lo(Tx f) = 0 em V5 \ Q, temos pela Proposicdo 6 (pdgina 36) que

T!Z‘g,nf(xvy) :hn(%(x7y))’ ()C,y) €V2\§n7 (640)
onde h, : Z5(V2\ Q,) — C é uma fungdo holomorfa.
Para € > 0 dado, seja § > 0 (lema 17) tal que

dist((x,),0n) <8 = [Ty . f(x,y)| <E€.

Seja R € [R, Ry tal que (x,y) € 2 1(dBg(0)), implica dist((x,y),dV>) < 8. Segue de (6.40)
que,

ha(8)] <&, V& € dBR(0).

Se (x,y) € Q, temos

To,nf(§,n)dZ:(§,1) :/ hn(25(6,1))d2:(§,1)
0Q %(g,n)_%()@y) Q %(5,77)—%(%)’)

[ h(©)dg
D C_ D@%(x?y)

_ / ha(§)dg
oBr(0) & — Zo(x,y)
pelo Teorema de Cauchy. Estimando a ultima integral, obtemos
’/ _ha(6)dE ‘ </ 7 (E)11d 8]
9Br(0 C Ff( T Josg(o) [§ — Zo(x,y)]

/ eldl| 2mRe _2mRe
< < < .
Br(0) R—1 ~ R—1 " R —1

(6.41)

(6.42)

Segue de (6.41) e (6.42) que

90 3‘0(5 71) ( y)

=0, Y(xy)e€Q. (6.43)

Considere as fungdes g, e g definidas em ID por

8n(8) =T nf(2571(0)) e 8(8) = T F(Z71(0)).
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Note que, como supq, |7 ,f — T f| — 0 quando n — oo, temos supg|g, —&| — 0 quando
n — oo

Seja (xo,y0) € Q, z0 = Z (x0,y0) € seja r = dist(dD, zp). Usando (6.43) obtemos a

estimativa

‘/ Ty f(E,N)dZ(E, n)‘ {Tx f(E,n) =Tz nf(E,n)}dZ(E,M)
oQ

N ‘ 29 Z,(E.1) — Z:(x0,y0)

Z5(8,m) — Z5(x0,¥0)
_ 18(8) —8n(£)}dC _
—‘ o C—ZO <*||gn 8llp-

Isto implica que, para cada (xg,yo) € Q,

Ty f(E,n)dZ(E,n) _0
00 Zo(E,n) — Z(x0,y0)

Finalmente, como 2, = % em V; e Q C Vi, temos

Ty f(x,y) _ Ty f(x,y)
o Tt 26092 Loz a6

dZ,(x,y) =0

para (s,1) € Q. Isto completa a prova da proposigio.

6.5 O problema de Riemann-Hilbert para a equacao Lu =
au+bu—+ f

Nesta sec¢do, vamos considerar um tipo de problema de Riemann-Hilbert para o campo L
em um aberto simplesmente conexo limitado. Vamos assumir, como nas se¢des anteriores, que L
é um campo vetorial complexo definido na aberto conexo Q de R? pertencente a classe 2 ().
Seja Q um aberto simplesmente conexo compactamente contido em £ com bordo, dQ, de classe
C'*¢ e transversal a L.

Os resultados dessa se¢do podem ser encontrados em (CAMPANA; MEZIANI, 2016).

Para tal campo vetorial complexo, vamos considerar o seguinte problema de Riemann-
Hilbert

R(Au) = ¢ em dQ,

onde A € C¥(dQ), [A|=1, ¢ € C*(IQ;R),0< o < 1, e a,b, f € LP(Q), p > 2+ o\, onde
onm > 0 € dado por (6.4), pagina 100.

{Lu:au+bu+f em Q

A técnica desenvolvida aqui nesta secdo € uma generalizacdo de uma técnica da teoria das
fungoes analiticas generalizadas, que pode ser encontrada em (VEKUA, 1962), que em poucas
palavras, € utilizada para resolver o problema de Riemann-Hilbert acima quando tomamos no

lugar de L o operador de Cauchy-Riemann.
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Pela Proposicio 18 (pagina 102), reduzindo €, podemos obter uma fungio % : Q — C,
de classe C!, tal que 2 : Q — 2°(Q) é um homeomorfismo, 2 é uma integral primeira de L em
Q, 7(Q) =D e 2 mantém as boas propriedades de Z de modo que vale o Teorema 11 (pégina

102). Sem perda de generalidade podemos supor que
L=Hs»em Q,

onde Hy = 2,0 /0, — £,9/d,. Veja as Observagdes 25 e 26 (pagina 103).

Para resolver esse problema, antes vamos tratar de uma versao particular do problema
que terd a resolubilidade estabelecida usando o operador 72, (veja em (6.9), pagina 103) e o

Teorema da Alternativa de Fredholm (Teorema 27, pagina 133).

Para x > 0 inteiro, considere o seguinte problema

(6.44)

Lu=au+bu+f em Q
R(Zxu) =0 em 0Q,

onde a,b, f e ¢ como acima.

Note que u € C(Q) é uma solucdo de (6.44) se, e somente se, u satisfaz a equagio integral

u=Ty(au+bu)+Ty(f)+P (6.45)
onde L& =0 em Q e R(ZKP) = ¢ sobre JQ.

Podemos reescrever a equagao (6.45) como
u=Gu+¢,
onde ¢ =T (f)+P e com G sendo o operador integral
Gu =Ty (au+bu), (6.46)
definido no espago de Banach real!
X ={C(:C), | |l=}-

E facil ver que G é um operador linear em X.

Afim de aplicar o Teorema de Fredholm (Teorema 27, pigina 133), vamos estudar a

compacidade do operador G e o nucleo do operador I — G nas proximas proposi¢des.

Seja By = {w € X ; ||w|| < 1} a bola unitdria de X.

Proposicao 23. O operador G : X — X é compacto.

! Estamos trabalhando aqui com o espago vetorial das fungdes continuas w : Q — C com escalares reais.
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Demonstragcdo. Para u € By temos pelo Teorema 12 (pagina 104), desigualdade (6.10), que
existe uma constante M = M(p, o1, ...,0y,Q) > 0 tal que

|Gulleo < M (l]allp +11Bl1p) |ulle < M ([lal] +|b]],) =: Mo (6.47)

Para p1,p2 € Q, temos, pelo Teorema 12, desigualdade (6.11), que existe uma constante C =
C(p,o1,...,0n,Q) > 0 tal que

Gu(p1) — Gu(p2)| < Cllau+bil|p| 2 (p1) — Z (p2) P
< C{llallp + 161}l || 2 (p1) — Z (p2) P
< C{llallp+ 11611, 2 (p1) — Z (p2) P
<Co|Z(p1) - Z(p2) P,

(6.48)

2—q—1m oM P

om+1 ©4= p—1
Das estimativas (6.47) e (6.48) temos que G(%Bx) C Am,.c, = AMmy.c,(Z,Q,B), onde

Apm,.c, C X, definido em (5.25) (pagina 86), € compacto. Segue dai que G € um operador

com Cy := C{||al|, +1|b|[p}. e B = ,onde Ty =

compacto. [

Proposicio 24. Ker(I —G) = {0}.

Demonstragdo. Precisamos provar que toda solugdo w € C(Q) da equacdo integral
w(x,y) = Ty (aw+bw)(x,y) —H(x,y), (6.49)

com

22 (x,y) (aw+bw)(E,1)
2mi /Q (e

H(x,y) := 1—Z(x,y)Z(E,n)

€ a solucgdo trivial w = 0.

Temos que H € C(Q) e LH = 0. Segue da férmula de representagdo (Proposicdo 17,
pagina 77) que para todo (s,7) € Q, temos

1 H(x,y)

H) =50 oo Zloy) — 200

dZ (x,y).

Assim, se w satisfaz a equagdo (6.49), entdo, para (s,7) € Q,

L[ wy)dZ(xy) 1 / Ty law+bw)d 2 (x,y) _peo (6.50)
Q s .

277”. Q g(xay)_g(sat) _2771'1 Qp(x,y)—.ﬁf(s,t)
Pela Proposicdo 22 (pdgina 115), temos

/ Toy(aw+bw)d Z (x,y)
00 Z(xy)—Z(s1)

=0, para todo (s,7) € Q.

Assim, a igualdade (6.50) torna-se

o wlny)dZ(x,y)
2mi Joo Z(x,y) — Z(s,1)

= —H(s,t), para todo (s,7) € Q. (6.51)
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Seja H = H/ 2>+ Temos que H : Q — C é continua e LH = 0 em Q. Pelo Teorema
2, pagina 53, existe / : D — C holomorfa tal que H = ho 2 em . Podemos escrever i em série

de poténcias em D, com expansdo em 0 € D. Assim, H pode ser escrita na forma
H(s,t) = 2% (s,1) Y a; 2 (s,1), (6.52)
j=0
coma; € C.

Por outro lado, para (x,y) € dQ e (s5,1) € Q, temos

W) 1 wley) @ 2\
Zon - 260 " Ty 2 P 5 Zlew)
ou seja, .
W) e 2Hor) 653

Z(xy)—Z(st) = Zxy)
Segue entdo de (6.53), (6.52), e (6.51) que

wix,y) dZ(x,y)

—0, k=0,1,....2k. 6.54
ba Z¥(xy) Z(x.y) « (03

Para g € LP(Q), p > 2+ 0O, seja

1 g(s:n) Z(x,y)g(5,1)
R0 = o\ @ 260 T 1 zemzEm [ ET O

O operador P tem propriedades semelhantes as de a TJ; (veja em (6.9), pagina 103, a defini¢do

de T%). Em particular,
L(Pg)=gem Qe 3(Pg) =0em dQ;

além disso, Pg € Cgp(ﬁ) cCBQ).

Como a fun¢do w satisfaz (6.49), w também € solu¢io do problema de contorno

Lw=aw+bw em Q,
R(Z*w)=0 em IQ.

Pelo Principio da Similaridade, Teorema 10, pagina 96, w € similar as solu¢gdes da equagao
Lu =0 em Q e portanto tem zeros isolados em Q. Seja y(x,y) = w(x,y)/w(x,y) se w(x,y) # 0
e w(x,y) = 0 caso contrdrio. Entdo y € L*(Q) e a+ by € LP(Q), p > 2+ Oy Para (x,y) € Q,
seja

s(x,y) = P(a+by)(x,y).
Entdo, a funcdo

D(x,y) = w(x,y)e )

satisfaz L® = 0 em Q (aqui foi usado o Lema 14, pagina 95). Além disso,

R(ZKD) = e XIR(ZFw) =0 em 0Q.
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Pela Proposi¢do 21 (pagina 108), podemos escrever ¢ da forma

2K
D(x,y) = Y, b; 27 (x,y), (6.56)
j=0
comb; € C, bye_j= —Ej para j =0,1,...,2k. Segue entdo que a funcdo w = de’ tem a forma
2K )
w(x,y) = ( Z b;Z? (x,y))es(x’” . (6.57)
Jj=0

Com a expressdo de w dada por (6.57), podemos reescrever (6.54) como

2K . dZ (x,y)
b / gpk—j , s(xy) =2 ) =0, j=0,1,...,2k. 6.58
Yo [ 2 et B =0, (3%

Entdo, mudando de varidvel, (usando o Lema 9, pagina 77) temos

2K s dC
Zbk/ i o =01, 2k, (6.59)
k=0 /ID 9

com§=s02"" coms({)=35(¢), ¢ € ID.

Seja (D) = {uc C(D) ; u({) =ao+ a1l + ...+ axx§?*, ay,...,axc € C, { € D}.
Considere o produto interno (-,-) : Z(D) x #(D) — C dado por

1 < dC
- s(6)
(u,v) : 2m./a]D)u(C)V(C)e z
Assim, podemos reescrever (6.59) como

Gr(vy,...,vo)v =0,

onde ) ) ) )
(vo,v0)  (vo,v1) -+ (vo,vak) bo
V1,V Vi,V s (v, b
Gr(vy,...,va) = < 1. 0 | 1. ! . v .2K> ev= '1 ,
| (vaiesvo) (Vaievi) e (Vo vax) | | bax
com
vi($)=¢/, j=0,1,2,...,2k. (6.60)

A matriz Gr(vy,...,vyx) é chamada matriz de Gramm do conjunto de vetores em (6.60). Pela
independéncia linear dos vetores em (6.60), temos que o determinante de Gr(vy,...,vzx) € ndo

nulo (ver Teorema 24, pagina 132). Logo, v = 0, ou seja,
by =0, parak=0,1,...,2K.

Assim, segue de (6.57) que w = 0. []
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Assim, temos o seguinte teorema

Teorema 16. Sejam a, b, f € LP(Q), p>2+ 0y, e ¢ € C*(dQ,R),0< o < 1. O problema de
contorno (6.44) tem uma tnica solugdo u € C52 (Q) C C%(Q), com ap = min{at, (2—q—tv)/q},
onde ¢ =p/(p—1).

Demonstragdo. Pela Proposi¢do 21 (pagina 108) existe @ € C% (Q) satisfazendo L® = 0 em Q
e R(ZKDP) = ¢ em IQ.

Como G é compacto (Proposigao 23), Ker(G —1I) = {0} (Proposi¢do 24) e y =T4 f +
® < X, pelo Teorema de Fredholm (Teorema 27, pdgina 133) temos que existe u € X tal que
(G—Du=y.

Ou seja, existe u € C(Q) tal que

u=Ty(au+bu)+Ty(f)+Pem Q. (6.61)
Segue da expressdo acima que u € C52(Q) C C*(Q), com &y = min{a, (2 — g — 7v)/q}, onde
q=p/(p—1).

Por (6.61) e pela Proposi¢do 19 (pdgina 106)

R(Z*u) = R(ZKP) = ¢ em Q.
Pela Proposicao 12 (pagina 104)
Lu=au+bu+ f em Q.

A unicidade da solucdo segue da Proposicao 24. [

Vamos agora considerar o seguinte problema de Riemann-Hilbert mais geral do que o

tratado anteriormente

{ Lu=au+bu+f em Q, 6.62)

R(Au) = ¢ em 0Q,

coma,b, f € LP(Q), p>2+0m. A€ CIQ), |A| =1, ¢ € C*(IQ;R),0 < a < 1.

O préximo teorema trata de uma versao do problema de Riemann-Hilbert que € mais
geral do que a versdo que foi vista no dltimo teorema, a saber, o problema (6.62). A existéncia de
solucdo do problema est4 relacionada com o indice de A associado a L com respeito a dQ. Se L
é expresso por L = Ad /dx + Bd /dy no aberto Q (que contém Q), ento o indice de A associado

a L com respeito a dQ é dado por

Indy ga(A) = —sgn(S(AB) (po) ) indya(A),
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onde py é um ponto qualquer de Q\ T e sgn denota a fungio sinal, isto é, sgn: R\ {0} — {—1,1},
sgn(x) =1 se x > 0 e sgn(x) = —1 se x < 0. Quando —sgn(S(AE)(po)) > 0, a aplicagdo

Z : Q — D preserva orientacdo e quando —sgn (3 (AE)(p0)> < 0 a aplica¢do Z inverte a
orientacdo. O indice de A com respeito a dQ, indyq(A), é definido na defini¢do 8 (pagina 39).
(Veja mais na Secdo 2.4, pagina 38).

De modo andlogo ao que foi feito na demonstragcdo do Teorema 15 (pagina 114), vamos
fazer uma mudanga de incdgnita, usando o indice Ind; 5 (A), para obter uma solugio do

problema (6.62) a partir de uma soluc@o do problema (6.44).

Teorema 17. Se Ind; 5i(A) > 0, entdo o problema de Riemann-Hilbert (6.62) tem uma tinica
solugdo u € C3(Q) C C*(Q) (com ot como no Teorema 16).

Demonstragdo. Seja kK = Ind, 5o (A) > 0. Vamos fazer uma mudanga de incdgnita usando o
operador de Schwarz S # (definido in (6.24), p4gina 107) para trocar a fun¢io da condic¢ao de
contorno A por Z°* e assim poder aplicar o teorema anterior (Teorema 16).

Seja Kk :=Ind; yo(A) e seja g : 9Q — S! C C dada por

gx,y) = Z 7 (x,y)A(x,y).

Temos que Ind; 5 (g) = 0. Consequentemente, existe uma fungéo 9 : JQ — R Holder continua

(com mesmo expoente de Holder que g) tal que
g(x,y) = &™) para todo (x,y) € 0Q.

Para (x,y) € Q defina
Y(xy) = (S29)(x,y).
Entdo Ly=0em Q e R(y) = ® em JQ (Proposi¢io 20, pagina 107). Assim,

e—i)/ — eS(y)—i—iKarg(i"’)—iarg(A) — eS(’)/)DJ‘ZPK‘K (663)
Sejam b = b% e f = fe~ V. Entio b, f € LP(Q), p > 2+ op e pelo Teorema 16 o problema

LU =aU +bU + f Q
{ U+bU+f em Q, (6.64)

R(ZXU) =T em 0Q,
tem solugdo U € C%(Q), com o9 = min{c, (2 —g — Tw)/q}. Defina u = U em Q. Temos
Lu=¢"LU = "{aU + DU + f} = au+bu+ f em Q,
Além disso, por (6.63) e (6.64),
R(Au) = e SDR(Z*u) = ¢ em 9Q.

Isto completa a prova do teorema. [
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Observacao 27. A existéncia de solugdo para o Problema de Riemann-Hilbert (6.62) quando
K =Ind; oA < 0 depende do estudo de condi¢des de compatibilidade que envolvem o operador
de Schwarz S &, as condi¢des de contorno do problema e o operador 7' Veja como exemplo o

caso cldssico descrito na Observacdo 36, pagina 141.

6.6 O problema de Riemann-Hilbert para a equacao Lu =

au—+ f quando L é hipoelitico

Seja € um aberto conexo de R? e L um campo vetorial complexo de classe C* nio
singular definido em Q, isto é,
d d
L=A(x,y)~ +B(x,y)—
(x:3) g5 TBOY) 7
com A,B € C*(Q) e |A|+|B| > 0 em Q. Seja Q um aberto simplesmente conexo com bordo
suave de R? tal que Q é um compacto de R e Q C Q.

Vamos supor nesta se¢do que L & hipoelitico! em Q.

Nesta secdo vamos considerar o seguinte problema de Riemann-Hilbert:

(6.65)

Lu=au+f em Q,
R(Au)=¢ em 0JQ,

onde a, f € C*(Q), A, € C¥(9Q),0< a < 1, com |A| = 1.

Na Secao 3.3, pagina 56, definimos hipoeliticidade de um campo vetorial complexo e

relacionamos este conceito com a classe de campos estudada neste texto.

Esta secdo ilustra, através do estudo do problema acima, o caso em que a equagio
diferencial, do tipo de problema de contorno estudado nesta tese, é C-linear em relagio a
“varidvel” u. Neste caso a abordagem do problema € mais simples e ndo € necessdrio utilizar
a teoria desenvolvida para o operador integral 7. A existéncia de solu¢do do problema serd
consequéncia da teoria cldssica, da resolubilidade local de L, uma vez que campos hipoeliticos
(ndo singulares) satisfazem a condicdo (P), e da existéncia de uma integral primeira global de L

que ¢ um homeomorfismo sobre sua imagem.

Assinalamos que ndo havera hipéteses sobre o conjunto caracteristico como nos proble-
mas anteriores.

6.6.1 Resolubilidade global para campos hipoeliticos no plano

Sejam Q e L como anteriormente. Nesta parte estudaremos um pouco sobre a resolubili-
dade de L.

1

veja a definicdo 11, pagina 57.
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Definiciio 12. Um campo vetorial complexo L é dito localmente resoltivel em &, se para todo
ponto p € Q existe O, um aberto de Q. comp € Op, € Up € @’(ﬁp) tal que Lup = f em O,

Um campo vetorial ndo singular hipoelitico € localmente resolivel. Isso segue do fato de
que todo campo vetorial ndo singular hipoelitico satisfaz a condi¢ao (P) de Nirenberg e Treves.
(Veja (TREVES, 1971)). A condi¢do (P) € necesséria e suficiente para resolubilidade local (veja
em (BERHANU; CORDARO; HOUNIE, 2008)).

Definiciio 13. Um campo vetorial L é dito globalmente resoliivel em  se para toda f € C(Q)
existe uma distribui¢io u € 2'(Q) tal que Lu = f em Q.

Note que, se L é um campo vetorial hipoelitico em Q e f € C*(), entio toda solugio u
da equacio Lu = f em Q é uma funcdo de classe C* em Q.

Teorema 18. Para toda f € C*(Q) existe uma funcio u € C*(Q) tal que du/dz = f em Q.

Demonstragdo. Veja (HORMANDER, 1973), pagina 12, Teorema 1.4.4. [l

Observacao 28. A demonstracao do resultado acima, Teorema 18, que se encontra em (HOR-
MANDER, 1973), ndo é uma consequéncia imediata do Teorema 32, pagina 138.

Teorema 19. Se L é um campo hipoelitico nio singular em Q, entiio L é globalmente resoliivel
em Q, i.e., para toda f € C*(Q) existe uma fungio u € C*(Q) tal que Lu = f em Q.

Demonstragdo. Como L é um campo vetorial hipoelitico nio singular em Q, existe Z : Q — C,
de classe C*, tal que LZ = 0 em Q,dz #0em QeZ:Q— Z(Q) ¢ um homeomorfismo. (Veja
a Proposic¢ao 13, na pagina 57).

Seja f € C*(Q). Como L é hipoelitico (e localmente resoltivel) existe uma cobertura
aberta {0y }5_, de Q tal que para cada v natural existe u, € C*(&y) que satisfaz Lu, = f em
Oy.

Se 0;N 0Oy #0entdo L(u;—uy) = f — f =0em ;N 0. Assim, pelo Teorema 3 (pagina
57), existe hj : Z(0;) NZ(0)) — C holomortfa tal que

(j —w)(p) = hj(Z(p)) em Z(&j) N Z(Op). (6.66)
A familia {h .} satisfaz:
(a) hjj = OemZ(ﬁj), jeN;
(b) hjk = _hkj em Z(ﬁj) ﬂZ(ﬁk), Jj,keN;

(©) hjr+hy+h;=0em Z(ﬁj)ﬂZ(ﬁk)ﬂZ(ﬁl), J,k,l € N.
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Seja { @y} uma particiio da unidade subordinada a cobertura aberta {Z(6y)}5_, de Z(€). Para
cada k € N, seja

i vhyi em Z(Q).

A funcio wy, estd bem definida e wy € C*(Z(Q)). Por (b) e (c) temos

Wg—wj = Z‘Pv hvk—hvi) =Y ovhjx=hj Y @y =hj (6.67)
v=1 v=1

v=1

em Z(Oy)NZ(0)), j,k € N. Por (6.67) temos

POV em 2(0)NZ(6)). jk €N
07 Jz

Assim, existe uma fungio ¥ € C*(Z(Q)) tal que

ow
W20, = (Tzk em Z(0}) Vk € N.

Como o operador de Cauchy-Riemann é globalmente resolivel (veja o Teorema 18) existe
U € C*(Q) tal que

U .
Seja hy :=wy+U em Z(0}). Assim
O _ 0w U o em 2(6,), VkeEN.
9z 0z @ 0z

Portanto /4 é holomorfa em Z( &), k € N. Além disso, temos por (6.67)
hi—hj=wi+U—w;—U=wi—w; = em Z(Oy)NZ(0)), VjkeN. (6.68)
Assim podemos definir a fungéo u : & — C dada por
u(p) =u;(p) —hj(Z(p)), sep e 0.
Por (6.68) u estd bem definida. De fato, seja p € 0} N ;. Entdo, por (6.66) e (6.68), temos
(ua(p) — I (Z(p))) — (u;(p) — 1/ (Z(p))) = we(p) — u;(p) — (m(Z(p)) — h;(Z(p))) =
(e(p) — 5(p)) — (e(Z(p)) — 15 (Z(p))) = s (Z(p)) — hij(Z(p)) = O,
Note que u € C*(€). Agora observe que, se p € Q, entdo existe j € Ntal que p € & i€
Lu=Luj+L(hjoZ)= fem 0.

Como {0, }5_, é uma cobertura de Q, temos que Lu = f em Q. O



128 Capitulo 6. O problema de Riemann-Hilbert

6.6.2 O problema de Riemann-Hilbert para a equacao Lu= au+ f

Seja L um campo hipoelitico ndo singular definido em um aberto Q de R? e Q um aberto
simplesmente conexo de Q tal que Q é um compacto de R?, com Q C Q e dQ é uma variedade

mergulhada de dimensdo 1 de R2, de classe C' 7€, 0 < € < 1, transversal a L no seguinte sentido
"o #£0,

onde @ = Bdx — Ady é ortogonal a L = Ad /dx+Bd/dyei: Q — R? é a aplicacio de inclusio.

(Veja a Secdo 2.5, pagina 44).

Seja Z :  — C uma integral primeira global de L, de classe C°, que é um homeomorfismo

sobre sua imagem.

Nesta secdo vamos provar a existéncia de solucdo para o seguinte problema de contorno

{ Lu=au+f em Q, (6.69)

%(Ku) - (p em 897
onde A € C*(9Q), com |[A| =1, ¢ € C*(IQ,R),0< a < le f,a € C(Q).

Vamos relembrar o conceito de indice usado neste texto. Se L é expresso por L =
Ad/dx+Bd/dy no aberto Q, entdo o indice de A associado a L com respeito a dQ é dado por

Ind; pa(A) = —sgn(3(4B)(po) ) indsa (A),

onde py é um ponto qualquer de Q\ X, onde X é o conjunto caracteristico de L, e sgn denota
a funcdo sinal, isto é, sgn: R\ {0} — {—1,1}, sgn(x) =1sex >0e sgn(x) =—1sex <O0.
Quando —sgn <3 (AB) (pg)) > 0, a integral primeira Z : Q — C preserva orientagiio e quando

—sgn (S (AB) (pg)) < 0 a integral primeira Z inverte a orientacao. O indice de A com respeito a
dQ, indyq(A), é definido na defini¢do 8 (pdgina 39). (Veja mais na Se¢@o 2.4, pagina 38).

Teorema 20. Se o indice Ind; yo(A) > 0, entdo o problema (6.69) possui uma solugio u €

C=(Q)NCH(Q).

Demonstragdo. Pelo Teorema 19, que fala sobre a resolubilidade global de campos hipoeliticos,
existem v € C*(Q) tal que Lv =a e V € C*(Q) tal que LV = fe™". Entdo U := Ve" é de classe

C” em Q e satisfaz
LU = (LV)e" +Ve'Lv = fe V' +Ve'a= f+Ua=alU + f em Q.

Agora considere o problema

(6.70)

LH=0 em Q,
R(xH)=6 em 9Q,

onde y =Ae” e 6 = p—R(AU). Temos que ¥, 6 € C*(dQ). Temos também que Ind; yo (%) >0

i 2

uma vez que Ind; 5o (A) > 0 e |e"] > 0 (veja (2.15), pagina 41).
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Sejam ¥ = yoZ ' e 8 = 0 oZ7!. Temos j,0 € C*(Z(dQ)) pela transversalidade
de dQ em relagdo a L (lema 3, pagina 44). Como Ind y(x) > O temos o indice cldssico
indz(yq)(X) = 0. Pela teoria cldssica do problema de Riemann-Hilbert (veja (VEKUA, 1962) e

(BEGEHR, 1994); veja também o Corolério 11, pagina 141), temos que existe h € C*(Z(Q)) tal

que

oh

872 =0 cm Z(Q),

(6.71)
R(Zh) =06 em Z(0Q).

Defina H : Q — C por H = hoZ. Temos que LH = 0 em Q pois / é holomorfa em Z(Q) e
LZ =0 em Q. (Veja a Proposi¢do 2, pagina 31).

Seja (x,y) € dQ. Temos

R(ZH (x,y)) = R(Z(Z(x,3))h(Z(x,y)) = 8(Z(x,y)) = 8(x,y) = {9 — R(AU)}(x,5).
Portanto H € uma solucao do problema (6.70).
Seja u:= He' +U em Q. Temos que u € C*(Q)NC=(Q) e
Lu=L(He")+LU =aHe' +aU+ f=a(He"+U)+ f =au+ f em Q.
A condicdo de contorno:

R(Au) = R(AHe") + RAU) = R(AH) + RAU) = ¢ — R(AU) + R(AU) = ¢ em 9.

Portanto, # é uma solug¢do do problema (6.69). [
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A

TEOREMAS IMPORTANTES USADOS NO
TEXTO

Teoremas de Riemann

Teorema 21. (Teorema da Aplicacao de Riemann e Suavidade Sobre o Bordo) Seja D um
aberto limitado simplesmente conexo de C com bordo suave de classe CK7¢, k = 1,2,... e
0 < € < 1. Entdo, um biholomorfismo de D sobre D que se estende a um difeomorfismo de classe
C*, de D sobre D.

Veja em (POMMERENKE, 1992), (KRANTZ, 2006).

O

Teorema 22. Seja S uma superficie de Riemann que é homeomorfa a um aberto de R?. Entdo
existe uma aplicacdo holomorfa injetiva f : S — C.

Veja em (SPRINGER, 1957).

O

Observacao 29. O termo ‘“holomorfa” usado no enunciado do teorema acima € referente a
estrutura de superficie de Reimann de S. Dizemos que f : S — C € holomorfa se para capa ponto
p € S existe uma carta (U, ®) de S, com p € U, tal que

fod L:dU)—=C

€ uma fun¢do holomortfa (no sentido usual da anélise complexa).

Veja em (FARKAS; KRA, 1980) teoremas semelhantes ao Teorema 22. Tais teoremas

s@o chamados de teoremas de uniformizacao.
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Extensao de func¢oes holomorfas

Um arco de Jordan é a imagem de intervalo fechado em R por uma aplicag@o continua e

injetiva chegando em C.

Teorema 23. Seja D um aberto conexo de C e seja I" um arco de Jordan retificavel que divide D
em dois abertos conexos Dy e D,. Suponha que f; : TUD; — C, j = 1,2, é continua e holomorfa
em Dj, j = 1,2. Entdo a fungdo f : D — C definida por f = f; em I'UD);, j = 1,2, é holomorfa
em D.

Veja em (ZALCMAN, 1974).

Teorema de Gramm

Seja E um espago vetorial de dimenséo n. Seja (-,-) : E X E — C um produto interno em
E. A matriz de Gramm do conjunto de vetores v, v, ...,v, € E é a matriz Gr(vy,...,v,), n X n,
dada por
(vi,vi) (viv2) o (Vi)

Gr(vy,...,vp) = <V2iv1> <V2iv2> <V2;.Vn>

Vs v1)  (vnyv2) o (Vny V)

Teorema 24. Os vetores v, Vy,...,V, sdo linearmente independentes em E se, e somente se, a

sua matriz de Gramm Gr(vy, ...,v,) é ndo singular.

Demonstragdo. Suponha que vy,Vva, ..., v, sdo linearmente dependentes. Entdo existe um vetor

ndo nulo a = (ay)i=1,.., € C" tal que

n
Z agvye — 0.
k=1
Entdo, paratodo j =1,2,...,n,
n
Z ak<v_,~, Vk> =0.
k=1

Ou seja, Gr(vy,...,vy)a = 0. Portanto, Gr(vy,...,v,) é singular.

Reciprocamente, suponha que vy, vy, ..., v, sdo linearmente independentes. Seja a € C"

tal que Gr(vy,...,v,)a = 0. Podemos escrever

n
a= Z aiV,
k=1
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comay € C", k=1,...,n. Entdo, paratodo j=1,2,...,n,

n
V]7 Z vjvvk

logo a é ortogonal a si mesmo, isto é, (a,a) = 0. Portanto a = 0 e concluimos assim que

Gr(vy,...,v,) € ndo singular. O
Reciproca da desigualdade de Holder

Seja Q um aberto de R2. Se f € LP(Q), 1 < p <o, e g€ LI(Q)com 1 /p+1/g=1,
temos pela desigualdade de Holder que fg € L'(Q). A reciproca desse resultado segue do

seguinte teorema:

Teorema 25. (Reciproca da desigualdade de Holder) Seja Q um aberto de R?. Seja f € L' (Q).
Se tivermos fg € L'(Q), paratoda g € LP(Q), | < p < oo, entdo f € LI(Q) com 1/p+1/g = 1.

(Veja, (YEH, 2006); também, (LEACH, 1956))

Teoremas de ponto fixo

Teorema 26. (Teorema do Ponto Fixo de Schauder) Seja X um espago de Banach. Se T : A —
A € uma aplicacdo continua, onde A € um subconjunto ndo vazio, compacto e convexo de X,

entdo T possui um ponto fixo, i.e., existe p € A tal que T'(p) = p.

Veja uma demonstragdo em (COURANT; HILBERT, 1962), na p4gina 403.

Seja X um espago de Banach com anorma || - |[x e Bx = {f € X ; || f||x < 1}. Dizemos
que um operador linear continuo G : X — X é compacto se G(HBy ) é pré-compacto no topologia
forte de X.

O nosso proximo teorema refere-se na resolubilidade da equagio (I — G)u =

Teorema 27. (Alternativa de Fredholm). Seja X € um espaco de Banach e G: X — X um

operador compacto. Temos que Ker(/ — G) = 0 se, e somente se, Im(/ — G) =

Veja (BREZIS, 2010).
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B

ALGUNS RESULTADOS DA TEORIA
CLASSICA

Neste apéndice vamos falar um pouco da teoria cldssica que trata de equagdes envolvendo
o operador de Cauchy-Riemann
J 1 ( 0 i 0
0z 2\ox l&y
O contetddo deste apéndice pode ser encontrado em (BEGEHR, 1994), (VEKUA, 1962) e
(GAKHOV, 1966).

), z=x+1y.

Seja I uma curva suave por partes em C e ¢ € C(I"). Entao,

0(2) = ;ﬂ/r‘g(_gidg (B.1)

€ holomorfa em C\I" e ¢ (o) = 0. Em geral, ¢ ndo existe sobre a curva I'.

Seja I' uma curva fechada simples e suave por partes em C. Se ¢ € C*(I'), 0 < a < 1,
entdo ¢ dada por (B.1) existe sobre I" como valor principal de Cauchy.

O teorema a seguir é conhecido como férmula de Plemelj-Sokhotzki.

Teorema 28. (PLEMELJ-SOKHOTZKI). Com as mesmas condi¢des acima, temos que
0" (z0) := lim ¢(z), z€ D', e ¢ (z0) := lim ¢(z), z€ D™,
Z—20 720
onde D é a regidio delimitada por ' = dD* e D~ = C\ DT. Além disso, para zo € T,

¢ (20) — 0(20)” = @(20) € 9" (z0) +¢(z0)~ = 2¢(20)-

Mais ainda, ¢+ € C*(Dt) e ¢~ € C*(D).
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Seja D C C um aberto limitado.

Defini¢do 14. Para f € L' (D) definimos o operador integral
1
=1 [T, =g vin e (82)
n/pl—z

O operador T f € conhecido como operador de Cauchy-Pompeiu.

Teorema 29. Se f € L?(D), com p > 2, entdo

T/ (z)] <M(p,D)]|flp, paratodo z € C.

Demonstracdo. Seja z € D. Pela desigualdade de Holder,

||f||p< d&dn

m \Jp |6 -z

756 < )= Wlegs g pyp—1).

Seja d = diam(D) = sup{|{ —z| ; {,z € D}. Temos assim,

d 2
[= [ dsdn g/ d5dn =277:/ P adr = g2,
p|C—2/7 7 Jig—z<a |l —2ld 0 2—q

1,2 7
Portanto, tomando M(p,D) = = ( zldz—q ) ? temos o resultado. O
—q

Sejam o, e Rcom0< ax<2e0< f <2. Parazy,z € C, com z; # 7p, definimos

_ dgdn
Taplen D)= [ it =

Lema 18. (Desigualdade de Hadamard) Existem constantes M (¢, B), Mz (o, ,D) e Mz(a, B,D) >

0 tais que

{=E+in.

M (e, B)|z1 —zzlz_a_ﬁ, se a+pf>2,
Jap(z1,22,D) < § My(a,B,D)+8x|In|zi —z2f|, se a+f =2, (B.3)
M3((X,ﬁ,D), se OC—I—ﬁ < 2.

Demonstragdo. Seja p > 0 tal que

Dc{zeC;|z—zu|<2p}.

Sejam
Dy ={z€C; |0—ul[<2pteDy={z€C; [z—z] <2[z1 —22[}.
Temos
dEdn d&dn
J Zl,Z27D S/ + ::J1+J2.
B f o e =l oy [ —aallC —alP
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Para € D\ D, temos
2z =z <[C—z1| <2p.

Dai, | .
-2l 2L -al-la—zal 2 ¢ —al -5l —al =5 -al.
Assim, )
0
J1§2ﬁ dédnzzﬁﬂﬂ;/ L
D\Dy |§ —z1[%FF 2z rOHPL
Logo,
)
22-a—B > ap
B T e o 2
(X+ﬁ—2|Z1 22 , se a+f>2,
J1<2B+17'E In P ) se a+p =2,
= |21 — 22|
22—(X—ﬁ g p
——pT P se a+f<2.
( 2—a—pf
Observe,
I —1n(p) ~Infz 22| < [In(p)| + |nfe1 — 2.
|21 — 22
Estimando J, temos
= d&dn - 2‘_a_ﬁ/ dédn
Dy |§ 21| — 2P Dy | = |¥ ¢—n |P
71—22 71—322
Temos que
C—Zz‘_‘C—ZI Zl—Zz‘_‘C—Zl ‘
1—22 -2 U—22 1—22
Assim JEd
12:|Z1_z2|—a—ﬁ/ = cn
—Z Z
==l
Mudando de coordenada através da funcédo F : D, — B(0,2) dada por
E—a
F(§)= :
() p——
temos ded
—o— n 2—a—f
h=|z -z B/ ———— <M(a,B)|z1 — 22 :
B02) [C]*|C+11P
onde M(a, 3) é uma constante positiva.
Juntando as estimativas de J; e J, obtemos a estimativa (B.3). O

Teorema 30. Se f € L?(D), com p > 2, entdo
2—¢
ITf(z1) = Tf(z2)| <C(p,D)||fl[plz1 —z2| ¢, paratodos z1,22 € C,

comqg=p/(p—1).
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Demonstracdo. Sejam z1, zo € C, com z1 # zp. Temos, pela desigualdade de Holder,

f($)
(E—2)(§—2)

— déd 0 — 1
<zl (f Sy Bl

™ — 21/ — 22 1
Pela Desigualdade de Hadamard, lema 18, temos

ITf(z1)—Tf(z)| = ‘ @ ;Zz) /D dEdn

T <M(q)lz —2 7.
Dai,

|21 — 22
T

T(en) = Thtea) < F A (M@ 2l 20) " =C@liflller —2al o

]

Observacdo 30. Dizer que I' C C é uma curva de classe C!' 7,0 < & < 1, equivale a dizer que
G=1{(xy) € R?; x+iyel } € R? é uma subvariedade mergulhada de dimenséo 1, de classe
C'*€ de R2. Veja em (MUSKHELISHVILI, 1953) sobre propriedades de curvas suaves. Sobre
a teoria de variedades diferencidveis veja (LIMA, 2007).

Teorema 31. (Férmula de representacio Cauchy-Pompeiu). Seja U C C um aberto limitado
simplesmente conexo com bordo de classe C!. Se w é uma funcio de classe C' numa vizinhanca

de U, entdo

2mi

W@ = 5 [ Fag -2 [ STt =g,

paratodoz € U.

O

Observacio 31. A expressio “funcdo de classe C! numa vizinhanca de U” no enunciado acima
significa que W é uma fungdo de classe C', onde W(x,y) = w(x + iy), numa vizinhanca de
{(x,y) eR?; x+iy € U} em R%.

Observacao 32. A Formula de representagdo Cauchy-Pompeiu também € conhecida como a

Férmula de Cauchy ndo-homogénea.

O operador T pode ser usado para obter soluc¢des fracas para a equagdo dw/dz = f em
D, para f com “baixa regularidade” como veremos no préximo teorema. A demonstra¢do ¢ uma
consequéncia do Teorema 31. Veja (BEGEHR, 1994) e (VEKUA, 1962).

oT
Teorema 32. Se f € L' (D), entio af = femD.
Z
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Seja D um aberto simplesmente conexo C com bordo de classe C' e com 0 € D.

Definicao 15. O problema de contorno de Schwarz consiste em encontrar uma fun¢ao holo-

morfaw em D, i.e., dw/dz = 0 em D, que satisfaz
R(w)=yemdDe 3 (w)(0)=c

para y € C(dD;R), ¢ € R dados.

Defini¢ao 16. Um operador
S:C(dD;R) — &/ (D)NC(D;C)

do espacgo das funcdes continuas a valores reais definidas em D sobre o espago das funcdes

holomorfas em D, .27 (D), que sdo continuas em D que satisfaz
R(Sp) =@ em dD
¢ chamado de operador de Schwarz.

SejaD={zeC; [z < 1}.

Proposicao 25. No caso D = D o operador de Schwarz com o nicleo de Schwarz-Poisson é

(S(p)(z)=21m/|€|:1q0(C)CHCK+ic, zeD, (B.4)

onde ¢ € R € uma constante arbitraria.

Observacio 33. O operador definido na proposi¢@o acima satisfaz 3{S¢}(0) = c.

Teorema 33. (PRIVALOYV). Seja w = u+ iv uma fungao holomorfa em D, onde v € continua

em D e Holder continua sobre o bordo 9D, satisfazendo, para0 < o < 1,
v(z1) = v(z2)| < Klz1i — 22|%, &1, & € ID.
Entdo, w é Holder continua em D com 0 mesmo expoente e constante cK, ¢ = c¢(), i.e.,

w(z1) —w(z2)| < cKlzi —22|%, §1,5 € D.

(Veja (BEGEHR, 1994))
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Temos assim o seguinte coroldrio.

Corolario 9. Se g € C*(JdD;R), 0 < o < 1, entdo Sg € C¥(D).

Demonstragdo. Segue direto da Proposicdo 25 e do Teorema 33. [

O Problema de Riemann-Hilbert. Dados A € C*(dD), com |A| = 1 em dD, ¢ € C*(dD,R),
0 < a0 < 1, o Problema de Riemann-Hilbert consiste em encontrar uma fun¢do w holomorfa em

D, Holder continua em D, e tal que

RAE)w(E)) = 9(C) para § € ID. (B.5)

Observacio 34. Em alguns livros a condi¢io de fronteira (B.5) € escrita de uma forma diferente.
Se escrevermos w e A em termos de suas partes reais e imaginas, w = w1 +iwy e A = A +iAy,

entdo podemos escrever (B.5) como

Aywi+Aoywy = @ em 9dD.

Seja I uma curva fechada simples de classe C' em C.

Defini¢do 17. Seja G € C(I',C), |G| = 1. O indice de G com respeito a I" é definido pelo ndimero
inteiro :

indr(G) = — [ darg(G).

indr(G) = o | darg(0)
Observacao 35. A integral acima € entendida no sentido da integral de Stieltjes. Veja (GAKHOV,

1966) e (BEGEHR, 1994) sobre a definicdo do indice e propriedades. Veja também a se¢do 2.4,
na pagina 38.

A partir do operador de Schwarz podemos obter a solu¢ao do problema de Riemann-
Hilbert. No préximo teorema, o aberto D serd o disco aberto D, e S denotard o operador em
(B.4).

Teorema 34. (BEGEHR, 1994) O problema de Riemann-Hilbert para o indice k¥ = indyp(A) >0
¢ resoluvel. A solucdo geral é dada por

. K

w(z) = e [(S‘P)(Z) +ico+ Y (- sz_k)] ,z€D,
k=1

onde

¥(z) == (Sarg(§*A(£)))(z), €D,

$(8) = STL T (L), ¢ € D,

eco €R, ¢, € C, 1 <k <K, sido constantes arbitrarias.
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Observacdo 36. O caso em que k = indyp(A) < 0 o problema de Riemann-Hilbert possui
solu¢do se e somente se S possui um zero de ordem —k em 0 € D. Usando a expressdo do
operador de Schwarz de D (dado em (B.4)) podemos mostrar que SQ ter um zero de ordem —k

em 0 € D equivale as —k condi¢des de compatibilidade
~ d¢
O8) >, 0<k<—-x-—1.
/| g=t TG

Neste caso, a solugdo fica da forma w(z) = z%/"9)(8$)(z), z € D. Veja (BEGEHR, 1994).

Vamos supor que D tenha bordo suave de classe C' €, 0 < € < 1. Utilizando o Teorema
de Riemann 21 (pdgina 131) podemos obter um operador de Schwarz para o aberto simplesmente

conexo D e também uma solucio do problema de Riemann-Hilbert.

De fato, seja @ : D — D um difeomorfismo de classe C'*€ tal que d®/dz=0em D e
®(dD) = JD (veja Teorema 21). Temos que . : C(dD) — o7 (D) NC(D;C) dado por

9= (S(po®"))(®)
¢ um operador de Schwarz para D (defini¢do 16). Assim, o seguinte coroldrio estd provado:

Corolario 10. (Operador de Schwarz para D) Seja D um aberto limitado simplesmente conexo
de C com bordo suave de classe C! 7€, 0 < £ < 1. Entdo existe um operador . : C(dD) —
o/ (D)NC(D;C) tal que

R(L @) = @ em ID, paratodo ¢ € C(dD).

Além disso, se ¢ € C*(dD),0 < o < 1, entdo L ¢ € C*(D).
U

Da mesma forma podemos provar uma versdao do Teorema 34 usando o difeomorfismo

® : D — D (descrito no paragrafo antes do Teorema 10).

Corolario 11. Seja D um aberto limitado simplesmente conexo de C com bordo suave de classe
C'7€, 0 < e < 1. Sejam A € C*(dD), com |[A| =1 em 9D, ¢ € C*(dD,R), 0 < a < 1. Se

indyp(A) > 0, entdo existe uma fungdo w holomorfa em D, com w € C*(D), tal que

R(AE)w(E)) = @(C) para § € ID. (B.6)

Demonstracdo. Vamos usar a mesma notacdo usada no paragrafo anterior ao Corolério 10.
Sejam A ;== Ao® e $:= pod~!. Como ®: D — D é um difeomorfismo de classe C'*¢,
temos que A € C*(dD) e ¢ := po®~! € C*(ID,R). Além disso, como ® é uma fungio
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holomorfa em D e D € simplesmente conexo, segue que P preserva orientacdo. Em particular

indyp(A) = indyp(A) > 0. Pelo Teorema 34 existe & solucdo do problema

oh

a—zzo em D,

R(A) =¢ em ID.
Entdo, w := ho® € de classe C¥ (5), holomorfa em D e satisfaz a condicdo de bordo (B.6). [

Usando um fator integrante obtido através da funcdo exponencial e da resolubilidade
global do operador de Cauchy-Riemann (Teorema 18, pdgina 126) podemos provar um resultado

um pouco mais geral do que o corolério acima.

Corolario 12. Seja D um aberto limitado simplesmente conexo de C com bordo suave de classe
C'*¢,0< e < 1.Sejam A € C*(dD), com |A| = 1em dD, ¢ € C*(dD,R),0 < a < 1. Sejam a,
f fungdes de classe C* numa vizinhanga de D. Se indyp,(A) > 0, entdo o problema de contorno

d
—vf =aw+f em D,
0z

R(Aw)=¢ em dD,
possui uma solu¢io Holder continua em D e suave em D.

Observacio 37. O termo suave no enunciado acima significa que w € C*(D), onde W(x,y) =
w(x+iy) e D= {(x,y) € R?; x+iy € D}.

Demonstragdo. (do Corolario 12). A demonstracio € andloga ao inicio da demonstragdo do

Teorema 20 (pdgina 128) trocando L por d/07. O

O Problema de Riemann-Hilbert Generalizado. O problema de contorno que busca uma

fungdo w € C(D) que seja solugdo da equagio

d
—va =aw+bw+ fem D,
9z

onde a,be f € LP(D), e que satisfaca a condi¢do de contorno
R(Aw) = @ em 9D,

com A e ¢ como no Problema de Riemann-Hilbert (pagina 140) é chamado de Problema de
Riemann-Hilbert generalizado e € um dos temas centrais de estudo de (VEKUA, 1962). Em
(VEKUA, 1962) é provado que o problema acima possui solu¢do Holder continua em D quando

a,be f € LP(D), com p > 2 eindyp(A) > 0. A demonstragdo desse resultado usa elementos
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da Anadlise Funcional e Topologia para obter a solu¢do do problema acima através de ponto
fixo de operadores integrais. O caso em que indyp(A) < 0 depende da andlise de condigdes de

compatibilidade (do mesmo tipo que as mencionadas na observacdo 36 quando D = D).
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