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Resumo

Neste trabalho, estudamos diferentes nogoes de diferenciabili-
dade para funcoes definidas na esfera unitaria S~ de R", n > 2.
Em relacao a derivada usual, encontramos condig¢oes necessérias
e/ou suficientes para que uma fungao seja diferenciavel até uma
ordem fixada. Para as outras duas, a derivada forte de Laplace-
Beltrami e a derivada fraca, apresentamos algumas propriedades
bésicas e procuramos condi¢oes que garantam a equivaléncia des-
tas com a diferenciabilidade usual.






Abstract

In this work we study different notions of differentiability for
functions defined on the unit sphere S"! of R*, n > 2. With
respect to the usual derivative, we find necessary and/or sufficient
conditions in order that a function be differentiable up to a fixed
order. As for the other two, the strong Laplace-Beltrami derivative
and the weak derivative, we present some basic properties about
them and search for conditions that guarantee the equivalence of
them with the previous one.
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Introducao

Uma das propostas deste trabalho é reunir em um s6 texto boa parte dos resultados
classicos da Analise Harmonica e, mais especificamente, da Analise na Esfera, que
sao tteis em problemas oriundos da Teoria da Aproximacao. Enunciaremos alguns
resultados mais importantes e provaremos outros que nao sao muito conhecidos, sem
deixar davidas quanto a validade logica da teoria. Tentaremos deixar claro qual é a
funcao de cada um destes resultados e, ao mesmo tempo, desenvolver um texto de facil
compreensao e que possa servir de ponto de partida para quem deseja iniciar estudos
em algum assunto relativo ao contexto em foco.

A outra proposta, na verdade aquela realmente apresentada como proposta de mes-
trado, é estudar diferentes nocoes de diferenciabilidade de fungoes reais ou complexas
definidas na esfera. A importancia do estudo de tais conceitos tem origem em problemas
de aproximacao de func¢oes definidas em esferas reais por fungoes polinomiais ou suaves.
Tais problemas dependem diretamente do grau de suavidade das fungoes envolvidas e,
conseqiientemente, modulos de suavidade convenientes tém que ser empregados. A
definicao de tais moédulos requer o estudo de varios operadores definidos em espacgos de
fungoes compostos quase que exclusivamente por fungoes suaves. Nosso objetivo, entao,
é estudar alguns destes espacos, buscando possiveis conexoes entre eles e propriedades
envolvendo seus elementos.

No Capitulo 1, definimos alguns conceitos e ferramentas basicas utilizadas no tra-
balho, bem como as versoes de resultados classicos da Anélise Matemaética, alguns ja
adaptados ao contexto do trabalho. Nossa intencao é disponibilizar no texto o maior
ntmero possivel de ferramentas, dando mais comodidade ao leitor, que nao tera muita
necessidade de consultar outras referéncias. Neste ponto, nao demonstramos a maior
parte dos resultados devido ao grande ntimero de referéncias disponiveis. No entanto,
nestes casos, indicamos a origem de cada um deles.

No Capitulo 2, introduzimos a nogao usual de diferenciabilidade de fung¢oes definidas
em esferas. Conceitos como os de homogeneidade e harmonicidade de fungoes também
sao explicados em detalhes. Ja na primeira se¢ao, definimos o importante operador de
Laplace-Beltrami, cujas propriedades surgirao naturalmente no decorrer do trabalho.
Na segunda secao, introduzimos alguns espacos de polindmios que nos auxiliam na
definicao dos harmonicos esféricos e no estudo de suas propriedades. Prosseguimos
com o estudo de fungoes de quadrado Lebesgue-integravel e de expansoes de Fourier de
fungoes Lebesgue-integraveis. Antes de abordar o problema principal do capitulo, ainda
apresentamos propriedades dos polindmios de Legendre, introduzimos os ntcleos de re-
produgao dos espagos de harménicos esféricos e enunciamos e provamos a conhecida
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Formula da Adigao. A seguir, apresentamos estimativas convenientes para os harmoni-
cos esféricos e suas derivadas e, finalmente, resultados contendo condig¢oes necessarias
e/ou suficientes sobre os coeficientes de Fourier de fungoes Lebesgue-integraveis, para
que estas possuam um grau de suavidade pré-determinado.

O Capitulo 3 é destinado ao estudo de diferentes operadores que atuam em espagos
de fungoes definidas em esferas. Estes operadores sao de suma importéancia na definigao
do conceito de diferenciabilidade forte de Laplace-Beltrami. Na primeira se¢ao, enun-
ciamos e provamos o conhecido Teorema de Funk-Hecke, o qual relaciona integragao na
esfera com integragao na reta. A seguir, mostramos a existéncia de sistemas fundamen-
tais na esfera. Nas se¢oOes seguintes, introduzimos os operadores projecao, convolucao,
translacao e diferenca esféricas. Por fim, definimos a derivada forte de Laplace-Beltrami,
provamos algumas de suas propriedades e a comparamos com o conceito de diferencia-
bilidade do capitulo anterior utilizando, para isto, espagos do tipo Sobolev.

O quarto e dltimo capitulo é destinado ao estudo da diferenciabilidade fraca. Co-
mecamos definindo a derivada fraca, seguimos provando algumas de suas propriedades
e apresentando ferramentas necessarias. Fazemos uso do conceito de aproximacao da
identidade e introduzimos o niicleo de Jackson generalizado apresentando estimativas
convenientes. Uma das secoes é destinada ao estudo da derivada da translagao esférica
com relacao ao parametro. Finalizamos com alguns lemas técnicos e um resultado apre-
sentando relacoes entre este conceito de diferenciabilidade e o apresentado no Capitulo
2.

As ultimas paginas contém um indice com as notagoes utilizadas no texto e um
indice remissivo, os quais esperamos sejam tteis para o leitor.



Capitulo
1

Preliminares

Neste trabalho, R"™ denotard o espaco euclidiano n-dimensional e a letra U re-
presentard um subconjunto de R™. A letra Y denotara os espagos R ou C (nimeros
complexos). Se z,y € R", denotaremos por z - y o produto escalar usual de x por
y e por ||z||, a norma euclidiana induzida. A origem de R" sera representada por 0.
Denotaremos o conjunto das fungoes reais ou complexas que sao continuas em U por
C(U,Y) ou, simplesmente, C(U) quando o contexto permitir. Se U é aberto e r é um
inteiro nao-negativo, denotaremos por C"(U) o conjunto de todas as fungdes definidas
em U que sao r vezes continuamente diferenciaveis. Aqui, estamos identificando C°(U)
com C(U) e usando a notagao C*°(U) = N,>oC"(U).

Dado um multi-indice o« € N™ := {0, 1, ... }", definimos o operador diferencial D*
por

|| iy Qo
e 9 9 9

©Qxt - Oz Oxt OQxln

lal :==a; 4+ +an, x=(x1,...,2,).

Representaremos por A o operador de Laplace em R"™ e por V o vetor gradiente de
uma funcao diferenciavel em n variaveis. Em simbolos,

n 2
Ay S v (eet)

oxy’ 0z,

A notacao LP(U,Y) (ou LP(U)), 1 < p < oo, serd usada para representar o espago
das fungoes f: U — Y tais que

/ @) dz < oo,
U

onde dz := dxy - - - dx, é o elemento de volume correspondente & medida de Lebesgue
em R". O leitor deve lembrar que fungoes que coincidem quase sempre sao identificadas
neste espaco. Logo, algumas igualdades deste trabalho podem ser interpretadas como
validas a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula.

Quando n > 2, usaremos a notacao S~ ! para representar a esfera unitaria em R™:

Srli={z e R": |z|] = 1}.
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O primeiro resultado do trabalho indica como integrar uma funcao f : S" ! — Y
em um anel n-dimensional, via coordenadas polares.

Teorema 1.0.1. [9,p.78] Se f € L'(R"), entdo

f(x)dr = /Oo frw)r"tdo, (w)dr,
R" 0o Jsn-1

onde o, ¢ a restricio da medida de Lebesque a S™*.

Em todo o trabalho usaremos a seguinte notagao conveniente

|S" Y = / do,.
Sn—1

Se {e1,...,e,} ¢ a base canonica de R™, um ponto w € S"! ¢ representavel na
forma

w=te, +V1I—12wp_1), t:=w-ep, (1.1)

onde w,_1) € um ponto do equador de S~ pertencente ao subespago (n—1)-dimensio-

nal de R™ gerado por {ey, ..., e, 1}. Observe que tal equador de S"~! ¢ identificavel com
S™~2. Em particular, se escrevemos w(,_1) := (wi,...,ws_1,0) como (wi,...,w,_1) €
S"=2 obtemos a relagao, conhecida por Férmula de Catalan ([12], [22, p.16], [27, p.13]),

don(w) = (1 — )" 324t do, 1 (wi_1))- (1.2)

Quando o contexto permitir, escreveremos simplesmente o para denotar a medida
On-

O proximo resultado relaciona integragao no interior de um subconjunto de R™ com
a integracao sobre sua fronteira.

Teorema 1.0.2. (Teorema de Green) [13,p.537-538] Sejam U um aberto de R™ e
f e g funcgoes de classe C* em U. Se D C U é um dominio compacto e sua fronteira
0D ¢ reqular, entao valem as formulas

[ 1f@8g(0) ~ g)af@lde = [ j)3 ) -

v 81/

[ 1#@ag@) + V1) Vol do = [ fa)ga) de

onde 0/0v é a derivada direcional na dire¢ao da normal exterior a fronteira de D.
Outros resultados conhecidos que usaremos sao os seguintes.

Teorema 1.0.3. (Teorema de Fubini) [9, p.67] Sejam (X, M, u) e (Y,N,v) espagos
com medidas sigma-finitas. Se f € L*(uxv), entio f, € L*(v) para quase todo v € X,
fY € LY () para quase todo y € Y, as fungoes definidas quase sempre g(x f fzdv e
h(y) = [ f,dp estao, respectivamente, em L*(u) e L' (v) e

/fdu><u /foydy )]dﬂ /{/fxyd,u} v(y).



Teorema 1.0.4. [9,p.51] Sejam (X, M, pu) um espago de medida e LT o espago de
todas as fungoes mensurdveis de X em [0,00]. Se f € L*, entio [y fdu = 0 se, e
somente se, f =0 g.s..

Teorema 1.0.5. (Teorema de Schwarz) [13,p.147] Sejam U um aberto de R"™ e
f:U—=Y uma funcao duas vezes diferencidvel no ponto ¢ € U. Entao,

0*f 2 f N
8$iaxj(c = &Ijaﬂ?i(C)’ i,7€{1l,...,n}.

Defini¢ao 1.0.6. Dadas duas seqiiéncias de nimeros reais {xy} e {yr}, escreveremos
z, = O(yx) quando
|2k |
sup — < 00.
kel [Yk|

Proposicao 1.0.7. Nas condi¢oes da definicao 1.0.6, existe uma constante ¢ > 0
satisfazendo |xi| < c|yx| se, e somente se, x = O(yy).

Corolario 1.0.8. Sejam a,b € (0,00) e {xy} uma seqiéncia de termos reais positivos
tal que limyg_,o ), = 00. Entdo axy + b = O(xy). Além disso, existe uma constante
positiva ¢ tal que axy +b < cxy, k € IN.

Denotaremos por O, o conjunto das transformagoes ortogonais sobre R". A agao
de um elemento p de O,, sobre x € R" sera denotada por pz. As propriedades basicas
que os elementos de O,, possuem estao registradas no lema abaixo.

Lema 1.0.9. Valem as sequintes propriedades:

(1) Se pe O, ex,y € R", entao px - py =z -y;

(i1) O, age transitivamente sobre S" !, isto €, se w € Sl e p € O,, entio existe
7€ 8" tal que pr = w.

O seguinte resultado mostra a invariancia da restricaio da medida de Lebesgue a
S™=1 por elementos de O,,.

Teorema 1.0.10. [12,p.13] Seja p € O,,. Se f € L'(S"), entio fop e LY(S"1) e
vale a formula

Flow)dow) = [ f(w)do(w).
Sn—1 Sn—1
Se f,g € L*(S™1), entdo
f(pw)g(pw) do(w) = f(w)g(w) do(w).
Sn—1 Sn—1

Daqui em diante e sempre que for possivel, usaremos o elemento de medida norma-
lizado dw := |S™" |~ 'do(w) quando integrarmos sobre S"!.

O proéximo resultado ¢ uma adaptacao para S™ ! de um resultado de densidade,
inicialmente, para abertos com medida de Lebesgue finita.
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Teorema 1.0.11. [4,p.61] Seja f € L'(S™'). Se

fw)g(w)dw =0, geC(S"),

entao f = 0.

Teorema 1.0.12. (Desigualdade de Minkowsky para integrais) [9, p.194]| Sejam
(X, M, ) e (Y,N,v) espagos com medidas sigma-finitas e f uma fungao (M @ N)-
mensurdvel sobre X x Y.

(i) Se f>0el<p<oo, entio

[ ([renaw) an ] < [ [[ stevr o] ? )

(i7) Se 1 <p < oo, f(-,y) € LP(u) ¢.s., e a fungao y — || f(-,y)||, € v-integravel, entio
f(z,) € L*(v) ¢.s., a fungao x — ff x,y)dv(y) pertence a LP(u) e

[ semat| < e, a),

Também utilizaremos diversos resultados sobre convergéncia. Entre eles, a versao
complexificada do Teorema da Aproximacgao de Weierstrass .

Teorema 1.0.13. (Teorema da Aproximacao de Weierstrass) [25, p.165] Seja A
uma dlgebra de fungoes continuas a valores complexos sobre um compacto K. Assuma
que

(i) A € auto-adjunta, isto €, se f € A entdo f € A;

(17) A separa pontos sobre K, isto €, se x1,x9 € K, existe f € A tal que f(x1) # f(x2);
(1ii) A nao se anula em pontos de K, isto é, se v € K, existe f € A tal que f(z) # 0.
Entao, o fecho uniforme de A € o espago das fungoes continuas a valores complexos
sobre K. Em outras palavras, A é denso em C(K) quando este estd munido de sua
topologia da convergéncia uniforme.

Teorema 1.0.14. (Teste M de Weierstrass) [25, p.148] Seja {fr} uma seqiéncia
de fungoes definidas em U. Assuma que existe uma seqiiéncia { My} de nimeros reais
tal que

|fu(x)| < My, z€U kel.
Se > 7 o My € convergente, entao a série Y -, fr converge uniformemente em U.

O proximo resultado é citado em [15] como um corolario do Teorema de Banach-
Steinhaus.

Proposicao 1.0.15. [15,p.151] Sejam (Vi,| - |vi) € (Va, || - |lv2) espagos de Banach
sobre Y e {T}} C L(V4,Va). Assuma que:

(1) Para cada v € V4, existe algum M, > 0 tal que supy [|Tx(v) ||y, < M,;

(i7) Existem vy € V1, § > 0 e um conjunto E C B(vg,0) :={v e Vi : |[v—vollv, <0} tal
que E € denso em B(vy,0) e para cada v € E existe z, € Vs satisfazendo limy, Ty (v) =
Zy.

Entao, existe um unico elemento T' € L(V1,V3) satisfazendo T(v) = z,, v € V1. Além
disso, ||T|| < liminfy ||T%]].



Os proximos teoremas tratam dos problemas da troca do limite com a derivada
para seqiiéncias de fungoes de varias variaveis e da troca dos operadores de derivacao
e integracao, respectivamente.

Teorema 1.0.16. [13,p.270] Sejam U aberto e conezo e {fi} uma seqiiéncia de apli-
cagoes diferencidveis de U em R™. Se {fix} converge em um ponto c € U e a seqiiéncia
das derivadas {dfy.} converge de maneira localmente uniforme para g: U — L(R™, R™),
entio { fr} converge de maneira localmente uniforme para uma aplicagao diferencidvel
f:U—R™ edf =g. Resumindo, d(lim f) = lim dfy.

Teorema 1.0.17. [9, p.56] Sejam (X, p) um espago de medida e f : X X [a,b] — Y.
Assuma que f(-,t) : X — Y € integrdvel para cada t € [a,b]. Defina

F(t) = /X F(a ) dpu(z).

(i) Se emiste g € L'(u) tal que |f(z,t)| < g(x), (z,t) € X X [a,b] € limy_y, f(z,t) =
f(z,t0), € X, entdo limy_, F(t) = F(to). Em particular, se f(x,-) € continua para
cada x € X, entao F é continua.

(ii) Se Of JOt existe e |(Df /Ot)(x,t)| < g(z), (z,t) € X x [a,b], para alguma g € L'(p),
entao F € diferencidvel e F'(t) = [ (Of/0t)(z,t) du(z).

Como tltimo resultado preliminar, apresentamos um conhecido resultado que for-
nece condig¢oes necessarias e suficientes para que um operador seja fechado.

Teorema 1.0.18. [30,p.175] Se X e Y sdo espagos métricos, uma aplicagcao f com
dominio D C X e imagem R C Y € fechada se, e somente se, vale a sequinte implicagao:
se {ay} C D, ap — a e f(ag) — b entaoa € D e f(a) =b.






Capitulo
2

Diferenciabilidade sobre S"~!

O objetivo deste capitulo ¢ descrever condigoes necessérias e/ou suficientes para
que uma funcao definida na esfera seja diferencidvel até uma ordem especificada. A
diferenciabilidade em questao, bem como outros conceitos e resultados da Anélise na
Esfera, serao introduzidos nas primeiras se¢oes do capitulo.

Usaremos a notagao Rf = {x € R" : |jz|| # 0}. Se z € R{, escreveremos
x' = z/||z||. Quando trabalharmos exclusivamente no contexto esférico manteremos a
notacao do capitulo anterior para indicar os pontos de S~ 1.

Para auxiliar na leitura do texto, lembramos que nas paginas finais hd uma tabela

contendo algumas das notagoes utilizadas.

2.1 Funcoes homogéneas e o operador de Laplace-
Beltrami

Definigao 2.1.1. Seja f : Sn=l Y. A extensio radial de f ¢ a funcio f dada por
f(z) = f(2), z € Rf.

Definicao 2.1.2. Se r é um inteiro nio-negativo, diremos que uma funcao f : S" 1 —
Y ér vezes diferencidvel (respectivamente, continuamente diferencidvel), se f €r vezes
diferencidvel (respectivamente, continuamente diferencidvel) em R{. Nestas condigoes,
para cada multi-indice o satisfazendo |a| < r, definimos D f := (Df)|gn-1.

Notagao: Escreveremos D¥ = D quandoay =1lea; =0,5€ {1,...,k,...,n}\{k}.

Denotamos o espaco da func¢oes que sao r vezes continuamente diferenciaveis no
sentido acima por C"(S™"~!Y') ou, simplesmente, C"(S™"!) quando o contexto permitir.

Definigao 2.1.3. Se f: 8" 1 — X ¢ duas vezes diferencidvel, a expressio
Anf = (Af)|gns

estd bem definida. O operador A, é denominado operador de Laplace-Beltrami. Indu-

tiwvamente, temos
ALf= AN, e Zy = N\{0},

11
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quando f € 2r vezes diferencidvel.

Definicao 2.1.4. Se A\ € R, dizemos que uma funcao f : R™ — Y € homogénea de
grau A, se f(tx) =t f(z), t >0, x # 0.

O proximo resultado é bem conhecido e pode ser encontrado em [8, p.437].

Teorema 2.1.5. (Férmula de Euler para fung¢ées homogéneas) Seja f : R" —
R uma fungao diferencidvel e homogénea de grau X. Entao, x-V f(x) = \f(z), z € R".

Observagao 2.1.6. Se f ¢ uma fungdo homogénea de grau A e existe df/0z;, para
algum j € {1,...,n}, entdo esta ultima é homogénea de grau A — 1, pois

af . fltz + hz;) — f(tx
() — tr hey) = fit)
L+ () — ft)
(h/t)—0 (th/t)
N i
(h/t)—0 (h/t)
= t*‘lg(m‘), t>0, zeRy.

Observacgao 2.1.7. Se f: "1 — Y, entdo f é homogénea de grau 0 uma vez que

f(tfv)Zf(m)zf(t x)zf(HS;—”)ztOf(x), t>0, xeR

izl 2] [|]

Mais ainda, pela observacio anterior, Af ¢ homogénea de grau —2, pois

r - 82f~ . —282f —2 r n
Af(te) =) —5(te) =Y t7—5(x) =t °Af(z), t>0, zeRy.
= Ox; ‘= 05

Observagao 2.1.8. A igualdade na tltima observacao toma a seguinte forma quando
resSh 3
Af(tw) =t2A, f(w), t>0, wes™

As propriedades acima sao utilizadas na prova do préximo resultado.
Teorema 2.1.9. Se f, g € C%(S"'), entao

F (@) Ang(w) do(w) = / Anf (@)g(w) do(w).

Sn—1 Sn—1

Demonstragao: Sejam f,g € C*(S""!). Nao é dificil verificar que a fungao h =
gAf — fAg é Lebesgue-integravel no conjunto A = {x € R" : 1 < z < 2}. Pelo
Teorema 1.0.1 temos que

/A h(z)dz = /1 2 /S . h(rw)r" tdo(w) dr.
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Entretanto, a observagao anterior revela que

h(rw) = g(rw)Af(rw)—f(rw)Ag(rw)
= gW)rAuf(w) = flw)r?A,g(w)
= 12 (g(W)Anf(W) — fW)Angw)), T>0, weS",

e, conseqiientemente,
Jit@ae= [t [ )80 (0) = 1) Angtw) dote)

Por outro lado, o Teorema de Green garante que a integral no lado esquerdo da equacao
anterior toma a forma

g 8—fx—~x@x x — Nxa_fx_~3;@x X
/x||:2<9< )2 @) - 102 >>d /m”:l(g( )2 @) - 102y >>d.

Como f e g sao homogéneas de grau 0 e, portanto, constantes ao longo de retas
normais a S"~1, entao df/0v e 3g/dv sao nulas. Combinando as informagoes anteriores,
concluimos que

/ 3 d?“/ (9(W)Anf(w) = f(w)Ang(w)) do(w) =0.
1 sn=t

2
/ =3 dr #0,
1

o resultado segue. [ |

Como

A préxima proposicao fornece uma caracterizagao alternativa para o conceito de
homogeneidade.

Proposicao 2.1.10. Sejam A € R, F : R® — Y wma funcdo e f sua restricio a S™~ 1.
Sao equivalentes:
(1) F € homogénea de grau \;

(i) F(z) = [[z|*f(2), = € RE.
Demonstracao: Se F' é homogénea de grau A, entao
F(z) = F(|z]2") = 2| F(2') = [|l2[|*f(2'), = #0.

Se a igualdade vale, entao

F(tz) = |[tz|f (Hi—i”) = tM|z|f <ﬁ) = tF(z), t>0, z#0.

Isto conclui a prova. |

Lema 2.1.11. Se m € Z, entio A(||z]|™) = m(m +n — 2)||x||™ 2.
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Demonstragao: Como

0 o,

ool = ot 4 ) =Ry, e {1, nl,
J J
Vemos que
o 0
azllel™ = me— (el
815]2 ; ( J)

m— 0 m—
= o (Jal™ 4y el2)
J

= m [z + (m =2z 27], je{l....n}

Portanto,
>
A(llz™) = = ll=]™
= Ox;
= my [llal™7 + (m = 2) ||| 3]
j=1
= m [nflzl|"7* + (m = 2) |2z ]|?]
= m(m+n—2)[z|"?
o que conclui a prova. [ |

Notacao: No que segue, denotaremos o nimero m(m +n — 2) por A, ,.

Proposigao 2.1.12. Sejam m € Z, F € C*(R"™) e f a restricio de F a S*™. Se F ¢
homogénea de grau m, entao

AF(z) = AmallzlI™ 2 (@) + 2™ *Anf (2), = € R

Demonstracgao: Consideremos inicialmente o caso m = 0. Pela Observagao 2.1.6, AF
¢ homogénea de grau —2. Logo, pela Proposicao 2.1.10 temos

AF(z) = ||z "*(AF)|s-1(2"), x € Rg.

Mas, se F' € homogénea de grau 0 e f = F'|gn-1, entao F' = f em R{. Assim, a Defini¢ao
2.1.3 implica que (AF)|gn-1 = A, f. Portanto,

AF(z) = 2] 2Auf (), = € RS
Suponha agora que m # 0. Sabemos que se H, G € C*(R"), entao
A(HG)=GAH +2VG-VH+ HAG. (2.1)

Vamos usar esta igualdade com H(z) := ||z||™, G(z) := f(z) e z € RZ. O vetor VG &
tangente & S"!, uma superficie de nivel de H. Como VH & ortogonal a S"!, entao

VG- VH =0, (2.2)
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Se F' ¢ homogénea de grau m, segue da Observagao 2.1.6 e da Proposi¢ao 2.1.10 que

ol 20, @) = ol 2Af @) = el (2] 2A7 (")) = 21" Af (@),
Assim, obtemos que
H(z)AG(z) = [z Anf(2"). (2.3)

Agora, pelo Lema 2.1.11 e pela Defini¢ao 2.1.1, temos

G(2)AH (z) = f()Mnallz]™ = Aall™ 7 f (). (2.4)
Finalmente, segue da Proposi¢ao 2.1.10 e novamente pela Defini¢ao 2.1.1 que

H(2)G(z) = || f(z) = ||| f(2) = F(||lz]|«") = F ().
Substituindo esta dltima igualdade e as equagoes (2.2), (2.3) e (2.4) em (2.1), vem que

AF (@) = Az (@) + [l2lI™ 2 An f ().

Isto conclui a prova. [ ]

2.2 Polinbmios harmonicos e harmonicos esféricos

Nesta sec¢ao, introduzimos vérios espagos polinomiais utilizados no trabalho, bem como
algumas propriedades envolvendo os mesmos.

Definigao 2.2.1. Seja U C R" aberto. Uma fungao f € C*(U) € harménica se Af = 0.
Os espacos aos quais refere-se o paragrafo acima sao os seguintes:
e P(R™) = conjunto dos polindmios em n varidveis reais;

o P¥(R™) = subconjunto de P(R™) formado pelos polinémios de grau menor ou
wqual a k;

o P"(R™) = subconjunto de P(R™) formado pelos polindmios que sio homogéneos
de grau m;

o H™(R") = subconjunto de P*(R™) formado pelos polinémios que sio harmoni-
CoSs.

Notagao: Se X(R™) é um dos espagos definidos acima, escreveremos
X(Sn71> = {p|Sn—l - p € X(]R,n>}

O proximo resultado da condigoes suficientes para que um polindmio homogéneo
seja harmonico.



16 Capitulo 2 — Diferenciabilidade sobre S !

Lema 2.2.2. Seja p € P/*(R™). Uma condigao suficiente para que p € H™(R") é

[ i) =0, e ppie)

Demonstragao: Assuma que a condi¢do vale e seja ¢ € P *(R"). Aplicando a
Proposicao 2.1.12 temos que

| A do@) = Ao [ i) do)+ [ Apwie) dot)
= [ A dotw)

Sn—1

Similarmente, com a ajuda do Teorema 2.1.9, obtemos
Ap@ii) o) = [ p)Ai(w) dow
— [ pAT) o) oz [ pllaw) doo)
Sn—l Sn—l
[ AT o)

Sn—1

Como | - [|?Ag € P"(R™), concluimos que
| dvardote) = [ p)aaw) o) = [ o)) dote) = .

Como ¢ é arbitrario, tomando ¢ = Ap e usando o Teorema 1.0.4, deduzimos que
Ap = 0 q.s. em S" 1. Como p € C*(R"), entdao Ap = 0 em S"!. Portanto, pela
homogeneidade de p temos que Ap = 0 em R"™, ou seja, p € H™(R™). [ |

Definicao 2.2.3. Um harmonico esférico de grau m e dimensdo n € a restri¢cao de
um polinémio de H™(R™) a S™'. Denotaremos o espago H™(S"™') dos harmonicos
esféricos de grau m e dimensao n por H},.

O proximo teorema mostra que H)!, esta contido no autoespago de A,, associado ao
autovalor —\,, ,,.
Teorema 2.2.4. Se p € H}},, entao A,p = — Ay, nD.

m’

Demonstracgao: Segue da igualdade
0=Ap=Xnwp+Aup, peH,,
uma conseqiiéncia direta da Proposicao 2.1.12. [ |

Teorema 2.2.5. Se m # k, entao

/ p(@)aw)do(w) =0, peH, qeH.
Snfl
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Demonstracao: Sejam p € ‘H),, e ¢ € H}, m # k. Aplicando o Teorema 2.1.9 e, em
seguida, o Teorema 2.2.4 obtemos

0 - /S  Ap(@)I) dofw) - /S  p0)A () do(w)
= —Amn /Snlp(w)ﬁ(w) do(w) + A /Snlp(w)ﬁ(w) do(w)
= (= Ana) [ P)(0) o)

Como m # k, o resultado segue. [ |

Nosso proximo objetivo é provar que qualquer polindémio sobre R™, quando restrito
a S™ ! pode ser escrito como soma de harmonicos esféricos. Antes, porém, definiremos
um produto interno em P*(R™).

Podemos representar um polindémio p € P/*(R™) na forma

p(m):Zaaxo‘, o €Y, z%:=2aP .. 2 a=(ag,...,q,) € N

n

|a|=m

Para cada p € PJ*(R"), podemos associar um operador diferencial

p(D) = Z a, D

|lal=m

obtido de p(z) trocando-se cada monémio q:?j pelo correspondente operador diferencial
9% /0x}, j € {1,...,n}. Fixemos agora ¢ € P;"(R") na forma

T) = Z bgx®, B €N

|8]=m
Como |a| =m = |/, temos
aal aa’ﬂ aan
Da xr) = ... bxl b Bl :L.ﬂn
Q( ) (81‘?1 SEa" Z BL1 Z ﬁa a1 81‘%” n
|Bl=m 18]=m
Agora, notemos que
[672)
- Se Qy = ﬂn entao axan mgn = an!’ Oé' — Oén' o CYl',
nan
- Se a;, > [3, entao P = 0;
ron
Qn,
- Se a,, < [3, entao g:gn =03, .. ‘ﬁn_anxnn_(an-'rl)‘
Oxon
Mas, se o, < 3, entao a; > 3; para algum j € {1,...,n—1} e, assim, aajxfj/ax?j —0

Portanto,

Daqm:{o,_ se a#[ '

alb,, se a=p
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Obtemos, entao, a forma

= Z alagbg,

|laj=m

sesquilinear sobre PJ*(R"), a qual define um produto interno sobre P;*(R").

Proposigao 2.2.6. A aplicacio ¢ : P*(R") — P" *(R"), definida por ¢(p) = Ap, é
sobrejetora.

Demonstragao: Suponhamos que ¢ nao seja sobrejetora. Entao, existe g € P,:”’Q (R™),
nao-nulo e (( , )),-ortogonal & imagem de ¢, ou seja, tal que

((Ap, @)oo = (¢, AP))m—2=0, pe B"(R").

Tomando p = || - ||q, segue do Teorema de Schwarz que
0=({g, Ap))m-2 = q(D)Ap = Ag(D)p = p(D)p = {{p, P))m
Logo, p = 0 e, por conseguinte, ¢ = 0, o que é uma contradicao. |

Teorema 2.2.7. Cada p € P"(R"™) possui uma tinica decomposi¢io na forma
l
= Z Htzjpm—Zj(-’B), S Rn>

onde | = |m/2] e pm—o; € H" 2 (R"™), j € {0,...,1}.

Demonstragao: Primeiro, observe que qualquer polinémio com grau de homogenei-
dade menor que 2 é harmonico. Logo, s6 precisamos considerar os casos em que m > 2.
Definimos o conjunto

By, = ||l=[I*P (R = {[lz*q(x) : ¢ € P2 (R™)}.

Vamos provar que P*(R") = H™(R"™) @ B". Sejam r(z) = ||z||*q(z) € B", e p €
P (R™) nao-nulo, entdo

Z 0.7 (D) = Aq(D).

Pelo Teorema de Schwarz obtemos

((r, P))m = Aq(D)p = q(D)AD = ¢(D)Ap = ((q, Ap))m—2

Em particular, podemos concluir que ({r, p)),, = 0, 7 € B se, e so se, ((¢, Ap))m—2 =
0, ¢ € P *(R™). Mas, a tltima condigio equivale a Ap = 0, isto &, que p € H™(R").
Repetindo a prova para m — 2, obtemos
= lz|PPRY) = o] (H"*(R") @ By, _,)
= |l«|*PH"2(R") @ [[«]* P (RY).

Portanto, o resultado segue por recorréncia. [ ]
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Corolario 2.2.8. Se p € P™(R"), entdo p|sn—1 pode ser escrito como soma de har-
monicos esféricos de grau mo mdximo m.

Demonstracao: Segue direto do teorema anterior. [ ]
Corolario 2.2.9. P(S") = [UpewH?].
Demonstracgao: Segue do corolario anterior. [ |

Proposigao 2.2.10. Seja m um inteiro nao negativo. Entao,

— — 1)
dn, = dim P"(R") = ( nbm =l ) _prm- 1

m m!(n —1)!
Demonstragao: Claramente, d, ¢ igual a quantidade de monomios 2%, com |a| =
Vamos, entdo, calcular essa quantidade. Para tanto, consideremos h(t) = (1 —¢)~!

[t| < 1, cuja representagao em série de Taylor centrada na origem é h(t) = > ~_ ¢
Usando tal expansao, deduzimos que

H1—x] =1 D> a2l < L

=1 \|a|=m

Por outro lado, a expansao de g(t) = (1 —¢)™", |[t| < 1, é da forma

_1+Z("+m_1)tm.

Comparando-se convenientemente as séries acima, vemos que a quantidade de mono-
mios da forma z® coincide com (n+m — 1)!(m!(n — 1)!1)~* |

Proposigao 2.2.11. O operador ¢ : P (R™) — P (S™™1), definido por ¢(p) = plgn-1,
€ um isomorfismo.

Demonstragao: Sendo ¢ linear e sobrejetora, basta provarmos que ¢ é injetora.
Entretanto, a injetividade segue da igualdade p(z) = ||z]|™¢(z'), x € R, dada pela
Proposicao 2.1.10, onde ¢ é a restricdo de p a S™~L. [ |

Proposicao 2.2.12. Se B} ¢ o conjunto introduzido na prova do Teorema 2.2.7, entao
dimB! =d _,

Demonstragao: Seja ¢ : P/" 2(R") — B? dada por ¢(p)(x) = ||z||*p, p € P" *(R"),
x € R™ A propria definicao de B], revela que ¢ é sobrejetora. Por outro lado, se
p,q € P 2(R™) e ||z||*p(z) = ||z||?q(z), * € R™, obviamente p(x) = ¢(z), z € Ry Por
continuidade, p = ¢, e ¥ é injetora. O resultado segue. [ |

Teorema 2.2.13. A dimensao a)}, de 'H), € dada por

_(2m+n—-2)(n+m—3)
"o m!(n —2)! ’

a menos que n+m < 3.
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Demonstragao: Combinando-se a decomposicao em soma direta descrita na prova
do Teorema 2.2.7 e a Proposigao 2.2.12 obtemos imediatamente que dim H™(R"™) =
dr —dr _,. O restante segue da Proposicao 2.2.10. [ |

Observagao 2.2.14. Alguns valores especiais para a;, sao os seguintes:

ag =1; al =n; a2, =2(m>0); a’l =2m-+1.

Corolario 2.2.15. Vale a sequinte estimativa para o valor encontrado no teorema
anterior: a”, = O(m"™%), n > 2.

Demonstragao: Nao é dificil ver que

(2m+n —2)(n+m — 3)! (2m—|—n—2)(n—|—m—2)~~(m—1).

ml(n —2)! m+n—2(n—2)!
Logo,
(2m+n—2)(n+m—3)! _ 2m"t + T _ m" 2 + (I /m)
m!(n —2)! (m+n—-2)(n—=2)!  [1+4 (n—2)/m](n—2)!"

onde I ¢ um polinémio em n e m, cuja maior poténcia de m é n — 2. Segue que

ar 2+ (T /m"1) moco 2
mn=2 [l + (n—2)/m](n—2)! (n—2)!"

o que conclui a prova. |

2.3 L*S™!) e expansoes em séries de Fourier

Nesta se¢ao, consideraremos o espago de Hilbert L?(S™!) munido de seu produto
interno usual
(f,9)2 = fWg(w)dw, f,g€ L*(S"),
Sn—l
bem como da norma induzida, ||f|ls = /(f,f)2, f € L*(S™'). Lembramos que o

elemento de medida dw corresponde ao miiltiplo de do,, que garante a normalizacao

/ dw = 1.
Sn—1

Cada H", m € N, é um subespago vetorial de L*(S™'). Além disso, o Teorema 2.2.5
revela que H, e H}' sdo (,)q-ortogonais quando m # .

O primeiro resultado desta secdo mostra que qualquer funcao continua sobre S !
pode ser aproximada, de forma uniforme, por polindémios de P(R™). Sempre assumire-
mos que C(S™!) estd munido de sua norma do supremo || - ||s-

Lema 2.3.1. P(S™ ') é um subespago denso de C'(S™71).
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Demonstragao: E uma conseqiiéncia do Teorema da Aproximagao de Weierstrass. B

No préximo resultado veremos que toda fungao de L?(S™!) pode ser aproximada
por polindémios sobre S™7!, na topologia de L*(S™1).

Lema 2.3.2. P(S"') é um subespaco denso de L*(S™7!).

Demonstragao: E conseqiiéncia imediata do fato de C(S™!) ser um subespaco denso
de L*(S™ 1. |

O lema abaixo é um resultado classico de Anélise Funcional.

Lema 2.3.3. [3,p.153] Seja M um subespago vetorial de um espago de Hilbert X. Sao
equivalentes:

(1) M é um subespago denso de X ;

(17) O complemento ortogonal de M em X € trivial.

Teorema 2.3.4. L*(S" ) = [UnenH?] = ®menHL, .
Demonstragao: Segue do Lema 2.3.2, Lema 2.3.3 e Corolario 2.2.9. |

O teorema anterior revela que se {h¥ : k = 1,...a"} é uma base ortonormal de
H",m € N, entdo {h* : k=1,...,a", m € N} é um subconjunto ortonormal completo

coy Wy

de L*(S™1). Logo, se f € L*(S"!), existe uma expansao de Fourier associada

f = Z . fm,kzhfna

m=0 k=1

a

onde f, ;= (f,hE),, kef{l,...,an}, meN.

Notagao: No restante do trabalho, os conjuntos {h* : k = 1,...a"} e {hF : k =
1,...,ar, m € IN} representardao uma base ortonormal de H}}, e um subconjunto or-

g ooy Uy

tonormal completo de L?*(S™!), respectivamente, em relagao ao produto interno de
L2(S™ 1.

Teorema 2.3.5. Sejam f,g € L*(S"'). Se

entao f =g q.s..
Demonstracao: Nas condi¢oes do teorema, temos que G, = fm,k, ou seja,
(f—g,hE)e=0, ke{l,...a%}, mel.

Portanto, a conclusao segue do Teorema 2.3.4 e do Lema 2.3.3. [ ]
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2.4 Niucleos de reprodugao dos espacos H,

O termo ntcleo de reproducao geralmente refere-se a espagos de Hilbert construidos a
partir de fungoes positivas definidas ou afins. Utilizaremos a idéia de nicleo de repro-
ducao para demonstrar um importante resultado conhecido por Formula da Adicao.
Para mais informagoes sobre este assunto, sugerimos [1].

Definicao 2.4.1. Seja V' um espaco de Hilbert de funcoes com dominio D. Uma fungdo
p: D x D — R éum nicleo de reproducgao de V' se:

(1) Fizado y € D, a fungdo x € D — p(x,y) € um elemento de V;

(¢7) (Propriedade reprodutora) Fizado y € D, f(y) = (f,e(-,y)), f € V, onde (-,")
denota o produto interno de V.

Fixado m (e ainda n), vamos estudar algumas propriedades da funcao F),: S"! x
S~ Y definida por

F(w,7) = fj hi (W) (7).

Nosso objetivo nesta se¢ao ¢ provar que F;,, ¢ um nicleo de reprodugao de H,,.
Lema 2.4.2. A funcao F,, independe da escolha da base ortonormal de H},.

n
Demonstragao: Suponhamos que {I} ... "} ¢ uma outra base ortonormal de H™,.
Podemos escrever

an

lgn = Z Ci,jhf—m Cij €Y.
i=1
Note que, por esta tltima igualdade,

P N S S
i = (B, 1,)2 = § Cij Cog (M hi)2 = E Ci,j Cir jo Oyt = § Cij Cigry

i i i

o que mostra que a matriz com entradas ¢; ; ¢ unitaria.
Agora,

DB @n(r) = 3 (Zci,jhw)) (an,jhm)

i\ i ]

= Y i Ty by ()i (7)

Juntando as informacgoes acima, obtemos
> B @)Bn(T) = D Sl (@A (1) = 3 bl (w) i (7),
J i3’

o que conclui a prova. [ |



2.4 Nucleos de reproducao dos espagos H', 23

Lema 2.4.3. F,,(pw, p7) = Fpp(w,7), p € Op, w, 7 € S™7L.

Demonstragao: Vamos provar que se p € O,, entao {h op, : 7 =1,...,a"},
com p,, := p|gn-1, € uma base ortonormal de H. Assim, o resultado seguird do lema
anterior. Para m = 0 ndo hé o que provar. Assuma que m > 0 e fixe j € {1,...,a],}.

Pela definigao de H, temos que existe p € H™(R") tal que p|ga—1 = h?,. Como

plpx) = [lpz||"p((px)") = ||zl p(pz"), = € RE,

e p(p0) = 0, segue da Proposigao 2.1.10 que po p € P, p € O,. Agora, como
A(pop) = Apop, p € O,, vemos que pop € H™(R"). Como p aplica S"~! sobre S"~1,
segue que

(pop)lsn-1 = (plsn-1) 0 pp = hi), © pr.

Logo, h. o p, € H™. A ortonormalidade de {h! op,: j=1,...,a"} é conseqiiéncia
do Teorema 1.0.10. [

Wl

No proximo resultado, utilizamos o simbolo somente para distinguir os pontos.

Lema 2.4.4. Sejam w,w', 7,7 € S"7'. As sequintes afirmagoes sio equivalentes:
(1) Existe p € Oy, tal que pw =w' e pT =17';

(i) w-T=w 7.

Demonstragao: Se (i) vale, podemos usar a invariancia do produto escalar usual de
R"™ por O,, para concluir que

w-T=pw-pr =w 7.

Reciprocamente, suponha que (i7) vale. Como O, age transitivamente sobre S™!,
existe p; € O, tal que pyw = w'. Logo,

ol =wor=pw-opr=0 o7

Da mesma forma, podemos encontrar p, € O, tal que pow’ = W' e pop17 = 7. A
condigao (i) segue tomando-se p = pap1 € O,,. [

Lema 2.4.5. Existe uma fun¢ao ., de uma varidvel tal que F,,(w,7) = @ (w-T), ou
seja, F,, € uma func¢ao de w - T.

Demonstragao: S6 precisamos provar que a fungao ¢, estd bem definida. Assuma

que w- 7 =W - 7. Segue do Lema 2.4.4 que existe p € O,, tal que pw =w' e pr = 7.
Portanto, pelo Lema 2.4.3 temos

Om(w - T) = Fp(w,7) = Fn(pw, p1) = Fr (W', 7') = o (W’ - T'),

e o lema segue. [ |

O proximo resultado analisa a propriedade de reproducao de F,.
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Lema 2.4.6. Se p;, € H}, entao

/Sn1 Pr(W) Fon (7, W) dw = O (7)-

Demonstracao: Pela definicao de F), e pela linearidade da integral temos que

/Sn—l k(W) F (T, w) dw = ]Zl h? (T) /Sn_l Pr(w)hin(w) dw = Z b (7)) (pg, b2 )s.

Por outro lado, o Teorema 2.2.5 implica que

j |0, kE#m
27‘ o ={ o kD

Portanto,
| ) Fa(r) dw = ().
Sn— 1
O resultado segue. [ |

Corolario 2.4.7. A funcao F,, é um nicleo de reprodugao de H},.

2.5 Polindmios de Legendre e a Férmula da Adicao

Nesta secao, provamos a Férmula da Adigao para harmoénicos esféricos e deduzimos
algumas de suas conseqiiéncias bésicas.

Teorema 2.5.1. Sejam 7 € S" ! e (,, € H"(R"). Assuma que:

(1) lin(T) = 1;

(13) Ly, € uma fungao T-zonal, ou seja, se p € O, satisfaz pr = T, entao Uy, (px) = Ly ().
Entao, 0,, € unicamente determinada por

ln(@) = |l2|"Pp(a’ - 7), x € R,
onde P! € um polindmio em uma varidvel.
Demonstragao: Primeiro, vejamos que podemos tomar 7 = e, = (0,...,0,1) sem
perder a generalidade. Seja p € O, tal que p~'7 = e, e considere a funcio £, o p.
Assim, £,,(pe,) = ln(T7) =1 e se p; € O, é tal que pie, = e,, entao
pp1p” T = ppren = pen = T.

Agora, segue de (i7) que

Cn(pp12) = b (pprp~ ' px) = (px), = € R,
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o que prova que £, o p satisfaz (i) e (i7) com 7 = e,. No que segue, assumimos que
T = e,. Seja w € S"!. Expandindo (,,(z) em relagdo a x(,—1) = (21,...,Zn_1),

obtemos
©) =Y whrmi(Tm),
=0

onde r,_; € P;ZL*"(R"_l), j=1,....,m. Seja p € O, tal que pr = 7. Se p/ = p|gn-1,
onde identificamos R"~! com o subespaco de R" ortogonal a e, entdao p' € O,_; e, por

(i),
m m
Zx%'rmjpmn 1) Zx Tm]x(n 1))
7=0

j=0

isto é, cada 7,,_; é invariante por p' € O,_;. Logo, cada 7,_; é constante em Sn—2
(visto como a interse¢ao de S"' com R™™ ). Se z(,_1) # 0, concluimos entao que

—j (n—1) —i
rm—j(x(n—l)) = ||I(n—1)|lm (” ||) = Hx(n—l)Hm Jcm—jv

onde cada ¢,,_; ¢ constante. Como cada 7,,_; ¢ um polinémio, segue que ¢,,—; = 0 se
m — j é impar. Vejamos, pois, o que ocorre quando m — j é par. Podemos escrever o
laplaciano na forma

o o o2
AL LN A= e
92 02 T o

Como ¢,,, € H™(R"), entdo

0=Aln(z) = Y A(ehrmi(zm))

5=0
m 82 ‘

= Y (rnsrn) gt + oA o0n) )
5=0

= > 30 = Drmj(@en)al 2+ wh A (2p1))-
=0 =0

Conseqilientemente,

3G = Drmj(zmor))a] >

NE

m
N W A j(wn) = -
§=0

.
Il
=)

3
&

= - G+ + Q)Tm—j—Q(x(n—l))x%
—0

.

e temos que
Alrmfj(x(n—lﬂ =+ + 2)7amfj*2<x("—1))'
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Juntando as informagoes anteriores,

G+ DG+ Dt 1" e = =G+ D0+ D ya(a)
= Aty j(Tm-1)-
Como 7m—j(T(n-1)) = Cm—jl|T@m-1)||™ 7, segue do Lema 2.1.11 que

[+ D0+ Dzl P2 = ey llzon™

Cm—j(m = j)[(m = j) +n = 3|y "7

Logo,
—(+DG+2emj2=cmjm—=7)[(m—j)+n—=3], j€{0,....,m—2} (2.5)

Lembrando a condic¢ao (i) e usando a homogeneidade dos polinémios r,,_;, temos que

—_

1 ="4n(7) = ro(T(n-1)) + Trm—j (T-1)) = T0(T(n-1))-
J

3

I
=)

Como ry é constante, ¢y = 19 = 1. Desta forma, usando a formula (2.5), obtemos os
valores de c,,,—; para m — j par e maior que 0. Finalmente,

@) = Y (@)
=0
=0
=0
onde t = wy,, W+ --+w? ; =1—12 A soma Y.’ inclui apenas os j € {0,...,m}

para os quais m — j é par. Agora, dado = € R", como ¢, ¢ homogéneo de grau m > 0,
segue da Proposigao 2.1.10 que

U () = [|2]| ™l (2") = [l Py (2" - 7), = € Rg,
onde
PRty =3 o ytl(1— 2) D2
j=0
A prova estd, finalmente, completa. [ |

Definicao 2.5.2. O polinomio P} de grau m definido no teorema anterior é chamado
de polinémio de Legendre de grau m e dimensao n.
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Observagao 2.5.3. E facil ver que P?(1) = 1. Mais ainda, se m é par, entdo m — j
par implica que 7 também é par. Logo,

. - (m—3)/2
Pr(=t) = Y eny(=ty [1= (=7
=0
— Z ! Cm_jtj(l _ t2)(m—j)/2
=0
= PI(1).
Analogamente, se m é impar, entdao P'(—t) = —P"(t). Portanto,

B (=t) = (=1)" Py (1).
Teorema 2.5.4. Vale a formula F,,(w,7) = al' P (w - 7).

Demonstragao: Pelo Lema 2.4.5 temos que F,(7,7), 7 € S*!, ¢ constante. Logo,

a’. = Z/nl hi (w)hi (w)dw
j=1"%
- [ S
Sn—1

7=1

= / Fo(w,w)dw
Sn—l
= F(1,71).

Agora, fixando 7 € S"71| segue da definigao que (a?)'F,,(-,7) € H". Além disso,

essa fungao satisfaz as condi¢oes do Teorema 2.5.1. Portanto,

1
Pi(w-71) = —F,(w,7).

m

Esta é a igualdade do enunciado. [ |

Corolario 2.5.5. (Formula da Adigao) Vale a igualdade
Zhj )=a"P'(w-7), T,we€ S

Demonstragao: Segue imediatamente da defini¢ao de F}, e do teorema anterior. W

Corolario 2.5.6. Sejam € N. Entdo, os coeficientes de P" sio reais, isto é, P™(t) =
P (t), t € [-1,1].

Demonstragao: Pela Formula da Adicao,
Pr( Zhﬂ =P'(r-w)=P(w-T).

Isto basta. [ |
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Corolario 2.5.7. Vale a igualdade
Z B (W)> =a, weS" mel.
j=1

Demonstracao: Pela demonstragdo do Teorema 2.5.4 temos que P (1) = 1. Portanto,
para qualquer w € S"!, temos, pela Formula da Adicao, que

D @) = ap Pr(w-w) = az Pr(1) = an,
j=1

Isto conclui a prova. [ |
Corolario 2.5.8. Valem as estimativas —1 < PP (t) <1, t € [—1,1].

Demonstragao: Segue da Formula da Adigao e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz
que

2

L — 1 & 1 &
n . 2 . 7 i o J 2 - 7 2
P = |- S W@ (r)| < [ pLA®! ] [ > 11 (r) ] -
m ]:1 m le m ]:1
Portanto, o resultado segue do Corolério 2.5.7. [ |

2.6 Estimativas para os harmoénicos esféricos e suas
derivadas

Os harmonicos esféricos, bem como suas derivadas de qualquer ordem, sao restrigoes
de fungoes de classe C'*° a um conjunto compacto. Como tal, eles definem fungoes limi-
tadas. Nessa se¢ao, nosso objetivo é obter limitantes convenientes para estas funcgoes.

Lema 2.6.1. Sejam m € N e « € N". Se p € P;*(R"), entdo a aplicagio x € R" —
|VDp(x)||* € um polinémio homogéneo de grau 2(m — |af — 1).

Demonstracao: Sejam p € P/*(R") e k = |a|. A Observagao 2.1.6 nos conta que
D% € P *(R"). Da mesma forma, D%/0z; € P * ' (R"), j € {1,2,...,n}.
Logo,

n a 2
IVDep(e)| = |t Depe)| = 2D D), >0, w40,
j=1 7
e o resultado segue. [ |

Lema 2.6.2. A derivada direcional 0/dv na dire¢io da normal exterior a S"! satisfaz
a formula

0
el px) = mp(z), = eR" peBR").
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Demonstragao: Para m = 0 é 6ébvio. Seja, pois, m > 0. Escrevendo p na forma

p(x) = Z aax] ..,

|a|=m

e usando coordenadas esféricas obtemos

p(x) =p(r,01,..., 0, 1) = Z ao(rp1)® .. (rpy)o =™ Z anpt .. pom,

|al=m |a|=m
onde p; = x;(01,...,6,-1), 7 € {1,...,n}. Segue que
rg (x)=r grm Z agpyt ... pin = mr™ Z anpyt ... pom = mp(x)
v v . o " o o " ’
o que ratifica a férmula.

Lema 2.6.3. Seja f: R™ — Y wma fun¢do homogénea de grau \ # —n. Entao,

1
/z||§1 f(x) dr = n + by gn-1 f(w) da(w).

Demonstragao: Pelo Teorema 1.0.1 temos

1
/ f(z)dr = / f(ra")yr"tdo(z') dr.
flzll<1 0 Jsn-1

Assim, pela Proposicao 2.1.10, obtemos

1

/u:cgf(x)dx_/o P Sn*lf(f’f)d (@)= ——= s fw)do(w),

a férmula do enunciado.

Teorema 2.6.4. Seja m € IN. Valem as sequintes afirmacoes:
(1) Sem # 0, existe uma constante c(n) tal que

A2 ()| < e(n)m=272 e st
(i7) Se a € N" e |a] +m > 0, entdo existe uma constante c(|a|,n) tal que

D ([l iy, ()] < e(|af, n)ml =22 g |m=lel g € R

Demonstragao: Primeiro, notemos que |hj| = 1, de modo que a desigualdade em (7)
nao vale para m = 0. Porém, se m € Z., entdo a afirmacao (i) segue do Corolario

2.5.7 e do Corolario 2.2.15.

Para justificar (ii), consideramos casos separados. Se |a| = 0 # m, entao (ii) segue
diretamente de (7). Se || > 0 = m, obtemos a igualdade. Resta-nos analisar o caso em
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que m > 0 e |a| > 0. Vamos analisar apenas o caso m > 0 e |a] = 1, uma vez que o
caso geral é apenas, e tao somente, uma adaptacao deste. Comegamos definindo

p(x) = [lz|"hy, («), = € Rg.

Pela Proposicao 2.1.10 e pela defini¢ao de H!,, temos que p € H™(R"). Como o Teo-
rema 1.0.5 justifica a igualdade
op 0

A—=—Ap=0
axj axj p ’

da Observagao 2.1.6 obtemos que dp/dz; € H™ '(R"). Entao, podemos encontrar
constantes ¢; € Y tais que

n

Am—1

dp ! /
a—xj(x) = Z Cihy, o ().

=
Logo, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz e pelo Coroléario 2.5.7 obtemos

dp

2 Gy, q an, 1
o ] S D lal® | | Do P ) <an Y el
J =1 =1

Como
2

ag,_4 ap
02:/ —(w
Sl = [ e

n—1

o) < [ 19p() I do(o)

chegamos a
ap ! ’ n 2
L@ <an | IVp)|? dofw).
37] Sn—1

Sendo ||Vp||* homogénea de grau 2(m — 1) pelo Lema 2.6.1, uma aplicacio do Lema
2.6.3 nos leva a

| N9 drte) = o+ n=2) [ [9p(a) .

~—

onde B, = {x € R" : ||z]| < 1}. Mas, como p é harménico, segue do Teorema 1.0.2 que

_@waw: Dl T)dx z)||? dx = z)||? de
[ 5t ) = [ m@apedr [ Vp@dr= [ [9pe) i

No entanto, pelo Lema 2.6.2 e pela definicao de p, temos que

| s o) =m [ )P dot) =m [ I @)Pdote) = m
Sn—l Sn—l Sn—l

Combinando os dados acima, vem que

[ I o) = m(2m+n =),
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Voltando a desigualdade e aplicando o Teorema 2.2.15 e o Lema 1.0.8, encontramos

0
L )| < ex(m)m = 1"~ m(zm + 1 = 2) < clfal,n)m”
J
Conseqiientemente,
0
5. @) < cllal,mym D

Como Odp/0x; é homogéneo de grau m — 1, a desigualdade anterior implica que

Op
a—%(fﬁ)

< cllaf, nym! T2z

Isto conclui a prova. [ ]

2.7 Diferenciabilidade em L'(S"1)

Nosso objetivo agora é obter condigoes necessarias e/ou suficientes para que uma fungao
integravel sobre S"~! tenha uma ordem de diferencibilidade finita. Como no caso de
séries de Fourier usuais, veremos que tais condigoes estao intimamente relacionadas
ao decaimento dos coeficientes de Fourier da funcao. Para o caso em que a ordem de
diferenciabilidade é infinita, as condigoes tornam-se necessarias e suficientes.

~ u . . TN . ~
Notagao: Escreveremos f;, — f para indicar que a seqiiéncia de fungoes { f} converge
uniformemente para a funcao f.

Lema 2.7.1. Se fi — f em S™!, entdo fk = f em Ry .
Demonstragao: Segue diretamente da Definigao 2.1.1. [ |

Lema 2.7.2. Sejam r € N e {fi} uma seqiiéncia de funcoes de C™(S™™1). Se fp — f
e D°fi 5 ga, o] <7, entdo f € CT(S"') e DOf = gq.

Demonstragao: Se r = 0, o resultado segue do Teorema da Continuidade do Limite
Uniforme ([13, p.268]). Assuma agora que r = 1. Em vista do enunciado, vamos assumir
ainda que para cada j € {1,...,n}, existe uma fungdo continua g; tal que 0f;/0x; R
g;. Pelo Lema 2.7.1 temos que Gfk/ﬁx] = giem Ry, 7€ {1,...,n}. Conseqiientemente
dfy = G, onde df, = (8fk/ax])1xn e G = (Jj)1xn- Segue do Teorema 1.0.16 que f €
CHRE) e df = G, onde df = (0f /0x;)1xn. Portanto, df /0x; = §;, 7 € {1,...,n}. A
conclusao do lema segue por restricao a S"~1. O caso geral segue por um procedimento
similar ao acima descrito. [ |

A seguir, apresentamos os resultados principais deste capitulo.

Teorema 2.7.3. Sejam r € Zy e f € L'(S"™"). Se existir uma fungio g € C*"(S™1)
tal que g = f q.s., entdo |frmi| = O(m™"), k€ {1,...,ak }.
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Demonstragao: Primeiro, assumimos a existéncia de f como descrito no enunciado
e fixamos k e m. Pelo Teorema 2.2.4 temos que

Foke = (=) " (f, AT RE Y.

No entanto, pela hipotese, Teorema 2.1.9 e Desigualdade de Cauchy-Schwarz, vemos
que

[(F ALhE )| = 19, kS ol = (A9, ol < ALg ]Ik 12 = 1A% gll.

Combinando os fatos acima e empregando o Corolério 1.0.8, encontramos uma cons-
tante c(n) tal que R
[l < c(n)m™*" | AL gl

O resultado segue. [ |

Corolario 2.7.4. Sejam r e f como no teorema anterior. Se existir uma fungao g €
Cm(S™Y) tal que g = f q.s., entdo | fmr] = O(m=2), k € {1,...,a"}, onde s = 2|r/2].

Demonstracao: O resultado é conseqiiéncia do teorema anterior, analisando-se sepa-
radamente os casos r par e r impar. [ |

Analisamos agora a reciproca dos resultados acima.

Teorema 2.7.5. Sejamr € Z,. e f € L'(S"Y). Se |fni| = O(m™%), k€ {1,...,dk,
e dr > 3n — 2, entdo existe uma funcio g € C*(S™1) tal que g = [ q¢.s., onde
s=|(4r —3n+2)/2].

Demonstracao: Fixemos um inteiro nao negativo j tal que 25 < 4r —3n+2. Tomemos
a € N tal que |a| < j e consideremos a série

> zm: S DRE .

m=0 k=1

Pretendemos utilizar o Teste M de Weierstrass para garantir a convergéncia uniforme
da série. Pelo Teorema 2.6.4-(ii) temos que

n n

<Z|fmkl|Dahk( )| <c |a| Zm|c‘é\+(n 2/2|f

k=1

Aoy,

Z fm kDahk

k=1

) we S
Se | fmx] = O(m™2"), entdo

Zm: m|a|+(nf2)/2|fm7k| _ Xm: m\a|f2r+(n72)/2m2r|fm7k| < (n)a?nm\a|72r+(n72)/2.

Agora, segue das condigoes impostas sobre |a| e 7 e do Teorema 2.2.15 que

n

2

el =2r+(n=2)/2 < ¢ m2 < c(n)m™2, m>0.

n -n __
— Y'm

mn2

n
a,,m m
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Combinando as informagoes acima, obtemos

an

Zm fm,kDah]:n

k=1

<em™2, m >0,

onde ¢4 = c(|al,n)ci(n)ea(n). Garantimos, assim, a convergéncia uniforme da série
para uma funcao continua g,. Definindo g := gy, podemos usar o Lema 2.7.2 para
concluir que g € C7(S" ') e DG = g,. Como isto vale para qualquer j satisfazendo
2j < 4r —3n+2, entao g € C*(S"!). Finalmente, g = f q.s., devido ao Teorema 2.3.5
e o resultado esta provado. [ ]

Teorema 2.7.6. Seja f € L'(S"!). Sao equivalentes:
(i) Eziste uma fungio g € C*°(S™") tal que g = f q.s.;
(1) |fmgx| =O(m™™), r € Z.

Demonstracao: Conseqiiéncia do Corolario 2.7.4 e do Teorema 2.7.5. [ ]






Capitulo
3

Diferenciabilidade forte de
Laplace-Beltrami

Agora, introduzimos outra nocao de diferenciabilidade de funcoes definidas em S
a derivada forte de Laplace-Beltrami. Para isto, estudaremos rapidamente alguns im-
portantes operadores associados: a projecao, a translacao e a diferenca esféricas. In-
cluiremos provas para varios resultados importantes, como por exemplo, o Teorema de
Funk-Hecke.

Deste capitulo em diante, usaremos a letra X para representar qualquer dos espagos
C(S" e LP(S" 1), 1<p< 0.

3.1 O Teorema de Funk-Hecke

Nosso objetivo aqui é provar o Teorema de Funk-Hecke, o qual relaciona integracao em
S~ com integragao no intervalo [—1, 1].

Consideremos o espago L'™ := L' ([~1, 1], dw,(t)), onde dw,(t) := (1 —t2)"=3)/2q¢.
Neste espaco, definimos a norma

Sn 2
1Kl = |5n 1:/ K| don(t), K € L (3.1)

Fixado K € L', definimos o ntcleo F': S~ ! x §"~1 — R por

F(r,n) = s K(t-w)P)(w-n)dw, T,n€ gn-t, (3.2)

Proposigao 3.1.1. F(r,-) € H", T € S" L.

m’

35
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Demonstragao: Pela Formula da Adi¢ao temos que

a

Fe) = [ KGew [ainfjhm%(w)] o

Sn—1 m ]:1

_ ¥ {i K(7 - w)hin(w) dw} h7, ()

CL% Snfl
= Cj(T)hj (n), 7,m€ st

onde

Isto prova a proposicao. [ |

Proposicao 3.1.2. Seja 7 € S™ 1. Na notacdao da proposicio anterior, ainda temos
F(r,n) = F(r,7)Pp( ), n€ S" .

Demonstragao: Se K = 0 em L™, entdo nao ha o que provar. Se, ao contrario,
K # 0, entao existe 7 € S"! tal que F(7,7) # 0. Como F(7,-) € H™, entdo existe

p € H™(R") tal que p|gn-1 = F(7,-). Definimos a fun¢ao ¢(z) = p(z)/F(7,7), v € R™.
Como

ltx) = P{?(m) =t" p(z) =t"(z), =#0, t>0

1

Allz) = F(r,T)

Ap(x) =0, x€R",
entdo £ € H™(R™). Mais ainda,

p(r) _ plsn-ai(r)  F(7,7)
tr) = F(r,7) B ;(7'77') - F(r, 1)

Também temos, pelo Teorema 1.0.10, que F(pw, pn) = F(w,n), p € O, w,n € S™L.
Logo, se p € O,, satistaz pr = 7, entao

pr) = ||PI\|mF<T}7p(i7/ﬂ§mH> _ |!$!|mFZgP(;’:)I/!\I\|) _ Fp((rx)r) — i(a).

Assim, como ¢ satisfaz todas as hipoteses do Teorema 2.5.1, concluimos que ¢(n) =
Pr(t-m), n € S" 1 Segue que

F(r,n)=F(r,7)P"(t-n), nesS™ ' (3.3)

Para finalizar, sejam w € S" ! e p € O, tal que pr = w. Entao, segue da invarincia
de F' por transformagoes ortogonais e de (3.3), que

F<wa77) = F(Ta ,0_177) = F(7_> T)sz(T : ,0_177) = F(wvw)P:z(w ' 77)7 ne Sn_l'

Como w foi tomado arbitrariamente em S™!, o resultado segue. [ |
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Lema 3.1.3. Seja K € LY. Entao,

|Sn 2| n ! n n—1
Po(r-n) [ K@)P,(t)dw,(t), 7,mesS" .
—1

Sn—1

Demonstragao: Por (1.2) temos
n _ 19" n
F(r,7) = K(t-w)P(w-T) |S" i1/ K VP! (t) dw, (1),
Sn—1

onde t = 7w = w - 7. Portanto, segue da Proposicao 3.1.2, que

K(r-w)Ph(w-n)dw = F(r,7)Py(7-n)
Snfl
|S™ 2! /
= K P" dn
G P nt)

Isto prova o lema. [ |

Teorema 3.1.4. (Funk-Hecke) Seja K € L'™. Se p € H", entdo

m’

n—2
K(1-w)p(w) dw = én 1} / K(t)P (t) dwn(t).
Sn—1

Demonstracao: Seja p € H,. Usando a propriedade reprodutora de P obtemos
Kirwp@)ds=d, [ K@w) [ pPie ndndo. (34)
Sn—1 Sn—1 gn—1

Como K é mensuravel, segue do Teorema de Fubini, que

Krw) [P ndndo= [ g [ K0Py n ey

Sn—1 n—1 Sn—1

Aplicando o Lema 3.1.3 na igualdade anterior e substituindo em (3.4) obtemos

Kot = gtan [ e ndn [ KOPL© 0,

- o) [ KOP0 )

Isto garante o resultado. [ |

3.2 Sistemas fundamentais em S"!

Nesta secao, mostraremos que a integral na féormula reprodutora do Lema 2.4.6 pode
ser escrita como uma soma finita.
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Definigao 3.2.1. Um conjunto {w',... ,w*} C S"7! é chamado de sistema funda-
mental de ordem m se o determinante da matriz de ordem a, com entradas P (w'-w’)
€ positivo.

O proximo resultado é o passo inicial para se provar a existéncia de sistemas fun-
damentais em S™!.

Lema 3.2.2. Sejam k € {1,...,a%} e {pF, : k = 1,..., N} um subconjunto linear-

mente independente de H',. Entao, existem pontos why oWk em SPTY para os quais

o determinante da matriz k x k com entradas pF,(w?) € positivo.

A : : 1 n—1 m 1 1 2
Demonstragao: Primeiro, escolhemos w' € S"! tal que pJ*(w') # 0. Como {p,., p2,}
é linearmente independente, o harmonico esférico de grau m e dimensao n

p(w) = p(wHph, (W) — ph, (W), (W)

nao é identicamente nulo. Logo, existe w? € S ! tal que p(w?) # 0. Portanto,
det (pfn(wj))2X2 # 0.
O resultado segue por inducao. [ ]

Teorema 3.2.3. Para cada m € 7., existe pelo menos um sistema fundamental de
ordem m em S"1.

Demonstracao: Apliquemos o lema anterior com k = a,. Pela Formula da Adigao
temos

PR w) = - S BE (W RE (w),

e temos a seguinte igualdade de matrizes

. . 1 —  \T )
(Baet o) = o (PRD) | (hD)
Assim,
det (P(w - ) — (ai)m [det (%, w)] > 0.
e o0 teorema segue. |
Teorema 3.2.4. Seja {w',... w*} C S"! um sistema fundamental de ordem m. Se
p € H,,, entao

pw) =Y P W), GeY, wes
j=1
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Demonstragao: Os calculos feitos na demonstracao anterior mostram que o determi-
nante da matriz (h% (w7)) é nao-nulo. Agora, pela Férmula da Adicao,

P -w) = — Y B (whk (W), je{l,....an}, wes

Como o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear acima nao se anula,
podemos resolvé-lo e expressar h¥ como uma combinacio linear de P"(w’ - %), j €
{1,...,a%}. O mesmo vale para um elemento genérico de H,. |

Corolario 3.2.5. Seja p € H},. Entao, existem constantes ¢; € Y, j € {1,...,al},
tais que

P (- dr = P (.
| Pt mntryir D P )

n _ . .
onde {w', ... ,w'm} C 8" ¢ um sistema fundamental de ordem m.

Demonstragao: Segue do teorema anterior e do Lema 2.4.6. [ |

3.3 O operador projecao

Nesta se¢ao, apresentaremos algumas propriedades basicas do operador projecao de X
sobre ‘H]' . cuja defini¢ao ¢ motivada por ambos, a propriedade reprodutora do ntcleo
de reprodugao e a estreita relagao deste com os polinémios de Legendre (veja o Teorema
2.5.4).

Definicao 3.3.1. O operador projegao € a aplicacao Py, : X — X dada por
Po(f)(w) = ag/ P'w-7)f(r)dr, meN, wes"
Sn—1

O fato de P,, ser uma projecao segue dos resultados seguintes .
Proposigao 3.3.2. Sejam m € N e f € X. Entao, P, (f) € HL.

Demonstragao: De fato, aplicando a Féormula da Adi¢ao na Defini¢ao 3.3.1 vemos
que

Pal) = a [ Phtwn)f(r)ar

= hi, (w) f(r)hk(r)dr
=1 Snfl

- frokh® (W), we st (3.5)
k=1

o que conclui a prova. [ |
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Proposicao 3.3.3. Sejam m, € N. Entao, Py, 0 Py = 6m P

Demonstracao: Aplicando duas vezes a proposi¢ao anterior obtemos

PulPu(f) = S Pulf), bt

Isso prova a proposicao. [ ]

Teorema 3.3.4. Seja f € X. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) Pu(f) =0 em X, m € N;
(7)) f=0em X.

Demonstracao: Se f =0 em X, esta claro que P, (f) = 0 em X, m € IN. Recipro-
camente, suponhamos que P,,(f) = 0 em X, m € IN. Consideramos primeiramente os
casos X = C(S" ') e X = L*(S" 1. Fixamosm € IN, k € {1,...,a” } e escolhemos um
sistema fundamental {w?!,... , w*} de ordem m em S"~!. Pelo Teorema 3.2.4, existem
constantes ¢, ; € Y tais que

= Zcm,jpﬁl(wj ‘w), wesmh

Logo,
hk w) dw = Cm P wj w)dw = Con.i P, =0.
/Sn 1 Z j Sn— 1 ) Z J )
Como {h,";1 k= 1,...,a%, m € N} é um subconjunto ortonormal completo de

L2(S™1), segue que f = 0 em X. Se f € L'(S" ')\ L?(S™!), procedendo como

antes encontramos
/ hE (W) f(w)dw =0, ke{l,....a"}, meN.
Snfl

Para terminar a prova é suficiente mostrar que (veja o Teorema 1.0.11)

flh(w)dw =0, heC(S"M).



3.3 O operador projecao 41

Seja p € P(S™ ). Pelo Corolario 2.2.9 p pode ser escrito como combinacio linear de
harmonicos esféricos. Logo,

/Snl fWpw)dw =0, peP(S"1).

Se h € C(S™1), segue do Teorema da Aproximacio de Weierstrass que existe uma
seqiiéncia {py }new C P(S™7!) tal que

lim ||h — pulle = 0.

Assim,

flw)h(w) dw
Sn—l

(W)(h = pn)(w) dw| + f(w)pn(w) dw

Sn—1

Sn—l

< [ @I =) o
|7 = Palloo /5 | f(w)| dw.

VAN

Tomando o limite quando n — oo na ultima desigualdade obtemos

fw)h(w) dw =0,
gn—1

completando a prova do teorema. [ ]
Proposicao 3.3.5. Seja m € IN. Valem as sequintes propriedades:

(1) Pr(hE) = Omuhiy, ke {1,...,al};

(1) [Pr(f) (@) < anllfllx, feX, we S

(@) | Pm(Nllx < apllfllx, f e X,

Demonstragao: Se k € {1,...,a},},
Pm(hﬁ)(w) = a%/ hﬁ(T)Pﬁ(w - T)dT
Snfl

S A / hE(T) i (7) dr
i=1 snt
= St (W), we S

Isso prova (i). Para provar (i7), consideremos primeiramente os casos em que X =
C(S" 1 e X =L'(S"1). Se f € X, entdo segue do Corolério 2.5.8 que

N

PN < a [ IPRw- I dr

apllflx, wes™

IN
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Para o caso em que X = LP(S"1), 1 < p < oo, sejam f € X e g o expoente conjugado
de p. Como P (w-%) € LY(S" 1), w € S"!, a Desigualdade de Holder e, novamente,
o Corolario 2.5.8 implicam que

PN < b [ 1P D]

|| (@ - %) g1 f 1l
apllfllp, wes"

VAN VAN VAN

O item (izi) segue diretamente de (ii). Assim, a prova do teorema esta completa. W

3.4 A convolucao esférica

Introduzimos agora o conceito de convolucao para funcoes definidas em S™~!. Para um
estudo aprofundado do conceito sugerimos [10], [21], e [32].

Definigao 3.4.1. Sejam f € LP(S"1), 1 <p < oo, e K € LM. A convolugao esférica
de f com K € a funcao K x f, dada por

(K * f)(w) := . f(M)K(w-T)dr.

O Teorema 6.18 de [9, p.193] garante que a defini¢do é consistente.

Proposicao 3.4.2. Sejam K € L'" e f,g € X. Entao,
[ s @ o= [ F@) g de

Demonstracgao: Usando o Teorema de Fubini obtemos

/SM(K* Hw)gw)dw = /Snl < K@i dT) 9(w) dw
- [ ([ me e i) i

= [ fE < g)(r)dr

Sn—1
A prova esta completa. u

Vejamos como se comporta a convolucao esférica sob a acao do operador projecao.

Proposigao 3.4.3. Sejam f € X ¢ K € LY. Entao, P,(K * f) = K~ (m)Pn(f),
m € IN, onde
_ 1977

K™ (m K(t P” )d
= 5] / ) dun (D).
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Demonstragao: Usando a Féormula da Adigao obtemos

Pall < D) = b [ Phw-n)(E < i) dr

= k w _T * T)arTt
= S [ TR )

=1

a,

o

)

LS /Sn_lhm(Sn_1f<n>f<<f-n>dn)da wes

k=1
Agora, segue dos Teoremas de Fubini e de Funk-Hecke que,

anl

P @) = S [ s ([ ke o) i
ISR N
= G e [ o (f KORan ) o

n
A,

~

= K°(m)>_ fouhl(w), wes™

k=1

Logo, usando a representagao dada em (3.5) obtemos
Po(K x f)(w) = K- (m)Pp(f)(w), we S

Isso completa a prova. [ ]

3.5 A translacao esférica

Nesta sec¢ao, introduziremos a translacao esférica definida em X e provaremos algumas
de suas propriedades. Além disso, faremos as conexoes devidas entre a translacao, a
projecao e a convolugao esféricas.

A nogao de translagao esférica foi introduzida por Rudin em [26], mas apenas no
caso n = 3. Resultados mais gerais foram explorados em [5] no estudo de problemas de
saturagao em esferas. O conceito ressurgiu em [17] e [18] na defini¢ao de varios modulos
de suavidade de funcoes definidas em esferas, bem como em questoes de aproximacao
em esferas.

Defini¢ao 3.5.1. Para t € (—1,1), a translagio esférica por t de f sobre S" ! é
definida por

() = s | i we s (3.6)

A fungao 7,"(f) pode ser interpretada como a média de f sobre a superficie de uma
subesfera (n — 2)-dimensional de raio (1 — ¢2)1/2, definida por

Stti={resS"tw- T =t}
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n,t
Sk T

Figura 3.1: Secio esférica S5 em $2
O préximo resultado ilustra esta afirmacao para o caso em que f é um harmoénico

esférico.

Lema 3.5.2. [23,p.30] Set € (—-1,1) ew € S"1, entao

/ p(r)dr = |S"2|(1 — )22 P (1)p(w), p e M.
w-T=t

Proposicao 3.5.3. Sejat € (—1,1). Entao, T," é um operador linear definido em X.
Além disso, valem as sequintes propriedades:

(i) Se f € X, entdo iy || f — ()| x = 0;

(i1) 7,"(p) = Pp(t)p, p € Hy,, m € N.

Demonstragao: Seja f € X. Para provar (i) primeiro escrevemos

n 1 n
1) =T = | | @) =T ()w)

1
— d
ST | ) - fer
1
< e EeeE M@ -l wes
No caso continuo a desigualdade acima implica que

If =T (Pl = sup - sup |f(w) = f(7)]-

wesSn—1 rcsn

Set — 17, entdo |jw — 7|| — 0, o que implica que 7 — w. Assim, a continuidade
de f garante que lim; - ||f — Z;"(f)||ooc = 0. No caso LP(S™!), usamos o Teorema
1.0.12-(4i) para obter

1
I =T Dl < rgmmr =gy [ e =@y

Como a integral de uma fungao de L'(S™') é absolutamente continua, dado ¢ > 0,
existe 6 > 0 tal que

LFC) = (Dl <& S5 <0
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Portanto,

2/(n-2)\ 1/2
1) = f@)l <, |t|>(1—(,57+‘_2|) ) |

Logo, a condigao (i) segue. Se p € HI, entao o Lema 3.5.2 implica que

7" p)(w) = |Sn—2‘(1_1t2)<n—2)/2 /th(T) dr = Pr(t)p(w), we S

Isso prova o item (ii). |

Para provar o proximo resultado, definimos a fungao caracteristica do conjunto S™*

por
1 T =1
Ki(w-7):= { T (3.7)
0, w-7#t.
Lema 3.5.4. Sejam t € (—1,1) e f € X. Entao,
7" (f) = ! K
() = |S7=2|(1 — t2)(n—2)/2 i* f.
Demonstracao: Segue das defini¢oes de translagao e convolucao esféricas. |
Proposicao 3.5.5. Sejamt € (—1,1) e f,g € X. Entao,
[ TOEe@ = [ HOT(6)w)
Demonstracgao: Usando o Lema 3.5.4 e a Proposi¢ao 3.4.2 encontramos
" 1
[ TN = s [ (Ko Dlate) de
1
= SRl = D g, (W) (K g)(w) dow
= f(W)T"(9)(w) dw
Sn—l
e a prova esta completa. [ ]

Observando que K; é uma funcao a valores reais, fica clara a veracidade do préoximo
resultado.

Corolario 3.5.6. Sejamt € (—1,1) e f,g € L*(S™'). Entao, (T,"(f),9)2 = (f, ;" (g))2.

Uma relagao entre a translacao esférica e o operador projecao é dada pelo resultado
a seguir.

Proposicao 3.5.7. Sejam m € N et € (—1,1). Entao,

PmoZ = P (t)Ppn.
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Demonstragao: Seja f € X. Da Proposicao 3.5.5 obtemos
Puo TN = i [ Paw- T dr

= a’ T (P (w- %) (1) f(r)dr, weS"

m
Sn—1

Mas, pelo Teorema 3.5.3-(77) temos
I (Pr(w %)) = Ph(t) P (w-7), w,T€S"

Portanto,

ProT)NW) = auPat) [ Piw-nf(rdr
= Pht)Pu(f)w), wes",
como queriamos. |
Corolario 3.5.8. Sejam m € N et € (—1,1). Entao,
P o T =T" 0P,
Demonstragao: Segue da Proposigao 3.5.7 e do Teorema 3.5.3-(i1). [

O proximo teorema estabelece uma relagao entre a convolugao e a translagao esféri-
cas.

Teorema 3.5.9. Sejam K € L'" e f € X. Entao,

(K * F)(w) = 2 2'/ KT (f)(w) don (2)
IS” '] ”‘
Demonstragao: Definindo
Kpw) = 12 2'/ KT (f)(w) dwn(t), w e S
Sn 1| ’ )

obtemos, via Teorema de Fubini, que

Pulk)e) = St [ e ([ KOT (1)) dn(®)) dr

- B [ Ko ( [ Pz mar ) ey
_ é: f:/ K(#Pu(T () (@) dwn(t), we S, melN.

Logo, segue da Proposicao 3.5.7 que

PulKp)(e) = 'ﬁ: } / K(0) PP (1)) dont)
= w(w), wesS" ' meN.

Completamos a prova aplicando a Proposm;ao 3.4.3 e o Teorema 3.3.4. [ ]
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Lema 3.5.10. (Desigualdade de Young) [5, p.207-208] Sejam f € X e K € L'™.
Entao, || K * fllx < [[K|l1nllfllx-

Teorema 3.5.11. Sejat € (—1,1). Entao,

17" (Nllx <[l fllx, feX
Demonstragao: Primeiro, consideremos f € C(S™"!). Neste caso,

T < e |l

1£1loc /
< d
= S —pear Y
— | flloo, we S

Tomando o supremo com relagao a w € S" ! obtemos | Z," (f)||oo < ||f]loos f € C(S™71).
Agora, suponhamos f € LP(S"!), 1 < p < co. Pelo Lema 3.5.4 temos

" 1
||,]; (f)”p = |Sn,2|(1 . tg)(nfg)/g ”ICt * f”pa

de modo que pela Desigualdade de Young encontramos

IEellnll f 1l
1Sn=2|(1 — 2)(n-2)/2°

17 ()l <

O resultado segue apds uma aplicacao do Lema 3.5.2. [ |

3.6 A diferenca esférica

Como no caso da translagao esférica, a diferenca esférica foi introduzida por Rudin
em [26] apenas no caso n = 3. Este conceito também ressurgiu em [17] e [18], para os
mesmos objetivos citados na se¢ao anterior.

Definig¢ao 3.6.1. Para t € (—1,1), definimos o operador diferenca esférica por
Ay =1-1T",
onde I : X — X € o operador identidade. A r-ésima diferenca esférica € definida por
A=A o A7 red2,3,...},
e identificamos A} = /.

Devido a Proposigao 3.5.3-(i), o operador diferenga esférica é usado para definir
alguns moédulos de suavidade para func¢oes definidas na esfera.
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Proposicao 3.6.2. Sejam r um inteiro positivo e t € (—1,1). Entdo, o operador A} é
linear e valem as sequintes propriedades:

(@) 1AFDIx <271 fllx, f € X5
(id) lime—1- |AF(f)llx =0, f € X;
(i#i) P o AT = (1 — P"(t)) P, m € N.

Demonstracao: Da linearidade da translacao esférica segue que o operador A] é
linear. Agora segue do Teorema 3.5.11 que

1A(x = Ilf =T (Dllx < Ifllx + 1T Dllx <2 fllx, feX,
de modo que
AT lx = ALAT ()x <2187 (NDlx < <27 fllx, feX.
Logo, (i) esta provado. Segue do item (i) e da Proposi¢ao 3.5.3-(i) que
T A7)l <27 m Al =0, e X

Assim, lim; ;- [|A}(f)|[|x =0, f € X, e provamos (i7). Para provar (iii) consideremos
primeiramente o caso r = 1. A linearidade de P,, e a Proposicao 3.5.7 implicam que

P(Ae(f)) = P(f) = Pu(T"(f)) = (1 = BR(0)Pu(f), feX, melN.
Portanto, para r > 1 temos que

Pu(A1(f) = PulAdAT)())
= (1= PR)Pu(ATN(f))

; (1—=Prt)Pu(f), feX, mel.

A prova esta completa. |

3.7 A derivada forte de Laplace-Beltrami

Nesta se¢ao, introduziremos o conceito de diferenciabilidade forte de Laplace-Beltrami
e deduziremos suas propriedades basicas. Este conceito foi primeiramente utilizado em
[33] e ¢ citado em [32,p.164]. O termo forte ¢ utilizado para diferenciar este conceito
(global) do conceito pontual introduzido por Rudin em [26].

Definicao 3.7.1. Dizemos que uma fungao f € X € fortemente diferencidvel no sen-
tido de Laplace-Beltrami quando existir uma func¢io D(f) € X tal que

Av(f)
1-1

lim

t—1—

=0.

- D(f)

X

A fungao D(f) é chamada de primeira derivada forte de Laplace-Beltrami de f. Deri-
vadas de ordem superior sao definidas indutivamente por

D' :=DoD ', re{23,...1},
e identificamos D' = D
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Notagao: Denotamos o conjunto das fungoes diferenciéveis nesse sentido por W, isto
¢,
Wy ={feX:D'(f)e X}, re,.
Observamos que 0 € W% e que D"(0) =0, r € Z,.
Lema 3.7.2. [12,p.87] Se m € Z., entao

d A

) 2
T

Proposicao 3.7.3. Sejam m € N er € Z. Valem as sequintes propriedades:

(1) Hy, © Wx;

(i) D"(p) = (n —1)7"A,, .p, p € H,.

Demonstracao: Consideremos o caso r = 1. Se p € ‘H]},, usando a Proposi¢ao 3.5.3-

(i) obtemos

At(p) . /\m,n
1—-t n-1

(1 — PT”)}L(t))p B )‘m,n
1—1 n—1
_ ‘1_Pnnm(t) )‘m,n

X X

te(—1,1).

Aplicando a Regra de L’Hospital e usando o Lema 3.7.2 encontramos

1— P (t) A A
li mL = N Jim PR () = 3.8
Jm T = Ty P =0T (3:8)
Logo,
A )\mn
lim H () _ Am, =0
t—=1- || 1 -t n—1"|
Portanto, p € W e
)\mn
D(p) = — p.
]
Suponhamos agora que o resultado vale para r € {1,...,s — 1}. Usando a hipotese de

indugao para r = s — 1, segue que

A(Ds Amn A\ A
lim it W) _ ’ pll = ’ lim p) D(p)|| -
t—1- 1—t n—1 - n—1 t—1-|| 1 —t¢ =
Assim, usando a hipotese de indugao para r = 1, temos que
s—1 S
lim A(D (p)) — A p|| =0.
t—1- 1—1 n—1 x

Portanto, D*~1(p) € W, o que implica que D*(p) = D(D*"}(p)) € X, ou seja, p € W§.

Além disso,
)\mn B
D*(p) :( : ) p-

n—1

A proposicao esta provada. [ |
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Teorema 3.7.4. Seja r € Z,. Entao, o conjunto W € denso em X.

Demonstracao: Isto segue das inclusoes Upe_(H! C Wy C X e do fato do conjunto
Uy _oHy, ser fundamental em X. [

Proposicao 3.7.5. Seja r € Z.. Entao, o conjunto W € um subespago vetorial de
X.

Demonstracao: Ja sabemos que 0 € W%. Para provar a outra condicao de subespago
vetorial consideremos primeiramente o caso r = 1. Sejam f,g € Wi e a € Y. Usando
a linearidade de A; e a desigualdade triangular segue que

1—t 1—t

+5$42 - 20

~ (@D(f) + D(9)) _

- D(f)

<ol H

X X

Tomando o limite quando ¢ — 17, concluimos que D(af + g) = aD(f) + D(g) e
que, obviamente, af + g € Wi.. Agora, suponhamos que o resultado vale para r €

{1,2,...,s—1} esejam f,g € W5 e a € Y. Entao, procedendo como acima temos que
A(D* Y af +g¢ 5 s A(D*L(f <
[P iy )| = gl | S e
b's b's
A Dsfl g )
+H t(l_t( )) —-D (g)
b's
Tomando o limite na desigualdade acima quando t — 17, obtemos
. |[AdD T (af +
lim H t( (Oéf g)) _ (O./'Ds(f)+Ds(g)) = 0.
t—1— 1—1¢ X
Portanto, D*(af + g) = aD*(f) + D*(g) e af + g € W¥. |

Corolario 3.7.6. Sejar € Z.. Entao, o operador D" : Wy — X € linear.

Uma maneira natural de gerar uma topologia para s espago Wy é considerar a
norma || - ||y dada por

[fllwg = IFllx D" fllx, feWk.

A acao do operador projecao sobre a derivada forte de Laplace-Beltrami é explicada
a seguir.

Teorema 3.7.7. Sejam r € Z e f € Wx. Entao,

Pu(D"(f)) = ( A )er(f), m e N.

n—1
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Demonstragao: Fixemos m € IN. No caso r = 1, usamos (3.8) para deduzir que,
paraw € S"te fe Wi,

(“—Pm(”) Pl )(w) — Pu(D(F))(w)].

Agora, segue da Proposicao 3.5.7 e da linearidade do operador proje¢ao que

‘(1—F%@) Pm(f—“EWf)

) Pu()e) = PalDU)() .

-2(D) ).

Por outro lado, a Proposigao 3.3.5-(i7) implica que

_Tn _Tn
lim (P, f—t<f)—D(f) (w)| < ap, lim f—t(f)—D(f) = 0.
t—1- 1-—-1¢ t—1- 1—1¢ X
Combinando as trés informacoes anteriores, concluimos que
Pu(D(f)) = 22 P, (f)
" n—1" """
Agora, suponhamos que o resultado vale para r € {1,...,s — 1}. Entao,
Pu(D*(f)) = Pu(DD7H(f)))
A
— m,n Ds—l
(222 ) Puo (1)
= (2 e, e
- \n—1) ™7 X
Portanto, a proposicao segue. [ |

Teorema 3.7.8. Sejamr € Z, e [ € X. Sao equivalentes:
(i) f € Wx;

(ii) Eziste g € X tal que

)\m,n

n—1

Pulo) = (222) Puln). men.

Demonstracao: Se f € Wy, entao D" f € X e segue do Teorema 3.7.7 que

/\m,n

n—1

Polg) = Pu(D'f) = ( )Tmf), -~

A prova da reciproca exige o uso de ferramentas das quais nao dispomos neste texto.
Sua demonstragao no caso n = 3 pode ser encontrada em [26]. |

Teorema 3.7.9. Seja r € Z,. Entao, o operador D" : W — X € fechado.
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Demonstragao: Sejam f,g € X e {fx}renw C W% uma seqiiéncia tal que
Tim [~ fllx = Jlim [D°(fi) — gllx =0

Usando a Proposigao 3.3.5-(i7) encontramos

(222 ot~ Puto

n —

= Pu(D"(fr)) = Pm(9)llx

X

= [Pu(D"(f2) — 9)llx
< an [[D"(fe) —9llx, mel.

Como lim_, [|D"(fx) — gl|x = 0, entao

lim ( Amn )er(fk) =Pn(g), meN.

k—oo \ 1 — 1
Por outro lado, como
[P (fi) = Pr()llxx = P = Hllx < amllfu = fllx, meN,

e limg_.oo || f — fllx = 0, vemos que limy_.o Py (fr) = Pu(f), m € IN. Segue que

A ) B (1) = Pulg) meEN.
(5)

n—1

Portanto, segue do Teorema 3.7.8 que f € W% e, pelos Teoremas 3.7.7 e 3.3.4, obtemos
D7 (f) = g. Isto justifica o fechamento de D". [

3.8 Relacao entre os conceitos de diferenciabilidade

Nesta secao, introduziremos espacos do tipo Sobolev sobre S"~!. Utilizando estes es-
pacos, obteremos algumas conexoes entre as nogoes de diferenciabilidade introduzidas
até agora no trabalho.

Segundo [16, p.37] e [31, p.24], dado um nimero real > 0, pode-se definir o espago
de Sobolev de ordem 2r sobre S"~! como sendo o dominio do operador (—A,,)". Para
nossos propositos, definiremos o espago de Sobolev de ordem 2r, r € Z, por

H? .= {f € L*(S"") : existe g € C*"(S" ') tal que f =g qs.}.

Sejam f € H?" e g € C?"(S"!) satisfazendo f = g q.s., entao f e p = (—A,)"g sao
elementos de L?(S™!) (note que p é continua). Logo, possuem expansoes em séries de
Fourier,

F=> fj fmihly € p=D_ Pmrhl

m=0 k=1 m=0 k=1
Agora, segue dos Teoremas 2.1.9 e 2.2.4 que

P = ((=A0)"9, k), = (95 (A0) h )y = N (95 15) y = NG
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Obtemos, entao,

A= 33 Ndsts = SN S it = S-ATS i
m=0 k=1 m=0 k=1 m=0 k=1

Entretanto, pela caracterizagdo obtida em (3.5),

> Gmuht, =Pulg), meN.
k=1

Assim, definindo as seqiiéncias

k k
gk = me(g) e (—A)"gr= Z(—An)er(g), (3.9)

m=0
obtemos que g — g e (—A,)"gr — (=A,)"g na topologia de L*(S™1).

Teorema 3.8.1. Seja r € Z,. Valem as sequintes propriedades:
(i) H C W¥.
(it) D' f = (n—1)"7"(=A,)"g, f€ H™, g C*(S"1), f=g qs..

Demonstragao: Suponha que f € H?" e seja g € C?(S™!) tal que f = g q.s..
Basta provarmos que D"g = (n — 1)7"(—=A,,)"g. Consideremos as seqiiéncias definidas
em (3.9) e notemos que

r r k—oo
= [(=An)"g = (=An)"gelz — 0 (3.10)
2

Como P,,(g) € H, segue do Teorema 2.2.4 e da Proposigao 3.7.3-(ii) que

k k
Z(_An)rlpm(g) = (n—1) Z D"Pm(g)
= - 1)D S Puly)
— (- 1yDg (3.11)
Combinando (3.10) e (3.11), obtemos
D791 — (= 1)~ (=Au)" g, = 0.

Finalmente, levando em conta que a derivada forte de Laplace-Beltrami ¢ um operador

fechado sobre seu dominio, podemos usar o Teorema 1.0.18 para concluir que g € W
eDg=(n—1)"(-A,)"g. |






Capitulo
4

Diferenciabilidade fraca

Neste capitulo, introduzimos uma outra noc¢ao de diferenciabilidade para fungoes
definidas em S"7': a diferenciabilidade fraca. Veremos que a diferenciabilidade fraca
estende a noc¢ao de diferenciabilidade usual e apresentaremos condigoes suficientes para
que funcgoes fracamente diferenciéveis sejam continuamente diferenciaveis.

Todas as funcoes, daqui pra frente, serao tomadas a valores reais.

4.1 A derivada fraca

A defini¢ao abaixo usa os operadores Ay : X — X, k € {1,...,n}, dados pela férmula
Apf(z) =z f(z), = €R™

Definigao 4.1.1. Sejam k € {1,...,n} e f € L'(S"'). Diremos que g, € L*(S"!) ¢
a k-ésima derivada fraca de primeira ordem de f se

(f, D¥)s = (n — 1)(Af, )2 — (g, @)2, @ € C®(S™).
Neste caso, escrevemos g, = Dy f.

Quando uma func¢ao integréavel possuir todas as derivadas fracas de primeira ordem,
diremos que ela é fracamente diferencidvel ou diferencidvel no sentido fraco. E facil ver
que se existir uma derivada fraca de primeira ordem de uma funcao, entao ela é tinica
e linear.

O proéximo resultado déa-nos uma justificativa do porque interpretarmos g, como

uma derivada fraca.
Teorema 4.1.2. Seja f € C1(S™1). Entao,

(f,D*¢0)a = (n—1)(Acf. 0)2 — (D" f. )2, @€ C™(S™), ke{l,...,n}.

95
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Demonstragao: Primeiro, fixamos ¢ € C>(S" 1) eke{l,...,n}. Como o produto
f(0p/0xy) € uma fungao homogeénea de grau —1, segue do Lema 2.6.3 que

fDowido = T [ F0) 22 (2) da

sn—1 1S™ ] Jje<a Oxy,

= (n—1) a<ﬁp)xdm— ~xa—fxdx].
= [ [ G wa= [ el

Agora, usando novamente o Lema 2.6.3 obtemos

ot [ #@se@ir= [ @)D ) do = (D45 9

enquanto que, pelo Teorema da Divergéncia de Gauss, encontramos

(n—1) A(fo) o P
/H:v<1 (z)dr = (n 1)/ kf (W)o(w) dw = (n— 1) (Arf, ¢)a.

| Sn—1 ‘ oxy, gn—1
O resultado segue. [ |

Proposigao 4.1.3. Sejam f € LY(S™1) fracamente diferencidvel e k € {1,...,n}.
Entao, Aif € fracamente diferencidvel e

. _f (ADy = A+ D)f, j=k
D;Aef —{ (AD; — AA)f. Ak

onde I : L'(S™ ') — LY(S"') € o operador identidade.
Demonstragao: Seja p € C°°(S"!). Como App € C°(S"1), temos
(f, DFAkp)s = (n = 1)(Apf, Axp)s — (D f, App)a. (4.1)
Por outro lado, como
D Arp(w) = p(w) = wip(w) + wpDrp(w), we ",
entao

(f,D*Arp)s = (f,0)2— (f, AZp)2 + (f, AD"p)s

Finalmente, segue de (4.1) e (4.2) que
(Axf, D* @)y = (n — 1)(Apf, Ap)a — (AxDi — AR + 1) f,0)a.
Agora, se j # k, entao

DI App(w) = —wpwjp(w) +wp D p(w), we S" 1, (4.3)
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de modo que

(f, D’ Arp)y = —(f, AvAj@)2 + (f, AxD? ),
= —(AAif, 0)2 + (Apf, D’ g)s. (4.4)

Portanto, segue de (4.1) e (4.4) que
(Arf, D?p)a = (n = 1)(Arf, Ajip)a — (AxDj — AkAj) f, ©)a.
O resultado segue. [ |

Proposicao 4.1.4. Se f : St — R € fracamente diferencidvel, entaoy ,_, AxDyf =
0.

Demonstragao: Sejam f : S"! — R fracamente diferenciavel, ¢ € C>®°(S"!) e
ke {l,...,n}. Como Ayp € C°(S"1), entao

(f, DFArp)y = (n—1)(Axf, Arp)2 + (Drf, Arp)a
= (n=1)(ALf, )2 + (AkDif,)s. (4.5)

Mas, pelo Lema 2.6.3 temos
(1D = (=1 [ f@0 @) da
llzll<1 Lk
= -0 [ o) - et + o )] da
|lz|l<1 || ’ kaﬂ '
Somando em k, obtemos

S D s — -1 F@o@) g1y /” B J(@)$() [Z ] i

1 lef<t |1

r . / 895 _
F(n—1) /” e [ xk7k<x>] da
o few , f)e)
=l ”/Hm E ”Ld E
n— ~$—x-ng(x) x
LIRS o

O ultimo termo em (4.6) anula-se devido a Formula de Euler para fun¢oes homogéneas.
Logo, somando os termos restantes de (4.6) e usando novamente o Lema 2.6.3, encon-
tramos

S A e e L

1 ) <1 |

Somando (4.5) em k e substituindo a tltima igualdade obtemos o desejado. u
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Corolario 4.1.5. Sejam f € C(S" ') fracamente diferencidvel e Dif,...,D,f €
C(S™1). Entao, limy_;- >y, AyT"(Dy.f) = 0.

Demonstragao: Segue da Proposicao 3.5.3-(i) que

li 7,"(D lim 7;"(DD D e st
Jlim Zwk (D f)(w Zwk im (Dgf)(w Zwk rf(w), w ;
eo resultado segue da proposi¢ao anterior. [ |

4.2 Aproximacao da identidade e o niicleo de Jackson

Nesta segao, listamos algumas propriedades basicas do nucleo de Jackson ([14,p.03],
[19, cap.04]), mais especificamente aquelas relacionadas com o conceito de aproximagao
da identidade.

A defini¢ao abaixo contempla a formulacao mais béasica para o conceito de apro-
ximacao da identidade sobre S™!. A notacao K. refere-se a uma familia {K_}.c; de
fungoes de L' onde J C (0, 00). Mais informagdes sobre este assunto, incluindo uma
defini¢do mais abrangente, podem ser encontradas em [10, p.196] e [21].

Definigao 4.2.1. Seja f € C(S™'). Dizemos que f. := K. * f é uma aproximagao da
identidade em C(S™ 1) se lim._q || f: — f|loo = 0.

No teorema abaixo, apresentamos um conjunto de condigdes sobre uma familia

{K.}, que juntas sao suficientes para garantir que f. seja uma aproximagao da identi-
dade.

Teorema 4.2.2. Sejam f € C(S"') e K. € LY. Assuma que:
i) J1) Ke(t)dwn(t) = |S"1] ™27
(m) Exzste M >0 tal que | K|l1n < M;
(idd) lim, o 17" K. (t)] dwn(t) =0, 0 < § < 1.
Entao, f. € uma aprozimagdo da identidade em C(S™1).
Demonstragao: Comecamos fixando € > 0 e tomando § € (0,1) e w € S"~1. Agora,
consideramos a w-calota ng;l ={reS"1:w.-7>1-4}. Por (1.2) e por (i), temos

@) =S@ < [ Kl = Sl dr
= [ Kl S - )] dr
S"il\Sg,w
+ [ K DI - )l

n—
5w

Usando novamente (1.2), obtemos
[ Kl @) — S < 2 [ Kl dr
Sn—l\s;;l Sn—l\s;:;l

2 flloolS™

|Sn—2| |K€(t)| dwn(t).
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Para § suficientemente proximo de 1 concluimos, via (iz), que

[ Mo ) = Sl dr <M s 15() = Fe)] <
S TES;;l
Logo,

20 fllocl "~

[fe(w) = fw)] < e+ s [ K= ()] dewn(t).

-1
Segue de (i17) que
lim £.(0) = £()] = 0.

Como w € S™! foi tomado de forma arbitraria, o resultado esté provado. [ |

Corolario 4.2.3. Nas condi¢oes do Teorema 4.2.2, temos

Sn 2
fimg |5n 1: / K.( (W) dwn(t) = f(w), wes™ ', te(-1,1).
Demonstragao: Segue dos Teoremas 3.5.9 e 4.2.2. u

Corolario 4.2.4. Nas condi¢oes do Teorema 4.2.2, temos

lim Sl / K. (t)p(t) dw,(t) = ¢(1), ¢ € C([-1,1]).

e—0 |Sn 1|

Demonstracao: Seja ¢ € C([—1,1]). Segue do Teorema 3.5.9 e de (1.2) que

Sn 2

15n 1}/ K.()p(t) dun(t) — Kow- m)p(w-7)dr
Sn 1
15" 2’/ K. ( ©)(w - %) dw,(t), T85!
Sn 1’ n b .

Logo, pelo corolario anterior, encontramos

|STL 2| n—1
K (t) dw,(t) = p(w-*), T€ S,

5~>0 Sn 1|
e o resultado segue tomando-se * = w. [ |

Agora, introduzimos um niicleo muito utilizado em Teoria da Aproximacao, o ntucleo
de Jackson generalizado:

sen (£/2)u\ >
uy={————| , 0<u<m se€Z,, (€{2,3,...}, v=s{l-—1).
gt = (S2E) L 0 fore23) v=st-)

Provaremos algumas de suas propriedades, enquanto que outras, por serem de certa
forma 6bvias ou por estarem provadas em alguma referéncia, serao somente citadas.
Segundo [19, p.57], o nucleo de Jackson satisfaz a seguinte desigualdade fina:

" r 7S n— Cszf”l,n
/0 ujl,(u)sen 2udu§m, OST#QS—H—FL (47)
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onde ¢ > 0 nao depende de v. Sua prova, que pode ser encontrada em [17], sera omitida
aqui. Mais ainda, tomando ¢ par (o que podemos fazer quando quisermos que v — )
temos que existe uma constante ¢ > 0 tal que

/ T2 (u)(1 — cosu)? sen™ *u du < c/ w? JF(u) sen " *u du. (4.8)
0 0

Por conveniéncia, introduzimos o seguinte ntcleo normalizado de forma a satisfazer
o Teorema 4.2.2-(7):

K.(t) = |T: |k Ti(arccost), —1<t<1, e=—, {par.
’ v
Desta forma, a positividade de J; garante que K. também satisfaz o item (ii). Resta

provar que K. satisfaz o item (7i7). Para isto, consideramos o seguinte lema.

Lema 4.2.5. [11,p.3] Sejamv € N ej € {1,...,2(s—1)}. Entao, existe uma constante
ks > 0 satisfazendo a sequinte desigqualdade:

s
14

1 T ) Lk J
2—/ T2 (u) [2sen(u/2)] du < ( ) :
™ —T

Agora, levando em consideracao as seguintes desigualdades bésicas: 2t < wsent,

0<t<m/2esent <t,t>0, vemos que

|Sn71| S 7T/2 S n—2
T [ lhn > T2 (u) sen™ *u du
0

572
2 [/t sent \* )
— — _— n— 2
f/o (sen(t/€)> sen"" “(2t/¢) dt
2n—3 p2s—n+1  plr/4 2s
> 294 : / <se;1t) =2 gy
T 0

p2s—n+l I /4 sen t 2s
> / (—) "2 dt.
T 0 t

Mas, segundo [17], a integral na ultima desigualdade converge quando 2s > n — 1.
Logo, fixando s > n — 1 (tomamos tal s para, mais adiante, usar o tltimo lema)
obtemos uma constante c¢(n) > 0 tal que || Jf||1, > ¢(n){. Agora, dado 0 < § < 1,
¢ facil ver que existe uma constante Cs > 0 satisfazendo sent < Cs(1 — cost) quando
0 < arccos(l —0) <t < 1. Logo,

1-6 -
17 1’”/ [ K(t)] dwn(t) = / T2 (u) sen *u du
-1 arccos(1—9)
<oz
arccos(1—9)
< Ca/ T2 (u) (1 — cosu)" 2 du

= % /: T2 (u) [2sen(u/2)]2"2 du
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Assim, segue do Lema 4.2.5 que

/11_5|Ka(t)|dwn(t) < (;ETC)Z) <%)2(n2)'

Portanto, segue do Teorema 4.2.2 que K. gera uma aproximacao da identidade em
C(S™1), a qual denotaremos, daqui em diante, por f..

Finalmente, como J?, com ¢ par, é limitada em [0, 7], existe uma constante c(g) > 0
satisfazendo

K.(t)<c(e)(1+1t), 0<e<oo. (4.9)

Observacao 4.2.6. E bom que fique claro o comportamento dos indices s, ¢ e v,
quando € — 0. Da forma que definimos ¢, isto acontece quando v — oo. Queremos,
pois, esclarecer como fazemos v tender ao infinito. Note que em nossos célculos, sem-
pre consideramos uma dimensao n fixa, mas arbitraria. Para encontrarmos algumas de
nossas estimativas, fomos obrigados a tomar s suficientemente grande e fixo, de modo a
obter convergéncia de integrais improprias para valores positivos. Portanto, quando es-
crevemos v — 00, estamos dizendo que s € fixo e suficientemente grande para satisfazer
nossas estimativas e que ¢ tende ao infinito por valores pares.

4.3 A derivada da translagao esférica com relagao ao
parametro
Esta se¢ao contém resultados sobre a diferenciabilidade de 7,"(f) em relagdo ao para-

metro t € (—1,1).
Comecgamos enunciando um lema que para nés é puramente técnico.

Lema 4.3.1. [27,p.92] Se f € C*(S" 1), entao

o1 (f) _ 1 iA,ﬂ;”(Dkf), te(=1,1).
k=1

ot 1—1t2

Observagao 4.3.2. Se f € L'(S" ') et € (—1,1), entdo

SAT (A w) =t (), we s

k=1

Com efeito, fixado w € S™ 1,

ZAk'];n(Akf)(W) - 157=2|(1 _1152)(112)/2 /w»T:t Lz:; wm] f(r)dr

k=1
1

= Ao i

t
e
= 17"(f)(w).
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A proposicao abaixo refina o lema anterior.

Proposigao 4.3.3. Seja f € C1(S™1). Entao,

al];(;g(f) - 1 _1 2 [(n — DT (f) — ZDRZ"(Akf) . te(=1,1).
k=1

Demonstragao: Sejam ¢ € C*(S" 1) et € (—1,1). Segue do Teorema 1.0.17-(ii),
que

o1 (f) 0
= (T , 4.1
(F52 ) = @0 (4.10)
Por outro lado, pelo Corolario 3.5.6 e, novamente, pelo Teorema 1.0.17-(ii), obtemos
d . 0, (9T (p)
Tk = 5T = (175
Aplicando o Lema 4.3.1 e o Teorema 4.1.2 na ultima igualdade, encontramos
a n 1 - n k
a(ﬁ (f) )2 = 11— Z(fw‘lﬂ; (D%p))2
k=1
N
= 1 5 > (TM(Arf), Dreg)s
k=1
1 - n n
= 1 5 D = (AT (Af), 0)2 — (DM (Arf), 9)2] -
k=1

Finalmente, segue da Observagao 4.3.2 que

0 1 -

S0 = o |- DT )0 = SO (Af) o)
k=1
A férmula do enunciado ¢ obtida comparando-se a tltima igualdade com (4.10). MW

Lema 4.3.4. Seja f € C((—1,1) x S™1). Assuma que ezista g € C((—1,1) x S*71)
satisfazendo

0 _
a(ﬁ@)z:(ga@)% SOGCOO(Sn 1)‘
Entao, [ € diferencidvel em t e Of /0t = g.

Demonstragao: Primeiro, vamos provar que f é diferenciével em ¢. Seja

h(t,z) = /Otg(s,w) ds, (t,w) € (=1,1)x s (4.11)

Como h é diferencidvel em ¢, obtemos

0

ot fo, Mbw)elw) dw:/ g(t,w)pw)dw, e C=(S").

Sn—1
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Segue da hipotese que,

0 = 2 jitwelw) do - / 9t 0)p(w) du

at Sn—1 Sn—1
0
= 5 f(t,w)p(w) dw — h(t,w)p(w) dw
at Sn_l Sn—l
0
Sn—l

Concluimos a prova analisando dois casos. Se f(0,w) =0, w € S"!, obtemos de (4.12)
e da definicao de h que

| e = newlelids = [ [70.0) = h0.0)lolw) do

= F(0,w)p(w) dw
gn—1

= 0, @eC>®(9"),

de modo que f(t,w) = h(t,w), (t,w) € (=1,1) x S*~ ! devido & continuidade das
fungoes. Em particular, f é diferenciavel em ¢. No caso geral, trocamos f por F(t,w) =
f(t,w) — f(0,w). Obviamente, F(0,w) = 0, F satisfaz as mesmas hipoteses de f, e

5 | Feweds = 2 [ 1w - f0w)le) do
= S| [ stewe- [ oo
— 5 | el o
= [ et pec=(s.
Segue de (4.11) que Of /9t = g, o que finaliza a prova. -

Proposigao 4.3.5. Sejam f € C(S™') fracamente diferencidvel e Dyf,...,D,f €
C(S™1). Entao,

a n
ST = g SOAT D), te (1)
k=1

Demonstragao: Sejam ¢ € C*(S"!) et € (—1,1). Segue do Corolério 3.5.6 e da
Proposicao 4.3.3 que

n

tin = D)(f, 7" ()2 — Z(fa DFTM(Agp))2| - (4.13)

k=1
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Mas, 7" (Arp) € C°(S™ 1), k € {1,...,n}, de modo que pela Definicdo 4.1.1 e nova-
mente pelo Corolario 3.5.6, obtemos

(f, D"IM(Arp))2 = (n—1)(Auf, T (Arp))2 — (D f, T, (Ar))2
(n — (AT (A f), p)2 — (Dif, T," (Arp) )2-

Agora, somando em k, aplicando a Observagao 4.3.2 e substituindo em (4.13), encon-
tramos

n

T 9= 1 ST (i) = 1 AT DS e

O resultado segue do Lema 4.3.4. [ |

4.4 Diferencibilidade fraca e diferenciabilidade

O objetivo principal desta se¢ao é estabelecer condi¢oes de modo que diferenciabili-
dade fraca implique em diferenciabilidade. Varias propriedades adicionais do ntucleo de
Jackson sao necessarias. Elas sdo enumeradas e provadas a seguir.

Lema 4.4.1. Seja f € C(S™!). Entao,
1
lim [ K (t)(1 - £)2(1 — )2 (f)(w)dt =0, we S

-1

Demonstragao: Basta usar desigualdade

‘/ Ke(H)(1 = 1)°(1 = )" 2T (f) () dt‘

< Slloe /1 J¢ (arccost)(1 — t)%(1 — t2)=9)/2 gt
[VALIFE
= e / T2 (u)(1 — cosu)?sen™ *u du
NS ’
a qual é uma conseqiiéncia do Teorema 3.5.11. O resultado propriamente dito segue
das desigualdades (4.8) e (4.7). |

Lema 4.4.2. Sejam f € C(S™1) fracamente diferencidvel e Dy f,..., D, f € C(S™7').
Entao,

1

lim [ K. (t)(1—t)(1—t*)"=9/2 [i wk’ft"(lef)(w)] dt=0, wes" L

e—0 J_4

Demonstracao: Consideremos a cole¢ao de funcionais lineares reais {V.} dados por

_ /1 K.(1)(1 - t)(1 — £2)"=9/20(1) dt.
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A demonstragao consistird em mostrar que lim. o V(¢) = 0, quando ¢ € Cy([—1,1]) :=
{¢ € C([-1,1]) : ¢(1) = 0}. Para tanto, vamos buscar um limitante uniforme para
[V.(©)]. Como 1 —cosu < sen’u, 0 <u<7/2el—cosu<(l—cosu)? /2 <u<m,
entao

1
1 177’1 —1

- l#lloe / J#(u)(1 — cosu)sen™ *u du
1721l Jo

w/2 T
I Plloo / J# (u)sen™*u du + T2 (u)(1 — cosu)?sen™ “udu | .
1Tl | o /2

IN

Logo, para s suficientemente grande, as desigualdades (4.7) e (4.8) implicam que

C2
Va(@)] < llelloe (1 + ) < ell@loc

onde ¢ ndo depende de €. Agora, tomando ¢ € C3°([—1, 1]), encontramos

1

vl < [ oa-na-ez e - S L) @
< / K00 -0 - 292 o0 - S o) a
|/ K (t)(1 = t3)(n=2/2(1 — )2 at
_ /K iy w<t>—¢<—1><1—t>/2‘dt
1+1

|/ K.( (=921 — )2 dt.

O primeiro somando acima aproxima-se de 0 quando € — 0 devido ao Corolario 4.2.4.
O segundo aproxima-se de zero pelo lema anterior. Logo, pela Proposigao 1.0.15 temos
que lim._o V() = 0, ¢ € Cy(|—1,1]). O resultado segue do Corolario 4.1.5. |

Lema 4.4.3. Sejam f € C(S"1) fracamente diferencidvel e D1 f,..., D, f € C(S"1).
Entao,

lim [ f)K(w-7)(1-w-7)dr = (” — 1) flw), we s

e—0 5"71 2

Demonstragao: Pelo Teorema 3.5.9 obtemos

JOK (w-7)1 —w-7)drT
gn—1

n—2
- (53 / KU(1)(1 — 0D2(1 4 02T () (w) de
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Capitulo 4 — Diferenciabilidade fraca

Integrando por partes, aplicando a Proposi¢ao 4.3.5 e usando (4.9) (este tltimo para
mostrar que o termo nao-integral resultante da integracao por partes é igual a zero nos

casos n = 2, 3), encontramos
Sn 2|
K/
’Sn 1| /

5"

=(“;1>
_< :

Sn 2|
IS” g

K. (
Sn1|/

|S" 2]
Sn 1|

/K (1 —1)(

U ) OTIRTA(f) () dt

(

DRT(f) (w) dt

/ KL(1)(1— £2(1 — )92 () (w) d

]

Agora, os Lemas 4.4.1 e 4.4.2 garantem que os dois ultimos termos da igualdade acima
tendem a zero quando € — 0 e, portanto, o resultado segue do Teorema 4.2.2-(i). H

A seguir, precisaremos de uma notagao adicional. Se f :

Snlx gn-l L Y é

diferenciavel, escreveremos D% f para indicar a derivada de f(w,7) em relaciao a k-
ésima componente de w. Similarmente, D5 f indicara a derivada de f(w,7) em relagao

a k-ésima componente de .

Lema 4.4.4. Sejam f € C(S™) fracamente diferencidvel e Dy f, ...,

Entao,

. k
tng 0"

Demonstragao: Sejam w,7 € S"!. Fixado k € {1,...

ke{l,...,

D,f € C(S"1).

7)=K.(w-7)(1% — wk (w-T))

7) = K(w-7)(wr — 7 (w-T7)).

,n}, temos

DFK (w
e
DYK,(w
Logo,
DK (w-7) = Kl(w-7)(1 —wi (w

= K(w-

€

Tl —w-7)(wr + 1) —

)+ DK (w-T) —
DEK (w-T).

Segue do Teorema 1.0.17-(ii) e da tltima igualdade que

D¥ f.(w)

f(r)Dy

Sn—1

K.(w-T1)dr

o[ FORMw D =wryar [

—/ f(r)DYK (w-7)dr
Sn—1

n—1

DSYK. (w-7)

T f(T) K (w-7)(1 —w-7)dr

(4.14)
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Agora, pelo Lema 4.4.3 temos

n—1

lim wy, (NK(w-1) (1 —w-7)dr = (

e—0 Sn—1

) ol (@), (4.15)

enquanto que, através da Proposicao 4.1.3 e do Lema 4.4.3, encontramos

n—1

lim e f(T) K (w-7)(1—w-7)dr = (

e—0 Sn—1

) wirf(w). (4.16)
Finalmente, pelas definigoes de derivada fraca e aproximacao da identidade temos

lim f(H)DEYK (w-7)dr = (n — Dwi f(w) — Dy f(w). (4.17)

e—0 Sn—1

Portanto, o resultado segue de (4.14)-(4.17). |

Lema 4.4.5. Seja k € {1,...,n}. O operador D* € fechado sobre C*(S™1).

Demonstragiao: E uma simples adaptacio da prova do Teorema 1 de [7, p.47]. [ |

O proximo resultado é a reciproca do Teorema 4.1.2. Com ele encerramos o trabalho
mostrando que as nogoes de diferenciabilidade fraca e usual coincidem em C*(S™1).

Teorema 4.4.6. Seja f € C(S™') fracamente diferencidvel com Dyf,...,D,f €
C(S™™Y). Entao, f € C*(S"') e Dypf = D*f, ke {1,...,n}.

Demonstragao: Seja f. a aproximacao da identidade de f gerada pelo nucleo K..
Entao, || f: — fllco — 0, quando ¢ — 0. Agora, fixando k € {1,...,n}, segue do Lema
4.4.4 que ||D*f. — D flloo — 0, quando € — 0. Finalmente, como {f.} C C'(S"7 '), o
resultado segue do Lema 4.4.5 e do Teorema 1.0.18 . [ |
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Indice de notacoes

- Simbolos definidos no texto:

Simbolo Pag. Simbolo Pag. Simbolo Pag. Simbolo Pag.
R" 5 dax 5 P(R") 15 X 35
U 5 Sl 5 P*(R™) 15 dw, (t) 35
Y 5 On=0 6 P (R") 15 L 35
: 5 do, =do 6 H™(R™) 15 |- Il1m 35
-l 5 |51 6 P(sS™Y 15 P, 39
0 5 ou 6 PE(S™Y) 15 * 42
C(U,Y) 5 d/ov 6 P (S™Y) 15 " 43
cr(UY) 5 O, 7 H™(S™ 1) 15 AY 47
C>(U,Y) 5 dw,dr,dn 8 H™, 16 Dr 48
N” 5 Ry 11 a’, 19 Wi 49
N 5 x 11 (+,)2 20 Ay, 55
D 5 f 11 -1l 20 D, 55
d/0z; 5 cr(s~1 11 | oo 20 K. 58
A 5 A, 11 Fok 21 f- 58
v 5 7. 11 0k 22 T 59
LP(U)Y) 5 Y 14 P 26

I+
@)
q.s.

f
L£(X,Y)
| 5n-1

N

*

- Simbolos que nao estao definidos no texto:

Espago das fungdes mensuraveis com valores em [0, oo];
Composigao de fungoes;
Quase sempre;

Fungao conjugada;

Espaco das transformacoes lineares de X em Y;

restricao a S™1;
Maior inteiro menor ou igual;
Variavel arbitraria.
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Aproximagao da identidade, 58

Coeficiente de Fourier, 21
Convolucao esférica, 42
Coordenadas esféricas, 29

Derivada
da translacao esférica, 61
forte de Laplace-Beltrami, 48
fraca, 55
Desigualdade
de Minkowsky para integrais, 8
de Young, 46
Diferenca esférica, 47
Diferenciabilidade
forte de Laplace-Beltrami, 35, 48
fraca, 55, 64
usual em S™1, 11, 64

Espacgo

L3(S™1), 20

Lr 5

L', 35

W%, 49

de polindémios, 15

de Sobolev, 52
Expansao de Fourier, 21
Extensao radial, 11

Formula
da Adigao, 27
de Catalan, 6
de Euler, 57
de Funk-Hecke, 37
Funcao
caracteristica, 45
harmoénica, 15
homogénea, 12, 13

Harmonico esférico, 16

Multi-indice, 5, 17

Nucleo

de Jackson, 58, 59
de reproducao, 22

Operador

convolucao esférica, 42
de Laplace, 5

de Laplace-Beltrami, 11
diferencial, 5, 11, 17
fechado, 9

projecao, 39

translacao esférica, 43, 61

Polinémio de Legendre, 26

Sistema fundamental em S 1, 38

Teorema

coordenadas polares, 6

da Aproximacao de Weierstrass, 8, 21

de Banach-Steinhaus, 8

de Fubini, 6

de Funk-Hecke, 37

de Green, 6

de Schwarz, 7

desigualdade de Minkowsky para inte-
grais, 8

Formula da adicao, 27

Formula de Euler para fungoes homo-
géneas, 12

Teste M de Weierstrass, 8

Transformacao ortogonal, 7

Vetor gradiente, 5
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