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Resumo

A dissertacao tem como tema as algebras de Lie. Especificamente algebras de Lie
semi-simples e suas propriedades . Para encontramos essas propriedades estudamos os
conceitos basicos da teoria das algebras de Lie e suas representacoes. Entao fizemos
a classificacao dessas algebras por diagramas de Dynkin explicitando quais os possiveis
diagramas que sao associados a uma algebra de Lie semi-simples. Por fim, demonstramos
varios resultados concernentes a essa classificacao, dentre esses, o principal resultado
demonstrado foi: os diagramas de Dynkin sao um invariante completo das algebras de
Lie semi-simples.






Abstract

The dissertation has the theme Lie algebras. Specifically semi-simple Lie algebras
and its properties. To find these properties we studied the basic concepts of the theory
of Lie algebras and their representations. Then we did the classification by Dynkin
diagrams of these algebras and explaining the possible diagrams that are associated
with a semi-simple Lie algebra. Finally, we demonstrate several results related to this
classification, among these, the main result demonstrated was: the Dynkin diagrams
are a complete invariant of semi-simple Lie algebras.
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Introducao

Esta dissertacao tem como objetivo estudar resultados concernentes a teoria das
algebras de Lie. Mais especificamente as dlgebras de Lie semi-simples e suas repre-
sentacoes.

O tnico pré-requisito para o entendimento do trabalho é a algebra linear. Vale citar
que para estudar os conceitos mais avancados da teoria foi preciso o estudo de toda
teoria relacionada a essas dlgebras de Lie e em particular sua relacao com os espacos
vetoriais.  Por exemplo: a decomposicao de Jordan de matrizes, as formas lineares e
bilineares, o espago das transformagdes lineares, os autovalores das transformacoes e seus
autovetores correspondentes, auto-espagos generalizados e bases de espagos vetoriais.

O desenvolvimento da dissertagao se darda de modo usual. Apds enunciarmos os con-
ceitos preliminares, desenvolveremos a teoria de modo claro e sucinto. Os detalhes dos
calculos serao feitos sempre que necessario. As conclusoes serao apresentadas enfati-
zando sua importancia para os proximos tépicos.

No primeiro capitulo, das preliminares, serao enunciados varios conceitos basicos das
algebras de Lie de dimensao finita. Defini¢oes basicas de: morfismos, ideais, subéalgebras,
representacoes, séries de composicao, algebras soliveis, dlgebras nilpotentes e finalmente
algebras simples e semi-simples. Também enunciaremos resultados relacionados a Forma
de Cartan-Killing, subédlgebras de Cartan e decomposicao da dlgebra pela representagao
adjunta da subalgebra de Cartan.

A partir do segundo capitulo iremos nos concentrar apenas no estudo das algebras
semi-simples e suas representagoes. O primeiro passo é ver como se comportam as
representagoes irredutiveis da algebra si(2). Também demonstraremos alguns resultados
das subdlgebras de Cartan de uma algebra semi-simples, sua representagao adjunta e os
pesos relacionados a essa representagao. Ent@o falaremos sobre pesos (raizes), Férmula
de Killing, sistemas simples de raizes e seus diagramas de Dynkin associados. Cada
peso ird corresponder a uma subélgebra isomorfa a sl(2), assim sempre poderemos ver a
algebra sl(2) incluida na algebra semi-simples. Por fim, vamos mostrar como classificar
(representar) uma algebra semi-simples por um diagrama de Dynkin (grafo).

No terceiro capitulo mostraremos alguns resultados da teoria de diagramas de Dynkin.
Encontraremos os possiveis diagramas que representam as algebras e suas propriedades.
Na ultima secao, iremos expor as bases de espacos vetoriais sobre o corpo dos racionais
que realizam os diagramas.

No 1ltimo capitulo serao abordados os resultados mais importantes que relacionam



as algebras de Lie semi-simples com os diagramas de Dynkin. O primeiro resultado
mostra que os diagramas sao invariantes em relagao a subdalgebras de Cartan distintas
de uma mesma algebra. Outro fato importante é que os diagramas de duas algebras
isomorfas coincidem. Finalmente, o principal resultado que sera demonstrado é: os
diagramas de Dynkin sao um invariante completo das dlgebras semi-simples, ou seja, se
duas dlgebras tém o mesmo diagrama entao é possivel construir um isomorfismo entre
essas algebras.

Em seguida a esse teorema principal faremos a realizacao de alguns dos possiveis
diagramas encontrados no terceiro capitulo, a partir de dlgebras semi-simples. Ou seja,
iremos mostrar que dado um diagrama, realmente existem uma &lgebra semi-simples,
sua subdlgebra de Cartan, seu sistema simples de raizes correspondentes que, visto
como uma base de um espago vetorial racional, tém as mesmas propriedades (ntimeros
de Killing) das bases encontradas no capitulo trés. Serd feito a construcao das algebras
classicas, que sao basicamente subalgebras da algebra das matrizes.

Esses sao os resultados apresentados em nossa dissertagao. Ela foi baseada essen-
cialmente no livro “Algebras de Lie”, de Luiz A. B. San Martin. Vale ressaltar que o
conteudo presente na dissertacao é de bastante utilidade para quem esta se iniciando
nesta area, pois expoe as definicoes, proposicoes e teoremas imprescindiveis a quem de-
seja compreender um texto simples ou um artigo mais complexo, que tenha como tema
algebras de Lie e suas representacgoes.



Capitulo 1

Preliminares

Este primeiro capitulo serve para expor as defini¢oes e conceitos bésicos da teoria
de Algebras de Lie. Vamos enunciar alguns resultados sem demonstracao, pois se trata
apenas de apresentar o material tedrico e fixar a notagao que vao ser necessarios para
os capitulos subsequentes.

1.1 Definicoes

Definicao 1.1.1. Uma Algebra de Lie consiste de um espago vetorial g munido de uma
operagao (colchete de Lie) entre os vetores

[]:gxg—9g
que tem as seguintes propriedades:
1. [, ] é bilinear,
2. [, ] é anti-simétrica, ou seja, [X, X] = 0 para todo X € g. (Equivale a dizermos

que [X,Y] = —[Y, X] para todo X,Y € g),
3. [, ] satisfaz a identidade de Jacobi, isto é, para todo X,Y, Z € g,
(XY 2]+ [Z, [ X, Y]+ [V, [Z, X)) = 0.

A identidade de Jacobi pode ser escrita de outras maneiras, como
(X, Y, Z]) = [[X, Y], Z] + [V, [ X, Z]],

(X, Y], 2] = [[X, Z], Y] + [X, [Y, Z]].

Sabemos que um algebra em geral é espaco vetorial g munida de uma aplicagao
bilinear de g x g em g. Uma &algebra de Lie tem a anti-simetria e a identidade de Jacobi
como caracteristicas especificas. Assim todos os conceitos basicos de espaco vetorial se
estendem naturalmente para algebras de Lie, como por exemplo um subespaco, que no
caso de uma &algebra é chamado subalgebra.
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Definicao 1.1.2. Seja g uma algebra de Lie. Uma subalgebra f de g é um subespago
vetorial que ¢ fechado pelo colchete, isto é, [X,Y] € hse X,Y € b.

Exemplo 1.1.3. Um exemplo de algebra de Lie que serd mencionado em toda a
dissertacgao é a algebra das transformacoes lineares de um espaco vetorial de dimensao n
sobre um corpo K, que sera denotado por gl(n,K) ou simplesmente gl(V'). Essa algebra
é a mesma que o espaco das matrizes n X n com coeficientes em K e o colchete é dado
por

[X,Y]=XY -YX.

Aqui XY é a operacao de composicao entre transformagcoes lineares que é o mesmo que
a multiplicacao de matrizes.

Definicao 1.1.4. Sejam g, e g, duas algebras de Lie. Uma transformagao linear ¢ :
g; — g € um

e homomorfismo se p[X,Y] = [pX, ¢Y], para todo X,Y € gy;

e isomorfismo se for um homomorfimo inversivel,

e automorfismo se é um isomorfismo e g, = g,.

Definigao 1.1.5. Duas algebras g, e g, sao ditas isomorfas se existe um isomorfismo
® g — Bo

Uma forma de verificar que duas algebras de Lie de dimensao finita sao isomorfas é
através dos colchetes de Lie entre seus elementos das bases. Seja g uma algebra de Lie e
{Xi, ..., X;,} uma base de g. Tome X; e X, dois elementos quaisquer da base. Podemos
escrever o colchete entre esses dois elementos como combinagao linear da base

(X5, Xj] =) e X
k=1

Os coeficientes cfj que aparecem na expressao acima sao denominados constantes de
extrutura da algebra em relacao a base fixada. Portanto duas dlgebras de Lie sao iso-
morfas se suas constantes de estrutura sao iguais. As constantes de estrutura satisfazem
as seguintes igualdades: para toda terna 7, 7, k temos,

E .k
Cij = —Cjis

(l m_|_l m+l m)_o

CiiCik T CirCyy T CpiCry) = U

lm
A primeira igualdade deve-se a anti-simetria do colchete e a segunda a identidade de
Jacobi. Reciprocamente, dadas constantes que satisfazem essas duas igualdades, elas sao
constantes de estrutura de uma algebra de Lie. De fato, tomando uma base { X1, ..., X, }

de um espaco vetorial, definindo [X;, X;] = cij . € estendendo por bilinearidade, obtém-
i

se um algebra de Lie cujas constantes estruturais sao c;;.
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Definicao 1.1.6. Um subespaco h C g é um ideal se para todo Y € h e todo X € g
temos [X,Y] € b, ou seja,

[g,b] Ch.

E claro que todo ideal é um subalgebra mas nao vale a reciproca.

Seja ¢ : g; — g, um homomorfismo, entao

keryp é um ideal de g,

1mp é uma subdlgebra de g, .

Definicao 1.1.7. Seja g um &lgebra de Lie e h C g um ideal. No espaco vetorial
quociente g/bh defina

[X,Y]=[X,Y]

onde X denota a classe X + b. Definindo assim o colchete, o espaco g/h é uma dlgebra
de Lie.

Aqui também, como em todas as teorias cldssicas da algebra, vale o teorema dos
isomorfismos:

Teorema 1.1.8. 1. Seja ¢ : g, — g, um homomorfismo de dlgebras de Lie. Entao,

g/kerp ~ imep.

2. Sejam g uma dlgebra de Lie e by, b, C g ideais. Entao,

(by +b2) /by = by/by N by

A demonstragao desse teorema é a mesma que para grupos, anéis ou espagos vetoriais.
Definigao 1.1.9. Sejam gy, ..., g,, algebras de Lie e

g=0,9...99,

sua soma direta como espacos vetoriais. Com o colchete

[Xv Y] = ([le}/i]7 ) [XmYn]) )

onde X = (X1,..,X,) eY = (Y1,....,Y,), define-se uma estrutura de dlgebra de Lie no
espago vetorial produto g.



1.2 Representacoes

Um dos conceitos que mais estudaremos nesse trabalho é o de representacao de uma
algebra de Lie em um espaco vetorial. Essa é uma das ferramentas mais eficazes para
encontrar a estrutura da dlgebra, como por exemplo a existéncia de ideais e subalgebras.

Definigao 1.2.1. Seja V um espago vetorial e gl(V') a dlgebra das transformagoes
lineares de V' (que pode ter dimensao finita ou nao). Seja g uma algebra de Lie sobre o
mesmo corpo de escalares que V. Uma representacao de g em V' é um homomorfismo
de algebras de Lie

p:g— gl(V).

O espaco vetorial V' é denominado espaco de representacao e sua dimensao é chamada
dimensao da representacao. Uma representacao p é dita fiel se ela é injetora, ou seja,

kerp = {0}.

Quando ocorre da representacao ser fiel, pelo teorema dos isomorfismos g ¢ isomorfa
a imp, que é uma subdlgebra de gl(V).

Outra maneira de introduzirmos o conceito de representagao é vendo a algebra das
transformacoes lineares como um maédulo sobre g.

Definicao 1.2.2. Um mdédulo sobre um algebra de Lie g ¢ um espago vetorial juntamente
com uma operagao de multiplicacdo gxV — V| denotada por (X, v) — Xwv, que satisfaz:
L.(X+Y)v=Xv+Yv,
2. X(u+v)=Xu+ Xv,
3. aXv = X(av),
4. [X,Y]v=XYv+YXv,
para todo X, Y € g, u,v € Veack.

Um modulo V sempre define uma representacao

pi g— gl(V)
X— pX): V-V
v—  p(X)v=Xv.

Analogamente, pelo mesmo diagrama acima, uma representacao define um modulo.
Basta tomar Xv = p(X)v. Portanto, os conceitos de médulo e representacao sao equiva-
lentes.

Dentre as representacoes de algebras de Lie, ha uma mais importante. Considere,
para cada elemento X € g, a transformacao linear

ad(X):g—g9

definida por ad(X)Y = [X,Y].



Proposicao 1.2.3. A aplicagao de g em gl(g) (g visto como espago vetorial)

ad: X € g+ ad(X) € gl(g)

€ uma representacao de g em g.

Essa representacao é denominada representacao adjunta. O nicleo da representacao
adjunta é denominado centro de g e é denotado por 3(g):

3(@) = {X €g:ad(X)Y =[X,Y] = 0,VY € g}.

A representagao adjunta serda a mais estudada neste trabalho e é dela que vem os
principais resultados que encontraremos nos capitulos posteriores.

Definicao 1.2.4. Sejam p; e ps duas representacoes de g em V; e V5, respectivamente.
Elas sao ditas equivalentes se existe um isomorfimo de espacos vetoriais P : Vi — V; tal
que

pa(X) 0 P = Popi(X),

para qualquer X € g.

Dada uma representagao p de g em V', pode-se tomar a presentacao p* de g em V™.
Essa representacao ¢ dada pela formula
PrAX)==Aop(X), NeV", X eg.

Essa representagao p* é denominada dual da representa¢ao p. Em particular denota-
mos ad* a representagao dual da adjunta, que é denominada representacao co-adjunta.

Definicao 1.2.5. Seja p uma representacao de g em V' e suponha que W é um subespago
de V tal que p(X)W C W, para todo X € g. Esse subsespago W é chamado subespaco
invariante, e a restricao pj define uma representagao

pw: 88— gl(W)
X — p(X).

Observacao 1.2.6. Um subespaco h C g é invariante pela representacao adjunta se e
somente se h é um ideal de g.

1.2.1 Decomposicoes de Representacoes

Nesta secao nos preocuparemos com o problema de decompor o espaco vetorial V,
espaco da representacao p da algebra de Lie g. Queremos saber quando podemos escrever
o espaco V' como soma direta de subespacos invariantes.
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Definicao 1.2.7. Uma representacao p de g em V é dita irredutivel se os tinicos sub-
espagos invariantes por p sdo os subespagos triviais {0} e V. A representacao é dita
completamente redutivel se V se decompoe como

V=Vie..eV,,
onde cada V; é invariante e tal que a restricao de p a V; é irredutivel.

A decomposigao de V' em componentes irredutiveis nao é inica. Pela defini¢ao vemos
que uma representacao irredutivel é sempre completamente redutivel. A seguir enuncia-
remos uma proposicao que é bastante 1til quando queremos saber se uma representagao
é completamente redutivel.

Proposicao 1.2.8. Seja p uma representagao de dimensao finita de g em V. Entao
p € completamente redutivel se, e somente se, todo subespaco invariante admite um
complementar invariante. Isto €, para todo W subespaco invariante, existe um subespaco
mvariante Wy tal que

V=WaoW.

Para concluirmos essa secao iremos definir um tipo especial de aplicacao linear entre
algebras que sera importante para o estudo da representacao adjunta.

Definicao 1.2.9. Uma aplicacao linear D : g — g é uma derivagao da algebra de Lie g
se satifaz
DIX,Y]=[DX,Y]+ [X, DY]para todo X,Y € g.
Essa ¢é a regra de Leibniz de derivada de um produto.

Observe que a aplicacao ad(X) é uma derivagao, pois a igualdade requerida é exata-
mente a identidade de Jacobi. As derivacoes desse tipo sao denominadas derivagoes
mternas.

1.3 Séries de Composicao

Seja g uma &lgebra de Lie entdo denotamos por [g, g] o conjunto
{X,)Y]: X e€g,Y €g}.

Definicao 1.3.1. Definimos, por indugao, os subespagos:

g% =g
g =[g,9]

Essa série é conhecida por série derivada de g.



Prova-se facilmente que esses subespagos sao na verdade ideais de g.

Definicao 1.3.2. Uma &lgebra de Lie g é dita soluvel se existe um kg > 1, tal que,

g = {0} .

Proposicao 1.3.3. 1. Se g € soluvel e h C g € subdlgebra entao by € solivel.
2. Se g € solivel e h C g é um ideal, entdo g/b € solivel.

Proposigao 1.3.4. Seja K ¢ uma extensio de K. g é solivel se, e somente se, gz ¢
soliwvel.

Definicao 1.3.5. Definimos agora, outra sequéncia de subespagos:

g =g, 0""].

Essa série é chamada série central descendente da algebra g.

Proposicao 1.3.6. A série derivada decresce mais rapido que a série central descen-
dente:

g® gttt
Definicao 1.3.7. Uma &lgebra de Lie é nilpotente se existe um kg > 1 tal que,
g = {0}
Observe que toda algebra nilpotente é em particular solivel.

Proposicao 1.3.8. 1. Se g € nilpotente e h C g € subdlgebra entao by € nilpotente.
2. Se g € nilpotente e h C g € um ideal, entao g/h € nilpotente.

Proposicao 1.3.9. Seja K € uma extensdao de K. g € nilpotente se, e somente se, gg €
nilpotente.

Proposicao 1.3.10. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita. Entao, existe em g
um unico ideal solivel v que contém todos os ideais soluveis de g.

Definigao 1.3.11. O ideal v da proposicao anterior é chamado de radical solivel (ou
simplesmente radical) de g. Para o radical de g sera utilizada a notagao v(g).

Proposicao 1.3.12. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita. Entao, existe em g
um unico ideal tn que contém todos os ideais nilpotentes de g.

Definicao 1.3.13. O ideal tn da proposicao anterior é chamado de radical nilpotente
(ou nil-radical) de g. Para o radical de g sera utilizada a notacao tn(g).



1.4 Algebras simples e Algebras semi-simples

A partir desta se¢do denotaremos por 0 o ideal {0} quando for claro que estamos
falando de conjuntos e nao do elemento 0.

Definicao 1.4.1. Uma &lgebra de Lie g é semi-simples se

t(g) =0

(isto é, g ndo contém ideais soluveis além de 0).

Definicao 1.4.2. Uma &lgebra g é simples se
1. Os tnicos ideais de g sao 0 e g.
2. dimg # 1.

A propriedade 2., da algebra simples, de que tenha dimensao diferente de um, é para
que exista compatibilidade entre os conceitos de algebras simples e semi-simples.

1.5 Representacoes de Algebras nilpotentes e soltveis

Nesta se¢ao serao enunciados resultados importantes das representagoes de algebras
nilpotentes e soliveis. O principal teorema desta teoria é o teorema de Engel, que
nos diz que, para uma algebra de Lie de transformacoes lineares cujos elementos sao
nilpotentes, é possivel encontrar uma base em que as matrizes desses elementos sao
todas triangulares superiores com zeros na diagonal principal.

Definicao 1.5.1. Seja g um algebra de Lie. Uma representagao p de g no espago
vetorial V' é uma representagao nilpotente se dado X € g, existe um inteiro positivo k
(dependente de X) tal que p(X)* = 0.

Teorema 1.5.2. Seja V' um espaco wvetorial de dimensdo finita e g C gl(V) uma
subdlgebra tal que todo X € g é nilpotente. Entao existem subespacos

o=Vycvic..cV,,CV,=V

tal que XV; C V;_1,i =1,...,m. Esse subespacos podem ser definidos indutivamente por

Vo=0
Vi={veV:XveV, VX € g}.

Em particular, estendendo sucessivamente as bases dos subespacos V;, chega-se em uma
base de V' tal que a matriz de X em relagao a essa base € triangular superior com zeros
na diagonal para todo X € g.

Teorema 1.5.3. Seja g um dlgebra de Lie de dimensdo finita e suponha para todo
X € g, ad(X) € nilpotente. Entao, g é nilpotente.
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Teorema 1.5.4. Suponha que o corpo de escalares é algebricamente fechado e tome um
representacao de g em V', com dimV < oo e g nilpotente. Entdo, existem funcinais
lineares A1, ..., \s tal que se

Vi, ={veV:VX eg,an>1,(p(X) — N(X))"v =0},

entao Vy, € g-invariante, 1 =1,...,s. I
V:V/\1®...€BV)\S.

Definicao 1.5.5. Seja g uma algebra de Lie e p uma representagao de g em V. Um
peso de p é um funcional linear A : g — K tal que o subespago V) de V' definido por

V)\ = {’U eV:vX e g,E'TL > ]-7(p(X) _AZ(X))TLU :O}a

satisfaz V) # 0. O subespaco V) é chamado de subespaco de pesos associado a A\. A
dimensao de V), é chamada de multiplicidade de .

Os pesos de uma representagao sao por definicao os autovalores dos elementos da
algebra. O teorema 1.5.4 garante que representacoes de dimensao finita, de um algebra
nilpotente, sobre um corpo algebricamente fechado admitem pesos. Agora enunciaremos
o teorema de Engel.

Teorema 1.5.6. Suponha que o corpo € algebricamente fechado e seja p uma repre-
sentagao da dalgebra nilpotente g sobre o espago de dimensao finita V. FEntao, existe
uma base de V' tal que nessa base p se escreve como

p1(X)
p(X) = Xeg
ps(X)
com os blocos diagonais p;(X) da forma
Ai(X) *
pZ(X) = X e€g
0 Ai(X)

Onde \; € um peso da representacao.

Esse resultado é o mais importante no contexto de algebras nilpotente. Observe que
essa decomposicao mostra que um representacao de uma algebra nilpotente é irredutivel
se e somente se ela tem dimensao um.

Agora iremos enunciar um resultado semelhante s6 que para dlgebras soltveis. E o
teorema de Lie:
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Teorema 1.5.7. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo al-
gebricamente fechado e g C gl(V') uma dlgebra soluvel. Entao, existe uma base 5 =
{v1,...,v,} de V' e funcionais lineares Ay, ..., A\, : g — K tal que, em relagdo a 5, X € g

Se escreve como
)\1 (X) *

X = S
0 An(X)

Proposicao 1.5.8. Seja g um dlgebra de Lie de dimensao finita. Entao, g é solivel se
e somente se a dlgebra derivada g' € nilpotente.

1.6 Critérios de Cartan

Nesta se¢ao enunciaremos resultados que relacionam a forma de Cartan-Killing com
a estrutura da algebra, ou seja, se a algebra é semi-simples ou solivel. Também enucia-
remos resultados que serao 1teis mais a frente no desenvolvimento do trabalho.

Definicao 1.6.1. Tome a representacao adjunta de g. Definimos a forma de Cartan-
Killing em g como
(X,)Y) =tr(ad(X)ad(Y)), X, Y €g.

Proposicao 1.6.2. Seja D : g — g uma derivacao da dlgebra de Lie de dimensdo finita
sobre um corpo algebricamente fechado. Tome a decomposi¢cao primdaria

g=0\ D...DGy,

onde
gy, =1X €g:(D—-XN)"X =0 para algum n > 1}

€ 0 auto-espaco generalizado associado ao autovalor \;. Entao,

(8x,4+2, = 0 se Ai + Aj ndo € autovalor de D).

Teorema 1.6.3. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita , tem-se que g € solivel
se, e somente se,

(X,Y)=0
para todo X € g eY € g.

Teorema 1.6.4. A forma de Cartan-Killing é nao-degenerada em g se, e somente se,
g € semi-simples.

Proposicao 1.6.5. Seja K uma extensio de K. Entdo g € semi-simples se, e somente
se, g € semi-simples.
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Teorema 1.6.6. Seja g uma dlgebra semi-simples de dimensao finita. Entao, g se
decompoe em soma direta

g=9g,D.. by,
com g;, i = 1,.., s, ideais simples. Nessa decomposicdo [g;,9;] = 0 se i # j. Além do
mais,
1. o ortogonal g;- de uma componente simples, em relagio a forma de Cartan-Killing,
€ a soma das demats componentes,
2. os ideais de g sao somas de algumas dessas componentes e
3. a decomposi¢ao € unica (a menos de permutacdo dos indices).

Proposicao 1.6.7. Suponha que g seja semi-simples. FEntao, toda derivacao é uma
derivagao interna, ou seja, se D é uma derivagao entao existe X € g tal que D = ad(X).

Corolario 1.6.8. Suponha que g seja semi-simples e seja X € g. Entdo, X se decompoe
de maneira unica em
X =Xg+ Xy

com Xg, Xy € g tais que ad(Xg) € semi-simples, ad(Xy) € nilpotente e

[Xs, Xn] = [X, Xs] = [X, Xn] = 0.

1.7 Subalgebras de Cartan

Nesta secao enunciaremos um conceito muito importante para o estudo das algebras
semi-simples, que é a subalgebra de Cartan.

Definicao 1.7.1. O normalizador de uma subélgebra h C g é definido como

n(h) = {X € g:ad(X)h = [X,b] C b}

Definicao 1.7.2. Seja g uma algebra de Lie. Uma subalgebra de Cartan de g é uma
subalgebra fh C g que satisfaz:

1. b é nilpotente.

2. O normalizador de fh em g coincide com b.

Sera importante o estudo da representagao adjunta de uma subalgebra de Cartan b
em g. Os pesos nao-nulos dessa representacao serao denominados raizes de b.

Agora precisamos defininir um tipo especifico de elemento de uma algebra de Lie g.
Para isso, tome a representagao adjunta de g. Tome o polinomio caracteristico de ad(X)

px(A) = X"+ P ON 4 L+ pr (XA + po(X)

onde n = dimg e cada p;(-) é um polinémio de grau n — 7 em X.
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Definicao 1.7.3. O posto de uma algebra de Lie de dimensao finita ¢ o menor indice
¢ em que p; nao € identicamente nulo, onde p; denota, como acima, os coeficientes
dos polindmios caracteristicos de cada ad(X). Um elemento X € g é dito regular se
pi(X) # 0 onde i é o posto de g.

Teorema 1.7.4. Seja X € g e denote por go(X) o auto-espaco generalizado associado

ao autovalor nulo na decomposicao primdria

g=0g0(X)Dgy, ©...0 gy,

de ad(X) com Ay, ..., \i autovalores nao-nulos. Entio gy(X) € subdlgebra de Cartan se
X for regular.

Lema 1.7.5. Seja b uma subdlgebra de Cartan. Entao, existe X € b tal que h = go(X).

Dizemos que duas subalgebras de Cartan b, e h, sd@o conjugadas se existe um auto-
morfismo ¢ de g tal que ¢(h;) = b,.

Teorema 1.7.6. Em dlgebras de Lie sobre corpos algebricamente fechados as subdlgebras
de Cartan sao conjugadas entre si.

Observacao 1.7.7. Todas essas proposicoes e teoremas nos garantem que dada uma
dlgebra semi-simples g um elemento regular X € g, se tomarmos h = g,(X) uma
subdlgebra de Cartan, pela proposicao 1.6.2 e pelo teorema 1.7.4, como ad(X) é uma
derivacao, entao

gzb@g,\l@m@ﬁb\k;

onde \; sao os pesos nao-nulos de h, que nesse caso chamamos de raizes.
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Capitulo 2

Representacao Adjunta de Algebras
semi-simples

2.1 Representagoes de sl(2)

Para estudarmos as algebras semi-simples iremos, inicialmente, analisar as repre-
sentagoes irredutiveis da dlgebra de Lie sl(2) sobre um corpo K algebricamente fechado
de caracteristica zero. Seja {X, H,Y '} a base de sl(2), onde

x=(g b)) m=(0 %) or=(10)

Essa base satisfaz:

[H,X]=2X ,[HY]=-2Y ,[X,Y]=H.

Tome p : sl(2) — gl(V) uma representagao irredutivel de dimensao finita. Se v € V ¢é
um autovetor de p(H) associado ao autovalor A entao:

p[H, X]v = p(H)p(X)v — p(X)p(H)v =
p(H)p(X)v = p[H, XJv + p(X)p(H)v = p(2X)v + p(X) v = (2 + A)p(X)v.

Logo, se p(X)v # 0, entao esse vetor é autovetor de p(H) associado ao autovalor
A+ 2 . Analogamente consegue-se mostrar que se p(Y)v # 0 entao ele serd autovetor
de p(H) associado ao autovalor A — 2. Assim aplicando essa formula k vezes chegamos
nas seguintes equacoes:

p(H)p(X)*v = (A + 2k)p(X)*v,
p(H)p(Y) v = (X = 2k)p(Y)*v.

Dessas observagoes segue o teorema:
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Teorema 2.1.1. Seja p uma representacao irredutivel de sl(2) em V com dimV = n+1.
Entao, erxiste uma base {vo, vy, ...,v,} de V tal que, para i =0,1,....,n,

p(X)v; = i(n—i+1)vi_q,
p(Hv, = (n—2i)v; ,
p(Y)UZ = Uiyl ,

onde v_1 = v, = 0.

Demonstragao: Seja v um autovetor de p(H) associado a A. Assim, pelo que foi dito
anteriormente, se p(X)"v # 0 entao esse vetor é autovetor de p(H) associado ao autovalor
A+ 2i. Como os autovetores estao associados a autovalores distintos eles formam um
conjunto L.I.. Como V tem dimensdo finita, existe i > 1 tal que p(X)®v = 0 e
p(X)~ly £ 0. Fixe vy = p(X)® 1v o autovetor associado ao autovalor A\g = X + 2.
Tome v; = p(Y)'vy. Analogamente, o conjunto {vg, vy, ..., vx } é L.L., pois sdo autovetores
associados aos diferentes autovalores \g—2¢, parat = 0,1, ..., k, onde k é tal que vy1 = 0.
Definidos assim temos:
p(X)v; =i(Ao—i+ Dv_q .

Essa igualdade é provada por indugao em i. Para i = 0, por definigao de vy, p(X)vy = 0.
Agora suponha a férmula valida para ¢ — 1 e provemos para i. Temos:

p(X)vi = p(X)p(Y)vier = p[X, Y]viey + p(Y)p(X)vie1
Mas os termos da soma do dltimo membro da equacao anterior sao:
P X, Yviey = p(H)vimy = (A = 2(2 — 1))vi
e pela hipétese de inducao
p(Y)p(X)viey = p(Y)(i = 1)(Ao = (i = 1) +1) = (i = 1)(Ao — i + 2)vi .

Logo
p(X)vi=AN=20—1)vi1 + (@ —1)( N —i+2)v;_1 =
Mo —2i+2+iXg—Ng— 2 +2i+i—2)v;_1 =i(Ag— i+ 1)v;_1.

Portanto o espago gerado por {vg, vy, ...,v;} é invariante por p(X) e por construgao
também é invariante por p(H) e p(Y'). Logo, como a representagao é irredutivel, V' é igual
ao espago gerado por {vg, v1, ..., x } € portanto k = n. Assim para acabar a demonstragao
do teorema basta mostrar que Ao = n. Por um lado temos p(H)v, = (Ao — 2n)v,. Por
outro lado,

p(H)vn = p[X, Y]vn = p(X)p(Y)vn — p(Y)p(X)vn

=—p(Y)(n(No—n+ 1)vm_1) = —n(ro—n+ 1v,.

Assim, \g — 2n = —n(Ag — n + 1), portanto \g =n .
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Observe que as matrizes de uma representagao irredutivel p de sl(2) em V, onde
dimV =n+ 1, tém a forma

0 n 0 0 0 0 0 0 0
00 2n+1) 0 0 0 0 0 0
00 0 3(n+2) 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0
p(X) =
0 0 0 0 0 0 3(n-—2) 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2n—1) 0
0 0 0 0 0 0 0 0 n
00 0 0 0 0 0 0 0/ ity
no 0 0 0 0 0 0 0 0
0n—-2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 mn—-40 0 0 0 0 0
p(H) = :

0 0 0 0 0 0 n—2(n-2) 0 0
0 0 0 0 0 0 0 n—2mn-1) 0
0 0 0 0 0 0 0 0 ) et

00000 0O0O0O

1000 0 0000

01000 0000

0010 0 0000

pYy=[ 0001 0 0000

0000 0 1000

0000 O 100

0000 0 0 (n+1)x(n+1)

Os autovalores de p(H) formam uma progressao aritmética de razao -2 que comega
em n e termina em —n.

Teorema 2.1.2. Para cada n > 0 existe uma unica representacao irredutivel de di-
mensao n+ 1 de sl(2)(a menos de isomorfismo) e essas representagoes cobrem todas as
representagoes de dimensao finita de sl(2).

Demonstracao: Dado um espago vetorial V' de dimensao n + 1, seja {vg, v1, ..., v, }
uma base de V. Defina p(X),p(H) e p(Y) como nas expressoes do teorema anterior.
Assim p é representacao de sl(2) em V. De fato, basta ver que o colchete é preservado:
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plH, Y v; = —2p(Y)v; = —2v;41 .

Por outro lado,

[o(H), p(Y)]vi = p(H)p(Y )vi = p(Y)p(H )v;
= p(H)vit1 — p(Y)(n —2i)v; = (n—2(0 + 1))vip1 — (0 — 20)vi41 = —20541 -

Logo
plH,Y]vi = [p(H), p(Y)]vi, para todo i.

A prova de que os demais colchetes sao preservados é andloga. Logo p é representacao
e é irredutivel, pois os subespacos invariantes por p sao invariantes por p(H). Mas os
tnicos subespagos invariantes por p(H) sao os gerados pelos v;’s e esses subespagos nao
sao invariantes por p(X) e p(Y). Logo nao existem subespagos invariantes préprios,
portanto a representacao é irredutivel. Isso prova a existéncia. A unicidade é garantida
pois se tomarmos outro espaco W de dimensao n 4+ 1 e uma representacao irredutivel
«a. Entao a tranformagao linear que faz corresponder as bases dos espagos V' e W sera o
operador de intercambio das representacoes p e a. Portanto essas representacgoes serao
isomorfas.

(Il

2.2 Subalgebras de Cartan

Seja g uma algebra de Lie semi-simples sobre K e h uma subalgebra de Cartan de g.
A &lgebra se decompde como

g:h®ga1 ®ga2®-~-@gaka

onde g, sao os subespacos de pesos da representacao adjunta de h em g e ay, ..., g
sao os pesos nao nulos. Essa decomposi¢ao é garantida pela observagao 1.7.7. Esses
pesos, como ja foi dito, serao denominados raizes de f em relacao a g e a notagao
utilizada para esse conjunto serd II. Os espagos g,, serao chamados espacos de raizes.
Se representarmos a subalgebra h em cada um dos g,,, as matrizes serao da forma

ad(H) =

a;(H)
para todo H € h. Vale também

[gam ga]‘] - gai“’aj :
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Essas duas ultimas afirmagoes sao garantidas pela proposicao 1.6.2, pelo teorema 1.5.6
e por que b é nilpotente.

Lema 2.2.1. Sejam « e [ pesos de ). Se X € g, e Y € gg, entdao
(X,)Y) =tr(ad(X)ad(Y)) =0,
a menos que o = —[3.

Demonstracao: Seja z € g,. Entao,

ad(X)Z € ga+’y ,
ad(Y)ad(X)Z € gpra+y -

Se tomarmos uma base de g como a uniao das bases de h e g,,, a matriz de
ad(X)ad(Y) em relagdo a essa base nao tem elementos na diagonal, ou seja, nada ird
contribuir para o trago, a menos que o + 3 = 0.

(I

Corolario 2.2.2. 1. A restricao da forma de Cartan-Killing a subdlgebra b é nao
degenerada.

2. Se « € raiz entdo —« € raiz .

3. Para todo X € g,, existe Y € g_, tal que (X,Y) # 0.

Demonstragao: 1. Seja H € . Como a forma de Cartan-Killing é nao degenerada em
g, existe X € g tal que (H, X) # 0. Tome a decomposicao de X,

X=H+X,+..+X,

onde H; € h e X; € g,,. Pelo lema anterior

(H,X;)=0,Vi=1,.,k

Portanto (H, Hy) # 0.
2. Seja X € g,. Entao existe Y € g tal que (X,Y) # 0 mas pelo lema Y € g_,. Logo
g-o # 0 e —a é raiz.
3. Se supormos que (X,Y) = 0 para todo Y € g_,, entdo (X, Z) = 0 para todo Z € g.
Mas isso é um absurdo pois a forma de Cartan-Killing é nao degenerada em g.

O

Proposicao 2.2.3. . Para todo H € § e todo peso o, ad(H)
formagoes ad(H) sao simultaneamente diagonalizdveis.

o = (H)id e as tran-
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Demonstracgao: Ja sabemos que

ad(H)ma =

a(H)
Tome a decomposicao H = Hg + Hy (que existe pelo coroldrio 1.6.8) com ad(Hg)
semi-simples, ad(H y) nilpotente e H, Hg, Hy comutanto dois a dois. Assim

0 *
ad(HN)‘ga =

0
Logo a(Hy) = 0, para todo « € II. Portanto Hy pertence ao auto-espago associado
ao autovalor 0, que é h. Mas <HN,H/> — 0 para todo H' € b pois ad(Hy)ad(H') s6
tem zeros na diagonal. Isso implica que Hy = 0, pois a forma de Cartan-Killing é nao

degenerada em h. Portanto ad(H) = ad(Hg), que é diagonal.
O

Proposicao 2.2.4. A subdlgebra b € abeliana.

Demonstragao: Pela proposicao anterior

ad[H,, Hy] = [ad(H,), ad(Hs)] = 0,

para todo Hy, Hy € h. Como a representacao adjunta é fiel no caso das algebras semi-
simples, [Hy, Hy] = 0, e portanto h é abeliana.
O

Proposicao 2.2.5. O conjunto 11 das raizes gera o dual b* de b, isto é, H = 0 se
B(H) = 0 para toda raiz (.

Demonstragao: Pela proposicao 2.2.3, ad(H)= 0, se §(H) = 0 para toda raiz 5 € II.
Mas a representagao adjunta é fiel, como ja foi observado anteriormente, logo H =0 se
B(H) = 0 para toda raiz 5 € II. Portanto, temos um conjunto de funcionais lineares de

b cujo unico elemento no anulador é 0, logo esse conjunto gera o dual h*.
O

Agora ja podemos definir a forma de Cartan-Killing em h*. Pelo o fato de que ela é
nao degenerada em b, a aplicacao ¢ : h — h* definida como:

p(H) = (H, -)
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é um isomofismo. Denotamos ay(-) = (H, -). Assim para cada H € h existe um tnico
a € h* tal que p(H) = a. E reciprocamente, para cada o € h*, existe tinico H, € b tal
que

«(H)=(H,,H) ,VH€Wl.

Assim definimos a forma de Cartan-Killing em h* como

<a7ﬁ> = <Ha7HB> ) (2'1)
se a e # sao dois funcionais lineares em §.
Pelo isomorfismo entre ) e h*, as raizes a € II definem um ntimero finito de elementos
H, que geram b, pois Il gera h*. O lema seguinte dard mais informagcoes sobre a
decomposigao do espago g com soma dos espagos de raizes de b.

Lema 2.2.6. 1. Se X €g, eY €g_,, entao [X,Y]|=(X,Y)H, .
2. Para todo X € g, existe Y € g_,, tal que [X,Y] = H,.
3. Sejam « e 3 raizes. Entao,

(8,0) = gpa (@, )

com qga € Q.(Em geral qsa # qap)-
4. Para todo a € 11, (o, cx) € Q.

5. dimg, = 1, para todo o € 11.
6. Os unicos multiplos inteiros de uma raiz o que sao raizes sao o € —q.

Demonstracao: 1. Temos que [X,Y] € go—o = h. Tome H € b arbitrario. Entao

(H,[X,Y]) = (H,ad(X)Y) =

Portanto

(H,[X,Y] - (X,Y)H,) =0 ,VH € .

Como a forma de Cartan-Killing é nao degenerada em b,

(X, Y]=(X,Y)H,.

2. Pelo corolario 2.2.2 existe Y € g_, tal que <X, Y’> # 0. Tome Y = <XY;/,> e temos

(X, Y]|=(X,Y)H,=1.H, .
3. Seja

V= @05 20 D Psa®Os D Bpsa® ...
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onde ggira = 0 se B + ko nao ¢é raiz. Essa soma direta ¢ finita pois hd um ndmero
finito de raizes. Sejam X € g, e Y € g_, tal que [X,Y] = H,. Pela definigdo de V,
ad(X)V CV ead(Y)V CV e vale que

ad(Ho)y = ad([X,Y])y = [ad(X) v, ad(Y)].

Logo tr(ad(H,)jv) = 0. Assim, se definirmos dj, = dimgg4ra, temos

0 = tr(ad(Ha) ) = ) di(B+ ka)(He) =
k

de (B,a) + k (o, cx)) de—ir Ozadek,

logo (0, a) = —Zz::kdi’“ (o, ). E claro que o denominador dessa fracao é nao nulo pois ao

menos um dos ggira 7 0, portanto

kd
%%x:"_Ez b E(@‘

> di

4. Pelo item 3., se (o, ) = 0, entdo (3, a) = 0 para toda raiz 3, mas isso é falso pois a
forma é nao degenerada em h*, logo (o, ) # 0, para todo « pertencente a II. Definindo
dg = dimgg, temos:

(o, a) = (H,, Hy) = tr(ad(H,)?) =

Zdﬁﬁ<Ha)2 = Zdﬂ (8, a>2 = ZdﬂQ%a (o, O‘>2 )

pell Bell Bell

1
assim (o, o) = e Q.
E:d %h
5. Tome X e Y como no item 3., mas agora tome V' o espaco gerado por Y, b e

E:ghx

Assim V' ¢ invariante por ad(X) pois ad(X)Y € b e ad(X)gka C gkt1)a- Ele é invariante
por ad(Y), pois ad(Y)gra C g-1)a € ad(Y)H = —ad(H)Y = —a(H)Y, para todo
H € b. Analogamente ao item 3., como H, = [X,Y], tr(ad(H,)y) = 0. Mas por outro
lado, como V = ({Y}UBU gra),

0 = tr(ad(Ho)y) = —a(Ha) + > diko(H,)

k>0

onde dj = dimgg,. Logo
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(o, ) = Z kdy, (o, ) .

k>0

Dividindo a equagao por («, ) temos

1 =dy + 2ds + 3ds + ...

com d; > 0 para todo ¢. Portanto a igualdade sé é satisfeita se dy =1 e d; = 0 para
todo 7 > 2.

6. Pelo que foi feito no item anterior dimgg, = 0 se k > 2. Logo ka s6 é raiz se
k= +1.
O

2.3 Foérmula de Killing

Agora, apds a andlise feita sobre as representacoes irredutiveis de sl(2), encon-
traremos subdlgebras da algebra semi-simples g isomorfas a sl(2). Dada « uma raiz
e h(a) o subespago de b gerado por H,. Entao temos o seguinte resultado:

Proposigao 2.3.1. A subdgebra

g9(a) = g—a ®h(a)  ga
¢ isomorfa a sl(2).

Demonstracao: Primeiramente g(«) é subdlgebra pois [g,,8_,] C b(«), [9,, b(a)] C

go €[00, (@) C gy
Seja H., € h(a) definido por

Pelo lema 2.2.6, existem X, € g, e Y_, € g_, tais que

2
XouY—a = )
ot = )
pois como existe Y € g_,, tal que (X,,Y) = 1, tome por exemplo Y_, = ﬁY.
Agora temos
[H,,X,] =adH)X, = o(H)X, =(H, H,)X,
H,, H,
= 2< = a>Xa =2X,,

(@, q)
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[H,,Y_o] = ad(H,)Y_o = a(H,)Y_o = —2Y_,,

[ch Yfa] = <Xa7 Yfa> Ha = H; .

Isso mostra que ¢ : sl(2) — g(a), dado por ¢(X) = X,, ¢(Y) =Y., e ¢o(H) = H,
¢ um isomorfismo de dlgebras de Lie. Aqui {X, H,Y} é a base canonica de si(2).
O

Observacao 2.3.2. O isomorfismo entre as algebras nao é tnico pois os X, e Y_, nao
sao unicos.

Observagao 2.3.3. Para cada raiz « temos uma representagdo de sl(2) em g pela
composic¢ao de ¢ com a representagdo adjunta de g(a) em g. Com essas representagoes
analisaremos mais detalhadamente os colchetes [gq, g5] € a forma (a, ).

Definigao 2.3.4. Considere « e (§ duas raizes. A sequéncia de elementos de h*

w3 —=2a,0 —a, 3,4+ o, 0+ 2a, ...

¢ denominada a a-sequéncia iniciada em 3 .

Queremos encontrar quais desses elementos sao pesos. A resposta é dada pelo teo-
rema:

Teorema 2.3.5. Os elementos da a-sequéncia iniciada em (3 que sdo pesos formam um
intervalo contendo 3, isto €, existem inteiros p,q > 0 tais que

6—pa,...0—aB,0+a,..,03+qu

540 0s unicos pesos da forma [+ ka com k € Z. Além do mais, vale o sequinte formula
(de Killing)

2(6,a)

(o, )

p—q= (2.2)

Demonstragao: Suponha inicialmente que 3 é miultiplo inteiro de o assim 3 = 0 ou
6 = +a. Logo a a-sequéncia iniciada em [ fica

—a, 0, .

Logo a féormula de Killing vale nesse caso.
Agora suponha (4 ka # 0, para todo k € Z. Tome o subsespaco de g

Voa = @8-aDPIsDIara®D... .

24



Essa soma ¢ finita e a representagdo adjunta de g(a) em g deixa V3, invariante, como
ja foi dito na parte 3. do lema 2.2.6. Logo podemos tomar a representacao adjunta
ad:g(a) — gl(Vjs,), € essa representacao ¢é irredutivel. De fato, suponha que

Vea=V1i®Va® ...V,

¢ uma decomposicao de Vg ,, com V; componentes irredutiveis. Seja m; = dimV; — 1.
Pela classificacdo das representagoes irredutiveis de sl(2) = g(a), os autovalores de
ad(H;) sao inteiros todos pares ou impares. Mas, por outro lado, os autovalores sao

’ ’ / ﬁ(Ha) Oé(Ha) <ﬁ, O{>
H,)) = p(H, H)=2 2 =2 2
’ 2 <67 a> ;. . / ~ .
logo o numero (o o) é inteiro e os autovalores (5 + ka)(H,) tém a mesma paridade
que ele, pois 7
<ﬁ7 Oé> _ !
2(a,a) =(B+ka)(H,) —2k € Z.

Mas os autovalores sao todos simples pois dimggiro = 1, logo s = 1. Pois se supormos
s > 1 entao terfamos um autovalor m; de V;, e mais, m; = m; + 2k para algum k > 0,
o que implicaria que m; nao ¢ autovalor simples pois, se v € V; é autovetor de m;,
, 2k
ad(H,)v = mjv = myv + 2kv = m;(v + —v)
my;
e assim m,; seria também autovalor de um vetor em V}, o que ¢ falso. Portanto s =1 e
a representacao é irredutivel. Desse fato e do fato que (3 + ka)(H,,) varia de dois em

(0%
dois quando se varia k segue que

Vﬁ,a = 98-pa D - DIs—a DI D gs+a D ... D Gp1qa -

De fato, se existisse j, p < j < g, tal que gz jo = 0, terfamos que (3 + ja)(H,,) nao
seria autovalor. Mas isso é absurdo pois, se (84 (j — 1)a)(H,) é autovalor, entao

(B+ja)(H,) = (B+ (j — Da)(H,) +2

que é autovalor. Assim o conjunto de pesos da forma [ + ka é um intervalo.
Falta mostrar a férmula. Por um lado, o maior autovalor de ad(H,,) é

5+ go)(#1,) = 7

+ 2q

e por outro lado dimVjs, = ¢+ p+ 1. Logo

2(B,q)
(@, q)

p+q= +2q.

Portanto
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Observacao 2.3.6. Na féormula de Killing os valores de p e q sao diferentes se tomarmos
a (J-sequéncia iniciada em .

Observacao 2.3.7. O inteiro
2(B, )

(@, q)
¢ denominado numero de Killing associado as raizes a e 3.

Proposicao 2.3.8. Os unicos multiplos de uma raiz o que sao raizes sao +a ou 0.

Demonstragao: Suponha que = ca é uma raiz, com c# 0. Logo

2(5.0)
ay
2(B,0) _ 2
B8 o

Assim temos dois nimeros inteiros que o produto é igual a 4, mas isso implica que

2 (8, o)
(o, @)
ja foi provado que os tinicos multiplos inteiros de uma raiz a sao +a.

= =41, £2, +4 e portanto c= j:%, +1, +£2. Mas nao ocorre ¢ = j:% ou %2, pois

O

Proposicao 2.3.9. Se a e 3 sdo raizes tais que o+ 3 € raiz, entdo

(00, 98] = G5 +4a -
Demonstragao: Tomando X, € g(a) = sl(2), a expressao da representagao irre-

dutivel de g(«) em g mostra que

ad(Xa>gﬁ = Yo+ -

De fato, ad(X,) leva a base de gs na base de g,43. Logo todos os elementos de go+3

sao imagem de ad(X,). Portanto temos a igualdade requerida na proposicao.
O
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2.4 Sistema simples de raizes

O objetivo desta secao é encontrar um conjunto de raizes que seja base de h* visto
como espaco vetorial sobre os racionais, e ainda mais, que os elementos de II sejam
escritos como combinacao dessa base com coeficientes inteiros. Esse conjunto serd de-
nominado sistema simples de raizes. Seja entao hg o espago:

ho ={a1Ha, + ...+ arH,, 1a; € Qe oy €11}
que é um espaco de dimensao finita sobre QQ, pois o conjunto de raizes é finito.
Proposicao 2.4.1. dimhg = dimb.

Demonstracao: Primeiramente seja {a1,...,oq} C I tal que B = {H,,,..., Hy, } ¢
base de h sobre K. Como o corpo K ¢é de caracteristica zero, ele contém os racionais
e como o conjunto B é L.I. sobre K é também L.I. sobre Q. Assim dimhg > dim b.
Agora para mostrar a igualdade basta mostrar que B gera hg sobre Q. Seja o uma raiz
qualquer, logo

Ha = Cl,lf'lc,{1 “+ ...+ alHal ,Q; € K.

Agora, para cada j = 1,....[, temos a equagao

l
<Ho<7 Hocj> = Z <Haia Hozj> Q; -
=1

Logo temos [ equagoes e [ incégnitas a;. Mas assim esse sistema linear d& origem a uma

matriz que ¢é justamente a matriz da forma de Cartan-Killing em relacao a base B, que

é nao-degenerada e portanto o sistema tem tnica solu¢gao. Como as entradas da matriz

sao todas racionais, pois os niimeros <Ha“ Haj> sao todos racionais, a solucao ¢é racional.

Portanto a; € Q, para i =1, ...,l. Entao B gera hg sobre Q, e as dimensoes sao iguais.
(Il

Proposicao 2.4.2. A forma de Cartan-Killing restrita a hg € um produto interno.

Demonstracao: Restringindo a forma de Cartan-Killing a hg, definimos uma forma
bilinear simétrica, pois o valor da forma em elementos de II assume valores em Q. Basta
mostrar entao que ela é positiva definida. Tome H € b, assim

(H,H) =tr(ad(H)*) = > _a(H)* >0

(HHH)=0<= «a(H)=0,YVaell<= H =0,
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pois 1I gera h*.
O

Esse espaco vetorial hg sobre os racionais foi construido para estudarmos a estrutura
das algebras semi-simples através da geometria dos elementos H, ou das préprias raizes

em bg.

Antes ainda, iremos introduzir uma ordem lexicografica nos espacos vetoriais racionais.
Seja V um espago vetorial sobre Q e {vy, ..., v} uma base ordenada desse espago. Escreva
dois elementos v, w € V' como combinacao dos elementos da base

V= a1V + ... + aq; s

w=byvy + ... + by .

Dizemos que v < w se v = w ou se a; < b;, para o primeiro incide ¢ tal que a; # b;.
Definida assim a ordem lexicografica em V satifaz as propriedades que necessitaremos
para provar a existéncia de um sistema simples de raizes.

Lema 2.4.3. Tomando a ordem lexicogrdafica dada pela base {vi,...,v;} de V, seja
{wy, ..., wn } um subconjunto de V' satisfazendo:

a) w; >0 para todo i =1,...,m,

b) (wi, w;) <0 para i # j.

Entao {wy,...,wy,} € um conjunto linearmente independente.

Demonstragao: Suponha por absurdo que o conjunto seja linearmente dependente.
Podemos supor que existem ayq, ..., a,,_1 tais que

Wy = QW1 + oo + Ay 1 Wipp—1 -

Como w,, > 0, pelo menos um dos a; > 0. De fato, se todos fossem negativos entao
a;w; < 0 paratodoi=1,...,m — 1, assim w,, < 0. Seja entao

wm:w:;—i—w;,

onde w;t é a soma dos a;w; tais que a; > 0 e w,, a soma dos a;w; tais que a; < 0. Logo,
por um lado, temos

(Wi, it ) = Zai (W, wi) <0

Por outro lado,

+\ ot — ot — [t ]2 - ot
<wm7 U}m> - <wm + Wiy s wm> - |wm| + <wm7 wm>
e os termos do tltimo membro da equagao sao positivos, pois |w;|? é positivo e tomando

a; os coeficientes positivos de w,, e a; os coeficientes negativos, temos a;a; < 0 e como
(w;,w;) <0 entdo
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(W, wih) = Zaiaj (wi, wj) > 0.

Portanto o conjuto é L.I.

Definigao 2.4.4. Fixada uma ordem lexicografica no espago vetorial racional b, uma
raiz o € I é simples se

)a>0

ii) Nao existem (3 e v € Il tais que 8,7y >0ea =[G+ 7.

O conjunto das raizes simples sera denotado X.
Lema 2.4.5. O conjunto ¥ € nao vazio e linearmente independente.

Demonstragao: Seja o uma raiz positiva minimal. Logo nao existe § raiz positiva
tal que 5 < « (esse elemento existe pois o subconjunto das raizes positivas de II é finito
e nao vazio). Suponha, por absurdo, que « nao é raiz simples. Assim existem 3 e v € II
tais que 8,7y > 0e a = 3+ v, mas assim 0 < < «a o que implicaria que « nao ¢é
raiz minimal. Logo a € ¥ e portanto ¥ # (). Agora para mostrarmos que Y é L.I.
utilizaremos o lema 2.4.3 provando que se « e 3 estdo em X, a # [3, entdo (a, 3) < 0.
Primeiro observe que 3 — « nao é raiz, pois se fosse, como

f=a+(f-a)

entao [ — a < 0, pois 3 é simples. Por outro lado, como

a = 5 + (Oé - ﬁ) )
entao § — a > 0, pois « é simples. Logo, na a-sequéncia iniciada em 3, p = 0. Assim

Tow) = IS0

e portanto (5,a) < 0 se a # (3 sado raizes simples. Pelo lema 2.4.3 o conjunto > é
linermente independente.
O

O conjunto finito das raizes simples sera escrito como
Y=Aay,..,q}
Lema 2.4.6. Seja 5 € 1l com 8 > 0. Entao [ se escreve de maneira unica como
B =nia1 + ... + oy,
comn; €Z en; >0, parai=1,...,1.
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Demonstracao: Se § € ¥ nao ha o que fazer . Senao existem (3, e (35 tais que
6 = [+ Ba. Se (1,0, € ¥ acabou a demonstracao. Senao, para cada [;, existem
Bi1, Bz > 0, tais que

Bi =P+ B i =1,2.

Note que 3;; < B, @ = 1,2. Se f3;; sao simples temos o resultado, se nao sao simples
continua-se esse processo até que todas as raizes sejam tais que nao nao existe nenhuma
raiz positiva menor que as mesmas. Assim essas raizes serao simples e § é uma com-
binagao linear dessas raizes com coeficientes inteiros.

(I

Corolario 2.4.7. a) Seja v > 0 raiz que ndao € simples. Entao, existe a € ¥ tal que
(v,a) >0 ey — « € raiz positiva.
b) Toda raiz positiva pode ser escrita como

Y= Oy —I——i—oz%

com o, Taiz simples e as somas parciais

(07 + ...+ (079

s=1,...,k sao raizes.

Demonstracao: a)Se para toda raiz simples « tivermor (v, a) < 0 entdo, pelo lema
2.4.3, o conjunto X U {v} é L.I. o que contradiz o lema 2.4.6. Logo existe a tal que
(v,) > 0. Assim, pela fémula de Killing, na a-sequéncia iniciada em 7 temos p > 0,
pois

Logo v — « é raiz. E raiz positiva, pois se supormos que ¢ negativa, entao

Y=o =ai0 + ... + a0 + Co,

com a;,c<0,7=1,...,n. Logo
v =a101 + ... + apy + (c+ 1.

Como v é raiz positiva, terfamos a; = 0, ¢ = 1, ..., n. Logo 7 seria um muiltiplo de «,
mas isso é falso pois v nao é simples.

b) Novamente, se «y é raiz simples ndo ha nada a fazer. Se v nao é raiz simples entao
existe a € ¥ tal que v — « é raiz positiva. Como v = (7 — ) + a se 7 — « é raiz simples
temos o resultado. Se nao for raiz simples entao aplicamos o mesmo argumento para a
raiz positiva 7 — «, e o resultado segue indutivamente.
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Como conclusao desses ultimos lemas temos que:
1) X é uma base de bg;
2) Para todo (€ 11

0 =nia1 + ... + nqy

com todos coeficientes inteiros e de mesmo sinal.

A afirmagao 1) vem do fato que ja provamos que o conjunto IT gera by e pelo lema
2.4.6, ¥ gera II. Para a afirmacao 2), se (3 é raiz positiva, entao ele é combinagao linear
com coefinientes inteiros nao negativos de elementos de Y. Se 3 é raiz negativa entao
— 3 é positiva e portanto 3 é combinacao linear com coeficientes inteiros nao positivos.

Defini¢ao 2.4.8. Um subconjunto ¥ = {ay,...,aq} de II, satisfazendo 1) e 2) acima é
denominado sistema simples de raizes.

Observagao 2.4.9. Nao existe um unico sistema simples de raizes. Se X é um sistema
simples de raizes, entdao {—ay, ..., —ay} também é um sistema simples de raizes.

2.5 Matrizes de Cartan

Foi mostrado que se tivermos um sistema simples de raizes ¥ entao todas as possiveis
raizes de uma algebra de Lie g sao combinacoes lineares com coeficientes inteiros todos
positivos ou todos negativos. Um dos topicos dessa secao sera definir quando uma soma
de elementos de ¥ é uma raiz. Isso sera feito utilizando a férmula de Killing, para
isso primeiro precisamos de uma definicao que ira diferenciar as raizes positivas pela
quantidade de raizes simples que aparece em sua expressao.

Definigao 2.5.1. Seja ¥ = {ay,...,q} o sistema simples fixado. Se ( é uma raiz
positiva tal que
B=miay + ... +myoq, m; € Z7,

entao o nimero inteiro positivo my + ... + m; é denominado a altura de (3.

As raizes de altura um sao as préprias raizes simples.
As raizes de altura dois sao da forma «a; + o, com ¢ # j. Para saber se a; + o é
realmente raiz temos que analisar a a;-sequéncia iniciada em o

Qj — PQy, ..., O + Q0.

Como o — o; nao ¢ raiz (pois todos os coeficientes de uma raiz tem o mesmo sinal)
sabemos que p = 0. Logo, pela férmula de Killing

2 <Oéi, Oéj)

1= <ai7ai>
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Assim,

2 (ay, a;
g>0& 2{as, ) <0,
(v, i)
portanto
2(ay, a;
Ozi—i‘OZjEH = M<O
(i, ay)
, . 2 <Oéi, a])
Logo, para encontrarmos as raizes de altura dois, basta olhar os valores de ﬁ
Qi O

As raizes 3 de altura trés, pelo corolario 2.4.7, sao da forma o 4 a5 com « de altura
dois e o € X, ou seja, B = a; + o + . Vamos analisar a ag-sequéncia iniciada em
a; + ;. Temos

2 <(l/i + aj, Oék>

(o, o)

p—q=

Assim hé duas situacoes:

a) i # j # k. Neste caso p = 0 pois a; + a; — oy ndo é raiz. Assim o; + a; + oy é
raiz se, e somente se, ¢ > 0. Isso ocorre se, e somente se,
2 <O‘j’ ak)

<0 ou ———=<0
(o, ) (o, )

2 (o, )

pois

~ 2{ay,ar) | 2(aj, o)
<Oék, Oék> <Oék, Oék)
e os termos do lado direito da equagao sao sempre menores ou iguais a zero.

b) k=1iouk =j. Se k= j, entdo a oy-sequéncia iniciada em «; + a; é parte, na
verdade, da aj-sequéncia iniciada em «;. Analogamente, para decidir se a; + 2¢;; é raiz
temos que saber se

2 <CYZ‘, Oéj>
(o, 03)

Esse argumento se estende ao caso geral por inducao. Pois, pelo corolario 2.4.7,

<0.

dada uma raiz (# de altura n + 1, ela é da forma «a + a; com « raiz de altura n e
ay € Y. Novamente a féormula de Killing nos diz quando essa soma é uma raiz. Olhando
a qg-sequencia iniciada em a temos

~ 2{a, )
P—q=F7—-
(g, a)
Por indugao conhecemos p e ¢ e sabemos se o — ay, @ — 2, ..., sao raizes positivas

e de altura menor que n. Se
a=njoq + ... + oy s
entao 5 5 5
<Oé,04k> —n <a7al> + .. 4n <CY,CK[>

() ag,an) (u,eq)
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Assim, sabemos se ¢ > 0, ou seja, se a + ay, é raiz, se sabemos os numeros de Killing
associados a o e o; € X.

Portanto, pela discussao feita acima, os nimeros de Killing associados aos elementos
do sistema simples de raizes determinam todas as raizes de uma subalgebra de Cartan
h C g. Consequentemente toda estrutura da algebra semi-simples g. Esses ntimeros sao

Esta matriz é uma matriz [ X [ e recebe o nome de Matriz de Cartan do sistema

colocados em forma de matriz:

simples de raizes. Os elementos da diagonal sao todos iguais a 2 e os elementos restantes
sao inteiros nao positivos.

Observacao 2.5.2. Como a forma de Cartan-Killing restrita a h é um produto interno,
podemos falar entre angulos de elementos de I, pois (o, ) = (Ha, Hg) = |H,||Hp| cos .

Proposicao 2.5.3. Sejam « e 3 raizes simples.
a) Se 0 denota o angulo entre « e 3 entao,
V3 V2

cosf =0,£1,+—, +
2 2

1
7:i:_7
2

b 6 — km ok
isto €, 0 = % ou 7.

b) Os possiveis valores para os niumeros de Killing sao

2{,f)

=0, +1, £2, +3.
(a, )

Demonstragao: a) Temos (a,ﬁ}z = (a, ) (B, 3) cos? §. Logo,

2 (o, 3) 2{x, B)
(o, ) (B, 5)

Como 0 < cos?6 < 1 e os termos do lado esquerdo da equacio sao inteiros, entao

= 4cos’f .

4cos?f =0,1,2,3,4

e portanto
2 1
cosf =0,+1, iﬁ, jzi, +— .
2 2 2
b) Pelo item anterior
2 2
<a7/8> <a7/6>:0’1’2,374
(o, ) (8,0)
e isso implica que
2 {, B)

=0, £1, 42, £3, +4.
(a, @)
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Se supormos que

2 {o, B)

(@, a)

= 44,

entao cos = +1. Logo # = 0 ou 7w e « seria multiplo de 3, ou seja, a = £ e assim

2 (e, )

= 42
(@, @) ’

uma contradi¢ao. Portanto temos o resultado.

Observagao 2.5.4. Se 0 ¢ o angulo entre «; e «; raizes simples, entao
o0 =0sca; =0,
o 0 =90°, 120°, 135°, 150° se a; # «;.

Proposigao 2.5.5. Seja C' = (¢;;) a matriz de Cartan de um sistema simples de raizes.
Entao,

1. ¢;; =2 para todo 1,

2. ¢i; =0, -1, =20u — 3, para i # j,

3. cji=—-1secj=—-2o0u—-3e¢

4. ¢;j = 0 se e somente se c;; = 0.

Demonstracgao: 1. Obvio

2. Como os numeros de Killing sdo menores ou iguais a zero, pois (o, §) < 0 para todo
a e 3 € X, segue da proposicao anterior.

3. Foi visto na proposicao anterior que

2 (v, o) 2 (o, aj)

<3.
(ai, i) (o, a5)
Logo, se
2 iy Gy
o) _ 50 3
(i, o)
entao
2 <Oéi,O[j>
— =—1.
(o, 07)
2 iy g 2 iy O
4. Temos ¢;; =0 = M se, e somente se, ¢j; = M =0.
<aiaai> <aj>aj>
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2.6 Diagramas de Dynkin

Nesta secao introduziremos o diagrama de Dynkin, que é um grafo que contém todas
as informacoes de uma matriz de Cartan, mas tem uma notacao mais sucinta. Esse
diagrama é definido, como uma matriz de Cartan, a partir de um sistema simples de
raizes fixado ¥ = {ay, ...,y }.

O diagrama contém [ pontos (vértices) representando cada uma das raizes simples.
Os vértices sao ligados ou nao por um, dois ou trés segmentos (arestas) de acordo com
as seguintes regras:

1. Se
2{a, a5)  2{, )

(i, ai) oy, 05)

=0

nao existe ligagao:

Nesse caso o angulo @ entre as rafzes é 90°, pois 4 cos? § = 0 implica cos @ = 0.

2. Se
2 <O{Z’, Oéj) _ 2 (ai, aj> -1
(ai, 00)  {aj,05) ’
a; e a; sao ligadas por um segmento:
o———oO0
a; Q;
Nesse caso o angulo 6 entre as raizes é 120°, pois 4 cos? § = —1 implica cosf = —%.

3. Se
2 (a;, ) 2 (a;, )

(ai, o) (aj, ;)
é igual a -2 (respectivamente -3), os vértices «; e a; sao ligados por dois (respectivamente
3) segmentos:

a; (6%}
Nesse caso o angulo ¢ entre as raizes é 135° (respectivamente 150°), pois 4 cos? § = 2
implica cosf = i%i(respectivamente 4 cos? ) = 3 implica cosf = ﬁ:‘/Tg) :
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Essas instrucgoes dao as informacoes para que utilizemos a matriz de Cartan para
encontrarmos o diagrama de Dynkin, no caso de um diagrama nao orientado.

No entanto, quando a ligacao é feita por dois ou trés segmentos, nao fica claro qual
das entradas

2(017;,0./j>
Cijg = —F——
’ (Oéz‘,az‘>
ou
2<Oéi,06j>
Cij —
’ (aj, a )

da matriz de Cartan é -2 ou -3. Para distinguir isso, orienta-se a ligacao na direcao da
raiz o se
2 <Oéi, Cléj)

(aj, a;)

o%o ou o%o :
a; Q; a; Q;

Orienta-se a ligacao na direcao da raiz «; se

. 2 <Oéi, Oéj>

Cij = — Q0
<Oé7;, az)

Cji = =—-2ou —3.

=—2o0u —3.

Assim temos as informagoes necessarias para que, do diagrama de Dynkin, encon-
tremos a matriz de Cartan, concluindo assim a correspondéncia.

2.7 Exemplo de Algebra Semi-Simples

Analisaremos nessa se¢ao os conceitos apresentados durante todo o capitulo aplicado
em uma algebra de Lie concreta. O exemplo que iremos analisar é a algebra classica das
matrizes n X n de trago nulo, denotada si(n). E facil verificar que as matrizes diagonais
de trago nulo é uma subdlgebra de Cartan de sl(n), que denotaremos aqui como h. Seja
E;; = (a,s), para i,j = 1,2, ..., n, a matriz n X n cuja Unica entrada nao nula é a;; = 1.
O conjunto das matrizes E;j e E; — E;;, @ # j, ¢ uma base de sl(n). Dado um elemento
H € b, escrevemos

H = diag{ay,as,...,an}

com aj + ... + a, = 0. Assim, tomando a aplicacao adjunta de H, temos

j.
Esta igualdade nos diz que os E;; sao auto-vetores de ad(H) associados aos autovalores
(a; — aj). Isso mostra que as raizes de h) sdo os funcionais a;; = \; — A;, @ # j, onde

A b — K

diag{ay,...,an} — a;.
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Os espacos de raizes sao os espacos gerados por E;;, i # j. Agora analisando a forma
de Cartan-Killing temos,

(H,H) = tr(ad(H)ad(H)) = tr(ad(H)*) = > (a; — a;)* =

i#]
QZ(CM —a;)? = 22(@% +a) —42(11-(1]- =2(n— 1)iaf —4Zaiaj.
i<j i<j i<j i=1 i<j

Mas
n
—4 g a;a; = 2 g a?
(2ad] 79
i<j i=1

pois Y ", a; = 0. Portanto,

(H, H) :2(n—1)zn:a?—42aiaj zz(n—l)zn:a§+2zn:a§:2nzn:a§. (2.3)
=1 =1

i=1 i<j i=1

Esta ultima igualdade e a forma de polarizacao que relaciona uma forma quadratica
com a forma bilinear associada, mostram que

<H, H’> — 2n(aby + .. + anby) | (2.4)

onde H' = diag {b1, ..., b, }.
Voltando a notagao que associa a cada raiz a € Il seu elemento H, € b, se
a;; = A\ — A; ¢ uma raiz de b entao, devido a expressao 2.4, temos

1

—(E; — E.;).
5 i)

H,, =
Com isso, dadas duas raizes quaisquer de h, temos os seus valores da forma de
Cartan-Killing

1 1
<&ij7 aTS> - <%(Ez - Ejj)7 %(Err - Ess)> =

1 1

_(<Eii7Err> - <Eii7Ess> - <Ejj; 7’7’) + <Ejj7ESS>) = %

in (0ir — 8is — 0jr + Jjs) -

Onde ¢;; = 1 se i = j e 0 caso contrario. Logo, o numero de Killing de duas raizes ¢

2 (cuij, 0us)
(o, i)
Para a o;j-sequeéncia iniciada em c,, existem trés possibilidades:
1. {i,j} N {r,s} = 0. Nesse caso a sequéncia consiste apenas de a5, pois a,s + ;; €

= i — Oiy — O+ O

Qs — (u; NAO SA0 Taizes, ja que esses funcionais nao sao da forma A; — A;.
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2. {i,j} N {r, s} tem apenas um elemento. Assim

2 <aij7ars> -4
(o, vig }
e a sequeéncia é formada por s € a5 + i OU Qs — Q5.
3. {i,j} = {r,s}. Entéo o;; = oy, e assim a sequéncia é formada por £a;; e 0.
Das raizes a;; podemos escolher o conjunto

¥ = {a1z, a3, ...; 10}

como o sistema simples de raizes, ja que para ¢ < 7,

iy = Q41 + ...+ Qj_1,5- (25)

Portanto, como «;; = —a;;, todas as rafzes podem ser escritas como combinacao linear
com coeficientes inteiros todos positivos ou todos negativos. O nimero de elementos de
¥ coincide com a dimensao de h e ¥ gera hg. A equacio 2.5 nos mostra também que as
raizes de altura h sao «; ;1 com 7 variando entre 1 e n — h.

Tomando os niimeros de Killing associados a esse sistema simples de raizes temos a
matriz de Cartan associada, que ¢ da forma

2 -1 0
-1 2
2 -1
0 -1 2
De fato, (@ it1,it1.42) = —1 e os outros nimeros de Killing se anulam.

Finalmente, o diagrama de Dynkin definido pela matriz de Cartan de sl(n) é

o o - o 0 (n — 1 vértices,n > 1),
Q19 (O DX] Opn—2n—10n—1n
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Capitulo 3

Diagramas de Dynkin

No capitulo anterior mostramos a correspondéncia entre as algebras se Lie semi-
simples e os diagramas de Dynkin. Neste capitulo o objetivo serd encontrar todos os
diagramas de Dynkin possiveis, e assim classificar as dlgebras semi-simples de dimensao
finita sobre corpos algebricamente fechados por esses diagramas.

Vimos, no capitulo anterior, que os diagramas sao construidos a partir de um sistema
simples de raizes, que é uma base de um espago vetorial racional com produto interno.
Agora iremos esquecer por um momento a sua relagdo com as algebras de Lie e iremos
analisar apenas a geometria dos elementos de uma base desse tipo, como os angulos
entre os elementos e seus comprimentos relativos.

Observe que para encontrar e classificar os diagramas é suficiente encontrar suas
partes conexas, ou seja, as partes onde duas raizes sao conectadas por um segmento
ou mais. Um diagrama qualquer é sempre uma uniao disjunta de diagramas conexos.
Assim, iremos nos ater ao estudo de quando duas raizes sao conectadas, ou seja, quando
seu produto interno nao se anula (e portanto seu nimero de Killing nao se anula).

3.1 Classificacao dos diagramas

Primeiramente analisaremos apenas os angulos entre os elementos da base (sistema
simples de raizes), sem nos preocuparmos com os comprimentos desses elementos. Por-
tanto, os diagramas associados a essas bases nao terao orientacao. Para isso vamos
tomar uma base de Q' normalizada, e desse modo encontrarmos os possiveis diagra-
mas nao orientados, verificando apenas o nimero de arestas que ha entre os elementos.
Assim, seja

{uy, ...;w}

base tal que |u;| = 1 para i = 1,...,1 e onde os tinicos possiveis angulos entre os elemen-

_1 V2 _ V3
27 2 2

Fixaremos essa base em todos os lemas dessa secao, exceto quando mencionado o

tos sao 90°, 120°, 135° ou 150°. Os possiveis valores de (u;,u;) sao 0,

contrario. Serao alguns lemas que nos indicarao os possiveis diagramas associados a
essa base.
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Lema 3.1.1. Dado um diagrama, ao retirar alguns vértices juntamente com as arestas
incidentes a esses vértices, o que se obtém ainda é um diagrama.

Demonstragao: De fato, ao retirar vértices de um diagrama estamos na verdade
retirando elementos da base. Sejam {u;,, ..., u;, } os elementos que foram retirados. Os
elementos que restarem da base, digamos {u;,, ..., u;, }, formam um conjunto L.I. que
esta associado a um diagrama. Este diagrama ¢ justamente o diagrama original, a menos
dos vértices {u;,, ..., u; } e suas arestas incidentes.

(Il

Lema 3.1.2. Num diagrama de | vértices, a quantidade de pares conectados é menor
que .

Demonstracao: Um par de elementos (u;,u;) é conectado se (u;,u;) < 0. Tome
u=1u;+..+u. Assimu #0 e

0< Ju? = <Zuz,2u]>
- Z|ui|2+22<ui,u]~>

i 1<J
= 142 (ug,ug) .
i<j
Portanto,
Z —2 <UZ‘, U,j> <.

i<j

Os possiveis valores de —2 (u;, u;) sdo 1, V2 e /3 > 1, se nao for zero. Logo, se
supormos por absurdo que existem mais do que [ pares (u;,u;) tais que (u;, u;) # 0,
entao

ZSZ—2<UHUJ> <.

1<j

Portanto a quantidade de pares nao ortogonais é menor do que [.

Definicao 3.1.3. Um ciclo em um diagrama é um grafo da forma
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Lema 3.1.4. Um diagrama nao contém ciclos.

Demonstragao: Um ciclo em um diagrama é um diagrama pelo lema 3.1.1, pois se
retirarmos todos os vértices que nao estao no ciclo, este ainda serd um diagrama. Mas
esse diagrama terd [ vértices e [ arestas, o que nao pode ocorrer pelo lema 3.1.2.

O

Lema 3.1.5. A quantidade de arestas incidentes em um vértice € menor ou igual a 3.

Demonstragao: Sejam u um vértice e vy, ..., v 0s vértices ligados a u. O nimero de
arestas entre v; e u é

2 (v;,u) 2 (v, u)
<Ui7 Ui> <u> u>

pois a base é normalizada. Assim, a quantidade total de arestas incidindo em u é

=4 (v, u)2 ,

k
Z 4 <U7;, U>2 .
i=1
Sejam U e V' os subespagos gerados por {u, vy, ...,vx} e {v1, ..., v }, respectivamente. O
complementar ortogonal a V' em U é um subespago de dimengao 1. Seja w o vetor de
norma 1, que gera esse espago. Assim o conjunto {w, vy, ..., v} é uma base ortonormal
de U. De fato, (v;, w) = 0, para todo v; por construgao. (v;,v;) = 0 pois caso contrario
algum v; seria ligado a v;, e haveria um ciclo no diagrama ligado a u. Todos esses vetores
tém norma um. Portanto,

u = (u,w)w+ (u,v1) vy + ... + (u, V) vy =
ul> = (u, w)” + (u,v1) + ... + (u,v)° =

concluindo que
(u,00)? 4 o+ () < 1,

pois (u,w) # 0, pelo fato que u ¢ V. Portanto

Esse ultimo lema mostra que nao podemos ter diagramas do tipo

ja que ha quatro arestas incidindo em um mesmo vértice. O lema nos da a primeira
classificagao de diagramas, pois o tnico diagrama possivel com trés arestas é
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Gy o—=0.

Para o proximo lema sera utilizado o termo cadeia simples para designar um dia-
grama ou um pedaco do diagrama da forma

Lema 3.1.6. Suponha que um diagrama contém uma cadeia simples. Entdao, contraindo
a cadeta simples a um vértice e mantendo a esse vértice as ligagoes com o diagrama
restante, o que se obtém ainda € um diagrama.

Um exemplo dessa contragao é

Demonstragao:  Sejam {vq,...,ux} os vértices da cadeia simples do diagrama, e
{u1,...,u,} os vértices restantes. Tome v = v; + ... + v5. Mostraremos que o dia-
grama da base {v,uy,...,u,} é o diagrama obtido por contracao da cadeia simples. De
fato,

k
(v,v) = Z v + QZ (vi,vj) =k + 22 (vi, v5)
i=1 i<j i<j
Como a cadeia dos {vy, ..., v} é simples, 2 (v;,v;) = —1, se j =i + 1 e vale zero nos

restantes. Logo
k—1

o =k+ > 2(vvi) =k (k—1)=1.

i=1

Isso mostra que v tem norma um. Agora tomando um wu; arbitrario, temos

(ui, v) = (ui, v))

para algum j. De fato, u; s pode ter conexao com um v;, pois se tivesse conexao com
mais de um v;, haveriam ciclos no diagrama. Portanto {v,uy,...,u,} é um conjunto
L.I. formado por vetores normalizados e os angulos entre seus elementos definem um
diagrama dado justamente por (u;,v) = (u;, vj).

([
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Proposigao 3.1.7. Os tunicos diagramas conexos (ndao-orientados) sao:

AZ:O O O O
1 2

G2:OEO

Demonstragao: O diagrama A; é o inico que nao apresenta bifurcacoes ou ligagoes
multiplas entre os vértices. O segundo diagrama G5 é o Unico diagrama que apresenta
ligagoes triplas pelo lema 3.1.5. Agora se um diagrama apresenta bifurcagoes ou ligagoes
duplas, entao a partir das extremidades dessas bifurcacoes ou ligacoes duplas ha uma
cadeia simples. Essa cadeia simples nao pode ter, em sua outra extremidade, mais
bifurcacoes ou ligacoes duplas, pois assim, pelo lema 3.1.6, farfamos contragoes do tipo

C—=0 EE——

Esses diagramas dariam origem a diagramas que tem vértices com quatro arestas, o que
nao pode ocorrer.
(I

Agora faremos a anélise dos possiveis diagramas que tem ligagoes duplas ou bifurcagoes.
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Proposicao 3.1.8. Os possiveis diagramas que contém ligacoes duplas sao

BCZ: O

®

Demonstragao: Existem inteiros p,q > 1 tais que o diagrama é da forma

O—o0 O ——0 O O o -

(51 U9 Up—1 Up Vq Vg—1 (%) U1

Serda mostrado quais sao as restrigoes aos possiveis valores de p e ¢. Tome

p q
u:Ziui e v:Zivi.
i=1 i=1
Aplicaremos a desigualdade de Cauchy-Schwartz a esses dois vetores. Temos:

(u,uy = <Zzuz,2]u]> = Zi2|ui|2+22(iui,juj>

i=1 j=1 i=1 i<j
p—1 p—1 p—1 p—1
= = i(i+1) = Zi2+p2—<2i2+2i>
=1 =1 . =1 =1 =1
— . p(p+1)
= p2 - ? - ( 9 P

~ =

pois |u;)?> = 1 e 2 {u;, uiy1) =-1. Analogamente,

|U’2 — Q<q + 1)
—2 .

Temos também

P q
(v <z zm> oy, que) = pa {1
=1 =1

pois u; ¢ ortogonal a vj; se ¢ < p ou j < ¢. Como a ligacao entre u, e v, ¢ dupla,
(up, vq>2 = %, e portanto

2 2
2 2 Pq
<u7 v) = p2q2 <up7 UII> = 9 -

Agora aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos
(u,0)” < [ul?o]”.
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Portanto

2.2 1 1
P’q <p(p+ )a(g+1) N
9 9 2

gg<pq+p+q+1
2 1

pg—p—q+1<2.

Logo
p—1D—1) <2

Temos dois casos a analisar:

a) ¢ = 1. Entao, nao existe restri¢ao a p. Origina-se o diagrama BC].

b)g=2Entaop—1<2ep=10oup=2. O casop =2 origina o diagrama F}, e o
caso p = 1 é o diagrama BCj.

Se ¢ > 3 entdao p = 1, o que é o mesmo que o caso a) invertendo os papéis de p e
q. Portanto todos os casos onde ha ligacao dupla foram determinados, demonstrando a
proposicao.

(I

Proposicao 3.1.9. Os possiveis diagramas que admitem bifurcacao sao

D : o o (I vértices, 1 > 4),
Es: o o I o o (6 vértices),
E:: 5 o o I o o (7 vértices),

Eg . O O O O I O e (8 ’Ué?"t'éC@S).

Demonstragao: Como na proposi¢ao anterior, sejam inteiros p,q,r > 1, tais que o
diagrama é da forma
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O w1y

O wo
QWr—1
O O O O O O O
Ul U9 Up—1 < Vg—1 (%) (%1
Definimos
p—1 q—1 r—1
u:Zzul, v:Zivi, w:ZzwZ
=1 =1 =1
Logo
p—1 p—1 p—1
20 (2
(u,u) = Z@u“ juj> = Zz | —i-QZ(zuZ,ju])
i=1 j=1 i=1 i<j
p—1 p—1 p—1 p—1 p—1
= T i(i—1) = Ziz—ZiQ—i—Zz
=1 =1 =1 =1 =1
_ plp—1)
2
Analogamente,
| |2 — q(q 1) e |’LU|2 — 7“(7' 1)
2 2

Seja V' o subespago vetorial gerado por {u,v,w} e defina 0y, 05, 3 os angulos for-
mados entre z e u, v e w, respectivamente. Seja pry(z) a projegdo do vetor z no espago
V. A norma de pry(z) é menor que a norma de z (|z| = 1) pois z ndo pertence a V.
Por outro lado, sabemos que

lpry (2)] = V/cos? 6; 4 cos? B + cos? s .

Logo
cos? 6y + cos? 0y + cos? 05 < 1. (3.1)
Agora vamos encontrar os valores de cos? 01, cos? 0y e cos? 05 em funcao de p,q e .
Temos
> 1. 1-p
= g, 2 ) = ((p— Dy 1,2) = (p—1)(—=) = —=.
(u, z) <Z:1:w Z> (0= Dup-1,2) = (p = 1)(=5) = —
Logo

2 1—p)2
cos® 0 = (. 2) :( 4p) _p-1 1 1—l
lul?|z|2  rle=L) 2p 2 ’



Analogamente

Por 3.1,

11 1
-+ -+->1.
p q T
Vamos analisar os casos. Sem perda de generalidade podemos supor p > g > r > 1.
1l.r=2
a) ¢ = 2. Entao % > (, portanto p pode ser qualquer inteiro maior que 2, o que
origina o diagrama D).
b) ¢ = 3. Entao 119 + % + % > 1, logo p < 6. Portanto p = 3,4 ou 5. Esses casos
originam os diagramas Fg, E7 e Eg, respectivamente.
¢) ¢ > 4. Entao % + % > % + % + % > 1, logo p < 4. Isso é uma contradicao pois
supomos que p > q.
2. r > 3. Como ¢ > r, temos

11 1 1 2
I<-+-4+-<-+3
p g r—p 3
e portanto p < 3. Mas isso é uma contradi¢ao pois supomos que p > ¢g. Concluimos que
nao ha diagramas com r > 3.
Esses casos cobrem todos os casos possiveis.

O

Com esta proposicao esgotamos todos os casos de diagramas que provém de bases
normalizadas, ou seja, nao dirigidas. Agora, para estudarmos o caso onde ha direcao,
basta checarmos os casos onde ha ligagoes duplas e triplas, que sao os diagramas Gsq, Iy
e BC). Como Gy e Fy sao simétricos em relagao a ligagao dupla, nao ha diferenga em
qual diregao fixar. Agora, para o diagrama BCj, ha duas dire¢oes possiveis. Por isso o
dividimos em dois diagramas. Vamos concluir com o teorema que deixara tudo explicito.

Teorema 3.1.10. Os diagramas de Dynkin conezxos possiveis sao:

As o O O O (I vértices, 1 > 1),
Qi Q2 Q-1

B o O “AO (I vértices,l > 2),
ai o% Q-1
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G o O e J%O (I vértices, 1 > 3),
Qi Q2 i~y Qg

Q-1
D : o o . (I vértices, 1 > 4),
aq (6] [67)
aq
T%
Es: o o o o (6 vértices),
o Q2 a3 Qy A5
IOW
E:: o o o o o (7 vértices),
o Q2 a3 Qy ] Qg
Tas
Es: o o o o o (8 vértices),
ai Q2 a3 Qy A5 Q6 az
Fy: -
4 (4 vértices),
ai Q2 a3 Qg

Ga O%O (2 vértices).
(05} (6]

A demonstracao desse teorema segue de todas as proposicoes feitas durante este
capitulo. Mas ainda estd incompleta, visto que o teorema diz que esses dao exatamente,
os diagramas possiveis. Portanto precisamos mostrar que realmente esses diagramas
sao diagramas dados por bases de Q. No préximo capitulo (para o caso das 4lgebras
cldssicas) serd mostrado que cada uma dessas bases corresponde a um sistema simples de
raizes associado a uma subdlgebra de Cartan de uma algebra semi-simples de dimensao
finita.

3.2 Realizacoes dos diagramas

Em todos os 7 casos, sejam {ey, ey, ..., ¢} a base canonica de Q'. Consideramos Q!
com (-, -) o produto interno canonico.
1) A;: Em Q' seja E; o subespaco

E = {(z1,....ti41) s 21 + . + 2141 = 0}
Assim o conjunto
El = {61 — €9,€62 — €3,...,6] — 6[—}-1}
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¢ uma base de E;. Todos os elementos tem o mesmo comprimento e o nimero de Killing
de um par de elementos (e; — €;11,€;11 — €;412) é -1 paratodoi =1,...,1 — 1.

2) B;: Em Q' seja
Y ={e1 —eg,e0—e€3,...,€.1 — €, €}

Entao ¥; é uma base que nos [ — 1 primeiros elementos seguem o mesmo padrao da base
do diagrama A;_;. Mas o numero de Killing entre ¢;_; —¢; e ¢, é

2(e1—1 — e, e)
<el76l>

Logo essa base realiza o diagrama B;, para [ > 2.

=-2.

3) C;: Da mesma forma que no anterior, verifica-se que a base de Q'
El = {61 — €2,€2 —€3,...,€1-1 — €, 261} .

E uma base que realiza o diagrama Cj, para [ > 3.
4) D;: A base de Q'

Yy ={e1—eg,e0—e3,...,e_9 — €11 — e, €1 + e}

é a que realiza o diagrama D, para [ > 4. O vértice em que ocorre a bifurcacao é

€1—2 — €—1.

5) Eg, B e Eg: Primeiro faremos a realizalgao do diagrama Fg. Tome em Q° o
subespaco

]ES = {(xh "‘71'9) € Qg A T +{E9 = O}

e nesse subespaco tome a base

28 = {62 — €3,63 — €4,...,67 — €§,€8 — 697?)} )
onde v é a projegao ortogonal do vetor —(es + e3 + e4) sobre Eg, que explicitamente

2 1
U:_§(€2+63+€4)+§(€1+65+66+67+68+69)-

O diagrama comecando da esquerda para a direita tem o primeiro vértice (eg — eg).
A bifurcagao ocorre no vértice (eq — e5) que se liga a v, (e3 —e4) e (e5 — €g).

Os diagramas FEg e E; sao subdiagramas de Fg, logo sao realizados retirando os
primeiros vértices de Eg, que sao (eg — eg) e (e7 — es).

6) Fy: Tome a base de Q*
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1

Yy = {61 — €9,y — €3, 63, 5(—61 — ey —e3+ 64)} :

Aqui o comprimento dos maiores elementos é v/2 e dos menores 1, e a ligacao dupla
ocorre entre e; — e3 € e3.

7) Go: Tome em Q3 o subespago de dimensao 2 gerado pelo par de vetores

1 1 1 1 2

0. —= - - =
056 ¢ s

).

Assim essa base de vetores gera o diagrama G, pois formam um angulo de 150°.
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Capitulo 4
Algebras Semi-simples

No capitulo anterior foi estabelecida a relacao entre as algebras semi-simples, os
diagramas de Dynkin e os possiveis diagramas que podem existir. Esse capitulo tera
como objetivo mostrar que os diagramas de Dynkin estao biunivocamente relacionados
com as algebras semi-simples (a menos de isomorfismo).

4.1 Algebras Isomorfas e seus Diagramas de Dynkin

A primeira pergunta que iremos fazer é se dois sistemas simples de raizes de duas
subdlgebras de Cartan, da algebra semi-simples g, tém o mesmo diagrama de Dynkin.

Proposicao 4.1.1. Sejam by e by subdlgebras de Cartan de uma dlgebra de Lie semi-
simples g. Sejam Yy e Xy dois sistemas simples de raizes associados as subalgebras by
e b, respectivamente. Entao os diagramas associados a 3 e ¥y coincidem.

Demonstracgao: Pelos resultados apresentados no capitulo 1, como o corpo ¢é algebri-
camente fechado, existe um automorfismo de g, ¢, tal que ¢(h1) = ha. Sejam II; e Il
o conjunto de raizes de h; e by respectivamente. Tome « € II;, entao existe X # 0 tal
que

ad(H)X = a(H)X, VH €b;.
Logo
ad(¢(H))d(X) = ¢(ad(H)(X)) = ¢(a(H)X) = a(H)$(X), VH € b;.

Como ¢ é automorfismo, para cada H € h; existe um G € b, tal que ¢~1(G) = H.
Logo

ad(G)p(X) = ad(¢(6~'(G)))o(X) = o([¢o”(G), X]) = a(¢™(G))d(X),
para todo G € hy. Logo ao¢~! é uma raiz de h,. Considere a aplicacao ¢* definida por
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o*: I — 1y

a — ¢*(a)=aog L.

Entao ¢*(I1;) C II;. Como ¢ é automorfismo e IIy, II, finitos, entdao ¢*(I1;) = Ils.
Se tomarmos >; C II; um sistema simples de raizes, ¢*(X;) serd uma sistema simples
de raizes de II;. Como ¢ é invariante pela forma de Cartan-Killing, a aplicacao ¢* é
uma isometria entre as formas de Cartan-Killing em bj e b3, pois os inteiros p e ¢ da
a-sequéncia iniciada em 3 e da ¢*(«)-sequéncia iniciada em ¢*(3) sao iguais. Logo os
numeros de Killing entre as raizes e suas imagens por ¢* serao os mesmos. Portanto, os

diagramas de ¥; e ¢*(X;) serdo o mesmo.
O

Proposigao 4.1.2. Se gy e go sao duas dlgebras isomorfas, entao seus diagramas coin-
cidem.

Demonstragao: O procedimento é o mesmo que na proposicao 4.1.1 pois, se by é
uma subdlgebra de Cartan de g; e ¢ é o isomorfismo entre as dlgebras, entao ¢(h;) é
uma subalgebra de Cartan de gs. Além disso, ¢* é uma isometria entre as formas de
Cartan-Killing em b3 e ¢(h,)". Portanto os seus sistemas simples de rafzes correspon-
dentes terao o mesmo diagrama.

O

Proposicao 4.1.3. Seja g uma dlgebra semi-simples e

9=01D9D...Dg

sua decomposicao em componentes simples. Entao, o diagrama de g se decompoe na
uniao disjunta dos diagramas de g1, @2, ..., 8s, que nao estao ligados entre si.

Demonstragao: Tome b, as subalgebras de Cartan de g;, i = 1,...,s. Sabemos que
b @ ... B b, é subdlgebra de Cartan de g. Seja II; o conjunto de raizes de b;, entao
a € II; pode ser extendido a um funcional linear de b, tomando «(h;) = 0 se i # j. Por
essas extensoes, Il = I1; UIl, U ... UIl; é o conjunto de raizes de h em g. Temos, por
outro lado, que as componentes g; sao ortogonais em relacao a forma de Cartan-Killing.
Assim, se a € II; e 8 € II;, entao

(o, B) = (Ha, Hg) = 0

se 1 # j. Isso nos diz que as partes correspondentes de II; e II; no diagrama nao sao

ligadas, demonstrando o que queriamos.
O
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Agora, apenas para o proximo teorema, fixe uma base de g que seja uniao das bases
dos g(a;) ~ sl(2). Assim a base é formada por X,,,Y_,, € H,,, tal que satifazem as
relagoes:

Ha,, Hy,) =0 (4.1)
[(Xai Yoo,| = 04 Hay,
2 {evi. ovs
[Xa-a Ha'] = MX&- (43)
T ey
[V, o) = 230000y (4.4)
(o), aj)

A primeira equacao vale pois h é abeliana. Essa base foi construida na proposicao
2.3.1. A notagao foi alterada para facilitar a demonstracao do teorema: X, := X, ;
Y o:=Y_ o H,

o = H,,. Os detalhes da construcao dessa base estao no livro [3].

Teorema 4.1.4. Uma dlgebra de Lie g é simples se, e somente se, seu diagrama é
conexo.

Demonstragao: Seja h C g uma subalgebra de Cartan, II as raizes e X um sistema
simples de raizes. Suponha por absurdo que o diagrama nao seja conexo, assim X
satisfaz: ¥ = X1 U Xy com Xy # () e 3y # (. Tal que (a,8) = 0se a € ¥; e
B € ¥,. Para facilitar a demonstragao vamos ordenar X tal que ¥; = {aq,...,ax} e
Yo ={ags1, ..., }. Seja

glzhl+zga7

a€ell;
onde h; = {H, € g;a € TI;} e I; é o conjunto gerado por ¥; em h*. Agorase j < k <,
temos
(aj,00) =0 .
Como «a; — a, nao ¢ raiz, se analisarmos os inteiros p e ¢ da a,-sequéncia iniciada em
a;, teremos p = 0, logo

2 <aj7ar>
(aj,a;)

Portanto ¢ = 0 e assim «; + o, também nao ¢ raiz. Logo

0= =p—q=—q.

[XOéwXOlr] € gaj+aT = {0}7 j S k < T?

[Y*QJWXQT] E gaj*ar = {0}7 j S k < T’
2 <aj7 ar)
{aj, )

Logo X,, estd no normalizador de g, se » > k. Analogamente vemos que Y,

[Ha,, Xo,] = Xo, =0, j<k<r

também esta no normalizador de g;, se r > k. Finalmente
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[Har>gl] = [Haw hl] + [Har> Z ga] = 0’
acll
pelas relacoes definidas entre os elementos X,,,,Y_,, e H,,. Portanto g, ¢ um ideal de
g. Absurdo, pois g é simples.

Reciprocamente, suponha por absurdo que g nao é simples. Seja entao g = g, b g,,
tal que os subespacos g, sao ideais nao nulos de g. Sejam « uma raiz nao nula e o
respectivo X, € g,. Assim X, = X! + X2 onde X! € g;,. Temos [X,, H] = a(H)X,,
para todo H € h. Logo [X!, H] = a(H)X!. Mas como g, é de dimensao um, g, C g,
ou g, C gy,. Como [g,9,] =0¢[g,,0_,] #0, temos g, +9g_, C g, ou g, +9_, C go.

Logo podemos ordenar os elementos da base tal que X,,,Y_q,,..., X0, Y 0, € 9; €

Kajirr Yoapirs o Xays Yoo, € g9 Novamente, como g; e g, sao ideais nao nulos, temos
2 (a,, aj)
O = [Xaj7 I:Xa'I‘?Y*a'r]:I = [Xaj7 Har] = ] Qg
(ar, ar)

se ) <ker>k. Logo

2 <aT7 aj>
(o, o)

se j < ker > k. Portanto o diagrama nao é conexo.

=0,

O

Agora iremos nos direcionar para o principal resultado dessa teoria de classificacao
das algebras de Lie semi-simples por diagramas de Dynkin: Duas algebras que tém o
mesmo diagrama de Dynkin sao isomorfas.

Primeiramente definiremos uma notagao, em seguida faremos uma proposicao e al-
guns lemas que nos darao ferramentas para a demonstracao desse teorema.

Fixe uma base de g formada por uma base de h e por X, € g,, de tal forma que

(Xo, X_o) =1. (4.5)

Tal base existe pelo parte 2. do lema 2.2.6. Esse mesmo lema diz que dimg, = 1, e
portanto g, = (X,). Sejam agora m, 3 numeros definidos por

[Xa, Xp] = MasXays-

Assim m, g = 0 se o + 3 nao for raiz. Fica claro, pela anticomutatividade do colchete
de Lie que, mq g = —mg.q.

Proposicao 4.1.5. Sejam « e 3 raizes e
/6 — pa, "'7/67 cey ﬁ + qa
a a-sequéncia iniciada em (3. Entdo
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X (X X]) = qlp = )30

2
Demonstragao: Seja g(a) a dlgebra isomorfa a sl(2), ou seja,

g(a) =0aD <Ha> D g_a.

Como na construgao feita na proposicao 2.3.1, exitem X, € g, e Y_,, € g_, tais que,

2
Xa,Y o) =—.
Ko ool =053
Pela equacao 4.5 temos Y_, = <a2a> X_,. Tome a representacao adjunta restrita a

g(),

ad : g(a) — gl(V)

onde V = gg_pa @ ... ® gp4+qa. Lssa representacao ¢ irredutivel pelo que foi feito na
demonstragao do teorema 2.3.5. Logo existem {vg, vy, ..., Upt4} tais que

Cld(Xa)Ui = [Xa, Ui] = Z((p + Q) —14+ 1)1)1',1 ,
ad(Y—a)vi = [Y—a, Ui] = Uit
onde v; € gg1(g—i)a- LOgO vy € gg, € assim
Yoo, [Xa, vl = [Yoas a(p + ¢ — g + Dvg-1] = q(p + 1 [Yo0, v-1] = q(p + 1)v,.
Como X3 = kv, para algum k € K, a mesma igualdade vale para Xz, logo

[Y*Cw [XOH Xﬁ]] = Q<p + 1>Xﬁ .

Portanto

X (X X)) = 22 4 4 1) X

Lema 4.1.6. Se a e (8 sao raizes e
8 —pa, ..., 0+ qo
€ a a-sequéncia iniciada em 3. Entao

(@, )

2

95



Demonstragao: Por um lado, temos
([Xa, X5l, [X-a, X_g]) = (Ma,sXa+p, M-a,-pX-(at+s)) = MapM-a,s
e por outro lado,

<[Xow Xﬂ]> [X—OHX—ﬁD == <[X—Ow [XmXﬁH»X—ﬁ)

S <Mq(p + 1)XﬁaX—,6> = - <a’a>Q(p+ 1.

2 2

A primeira igualdade vale pela propriedade da forma de Cartan-Killing e derivagdes. A
segunda igualdade pela proposicao anterior.
O

Lema 4.1.7. Sejam «, 3,y € Il e suponha que oo+ 3+ ~v = 0. Entao
Mmea,g = mgﬁ = m%a .

Demonstragao: Primeiro observemos que «, e v sao duas a duas linearmente inde-
pendentes, pois as Unicas raizes que sao multiplos de raizes sao ela mesma e sua oposta,
o que nao ocorre aqui. Logo os seus correspondetes H,, Hg e H, € h também sao
linearmente independentes. Agora, aplicando a identidade de Jacobi para X,, Xz e X,
temos

[Xaa [Xﬂ7 X’y]] = [[Xaa Xg], X’y] + [Xﬁa [Xou X’y]] =
Mgy [ Xas Xorq] = Map[Xars, X5] + May [ X, Xots]- (4.6)
Por hipétese temos que 8+ v = —a, logo Xg,, = X_, e portanto

[Xa>X5+’Y] = [XOMX*Q] = H,.

Utilizando a mesma notacao e aplicando o mesmo raciocinio para os outros membros da
equacao 4.6 temos

MprHo = mMagHotp + MayHg = Mag(Ho + Hp) + mayHy =
(Ma,g — Mpq)Ha + (Mag + May)Hg =0 .

Como H, e Hg sao linearmente independentes,

Ma,g = Mgy

Ma,p = —May = My -
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Lema 4.1.8. Sejam «, 3,7 e & raizes e suponha que menhuma € oposta da outra.
Suponha também que
a+fB+v+06=0.

Entao
maﬁm%é + mﬁ»’Yma#S _'_ mw’am[B’& = O'

Demonstragao: Observe inicialmente que faz sentido a igualdade

[Xa, [Xa, X5]l = [Xa, mpy Xpa] = mpyma piy Xarsry = mpyMmagin X

mesmo que [ + v nao fosse raiz. De fato, nesse caso [X3, X,] = 0 e mg, = 0. Se
aplicarmos o lema 4.1.7 as raizes «a,  + v e ¢, terfamos

ma7ﬂ+’y = m67a ‘

Utilizando as duas equagoes obtemos

[Xa, [Xg, X5]] = Mg ramp, X5 = msamp, X5 = —masmp, X5

Agora, tome a identidade de Jacobi

[ch [X57X7” = [[Xav Xﬁ]’XV] + [Xﬂ’ [XOUXWH =
—Ma,5Mpy X5 = Mag[Xats, X5] + May[Xs, Xayy] =
—mm(gmmX_(; = maﬂmw;X_(; + ma77m57ﬁX_§ .

Portanto

(MMM 5 + MpAMas + My amps) X 5 =0,

concluindo o lema.

Lema 4.1.9. Sejam g' e g? dlgebras simples e tome subdlgebras de Cartan b, C g e
by C g?. Denote porI1; eIly os conjuntos de raizes correspondentes. Suponha que exista
um isomorfismo ¢ : hig — biq tal que ¢(11;) = Ily. Entdo

(9(), 9(8)) = c (e, ) .

Demonstragao: A imagem por ¢ da a-sequéncia iniciada em [ coincide com a ¢(«)-
sequéncia iniciada em ¢(3). Logo a férmula de Killing nos garante que

(0, 8) _ (d(a), ¢(B))

(8,8)  (0(B),0(B))

Portanto
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Por outro lado,

logo
(,8) = 2 (4(a), 6(8))
’ (9(a), d(a)) ’
Portanto
8.8 (v
(0(8),0(8))  (d(a), ¢(a))’

se (a, 3) # 0. Logo a constante

CcC =

(0(8),0(8))  (d(a) d(a))

independe de « ou 3, se («, 5) # 0. Portanto a igualdade

6,6  _  {eo
¢

(¢(a),d(B)) = c{a,B) ,
vale se (o, 3) # 0. A igualdade continua valendo se (o, 3) = 0, pois nesse caso,

(0(8), ¢(B))

(¢(a), ¢(B)) = 3. 3)

(@, 8) = 0.

O

Utilizando essas informacoes sobre as constantes de estrutura de algebras de Lie e o
lema 4.1.9, podemos mostrar o teorema mais importante dessa sec¢ao.

Teorema 4.1.10. Suponha que g' e g° sejam dlgebras simples e tome subdlgebras de
Cartan b, C g* e by C g?. Denote por I1; e Il os conjuntos de raizes correspondentes e
sejam big € hig 0s subespagos racionais gerados pelas raizes. Suponha que exista uma
transformacao linear invertivel sobre os racionais ¢ : hig — b3 tal que ¢(I1;) = Iy (ou
seja, seus diagramas de Dynkin coincidem,).

Entao, ¢ se estende a um isomorfismo b gt — g%

Demonstragao: A primeira afirmagao que fazemos é: ¢ é uma isometria entre as
formas de Cartan-Killing de hjg e h3g. De fato, pelo lema 4.1.9 (¢(a), ¢(83)) = c(a, 8),
para algum escalar ¢ # 0. Como
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temos ¢ = ¢ e portanto ¢ = 1, concluindo que ¢ é uma isometria realmente.
Agora, para cada o € II; tome X, € g*, tal que

(Xo, X_o) = 1.

Manteremos a notacao [Xa, Xg| = masXatg. O objetivo serd encontrar uma base de
92, formada por Y¢(a) tal que <Y¢(a), Y,¢(a)> =1le [Y¢(a), Y¢(5)] = maﬁY(b(a)er)(ﬂ)' Assim

#(Xa) := Yj(a) serd um isomorfismo, devido a igualdade entre as constantes de estrutura
das bases {X,} e {Yy)}-

Seja ¥ C II um sistema simples de rafzes, e defina a ordem lexicografica de hg por
essa base. Faremos a construgao do conjunto {Y¢(a)} por inducao em relacao a ordem
em II. Para simplificar a notacdo, ¢(a) ser denotado o’ (¢(a) := a'). Para as raizes «
de altura um, como « é simples também, tome Y, € gi,. Tome também Y, € g%a,
tal que

(Y, Y_ ) =1

Seja
II, ={a € I, é de alturan ou — « é de altura n}.

A hipétese de inducao é que se a € Il,,_, entao Y, estd definido e se 3, v e §+ v
e II,,_1, entao
[Yﬁ"Yy/] =Mp Yy, .

Provaremos essa afirmacao para as raizes que pertencem ao conjunto IL,. Seja § uma
raiz positiva de altura n. Podemos escrever 6 = o + 3, tal que « é simples e [ raiz
positiva. Por hipétese de indugao Y, e Yy estao definidos. Defino Y., pela equagao

[Ya/,YB/] — ma’ﬁy l+ﬂl — ma76Y,7/.

«

Para completar seja Y_g tal que
<}/5/, Y_5/> - 1.

Uma vez definidos os elementos Yy para todo ¢ € II, se tomarmos v,0 e v+ € 11,
pode-se escrever
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[Y'y,7}/;5/] =Ny sY 5 -

Falta provar que n, 5 = m.s.
Vamos analisar os varios casos que podem ocorrer com -y, d e v + 9.
1. Se 7,0 e v+ € Il,_;. Entao, por hipétese de indugao, n, s = m-s.

2. Se v+ § é uma raiz positiva de altura n. Nesse caso v e § € II,,_;. Agora
escrevemos v + 6 = a + 3, tal que « é raiz simples e 3 raiz positiva de altura n — 1,
assim

[Ya/7yﬁ/] == ma’ﬂy /+ﬁ/ p— ma’BYY/Jr(SI'

«

Se {7,9} = {a, B}, entdo pelo definicao das raizes de altura n, ja temos n, 5 = mq g =
my,s. Logo podemos supor que 7 e § sao diferentes de a e . Como (—y—d+a+3) =0,
podemos aplicar o lema 4.1.8 as raizes —v, —4, a e (3, concluindo que

Mg fM—ry, 5 = —ING —y M5 = Mry,aTNp 5. (4.7)

. < , / / ’ / ,
Analogamente, aplica-se o lema 4.1.8 as raizes —v ,—0 ,a e 3, que nos da

na,ﬁn_’77_6 - _nﬂy—’*/n%—é - n_77an67_6‘ (4'8)

Como a, 3,7 e d sdo raizes positivas em II,,_;, temos 3+ (—7), a + (=9), (=) + «
e 0+ (—=9) € II,_;. Portanto os segundos membros das equagoes 4.7 e 4.8 sao iguais
e portanto ma,gm— —5 = Na,an—,-s. Mas pelo que fol feito na definicao de Y./, ja
sabemos que 1,3 = M, 7 0, portanto

n_’%_é - m—%—(;‘
Agora, mostraremos que n_, _g = m_, _g. Pelo lema 4.1.6 aplicado a a e 3 temos

(o, a)
5

MagM—a,-5 = —¢(p+1)
aplicando agora a o e 8 temos
(o)
2 J

/ ’ . . .
mas {(a, a) = <a , >, portanto m_, 3 = n_, _g. Para concluirmos iremos aplicar

nazﬁniaviﬁ = _q<p + 1)

novamente o lema 4.1.8 as raizes —a, —(3,v e 0. Fazendo a mesma andlise temos

m_a)_ﬁm’%& - n_az_/gn’y:& N

Finalmente concluimos que m, s = n. ;.
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3. Se v+ ¢ é raiz negativa. Entao, a raiz —(y+9) é positiva. Assim aplicando o caso
anterior as rafzes —y e —0 utilizando a mesma construcao concluimos que m, s = n.5.
4. Se v ou d é de altura +n. Suponha, por exemplo, que —vy é de altura n. Logo
é raiz positiva pois v+ J € II,,. Dessa forma as raizes 0 e —(y + 0), sdo duas raizes cuja
a soma é uma raiz de altura n. O que nos permite aplicar a elas a resolucao do segundo
caso. Portanto ngs_(y4s) = Mg —(y+s). Pelo lema 4.1.7 aplicado a 7, 6 e —(v + ). Temos

s, —(y+6) = M6

Analogamente, aplicando o lema 4.1.7a ", § e —(y 4 ¢'), temos

n(Sv_ ('Y+5) = n’%& °

Portanto

n’}/vé = m%5 :

Esses casos combrem todas as possibilidades, provando a hipétese de indugao para as
raizes de II,,. Portanto, as constantes de estrutura das bases {X,} e {Y¢>(a)} sao iguais
e as algebras g! e g2 sao isomorfas.

(I

Esse teorema junto com a proposicao 4.1.2 nos fornece o resultado mais forte dessa
teoria: Os diagramas de Dynkin sao um invariante completo. Dito de outra maneira:
Duas algebras de Lie semi-simples sao isomorfas se e somente se os seus diagramas de
Dynkin coincidem.

Para completar a discussao feita nesse capitulo, nos falta mostrar que cada um
dos diagramas A;, B;, C;, D;, Fg, E7, Eg, Fy e G5 sao realmente diagramas associados
a espagos de raizes de subdlgebras de Cartan de dlgebras semi-simples. Faremos essa
realizacao para as algebras classicas.

4.2 Realizacoes das algebras classicas

Iremos realizar os diagramas que sao associados as chamadas dlgebras classicas, que
sao as associadas aos diagramas A;, B;, C; e D;. Pelo teorema 4.1.4, ao mostrarmos que
o diagrama dessas algebras ¢ conexo concluiremos que essas algebras sao simples.

Teorema 4.2.1. Seja g a algebra de Lie das matrizes (I + 1) x (I + 1) que tém trago
zero, sl(l+1). Entao o diagrama associado a g € A;.

Demonstracgao: Pelo que foi feito na secao 1.7, sabemos que tomando h a subalgebra
de Cartan das matrizes diagonais em sl(l + 1), entdo o sistema simples de raizes sera
Y ={MN — Ao, ...; N\ — A\iy1 ), onde \; sdo os funcionais \; : diag{ay,...,a;11} — a;. As
raizes positivas sao

Oy ={N — N, i <j}.
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Se utilizarmos a notagao o;; = A; — A;j, o nimero de Killing é

2 17y rs
M:@ — 0is — Ojr + 0js
{aij, aij)

portanto o diagrama desse sistema simples de raizes é A;.

Teorema 4.2.2. Seja g a dlgebra de Lie das matrizes (21 + 1) x (2l + 1) em dimensdo
impar que sao anti-simétricas em relagao a identidade, so(2l+1) = {A € sl(21+1), A'+
A =0}. Entao o diagrama associado a g é By.

Demonstracgao: Observe primeiramente que g é a algebra das matrizes de sl(2l + 1)
que sao anti-simétricas em relacao a forma quadratica nao-degenerada, definida pela
matriz identidade. Como o corpo de escalares é algebricamente fechado, duas for-
mas quadraticas nao-degeneradas sao equivalentes. Logo as dlgebras de matrizes anti-
simétricas em relacao a formas quadraticas nao-degeneradas distintas sao isomorfas. De
fato, sejam J; e Jy matrizes simétricas que definem formas quadraticas equivalentes, ou
seja, existe uma matriz inversivel g tal que J; = ¢'Jog. Sejam

g, ={A€sl2+1): AT+ J;A=0},

para i = 1,2. Afirmacdo: A € g, se e somente se g 'Ag € g;.
Prova da afirmacao:

(97 Ag) i+ J1(g " Ag) = ¢" A (g™ ) i+ (hg ") Ag = g A'(Jag)+(g" o) Ag = ' (A" o+ 2 A)g .

Portanto como ¢ é invertivel, temos (¢~ 'Ag)!J; + Ji(g7'Ag) = 0 se e somente se
AtJy + J;A = 0. Concluindo que gg,g~! = g, isto é, as dlgebras sdo isomorfas. Logo,
so(2l + 1) é uma é&lgebra que pode ser realizada de varias maneiras, dependendo da
escolha da forma quadratica.

A forma escolhida para a nossa realizacao é dada pela matriz J,

1 0 0
J=10 0 1,
01, O

onde 1; é a matriz identidade [ x [. Essa matriz é simétrica e equivalente a matriz
identidade (2 + 1) x (2{ + 1), pois se

V2 0 0

9=—72\ 0 i L|,

\/5 0 1[ 11

entdao ¢'1g = g'g = J. Portanto so(2l+1) é uma algebra isomorfa a dlgebra das matrizes
anti-simétricas em relacao a J.
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Escrevendo a matriz A, (20 4+ 1) x (2l + 1), com blocos do mesmo tamanho que os
blocos de .J e usando a condicao A'J+ JA = 0. Calculamos que a matriz A tem a forma

0 5
A=|-—"a b (4.9)
-6t ¢ —a

com [ e 7 duas matrizes 1 x [ e as demais matrizes [ X [, b e ¢ anti-simétricas e a matriz
qualquer. Uma subélgebra de Cartan h é a das matrizes diagonais. As matrizes sao da
forma

00 0
H=[0 A 0 (4.10)
00 —A

com A uma matriz diagonal [ x [ qualquer. Como no caso de A;, defina em h os funcinais
Aj o A =diag{ay,...,a1} — aj, para i =1,..., 1.

Entéo os autovalores de H € h sdo 0 e £\;(H). Os possiveis valores que uma raiz
assume em H sao: £\;(H) e £X;(H) £ \(H), para j,k = 1,...,1, j # k. Pois, se
supormos que +2(\;)(H) é auto-valor de ad(H), entdao as matrizes que estdo no auto-
espago

g, ={X €9:VH,In >0, (ad(H) — 2)\;(H))(X) = 0}

tem as entradas das diagonais de ¢ ou de b nao nulas. Mas ¢ e b (definidas em 4.9) sao
anti-simétricas (de diagonal nula). Logo as raizes dessa subalgebra de Cartan e seus
espagos de raizes correspondentes sao:

e )\;,j=1,..,1, com o espaco de raizes formado pelas matrizes

0 O
A=1|- 0
0 O

S O 2

onde v = (0,...,2;,...,0),a=b=c=0e¢ =0.
e —);,7=1,...,1, com o espago de raizes formado pelas matrizes

0 B 0
A= 0 0 0
—Bt 0 0

onde = (0,...,x5,...,0),a=b=c=0evy=0.
e )\, — )\, i # j, com o espaco de raizes formado pelas matrizes

00 O
A=10 a 0
00
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onde a ¢ uma matriz [ x [ cuja tUnica entrada nao nula ¢ a;;, b=c=0e vy =3 = 0.
e )\, + )\, i # j, com o espago de raizes formado pelas matrizes

000
A=10 0 b
000

onde b ¢ uma matriz [ X [ em que as Unicas entradas nao nulas sao b;; € bj;, a =c =0
ey=03=0.
o — (N + X)), i+ j, com o espago de raizes formado pelas matrizes

000
A=10 0 0
0 ¢c O

onde ¢ é uma matriz [ X [ em que as tnicas entradas nao nulas sao ¢;; e ¢j;,a =c =0

ey=p0p=0.
Cada um desses espagos de raizes é de dimensao um e se para todo a € Il, a(H) = 0
entao H = 0. O conjunto gerador das raizes é

Y={A = Ao, N1 — AN T

Esse conjunto X é um sistema simples de raizes, pois tem o mesmo numero de elementos
que a dimensao de h e toda raiz pode ser escrita como combinacao de elementos de X
com coeficientes inteiros do mesmo sinal. De fato,

A=A = Nr) oo+ (N — )+ A

Se 1 < 7, temos

X+ A=A = Xig1) + oo (Ao = ) 200 — Ngn) F2(N a1 — Ajae) + 4+ 2,

Ai = Ap =N = A1) + o+ (o = A) 5,

que sao as raizes positivas em II.

Finalmente vamos mostrar a expressao da forma de Cartan-Killing restrita a b.
Utilizaremos a mesma técnica, da férmula de polarizacao, que relaciona uma forma
quadratica com a forma bilinear associada. Seja H € g definido em 4.10, entao:

tr(ad(H)?) = (H,H) = zza Y a0+ S (a4 ay)? =

i#j i#j

ZZa —1—42 af—l—a? = QZa +4(1-1) Z



Portanto, pela férmula de polarizacdo, para todo H € h

l
<H,H > — 202 — 1) z:;aa

onde A" = diag{a,, a,, ..., a;} é a matriz diagonal que define H'.
Vamos denotar agora, por A,, a matriz diagonal que define H, € §. Entao,

Ay diag{0,...,1;,...,0},

fT 2020 1)

1
— diag{0, ..., 1sy s —1;, .., 0},
s =1y 19i0 3o O}

A)\i,)\j =
Air = ————diag{0, ... 1, ... 1., ... 0} .
/\1+)\J 2(2l _ 1) Zag{ ) ) 7 }

Com essas expressoes, encontramos os nimeros de Killing associados a raizes. Note
Y
que

2(20 — 1) 1
220 —1)2(2l —1)" 20 —1

<)\Z - )‘jv )\z - )\J> -

2(20 — 1) o1
(20 -1)220—-1)"  220—1)"°

Portanto os nimeros de Killing sao

~1

Ai = Aig1s Aigr — A - '

2< +1 +1 +2> :2 2(211 D =-1 7paral:17""l_1’
(i = Xin, A — Aig) -1

(A, \i) = 5

P Y R 2 W
<)‘l7/\l> 1 '

2(20—1)

Portanto esse sistema de raizes tem o diagrama B;.

Teorema 4.2.3. Seja g a algebra de Lie das matrizes 2l x 2l que sao anti-simétricas

em relagdo a J, sp(l) = {A € sl(2l), AJ + JA" = 0}, onde J € uma matriz escrita em
blocos | x I como

Entao o diagrama associado a g é C.
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Demonstragao: Essa algebra é chamada dlgebra simplética. Escrevendo uma matriz
A em blocos [ x I, A € sp(l) se e somente se A é da forma

A= (O‘ 5) , (4.11)

v —a

com [ e v matrizes simétricas. Novamente é facil notar que a subalgebra h das matrizes
diagonais em sp(l) é de Cartan. Os elementos sao da forma

H= (Q _OA> | (4.12)

com A = diag{ay,...,a;} uma matriz diagonal [ x [. Da mesma forma que na demon-
stracao anterior, se A\; é o funcional linear que toma a entrada a;, entdao como um
autovalor de ad(H) ¢ a diferenca de autovalores de H, as raizes sao diferencas £, + A;.
Nesse caso £2); é uma raiz pois 3 e 7 sao matrizes simétricas, podendo entao ter en-
tradas nao nulas nas diagonais. Dessa forma as raizes e seus espagos correspondentes sao:

e )\, —\j,i # 7, com o espaco de raizes formado pelas matrizes

A:<oc Ot)
0 —«

onde a é uma matriz [ X [ cuja tUnica entrada nao nula é i,j e =~y =0.
o )\, + ), 1,7 =1,...,1, com o espaco de raizes formado pelas matrizes

)

onde § é uma matriz [ X [ com entradas nao nula apenas em 7,7 e j,i. « =y = 0.
o — (N + X)), 4,5 =1,...,1, com o espaco de raizes formado pelas matrizes

=00

onde v é uma matriz [ x [ com entradas nao nula apenas em 7,5 e j,2. a« = 3 = 0.
Um sistema simples de raizes ¢é

E={M =X Mo — AL 20 )

As raizes positivas sao escritas como combinagoes lineares de elementos de ¥ como
/\i - )‘j = ()\z - >\i+1) + ...+ <)‘j71 - )\J) 5
se1 < je
AN+ A =N = X)) + oo Nor = A) 200 = A 2000 — ) F 2N,
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set1<7,1,7=1,..,1L
[remos encontrar agora a forma de Cartan-Killing em h. Seja H a matriz definida
em 4.12 entao,

trlad(H)?) = (HH) = (0= 0 + Y (a + ;) +8Za

i#] i#j
! l !
42@ +a —1—82 = 4(1—-1) Za +8Za =4(+1 Zaf.
1<J =1 =1 =1

Novamente por polarizacao,

I
<H,H’> 4(1+1) Za,a;
i=1

se A" = diag{a,...,a;} é a matriz que define H'. Assim as matrizes H,, dadas por
A, tem a forma

1
Ayon = ———diag{0, ..., 1s, .. —1;, ..., 0},
i )\J 4<l+1) Zag{ 9 ) J }

1
Asoir = ————diag{0, .. 14, .. 1:, .0} i %],
>\1+>\J 4(l+1) Zag{ ) ) 7 } Z#]
1
Mgy = ————diag{0, ... 1;, ..., 0} .
20 2(l+].) Zag{ 3 9 }

Com essas expressoes encontramos os numeros de Killing associados a raizes. Note
que

1

i = A i = A =40+ 1) o = 50

4 1
40+1)2 (1+1)°

(20, 20) = 4(1 + 1)

Portanto os nimeros de Killing sao

—1
9 (A = A1, Aip1 — Aiga) _ 9 (4(l+1)

:—1 ,parai:L...,l—la
(A = A1 Ai = Aiga) 2(11+1)>

(Ni—1 — A, 2
(N1 = A o — A

Portanto o diagrama de g é (.

2

=2,
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Teorema 4.2.4. Seja g a dlgebra de Lie das matrizes de dimensao par que sao anti-
simétricas em relagdo a identidade, so(21) = {A € sl(2l), A+ A" = 0}. Entao o diagrama
associado a g € D;.

Demonstragao: Como no caso do diagrama B; em que tinhamos essas matrizes, s6 que
em dimensao fmpar, a dlgebra g é isomorfa a algebra das matrizes anti-simétricas em
relacao a uma matriz identidade ou de uma matriz que seja equivalente a identidade.
Tome J a matriz escrita em blocos [ x [

0 1
J = :
Assim a algebra so(2l) é isomorfa a algebra

{Aesi(2l): AT+ JA' = 0}.

Para facilitar denotaremos também por so(2l). Assim A € so(2[) se e somente se

A= (O‘ g ) (4.13)

v =t

com 3 e v matrizes [ x| anti-simétricas. Novamente a subalgebra h das matrizes diagonais
é de Cartan. Seus elementos se escrevem como

H= (/O\ _OA) (4.14)

onde A é uma matriz diagonal. As raizes de H sao diferencas de autovalores de H. Aqui
também 2)\; nao é raiz pois 3 e 7 sao matrizes anti-simétricas. Logo as raizes e seus
espagos correspondetes sao dados por:

e \; — \;,i# j, com o espaco de rafzes formado pelas matrizes (definidas em 4.13)

A_(a Ot)
0 —«

onde « é uma matriz [ X [ cuja Unica entrada nao nula é i,j e =~y =0.
e )\, + )\, i # j, com o espago de raizes formado pelas matrizes

-0

onde 3 é uma matriz [ x [ com entradas nao nula apenas em ¢,7 e j,i. a =y = 0.
o — (N + X)), 4,5 =1,...,1, com o espaco de raizes formado pelas matrizes

=(0)
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onde v é uma matriz [ X [ com entradas nao nula apenas em i,j e j7,7. @« = 3 = 0.
Um sistema simples de raizes é

E={M = o = AL o+ A

As raizes positivas sao escritas como combinagoes lineares de elementos de ¥ como
/\i — >‘j = ()\Z — /\i+1) + ...+ ()\j—l — /\J)
se1 < je
)\i + )‘j == ()\z - )‘j) -+ 2()‘j - )\171) —+ 2()\171) =
[(Ai=Aisr) oA (A= 2) [ +H2[(A = )+ A (N2 = M) [ (A = A) + (A +A)

se i J.
A forma de Cartan-Killing para H definido em 4.14 ¢ dada por

(H H) = (a;—a;)* + ) (ai+a)*,

i#] i#]

ou ainda

Concluimos que

l
<H,H > —4(1—1) lZ:;aiai

Dada uma raiz « o seu dual correspondente H,, dado por A,, é
1 .
Ay = 1 1)d@ag{0 =1, 0} 0 # g,

1
A)\Hr/\j (l—l)dlag{o 1]770} 7Z7£j

O vértice em que ocorre a bifurcacao é dado pela raiz A\;_5 — \;_1, pois ele é ligado
a trés outros vértices, visto que

1
(N2 — N1, Aimg — Njg) = =)
Drs— Mot A= A) = ——
-2 -1, N—1 ) — 2([_1)7
1

(N2 = N1, A1 + ) =
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E facil verificar que os nimeros de Killing das raizes sao todos iguais a um. Portanto
o diagrama associado a g é D;.
O
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