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STABILITY PROPERTIES OF SOLUTIONS OF A SYSTEM OF SECOND ORDER

ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS

Cerino Ewerton de Avellar Adviger: Prof. Dr. Nelson Onuchic

The main purpose of this work is to study sufficient
conditions under which we can guarantee that every solution of a
second order ordinary differential system, and its derivative,tends
to an equilibrium point (£,0) of an original autonomous system,
as t + o, This is done by using Lyapunoff techniques and invariance
properties of ordinary differential systems.

The applications obtained here are more general than certain:
results obtained by T. Yoshizawa and N. Onuchic.

We obtain also an application by using a result of J. La
Salle. Such application extends one due to N. Onuchic.

As a consequence we can obtain, from theée app]icafions, the

global stability properties of the systems under considerations.
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INTRODUGAD

0 principal objetivo deste trabalho & estudar condigdes sob
as quais toda solugao de um sistema de equagoes diferenciais de se
gunda ordem tende para um ponto fixo &, com sua derivada tengehdo
a zero, quando t + «, Isto sera feito utilizando os Teoremas 1, 2
e 3, dados abaixo, e tecnicas obtidas por meio das fungdes de Lya
punoff. Nossos resultados estendem os obtidos por Onuchic em [B],
para equagoes escalares.

0 Teorema 1 e uma versao modificada e generalizada do Teore
ma 5 de Yoshizawa, em [12]. O Teorema 2 &, essencialmente, um caso
particular do Teorema 1 de Miller em [6]. O Teorema 3 & um caso
particular do Teorema 1 de La Salle em [3].

0 Teorema 4 & um resultado relativo ao problema acima, _obti
do como aplicagao dos Teoremas 1 e 2. Este resultado estende o ob
tido por Onuchic em Eﬂ, para equagoes escalares. Mesmo para o ca
so especial de equagoes diferenciais escalares, o Teorema 4 nos da
melhores informagdes que o correspondente Teorema 4 em [8]. 0 Teo
rema 5 tambem da uma contribuigdo ao nosso problema, e sua prova

depende fundamentalmente do Teorema 3.






CAPITULO 1

FATOS BASICOS

Consideremos um sistema de equagdes diferenciais ordinarias,

definido num aberto Qc:R":
(1) : X = H(x)
onde H & continua em Q.

Se M & um subconjunto de Q, M @& dito quase-invariante
com respeito a (1) se, e somente se, para cada xp€M, existe-
uma solugao x(t) de (1), com x(0) = xo, tal que x(t) existe
e permanece em M, para todo teR.

Seja x(t) uma fungdo continua e definida no futuro,isto e,
x(t) existe e & continua para todo t > algum teeR. Um ponto peR"
e dito ponto w-limite de x(f), se existe uma seqiiencia {tm},.tm+w
quando m + =, tal que x(tm) + p, quando m + =, 0 conjunto de to
dos os pontos w-limite de x(t) e denotado por Q, e @& chamado

"conjunto w-limite de x(t)".

LEMA-]

Suponhamos x(t) continua e limitada no futuro,isto e, x(t)

existe, € continua e limitada em algum intervalo da forma [},w),

a > -,
Entao, o conjunto w-limite, @, de x(t) €& nao vazio, cone-
xo e compacto e, x(t) +Q quando t + », isto &, dist(x(t),2)>0

quando t > «,



Prova:

(a) Q é nao vazio.

Como x(t) e limitada, isto e, x(t) kcRr", para algum com
pacto K e t > a, entdo, existe uma seqliencia {tm}, t"f*w quan
do m + o, tal que Pm = x(tm)e:K para todo m. Logo, a seqilencia
{Pm} admite uma subsegliencia convergente, que converge para um pon

to de K, pois K e compacto. Portanto, O e nao vazio e QcK.

(b) 9 e compacto.

Seja {Qm}, anSL uma seqiiencia convergente para um ponto Q.
Entao, dist(Qm,Q) + 0 quando m + =, Para cada Qm, existe um
tm >m tal que dist(x(tm),Qm) < '/m. Portanto, dado € > 0, exis
te um inteiro N = N(e), tal que m > N implique dist(x(t_),Q,)<€/2
e dist(Qm,Q) < €/2. Disto segue que,
m>N= dist(x(tm),Q) < dist(x(tm),Qm) + dist(Qm,Q) < €/2 + €/2=¢.
Ou seja, x(tm) + Q quando m + =, Mas, isto e equivalente a di-

zer que Qe€&Q. Portanto Q e fechado e, como QCK, K compacto,

segue que f e compacto.

(c) @ & conexo.

Suponhamos  nao conexo. Entdo, existem dois compactos A e
B, nao vazios e disjuntos, tais que 9 = AUB. Como A e B sao
compactos, existe a > 0 tal que dist(A,B) = a.

Desde que os pontos de A e B sao pontos w-limite de x(t),
existem sequencias {tm} e {t$}, oty > @ guando m > =, tais
que dist(x(t_),A) < /2 e dist(x(t ),A) > %/2. Podemos esco-

- J : ] o - o
Ther {tm} e {tm}, tais que tm < tm , ¥Vm. Como a distancia de

um ponto P a um conjunto A, dist(P,A), @ funcao continua de t,
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segue que existe uma sequencia {Tm}, to < T < t& » Ty > ® quan
do m-+ «, tal que dist(x(tm).A) = 0/2.

A sequencia de pontos {x(rm)} sendo 1imitada,admite uma sub
sequencia convergente, que converge para um ponto Q, pertencente a
Q, e dist(Q,A) = %/2, Mas, isto implica que Q nao pertence nem
8 A, nem a B, pois dist(Q,B) > dist(A,B) - dist(Q,A) = %/2. 0 que

e uma contradigdo. Portanto, @ & conexo.

(d) z(t) +Q quando t =+ =,

Suponhamos que x(t)-~ Q. Entdo, existem o > 0 e seqiien-
cia {t }, t, > = Qquando m -, tal que dist(x(t ),2) > a. Po-
demos supor, sem perda de generalidade, que existe PeQ, tal que
x(t;) + P quando m+ . Logo, dist(x(t ),q) » dist(P,Q) = 0,quan
do m=+ o, 0 que & uma contradigao. Portanto, x(t) + Q quando
. .

0 Lema esta provado.

Consideremos o sistema de equagoes diferenciais ordinarias:
(2) X = f(t,x)
onde f(t,x) = (fy(t,x)s..., fn(t,x))elf‘ e suposta continua em
[0,2) x Q, Q<R" aberto.

Seja V(t,x) uma fungao real de classe C!, definida para

t >0, xeQ. Definimos:

- _0oav(tx) 3V (t,x)
V(z)(t,x) ji axj fj(t,x) + o
LEMA-2

Seja V:[0,o) x R" > R, de classe C!, tal que:
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(1) Vv(t,x) < 0 para todo t >0, )(eRn, onde

Uit - 3 Aeaxle (), WlEx)
Jml Xj J ot

(ii1) V(t,x) > a(x), onde a: R">R & contfnua e a(x) + « quan

v

do |x| + .

Ent3o, toda solugao de (2) € limitada no futuro.

Prova:

Suponhamos que exista alguma solugao x(t) de (2), nao limi
tada no futuro. Entdo, fixado to > 0, temos V(to,x(te))>a(x(to)).
Como a(x) >~ » quando |x| + =, resulta, com a hipotese de que
x(t) nao seja limitada no futuro, que existe t, > t, tal que
a(x(ty)) > V(te,x(te)). Mas, V(t,,x(t1)) > a(x(t1)) e, portanto,
V(to,Xx(to)) < V(t1,x(t1)), para 0 < ty < t;.'Sendo V diferencia
vel, segue que existe pelo menos um ponto t, te[0,t,], tai que
V(t,x(t)) >0, o que & uma contradigao.

Portanto, toda solugao de (2) e limitada no futuro.
Consideremos agora o sistema definido em [O,w) x Q, Qc R"
aberto:
(3) X = F(t,x) + G(t,x)

onde F e G sdo contnuas para t >0, xeQ.

TEOREMA~1

Suponhamos que as seguintes hipoteses sejam verificadas, com
relagao ao sistema (3):
(i)  F(t,x) e limitada para todo t > 0, quando x pertence a

um subconjunto compacto arbitrario de Q.
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(ii) Para cada compacto BcQ e cada fungao continua z(t)éB,dg
finida em [0,»), segue que:

s+t
(4) J G(t,z(1))dT » 0 quando s *» =, uniformemente em t 6-[0,1].
s .

Seja x(t) uma solugao de (3), definida no futuro, com
x(t)e K para t > algum to, > 0, onde K € um subconjunto compac

to de Q.

(ii1i) Existe uma fungao real nao negativa V(t,x), de classe C!, e
uma fungao real nao negativa e continua W(x), tal que
V(t,x(t)) < -W(x(t)), t2> tq

Entdo, QCE = {xeK | W(x) = 0}, onde Q2 & o conjunto w-11

mite de x(t).

Prova:

E e compacto, pois, E = {xeK | W(x) = 0} = W'{0}. Wecon
tinua, entdo, E e fechado. Mas EcK, K compacto.
Suponhamos Q&E. Entdo, existe uma seqgiiencia {t,hy ty >

quando m > «, e um numero positivo e, tal que dist(?(tm),E) > €,

vm.
De (i) seque que |F(t,x)] <M =M(K), para t >0, xeK.
Do sistema (3) segue que
t t ’
x(t) - x(tm) = jtF(s,x(s)ds + JtG(s,x(s))ds st tn * fﬁ .
m

De (i), podemos escolher {t } tal que

t _ € €
l J G(s,x(s))ds | <g » para t <t<t o +oqg.

by



R(t) - R(ty)| < | | FlsR(s)as |+ | je(s,x(sndsl Ttz
tn tm
para  t <t <t + g isto§, |
dist(x(t),X(t,)) <5, para tpStet + ™
Consequentemente,
(a)  dist(X(t),E) > dist(x(t ),E)~dist(X(t).x(t)) > e - 5 =3
€
para  t <t <t oty
Seja B = {xeK | dist(x,E) > %}. B & compacto, W(x) & con
tinua e estritamente positiva em B. Entao, existe € > 0 tal que
W(x) > 8§ , para todo xe€B.
De (iii) e (a) segue que
e T e _ 2
V(tX(t) € -WX(t) -8, t stst +qm
. £
Podemos "escolher {tm}, tal que tm o < tm+1‘
Entao, |
tm+€/4¥ B m t1+€/4M B t1+1. _
J V(tX(E))dt = 2 (j V(t,X(t))dt + j V(t,X(t))dt).
t Y £, +€/4M
Mas,
t‘i+1
J V(t,x(t)dt < 0, pois V(t;?(t)) <0 e t1+5/4M <ti
to+e/aM
Portanto,
tm+€/4M_ _ _
Jt V(tX(t))dt = V(t +S/aMX(t +€/aM)) = V(t1,X(t1)) <
1 .
t.+€/4M t.+€/4M
M T m (% mée
< I f V(t,x(t))dt < & j - = - .
S (tax(t))dt <. L . 8dt = -

Temos ainda,

t t
| Jt F(s,x(s))ds | < jt |F(s,x(s))|ds < Jtm

m m
Logo,

i
-8 -
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Mds =I

m
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Como -%ﬁ%-+ - quando m -+ «, segue que V(tm,Y(tm)) A

quando m + ~, o que & uma contradigdo, pois, V(t,x(t)) > 0. Por

tanto, QCE e o Teorema esta provado.

Observagoes:

01 - Conforme foi dito na Introdugdo, este Teorema €& uma ver
sao generalizada do Teorema 5 de Yoshizawa em [12]. Mais precisa
mente, este Teorema @ uma forma um pouco mais geral do que o apre-
sentado por Onuchic em Bﬂ, no sentido de que a condigao (iii) @
menos exigente que a correspondente no Teorema 1 de Onuchic.

Como a versao dada por Onuchic e bastante conveniente para

as aplicagoes que faremos a seguir, daremos abaixo seu enunciado.

TEOREMA-1'

Suponhamos,-.com relagao ao sistema (3), verificadas as hi
potese (i) e (ii) do Teorema 1, e mais,
(iii) Existe uma fungdo real nao negativa, de classe C', V(t,x),e
“uma fungao real, nao negativa e continua W(x), tais que

V(”(nx) < -W(x) ; t>0 , xeQ

Seja x(t) uma solugao de (3), definida no futuro, com
x(t)e K para t > algum to > 0, onde K & um subconjunto ' compac
to de Q.

Entdo, QCE = {xeQ | W(x) = 0}, onde Q € o conjunto w-1i

mite de x(t).

02 - Se a condigao (4) @ verificada para te[0,1], entdo,

(4) estara verificada para te(-£,£], £ > 0.
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De fato:
Vamos mostrar que (4) esta verificada para te[O,i’.], L>0.

Seja m> £, m inteiro. Se te [0,£], entdo, %e[O,lj. Te

mos que
s+t s+t/m (s+t/m)+t/m
j 6(t,z(t))dr = j G(t,z(t))dr + J G(t,2(1))dt +... +
S s s+t/m
(s+(m=1)t/m)+t/m
+ J 6(t,2(1))dTs

s+(m=1)t/m

Cada parcela do segundo membro,

s+kt/m)+t/m
j( ) G(t,z(t))dt » k=0,1, ..., m~1, @& tal que

s+kt/m

(s+kt/m)+t/m
J G(t,z(T))dr > 0 quando s + », uniformemente em
s+kt/m

te [0,£], pois, s+ implica s+k—nf-+oo; te[0,£]  implica

t .~
55[0,1], e vale a condigcdo (4). Logo,

s+t
J G(t,z(t))dTt ~ 0 quando s -, uniformemente em te[0,£], £>0.
s

Resta-nos mostrar que

S+t
J G(t,z(t))dt > 0 quando s -~ =, uniformemente em te[-£,0], £>0.
s

De fato, se te[-£,0], entdo, -te[0,4] e,

S+t s (s+t)-t
J G(T,z(T))dT = -JG(r,z(r))dr = -j G(t,z(T))dT, que recai
S s+t s+t

no caso acima.

03 - Uma condicao suficiente para (4) & dada por:

(5) Para cada compacto BcCQ, corresponde uma fungao escalar

UB(t), definida para todo t > 0, tal que

t+1
j og(s)ds ~ 0 quando t -+ e, |G(t,x)] < og(t), para t20, xeB.
t

-10 -



04 - Um exemplo discutido em [17], mostra que a condigdo

(5), nao e implicada por (4).
Consideremos o sistema
(6) X = H(x) + S(t,x) + G(t,x)
onde H & continua em Q, SeG sao contTnuas em [0,) x Q.

Seja A um subconjunto fixo de Q e, consideremos a seguin

te hipotese com relacdo a S(t,x) e A:

(7) Para cada € > 0 e cada compacto KcQ, corresponde um
§ = 8(e,K) e To = To(e,K), tais que t > Ty, xeK e dist(x,A)<Ss,

impliquem |S(t,x)| < e.

TEOREMA-2

Suponhamos que as hipoteses (4) e (7) sejah verificadas.
Seja x(t) uma solugao de (6), tal que x(t)eK, T <t <® on
de T >0, KcQ é compacto e x(t) ~A quando t + =,

Entao, o conjunto w-limite, 2, de x(t) € nao vazio, conexo,

compacto e quase-invariante com relagao ao sistema (1).

Prova:

Que Q @& nao vazio, conexo e compacto, seqgue do Lema 1.

Vamos mostrar que Q e quase-invariante com relagao ao sis
tema (1).

Sem perda de generalidade, vamos supor que x(t)eK para
t > 0.

Dado zeQ, existe {tm}, t, > quando m -+ », tal que
x(tm) + 2z quando m > «,
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Seja £ >0 e, seja {em}, € decrescente, € * 0 quan-
do m > o,

Dado ¢, de (7), segue que existem 8,=8(e, »K) e T, =T(g,,K),
tais que

t>T, » xeK e dist(x,A) < = [S(t,x)]| < € -

Como x(t) A quando t =+ o, existe T% > Tk, tal que
t > T§ = dist(x(t),A) < &,

. | k ~
Seja tmk tal que tmk-t > Ty. Entao,

txt, =22 Th = dist(x(t),A) < 8, = IS(tsx(t))] < .

Podemos supor {tmk} crescente e, chamemos {tmk} ainda de
{tm}. Podemos supor t, > £. Logo,
(*) trt - L= [S(tx(t)] <e
Temos
x(s) = H(x(s)) + S(s,x(s)) + G(s,x(s))
onde as fungoes do segundo membro estao bem definidés para s en-
tre t e t+t, te[-£4. Pois,
t+t 2 =L+ th2 L+t > -£+ £ =0,

Integrando, temos:

t+t
X(trt ) = x(t ) + J "MH(x(s)) + S(sax(s)) + G(s.x(s))]ds =
t
m
t t+tm
= x(t) + JOH(X(T+tm))dT + Itm S(s,x(s))ds +
tt,
¢ J 6(s,x(s))ds
t
m
Seja x: [-¢,£4] » Q, definida por Xo(t) = x(t+t ).

Em vista de (4), podemos supor que

tm+T
(**) | J G(s,x(s))ds] <€ s vVt e[-ﬂ,ﬁ]

by

- 12 -



Consideremos o conjunto U = C([-£,£],R") com a norma do sup
e F={x €U, meN}.

Afirmamos que F € relativamente compacto em U, pois,
(1) F e uniformemente 1imitado, porque xm(t) = x(t+tm)eK e en

tdo, existe M >0 tal que |x (t)| <M, te[-2,4, ¥m.

(2) F @ equicontinuo.
Sejam s, e s,, s;,5,e[-£4,L], s; <5,

Sa2 Sz+tm
[xp(s2)=x (s1)| = | J H(x(s+tg))ds + Jt S(s,x(s))ds +

0 m

t ' t
+J52+ mG(s.x(s))ds - JSIH(x(s+tm))ds - J31+ mS(s,x(s))ds -

tm 0 t,

t 2 t
-Jil* "6(s,x(s))ds < | jSH(x(5+tm))ds| v J51+.mS(S,X(S))dSI .

m S tm
sz+tm sitty, Sot+t
+ | J S(s,x(s))ds| + | J G(s,x(s))ds|+lj - Mg(s,x(s))ds]|
tn tm : t
Como H e limitada em K, resulta que existe L > 0 tal que
S2
[H(x)| <L, ¥xeK= | J H(x(s+tm))ds| < Llsa=sy].
S1
Sl+tm
De (*) segue que | J S(s,x(s))ds| < eyls1| e
tm
Sz+tm
l J S(s,x(s))ds| < €_|s2].
t -m
-t
S]_"‘tm
De (**) segue que J G(s,x(s))ds| < € e

tm

Sz+tm
j G(s,x(s))ds| < g
th .

Portanto,

% (52) - X (s1)] < Lfsz=s1] + 2(L+1)e .
Dado ¢ >0, seja N, tal que m > N,, implique 2(£+1)em<§.
Como X1, X2s.44, XN, sao uniformemente continuas em [-£,£],

-13 -



existe § tal que |s,-si| <8, implica 1Xi(s2)-xj(s1)| < ¢,
i=1,2, ..., No.

Seja & = min{§, €/2L}.

Se m < Ny, da continuidade uniforme, temos que |s2=s1]<§ im
plica lxm(sé)-km(sl)] < €.

Se m > No, temos que |sp-si| < &, implica

[Xm(s2)-Xp(s1)| < Lisz=s1| + 2(&+1)gy < i.s/ZL +€/2 = €.

Logo, provamos a equicontinuidade.

Do Teorema de Ascoli, F = {xm}c:U e relativamente compacto.
Assim, existe uma subsegiiencia {xmj} de {x_ }, que continuaremos

a chamar de {x_}, tal que X, >y em Fcu,

Temos
t ft+tm t+tm
x (t) = x(t )+-J H(x(s+t_))ds +J S(s,x(s))ds + j G(s,x(s))ds.
m m . m - tn
Seja t [-£,£]. Vimos que
t+ty
| J S(s.x(s))ds| < Le Vt e[-£,£]
tn

t+tm

| J G(s,x(s))ds| < ¢ vVt e[-£,£]
t

m

Temos que x >y em FcU. Como x-(s) €K Vs el[-£,4],

m 3

resulta que y(s)eK Vse[-£,4].

H e uniformemente continua em K. Logo, dado € > 0, existe
§ >0, tal que [x-y| <&, x,yeK = [H(x)-H(y)]| < e.

Como x (s) + y(s), uniformemente em [-2,£), resulta que, e
xiste N = N(§), tal que m > N = |xm(s)-y(s)| < E.

Portanto,

m > N= [HX (s)) - Hy(s))] < e.

Logo,
t

t t
ny N [ ixy(s))ds - | Wy(s))ds] < | [ eds] < ot
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Assim,
t t
JH()"m(S))dS > J H(y(s))ds , uniformemente em te[-£,£].

0 0

Alem disso,

t+ty
J S(s,x(s))ds + 0, uniformemente em te[-£,£].

tn

t+ty

J G(s,x(s))ds - 0, uniformemente em te[—ﬁ,!.].

t .
m

Portanto, : 4
. . t tety t+iy
;:zxn‘t)-;lz[}(tm)+JoH(xm(s))ds+Jtm S(s,x(s))ds+Jtm G(s,x(s))ds]

implica
y(t) =z + J:H(y(s))ds , para te[-2,£].

Considerando € = 1,2, ... , construimos, pelo conhecido prp
cesso de diagonalizagao, uma segiliencia {tm;ﬁ}’ que continuaremos
a chamar de {tm} , € uma fungao y(t) , teR, tal que
Xa(t) > y(t) : para“t€(4w,“) ,

a convergencia sendo uniforme em todo compacto de R.
Logo, y(0) = z, y(t) = H(y(t)), teR e y(t)eQ para to

do teR. Ou seja, 0 e quase—invariante relativamente ao sistema

(1).

Nota:

Este Teorema &, essencialmente, um caso particular do Teore
ma 1 de Miller em [6]. Miller trabalha com equagdes com retarda
mento, onde o sistema n3o perturbado & uniformemente quase-periodi
co. Entretanto, a condigao (4), considerada no Teorema 2, € mais

fraca que a correspondente no Teorema de Miller.
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Consideremos o sistema

(8) X = F(t,x)

L

onde F e continua para t >0, xeQ, Q um aberto do R", e satis
faz uma das condigoes de unicidade em relagao ao problema de valor

inicial,

TEOREMA-3

"Sejam V(t,x) e MW(x) fungdes reais ndo negativas, de clas
se C! em [0,00) x Q, tais que \7(8)(t,x) < =W(x) , para todo t>0,
x€G, onde G & um subconjunto compacto de Q.

Seja x(t) uma solugao de (8), tal que x(t)eG, .para todo
t > algum t§ >0 e, seja W limitada superior ou inferiormente,ao
longo da solugao x(t).

Entdo, QCE = {xeG | W(x) = 0}, onde 2 €& o conjunto w-1i

mite de x(t).

Prova:

Seja PeQ. Seja {tm} uma seqliencia, com t, > quando
m - =, tal que x(tm) - P, quando m »> «, |

Por hipotese, V(t,x(t)) >0 e V(t,x(t)) e ndo crescente,
pois, V(t,x(t)) < -W(x(t)) < 0. Entdo V(t .x(t )) & ndo crescen
te e iimitada inferiormente. Portanto, existe uma constante ¢ > 0,
tal que V(tm,X(tm)) + ¢ quando m + » e, desde que V(t,x(t)) e
nao crescente, V(t,x(t)) » ¢ quando t -+ =,

Temos ainda,

t
V(EX(£)) € V(Eoux(ta)) = | Hix(s))ds

to

- 16 -



Portanto, FW(x(t))dt <w e, como W(x(t)) & limitada su
‘perior ou inferiornﬁgnte, segue que W(x(t)) -0 quando t »+ =, Co
mo W & continua, implica que W(P) = 0, para todo PeQ.

Assim, mostramos que E contem todos os pontos w-limite de

x(t), ou seja, QCE, o que prova o Teorema.
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CAPTTULO 2

APLICAGOES

0 objetivo deste capitulo & encontrar condigdes sob as quais,

podemos garantir que, para todas as solugoes do sistema
(9) X + h(t,x,X)x + f(x) + g(t,x,x) + p(t,x,x) = 0,
tenhamos que (x(t),x(t)) = (£,0) quando t + o, & = (£;,...,§)

pertence a R",

Para isso, consideremos o sistema equivalente

9y 7Y

Y+ h(txy)y + F(x) + g(t,x,y) + plt,x,y) = 0

e 0 seguinte conjunto de hipoteses relativamente as fungOes em
(9'):
(Hy) h(t,x,y) = diag(h,(t,x,¥)s..., hy(t,x,y)) € uma ma-
triz diagonal continua, para t > 0, x,yeR", e, h(t,x,y) limita
da para t >0, x,yeK , para todo compacto KeR"., E mais,
hj(t,x,y) > kj(xj,yj) > 0, onde kj(g,n), j=1,...,n , sao fun-
¢bes reais continuas, definidas no R2. X = €ol(X,5.v0sXy) »
y = co](yl,...,yn).

(H2) Para cada Jj, Jj=l,...,n , o0s conjuntos

+ 2 - 2 3

. = .y . . = .,0)€R . < 0}, sao com
RJ {(xJ 0)eR? | X; > 0} e RJ {(xJ 0) | X } m

ponentes conexas com respeito ao espa¢o topologico Fj - {(0,0)} ,

onde I’J. = {(&,n) €R? | nkj(E,n) = 0}.

(Hs) f(x) = col(f (xy)sevvs F (X)) & uma aplicagdo conti
nua de R" em R", tal que:

- 19 -



{T) Existe p > 0, tal que

3
J fj(s)ds >0 para O0< g <p, J=l,...,n.
0
3
(i1) J fj(s)ds + o com |E] +» =, i=l,...,n.
0

(iii) Para todo j, j=1,...,n , nao existe [}j,bjj , bj > a.,
tal que fj(g) =0 VE;e[aj,bj].

Uma condigao suficiente para (H3), e dada por:
(H3) f(x) = col(f (x;)s.--» fn(xn)) & uma aplicagao conti

nua de R" em R", tal que x;f5(x;) > 0, para todo x; #0, e,

X
J Jf.(s)ds + » quando |x.| » @, j=1,...,n.

(H, ) p(t,x,y)e:Rn e continua e |p(t,x,y)| < B(t) , para
todo t > 0, x,yeR", onde B(t) & continua, com me(t)dt <o,
0

(Hs) g(t,x,y)c-:Rn e continua e y.g(t,x,y) >0, para to
do t>0, x,_yeRn.

Uma condicao suficiente para (Hs) e dada por:

(He) g(t,x,y) = col(g, (tsXs¥)s.n. (t Xa.Y))€R e COHt_'IT_
nua e ngj(t,x,y) >0, paratodo t>0, x,yeR s J=1,...,n

(He) Para cada compacto KcR" e todo par de fungoes con
tinuas x(t) e y(t), definidas em [0,»), com valores em K, se

gue que:
s+t
f g(t,x(t),y(t))dt + 0, quando s - < , uniformemente em
S

tef0,1].

Uma condigao suficiente para (Hg) e dada por:
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(H;) Para cada subconjunto compacto Kc:Rn, corresponde

uma fungao real ok(t), t >0, tal que:

L+l
ok(s)ds >0 quando t >, e, |[g(t,x,y)] < ck(t) » Pa
t

ra todo t >0, x,yek.

LEMA-3

Suponhamos que as hipoteses (H3=i), (Hy) e (Hs) sejam verl
ficadas.

Seja hj(t,x,y), Ju=l,...,n, uma fungao nao negativa e con
tTnua, para t > 0, x,yeR", |

Entao, para cada € > 0, existem numeros positivos T(g) e
8(e), tais que t >t >T(e) e xo,yOG-Rn, com |x°|+ [y°|<6(€),
implique |x(t)| + |y(t)] < €, para toda solugdo (x(t),y(t)) de

(9'), satisfazendo x(t;) = x, , y(ty) = y,.

Prova:

Consideremos a fungao

X 1y )
V(t,x,y) = [jgl (y; + 2 JoJfJ.(-s)ds) J/"'+ JtB(s)ds

definida para t > 0, x,yeR" tais que |x| + |y| < p.

Dado €, 0 < e < p , definimos
X. 1
n
2m = min L5 (y2 + 2 j Jf.(s)ds)] 4
K+lyle 95 o 9
A condicao (Hs-i) implica 2m > 0 e entdo,

inf V(t,x,y) >2m >0
t>0

Xy |=¢€
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Sejam T(e) >0 e 0 < §(e) < e, escolhidos tais que

oo

0 Xi 1 |
IT(E)B(t)dt <m e ['ji;(y; + 2 Jo fj(s)ds)] b < m, para KMy < 8(e).

Entao, max . V(t,x,y) <2m.
t2T(¢)
X1y |=8 ()
Temos que:

Vigry(tsxsy) = E -V—(E—X-’l)-y +_V(I_My)+ B (tx,) -

-2 (th (tsxsy)) - J-__);](ng (tix,y)) - (y P;(t,x,¥))

n XJ /z
L2 02+ 2 [ ty(s)as))

- B(t) =

..E (Y2h (t,x,y)) = ¥.9(t,x,y) = ¥.p(t,x,y)
J=1 JJ
) n XJ' 1/2 B B(t) 5
2
CE ot 2 [ Jtytss)]

n 2 '
-EI(Yth(tsxvY)) = y-g(t3x’y)

X
[Z yJ+2J ds]
0

IN

+ Ip(tsst)l = B(t) S 0’

para todo t > 0, x,y€R" tais que 0 < [x] + |y| < p. Sendo
Ip(tsx,y)],s a norma euclidiana.

Suponhamos que exista t, > T(e) e (Xg,¥o)» xo,yoeR",com
|xo] + |yol < 8(e), tal que para alguma solugdo  (x(t),y(t)) de
(9'), satisfazendo (x(t,),y(t,)) = (xo,:yo), e algum T >t,, te
nhamos |x(%)| + |y(%)] > e.

Entdo, existem numeros t; e t,, t,,t,>T(e) , tais que

x(t)] + ly(t)] = 8(e) 5 Ix(t,)] + Iy(t,)] = e
e 8(e) < [x(t)| + |y(t)] <€, para t <t<t,. Mas, isto im

plica, desde que max V(t,x,y) < inf V(t,x,y) ,
t2T(e t20
1X|*M=6(e Kitl=e
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V(tx(t)).y(t))) < V(t,.x(t,),y(t,)) e, como (x(t),y(t)) # (0,0)
em [t,,t,] , resulta V(t,x(t),y(t)) diferenciavel em [t ,t,].
Portanto, existe se[t,,t,] , tal que V(s,x(s),y(s)) > O, 0 que
e uma contradigao.

Logo, para toda solugao (x(t),y(t)) de (9'), satisfazendo
(X(t,)sy(ty)) = (X4s¥,) 5 com [x,| + |y°|.< 8(e), temos que
Ix(t)] + |y(t)| <e, para t >t

0 Lema esta provado.

COROLARI0~-1

Suponhamos que alguma condigao de unicidade, com relagao ao
problema de valor inicial para (9'), esteja verificada.

Suponhamos que todas as hipoteses do Lema 3 sejam verifica
das, com p(t,0,0) =0 para t > 0.

Entao, a solugdo nula de (9') & uniformemente estavel.

Prova:

Temos p(t,0,0) = 0. f(0) = 0, pois de (H3-i) segue que
fj(xj) >0 para 0 < X;<p e fj(xj) <0 para -p< X; < 0, pa
ra todo j, j=1,...,n. Como f e continua, resulta fj(0)= 0 pa
ra todo j, ou seja f(0) = 0.

g(t,0,0) = 0, pois, de (Hs) segué, em particu]ar; que pa
ra yj = (0,...,0,yj,0,...,0), yj.g(t,x,yj)=‘yj.gj(t,x,yj) >0 pa
ra todo j, Jj=1,...,n. Como g & continua resulta que gj(t,x,0)=0
para todo j. Logo, g(t,x,0) = 0 e, portanto, g(t,0,0) = 0.

Conseqlientemente, a origem & ponto de equilibrio para (9').
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0 Corolario segue entao do Lema 3, utilizando o Teorema de

continuidade em relagao as condigoes iniciais.

Lema-4

Suponhamos que as hipoteses (Hz=i=ii), (Hy) e (Hs) sejam
verificadas. Seja hj(t,x,y) uma fungao real, continua e nao nega
tiva, para t > 0, x,yeRn.

Entao, toda solucao de (9') & limitada no futuro.

Prova:

Da hipotese (H3;-ii), temos que existe Mj’ tal que
%3
2 Jofjb)-ij> 0, ijER, J=lse.as,

Consideremos
X

V(t,x,y) = [j%l(y§ + 2 J Jfj(s)ds + wﬂyﬁ + I:B(s)ds
n

0

definida para todo t >0, x,yeR", onde M = X Mj.
J=

V(t,x,y) e diferenciavel e, de maneira analoga ao que fize

mos na demonstracao do Lema 3, podemos obter:
\'l(g.)(t,x,y) <0, para t>0, x,yeR".

n X3 .

Seja W(x,y) = [ I (y%+2 J Jf.(s)ds) + Mﬂys.
j:l J 0 J

Da hipotese (H,), segue que J B(s)ds > 0, entao,
t

W(X,y) < V(t.X,y), t>0, x,yeR"

Temos ainda, W(x,y) + = quando [x| + |y| + .
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Do Lema 2, segue que toda solugao de (9') e limitada no futu

ro.

TEOREMA-4

Suponhamos verificadas as hipoteses (Hy), (Hz2), (Hs), (H4),
(HL) e (H,).

Ent3o, para toda solugao x(t) de (9), temos que x(t) + 0
e x(t) + algum £ =(£1,...,En)eRn, onde f(s)-(fl(sl),...,fntsn))-o,

quando t -+ =,

Prova:

Seja (x(t),y(t)) , uma solugdo de (9'), com x(t) =
= (X (t)seennx (£)) 5 Y(t) = (¥, (t),....¥, (L)),

Do Lema 4, segue que essa solugao e limitada no futuro. Por
tanto, cada componente (i&(t),?&(t)) de (Xx(t),y(t)) e Tlimitada
no futuro.

Para cada j fixado, j=1,...,n, consideremos o sistema:

X: =Y.
(93) J J
(t,X.,Y. )Y, (x.) + g.(t,X.,y.) + Xisy.) =0

Yyt hJ(‘t XioY )5+ Fix5) + 95(6aX505) + Py(taXsuys)
onde,

X; = (x,(t)seers j-1(t)’ X3 xj+1(t), > xa(t))

'yJ = (y (t)s 9yJ_1(t): .YJ’ yj-l;-l(t), ’yn(t))

E claro que (i&(t), y.(t)) e solugdo de (93) e, como vi-
mos acima, (iﬁ(t), yj(t)) e limitada no futuro. Portanto, do Le
ma 1 segue qdé o conjunto w-limite, Qj , de (?&(t),?&(t)) e nao
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vazio, conexo e compacto, com (Ij(t);yj(t)) + Q. quando t -+ e,

J

Seja R? = {(xJ.,O) | x_jeR}. Afirmamos que QJ.(\R); # 0.

De fato:

Se ij1R§ =0 , como 2 € compacto e R? e fechado, im-
plica dist(R?,Qj) =a>0.

Mas, dist((iﬂ(t), y.(t)), Qj) + 0 quando t -+ =, Entdo,
|y (t)| = dist(( J(t) ( ))s R?) = 0/2 >'0, para t > algum t, >0
e, como yj( ) = i&(t), resu]ta que ]23(t)| -, 0 que e uma con
tradigao.

Portanto, ij1R§ # 0.

Da hipotese (H3;-ii), temos que existe Mj tal que

x.
2 J Jf.(s)ds + M, > 0, para todo x.eR.
o 3 J i

Consideremos:

V (t, x ,y [yz + 2 J (s)ds + Mj]1/2+ [:B(s)ds

y2k
J,J(XJ’yJ)

[}2 +2 J s)ds + M ] '/

wj(xj :.YJ')

Temos que

V. (£s%0sY, V. (t,X,, BV (t,X, Y
) = g(0Xgyg) o A Exgays) o BVIEXa)
axj_ 73 3yj 7j ot

SY2h (6,%.550) = Vi0s (EsRssFs) = Yips(EaRs T
_ YRy aYs) - 595(8X585) - Py (Easab) 3(t)

J
Eyj + 2 jo f(s)ds + M) "

IN

-y2h.(t, 32¥5) 7 Y595(tX5.55)
Jd J i, |pj<t,i.,yj)l - B(t)

J
[}2 +2 J j(s)ds + M. e

1A
A
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2 - - 2
V2R (t,%.,7. Sy K (X s
thJ(t X:sYs:) Y J(xJ yJ)

3 <
2 th d M 1/2
[yj + 2 Jo fj(s) s + j]

]

<
- X . 1
2 J /2
Eyj + 2 JO fi(s)ds + Mj]

ou seja,
V- ] ’ 2y . - . Y .
J(9j)(t Xj¥5) 5 = Wy xg4)
a ! .= .s=h.y.~f,
Entao, pelo Teorema 1', com FJ co](yJ JyJ fJ) e
, = -g.-p.), .CE, = Y. YERZ | W, (x,,y.)=0},
GJ col(0, 9; pJ) segue que QJ(:EJ {(xJ yJ) R ]wJ(xJ yJ) 0}
E. = I',. Portanto, Q.CT..

J o7 JTd
Vamos analisar as duas possibilidades:

(a) (O,O)QQJ.

(b)  (0,0)£q;.
0 caso (a), implica que existe uma segiiencia {tm},tm +
quando m -~ e, tal que (iﬁ(tm),yj(tm)) + (0,0) quando m + «, En
(t)) - (0,0) quando t + =,

tao, pelo Lema 3, temos que (iﬁ(t)’ }5
- {

0 caso (b), implica @,CI, - {(0,0)}. Como %n@+¢,@
+ - -
mos Qjc:(RjL)Rj) # 0. Mas, Qj e conexo e vale (H,) entdo,
+ -
Q. . ..
JCRJURJ

—x = -
Logo, pelo Teorema 2, com Aj = Rj’ Hj co](yj, fj),
= -N.V. . = -J.=-D. = R? .‘
Sj col(0, thJ), GJ col(0, gJ pJ) e Q = R, segue que QJ e
quase-invariante com respeito ao sistema
X; = Y,
(IOJ) ; + fJ 0
.VJ' J(XJ)_

Mas, da condigao (Hs), segue que o conjunto quase-invarian
x - .
te para’ (10j), contido em Rj e 0 conjunto dos pontos (Ej,O),
tais que fj(Ej) = 0. |
Ainda da condigao (H3), o conjunto dos pontos gj tais que
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fj(ij) = Q, e um conjunto de pontos discretos e, como Qj e cone
x0, resulta que R se reduz a um unico ponto (EJ;O),
Portanto, toda solugao (i&(t),?{t)) > (Ej,O) quando t e,
Da analise feita acima, concluimos que toda solugao
(x(t),y(t)) de (9'), tende para um ponto (&,0), £=(£1,...,gn)eRn,
tal que f(§) = 0.

0 Teorema esta provado.

Como observado na Introdugao, este Teorema estende o Teorema
4 dé Onuchic em [8] para equagbes escalares. Na verdade, como tam
bem ja observado, o nosso Teorema 4 & mais geral que o mencionado
Teorema de Onuchic em consideragao.

Vamos a seguir obter um resultado sobre o sistema (9), usan-

do agora, como instrumento basico, o Teorema 3 de La Salle.

TEOREMA-5

Seja h(t,x,y) = diag(hl(t,x,y),...,hn(t,x,y)) uma matriz
diagonal continua para t > 0, x,yeR". E mais, hj(t,x,y) >
> k.

- J(xJ
ng% (€,n) > 0 para todo €,n€R.

.,yj) > 0, onde kj(g,n) é uma fungao de classe C!, com

Suponhamos verificadas as hipoteses (Hy), (H3) e (H;). Supo
nhamos verificada a hipotese (Hy), com B(t) limitada em [0,®).

Suponhamos, ainda, que alguma condi¢ao de unicidade com re-
lagao ao-problema de valor inicial, esteja satisfeita para (9').

Entao, toda solugao de (9) €& limitada no futuro e, x(t) =0

quando t > *,

Além disso, se x(t) e uma solugao de (9) tal que

-28-
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lim|x(t)| = 0, entdo também x(t) + 0 quando t + =,
tco

Prova:

Seja (X(t),y(t)) , uma solugdo de (9') , com "Y(t) =
= (K (80 K (8) 0 F(E) = (T, ()0 Fplt)).
Do Lema 4, segue que (X(t),y(t)) e limitada no futuro. Por

tanto, cada componente (is(t),yﬁ(t)) e limitada no futuro.

Como no Teorema 4, para cada j fixado, j=1,...n, conside

remos o sistema:

+ h-(t.xj.yj)yj + fj(xj) + gj(t,xj,yj) + pj(t.xj.yj) =0

Rj = (R ()aee X5 (0%, (£)0ne K (1))

CACRIA

<
n

ORZANORIAGN

Vemos que (iﬁ(t),ys(t)) e uma solugdo de (93), limitada
no futuro. Portanto, existe t, > 0 e um conjunto compacto Gj de
RZ, tal que (Yj(t),yj(t))eGJ. para todo t > t,.

Ainda como no Teorema 4, definimos

X3 0
J Y,
= 2 - (] .
Vj(t,xj,yj) [yj + 2 Jo fJ(s)ds-erj + th(s)ds,
X
com 2 f f.(s)ds + M, > 0.
o J J

Facilmente se mostra que

2
. ) "_Y-k-(X-,_Y-)
V. .st,x.,y.) < JJ J-J
UCH R ) Xjf doan
[yj+ Jo J.(s) s+ 5]
Tomando,
- 29 -
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Y, = inf 1

Vo (x,,y.)€G, .2 (i 1,
ivYi’ t_yj + ZJ fj(s)ds + Mj]
0

]

segue que:
2
Yik (x:5y:)
. ‘>]<.J 1 - 2ij;k.(x.,y.), para todo (x.,y.)e€@G,.
l'yhzj ‘]1".(s)ds+M.:]1/2 I I J
-7 o J J

Entao, inindo W, (X:»¥:) = YiY oK (XssYs :
Entao, definindo J(xJ.yJ) YJkaJ(xJ yJ), temos

"’j<93)(t”‘a"yﬁ $ - Wy(xg0y5)

Para aplicar o Teorema 3, vamos mostrar que Wj e limitada

superiormente, ao longo da solugao (i&(t),?&(t)).
W (X (8),75(8) = vy el L7, (00K, (% (£),7 (£))} =
3t J 1§ dttkd NN j

- 95(E:X(£),¥(t)) - py(t:X(1)),¥(8)] +

o AR
+ v [y;(e]° Jaij [-h (£.X(1),¥())¥4(t) -

- fj (;\](t)) - gj(t,i'(t),Y(t)) - pj(t’s(-(t)sy‘(t))] +

2 3Ky (X3 (£).3;(t)

X s
J

_ ok (X (t),y: (L)) _ — —
< Tl S — - 2Tk ;0.7

J
(t)] x

+ Yj [ S'-J(t)]

<

(t))x

XL (K5(8)) + 2vg [V () k5 (K5 (075 (1)8e = w5 [

j
3k (X (t),y.:(t))
v 3] J

; f xj(t)) +

kj(ij(t),Yj(t))

ay' 80 J

.13
+ YJ[yJ(t)] ;
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pois,

Y5 (6] % (%, (£),7; (£ (£X(£).7(£)) > 0

2y; [y (8,
2Yj95(t)kJ( J(t) y;(t ))gJ(tpiKt),y(t)) >0
— Ak (X.(t),y:(t)) _
YJL' ’J(t)] J Jay' i hj(tsx(t)s.Y(t)) 2 0

vy (750" gyl gy (6.X(1),7(1)) 2 0

~2y5Y (E)ky (X5 (8) 0¥ (2))py (taX(t).¥(1)) <
< IZYJY5 t)k; (x J( )Y y;(£))ps(t, x(t).y(t))] <
< 2yj1§3 (t) lk t),y (t))B(t) <
< 2yj|y3 (t) k(% (t),y5(t))8o
onde,
Bo = Oizgms(t)-

Entao, como GJ. e compacto e (x (t),y ( ))eG , existe um

- o = C.(G.), XL (t),Y. . ara
numero positivo CJ CJ(GJ) tal que WJ(‘J( ) yJ(t)) < J p

t>ty.

Do Teorema 3, segue entao, que Qjc:rj={(g,n)eR2| nkj(ggn)=0},
onde Qj e o conjunto w-limite de (iﬁ(t),}j(t)).

Como (Yﬁ(t),?&(t)) e limitada no futuro, segue que Qj e
nao vazio, conexo e compacto, com (x.(t),y.(t)) - quando t + =,

Temos ainda, ij]Rg # 0, onde, R ' {( X ,0) | X eR}.

Consideremos as duas possibi]idades:

0 caso (a) implica que existe uma segliencia {tm}. t, > ®
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quando m + «, tal que (Yj(t ),Yj(tm)) + (0,0) quando m =+ «, Do
N

0 caso (b) implica QJ.CI‘J. - {(0,0)}. Mas, anR§+¢ e

vale (H;), entao, Qjc:R;L)Rf e, conseqilientemente, ?5(t)=§5(t)»0
J

Lema 3, segue que (ij(t), (t)) - (0,0) quando t + =,

quando t - w,
Em ambos os casos, mostramos que ii(t) = i&(t) - 0 quando
t » ~, para todo j fixado, j=1,...,n . Logo, 'i(t) = y(t) -0

quando t + o,

Se, lim|x(t)| =0, temos, lim|X.(t)| =0, para todo j,
—»00 >0 J
j=1,...,n. Portanto, (0,0)Gan, para todo j e, conseqlientemen
te, (X(t),y(t)) ~ (0,0), quando t + =,

0 Teorema esta provado.
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