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STABILITY PROPERTIES OF SOLUTIONS OF A SYSTEM OF SECOND ORDER

ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS

Carina Ewerton de Avellar Adviser: Prof. Dr. Nelson Onuchic

The main purpose of this work is to study sufficient
conditions under which we can guarantee that every solution of a

second order ordinary differential system, and its derivative,tads
to an equilibrium point (5,0) of an original autonomous system,

as t + w. This is done by using Lyapunoff techniquesandinvaHance

properties of'ordinary differential systems.

The applications obtained here are more general than certain-
results obtained by T. Yoshizawa and N. Onuchic.

We obtain also an application by using a result of J. La

Salle. Such application extends one due to N. Onuchic.

As a consequence we can obtain, from these applications, the

global stability properties of the systems under considerations.
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INTRODUÇÃO

O principal objetivo deste trabalho E estudar condições sob

as quais toda solução de um sistema de equações diferenciais de se
gunda ordem tende para um ponto fixo &, com sua derivada tendendo

a zero, quando t + w. Isto será feito utilizando os Teoremas l, 2

e 3, dados abaixo, e técnicas obtidas por meio das funções de Lya

punoff. Nossos resultados estendem os obtidos por Onuchic em EU,

para equações escalares.
O Teorema l & uma versão modificada e generalizada do Teorg

me 5 de Yoshizawa, em [12]. O Teorema 2 €, essencialmente, um caso

particular do Teorema l de Miller em EU. O Teorema 3 é um caso

particular do Teorema l de La Salle an EQ.

O Teorema 4 5 um resultado relativo ao problema acima, ,obti
do como aplicação dos Teoremas l e 2. Este resultado estende o dº
tido por Onuchic em EQ, para equações escalares. Mesmo para o ca

so especial de equações diferenciais escalares, o Teorema 4 nos dã

melhores informações que o correspondente Teorema 4 em Bª. 0 Teº

rema 5 também dã uma contribuição ao nosso problema, e sua prova

depende fundamentalmente do Teorema 3.





CAPÍTULO 1

FATOS BÁSICOS

Consideremos um sistema de equações diferenciais ordinãrias,
definido num aberto Q<:R":

(1) .
x = H(x)

onde H 5 continua em 0.

Se M ê um subconjunto de Q, M E dito quase-invariante

com respeito a (1) se, e somente se, para cada xoaM, existe
uma solução x(t) de (l), com x(O) = xº, tal que x(t) existe
e permanece em M, para todo téR.

Seja x(t) uma função continua e definida no futuro,isto ê,

x(t) existe e E continua para todo t ; algum tºeRa Um ponto pcRn

é dito ponto w-limite de x(t), se existe uma seqUência (cm),.tm+w

quando m + w, tal que x(tm) + p, quando m + ». O conjunto de tº
dos os pontos w-limite de x(t) & denotado por 9, e E chamado

"conjunto w—limite de x(t)".

LENA-l

Suponhamos x(t) contínua e limitada no futuro,lsto ê, x(t)

existe, é contínua e limitada em algum intervalo da forma [ê,w),

a > -w.

Então, o conjunto w-límite, Q, de x(t) & não vazio, cone-

xo e compacto e, x(t) + 9 quando t + ª, isto é, dlst(x(t),9)+0

quando t + “.



Prova:

(a) 9 é não vazio.

Como x(t) e iimitada, isto E, x(t) KCan, para algum com

pacto K e t 3 a, então, existe uma seqUência [tm], tnf*” quan

do m + w, tal que Pm = x(tm)e K para todo m. Logo, a seqUência

[Pm] admite uma subseqUência convergente, que converge paraLmipon

to de K, pois K & compacto. Portanto, 9 E não vazio e chk.

(b) 9 é compacto.

Seja [Qm], anSL uma seqUência convergente para um ponto Q.

Então, dist(Qm,Q) +40 quando m + m. Para cada Qm, existe um

tm > m tal que dist(x(tm),Qm) < 1/m. Portanto, dado e > 0, exig

te um inteiro N = N(c), tai que m 3 N implique dist(x(tm),Qm)<ª/2

e dist(Qm,Q) < 8/2. Disto segue que,

m a N => dist(x(tm),Q) E dist(x(tm),Q ) + dist(Qm,Q) < 5/2 + €/2=€.
m

Ou seja, x(tm) + Q quando m + %. Mas, isto E equivalente a di-

zer que Qen. Portanto & ê fechado e, como QcK, K' compacto,

segue que 9 E compacto.

(c) 9 é conexo.

Suponhamos 9 não conexo. Então, existem dois compactos A e

B, não vazios e disjuntos, tais que 9 = ACIB. Como A e B são

compactos, existe a > O tal que dist(A,B) = a.
Desde que os pontos de A e B são pontos w—limite de x(t),

existem sequências (tm) & [ta], tm,tà + « quando m + w, tais
que dist(x(tm),A) < oª/2 e dist(x(tà),A) > Oª/2. Podemos esco-

.
| ' | . * .lher (tm) e [tm], tais que tm < tm , Vm. Como a distanc1a de

um ponto P a um conjunto A, dist(P,A), 6 função continua de t,
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segue que existe uma sequência [Tm], tm < Tm < tà , Tm + « quaº

do m + w, tal que dist(x(tm),A) = oª/2.

A sequência de pontos [x(Tm)] sendo limitada,admite uma suª
sequência convergente, que converge para um ponto Q, pertencente a

9, e dist(Q,A) = oº/2. Mas, isto implica que O não pertence nem

ª A, nem a B, pois dist(Q,B) ; dist(A,B) - dist(Q,A) = oª/2. 0 que

E uma contradição. Portanto, 9 é conexo.

(d) x(t)+8'z quando t+ºº.
Suponhamos que x(t)-#> 9. Então, existem a > O. e seqUên-

cia [tm], tm + » quando m + w, tal que dist(x(tm),9) 3 a. Po-

demos supor, sem perda de generalidade, que existe Psi), tal que

x(tm) + P quando m + ». Logo, dist(x(tm),n) + dist(P,n) = 0,quaº
do m + w. 0 que é uma contradição. Portanto, x(t) + 9 quando

t + %.

0 Lema estã provado.

Consideremos o sistema de equações diferenciais ordinãrias:

(2) >.< = f(hX)

onde f(t,x) = (f1(t,x),..., fn(t,x))—eRn ê suposta continua em

[D,ºº) >< Q, QCRn aberto.

Seja V(t,x) uma função real de classe Cl, definida para

t 3 O, er. Definimos:

ir (t,x) = É 4—1““ f.(t,x) + _.L-lªv'“
(2) _]:1 axj J et

LENA-2

Seja V:[:0,ºº) >< Rn + R, de classe Cl, tal que:
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(í) V(t,x) 5 O para todo t 2 0, ><eRn, onde

vu,» . & ___-*_ªvát”uma +
__L—ªV“*)

J:] Xj _] Bt

(ii) V(t,x) a(x). onde a: Rn-*R é contínua e a(x) + “ uª"q _IV

do Ix] + “.

Então, toda solução de (2) é limitada no futuro.

Prova:

Suponhamos que eXista alguma solução x(t) de (2), não limi
tada no futuro. Então, fixado to > 0, temos V(to,x(to))3a(x(to)L
Como a(x) + w quando |x| + w, resulta, com & hipõtese de que

x(t) não seja limitada no futuro, que existe tl > to tal que

a(x(t1)) > V(tº,x(tº)). Mas, V(t1,x(t1)) : a(x(t1)) e, portanto,

V(to,x(to)) < V(t1,x(t1)), para 0 < tº < t1.'Sendo V diferenciª
vel, segue que existe pelo menos um ponto T:, te[0,t1] ,

tal que

V(t,x(t)) >-0, o que ê uma contradição.

Portanto, toda solução de (2) 5 limitada no futuro.

Consideremos agora o sistema definido em [O,ºo) x 0, QcRn

aberto:

(3) ;( = F(t,x) + G(t,x)

onde F e G são continuas para t 3 O, ><eQ.

TEOREMA-l

Suponhamos que as seguintes hipóteses sejam verificadas, com

relação ao sistema (3):

(i) F(t,x) é limitada para todo t 2 0, quando x pertence a

um subconjunto compacto arbitrário de Q.

- 5 _



(il) Para cada compacto BCQ e cada função contfnua z(t)€B,d_e=

fínída em [O,ºº), segue que:

S+t
(4) J G(T,z(T))dT + 0 quando 5 » ºº, uniformemente em t €[0,l].

s ,

Seja x(t) uma solução de (3), definida no futuro, com

;(t)e K para t : algum to 2 0, onde K lê um subconjunto compag

to de Q.

(iii) Existe uma função real não negativa V(t,x), de classe C1, e

uma função real não negativa e contínua w(x), tal que

veio») 5 -w(í(t)), t 2 to

Então, RCE : [ch | W(x) à 0], onde 9 é o conjunto Lo—l_l_

mite de ;(t).

Prova:

E & compacto, pois, E = [xeK | W(x) = O] WHO]. W'e'cog

tínua, então, E E fechado. Mas ECZK, K compacto.

Suponhamos QçÉE. Então, existe uma seqUêncla (tm), «tm + ª
quando m + w, e um número positivo e, tal que dlst(Y(tm),E) ; e,

VI".

De (i) segue que IF(t,x)| 5 M = M(K), para t 3 0, xe.K.

Do sistema (3). segue que

t t '

x(t) — x(tm) = JtF(s,x(s)ds + JtG(s,x(s))ds ; tm 5 t 5 tm + Éh .

m

De (11), podemos escolher [tml tal que

rf“tº — d <ª t< <t+€I

t
(S,x(s)) sl 'I , para m _ _ m ÃM"

m



Temos ainda,

t ._ t __ t +ê/4Mlj F(s,x(s»ds lsj |F<s,x<s»1ds sí'“ Mds =%
t t tm m m

Logo,

— — t «— t
«— e e emt) - x(tmn s | jtF(s,x(s>)ds | + | JtG(s.x(s»ds| < pff,m m

_

para tm 5 t 5 tm -+ Éh, isto E,

dist(í(t),í(tm)) < %, para tm 5 t 5 tm + ia
Consequentemente,

(a) dist(í(t),E) 3 dist(írtm),5)—-dist(í(t),írtm)) > e -.% =-2 ,

epara tm 5 t 5 tm + IM .

Seja B (xezK | dist(x,E) ? %%. B E compacto, W(x) ê coº
tínua e estritamente positiva em B. Então, existe 6 > O tal que

W(x) > 6 , para todo xezB.

De (111) e (a) segue que

V(t,í<t)) : -W('>?<t)) s -6 , tm S 'º 5 1:m + mew

. 9Podemos escolher [tm], tal que tm + IM'< tm+1'

Então,
tm+€/4n .. m ti+s/4n

__
ti+1. _J V(t,x(t))dt = iªi (J V(t,x(t))dt + J V(t,x(t))dt).

tm ' t, ti+€/4M

Mas,
t.1+1. __ . _J V(t,x(t)dt 5 0, pois V(t,x(t)) 5 0 e tí+€/4M < tí+1'
tife/4M

Portanto,
tm+€/4M_ _Jt V(t,x(t))dt = V(tm+€/4M;í(tm+€/4M)) - V(t1,í(t1)) 5

1
.

t.+€/4M t.+€/4Mm 1 - -—
m

1

_ _ _mõs5 1ª: Ít. V(t,x(t))dt 5151Jt. ôdt - 'IM'“
1 1
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Como -%ã%'+ -w quando m + “, segue que V(tmºí(tm)) + '"
quando m + », o que E uma contradição, pois, V(t,Y(t)) 2 0. Por

tanto, chE e o Teorema está provado.

Observações:

OT - Conforme foi dito na Introdução, este Teorema E uma ver
são generalizada do Teorema 5 de Yoshizawa em []2]. Mais precisª
mente, este Teorema & uma forma um pouco mais geral do que o apre-
sentado por Onuchic em EQ, no sentido de que a condição (iii) 5

menos exigente que a correspondente no Teorema T de Onuchic.

Como a versão dada por Onuchic é bastante conveniente para

as apTicações que faremos a seguir, daremos abaixo seu enunciado.

TEOREMA-I'

Suponhamos, com relação ao sistema (3), verificadas as nl
põtese (i) e (ii) do Teorema ], e mais,

(iii) Existe uma função real não negativa, de classe Cl, V(t,x),e

'uma função real, não negativa e contínua W(x), tais que

V(“(nx) 5 -Wh) ; tz 0 , er
Seja x(t) uma solução de (3), definida no futuro, com

x(t)€ K para t 2 algum to 2 0, onde K é um subconjunto 'compag

to de Q.

Então, QCE = fch | MX) =- 0], onde 9 é o conjunto w-I_í_

mite de x(t).

02 — Se a condição (4) é verificada para t e[p,1], então,

“(4) estarã verificada para t eE-ZJJ, 2 > 0.

- g -



De fato:
Vamos mostrar que (4) está verificada para te[0,£], £>-O.

Seja mal., m inteiro. Se te[0,£], então, %GEOJ]. T_e_

mos que
s+t s+t/m (s+t/m)+t/m
J G(T,Z(T))dT = J G(T,Z(T))dT + J G(T,Z(T))dT +... +
5 s s+t/m

(s+(m—1)t/m)+t/m
+ J G(T,Z(T))dT.

s+(m-1)t/m

Cada parcela do segundo membro,

(s+kt/m)+t/m _í G(r,z(T))dT , k = 0, 1, ..., m-i, e ta] que
s+kt/m

(s+kt/m)+t/m
J G(T,Z(T))dT + o quando 5 + «, uniformemente em
s+kt/m

te[0,£],pois, s+ºº implica s+LmÉ+oo; temxj implica
t . »ªsEOJ], e va]e.a condiçao (4). Logo,

s+t
J G(T,Z(T))dT + 0 quando 5 + ºº, uniformemente em teL'OJL], DO.
5

Resta-nos mostrar que
s+t
J G(T,z(T))dT + 0 quando 5 + w, uniformemente em te[3£,0], £>0.
5

De fato, se taí—LO], então, -te[0,£] e,
s+t s (s+t -t
J G(T,Z(T))dT = 'JG(T,Z(T))dT = -J G(T,Z(T))dT, que recai
s s+t s+t

no caso acima.

03 - Uma condição suficiente para (4) É dada por:

(5) Para cada compacto BczQ, corresponde uma função escalar

GB(t), definida para todo t 3 0, ta] que

t+1
J oB(s)ds + 0 quando t + w e, |G(t,x)| 5 oB(t),para tao, xeB.
t

_ 10 -



04 - Um exemplo discutido an Dl], mostra que a condição

(5), não E implicada por (4);

Consideremos o sistema

(6) & = H(x) + S(t,x) + G(t,x)

onde H e continua em Q, S e G são continuas an |D,m) x Q.

Seja A um subconjunto fixo de Q e, consideremos a seguiª
te hipõtese com relação a S(t,x) e A:

(7) Para cada e > 0 e cada compacto Kc:Q, corresponde um

6 = ô(e,K) e T0 = To(e,K), tais que t 3 T0, xe,K e dist(x,A)<6,

impliquem |S(t,x)| < e.

TEOREMA-Z

Suponhamos que as hipóteses (4) e (7) sejam verificadas.

Seja x(t) uma solução de (6), tal que x(t)€l<, T 5 t < &, on

de T 2 0, KCZQ é compacto e x(t) + A quando t + w.

Então, o conjunto w-limíte, Q, de x(t) & não vazio, conexo,

compacto e quase-invariante com relação ao sistema (l).

Prova:

Que 9 E não vazio, conexo e compacto, segue do Lema 1.

Vamos mostrar que 9 € quase—invariante com relação ao sis
tema (1).

Sem perda de generalidade, vamos supor que x(t)eK para

t 3 0.

Dado zen, existe [tm], tm—H» quando m+ºº, tal que

x(tm) + 2 quando m + w.

- 11 -



Seja £ 5 0 e, seja tem], em decrescente, em + 0 quan-

do m + w.

Dado ek, de (7), segue que existem ôk=ô(ek,K) e Tk=T(ek,K),

tais que

t : Tk , xe:K e díst(x,A) < ôk =º |S(t,x)| < ªk“
Como x(t) + A quando t + », existe T5 : Tk, ta] que

t 3 T5 =» dist(x(t),A) < 5 .k

.
' k

—Seja tmk tal que tmk-£ 3 To. Entao,

t : tmk = £ 3 T% =» dist(x(t),A) < ak -» |S(t,x(t))| < ªk'
Podemos supor [tmk] crescente'e, chamemos (tmkl ainda de'

[tm]. Podemos supor tl > £. Logo,

<*> t : tm - e —> ls<t,x<t»| < em

Temos

à(s) = H(x(s)) + S(s,x(s)) + G(s,x(s))
onde as funções do segundo membro estão bem definidos para 5 en-

tre tm e t+tm, te[—£,£]. Pois,

t + tm 3 —£ + tm : —£ + tl > -£ + £ = 0.

Integrando, temos:
t+t

x(t+tm) = x(tm) + Jt m[H(x(s)) + S(s,x(s)) + G(s,x(s))]ds :
m

t t+tm
: x(tm) + JOH(x(t+tm))dt + [tm S(s,x(s))ds +

t+tm
+ J G(s,x(s))ds

tm

Seja xm: [f£,£] + O, definida por xm(t) = x(t+tm).

Em vista de (4). podemos supor que
tm+T

(**) I [ G<s.x(s)>ds| < em , vT eE-m]
tm

-]2-



Consideremos o conjunto U = C([—£,£],Rn) Com a norma do sup

e F=[%€U,mem.
Afirmamos que F E reiativamente compacto em U, pois,

(1) F é uniformemente 1imitado, porque xm(t) = x(t+tm)eK e a_n

tão, existe M > O ta] que lxm(t)| 5M, tal:—Zx], Vm.

(2) F 6 equicontinuo.

Sejam 51 e sz, sl,sze[-£,£], 51 < 52
52 52+tm

[xm(sz)—xm(sl)[ = [ Jº H(x(s+tm))ds + Jtm S(s,x(s))ds +

sz+tm si sl+tm
+J G(s,x(s))ds - J H(x(s+tm))ds - J S(s,x(s))ds —

tm o tm

51+tm 52 51+tm'Jt G(s,x(s))ds 5 | Í H(x(s+tm))ds| + | J - S(s,x(s))dsl +
"1 51 ªtm

sz+tm S1+tm sz+t
+ ] J S(s,x(s))dsl + | J G(s,x(s))ds|+|J » mG(s,x(s))dsl

tm tm — tm

Como H 5 limitada em K, resuita que existe L > O tal que
52

|H(x)| 5 |_ , vxeK=> | J H(x(s+tm))ds| 5L|s,2-sll.
51

De (*) segue que l

1 t
JS

+
mS(s,x(s))ds| 5 EmÍSIÍ e

tm

| J52+tmS(s,x(s))dsl 5 emlszi.

De (**) segue que | G(s,x(s))ds| 5 e eJS
1+tm

m
tm

+t
[ JSZ mG(s,x(s))ds| < ªm-

tm .

Portanto,

lxm(52) - xm(sl)| 5 Llsz-sli + 2(£+1)em.

Dado & > 0, seja Nº tai que m > No, implique 2(£+1)em<%.

Como x1, x2,..., xN são uniformemente continuas em [32,2],
O

- 13 -



existe 'E tal que lsz—sll <'É, implica Ix1(sz)—xi(sl)l < e ,

1:1329 o.., No.

Seja & = minfã, €/2L].

Se m 5 Nº, da continuidade uniforme, temos que [sz-sll<õ im

plica lxm(sz)-Xm(sl)] < e.

Se m > No, temos que lsz-51I < 6, implica

[xm(sz)-xm(sl)| < Lisz-sli + 2(£+l)em < [.e/ZL + e/2 = 5.

Logo, provamos a equicontinuidade.

Do Teorema de Ascoli, F = [meCZU ê relativamente compacto.

Assim, existe uma subseqUência [xmj] de [xm], que continuaremos

a chamar de [xm], tal que xm + y em FCZU.

Temos

t (t+t
x (t) = x(t )4-J H(x(s+t ))ds +)m

0 tm

Seja t BLZ]. Vimos que
t+tm

| J S(s,x(s))ds| 5 tem , Vte[—£,£]
tm

t+tm
|

m

Temos que xm+y em FCU. Como xm(s)€K Vs al:—1,2],

t t
mS(s,x(s))ds + Í

+
mG(s,x(s))ds.

tm

G(s,x(s))ds| 5 ªm , Heli-Li]

resulta que y(s)eK Vse[-£,£].
H ê uniformemente continua em K. Logo, dado e > 0, existe

6 > O, tal que |x-y| < 6, x,yeK => |H(x)-H(y)| < e.

Como xm(s) + y(s), uniformemente em [31,2], resulta que, e
xiste N = N(õ), tal que m a N =» |xm(s)-y(s)| < 3.

Portanto,
m a N => |H<xm<s>) - H<y(s>)| < e.

Logo,

t t t
m 2 N=> |J0H<xm(s)>ds - [ºmnsndsl 5 ! loads! 5 se
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Assim,
t ' t
JHWMSH“ “* J H(Y(S))d.s , uniformemente em tªl:-ix].

O 0

Além disso,
t+tm
[ S(s,x(s))ds + O, uniformemente em te[-£,£].
tm

t+tm
J G(s,x(s))ds + 0, uniformemente em te[-£,£].
t .

m

Portanto, .

.

. _ . t t+tm tMªni
àªªxnçt)-àlº[y(tm)+JoH(xm(s))ds+Jtm S(s,x(s))ds+Jtm G(s,x(s))ds]

implica

y(t) = 2 + JÉH(y(s))ds , para t e[3£,2].

Considerando Z = l,2, ... , construimos, pelo conhecido prº
cesso de diagonalização, uma seqUência (tmgmlº que continuaremos

a chamar de [tm] , e uma função y(t) , tezR, tal que

xm(t)+y(t) ; Wata-m,
a convergência sendo uniforme em todo compacto de- R.

Logo, y(O) =z, y(t) =H(y(t)), teR e y(t)e.$l para tº
do tézR. Ou seja, 9 & quase—invariante relativamente ao sistema

(1)-

No ta :

Este Teorema ê, essencialmente, um caso particular do Teorg

ma l de Miller em 'BÚ. Miller trabalha com equações com retarda
mento, onde o sistema não perturbado ê uniformemente quase-periõdi

co. Entretanto, a condição (4), considerada no Teorema 2, ê mais

fraca que a correspondente no Teorema de Miller.
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Consideremos o sistema

(a) & =- F(t,x)
..

onde F E continua para t 3 0, xe(), Q um aberto do R", e satis
faz uma das condições de unicidade em reTação ao problema de valor

_inicial.

TEOREMA-3

"
Sejam V(t,x) e yl(x) funções reais não negativas, de clas

se C1 em [O,ºº) >< Q,, tais que V(8)(t,x) 5 -W(x),1 'para todo tao,
xeG, onde G é um subconjunto compactq de Q.

Seja x(t) uma solução de (8), tal que .x(t)eG, upara todo”

t ? algum ta > O e, seja Ú limitada superior ou inferiormente,ao

longo da solução x(t).
Então, RCE = [xeG [ W(x) #10], onde SZ é o conjunto w—Il

mite de x(t).

Prova:

Seja PeSL Seja [tm] uma seqãência, com .tm + « quando

m + w, tal que x(tm) + P, quando m + w.
.

Por hipõtese, V(t,x(t)) ? 0 e V(t,x(t)) ê não crescente,

pois, V(t,x(t)) 5 —w(x(t)) 5 0. Então V(tm,x(tm)) é não crescen
te e iimitada inferiormente. Portanto, existe uma constante c 3 O,

tal que V(tm,X(tm)) + c quando m + m e, desde que V(t,x(t)) E

não crescente, V(t,x(t)) + c quando t + ».

Temos ainda,
tvom» 5 V(to'ax(to))" J w<x<s»ds
to
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Portanto, [mW(x(t))dt < ºº e, como W(x(t)) ê 11'm1'tada sª
'perior ou inferiorngânte, segue que W(x(t)) + 0 quando t + ºº. C_o_

mo w é contínua, implica que W(P) = 0, para todo PEQ.

Assim, mostramos que E contêm todos os pontos w-Hmite de

x(t), ou seja, QCE, o que prova o Teorema.
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CAPÍTULO 2

APLíICAÇUES

O objetivo deste capitulo 5 encontrar condições sob as quais,
podemos garantir que, para todas as soluções do sistema

(9) % + h(t,x,â)k + f(x) + g(t,x,i) + p(t,x,k) : o,

tenhamos que (x(t),i(t)) + (5,0) quando t + w, & : (51»'ºº:gn)

pertence a R".

Para isso, consideremos o sistema equivalente

(9') x y

& + h(t,x.y)y + f(X) + g(t.x,y) + pit,x.y) = 0

e o seguinte conjunto de hipõteses relativamente 55 funções em

(HI) h(t,x,y) = diag(h1(t,x,y),..., hn(t,x,y)) 5 uma ma-

triz diagonal continua, para t 3 O, x,_yc=.R", e, h(t,x,_y) limita '

da para t 3 0, x,yeK , para todo compacto KCR". E mais,

- 9 : k- -9 - : - 9 , .: aº": ,
” 'hJ(t x y) ; J(xJ yJ) ? 0 onde kJ(€ n) J 1 n sao fun

ções reais continuas, definidas no R2. x = col(x1,...,xn) ,

y = col(y1,.-.,yn).

(Hz) Para cada j, j=l,...,n , os conjuntos
+ 2 ' 2 ".= ., . -.= ., eR . 0,sao omRJ [(xJ 0)e R | xJ > O] e RJ [(xJ O) | xJ < ] c._
ponentes conexas com respeito ao espaço topolõgico Fj - [(0,0)] ,

onde FJ. = [(€,n)<-:R2 | nkj(E,n) = O].

(Ha) f(x) = col(f1(x1),..., fn(xn)) E uma aplicação contí

nua de R" em R“, tal que:
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(i) Existe p > o, ta] que
E

J fj(s)ds > O para 0 < [gl < p , j=],,,_,n,
0

E

(H) [ fj<s)ds +=» com lal w, j=1,...,n.
0

(iii) Para todo j, j=1,...,n , não existe [hj,báj , bj > a

tal que fj(€) = o VEeCaj,bj].
J',

Uma condição suficiente para (Hg), ê dada por:

(H;) f(x) = coi(f1(x1),..., fn(xn)) é uma apiicação contí
nua de R" em R", tal que xjfj(xj) > 0, para todo xj +-0, e,
x.
[ Jf.(s)ds + w quando |x.| + m , j=1,...,n.

(Hu) p(t,x,y)e.Rn ê continua e Ip(t,x,y)| 5 B(t) , para

todo t 3 O, x,ye;R", onde B(t) e continua, com Jw6(t)dt < w .
0

(Hs) g(t,x,y)<—:Rn ê continua e y.g(t,x,y) : 0, para tº
do t 2 O, x,_yeRn.

Uma Condição suficiente para (Hs) ê dada por:

(H;) g(tºX9Y) : Cº](91(t9xº.Y):-'-ºgn(tºan))€Rn ê contí
nua e ngj(t,x,y) 3 0 , para todo t 3 O , x,yeR", j=i,...,n.

(Hs) Para cada compacto KCZRn e todo par de funções con

tinuas x(t) e y(t), definidas em [Q,w), com vaiores em K, sg

gue que:
s+t
í g(t,x(r),y(r))dt + O , quando 5 + m , uniformemente em

teEJ]
Uma condição suficiente para (He) é dada por:
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(H;) Para cada subconjunto compacto KCLRn, corresponde

uma função reai ok(t), t Évºº tai que:
ft+1

ok(s)ds + 0 quando t + w , e, |g(t,x,y)| 5 ok(t) , pg
t

ra todo t 3 0, x,yeK.

LENA-3

Suponhamos que as hipóteses (Ha-i), (H») e (Hs) sejam venL

ficadas.

Seja hj(t,x,y), jui,...,n , uma função não negativa e con

tfnua, para t 2 0, x,yeRn.
.

Então, para cada e > 0, existem numeros positivos T(€) e

ô(e), tais que t 2 to 2 T(e) e xº,yºGRn,l com |x0|+ Íyº|<6(€),
implique |x(t)| + |y(t)| < e , para toda solução (x(t),y(t)) de

(9'), satisfazendo x(tº) : xo , wy(tº) = Yo-

Prova:

Consideremos a função
X- r , &

V(t,x,y) = [jªh/Jª. -+ 2, JºJfJ-(SMS) 3/24 Jt8(s)ds

definida para t 3 0, x,yeRn tais que |x| + [yl < p.

Dado e, 0 < 5 < p , definimos
X. 1n

2m = min [à(yª. + 2 [ Jf-.(s)ds)] &

lª<|+|y|=€ 3“ J º J

A condição (Hg'i) impiica 2m > 0 e então,

inf V(t,x,y) : 2m > 0
t>0

]xkãk-e
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Sejam T(e) > 0 e' 0 < ô(e) < e , escolhidos tais que
00 x.
ÍT(€)B(t)dt < m e tªl“; .+ 2 Joij(s)ds)]11.2 < m, para VWSMEL

Então, mãx ' V(t,x,y)<2m.
tzT(€)

IXHYI=6(€)

Temos que:

V(9 )(t,x,y) =jg( aVçtX x,!) y + BVÇt, x,z)-yj ) + avgt,tx,“ :

_-.Z (thj (t x,y)) - jgáyãg;(tX.y))- à(y pj (t x,y)) - (t) =
n 2 xj Flá 6

[3.51 (YJ- + 2 [ fj(s)ds>]

-E (yªh.(t,X.y)) - y.g(t.x,y) - y p(t,x,y)
J=1 J J:

n X- 1/
- B(t) 5

galo; + 2 J ªfj<s>ds>3 ª
0

" 2
'

32:1(yjhj(tsxv.Y)) ' y-g(t9an)
IA x. + lp(t,x,y)| - a(t) 5 º.

n 2 J 1/2
[_2 (_y. + 2 J f.(s)ds]
J=1 J º J

para todo t 3 O, x,yeRrl tais que 0 < |x| + M < p. Sendo

|p(t,x,y)|, & norma euch'díana.

Suponhamos que exista tº : T(e) e (xº,yº), xº,yºeR",com

lxºl + Iyºl < ô(e), tal que para alguma solução (x(t),_y(t)) de

(9'), satisfazendo (x(to),y(tº)) = (x0,_yº), e algum f 3 tº, te
nhamos |x(f)| + |y(f)l 3 8.

Então, existem números ti e tº, tl,t2 >T(e) , tais que

|X(t1)l + |Y(t1)| = ª(º) : |X(t2)| + |Y(t2)| = 6:
e a(s) 5 |x(t)_| + |y(t)| 5 e , para 'c1 5 t 5 tz. Mas, isto im

ph'ca, desde que mãx
)V(t,x,_y)

< inf V(t,x,_y) ,
tzT(e tzo
iXHMe) )(l+M=€-'
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«V(t1,x(t1),y(t1)) < V(t2,X(t2)»Y(t2)) e, Cºmº (x(t):Y(t))'* (0,0)

em [ti,tzj , resulta V(t,x(t),y(t))diferenciáve] em [ti,tzj.
Portanto, existe sa[t1,t2] , ta] que V(s,x(s),y(s)) > O, oque
ê uma contradição.

Logo, para toda solução (x(t),y(t)) de (9'), satisfazendo

(x(tº),y(tº)) = (xº,yo) , com ]xºl + |Yº| < 6(e), temos que

|x(t)] + |y(t)| < e , para t 3 tº.
O Lema está provado.

COROLÃR | 0-1

Suponhamos que alguma condição de unicidade, com relação ao

problema de valor inicia! para (9'), esteja verificada.

Suponhamos que todas as hipóteses do Lema 3 sejam verificª
das, com p(t,0,0) = 0 para t 2 0.

Então, a solução nula de (9') é uniformemente estável.

Prova:

Temos p(t,0,0) = 0. f(O) = 0, pois de (Hg-i) segue que

j<xj) > O para 0 < xj < p e fj(xj) < 0 para -p < xj < 0, pa

ra todo j, j=1,...,n. Como f ê contínua, resu1ta fj(0)= 0 pa

f

ra todo j, ou seja f(O) = 0.

g(t,0,0) = 0, pois, de (Hs) segue, em particu1ar; que pa

ra yj = (0,...,0,yj,0,...,0), yj.g(t,x,yj)=,yj.gj(t,x,yj) : 0 pa

ra todo j, j=1,...,n. Como 9 é contínua resulta que gj(t,x,0)=0
para todo j. Logo, g(t,x,0) = O e, portanto, g(t,0,0) = 0.

ConseqUentemente, a origem é ponto de equi1Tbrío para (9').
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0 CoroIãrio segue então do Lema 3, uti1izando o Teorema de

continuidade em re1ação ãs condições iniciais.

Lema-h

Suponhamos que as hipóteses (Hs-í-ií), (H») e (Hs) sejam

verificadas. Seja hj(t,x,y) uma função real, contínua e não negª

tiva, para t 2 0, x,yeRn.

Então, toda solução de (9') é limitada no futuro.

Prova:

Da hipõtese (Hs—ii), temos que existe Mj' tal que

XJ
2 Íofjh)-+Mj> 0, VXjER, J=1“..m.

Consideremos
x.

V(t,x,y) = [j%1(y3 + 2 J Jfj(s)ds + NDI]2 + í:8(s)ds
0

n
definida para todo t 3 O, x,ye=Rn, onde M = ; Mj.

J=1

V(t,x,y) ê diferenciáve] e, de maneira anã]oga ao que fízg
mos na demonstração do Lema 3, podemos obter:

V(9.)(t,x,Y) 5 0 , para 1330 , x,yeR".
n X'

.

Seja W(x,y) = [ 2 (y? + 2 J Jf.(s)ds) + Nªyª.
j=1 J º J

Da hipõtese (Ho), segue que J B(s)ds > O, então,
t

W(x,_y) 5 V(t,x,y), t 3 o , x,yeR"

Temos ainda, W(x,y) + w quando |x| + lyl + w.
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Do Lema 2, segue que toda solução de (9') E limitada no futu
PO.

TEOREMA-ª

Suponhamos verificadas as hipóteses (H1), (Hz), (Hs), (Hu),

(Hg) e (Hs).

Então, para toda solução x(t) de (9), temos que à(t) + 0

e x(t) + algum & =(€1,...,£n)eRn, onde f(s)u(f,(£,),...,fntsn))-o,
quando t + m.

Prova:

Seja (7(t),í(t)) , uma solução de (9'), com f(t) =

= (Y,<t>,...,ín(t)> , W:) = (7,(t),...,'y'n(t)).
Do Lema 4, segue que essa solução ê limitada no futuro. PQE

tanto, cada componente (í5(t),93(t)) de (ílt),7(t)) e limitada

no futuro.

Para cada j fixado, j=l,...,n, consideremos o sistema:

x = y.
(93)

J J
+ h. t,“.,“. . + f. . + . t,“.,“. + t,x ,“ = 0yJ J( nyglyJ JMJ) 93( x J) D( 3le

onde,

Xj : (x1(t), , xj_1(t), XJ, xj+1(t), , xh(t))

'yj : (y (t): : _YJ_1(t), .Yj: yJ+1(t)9 : .yn(t))

E claro que (í5(t), í.(t)) ê solução de (95) e, como vi—

mos acima, (í5(t), íj(t)) ê limitada no futuro. Portanto, do Le

ma l segue que o conjunto w-llmíte, Qj , de (í5(t),35(t)) E não
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vazio, conexo e compacto, com (Yj(t)JJ(t)) + QJ quando t + ºº.

. x
_ _

X

Seu RJ — [(xj,0) | xJeR]. Af1rmamos que QJDRJ + (D.

De fato:
Se QJÍTRÉ = $ , como QJ ê compacto e R3 5 fechado, im—

p1ica díst(R;,Qj) = a > o.

Mas, díst((íí(t), Yj(t)), QJ) + 0 quando t + w. Então,

I% (t)]: d15t((Wj(t),yW( )), R?) = ª/z >.0, para t z algum tº:>0
ve,J como yJ(t ) : ÉJ(t), resulta que líJ(t)| + «, o que ê uma con

tradição.

Portanto, (lj/"IR; + $.

Da hipõtese (Hg-Ji), temos que existe MJ ta] que
x '

2 J Jf.(s)ds + M. > 0, para todo x.e.R.
º J J J.

Consideremos:

VJ (t, xJ ,yj) =[yª + 2 J? J.(s)ds + Mle/ª+ [:B(s)ds

k ,
w yJJ“ J yJ)
j(xj"yj)= /2

[32 + 2 J% s)ds + Mj]

Temos que

V. t ª av t, , , º,V (t y )_
ª J( XJªyJ).,_

+
J( J yJ)o_

+
3V(t xJ yJ) :”(9 ) jº j axj. JJ ayJ JJ at

- %h. ,“, “ - , - . . ,“.,“.
_

y (t xJ, J)? ngJíF, XJ yJ) prJ(t XJ yJ)
_ B(t)Xu

[yº + 2 JºJfJ(s)ds + M] /ª
IA

3

-yh (t, %,y—) - yJ 9J (t, -,y )
_ _< li ª xª ª +lpJ (,tx.,y-)l -B(t)5.

[yª + 2 s)ds + M.J]ª J J
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2 ,. .. 2

ythU: x y) yJ J(><J yJ)
< 3 43 <
_

[yº + 2 ijf.(s)ds + M:]l/ª
—

[yº + 2 ijf (s)ds + M.]l/º
j 0 '] j j 0 j J

ou seja,

Mºi)“ XJ .YJ)É WJ(xJa.YJ)

" ' : = .,—h. .— .Entao, peio Teorema 1 , com FJ c01(yJ JyJ fJ) e

. = - .- . , . . = ., . e ª . . . = ,GJ co](0, gJ pJ) segue que QJCIEJ [(xJ yJ) R ]wJ(xJ,yJ) O]

E = P.. Portanto, 9.c:r..J'J JJ
Vamos analisar as duas possibilidades:

(a) (0,0)eoj
<b> (movªm—.

0 caso (a), impiica que existe uma sequencia [tmlºtm + º
quando m + w, tai que (í5(tm),íj(tm)) + (0,0) quando m + &. EQ

(t)) + (0,0) quando t + ».tão, peio Lema 3, temos que (í5(t), 35

-[o caso (b), implica Qjcrj (0,0)). Como QJDRÉ+Q,'t_ç_
+ _ ..mos 9j<:(RjLJRj) #=0. Mas, ai e conexo e vale (Hz) então,

+ _Q. . ..JCRJURJ
=X : _—,Logo, peio Teorema 2, com Aj Rj' Hj co](yJ, fJ),

: -__ .= '.“. =2 '—Sj coi(0, thJ), GJ coi(0, gJ pJ) e Q R , segue que QJ e

quase-invariante com respeito ao sistema

>'<.=y.
(in) 'J

+
fJ

0% 3%)“
Mas, da condiçao (Ha), segue que o conjunto quase—invariag

x .. <te para“ (in), contido em Rj e o conjunto dos pontos (aj,0),
tais que fj(Ej) = O.

'

Ainda da condição (H3), o conjunto dos pontos gj tais que
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fj (ªj
xo, resulta que Qj, se reduz a um único ponto (Ej,0),

) = O, é um conjunto de pontos discretos e, como 93 € cone

Portanto, toda solução (í5(t),7(t)) + (Ej,0) quando t-+ua

Da análise feita acima, concluimos que toda solução

(7(t),í(t)) de (9'), tende para um ponto (5,0), €=(€1,...,gn)eR",
tal que f(E) = O.

O Teorema eStã provado.

Como observado na Introdução, este Teorema estende o Teorema

4 de Onuchic em Eª para equações escalares. Na verdade, como tmn

bêm jã observado, o nosso Teorema 4 é mais geral que o mencionado

Teorema de Onuchic em consideração.

Vamos a seguir obter um resultado sobre o sistema (9), usan-

do agora, como instrumento bãsico, o Teorema 3 de La Salle.

TEOREMA—S

Seja h(t,x,y) = diag(h1(t,x,y),...,hn(t,x,y)) uma matriz

diagonal continua para t 2 0, x,yeRn. E mais, hj(t,x,y) 2

> k. .' J(XJ

náª (€,n) 2 0 para todo €,rleR.
,yj) 2 0, onde kj(g,n) é uma função de classe Cl, com

Suponhamos verificadas as hipóteses (Hz), (H3) e (H;). Supg

nhamos verificada a hipótese (Hu), com B(t) limitada em [b,ª).
Suponhamos, ainda, que alguma condição de unicidade com re—

lação ao problema de valor inicial, esteja satisfeita para (9').
Então, toda solução de (9) é limitada no futuro e, à(t) + 0

quando t + W.

Além disso, se x(t) é uma solução de (9) tal que
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llm|x(t)| - 0, então também x(t) + 0 quando t + “.
tw

Prova:

Seja (Rit),í(t)) , uma soiução de (9') , com "í(t) =

= (71(t)s—--,íh(t)) , 7(t) = (7Q(t),---sYh(t))-
Do Lema 4, segue que (Ékt),í(t)) ê limitada no futuro. Por

tanto. cada componente (í3(t),95(t)) ê iimitada no futuro.
Como no Teorema 4. para cada j fixado, j=1,...n, considg

remos o sistema:

j(xj) "' 9j(t,XJ-=.Vj) "' Pj(t»xjvyj) : º

>< II (íl(t)....,3<'j_

;. (x(t),....íj_1<t>.yj:y'j+l(t>,."Jhon.

I(o x. J..,3<'J.+1<1:)....:x'non

Vemos que (?5(t),35(t)) é uma solução de (93), limitada

no futuro. Portanto, existe tº 3 0 e um conjunto compacto Gj de

Rª, tai que (íj(t),íj(t))eGj para todo t 3 to.
Ainda como no Teorema 4, definimos

X' &J 1/2
= 2 - . :Vj(t,xj,yj) [vj + 2 Jo fJ(s)ds-*Má] + Ít8(s)ds,

XJ
com 2 [ f.(s)ds + M. > 0.

o J J

Facilmente se mostra que
2

. _
'Y'kº(x'9Y')

V. .St,x.,y.) < J J J J
J(9j, JJ- zzxjf dMl/zEyj+ Jo J.(s) s+ 5]

Tomando,
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1

Yj = inf
Tíj(XJ'yJ)£G J (_ y; + ZJM.(s)ds + MJ]

A

segue que:
y--xk( .Y)J J JyJ
xj _ >G%%(xjyy, pwatwo(xjdpeây2' 1/2[yj + ajº"? fj(s)ds + MJ;],

- ""
,

t o d w. : ,hntao def1n1n o J.(xj'yj) yjyjkj(xj yj), temos:

Vj(9J' )(tXJ'yj)-< ' Wj( XjºYj)

Para ap1icar o Teorema 3, vamos mostrar que WJ ê 1imitada

superiormente, ao longo da solução (í5(t),33(t)).

J- J(tra-(o) = ,.xj gªt—£[7j(t)32kj('x'j(t),íj(tm =

: ijyj(t)kj(Yj(t),í ('º)J. )E—hj(tx< tmn»?(t)w(t))-
- g-(t,x(t).í(t)>— pj(t,x(t)),í(t>] +

J

_ zak-(x.(t).y-<t)> ,- _ _ _mjtyjm] ª ªayjª L—hj<t,x<t),y<t»yj<t>-

-fjx(.t-<)) gimx(t),7<t))-pj(t t>:x'(t>)]+

_
algoou(t))

+Yj yJ(t) axj
É

_ sek.(x.(t>,í.(t>) _ _ _s ijyJ-(tn ——J——-ª—5;J—J———
— 2ijj<t>kj<xj<trxj<tnx

xf-<x-(t» +exam-)(kj(xj<t),yj(t))so - xjííj<t>12><

xªk (>< -(t),yj (t ))J J *

mum (t »
ME (t)]2 “'""“—-yf—-——-—- 30
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pois,

2yJ [?yJ.(mª] kJ.(xJ. uz),7J.(t))hJ-(t,3<'(t),y(t)) : 0

zYJyJ<t)kJ-<xJ-<t).yJ (t))gJ(t.í<t>,í(t» > o

__ , akJ(7.(t),y.(t)) _
YJL. 'J( ——L———l—3Jj h (t,x<t>,y<t>) > o

__ ªk (Y-(thí (t)) _YJLyJ< )]ª ª
ªayj ª gJ<t,x<t),y(t» > o

'2Y3y( )kj(íj(t)sYJ(t))pj(t-Y(t)ºy(t)) S

5 |2ijj<t)kj(íj(t),yj(t))pj(t,7(t).7(t>)l s

ZleyJ-(t)lkj(xj(t)syi(t))6(t) E|A

A

onde,

Bo = sup B(t).
05t<ºº

Então, como GJ. ê compacto e (Yj(t),yj(t))€Gj, existe um

' ' '
. = . . , '. “. ;". < C. aranumero pos1t1vo CJ CJ(GJ) tal que W3(f3(t) yJ(t)) _ J p

t>to.
Do Teorema 3, segue então, que Qjczrj=£(g,n)eRª| nkj(€;n)=0],

onde Rj é o conjunto w-Iimite de (í5(t),55(t)).
Como (Y5(t),95(t)) é limitada no futuro, segue que Qj 5

não vazio, conexo e compacto, com (xj(t),yj(t)) + 9 quando t + ».

Temos ainda, njflRÉ #=$, onde,R j = [( xj ,O) ] x. e.R].

Consideremos as duas possibiIídades:

0 caso (a) imp11ca que existe uma sequencia [tm], tm + «

- 31 —'
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(t)) * (0,0) quando t + «_

(tm)) + (0,0) quando m + w. Do

J'

Ocaso (b) imph'ca Qjcr'j - [(0,0)]. Mas, anRãaªÇl e

va1e (Hz), então, QjczRÉLJRÍ e, conseqUentemente, 75(t)=Í5(t)+0
J

Lema 3, segue que (í5(t),

quando t + w.,
Em ambos os casos, mostramos que Íi(t) = 75(t) + 0 quando

t + w , para todo j fixado, j=1,...,n . Logo, 'Í(t) = Y(t) + 0

quando t + w.

Se, 11mlí(t)l = 0, temos, limjí.(t)| = O, para todo j,
+00 t+oo J

j = 1,...,n. Portanto, (0,0)ea9j, para todo j e, conseqUentemeº

te, (Y(t),í(t)) + (0,0), quando t + ºº.

O Teorema está provado.

_ 32 -



[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

Lª]

BIBLIOGRAFIA

CODINGTON, E.A. & LEVINSON, N. - Theory of ordinary

differential equations - New York, Mc Graw-Hill Book

'Company, 1965.

HALE, J.K. - Ordinary differential equations - New York,

Wiley—Interscience, ]cl969l.

LA SALLE, J.P. - An invariance principle in the theory of

stability—differential equations and dynamical systems.-
—New York, Academic Press, 1967, pgs. 277 - 286.

LA SALLE, J.P. & LEFSCHETZ, S. - Stability by Agyapunov's

direct method with applications.— New York, Academic

Press, 1961.

LEVIN, J.J. - On the global asymptotic behaviour ofnonlinear

systems of differential equations. - Arch. Rational Mech.

Anal., 6: 65 - 74, 1965.

MILLER, R.K. - Asymptotic behaviour of nonlinear delay -

-differential equations. - J. of Differential Equations,

]: 293 - 305, july, 1965.

. - Asymptotic behaviour of solutions of nonlinear

differential equations. - Trans. of the American Math.

Society, 115: 400-416, march, 1965.

Onuchic, N. - Invariance properties in the theory of

differential equations with applications to stability
problems. - SIAM J. Control, 9: 97 — 104, febrvary,l97l.

-33-



[9] - . - Stability of a second order differential

equation. - Acta Mexicana de Ciencia y Tecnologia,3:6-ll,

enero/abril, 1969.

DCE ONUCHIC, N; ONUCHIC, L. de La Rosa; TABOAS, P. Zoêga & R0-

DRIGUES, H. Munhoz. - Invariance, stability and

aºglications. — Seminario de Ecuaciones Diferenciales,
Centro de Investigación y Estudios Avanzados y Organizª

ciõn de Los Estados Americanos. - Mexico, Verano, 1972.

[11] STRAUSS, A & YORKE, J.A. '- On the asymptotically autonomous

differential equations. — Math. Systems Theory, 1: l75-

-l82, 1967.

|_.l JB: ' YOSHIZAWA, T. - Asymptotic behaviour of solutions of a

system of differential equations. - Contributions to

Differential Equations, l: 37l — 387, l963.

[13] . — Stability Theory by Lyagunov's second "ethod.

- Tokyo, The Mathematical Society of Japan, 1966.

- 34 -


