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Abstract

In this work we present results obtained by Dinamical Monte Carlo
simulation for Poisson processes. We Developed a new technique to
simulate markovian processes and we applied it to several systems as:
lattice-gas, epidemics and newtonian. The technique is based in an
approach to the solution of the Master Equation. In some cases the
results are compared with others numerical methods and analitical
results, if they exist.

The comparisons are excelent in the regions that are expected to
be, but in other ones only our method works. We developed, also a
new way to see phase transition even far from equilibrium.
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RESUMO

Neste trabalho apresentamos resultados obtidos por simulacdo Monte
Carlo para processos de Poisson. Desenvolvemos uma nova técnica
para simular processos markovianos e aplicamo-la a varics sistemas
como, por exemplo, gas-rede, epidémicos e newtonianos. A técnica é
baseada na solugio da Equagdo Mestra e os resultados sio compara-
dos a outros obtidos por métodos numéricos ou analiticos mostando
excelente concordancia. Em alguns casos somente o nosso método
funciona. Desenvolvemos também uma nova maneira de localizar
transigoes de fase.
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Capitulo 1

Introducao

O tempo sempre suscitou reflexdes entre os pensadores !. Na fisica o tem-
po contrapde a reversibilidade, arraigada as leis da Mecénica (tanto cléssica
como quéntica), e os processos irreversiveis. Prigogine [1] defende uma ex-
tensdo da dinadmica cléssica e da Fisica Quéntica que leve em consideragao
a assimetria temporal dos processos irreversiveis. Por outro lado, Lebowitz
[2] afirma que o comportamento assimétrico em relacdo ao tempo para sis-
temas macroscopicos surge naturalmente das leis microscépicas considerando
a grande disparidade entre as duas escalas.

A despeito deste impasse, em situagoes de equilibrio termodindmico ha
o consenso de que a mecanica estatistica [3] - [8], teoria que relaciona os es-
tados macroscopicos da matéria com as propriedades e movimento dos cons-
tituintes microscépicos, pode ser considerada bem estabelecida. (Quando a
distribuicado de equilibrio é conhecida podemos calcular todas as propriedades
termodindmicas: pressdo, calor especifico, etc. Todavia, 0 mesmo nédo pode-
mos dizer da mecéanica estatistica de nao-equilibrio. Entao, como descrever
a aproximacao do equilibrio nos sistemas dindmicos?

Esta drea continua sendo o campo de confrontos entre a Mecanica Cléssica
ou a Mecéanica Quantica, ambas ignorando a irreversibilidade, e a Ter-
modindmica com seu segundo principio associado ao aumento de entropia.

Huang [3] sugere que a derivagido da Mecénica Estatistica fora de equilibrio
deve ser fundamentada na Equagdo Mestra (Apéndice A).

De forma mais pragmatica, as simulacées computacionais buscam obter

1 Pré-socraticos, como Epicuro, ja se preocupavam com o papel do tempo nos processos
naturais. Que podia significar a liberdade humana no mundo determinista dos dtomos?
Apud. PRIGOGINE, L. O fim das certezas..., p. 18.
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informacdes de um determinado sistema nao se preocupando em resolvé-lo
analiticamente.

Os métodos de simulagdo computacional podem ser divididos em duas
classes, os deterministas e os estocasticos. O método Dindmica Molecular
[9] consiste na integracdo das equagdes clissicas de movimento (ou mesmo
quénticas) para um sistema de particulas. Este método é de natureza deter-
minista e reversivel no tempo, ou seja, dadas as posicées e momentos iniciais
determinamos a trajetéria no espago de fases do sistema podendo, assim,
obter qualquer grandeza que se relacione com as posicoes e com as veloci-
dades dos constituintes. A qualquer instante podemos reverter as equagoes
(trocar ¢t por -t) e obter a mesma trajetéria no sentido contrério voltando
as condigoes iniciais. A outra classe de métodos de simulagdo é de natureza
estocéstica e é chamada de Monte Carlo (MC), em alusgo & cidade de mesmo
nome e famosa pelos cassinos. A esséncia deste método consiste em anali-
sar o problema a partir de um conjunto estatistico finito (uma amostra) do
total, impossivel de ser tratado diretamente. A versao mais disseminada do
método Monte Carlo é devida a Metropolis et al [10] e consiste em realizar
um passeio aleatério vi-sitando somente as configuracoes mais importantes
do sistema. As transicoes entre as configuragtes nos métodos estocasticos sao
construidas de maneira probabilista. Este método tem a vantagem de nao
necessitar de modelos que tenham uma dinémica intrinseca [9]. No entanto,
podemos resolver sistemas deterministas pelo método Monte Carlo, para isto
é necessario a transformacao do problema em outro de natureza estocastica,
o original nao necessita ter caracterizar-se como um processo randémico.

Tradicionalmente as simulacées Monte Carlo sdo aplicadas a sistemas
em equilibrio [11]. Entretanto, nos ultimos anos intensificou-se o interesse
por técnicas aplicaveis a sistemas fora do equilibrio. Algum sucesso tem
sido alcangado dentro do escopo de processos poissonianos [12, 13]. Estes
aparecem com frequéncia em sistemas epidémicos [14].

Neste trabalho buscamos solugdes de problemas dindmicos no nivel es-
tatistico, apresentamos uma nova proposta para simular processos fora do
equilibrio. Partindo de uma Equagdo Mestra genérica mostramos que o pro-
ceso markoviano [15, 16, 17|, simulado pelo método Monte Carlo, fornece a
dindmica correta, quando o tempo entre os eventos for estipulado adequada-
mente.

No capitulo 2 exibimos o método Monte Carlo tradicional, utilizado para
obter grandezas em equilibrio termodindmico. Em seguida, no capitulo 3,
mostramos a simulagao dindmica para processos poissonianos, formulada por



Fichthorn et al [13]. Esta técnica é aplicada ao modelo epidémico SIRS
[14] no capitulo 4 , apontando a transformacdo do problema determinista
em um estocastico. Os resultados sdo comparados com as solugdes obtidas
por Runge-Kutta [18] ( Apéndice B). Introduzimos interagao local no mo-
delo SIRS, o que impossibilita a resolugdo por Runge-Kutta. Uma nova
técnica que simula qualquer processo markoviano é exposta (capitulo 5).
Finalmente, no capitulo 6, fazemos algumas aplicagoes teéricas desta técnica
em sistemas epidémicos e no modelo gis-rede, além de estimarmos o ponto
critico de alguns sistemas, sem a necessidade de termaliza¢do como ocorre no
método tradicional. Sugerimos, ainda, a aplicacao deste método em sistemas
deterministas, por exemplo, a resolucao do problema classico de um péndulo
acoplado a um mola (péndulo eléstico).
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Capitulo 2

Monte Carlo Canonico

A simulac¢ao Monte Carlo é uma técnica computacional de grande gene-
ralidade para o calculo em sistemas com muitos graus de liberdade e por isso
mesmo tem muitas aplicagOes na ciéncia. Ela pode fornecer informacoes sobre
0 modelo, checar o quanto este ge aproxima do real, e comparando og resul-
tados com teorias analiticas a partir do mesmo modelo, checar a validade de

aproximagoes feitas no tratamento analitico, Neste capitulo apresentaremos
os fundamentos da simula¢gdo Monte Carlo na Mecéanica Estatistica.

2.1 O Método Monte Carlo na Mecanica Es-
tatistica

A Mecanica Estatistica relaciona as varidveis microscépicas de um sis-
tema com as grandezas macroscopicas. O problema tipico que desejamos
resolver é o seguinte: dado um modelo governado pela hamiltoniana H(g,),
no qual €; representa pontos no espaco de fases {2}, queremos calcular o
valor de uma observavel A do sistema. Sendo f(q,) a funcdo distribuicao
apropriada, o valor médio da grandeza A é determinado por :

A, .
Z’L (Qz)f(ﬂz) , (2.1)
Zi f(Qi)

< A>=

em equilibrio termodindmico os sistemas classicos satisfazem a estatistica de
Boltzmann, cuja funcao distribuicdo é dada por:

5
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fiay = Z7 e HaolkaT, (2.2)

em que Z = ) o fia,) é a fungdo particdo, kp é a constante de Boltzmann e
T ¢é a temperatura absoluta. Notamos que todos os estados, correspondendo
a altas energias, contribuirdao com uma pequena parcela para a soma, sendo
que a escolha aleatéria direta dos estados se torna dispendiosa. Por este
motivo, os estados s@o escolhidos de acordo com sua importancia. Com tal
conjunto especifico de estados do espago de fase, o valor médio de A se reduz
a simples média aritmética:
L ity Awy
< A> 7 (2.3)

Prosseguindo, incorperames win algeritino para gerar os estados distribuidos
de acordo com P,y = Z71 f(g,)- Metropolis et al [10], introduziram a idéia
de usar uma cadeia de Markov (Apéndice A ). Esta comegando de um estado
inicial propicia que os outros estados gerados sejam distribuidos de acordo”®
com Fgq,). Na cadeia de Markov ha uma correlagio bem definida entre os
estados subsequentes. Esta cadeia é o andlogo probabilista para a trajetéria
gerada pelas equacoes de movimento em dindmica molecular. O que pre-
cisamos especificar sao as probabilidades de transicao T;; do estado ¢ para o
estado j . Para assegurar que, em equilibrio, os estados sejam distribuidos
de acordo com F(g,), devemos impor algumas restri¢oes as probabilidades de
transicdo T;; [9]:

1%)para qualquer par %, j T;; # 0 ;

2%)para todo %, j T;; > 0 ;

3%)para todo i, 3. Ti; =1;

4“)para todo ’i, Zj ﬂjpj = Pz .

A primeira ¢é a declaragdo da conectividade ou ergodicidade e a segunda
da positividade. A terceira restricdo é a conservacgao, isto é, a probabilidade
total de que o sistema vai para algum estado j é 1. A quarta afirma que a
distribuicao limite é a de equilibrio.

Supondo que as probabilidades de transicdo estejam especificadas e os
estados (Y, {2;... gerados, a evolugao das probabilidades Fq,), com as quais os
estados estdo distribuidos, pode ser descrita pela Equacao Mestra (Apéndice
A)
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dP(t)

em que o primeiro termo descreve a taxa de todas as transigoes saindo do es-
tado considerado (diminuindo a sua probabilidade), enquanto que o segundo
termo descreve a taxa de todas transicoes chegando no estado considerado
(aumentando a sua probabilidade). As taxas de transicdo estdo relacionadas
as probabilidades de transi¢do T;; pela expressao: w; .; = T;—‘:, sendo 7; o
tempo caracteristico de permanéncia no estado i.

A solucao estaciondria para a Equacao Mestra fornece:

ij_n-Pj = Zwi_»jP,- (25)
J J

Outra restricdo mais forte do que esta pode ser imposta, exigindo que o
balanco detalhado seja obedecido:

wj~iFy = Wiy B (2.6)

A condicao do balancgo detalhado é suficiente mas nao necessiria para que
a cadeia de Markov convirja para a distribuicdo desejada [19]. Deste modo,
h4 uma considerével liberdade para a escolha das probabilidades de transigéo
ja que:

Ly _ Wi _ B (2.7)

pois podemos considerar 7; = 7;. No algorftmo de Metropolis, T}; = min(1, e~4Fis/ksT),
na qual AE;; = E,) — Eg,), Eqg) , é a parte configuracional da hamilto-
niana, uma vez que a parte cinética pode ser fatorada na funcéo particio e
tratada analiticamente.
A forma geral do algoritmo de Metropolis para a simulagao Monte Carlo
é a seguinte:
1) partindo de uma configuragéo inicial,
2) escolhemos randomicamente (ou sequencialmente) uma particula



8 CAPITULO 2. MONTE CARLO CANONICO

do sistema e mudamos seu estado aleatoriamente,

3) calculamos a diferenca de energia AE;; = E(q,) — E(q,),

4) o novo estado € aceito com a probabilidade de transigéo

T;; = min(1,e(~P25)), efetuando o seguinte procedimento: se

AFE <0 a transicao é aceita, caso contrario, sorteamos um

numero aleatério §, 0 < £ < 1. Se ¢ < T;; mantemos a anterior ,

5) voltamos novamente ao estégio b.

Dada a férmula para T;;,0bserva-se que o algoritmo de Metropolis gera
uma trajetéria de acordo com a distribuicao candnica de Boltzmann.

A amostragem de Metropolis gera uma sequéncia convergente para a re-
gido de pontos mais relevantes aquela temperatura, escapando, por exemplo,
das regioes de energia muito alta.

Outros ingredientes importantes para a simulagdo Monte Carlo sdo: nimeros
aleatorios, condi¢bes de contorno e o tratamento estatistico dos dados. Nas
préximas secoes daremos énfase a estes tépicos e no final do capitulo, exem-
plificaremos como a simulacdo Monte Carlo aplica-se & Mecéanica Estatistica.

2.2 Numeros aleatorios

A qualidade da simulagdo Monte Carlo liga-se a utilizacdo de um ade-
quado gerador de niimeros aleatérios. Na verdade, computacionalmente, sé
podemos gerar sequéncias deterministas pseudo-aleatorias.

Existem diversas técnicas para gerar nimeros pseudo-aleatérios. A que
utilizamos neste trabalho é a de truncamento de “bits”[11]. Esta se benefi-
cia do fato das méaquinas s6 poderem conter um nimero finito de niimeros
inteiros. O niimero méximo para inteiros é I,.,, =2™ ' — 1, em que m é o
nimero de “bits”. Multiplicando dois inteiros I,,, J, o resultado I, ; = J X I,
serd truncado se I, ; exceder I,,., conservando os ultimos m — 1 “bits” do
produto, os primeiros digitos do nimero {I,} produzidos pela aplicacdo sub-
sequente desta férmula de recursdo serdo aproximadamente aleatérios se J
for escolhido adequadamente. Estes niimeros tem periodo de 2™. Para re-
stringir os nimeros gerados entre I e I, — 1, temos que trocar I,4+; por
I,i1 4+ Inae — 1 sendo I,,; seria negativo. Nimeros pseudoaleatérios & po-
dem, entdo, serem obtidos no intervalo 0 < ¢ < 1 fazendo &, =I,/I e A
qualidade de tais geradores depende do niimero m de “bits” conservados de-
pois da multiplicacdo. Enquanto a periodicidade for grande o bastante em
comparagao com o comprimento da cadeia simulada, este gerador nao oferece
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limitagoes. Correlagdes de curto alcance devem ser consideradas seriamente,
por exemplo: se usarmos &, subsequentes para escolher aleatoriamente as
coordenadas (h, k,!) de uma rede L x L x L é frequente acontecer que alguns
sitios nunca sejam escolhidos, enquanto outros sao escolhidos com probabi-
lidade muito alta. Isto pode ser evitado misturando os niimeros da mesma
cadeia {I,}. De qualquer forma é necessério checar se o procedimento, su-
postamente aleatdério (como a escolha aleatéria de particulas), esta realmente
préximo de uma distribuicdo aleatéria realizando testes estatisticos. Pode-
mos checar a influéncia da nao-aleatoriedade comparando os resultados finais
para sistemas nos quais temos a solugao exata.

2.3 Condigoes de contorno

Nas simulagoes utilizamos sistemas finitos. Mas, frequentemente, estamos
interessados nas propriedades de um sistema infinito (limite termodinémico).
A condicao de contorno convencional para simular um sistema infinito é a
periédica (ou toroidal) [11]. Tal condi¢do minimiza os efeitos de superficie.
Seja uma caixa hiperciibica de dimensées lineares L1, Lo, ..., Ly € seja G
uma grande_z)a a ser medida e x _uma posicao no sistemi.) Podemos definir
os vetores L1 = (L4,0,0,...,0), Ly = (0, L,0,...,0), ..., Lqs = (0,0,0, ..., La)-
Considerando esta condi¢cdo de contorno, a grandeza fisica G € expressa por:

AT)=G(T+TL)i=12,..d (2.8)

Se o sistema de N particulas é tal que a energia de interacdo entre as
particulas é

Uij = W(z-53)); (2.9)

a condigdo de contorno, equacao (2.8), é pior quanto maior o alcance de u;;.
A energia interna do sistema é dada por

Uz, z2, ..., TN) = Zu(|ﬁ - Z7|) + ZZI’U,(

i#] i#j ™

@ -3+ L), (210)

_>
na qual L', = myL; + maLo + ... + mgLg, ™M = (mMq, Mo, ...,mq), {mi}
. . “ . ” /. . . _) .
inteiros, e a “linha” na somatéria em 7 significa L ,, # 0. O procedimento
usual, para evitar uma soma infinita no segundo termo, é truncar o potencial
para distancias | T — Z’| > L/2, em que L é um comprimento da caixa [20]



10 CAPITULO 2. MONTE CARLO CANONICO

2.4 Finitude espacial e temporal em simu-
lacoes

Um sistema finito s6 fornecera a descricdo precisa de um sistema infini-
to se o comprimento de correlacdo, {, nao exceder sua extensdo linear L.
Quando ¢ 2 L (o que ocorre préximo ao ponto critico) as propriedades do
sistema finito refletirdo a natureza das condiges de contorno [21].

Perto da temperatura critica T, a relaxacao para o equilibrio torna-se
muito lenta e o tempo de relaxacéo diverge no ponto critico, (“critical slowing
down”). Ent&o, muito préximo de 7 e para tempos de observagdo pequenos,
um sistema com uma transi¢ao continua pode comportar-se como se estivesse
em um estado metaestavel.

2.5 Estratificacao

Ao invés de usarmos 2.3 diretamente podemos dividir a cadeia de com-
primento M em [ cadeias de comprimento N,, ou seja M = [ x N.. O valor
médio da grandeza fisica A para uma dessas cadeias de comprimento N, é:

mN,
<Ams— S A (2.11)

i=(m—1)Ne+1 = €

com m =1,2,3,...,1. O valor médio final de A fica:

l
Yy < AM >
<A>= m—:l—l—— (2.12)
Se 1 for suficientemente grande, podemos interpretar < A™ >, como sendo
valores correspondentes a configuracoes descorrelacionadas ou pouco correla-
cionadas. Assim o erro para estas configuracoes é dado por:

(< A% >, — <A>,2n>1/2

I= l

(2.13)

na qual as médias < A® > e < A > sdo calculadas usando < AM™) >,
Nos casos em que a correlag@o (, nao pode ser desprezada, o erro deve ser
calculado por :
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_ 1/2
( (1+2¢p)(< A2 l>m <A >,2n)> (2.14)

no qual ¢, geralmente é estimado empiricamente.

T=

2.6 Transicao de fase do modelo gas-rede

Em uma rede subdividida em células caracterizada pelo niimero de ocu-
pacao n da célula ¢, cada célula pode estar ocupada por uma particula n; =1
ou desocupada n; = 0. Quando as particulas estao nas células primeiras viz-
inhas a energia associada a cada par é —a. A hamiltoniana para um dado
conjunto de niimeros de ocupagao € entao :

H=—o (Z nin; — Zn) . (2.15)

Este modelo com esta hamiltoniana é chamado gas-rede. Ele é isomérfico ao
modelo de Ising magnético, em que uma célula ocupada corresponde a um
“spin up” e uma desocupada a um “spin down” [7].

O modelo gés-rede exibe transicao de fase de segunda ordem em a/kgT ~
1,76, sendo kg a constante de Boltzmann e T' a temperatura absoluta.

A simulagdo Monte Carlo é executada sobre uma rede quadrada N =
L x L com L =100. O sistema é colocado em uma configuragao inicial com
70% dos sitios preenchidos aleatoriamente. Em seguida cada sitio da rede é
visitado sequencialmene, um a um, e o seu estado é alterado, isto €, se o sitio
estd preenchido ele é desocupado e vice-versa. A variagao de energia entre
as configuragoes ¢ e j é calculada:

sendo N; o niimero de pares de particulas primeiras vizinhas. Caso ocorra um
decréscimo de energia a nova configuracgio é aceita. Se houver um aumento
de energia a nova configuragio é aceita com probabilidade T;; = e PAF.
Foram descartados 20 ! para que o sistema se estabelecesse no equilibrio.

! Geralmente é considerado 1 MC'S quando o sistema executa uma travessia completa
pela rede. Entretanto, nos casos em que a dinémica é analisada (capitulos seguintes),
consideraremos 1 passo Monte Carlo (1 MCS) a cada sorteio simples.
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Calculamos, entao, as médias usando o processo de estratificagdo com N, = 5
MCS. Foram geradas M = 108 configuracoes. O erro é da ordem de 0.1%
para abaixo da transi¢ao e 1% acima da transigao.

Foram usadas condicoes periddicas de contorno. O calor especifico:

(B?) ~ (E)*

% = ary

(2.17)

no qual F é a energia de uma dada configuragdo e revela a transicao de
segunda ordem em «/kgT ~ 1,76 conforme pode ser visto na figura [2.1]

o/k,T=1.76
1,00 - § e
Qo
0,75 - o
o
~ 0,50 - o
[o)
O ° o
o [e}
0,25 oo0 oooo
o0
o° OOOO
0,00 - mﬂﬂﬂ
1 ] ] L 1 1
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
o/k, T

Figura 2.1: Calor especifico para o modelo gds-rede mostrando a transi¢ao
de fase de segunda ordem (transicdo \).

Veremos no capitulo 6 que utilizando o método Monte Carlo Dinamico
(MCD) podemos estimar o local da transicio de fase mesmo antes que o
sistema atinja o equilibrio. As correlagtes entre os estados gerados deixam
de ser obstéculo para o célculo da grandeza desejada.
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2.7 Limitagoes do método

Uma limitac¢do natural do método Monte Carlo canonico refere-se a im-
possibilidade de atingir a evolugdo temporal real. Outro problema apresenta-
do na simulacdo Monte Carlo é com relagao a termalizacao, ndo existindo um
critério bem estabelecido que especifique o nimero correto de configuracoes
a serem descartadas para que o sistema atingir o equilibrio.

A obtencdo da distribuicdo de Boltzmann pressupde a condi¢do de bal-
ancgo detalhado, ndo costumando se verdadeira para os primeiros termos da
sequéncia quando o sistema é inicializado em um estado muito distante do
equilibrio, isto é, em uma configuracdo com probabilidade extremamente
baixa de ocorrer. Desta forma, a parte inicial da sequéncia de configuracoes
¢é desprezada, até que um subconjunto local desta sequéncia possa ser con-
siderado “termalizado”.

A funcao particao nao é diretamente acessivel na simulacdo, implicando
que a energia livre FF = —kgT'In Z ou a entropia S = (U — F)/T também
nao possam ser calculadas diretamente.
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Capitulo 3

Simulacao de processos de
Poisson

Embora a técnica MC, conhecida genericamente pelo algoritmo de Metropo-
lis, seja empregada principalmente em simulacées de propriedades estaticas
ou de equilibrio, ela também pode ser utilizada para estudar fenémenos
dinémicos [12, 13, 22, 23] de sistemas em contato com reservatérios externos.
Tal acoplamento induz perturbagoes randémicas nas varidveis do sistema
tal que uma uma interpretacdo em termos de “tempos de espera”[23] entre
a sequéncia hierarquica ! de estados pode ser contemplada.

Durante a evolugao temporal de um sistema de varidveis estocésticas, hd
transicoes entre os valores destas varidveis. Através destas transicoes, a
probabilidade de encontrar o sistema em um dado estado muda até que o
sistema atinja o estado de equilibrio estaciondrio no qual as transi¢cées nao
podem mais causar mudancas na distribui¢ao de probabilidades.

A equagdo que governa a evolugdo da distribuicdo de probabilidades para
processos Markovianos é a equagdo Mestra (2.4), que pode ser escrita na
forma:

1Podemos definir hierarquia como o conjunto de regras que fornecem a sequéncia de
eventos em um processo. Um processo hierdrquico é aquele cuja sequéncia de eventos é
ordenada no tempo. A hierarquia é entdo determinada pelo conjunto de probabilidades de
transicdo juntamente com as regras para o tipo de evento que podera ocorrer em uma
transicdo entre dois estados do sistema.

15
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dP(i,t) _

2t D wiiPi(t) — L(B)PA2) (3.1)

J

em que () = >, wi;.

Agora, vamos considerar que em um tempo particular ¢ o sistema estd em
um estado microscépico especifico %. Do ponto de vista estocastico, ha duas
questoes que gostariamos de responder, para o processo dindmico governado
pela equacdo (3.1): primeiro, qual é a probabilidade do sistema permanecer
no mesmo estado 7 até o tempo t+ 7, antes que sofra uma transi¢ao para out-
ro estado, digamos o estado k7 E segundo, como escolher o préximo estado
permitido k? Para responder estas duas questoes, ha dois caminhos possiveis
a seguir; comecaremos pelo mais geral, usando diretamente a equacdo Mes-
tra [23], e em seguida consideraremos um procedimento alternativo que tem
grande potencial para aplicagdes devido a sua simplicidade [13].

3.1 Tempos de espera

Suponha que no tempo ¢ o sistema estd no estado 7. A probabilidade
condicional ¢;(t + 7|t) que o sistema permanecerd no estado i até o tempo
t + 7, dado que ele estava no mesmo estado no tempo ¢ é, da equacéo (3.1)

aqi (t + T]t)
ot

e com a condicdo inicial ¢;(¢|t) = 1, formalmente, a solugdo para g¢;(t + T|t)
pode ser escrita como

=—Q(t)q(t + 7t), (3:2)

;(t + 7|t) = exp [— /t o dt'Q; (t’)} : (3.3)

Ent&o, combinando as equacoes (3.2) e (3.3 ), encontramos que a distribuicdo
de “tempos de espera”, p;(t + 7|t) = —90¢;(t + 7|t)/Ot, é

pi(t+TIt) = Qui(t + 7) exp [— /t o dt’Qi(t’)] . (3.4)
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Particularmente, para 2; independente do tempo, a distribuigéo p,(¢+7|t)
torna-se a distribuicao exponencial

p;(t + 7|t) = Qi exp(—%7). (3.5)

Este método é geral e interessante para investigacoes tedricas. Para uma apli-
cacao direta, porém, ele demanda uma descricao detalhada de todas as taxas
de transicdo {w;;(¢)} envolvendo todos estados microscépicos {i} para obter
2;(t), e construir um arranjo hierdrquico de estados para escolher apropriada-
mente a sequéncia temporal de eventos. Esta exigéncia sugere sua aplicacao
principalmente a sistemas simples como o modelo de Ising [22, 23] no qual
uma descricao detalhada pode ser realizada.

Alternativamente, podemos considerar o problema no nivel mesoscépico.
Como uma premissa para este procedimento, consideramos que a soma das
“influéncias microscépicas” comanda a sequéncia de eventos representativos
em uma escala de tempo mesoscopica. Entdo, eventos microscépicos inde-
pendentes e simultineos criam uma taxa de transicdo média wy. Com es-
ta perspectiva é possivel simular propriedades dindmicas pelo método MC
através de um processo Poisson, se os seguinte trés critérios sdo satisfeitos
[13]: (¢) as probabilidades de transigdo entre eventos sucessivos, projetadas
para o problema especifico, reflete uma hierarquia dindmica; (i) o incremento
de tempo entre eventos sucessivos seja estabelecido apropriadamente; e (i)
a independéncia efetiva entre os eventos seja garantida. O primeiro e o ter-
ceiro critérios serdo considerados na préxima segdo, depois que o algoritmo
MC seja introduzido; agora nos concentramos no segundo critério.

Ao nivel mesoscépico, é possivel conceber um processo Markoviano de
“sucesso ” e “fracasso ”, no qual um evento que ocorre no tempo ty + At é
efetivamente independente de eventos que ocorreram antes do tempo ty3. Para
este propésito focalizamos o sistema ao nivel microscépico; seja o tempo ¢
dividido em n intervalos At suficientemente pequenos tal que a probabilidade
de ocorréncia de mais de um evento microscépico do tipo “sucesso ” durante o
tempo At seja desprezivel. Agora, se n, eventos ocorrem no tempo t = nAt,
no limite de At pequeno e n grande, uma taxa média w de eventos pode
ser definida como a razao do niimero n,, para o nimero total n de intervalos
por unidade de tempo At , isto é, w = n,/t. Se no tempo t é suposto que
qualquer intervalo de tempo At tem a mesma probabilidade wAt de conter
um evento, ha C, . = n!/(n—n,)n,! maneiras para arranjar n, eventos no



18 CAPITULO 3. SIMULACAO DE PROCESSOS DE POISSON

nimero total de n intervalos. Entdo, a probabilidade p(n,) que n, eventos
possam ocorrer no tempo ¢ é

(110, t) = Clom, (WAE)™ (1 — wAL)™ "= (3.6)

Esta expressdo indica que a probabilidade de zero ”sucessos” durante
o tempo t é P(n, = 0) = (1 — wAt)", e para wAt — 0, ela torna-se
P(0) = exp(—wt). Entdo, a probabilidade de ocorrer o primeiro sucesso
antes do tempo ¢t é ) = 1 — exp(—wt), e a densidade de probabilidade
fw = dQ/dt de “tempos de espera” entre dois eventos sucessivos serd

fw = wexp(—wt). (3.7)

No limite At — 0 e n — 00, a equacdo (3.6) torna-se a distribuicéo
de Poisson p(n,,t) = (wt)" exp(—wt)/n,!. Agora, para uma colegdo de 7
processos independentes temos [[24]]
wot )"
P(Ne,t) = (—0,)— exp(—wpt) (3.8)

e-

na qual, ne = ) ._; N € a soma de todos eventos que ocorreram em cada

processo e wy = » .o, W, € a taxa total de “sucessos ”, com w, sendo a
taxa para cada um dos eventos 7. Cada evento rotulado agora por n.(n. =
0,1,2,...) pode ser considerado governado por uma taxa média wg .

No procedimento anterior, o tempo de espera 7; no estado microscopico ¢
¢é determinado primeiro, e entao o proximo estado é escolhido de acordo com
as probabilidades de transi¢do normalizadas {T;(7)} = wj;/§2;. Para obter
isto, os estados {7} e as probabilidades de transicdo {T;;(7)} tem que ser
ordenadas previamente seguindo alguma prescricdo hierdrquica. Por outro
lado, no 1ltimo procedimento (mesoscdpico), primeiro as transi¢bes para os
novos estados sao consideradas através de um critério hierdrquico apropriado
baseado nas taxa médias, e entdo um tempo efetivo de espera é determina-
do. Este método pode ser aplicado a uma grande diversidade de sistemas
(ndo somente a modelos Hamiltonianos), se a expressao cinética apropriada
baseada nas taxas médias for fornecida.

3.2 Adsorcao-dessorcao de Langmuir

A adsorc@o-dessor¢do de Langmuir [25] classifica-se como um processo de
“chegada” [15], em que as adsor¢bes ocorrem randomicamente, em tempos
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nao correlacionados e podem ser caracterizadas por uma taxa média w,.
Dessorgoes que sao induzidas por uma série de eventos microscopicos ocorrem
a uma taxa média w,. Nao hé interacdo entre os adsorbatos que serao
distribuidos em uma rede bidimensional de sitios. De fato este € um proble-
ma unidimensional, mas utilizaremos a rede com o intuito de futura gene-
ralizacdo. A interagdo com o substrato é considerada a mesma para todas
particulas do sistema, que estao em contato com o vapor a pressao constan-
te.A expressao cinética mesoscdpica apropriada para a concentragao 8 sobre
a superficie é

dé
dt
A auséncia de interagoes entre moléculas adsorvidas permite que a equagao

(3.9) seja resolvida facilmente tanto fora como no equilibrio. Comegando
com a superficie vazia 0(t = 0) = 0, a solucgo é

=wa(1l—6) —wpb. (3.9)

a(t =__u)_‘4___ _ ~(wa+wp)t
(t) wA+wD(1 exp e~ (watwp)ty (3.10)

que no limite ¢ — oo, fornece

Ooy = ——A— (3.11)

b
w, + Wy,

na qual 8., é o valor de equilibrio da concentracdo. A equacéo (3.11) reflete
o balanco detalhado deste modelo.

A figura [3.1] mostra o algoritmo proposto por Fichthorn et al [13] para
simular o processo de Poisson de adsor¢ao-dessorcao em uma rede bidimen-
sional contendo NN sitios. Um teste neste algoritmo comeca quando um
dos N-sitios é selecionado randomicamente. Se o sitio estd vago, a adsorcao
ocorre com probabilidade T'4; e a dessorcao ocorre com probabilidade T
se o sitio esta ocupado. O tempo é atualizado por um incrementoAt; para
cada sucesso na tentativa ¢ e também contaremos o nimero total de ten-
tativas T,. Através de uma definicao apropriada de T4 e Tp, da escolha
correta dos incrementos de tempo At;, e da selecdo randémica do proces-
s0, o algoritmo Monte Carlo da figura [3.1] simula um processo de Poisson
e dé a solugdo correta para a equacdo (3.9) para um conjunto de N-sitios.
O primeiro critério que deve ser satisfeito para simularmos efetivamente o
processo de Poisson é que as probabilidades de transicdo T4, Tp devem ser
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Inicio
T=0,1=0
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Figura 3.1: Fluxograma para a simulag@o o processo de Poisson de adsorgao-
dessorcdo. T é o numero de tentativas, ¢ representa o tempo real £ é um
nimero aleatoério entre 0 e 1 w; é a probabilidade de transi¢do para o evento
1 e T é o incremento de tempo real.
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escolhidas tal que a simulagdo Monte Carlo obedeca o balanco detalhado,
como especificado pela eq. (3.11). Quando o estado estaciondrio é atingido
na simulagdo, a taxa média de adsorcdo é igual a taxa média de dessorcao
e o balango detalhado é satisfeito. Na tradicional aplicagao do Monte Carlo
em equilibrio, as probabilidades de transicao sao frequentemente formuladas
sem considerar o comportamento do sistema fora do equilibrio. Para simular
fenémenos dindmicos, um critério adicional é necessério tal que as proba-
bilidades de transicdo reflitam taxas de transigbes tnicas (e entdo simule
dindmica). Genericamente uma hierarquia de probabilidades de transicdo é

criada quando estas probabilidades sao definidas, para uma transi¢éo i, como
[13]

T% = 'U)z'/gma:z (312)

rarquia dindmica nao é encontrada, por exemplo no algoritmo de Metrépolis
tradicional, porque todas transi¢oes do sistema para estados de energia menor
ou igual tem probabilidade 1. No algoritmo da figura [3.1], as probabilida-
des de transicdo devem ser construidas através da normalizacao das taxas de
adsorcao e dessor¢do pela maior das duas. Se, digamos, wy > wp, entdo a
probabilidade de transicao seréd definida por

na qual w; é a taxa na qual o evento i ocorre € G, > sup{w;}. Uma hie-

Ta=1eTp=—2, (3.13)
wa

Com estas definicoes, a frequéncia relativa de eventos de adsorgao e dessorcao
na simulacdo Monte Carlo, satisfara o critério do balango detalhado. E im-
posto que a frequéncia relativa com que varios eventos sdo realizados obedega

o critério do balango detalhado também para a situagdo fora de equilibrio.
Um segundo critério que deve ser satisfeito para simular dindmica é a cor-
respondéncia do tempo Monte Carlo e o tempo real. Para este fim, notemos
que o processo de Poisson é, na realidade uma versdo continua (no tempo) do
processo que é simulado pelo algoritmo Monte Carlo quando o tempo é medi-
do em termos de tentativas. Representando os intervalos de tempo discretos
com valores “continuos” apropriados, o algoritmo Monte Carlo produz uma
cadeia de eventos que constitui um processo de Poisson. Os intervalos de
tempo continuos sdo construidos através da equagéo (3.7). A cada tentativa
1 em que um evento de adsor¢ao ou dessorc¢ao é realizado, o tempo seré incre-
mentado de At; selecionado de uma distribuicdo de Poisson com pardmetro
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w; = (N — M;)ws + M;wp em que, M; é o nimero de sitios ocupados no
tentativa ¢ (6; = M;/N). Para gerar a distribuigdo de Poisson é utilizado o
mapeamento:

At; = _}n_f, (3.14)
W;

na qual £ sdo ndmeros randoémicos uniformemente distribuidos. Em geral
a independéncia das tentativas sucessivas é garantida pela utilizagdo de um
sistema que seja suficientemente grande para que as correlagées de um tnico
sitio e entre sitios sejam insignificantes, e pela selecado randémica dos sitios
sobre os quais os eventos possam ocorrer. Contudo, esta independéncia nao
¢é sempre possivel de se obter, particularmente se o sistema é denso. Em
tais sistemas nem sempre é possivel definir computacionalmente uma rede
suficientemente grande para representar o sistema e simular eventos inde-
pendentes. As vezes conseguimos simular sistemas com certa correlagéo en-
tre eventos, considerando o processo de Poisson de apenas um dos eventos.
Por exemplo, no processo de adsorcao-dessor¢ao em tunico sitio, adsorgoes e
dessorg¢oes sucessivas sao correlacionadas. Entretanto um processo de Poisson
pode ser construido consistindo de um dos eventos, por exemplo, adsorcao
ocorrendo com taxa wa(1l — §). O critério de selecao randomica de sitios da
rede para realizacao dos eventos, evita correlacoes entre sitios especificos, e
é realizada pela utilizacao de um gerador de niimeros randémicos adequado.

Com isto , através do exemplo de Langmuir, delineamos os elementos
bésicos para o método Monte Carlo simular fenémenos de dindmica. Uti-
lizamos esta metodologia para simular a adsor¢ao-dessor¢ao com o algoritmo
dado na figura [3.1].

A simulacao foi executada sobre uma rede quadrada de 200 x 200 com
wy = 1.0(sitios) ™! ewp = 2.0(sitios) . A probabilidade de transi¢do defini-
da pela normalizagao das taxas pela taxa de dessorcéo (T4 = 1/2,Tp = 1.0).
A figura [3.2] mostra uma solucgo da concentragéo ¢ como funcéo do tempo ¢
para uma superficie inicialmente vazia. A linha continua representa a solugao
exata (analitica), enquanto que a simulagdo Monte Carlo é simbolizada por
circulos. H&a boa concordéancia entre as duas solugodes, tanto no equilibrio
como fora deste, o erro é da ordem de 1%.

Cada realizagéo do experimento fornece uma curva. A figura [3.3] mostra
quatro realizagdes do experimento, fornecendo a resolugio da equacéo (3.9)
paradiferentes “sementes” do nimero aleatério.
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Figura 3.2: Solugdo da equacao (3.9) para as condigdes iniciais de superficie
vazia, 6(t = 0) = 0, obtida pela forma analitica (linha ) e pela simulagdo
Monte Carlo (circulos) com os parametros wa = 1.0/sitio/segundo e wp =
2.0/sitio/ segundo .
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Figura 3.3: Quatro solugdes (circulos) da equacgdo 3.9 para sementes diferen-
tes. A linha representa a solugdo exata.
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Devido a linearidade entre passo Monte Carlo e tempo, figura [3.4], pode-
mos executar um processo de médias [26] para o qual tomamos valores de
6 em passos pré-determinados para as realizacoes independentes. Depois de
um numero M de experimentos calculamos a média aritmética dos valores
de 8 naqueles passos escolhidos.

2,5 -

0,5

0,0 -

T T T T J T
0 50 100 150 200

Passo x 10°

Figura 3.4: Linearidade entre tempo real (obtido de uma distribuigio de
Poisson) e passo Monte Carlo. Cada passo Monte Carlo é caracterizado por
um tunico sorteio.

A figura [3.5] mostra a solugdo Monte Carlo (circulos), obtida pela média
de 20 realizaces independentes, comparada a solugdo analitica, indicada
pela linha, os pardmetros foram os mesmos da figura [3.2]. Pode-se notar a
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suavizacao da curva obtida pela média. O erro em relacao a solugao analitica
é da ordem de 0.1% em todas as etapas da simulac&o.

Na figura [3.6], mostramos a distribuigio de Poisson dos intervalos de
tempo utilizados na simulagdo Monte Carlo.

A técnica formulada por Fichthorn é limitada, naturalmente, a proces-
sos Poissonianos. Sistemas cuja interacdio entre os elementos induzam de-
pendéncia entre os eventos ficam fora deste tipo de processo. E interessante
notar que o método Monte Carlo, gera um processo markoviano no qual
0S processos poissonianos sao um caso particular. Portanto, podemos dar
uma interpretacdo dindmica para o método MC, bastando para isto, desen-
volvermos um maneira consistente de calcular os intervalos de tempo entre os
eventos. Propomos, dentro de certos limites, uma solucao para este problema
no capitulo 5.
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Figura 3.5: A linha representa a solucdo analitica da equacdo (3.9). Os
circulos representam a solucao média para 20 trajetdrias independentes obti-

das por simulacao Monte Carlo. Os parametros sdo os mesmos da figura
(3.2).
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Figura 3.6: Distribuicao dos intervalos de tempo, utilizados nas simulacoes
Monte Carlo, mostrando a forma Poissoniana esperada.



Capitulo 4

modelo Epidémico STRS

A analogia entre fenémenos ecoldgicos e alguns problemas bem conheci-
dos, tal como a cinética quimica [27], crescimento fractal [28] ,e percolagio
[29] tem despertado a atengdo de muitos quimicos e fisicos. O interesse e
o facil acesso a computadores e métodos numéricos de grande generalida-
de tem propiciado, através de modelos mateméticos, um intercAmbio &fetivo
entre dreas cientificas taodiferentes.

Do ponto de vista especifico da epidemiologia, os modelos sao tteis na
prevencdo e controle [30]. Os sistemas epidémicos tem sido formuladosma-
tematicamente através de modelos continuos e deterministas, levando a van-
tagem imediata das muitas técnicas e métodos numéricos ja desenvolvidos
para sistemas de equagoes diferenciais. A estrutura estocastlca embora mais
realista em principio, é mais complexa. para anélise por causa do nivel de de-
talhe exigido [31] Também o método de 81mulagao Monte Carlo [21, 32] tem
sido empregado extensivamente para resolver uma expressiva diversidade de
modelos epidémicos e sistemas relacionados.

Neste capitulo o método Monte Carlo D1nam1co para processos pois-
sonianos (técnica de Fichthorn) é aplicado ao modelo STRS (Suscetiveis-
Infectados-Removidos-Suscetiveis). .Este modelo é um# generalizacdo do mo-
delo SIR cléssico [33] que por sua.vez é um modelo determinista com 1n-
teracao de campo médio baseado no pr1n01p10 quimico de “agdo das massas”
[34, 35, 36]. O modelo-SIRS prlmelramente é descrito em um formalismo
continuo-determinista através de um. conjunto de equagoes diferenciais e de
taxas de transicao entre as classes. A'Entaov sua versao estocastica é resolvi-
da por simulacio MCD, usando para este propésito uma rede quadrada de
200 x 200 sitios; os resultados sdo comparados a solugoes obtidas pelo método

29
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Runge-Kutta. Finalmente, uma generalizacao extra incluindo coordenadas
espaciais € adicionada ao modelo e a evolugao temporal do sistema também
¢é determinada por simulagdo MCD.

Na préxima secao introduzimos o modelo usado neste capitulo e suas
solugoOes estaciondrias sao também apresentadas.

4.1 modelo SIRS

O modelo continuo-determininsta é considerado aqui, através do seguinte
conjunto de equagoes diferenciais:

s —b_,
. 4.1
— = 7 S" I +mkR, (4.1)
dl b
eI 7 )
7 +Nﬂ I—al, (4.2)
dR
d—t = +4al —mR, (4.3)

em que S, I, e R sdo, respectivamente, o niimero de individuos nas classes
Suscetiveis, Infectados e Removidos; b, a, 1 e m s@o pardmetros positivos
O(1), e S(t) + I(t) + R(t) = N, com dN/dt = 0. Este modelo é uma gene-
ralizacdo do modelo cléssico Suscetiveis-Infectados-Removidos SIR [33, 34],
que pode ser facilmente recomposto das equacoes (4.1) - (4.3) fazendo p =1
e m = 0. O pardmetro p é chamado poténcia u, o que significa que grandes
valores de p implicam em uma grande seguranca em ter mais do que alguns
suscetiveis [37]. No caso que o pardmetro de renovagdo m # 0 hé um influxo
continuo de suscetiveis no sistema que pode produzir oscilagdes no ntimero de
elementos da classe populacional C = {5, I, R}. Entéo epidemias recorrentes
que desvanecem podem ocorrer antes que o estado estacionério (endémico)
seja atingido [38].

4.2 Solucgoes estacionarias

As solugbes estaciondrias sdo determinadas pelas condigbes dS/dt = 0,

dI/dt = 0, dR/dt = 0; as solugdes ndo triviais ocorrem os valores finitos de
Sy, Iy € Ry,



4.3. SOLUCOES NUMERICAS 31

S, = (a/b)"/*N, (4.4)
_ 1—(a/b)/~
Icr - WN, (45)

_1-(ap)

R, = Tmja (4.6)

Dependendo da taxa de remocado a, do parametros de infecgao b e de
renovacao m , e da potencia p, a solu¢ao em torno do estado estacionario pode
ser estével ou ndo ( note que S, ndo depende de m).Os valores numéricos dos
parametros do modelo foram escolhidos de tal maneira que obtemos solugoes
estéveis em torno do estado estaciondrio, e para representar uma epidemia
que desvanece.

4.3 Solucoes numéricas

Agora aplicaremos a simulacdo MC dindmica baseada no processo Pois-
son ao modelo SIRS. Para este fim, vamos considerar uma rede quadrada
de N = M x M sitios, M = 200. Inicialmente, sdo distribuidos randomi-
camente I, infectados sobre a rede, e os sitios restantes sdo ocupados entao
por So = N — I suscetiveis; portanto Ry = 0. A simulacao se desenvolve sis-
tematicamente escolhendo-se randomicamente sitios da rede em um tempo, e
dependendo do seu “status ” (suscetivel, infectado ou removido), sao feitas
tentativas de transicao para outros “status” por meio de um conjunto de pro-
babilidades de transi¢do, obedecendo a rota ciclica S — I — R — S, e
a populagédo da classe C = {S, I, R} é atualizada. Se a transicdio tem sucesso,
o sistema é considerado estar em um novo estado e é atribuido um atraso
de tempo para esta transicao particular. Este processo é repetido até que o
estado estaciondrio seja estabelecido.

Antes de entrarmos em mais detalhes a respeito do procedimento Monte
Carlo para este problema, discutiremos sobre a versao estocdstica para o
modelo representado pelas equacdes (4.1) - (4.3). Destas equagdes podemos
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identificar trés tipos de probabilidades de tranmsicao: wg = w(S — I),
wr = w(I — R), e wg = w(R — §), respectivamente, a probabilidade
de transicdo por unidade de tempo para um suscetivel se tornar infectado,
um infectado se tornar removido, e um removido retornar ao sistema como
suscetivel. Podemos identificar as probabilidades, que fornecem as taxas, por
inspecdo das equacoes (4.1) - (4.3). Elas sdo

b

Wwg = N#Sﬂ_ll’ (47)
wr = a, (4.8)
wp = m. (4.9)

A consisténcia destas probabilidades pode ser testada quando o sistema
atinge o equilibrio pois conhecemos os resultados exatos para o estado esta-
cionario. Durante a simulacao, para um teste particular, a probabilidade por
unidade de tempo de, digamos, uma infecgéo (S — I) é wg vezes a proba-
bilidade (s de encontrar um sitio no “status”suscetivel, isto é : wg X @g, na
qual Qs = S/N. No intervalo de tempo At que segue, correpondendo a N
testes, o niimero médio de suscetiveis é AS_ = wg X Qg x N x At. Entao, o
decréscimo no nimero de suscetiveis ocorre com taxa AS_/At = —bS*I /N*,
em concondéncia com a equagdo (4.1). O mesmo raciocinio pode ser aplicado
as outras taxas fornecendo resultados equivalentes com respeito as equagoes
(4.1) - (4.3). Note que a probabilidade total para que um tnico teste tenha
sucesso, €

P=wsgXx Qs+ wr X Qr+wg X Qr, (4.10)

em que Q; =I/N e Qr = R/N.

Quando o sistema atinge o estado estaciondrio, as taxas médias de tran-
sicoes de S, — I, I, — R, e R, — S, sdo iguais, isto é, ws, X Qg, =
wy, X Q, = Wg, X Qr,, pois os compartimentos das classes sdo arranjados
em séries formando um tnico ciclo S — I — R — S. Estas igualdades dao as
seguintes duas relacoes independentes

bS*I, /N#*! = al,/N,, (4.11)
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Sy = (a/b)/*N, (4.4)
_ 1= (a/b)r

I, = m— ) (4.5)
_ 1—(a/p)

R, = _IT'I:TL/TN (46)

Dependendo da taxa de remogao a, do pardmetros de infecgdo b e de
renovacdom , e da potencia p, a solugdo em torno do estado estacionario pode
ser estdvel ou néo ( note que S, ndo depende de m).Os valores numéricos dos
parametros do modelo foram escolhidos de tal maneira que obtemos solugdes
estaveis em torno do estado estacionario, e para representar uma epidemia
que desvanece.

4.3 Solugoes numéricas

Agora aplicaremos a simula¢do MC dindmica baseada no processo Pois-
son ao modelo STRS. Para este fim, vamos considerar uma rede quadrada
de N = M x M sitios, M = 200. Inicialmente, sdo distribuidos randomi-
camente I infectados sobre a rede, e os sitios restantes sdo ocupados entdo
por Sq = N — I, suscetiveis; portanto Ry = 0. A simulacio se desenvolve sis-
tematicamente escolhendo-se randomicamente sitios da rede em um tempo, e
dependendo do seu “status ” (suscetivel, infectado ou removido), séo feitas
tentativas de transicdo para outros “status” por meio de um conjunto de pro-
babilidades de transicdo, obedecendo a rota ciclica S — [ — R — S, e
a populacdo da classe C = {S, I, R} é atualizada. Se a transicdo tem sucesso,
o sistema é considerado estar em um novo estado e é atribuido um atraso
de tempo para esta transicdo particular. Este processo é repetido até que o
estado estaciondrio seja estabelecido.

Antes de entrarmos em mais detalhes a respeito do procedimento Monte
Carlo para este problema, discutiremos sobre a versdo estocédstica para o
modelo representado pelas equagdes (4.1) - (4.3). Destas equagdes podemos
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identificar trés tipos de probabilidades de transigdo: ws = w(S — I),
wr = w(l — R), e wg = w(R — §), respectivamente, a probabilidade
de transicdo por unidade de tempo para um suscetivel se tornar infectado,
um infectado se tornar removido, e um removido retornar ao sistema como
suscetivel. Podemos identificar as probabilidades, que fornecem as taxas, por
inspegdo das equagtes (4.1) - (4.3). Elas séo

Ws = %Su—l‘[, (47)
wr = a, (4.8)

A consisténcia destas probabilidades pode ser testada quando o sistema
atinge o equilibrio pois conhecemos os resultados exatos para o estado esta-
cionario. Durante a simulagdo, para um teste particular, a probabilidade por
unidade de tempo de, digamos, uma infec¢do (S — I) é wg vezes a proba-
bilidade ()5 de encontrar um sitio no “status”suscetivel, isto é : wg X @g, na
qual Qs = S/N. No intervalo de tempo At que segue, correpondendo a N
testes, o niimero médio de suscetiveis ¢ AS_ = wg X Qs X N x At. Entao, o
decréscimo no nimero de suscetiveis ocorre com taxa AS_ /At = —bS*I /N*,
em concondéancia com a equagdo (4.1). O mesmo raciocinio pode ser aplicado
as outras taxas fornecendo resultados equivalentes com respeito as equagoes
(4.1) - (4.3). Note que a probabilidade total para que um tnico teste tenha
sucesso, é

P=ws X Qs+ wr X Qr+wg X Qr, (4.10)

em que Q; =I/N e Qr = R/N.

Quando o sistema atinge o estado estaciondrio, as taxas médias de tran-
sicoes de S, — I,, I, — R, e R, — S, s@o iguais, isto é, wg, X Qs, =
wr, X Qr, = wg, X Qr,, pois os compartimentos das classes sdo arranjados
em séries formando um dnico ciclo § — I — R — S. Estas igualdades déo as
seguintes duas relacgoes independentes

bS:I,/NE! = al, /N, (4.11)
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aly,/Ny = mR,/N, (4.12)

que, com as condig¢oes S, + I, + R, = N, reproduz a solugao do estado
estacionario como descrita pelas equacoes (4.4) - (4.6). Este resultado indica
uma transformacao consistente do sistema continuo-determinista, descrito
pelas equagdes (4.1) - (4.3), para o modelo estocdstico representado pelas
equagoes (4.7) - (4.9).

Retornamos agora ao critério de independéncia dos eventos, como discu-
tido no capitulo anterior. Para modelos formulados originalmente no proce-
dimento continuo-determinista, como o que estamos tratando aqui, a cinética
é governada por taxas médias. Entao cada evento, consistindo de uma tran-
si¢do entre dois “status” (S — I, ou I — R ou R — S) em um sitio
particular da rede escolhido randomicamente, é substancialmente indepen-
dente do préximo evento no curso da simulagdo. A taxa rotulada por wyg
representa uma média de muitos eventos microscépicos em um determina-
do instante. Entdo a independéncia de eventos consecutivos é assegurada,
preenchendo o terceiro critério como requerido no capitulo precedente.

Embora as probabilidades de transi¢ao satisfazendo a solugdo do estado
estacionario ndo sejam unicas [11], quando somente propriedades de equilibrio
sao requeridas, a prescrigao dada acima € o bastante para realizar a simulagao
Monte Carlo do problema em maos. Porém, para refletir apropriadamente
a sequéncia hierarquica de estados da evolugao longe do equilibrio, como
requerido pelo segundo critério no capitulo anterior, as probabilidades de
transicao usadas para cada evento devem levar em conta os valores relativos
para as taxas de transicao. Isto pode ser obtido colocando para um evento
particular & (S — I, I — R, ou R — S, em nosso caso) a probabilidade
de transic¢ao T, como segue [13]:

Ta - wa/Cmax: (413)

na qual w, € P = {wg, wr, wg} é a probabilidade de transi¢do para o evento
o € Smax = sup{P}, isto é, a maior probabilidade em P. Assim, cada teste
particular serd pesado de acordo com o balanco das taxas, produzindo uma
sequéncia hierarquica de eventos. Operacionalmente, T, é comparado com
um nimero randomico 0 < §; < 1, tomado de uma distribuicdo uniforme.
Se £; > p, 0 novo estado é rejeitado; de outra forma o novo estado é aceito
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e um incremento de tempo randomico 7., é selecionado da densidade de pro-
babilidade exponencial

fu = wo exp(—wot), (4.14)

na qual wyg = Wg x S+ W; x I + Wg X R é a taxa total de sucessos. O
incremento de tempo é 7, pode ser facilmente calculado da relagao 7, =
—1—01—0- In(&,), em que &, é também um nimero aleatério entre 0 e 1, tomado
de um distribui¢do randomica uniforme.

Na figura [4.1], as partes a, b, e ¢ mostram a evolucdo temporal de S(t),
I(t), e R(t). As linhas continuas representam resultados numéricos (Runge-
Kutta de 4* ordem) para o conjunto de equagdes diferenciais (4.1) - (4.3) que
serdo usados para a checagem dos calculos MC, e os circulos abertos sdo as
correspondentes simulagoes MC dindmico. As condicoes iniciais sdo Iy = 10,
e Sg = N — Iy; os pardmetros do modelo usados foram a = 0.8, b = 0.2,
m = 0.01 e p = 2. A solucgio determinista (Runge-Kutta) foi checada usan-
do a solugéo exata do estado estaciondrio, no tempo final (¢ ~ 700 dias); o
erro foi estimado como sendo menos do que 0.1%. A parte d da figura [4.1]
mostra a relagdo paramétrica entre I(t) e S(t). Os resultados mostrados
nesta figura correspondem a um total de 20 trajetérias independentes, que
foram o bastante para produzir curvas suaves e ilustrar a concordancia das
solucoes.

Na figura [4.2] é ilustrada outra aplicacdo do MC dindmico. E mostrada
a solucao paramétrica I x S para p = 1.1 e p = 2.5, descrevendo os efeitos
da poténcia p; os valores para a, b, e m, sdo os mesmos que os usados na
figura [4.1].

4.4 modelo STRS com interagoes locais

Seguindo, apresentamos os resultados obtidos para um modelo que inclue
elementos espaciais; neste caso o método Runge-Kutta ndo pode ser aplicado
mais. Este representa uma generalizagao adicional do modelo que estamos
considerando aqui, obtido, reescrevendo a equacdo (4.7) de forma que ela
tenha um termo global e um local [39]; o elemento global é justamente o
prévio wg. Entdo ela torna-se

ws = Fjvb—uS“'II A= (1= po), (4.15)
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Figura 4.1: modelo SIRS; curvas epidémicas. As partes a, b e ¢ mostram,
respectivamente, como o niimero de suscetiveis S, infectados I e recuperados
R evoluem com o tempo t. Os valores numéricos para os pardmetros sao
a =02 b=08 m=0.01¢e p =2 Hi uma boa concordancia entre os
resultados obtidos por Monte Carlo (circulos) e as solugdes fornecidas pelo
método numérico Runge-Kutta. A parte d mostra a rota de oscilagao para o
estado estaciondrio (endémico).
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na qual I e A s@o respectivamente, o termo global (campo médio) e o local
(primeiros vizinhos); a relacdo I'+ A = 1 é satisfeita. O pardmetro py € a pro-
babilidade por unidade de tempo para que um suscetivel se torne infectado
devido a um infectado vizinho e I' = 0. Uma vez que (1 — py) é a pro-
babilidade por unidade de tempo para um suscetivel ndo ser infectado se
ele tem 7 vizinhos infectados, entdo 1 — (1 — pp)™ é a probabilidade por
unidade de tempo para um suscetivel ser infectado se ele tem 7 vizinhos
infectados. A varidvel n é um inteiro de n = 0 até 8, j& que os primeiros
e segundos vizinhos sdo considerados indistintamente para cada suscetivel.
Para valores de py, pequenos o bastante e A < 1 podemos considerar os
efeitos topolégicos como uma pequena perturbacao sobre wg, e também os
tres critérios enunciados na capitulo prévio sao supostos como satisfeitos. E
mostrado, figura [4.3], a evolugdo temporal para os infectados; A = 0.1, 0.5 e
0.9, e pp = 0.05. Conforme A aumenta, a severidade da epidemia é reduzida
(reducao do méximo de I(¢) ). Isto indica que epidemias que se propagam
somente por mecanismos de contato local tem menos eficiéncia do que aquelas
cuja propagacao € devida a mecanismos de longo alcance, como quando vizi-
nhos distantes s&o significativos [29], ou pela existéncia de vetores epidémicos
[37], aqui representados pelo efeito de campo médio. Também observamos,
para valores grandes de A, que o pico da curva se desloca para a direita.
Este efeito, que aparece claramente no segundo pico de infectados, é devido a
uma protecdo topologica (efeito de imunidade de massa) [29]: o alargamento
do nimero de removidos, nao afeta diretamente a taxa de infeccao através
do componente global de wg(AI, o« S*I) mas, por outro lado, interfere
essencialmente no mecanismo por contato local (A o< 1—(1—py)™) porque
o carater infectivo dos vizinhos, determinado pelo niimero n, é alterado pela
presenca dos removidos. Note que o estado estacionario também é afetado:
para grandes A o sistema encontra o equilibrio em /., < I,, devido também
a reduzida eficiéncia do mecanismo de contatos locais (primeiros vizinhos)
com respeito ao mecanismo global (campo médio). A figura [4.4] ilustra
graficamente o efeito topolégico. Ela representa um instantaneo da evolugao
do sistema em t ~ 39 (A = 0.9), quando S = 19.428) (amarelo) , R =
19.245 (preto) and I = 1.327 (vermelho). Os individuos removidos em torno
dos infectados diminuem significativamente seu contato com os suscetiveis,
reduzindo signifcativamente a progressao da epidemia por influéncia local.
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Figura 4.2: Efeito do paradmetro p, os valores 4 = 1.1 e pp = 1.5 foram escol-
hidos para ilustrar a equivaléncia entre os métodos Monte Carlo e Runge-

Kutta.
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Figura 4.3: Efeito das varidveis espaciais: o parametro A regula as varidveis
locais e globais ( A+T = 1). O alargamento do niimero de infectados (efeito
de imunidade de massa aumenta com A) é responséavel pelo deslocamento do
segundo pico para a direita. O estado estaciondrio também é afetado.
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Figura 4.4: Efeito topol6gico: um instantdneo do sistema (N = 200, A =
0,9) em ¢ ~ 39, quando S = 19,428 (superficie amarela) , R = 19,245
(em preto), e I = 1,327 (pontos vermelhos). Os individuos removidos em
torno dos infectados reduzem significativamente o contato com os suscetiveis,
reduzindo a progressao da epidemia por influéncia local.
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Neste capitulo aplicamos o método Monte Carlo dindmico no modelo
epidémico SIRS. A cinética do modelo é governada pelas taxas médias
de transicao entre as classes, que sao interpretadas como soma média dos
eventos microscépicos internos e de fatores externos que induzem mudangas
randémicas nas varidveis do sistema. Entao, aspectos dindmicos do sistema,
incluindo suas propriedades longe do equilibrio, sdo simuladas pelo método
Monte Carlo através de um processo Poisson. Basicamente, este procedimen-
to é obtido por um processo Markoviano de “sucesso” e “fracasso” no qual
a hierarquia de eventos é levada em consideragdo, os incrementos de tem-
po entre dois eventos consecutivos é estimado por uma varidvel randémica
distribuida exponencialmente, e a efetiva independéncia entre eventos con-
secutivos é garantida.

O sistema STRS é suficientemente geral par ilustrar vdrios aspectos da
transformacdo de um modelo continuo-determinista em um estocdstico e-
quivalente. A evolucao temporal real, determinada por simulagdo MC, é
comparada com outras solugdes numéricas (Runge-Kutta) mostrando boa
concordancia; a solugdo exata do estado estaciondrio do problema original
também é usada para checar os resultados numéricos. Finalmente, fatores
topoldgicos sao incluidos no modelo e assim o método Runge-Kutta nao pode
ser aplicado. Os efeitos desta perturbacao sao explicados em termos da imu-
nidade de massa. Esta protecdo topolégica nfo existe para epidemias que
podem ser descritas por mecanismos globais ( representados aqui pela aprox-
imagdo de campo médio), mas o alargamento do nimero de removidos in-
terfere essencialmente no mecanismo por contato local porque o carater in-
fectivo da vizinhanca é alterado severamente pela presenga dos removidos.
A barreira criada pelos removidos R(t) ndo afeta diretamente a evolugdo da
epidemia que pode ser descrita por mecanismos globais ( representados aqui
pela aproximacio de campo médio). Contudo, o nimero R(t) e sua dis-
tribuicao interfere essencialmente no mecanismo de contato local do sistema,
reduzindo sua severidade e endemicidade.



Capitulo 5

Simulacao de processos
markovianos

As simulagtes realizadas nos capitulos anteriores se referem a processos
poissonianos que sdo casos particulares de processos markovianos. Esta limi-
tacdo pode ser abolida pois 0 método Monte Carlo gera uma cadeia Markov,
podendo pois simular qualquer processo Markoviano. A maior dificuldade
é estimar os intervalos de tempo entre os eventos. Neste capitulo buscamos
simular estes processos com uma maneira alternativa de estimar os intervalos
de tempo [40]

5.1 O Método

Retomemos a equacdo Mestra (2.4) :

= ij—-)’ipj - Zwi—>j-Pz'7 (5.1)
J J

como vimos no capitulo 2, se T;; é a probabilidade de transicao do estado 2
— ﬂ

para o estado j, podemos escrever w;_,; = em que 7; € a constante de

tempo caracteristica do estado ¢. De acordo com esta suposi¢ao, w;_,; pode

ser diferente dependendo do evento que causa a transi¢ao. Entao, a trajetdria

da evolucdo do sistema depende da sequéncia de eventos; quando um dado

estado ¢ é tomado, o préximo estado j serd alcangado somente através da

41
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ocorréncia de um evento cuja probabilidade esta implicita em 7;;. As proba-
bilidades P;(t) e T;; obedecem as condigbes de normalizaggo: ), P;(t) = 1;
Zj T;; = 1, em que Tj; é a probabilidade do sistema ficar no estado . Na
equagdo (5.1) incluimos o termo j = ¢ que ndo afeta a equagdo Mestra, e este
termo pode ser interpretado da seguinte forma: quando o sistema fica no
microestado ¢ ndo hé evolucao temporal. E interessante notar que somente
é possivel encontrar todos estados igualmente provéaveis no equilibrio pois
neste caso Z#i Wiy = Z#i w;_,; para todo 7 e t. De fato, se supomos que

P = P(t), independente de i, a equagdo (5.1) pode ser reescrita: —‘%’:ﬂ =
22 Wi-si — 225 Wisj , €NtA0 P =constante. Supondo agora que um estado % é
acessado através da ocorréncia de um evento e com probabilidade “a priori”
governada pela equagdo (5.1); para garantir as propriedades de equilibrio,
também supomos que estas probabilidades s@o todas iguais, independentes
do tipo de evento. Desta maneira, quando temos mais do que um evento
possivel, a escolha é feita com probabilidades iguais, estabelecendo entao
parte da hierarquia relacionada a escolha da sequéncia de eventos. Podemos
escolher convenientemente uma quantidade fisica microscépica extensiva A;
que é independente do tempo para cada estado i. O valor médio para esta
quantidade no tempo ¢ é dado por:

A(t) = (4) = Z Pi(t) A (5.2)

Esta equagcao representa uma quantidade fisica macroscépica A(¢) continua.
Diferenciando com respeito ao tempo os dois lados da equacdo acima obte-
mos:

dA(t) dP,(?)

?

Substitutuindo (5.1) em (5.3) segue:

40 Zzw]_np& ZZwHJPA (5.4)



5.1. O METODO 43

Definindo AA;; = A; — A;, podemos escrever (5.4) na forma:

? J

Supondo que enumeramos os estados de tal maneira que os valores de A;
estejam em ordem crescente tal que para i > j temos A; > A;. Entéo pode-
mos reescrever a equagao (5.5) com as taxas (w;_,;) de acréscimo e decréscimo
separadas para ¢ > j e ¢ < j respectivamente:

LU STIVIE SN IV

dt — —
>3 1<J

na qual a soma ZD]. indica a soma dupla com a restricdo i > j. Agora
nés consideramos que A e outra quantidade fisica AT, obedecem a lei de
conservagao A; + AI = ¢, para todo estado 7, em que ¢ é constante pelo
menos em um pequeno intervalo de tempo, em torno do tempo onde estamos
medindo a quantidade fisica. Isto implica que A + A" = ¢. Observamos que

o evento que aumenta A, decresce A e vice versa. Entdo podemos escrever
(5.6)

dA(H)

> i<g

tal que podemos escrever a equacao Mestra semi-empirica para os valores
médios de uma grandeza fisica A:

‘fi—f =w, AT —w_A (5.8)
na qual W, e W_ sdo as respectivas taxas, de acréscimo e decréscimo, no
nivel macroscépico ou mesoscopico. Note que em geral w, e w_ sdo fungoes
nao-triviais de A e t que dependem da dindmica do sistema. No6s também
generalizamos: Af + A = ¢(t), ¢ como fungdo de t. Quando ¢ — oo, é
necessério que ¢(t) = cte, para que o sistema v4 para o equilibrio (estatico
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ou dinédmico): fi—’? = —%i = cte. Para obter o equilibrio estdtico temos
a condicao ‘fi—’t‘ = 0, que pode ser obtida impondo o balanco %, At = w_A.

Uma consideragao importante € que podemos usar escala de taxas acima para
calcular intervalos de tempo. Isto 1mphcara uma distribuicao de tempos que
pode ser diferente da microscépica. E necessério enfatizar que A representa
uma fonte para A em cada instante ¢. O valor médio da taxa de transigéo
global é:

T;.
W= ZZPT—’ = % (5.9)
i

Podemos interpretar a equagdo (5.8) como um balanco entre as quanti-
dades A, resultante de eventos entrando e A_ dos eventos “saindo”, tal que
podemos escrever

dA B,
e
dA_ .
7 = ’U)_A. (5.11)

Entao em nivel “coarse-grained” podemos tomar intervalos de tempo

AA,
At = = (5.12)
quando ocorre um evento que incrementa A ou
AA_
At = — .
oA (5.13)

quando ocorre um evento que decresce A. Contudo estes intervalos de tempo
pode ser interpretado como At = >, (At;), em que (At;) s@o intervalos de
tempo médios entre a ocorréncia de eventos no nivel mlcroscépico Para ser

i AA
consistente, podemos expressar At; = j‘; ou At; = -, na qual o indice
+

AA_
1A
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¢ indica eventos em escala microscopica. As quantidades AA;; e AA_,,
podem ser relacionadas a AA por

fz’n
AAL ;= AA 5.14
- Ze fe " ( )
ou
fa
AA_; =~ AA_ (5.15)

Zefe

na qual fi, fssao as frequéncias' de eventos em certo tempo ¢ que provocam
aumento e decréscimo da quantidade A, e ), é a soma de todas as espécies
de eventos. A razao das frequéncias implica que estamos considerando um
espécie de média em uma escala maior para estimar os intervalos de tempo
microscépicos At; (Apéndice C). Uma vez que temos as taxas que definem os
intervalos de tempo em alguma escala, podemos construir um algoritmo MC
para resolver a equacao Mestra, e obter a evolugao de quantidades fisicas do
sistema.

5.2 A Simulacao MCD

Em uma interpretagdo dindmica, o Método Monte Carlo fornece uma
solucao numérica para a equacao Mestra. A simulaciao gera uma sequéncia
de eventos que sio separados por intervalos de tempo que sdo impostos pelas
probabilidades de transicdo. Estes tempos sdo acoplados a escala na qual
nunca dois eventos ocorrem simultanealmente.

A tarefa do algoritmo Monte Carlo é criar uma sequéncia cronolégica de
eventos distintos separados por intervalos de tempo [13]. Quando o equilibrio
é atingido, as quantidades fisicas do sistema n&ao evoluem mais, e podemos
interpretar isto como uma “parada no tempo”. Vamos partir do principio
que nao conhecemos a distribuicdo de tempos e que a hierarquia é conhecida.
Podemos ent&o escolher (5.10) e (5.11) ou a equagcéo (5.8) para dar a evolucéo
temporal para a grandeza de interesse A.

A evolucdo do sistema, em geral, depende das condicées iniciais. Em
uma sequéncia de eventos que sdo gerados por uma escolha apropriada das
probabilidades de transigdo, supomos que cada medida de A, em todo passo

Y in fin g fa =2 fe
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Monte Carlo, corresponde a algum valor médio que pode ser resultante de
vérias transicoes virtuais. Desta forma, podemos supor a validade de (5.10)
e (5.11) com @w_ e W, sendo as taxas médias instantdneas de decréscimo e
acréscimo de A que séo geradas pelo algoritmo. Estas taxas séo relacionadas
as probabilidades de transicdo T™ por Wy, = Z@, em que ks significa a
taxa de transicao do estado “k” no tempo “t” para o estado “s” no tempo
“t 4 At” diminuindo ou aumentando A. A constante de tempo 7 é um fator
que normaliza T™* tal que T3, + T5, = 1. Note que para propésitos tedricos,
T é somente um fator de escala arbitrario porque a equagdo Mestra (5.1)
permanece inalterada se a multiplicamos por uma constante. Na pratica,
podemos escolher 7 para obter o valor correto de wy,. As probabilidades T™

sao ligadas a T pela relagao : T;; = %, e T;; = T%; T'; sendo o niimero de
estados j acessiveis a partir de ¢. O problema que abordaremos consistira
de uma rede, entdo podemos fazer I'; = N, o niimero de sitios na rede. O
procedimento gera os T} escolhendo randomicamente os sitios da rede, entao
3> de i para j. E necessario
reforcar que esta escolha randémica de um sitio sobre a rede é necessaria para
satisfazer a relacao entre T e T" acima. Geramos esta distribuicao escolhendo
os sitios aleatoriamente, e comecando com a mesma condicao inicial, execu-
tamos varias vezes o experimento emdiferentes trajetérias (gerando vérias
cadeias de Markov). Este procedimento pode ser desenvolvido calculando
uma quantidade ffsica A no tempo t; usando a equacéo (5.2). Para fazer isto,
supomos que temos equilibrio local, tal que podemos medir as propriedades
do sistema. Se escolhemos um dado estado ¢ do sistema com probabilidade
P*(ty), podemos reescrever (5.2) como[11]:

efetuando as transicoes com a probabilidade 17

Se fazemos P} (to) = P;(to) em equilibrio, obtemos

TE A
A(t

(Alto)) = 222
na qual L* é o nimero de todos os possiveis estados do sistema no tempo
to. As probabilidades de estado no tempo t; sdo obtidas construindo um
“ensemble” de configuragoes usando as taxas de transigdo apropriadas. Este
procedimento pode ser extendido para qualquer tempo t. O procedimento

(5.17)

I
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pratico é o seguinte: em um dado experimento da simulacdo numerado por
m podemos obter a medida de qualquer quantidade fisica A,, € os intervalos
de tempo At,,. Depois de realizar L experimentos, em um tempo ¢, o valor
médio de A é A(t) ~ 32 _, An o At~ Sk 8tz Note que se idealizamos
este procedimento tomando L — 0o, obtemos um “ensemble” completo que
nos dé o valor médio da quantidade fisica para cada tempo t. O tempo t é
atualizado a cada passo adicionando o valor calculado At. Podemos tomar os
intervalos de tempo At,, pelo uso das expressoes (5.12 - 5.13 ). Enfatizamos
que estas médias devem ser calculadas em um determinado tempo ¢ e isto
nao pode ser realizado diretamente se a relacdo entre passo e tempo real nao
for linear. Outra maneira de obter os incrementos de tempo é considerar o
fluxo de eventos e entdo usar diretamente a equacéo (5.8):

B AA
T w At —w_A’

usando o primeiro método, descrito pelas equagdes (5.12 - 5.15 ), o passo
e o tempo real sdo relacionados diretamente, mas com o outro (dado por
(5.18)), ndao?. Uma consideracdo adicional é necesséaria: para usar (5.18),
é necessério ter as taxas médias, enquanto para usar (5.12 - 5.15) ndo é .
Entao para o primeiro método executando vérios experimentos, construimos
a distribui¢do dos At’'s e A em cada passo, que corresponderd ao tempo
real calculado. Garantindo quediferentes experimentos sdo independentes,
podemos calcular o erro para as quantidades envolvidas no processo para
cada tempo t pela expresséo [11]

At (5.18)

N L

na qual ¢ é uma grandeza qualquer como energia, ou o tempo real.

o <Q2) — <Q>2 (519)

5.3 Adsorcao-dessorcao de Langmuir

A equacdo cinética (3.9 ) pode ser obtida rigorosamente usando a ex-
pressdo (5.8) (veja o Apéndice D).

28e usamos (5.18) para obter valores médios, podemos construir funcses “fitting ”, uma
para cada trajetdria, e entao obter os valores médios correspondentes da quantidade fisica
para cada passo de tempo escolhido.
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Utilizaremos o formalismo desenvolvido até aqui neste capitulo para re-
solvermos numéricamente (3.9) pelo método Monte Carlo, considerando a
adsorcao dessor¢do como um processo markoviano. Embora ji tenhamos re-
solvido o problema anteriormente, como um processo poissoniano, utilizare-
mos novamente este modelo para mostrar a validade de nossa simulagao, bem
como, mostrar alguns resultados que podem ser obtidos quando o tempo é
calculado a partir das equagtes (5.12, 5.13) ou 5.18.

Comegamos entdo, constriuindo trajetérias com probabilidades de tran-
sicao T'j de adsorcao e T}, de dessorg¢do. Estas sdo relacionadas a w4 e
wp respectivamente por wy = IA e wp = Zﬂ. Podemos escolher 1/7 =
max(wa,wp) isto garante que 0 g 15, TH < 1. Seja M o niimero de sitios
ocupados em um dado tempote N o nﬁmero total de sitios na rede, a concen-
tragao é dada por: 6; = 1}—\’;& Os intervalos de tempo foram calculados usando
os métodos prescritos na secao anterior. Primeiro consideramos intervalos de
tempo com os dois eventos: quando ocorre uma dessorg¢ao,

1 fp
At = , 5.20
wpM; fa+ fp (5.20)
ou quando ocorre adsorcao
At = = Ja (5.21)

wa(N — M) fa+ fo’

na qual f4 e fp s@o respectivamente o niimero total de adsorcoes e dessorcoes
no passo s da simulagdo. Para o outro método, usamos um balango extraido
diretamente de (3.9)

AM,
’LUA(N — Ms) — ’U)DMS.

Neste procedimento, que chamaremos de “coarse-grained”, tomamos um
fluxo de eventos dados pelo balango entre entrada de particulas e saidas.
Como um exemplo, fixamos wy = 1.0(sétios)™! e wp = 2.0(sitios) LA
simulacao foi executada sobre uma rede quadrada de 200 x 200 sitios. A
probabilidade de transicao foi definida pela normalizagdo das taxas pela taxa
de dessorcao (maior delas neste caso), ou seja, T4 = 1/2 e T = 1.0. O
nimero L = 20 de experimentos foi muito satisfatério para este caso, dando
uma precisdo da ordem de 0, 1% comparado com o resultado exato fora e no
equilibrio figura [5.1].

At = (5.22)
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Figura 5.1: Solugbes da equacdo [3.9]. Os circulos representam a simulacéo
Monte Carlo Dindmico e linha corresponde a solucdo exata. As taxas usadas
foram r4 = 2.0(sttio/s) e rp = 1.0(sttio/s). O niimero de 20 trajetdrias
(para a solugdo MCD) independentes foram suficientes para produzir estes
resultados.
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O método “coarse-grained” foi executado de duas maneiras distintas.
Primeiro fixamos C = 100 MCS e coletamos os valores de M; antes e
depois de realizados estes C' passos para calcular os intervalos de tempo At.
Neste caso quando o sistema aproxima-se do equilibrio, temos problemas
numéricos, dando At; < 0 ou At, > 0, isto causa uma regressdo no tempo
levando os pontos para frente e para tras, tornando visivel quando o sis-
tema atinge o equilibrio figura [5.2]. Da segunda maneira, impomos At > 0,

0,35

07T 1)) 0 $)DZ (((01((009)0.(0(99)D (9 00)))))690))110.0) $000101(0.0.(9) 0]0N0]

0,30 -

0,25 -

0,20 -

0,15

0,10 -

0,05 - Solucao exata
o MC
0,00 -

-
-

Figura 5.2: Solucdes da equacdo (3.9). Os circulos representam a simulagao
Monte Carlo e linha corresponde a solucao exata. Os intervalos de tempo
sao calculados pela equagao 5.22

aumentando C. Quando o sistema acha o equilibrio, C' — oo, temos a im-
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pressdo de que o tempo “para” figura [5.3]. A distribuicdo poissoniana dos
intervalos de tempo é mostrada na figura [5.4].

0,35

0,30
0,25

0,20

0,15
0,10

0,05

Solucdo exata
o MC

0,00

_0305 ] L 1 1 1 1 1
-20 0 20 40 60 80 100 120 140

Tempo(s)

Figura 5.3: Solugées da equacao (3.9). Conforme a figura [3.4]. Os intervalos
de tempo sdo calculados pela equacdo (5.22), impondo a positividade de At.
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300 -

200 -

Frequéncia

100 -

5,0x10° 1,0x10* 1,5x10™* 2,0x10*
At

Figura 5.4: Distribuigdo dos intervalos de tempo, utilizados nas simulagoes
Monte Carlo, mostrando a forma Poissoniana esperada.



Capitulo 6

Outros resultados e
perspectivas

O método apresentado no capitulo anterior pode ser aplicado a uma
grande variedade de sistemas. Neste capitulo analisaremos o modelo epidémico
SIRS com interagdes locais fracas (regime poissoniano) e com interagdes lo-
cais fortes (ndo poissoniano). Apreciaremos ainda a mudanca entre estados
epidémicos para nao-epidémicos. A evolucdo temporal para o modelo gds-
rede é também apresentada nos regimes de altas temperaturas (acima de
Tc) e baixas temperaturas (abaixo de Ti). A regido critica é evidenciada de
uma maneira inédita. Finalmente neste capitulo resolvemos as equagoes de
Newton para um péndulo eléstico.

6.1 modelo epidémico

O modelo epidémico SIR(S), representado pelas equagdes (4.1) - (4.3),
pode ser analisado pelo método desenvolvido no capitulo anterior. Primeiro,
para identificar as taxas para o processo, escrevemos um sistema de equagoes
mais geral para o modelo baseando-se na equagio (5.8)

as
EE = ’wR—»SR - ws_)IS (6.1)
dal
E = wS———)IS - w]—)RI (6'2)
dR
—d‘i" ’w[_>RI - ’wR__,SR, (63)

53
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em que ws_j, W/_g € Wr_.s € SA0 respectivamente as taxas de infeccgao,
remocao e de recuperacdo. Assim, comparando as equacOes acima com as
equagdes (4.1) - (4.3), estabelecemos formalmente as relagdes para as taxas,
como em (4.7) - (4.9). Para resolver as equagoes (6.1) - (6.3) utilizamos a
mesma, hierarquia do capitulo 4, com a diferenca que o célculo dos intervalos
de tempo agora sdo feitos utilizando diretamente as equagbes (5.12 - 5.13)
conforme o procedimento delineado no capitulo 5. Por exemplo, quando
ocorre uma infecgao, o incremento de tempo atribuido sera:

Al

I-R

At =

na qual w,_, = a, é uma constante. Na figura [6.1] parte a, b, ¢ mostramos a
evolucdo temporal de I(t), R(t) e S(t) respectivamente. As linhas continuas
representam a solugao obtida pelo método Runge-Kutta de quarta ordem, os
quadrados representam a solugao utilizando a técnica de Fichthorn, enquanto
que as cruzes foram obtidos pelo nosso método. Os parametros utilizados
foram: a =0.8,6=0.2, m=0.01, p =2, [y =10e A = 0. O erro estimado
é da ordem de 0.1%. A parte c representa a solucao no espaco dos parametros
Sel.

A despeito da excelente concordancia obtida no caso de interacdo do
tipo campo médio, observamos que o0 mesmo nao ocorre no caso em que a
interagdo local passa a ter importancia significativa. A figura [6.2] mostra
uma comparacao entre as solucoes de Fichthorn e as nossas para alguns
valores do pardmetro A (as solugdes Runge-Kutta sdo deixadas como uma
lembranca da solugdo de campo médio). No caso A = 0.1 a concordéncia
ainda é bastante boa pois o processo, como uma boa aproximacao, ainda é
do tipo Poisson. Entretanto para A = 0.5 j4 podemos observar, por simples
inspecédo da figura [6.2] parte b, que as solugdes se deslocam um pouco. Em
A = 0.9 a divergéncia é notavel. Neste caso o sistema deixa totalmente o
regime poissoniano pois o critério de independéncia entre eventos exigido nos
processos poissonianos nao € mais verdadeiro.
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Figura 6.1: modelo SIRS; curvas epidémicas. As partes a, b e ¢ mostram,
respectivamente, como o niimero de suscetiveis S, infectados I e recuperados
R evoluem com o tempo %, a parte d mostra a trajetéria para o equilibrio.
Esta figura busca mostrar a equivaléncia das trés solugdes obtidas por Runge-
Kutta (linha), pela simulaggo de Fichthorn (quadrados) e pela nossa (cruzes).
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Figura 6.2: modelo STRS considerando interacoes locais e globais. Com-
paramos as Solugdes obtidas pelo método Fichthorn (processo Poisson) e
pelo método desenvolvido por nés (processo Markoviano). Na parte a, onde
prevalece a interagdo global as solugbes sao praticamente identicas. No en-
tanto quando a interagao local é forte as solugoes divergem. O processo deixa
de ser de natureza Poissoniana.
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6.2 Transicoes entre fases epidemicas e nao-
epidemicas

O modelo epidémico SIR cléssico apresenta um limiar que separa as
fases epidémica da ndo epidémcia. Este limiar ocorre em p = 2%=L = 1,
como pode ser verificado diretamente das equagOes para este modelo [37]
Na simulagdo Monte Carlo, este limiar também pode ser visualizado [39].

Quando utilizamos a simulacdo Monte Carlo Dindmico, calculamos os in-
tervalos de tempo entre eventos, a partir das grandezas conhecidas. Estes
intervalos de tempo refletem as caracteristicas do sistema e portanto podem
ser usados para identificar mudancas qualitativas e quantitativas de compor-
tamento. Consideremos os inversos dos intervalos de tempo, v = (1/At),
esta grandeza mostra-nos que ha um ponto critico em p = 1, para o sistema
SIR. Na figura [6.3] temos a primeira derivada do parametro vy, mostrando
uma mudanca de comportamento em torno de p = 1.

Para o caso SIRS, teriamos varios pontos criticos, entre dois estados bem
caracterizados. Isto pode ser visto na figura [6.4]. Podemos observar que hé
uma regido de transicao entre dois estados, um abaixo de p = 7 e outro acima
de p = 34.

6.3 modelo gas-rede

No modelo géas-rede a superficie sélida é representada por uma rede
bidimensional com M sitios. No caso mais simples, cada sitio da rede pode
apresentar dois estados distintos: ocupado ou vazio. Ao contrario de um
descrigao macroscépica, em termos de equagoes diferenciais, como a adsor¢ao
de Langmuir, o modelo géas-rede representa uma descricao microscépica que
pode levar em conta a ordem local dos adsorbatos e as interagoes energéticas
entre estes.

O estado do sistema a cada instante ¢ é definido pelo conjunto dos niimeros
de ocupagdo {n;}. Assim para uma rede de N sitios ocupados por M; ad-
sorbatos a concentragdo é dada por § = M;/N. Para simular a evolugio
temporal da concentracdo 6 do modelo gas-rede faremos a suposicao de que
a equacao que descreve a evolucdo temporal deste tem a mesma forma que
aquela do caso de adsor¢ao-dessor¢do de Langmuir (3.9), com taxas que de-
pendem da energia local. Para as probabilidades de transicdo utilizamos
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Figura 6.3: Transicdo entre as fases epidémica e ndo epidémica para o mo-
delo SIR cléssico. A mudanca é caracterizada por um salto na derivada do
pardmetro 7.
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Figura 6.4: Transicoes entre fases epidémicas e ndo epidémicas para o modelo
SIRS. A separacgdo entre as fases epidémica e ndo epidémica é caracterizada
por vérios saltos na derivada do pardmetro +.
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Glauber [41]

w, = exp(—BAE)

" 1+ exp(—BAE)’ (6:5)

com esta escolha e sendo Ty, = Wa/Smax € COM z—g = %A podemos delinear a
evolugao temporal para este modelo. Consideraremos duas solugdes distintas,
uma utilizando a simulacao poissoniana de Fichthorn e a outra utilizando a
nossa técnica para processos markovianos. Comparamos as duas solugoes na
figura [6.5]. A parte a indica a evolugdo temporal para uma situagéo tipica-
mente poissoniana, obtida gracas a temperatura elevada. Para temperaturas
altas, os sitios podem ser considerados praticamente independentes um do
outro. Entretanto quando a temperatura € baixa, a correlagio entre os sitios
se torna importante e a aproximagado poissoniana se torna invélida, como
mostrado na parte b.

Como visto no capitulo 1 o modelo gis-rede apresenta transi¢ao de fase de
segunda ordem em a/kgT ~ 1.76. Calculamos, inspirados no calor especifico,
a grandeza dinamica:

%) — ()

Cat = P (6.6)
na qual v = (1/At), e verificamos um ponto critico em a/kgT ~ 1.76, figu-
ra [6.6].Isto sugere-nos uma maneira alternativa de localizar transi¢des de
fase, esta transicao foi obtida calculando Ca; desde o inicio da simulacao,
sem nenhum descarte de configuracoes. Devemos enfatizar que na simulagao
dindmica as correlagoes entre estados gerados nao representam mais um ob-
stdculo ao cdlculo da grandeza desejada.

A distribuicdo mostra a existéncia de varias escalas de tempo. A figu-
ra [6.7] mostra a distribuicdo dos intervalos de tempo para temperatura
T = 1.5, acima da temperatura critica. A figura [6.8] mostra a distribuicso
dQs intervalos de tempo para o caso de temperatura abaixo da temperatura
critica.
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Figura 6.5: Evolugao temporal para o sistema gas-rede, comecando com 70%
dos sitios ocupados. Na parte a a temperatura considerada é kT'/a = 0.5
(abaixo de T¢ ). Na parte b a temperatura é kT'/a. = 1.5 (acima de Tg).
Estes resultados representam uma média de 20 experimentos independentes.
Observa-se (parte a) que acima de T¢ as solugbes (Poisson=tridngulos) e

(Markov=cruz) sdo idénticas . Entretando abaixo de T (parte b) o que vale
é a solugdo Markoviana.
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Figura 6.6: Transicdo de fase para o modelo gés-rede. O pardmetro C; é uti-
lizado para mostrar a transicdo mesmo antes do sistema entrar em equilibrio.
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Figura 6.7: Distribuicdo dos intevalos de tempo utilizados na simulagao
Monte Carlo para o modelo gas-rede a temperatura 7' = 1.5.
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Figura 6.8: Distribuicdo dos intevalos de tempo utilizados na simulagao
Monte Carlo para o modelo gis-rede a temperatura T' = 0.5.
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6.4 Perspectivas

Para resolver sistemas complexos usando o método descrito no capitulo
5 consideramos uma equac¢ado mais geral

du

ey = f(uat) (67)

em que u é uma varigvel positiva no intervalo 0 < u < 1, e f(u,t) é uma
funcdo geral de u e de uma outra varidvel positiva ¢ (que pode ser o tempo).
Para prosseguir queremos construir uma equagao Mestra na forma dada por
(5.8 ). Para fazer isto utilizamos uma funcgio positiva f, = |f(u,t)| + C,
em que C é uma constante positiva arbitraria e entdo fazemos a seguinte
transformacao:

du

dt
na qual w¥ = (fau,n+fa) /v, w™ = fo/ueu’ = 1—u, alei de conservagéo para
obter o balanco. Note que para construir (6.8 ) podemos ter outras escolhas
para w™ e w~. Entdo, como no problema de adsorcio-dessorcio podemos
construir a hierarquia para a simulagdo considerando 1/7 = max(w*,w™), e
com o mesmo procedimento MC' descrito para o sistema Langmuir podemos
resolver a equagio (6.8). Esta hierarquia pode nao ter relacdo com o com-
portamento do sistema, por causa disso a chamamos de “pseudo-hierarquia
”. Agora seja uma particula cuja componente de momento é definida por

_'_

whul — wu, (6.8)

dCCi
dt
na qual z; representa a componente do vetor posicao com i = 1,2,3, e m a
massa da particula. Por simplicidade consideremos z; > 0. Considerando

ZTmax O valor maximo de z; podemos fazer a transformacio z; = T u; para
~ du; __ Di _ )
termos 0 < u; < 1, entao podemos escrever T = preli f (uz,t). Esta

equacdo tem a mesma forma de (6.7), e entdo podemos escrever as taxas de
transicao

Di=m (6.9)

Y43 _|_
w+ — .MLTLL (6.10)
u!

2
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w = Jo (6.11)

_ _lpil
na qual f, = z*—+C. o
Notamos que esta hierarquia é arbitraria porque podemos escolher outras
formas para f, ou outras transformagoes que levam a balangos equivalentes,
e mesmo nesta forma podemos ter um constante arbitraria C. usando a

segunda lei de Newton:

_ dp;

E_dt

(6.12)
podemos obter recursivamente os incrementos de momento dp; = F;dt, usan-
do o intervalo de tempo dt obtido de (6.9). Na simulagéo, procedemos como
segue: comegando da mesma condiggo inicial escolhemos alguma componente
1 do vetor posicao e usamos as taxas de transi¢ao para dar o primeiro intervalo
de tempo At, entao esta componente do vetor posi¢ao € calculada diretamente
da “concentragao ”da rede virtual. Entao, os momentos sao estimados por

Dk = D, + FrAL, (6.13)

k =1,2,3 e as outras componentes do vetor posi¢ao sao dadas por
;= 2, + AL (6.14)
J Jo m ’

com j # i. Sucessivamente interagimos e atualizamos o tempo e as outras
varidveis em cada tentativa bem sucedida. E necessério enfatizar que as pro-
babilidade de transi¢ao sao dependentes da for¢a F' por que os momentos sao
dependentes dela, e também da componente % escolhida.

6.5 Péndulo

Nesta secdo aplicamos o desenvolvimento da se¢do anterior para obter
a solucao, via Monte Carlo, de um sistema composto de um péndulo acopla-
do a uma mola, ou seja um péndulo elastico em duas dimensées com as
solucoes mostradas na figura [6.9]. Comparamos com a solugdo exata, e a
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concordéancia é excelente, sem efetuar médias. As médias neste caso nao po-
dem ser feitas como anteriormente, pois a relacao entre o passo MC e o tempo
real ndo é linear; uma maneira alternativa é armazenar os valores para alguns
pontos, suficientes para construir a curva, e tirar as médias em tempos iguais
ou o mais préximo possivel.

6.6 Consideracoes finais

O método MCD desenvolvido neste trabalho para processos Marko-
vianos contribui para a Mecanica Estatistica de nao equilibrio, abrindo no-
vas possibilidades de modelar processos de nao equilibrio com interpretacao
estocastica. Uma vez estabelecida a hierarquia para as probabilidades de
transicdo, podemos obter a evolucao temporal real. A evolugdo temporal
depende da equagdo Mestra usada, porque a evolugao temporal dos valores
médios das quantidades fisicas sdo calculados através dela. Os intervalos de
tempo sdo varidveis estocasticas, dependentes funcionalmente da hierarquia
escolhida. Foi apontado por Frensley [42] que a equagdo Mestra de Pauli tem
problemas relacionados com a condi¢do de continuidade. A despeito destes
problemas que a equagao Mestra possa ter no contexto da mecanica quéntica,
ela descreve bem vérios sistemas, incluindo modelos sem Hamiltoniana como
os modelos epidémicos. Mas, independente da polémica sobre a validade da
equacgao Mestra, podemos usar as idéias do procedimento delineado neste
trabalho para qualquer equacdo Mestra construida. Contudo, uma melhor
compreencao da equacao Mestra, em termos de primeiros principios, é bem
vinda no sentido de estabelecer relagoes rigorosas entre probabilidades de
transicao e a verdadeira hierarquia de processos que ocorrem na natureza e
isto ainda é um problema que nao foi resolvido. E importante apontar que a
simulacao é uma boa ferramenta para tal fim.

Noés obtemos com o método desenvolvido aqui, a distribuicao real dos in-
tervalos de tempo. Estes tempos sao calculados usando qualquer propriedade
fisica extensiva do sistema. Entretanto, precisamos ser cuidadosos na escolha
desta quantidade e também na sua aplicagao, para descrever adequadamente
o fluxo de eventos. Tendo a evolugao real de quantidades fisicas, podemos ver
as propriedades do sistema no equilibrio e fora do equilibrio. Quanto a sis-
temas cléssicos, fica como futura pretensao, extender o método para sistemas
de muitas particulas.
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Capitulo 7
Apéendice A

Processos Estocasticos

Um processo estocdstico € uma colegao de varidveis randémicas X;, em
que t pode ser discreto ou continuo. As propriedades estocésticas de {X:}
s8o expressas pela funcdo de distribuic¢do conjunta ([17])

Po(z1,t1;29,t0; ...; T, ty)dz1dzo.. . d), probabilidade que

) < th < z1 +dz;
Ty < Xt2 <£E2+d$2,...,
T, < X, < Zp+dz,

O processo € definido de maneira tinica pelo conjunto destas funcgdes
distribuicdo para n = 1,2,..., que em geral € infinita. Quando os valores
Xy, = x1, Xiy = T, ..., X;, = x), s@0 dados, as varidveis restantes obedecem
a funcdo de distribuicdo de probabilidade

Po(21, 815 - They bie; Tt 1, 1y -+ Ty E)
Pk(.’ﬂl, U1} - T, tk:)

P(py1,be1s s Tnytn | Ty t15 .05 Tk, B) =

esta é a distribuicdo de probabilidades de X3, .,,..., Xs,, na qual zy,...,Zx
entram como parametros. Colocando os #; em ordem cronolégica, entdo o
processo é Markoviano! se esta probabilidade condicional depende somente

! Andrei Andreevitch Markov (1856-1922).
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do 1ltimo valor z; em t; e é independente dos valores anteriores x;<;. Isto
deve valer para todo n, para qualquer escolha de k e para qualquer %4, ...,
e Zi,...,Tx. Se este for o caso, todos P, podem ser construidos uma vez
que P, e P, sdo dados, por exemplo, Ps(z1,t1;Zo,t,Z3,t3) = P(z3,t3 |
T1,t1; T, t2) Pa(z1, th; 22, o)

Para processos Markovianos entéo é natural denominar a funcao P(z,, |
z1,t1) com o nome probabilidade de transig&o.

A equacao Mestra

As probabilidades de transicdo para um processo Markoviano X que
comeca em um estado ¢ e vai para um estado j no tempo (t+s) passando por
um estado intermediério k satisfazem a equagdo de Chapman-Kolmogorov

([18], [17]):

P;it+s) E-sz )P (s)

No instante zero, qualquer que seja o processo, a derivada de F;; deve satis-
fazer a :

P;(0) = —aby; + 0Qy (A.1)

na qual 6;; = 0 para i # j e 1 para ¢ = j , ou seja a derivada é negativa para
o sistema permanecer no estato %; positiva, caso contrario, e Zj Qi =1

Derivando a equagao de Chapman-Kolmogorov em relagdo ao tempo te-
remos:

1‘7 t+s ZPLk Pk:]

em s = 0 a equagdo acima fica

Pij(t) = > Pu(t)Pi;(0)

k



substituindo (A.1) na equagdo anterior teremos

Pij (t) = Z Py (t)[—abr; + Q]
k
= Z Py (£)cbi; Qe — ) P (1)
k k
= D _ Pu(t)aQi; — ) aP(t)6y;
k k

= Pu(t)aQi — aPy(t) .1

mas ) @, = 1, assim temos:
k

Pij(t) = Z aQr;Pi(t) — Z aQ;rP;;(t)

k k

Py(t) = > we ;Pu(t) — > wj . Py(t)
k k
alternativamente podemos obter:
Pi(t) = ) T Py(1)
Pi(t) = Y wiPult) = ) wi—iFi(t)
k k

que é a Equacao Mestra usual.
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Capitulo 8

Apéndice B

Método Runge-Kutta

Os métodos numéricos para problemas de valor inicial cujos valores de
partida sdo implicitos, em geral, sdo chamados de Runge-Kutta. Sao carac-
terizados por expressar a solugao comdiferentes argumentos. Este método é
extremamente popular devido a facilidade de sua implementacao computa-
cional.

Seja um sistema de equacées diferenciais dado por:

y = f(z,9,2)
z=g(z,9,2);
y("EO) = Yo, Z(.’Eo) = 20,

sendo yp € 2y os valores iniciais. Restringimo-nos a um sistema de duas
equagoes por questdo de simplicidade. As solugoes sao dadas por:

1
Yntl = Yn + a(kl + 2ko + 2k3 + k4) (B.1)
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1
Zpa1l = Zn + g(ll + 21y + 213 + l4) (B'Q‘)
na qual

kl - hf(.’En, Yn., Zn)

ll = hg(mnu Un, Zn)

1 1 1
ky = h'.f(‘rn + "2‘h7 Yn + Eklazn + ill)

1 1 1
lo = hg(z, + 'Z"h, Yn + 5791, Zn + 511)

1 1 1
ks = hf(z,+ Eh" Yn F §k2’ Zn + =la)

2
1 1 1
ls = hg(@n + ‘2"% Yn + 51927 Zn + 512)

1 1 1
ky=hf(z,+ =h,Yn + —ks, 2o + =l3)

2 2 2
1 1 1
l4 = h'g(wn + §h7 Yn + §k37 2n + §l3)

h é passo (de tempo) que deve ser escolhido para o problema particular. Ao
utilizar-se as equagoes. (B.1) e (B.2), primeiro se calculam os diversos k/s
e lls e em seguida determina-se ¥,.; € z,41 € como cada um dos k/s e l/s
dependem de z,, ¥, € 2, €les devem ser calculados de novo para cada n.
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Apéndice C

Intervalos de tempo

Para estimar o tempo entre eventos, podemos iniciar com a equacgao
mais geral dada por 5.4 e escrever:

% = <Z wj_»inA;r- + Z’U)j_»inAz) - <Z w;; PjA; + ij—n'PjA;r>

1>] i<j 1<j >7
(C.1)

por simplicidade escrevemos a equacdo (5.5) com taxas efetivas inspiradas
em (C.1) na forma aproximada:

%%1 ~ o A — @A 9.1)

Utilizando o ndmero total de eventos ), f. podemos escrever a relagio:

AA AA

At T DALY L (92)
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com At; sz , a qual utilizamos par estimar o intervalo de tempo

entre eventos sucessivos. Podemos também escrever a seguinte equacao:

AA = E finDAi + Z faAAy
n d

na qual AA;, = AA, e AA; = AA_ definidos no capitulo 5; Assim:

AA fin
= = Ad,
Atize.fe ZAthe +2At2fe
~ 'LU_|_AT — w._A.
Quando efetuamos uma transicdo em um passo MC, podemos utilizar as

aproximacoes:

i DA, _
Zfe T ——Ati ~ w_,_A;-r

ou

fo Ma
Zefe Atl B o

dependendo se o evento que ocorreu aumenta ou diminui a grandeza A, res-
pectivamente. Observe que em uma transi¢do simples (ao nivel microscépico)
podemos utilizarar a equacdo (C.1) e por exemplo, se ocorreu um aumento
da grandeza A, podemos considerar apenas uma parcela das somas, isto é,
wj_,inA; com i > j. Como o estado j j& é escolhido com probabilidade P;,
podemos omiti-lo dos célculos escrevendo a equagao:

e assim estimar o intervalo de tempo ao nivel microscépico:

f in AAzg

At = <
Ze fe w3—>zA]
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Apeéndice D

Equacao de Langmuir

Consideremos uma superficie de NV sitios, dos quais M estao preenchi-
dos. A concentragdo na configuracdo i é6; = % A concetracao média depois
de i passos é dada por:

|
I

Fi(t)6; (D.1)

i

ou pela combinatéria de N, M a M:

ou ainda,

N
= N -1
o=2. ( M-1 )PM(t)
Portanto a derivada da equacgéo acima fica:

7
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N

do N —1 ) dPy(t)
EE=Z(M—1> dt (>-2)

=0

A equagdo Mestra (2.4) para o processo de adsor¢do-dessor¢do para um
passo (como é realizado na simulagéo)

dPy(t)
dt

=Wy [MPM._l - (N— M)PM]+1UD [(N—M)PM+1 - MPM]
(D.3)

sendo w, e wp as taxas de adsorgio e de dessorcdo. Agora, substituindo
(D.3) em (D.2) temos

usando as identidades abaixo

(1) - oo

M
- y2)) = @-v( 4

(woy)=o-n( 523 )+(50)

e simplificando os termos idénticos temos:
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N N
N -1 N -1
dt = wA[Z<M—~1)(N—l)PM_l—FZ(M-.—l)P‘NI_lh
M=0 M=0
N N
N -2 N -2
M=0 M=0
N N
N -2 N -1
“Z(N“l)(M 2>PM“Z<M~—1)PM]
M=0 M=0
Observando que:
N N
N -2 N -2
> (wa)Pe=2 (7)) A
M=0 M=0

e cancelando os termos idénticos obtemos:

db Y/ N-1 al N-1
il 'wAZ<M_1 )PM—l-wDZ(N—l)<M_1 )PM
M=0 M=0
mas, »
N N
o N -1 = N -1
b = Z(M~1 )PMe1—0=Z( v >PM.
M=0 M=0
Portanto, como queriamos, obtemos a equacio de Langmuir:
do

dt = ’LUA(l ~§) — ’LUDE
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