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Equacoes Diferenciais com Memoria
Dependendo do Estado

Resumo: Neste trabalho estudamos alguns aspectos basicos da teoria de Equacoes

Diferenciais com Meméria Dependendo do Estado. Nosso principal objetivo é o estudo
da existéncia e unicidade de solucoes para equacgoes diferenciais neutras explicitas com
memoéria dependendo do estado da forma

{ 2'(t) = f(t,2'(a(t, 2(1)))), te€]0,al,

ot
zog = ¢ € C([—p,0]; R™),

onde f : [0,a] x R" - R" ¢ : [-p,0] — R" e o : [0,a] x R* — [—p,a], via o
Principio da Contragao de Banach, um dos tépicos mais importantes da teoria geral
de equagoes diferenciais com memoéria dependendo do estado. Para atingirmos este
objetivo desenvolvemos estudos qualitativos para modelos de equagoes diferenciais (com
e sem memoria) mais simples do que as equagoes diferenciais com memoria dependendo
do estado, o que também permitiu entender as diferencas entre a teoria qualitativa
de equacoes diferenciais com memoria dependendo do estado e as outras teorias de
equagoes com memoria.

Palavras chave: Equacoes diferenciais funcionais, equagoes diferenciais com memoria,
equacoes diferenciais com memoria depedendo do estado, equacgoes diferenciais neutras.



Differential Equations with
State-Dependent Delay

Abstract: 1 this work we study some basic aspects of the theory of Differential
Equations with state-dependent delay. Our main objective is to study the existence and
uniqueness of solutions to explicit neutral differential equations with state-dependent

delay of the form
{ a'(t) = f(t,2'(o(t, 2(1)))), te][0,al,
zo = ¢ € C([—p,0]; R"),

where f: [0,a] xR" - R" ¢ : [—p,0] > R" e o :[0,a] x R" — [—p, a], via the Banach
Contraction Principle, one of the most important topics in the general theory of diffe-
rential equations with state-dependent delay. To achieve this objective, we developed
qualitative studies for models of differential equations (with and without memory) that
are simpler than differential equations with state-dependent delay, which also allowed
us to understand the differences between the qualitative theory of differential equations
with state-dependent delay and the other theories of equations with memory.

Keywords: Functional differential equations, differential equations with delay, diffe-
rential equations with state-dependent delay, neutral differential equations.
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Introducao

A teoria de equagoes com memoéria dependendo do estado teve inicio numa palestra
de Rodney Driver sobre uma equagao diferencial funcional do tipo neutro deduzida
a partir do estudo de um problema de eletrodinamica, no Congresso “International
Sympos. Nonlinear Differential Equations and Nonlinear Mechanics”, em 1963. Espe-
cificamente, o problema apresentado por Driver estava relacionado com uma equagao
diferencial do tipo neutro da seguinte forma

{ 2'(t) = f(t, 95(01( (1)), 2’ (o2(t, x(1)))), t € [0,al, (1)
2(0) = ¢(0), 0 ¢€[-p,0],

onde f € C([0,a] xR"xR";R™), 01,09 € C([0,a] xR™; [-p, a]) e ¢ € C([—p,0]; R"). No
problema (1) os termos o;(t, z(t)), i = 1,2, sao os termos que dao sentldo ao conceito
“memoria dependendo do estado.”

Atualmente, a teoria de equacoes diferenciais com memoria dependendo do estado
ocupa um lugar de destaque na teoria geral de equacoes diferenciais, com resultados
independentes, nao triviais e problemas em aberto. Mais ainda, podemos dizer que é a
teoria mais geral no contexto da teoria de equacgoes diferenciais funcionais com meméria.

A grande diferenca entre a teoria de equagoes com memoria dependendo do estado
e outras teorias de equagoes com memdria, é o termo o;(t,z(t)). Mas esta diferenga,
nao é apenas uma diferenca na forma das equacoes estudadas ou na forma do retardo
considerado, esta diferenca tem implicagoes tedricas importantes e que estimulam o
desenvolvimento da teoria. Para esclarecer este 1ltimo ponto, consideremos o seguinte
problema mais simples

{ #'(t) = f(t,x(o(t,2(1)))), tel0,al, (2)
z(0) = ¢(0), 0¢€[—p,0],

e suponhamos que a funcao f € C([0,a] x R™; R"™) seja Lispchitz, com a constante
de Lispchitz denotada por [f]c,, . Para estudar a existéncia e unicidade de solugdes
para o problema (2) usando o Principio da Contragao, é fundamental o estudo de uma
estimativa da forma

sup [ f(t,z(o(t, z()))) — f(t, y(o(t,y(1)))]

te[0,b]
< [flow,lz(a(t (1)) —y(a(t, y(@)))] (3)
< Cllz =y lleqossx) - (4)

Entretanto, é facil perceber que, em geral nao é possivel obter (4) a partir do termo
(3), pois os termos o(t,z(t)) e o(t,y(t)) podem ser diferentes. Este simples fato tem



implicagoes muito importantes na teoria de equagoes com meméria dependendo do es-
tado, nao somente por limitar as técnicas para o estudo da “unicidade”de solucoes e
por implicar que muitos problemas com memoria dependendo do estado estudados na
literatura nao sejam bem postos. Em qualquer teoria relacionada a equagoes diferenci-
ais, a perda da unicidade de solucoes tem diversas implicagoes tedricas que restringem
seu desenvolvimento, em particular, em questoes importantes como o comportamento
assintotico de solucoes. Ainda com relacao a palestra de Driver, notamos que ela nao foi
importante somente por apresentar um novo tipo de equacao diferencial, mas também
por apresentar dois exemplos simples de equagoes neutras com memoria dependendo
do estado que verificam todas as condigoes usuais que permitem provar a unicidade de
solugoes, mas que apresentam mais de uma solucao.

Embora os primeiros trabalhos sobre equagoes com memoria dependendo do estado
sejam sobre equacoes neutras, a maior parte da literatura sobre este tipo de equagoes é
sobre equagoes nao neutras. Para referéncias sobre equagoes neutras explicitas (equagoes
com termos hereditérios da forma z/(t — v(t)), '(t — r), x}, 2'(o(t,z(t)))), etc), cita-
mos os trabalhos iniciais de Driver [2, 3, 4] e os artigos [8, 9, 13]. J4& para equagoes
ordindrias com memoria dependendo do estado e equagoes ordinarias com argumento
dependendo do estado (neste caso, o; € C([0,a] x R™;[—p,a])), mencionamos o sur-
vey [11] onde sao apresentados diferentes modelos, exemplos e aplicagoes da teoria,
os artigos [1, 5, 7, 12, 14] e os recentes artigos [16, 17, 18]. E importante notar que
atualmente também existem varias pesquisas sobre problemas abstratos em espacos de
dimensao infinita e sobre equacoes diferenciais parciais. Porém, como neste trabalho
nao estudaremos este tipo de problemas, nao citaremos trabalhos a esse respeito.

Os fatos descritos acima incentivaram o objetivo deste projeto de dissertacao que é
o estudo da existéncia e unicidade de solucoes para equagoes neutras explicitas descritas

na forma
{ d'(t) = f(t,2'(o(t,2(1)))), t€[0,a],
zo = ¢ € C([-p,0];R").

No que segue, apresentaremos um breve resumo do estudo desenvolvido neste traba-
lho de dissertagao. Como foi mencionado acima, as equagoes com memoria dependendo
do estado correspondem ao modelo mais geral dentre as equagoes com memoria. Sendo
assim € natural e necessario conhecer alguns elementos tedricos basicos sobre a teoria
de equacoes com memoria antes de estudar algum modelo especifico de equacoes com
memoria dependendo do estado. Além disso, as diferentes teorias sobre equacoes com
memoria sao mais gerais do que a teoria de equagoes sem memoria. Dessa forma, este
trabalho esta dividido em dois Capitulos como segue.

No Capitulo 1 apresentamos alguns resultados basicos sobre a teoria qualitativa
de equagoes diferenciais ordinarias sem memoéria, tendo como principais referéncias
[10, 15]. Brevemente, apresentamos alguns resultados sobre existéncia e unicidade de
solugoes, sobre prolongamento de solucoes e sobre dependéncia das condicoes iniciais
para equacoes diferenciais ordindarias descritas na forma

.’I?l(t) = f(tax<t)>a te [O,CL],
z(0) = zg € R",
onde f e C(R"™ R").
No Capitulo 2 apresentamos inicialmente o conceito de equacgoes diferenciais com
memoria, bem como alguns exemplos desse tipo de equagoes. Em seguida apresenta-



mos um estudo sobre existéncia e unicidade de solugoes para equagoes com memoria.
Especificamente, na Secao 2.2 estudamos a existéncia local e global de solugoes para
uma classe de equacoes com memoria dependendo do tempo descritas na forma

{ 2(t) = f(t,a(t —(1))), te0,a]
2(6) = ¢(6), 8¢ [-p.0],

onde f € C([0,a] x R R"), v e C([0,a];[0,p]) e ¢ € C([—p,0];R™). O estudo deste
modelo, nos permitiu ter um melhor preparo para o entendimento dos nossos estu-
dos sobre equacgoes com memoria dependendo do estado. Na Secao 2.3 apresentamos
um primeiro estudo sobre equagoes diferenciais com memoria dependendo do estado.
Especificamente, nesta secao estudamos a existéncia e unicidade de solugoes para um
problema com memoria dependendo do estado da forma

{ l’/(t> = f(t,x(a(t,m(t)))), te [070’]7 (5)
z(0) = ¢(0), 0e[—p,0],

onde f € C([0,a] x R R"), ¢ € C([-p,0];R") e o € C([0,a] x R"; [—p,a]). E impor-
tante observar que os resultados desta secao foram adaptados a partir de alguns artigos
bastante recentes sobre equacoes abstratas com memoria dependendo do estado, como
[6], contando com uma forte colaboragao da professora Michelle Pierri para a adaptagao
e implementacao desses resultados. Na Secao 2.4 estudamos resultados de prolonga-
mento de solugdes e de existéncia de solugdo maximal e global para o problema (5).
Finalmente, na Secao 2.5, como era nosso objetivo, apresentamos um estudo sobre a
existéncia e unicidade de solucoes para equacoes neutras explicitas descritas na forma

2(t) = f(t,2'(o(t, 2(1)))), te[0,a], (6)
zo = ¢ € C([-p,0];R"),

onde f : [0,a] x R - R", ¢ : [-p,0] > R* e o : [0,a] x R" — [—p,a]. Para o

desenvolvimento desta parte do trabalho, iniciamos com o estudo do seguinte artigo:

(1) Grimm, L. J. Existence and continuous dependence for a class of nonlinear neutral-
differential equations. Proc. Amer. Math. Soc. 29 (1971), 467-473, ([8] na
Bibliografia),

um dos artigos pioneiros da teoria sobre equacoes com memoria dependendo do estado.
No entando, observamos que as técnicas utilizadas eram diferentes das que ja haviamos
utilizado em nossos estudos de existéncia e unicidade para equagoes com memoria de-
pendendo do estado. Além disso, percebemos que a partir dos nossos estudos para o
problema diferencial (5), poderiamos obter um resultado de existéncia e unicidade de
solugbes para (6). Destacamos ainda que o resultado, apresentado no Teorema 62, é
inédito, o que valoriza ainda mais este trabalho de dissertacao. Em particular, obser-
vamos que os trabalhos pioneiros sobre equagbes neutras explicitas [2, 8|, apresentam
resultados de unicidade para modelos da forma

{ a'(t) = f(t,x(o1(t, (1)), ' (02(t))), te]0,a],
zo = p € C([—p,0];R"),

o que claramente simplifica o problema.



Capitulo 1

Teoria Qualitativa para Equacoes
Diferenciais

Neste capitulo introduziremos um estudo qualitativo da teoria de Equagoes Dife-
renciais Ordinarias. Teremos como objetivo principal apresentar e provar o cldssico
Teorema de Existéncia e Unicidade via Principio da Contragdao. Além disso, também
veremos alguns resultados que falam sobre o comportamento de um problema de valor
inicial com relagao as condigoes iniciais impostas, bem como resultados sobre prolon-
gamento de solugoes e a existéncia de solugao maximal para este problema.

1.1 Teoremas de Ponto Fixo
Definicao 1. Seja X um espago vetorial. Uma norma em X é uma fungao ||-| : X —
[0,00) que satisfaz as sequintes condigoes:

1. |z =0<xz=0c¢|z| >0 paraxzeX, comz +#0;

2. ||Az| = [N||z| para A\e R e x € X;

3. |z +y| < |zl + |yl para x,y,€ X (Desigualdade Triangular).
O par (X, | - |) é chamado de espago vetorial normado.
Defini¢ao 2. Uma sequéncia (T,y,)men em R™ converge se eziste a = lim,, o Ty .

No que segue deste trabalho, por facilidade de notagao, poderemos utilizar (z,,)m
para denotar uma sequéncia (', )men-

Defini¢ao 3. Uma sequéncia (z,,), em R™ chama-se sequéncia de Cauchy se, para
todo € > 0, existe N. € N tal que, se m,k > N, entao, ||z, — x| < €.

Definicao 4. Um espago vetorial normado (X, | - |) € chamado de completo se todas
as sequéncias de Cauchy convergem em X. Mais ainda, um espac¢o vetorial normado
completo (X, | -|) € chamado de Espago de Banach.

Exemplo 5. E facil mostrar que R” é um espaco de Banach com a norma euclidiana

convencional
n
N
j=1

4



onde x = (x1, T, ..., x,). De fato, seja (x,,), uma sequéncia de Cauchy em R™. Entao,
para qualquer € > 0 dado, existe N, € N tal que, se m, k > N, entao,

n
k
lom —arl = | D™ — 2P|z < e
j=1

= Z ngm) — x§-k)H2 <€
j=1

= wﬁ“—x|ﬁ ¢, Wi=1--n
= ngm) xj H<e, Vi=1,---,n.
Desta forma, temos que, para cada j = 1,--- ,n, a sequéncia (:L’;m))m é de Cauchy

em R, que é completo. Portanto, (xg.m))m converge para cada 7 = 1,--- ,n. Dal segue

que (Z,)m converge em R™ e que R™ é completo e, portanto, de Banach.

Defini¢ao 6. Seja (z,,),m uma sequéncia de fungoes de I < R em R™, ou seja, para
cada m € N, z,,, : [ — R™. Dizemos que (x,,),, converge uniformemente para x :
I — R", se para todo € > 0, existe N, € N, tal que, se m = N, entdo ||x,,(t)—z(t)| <,
para todo tel.

Segue da definicao acima que, uma sequéncia de fungoes z,, : I — R", com [ < R,
converge uniformemente para x se, e somente se,

lim ||z, — | = lim (sup |z, (t) — z(t)]) =
m—0 ey

m—00
Proposicao 7. O limite uniforme de fungoes continuas € continuo.

Demonstragao. De fato, suponha que a sequéncia de fungoes continuas (z,,)m
converge uniformemente para x : I — R”, com [ < R. Entao, dado ¢ > 0, existe
N, € N tal que, se m = N,, entao

H%Aw—x®H<§, Vel

Como x,, é continua em I para todo m € N, segue que, para o mesmo ¢ > 0 dado,
existe 0. > 0 tal que, se |t — to| < J,, entdo

€
Jox. (t) = ox, (to)]| < 5.

Assim, temos que para qualquer € > 0 dado, existe §. > 0 tal que, se |t —ty| < d, entao

|z(t) —z(to)ll = [=(t) = 2n.(t) + 2n.(t) — 2N, (to) + 2N (to) — 2(to)]|
< H (t) oy, ()] + llzn. () — 2n (o) | + |lzn. (to) — z(to) |
< § + g + %
Portanto, x é continua. [ ]



Exemplo 8. Seja [ um intervalo fechado e considere o conjunto C(I;R) das fungoes
continuas de I em R. C'(I,R) é um espago vetorial. Além disso, C'(I,R) se tornard um
espaco normado se definirmos

|z = sup [x(t)].
tel

Verifiquemos primeiro que a funcao acima é realmente uma norma.
(i) B claro que z = 0 < z(t) = 0,¥t € I < |z = sup,; |z(t)| = 0.
(i) [Az] = supye; [Az(t)] = |Alsupies [2(2)] = [Al]].

(iii) Note que

lz+y| = sup|z(t) +y(t)]
tel

ﬁyM@%HMW)

sup [z(t)[ + sup [y(t)]
tel tel

lz] + Tyl

NN

Estudemos agora a convergéncia neste espago. Veremos que C(I;R) com a norma
definida acima é um Espago de Banach. Suponha (z,), seja uma sequéncia de
Cauchy em C(I;R). Entao, é facil ver que que (z,(t)), é uma sequéncia de Cauchy de
nimeros reais para qualquer ¢ fixo. Em particular, como R é completo existe o limite
de z(t) para cada t € I. Por outro lado, fazendo m — oo em

|z, (1) — 2 (1)] < e, n,m> N, tel,
vemos que
|z, (t) —z(t)] < e n>N,tel,

que mostra que x,(t) converge uniformemente para z(t).

Entretanto, ainda ndo sabemos se z(-) estd no espago vetorial C'(I;R) ou nao, isto
é, se ela é continua ou nao. Mas, como z(-) é o limite uniforme de fungoes continuas,
pela Proposicao anterior, temos que x(-) é continua. Entao, z(-) € C(I;R) , e assim
todas as sequéncias de Cauchy em C(I;R) convergem. Logo, C'(I;R) é um Espaco de
Banach.

As ideias no Exemplo acima e o préximo resultado nos permitirao dar uma prova
facil e transparente para o Teorema de Existéncia e Unicidade.

Definicao 9. Um ponto fixo de uma funcio K : C < X — C € um elemento x € C' tal
que K(x) = x. Além disso, K é chamada contragao se eziste uma constante 0 € [0, 1)
tal que

|K(z) = K(y)| < 0lz —yl, 2,y e C.

Teorema 10. (Principio da Contragio) Seja C' um subconjunto fechado (ndao vazio)
de um espaco de Banach X e seja K : C'— C uma contragao, entao K tem um inico
ponto fixo x € C'. Além disso,

01’),
1-46

|K"(2) - 2] < ——|K(2)—a|, czeCneN. (L1)



Demonstragao. Provemos inicialmente a unicidade. Para isso suponha que z =

K(z) ez = K(T). Entao,
|z =2 = [K(x) - K@) <0z — 2|,
o que implica que
|z — [ < 6]z — 2.
Se r # T temos que |z — Z| # 0. Logo,
|l — 2| <Oz — 2| =0 =1,

o que é um absurdo, pois como K é uma contragao, temos que 6 € [0,1). Logo =z = 7.

Vejamos agora a existéncia. Fixe xg € C' e considere a sequéncia z, = K"(zg). Note
que

|Zn1 —wn| = K () — K(zn1)| < 0|2 — 20a],
eHK(xn—l) - K(xn—2>“ < 92”3371—1 — Ty,

O)xn — 2n_1]

0" g —a]| = 0" K(21) = K(o)| < 0”1 — 2ol
Entao,
|2n i1 — 20| < Oz — 2pa| < 07201 — Tpsof <. <01 — o
Disso e da desigualdade triangular obtemos (para n > m)

|Zn = Tm| < 2w — 2ol + |21 — oo + oo+ |Tma1 — T

~
< 0 ay — ol + 0" Pz — ol + .-+ 071 — o

n—m—1
< 0" Y an — o
j=0
< Ll —zl
< ——|lx1 — xol,
g1 — o
ou seja,
o — ] < <1 — o] (1.2
Agora, como 6 € [0, 1), dado £ > 0, sabemos que existe um N, > 0 tal que
Qm
1_9Hx1—x0H<5, m > N..
Logo,

|xn — | < e,m,m > N. (pois n > m).

Assim, (z,), é uma sequéncia de Cauchy em C' e tende a um limite T € C, pois C' é um
espago de Banach. Além disso, como K é continua (pois K é uma contrac¢ao) temos
que

|K(Z) — Z| = |K(lim z,) — lim x,| = | lim 2,,1; — lim z,| = lim |z, —2,|| =0,
n—o0 n—o0 n—aoo n—o0 n—o0
pois (z,), é de Cauchy. Isto mostra que T é um ponto fixo e a estimativa (1.1) pode

ser obtida depois de tomar n — o0 na expressao (1.2).
|



Observacao 11. Da teoria de andlise sabemos que todo subconjunto fechado de um
espago de Banach também é um espago de Banach. Isto garante que a sequéncia (z,,),
do Teorema 10 converge para um ponto em C', pois C' é fechado em X.

1.2 Teorema Fundamental de Existéncia e
Unicidade

Iniciamos introduzindo o conceito de funcao localmente Lipschitz.

Definicao 12. Dizemos que uma funcgdo f : U — R™, com U < R"*, ¢ localmente
Lipschitz quando, para cada (tg,x0) € U existe uma vizinhanga V' de (to,xo) e uma
constante L, 2, tal que

Lf(t1, 21) — f(t2, 22)| < Liggwo) ([tr — to| + |21 — 22]), ¥V (t1,21), (2, 22) € V.

Queremos agora usar os conceitos da secao anterior para mostar a existéncia e
unicidade de solugoes para o seguinte Problema de Valor Inicial (P.V.1.)

{ 2/ (t) = f(t, z(t)) (1.3)

[L’(to) = X

Suponhamos f € C(U,R"), onde U é um subconjunto aberto de R"*! e (tg, z0) € U.
Note que integrando (1.3) em relacdo a t temos

f #'(s)ds = f (s, 2(s))ds = x(t) — x(to) = f f(s,2(s))ds,

ou seja,
x(t) = xo + L f(s,z(s))ds. (1.4)

A seguir tomaremos ty = 0 e consideraremos apenas o caso em que t > 0 para
simplificar a notacao. Mas o raciocinio é o mesmo para t < 0 e para ty € R.
Comecamos definindo

K(x)(t) = o + Jo f(s,x(s))ds.

Tomando X = C([0,T],R"), (onde T serd devidamente determinado), com a norma
|| = maxyefo,rq |2(t)||, podemos ver que K : X — X.
Agora encontraremos um subconjunto fechado C' de X tal que K : C' — C. Tente-
mos uma bola fechada de raio § centrada em xy, onde 6 > 0, deve ser determinado.
Vamos considerar V' = [0,T] x Bs(z¢) < U, onde Bs(zg) = {z € R" : |x — x| < d}.
Logo, se o grafico de x estiver contido em V| isto é, se {(¢,z(t)) : t € [0,T]} < V, entédo

[ K (2)(t) — o] < L!f(sax(S))!dS

< max T,2)|ds
- ma ()|



<t t,x)|,
égi§¢f( )|

ou seja,
| K (%)(t) — ol <t max [ f(t, ).
(t,x)eV
Note que o maximo existe porque f é continua e V é compacto. Assim, para t < T,
onde

0
%=m%ﬂﬁy M=£%W@Mh
temos que
| K (z)(t) — xol| <t max [|[f(¢,z)| < To.M <0,

(t,x)eV

e assim o grafico de K(x) estd contido em em V.

Logo, escolhemos X = C([0,7,],R™) como nosso espago de Banach com a norma
|| = maxefo,r |2(t)] e C = {x € X : ||z — 0[] < 6} como nosso conjunto fechado,
entao K : €' — C.

Agora precisamos mostrar que K é uma contracao. Para isso note que para todo
te [O, To]

ume—K@wm<Lu@u@w¢@mmw&

E claro que |f(s,2(s)) — f(s,y(s))| ¢ pequeno se |z(s) — y(s)| também é. Mas
note que isto nao é sufuciente para “estimar” a integral acima. Para isso precisamos
da seguinte condicao.

Suponha que f seja localmente Lipschitz continua na segunda variavel, unifor-
memente com respeito a primeira, isto é, para todo conjunto compacto V' < U temos

que
| £t x) = [t y)

L= sup < 0.
(t,0)A(Ly)eV |z — ||

Entao, para z,y € C, x # y e s € [0, Tp], observamos que

(i) se z(s) = y(s), entdo
[£(s,2(5)) = f(s,5(s))| = 0 = Llz(s) —y(s)| < Lz = yl;

(i) se x(s) # y(s), entao

st - sG] = LRI I -y
< sup ||f(t,$) : f(tay)H HCL’(S) _ y(s)”
(t2)£(ty)eV |lz =y
< Llz —y|

Logo, podemos concluir que para x,y € C, z # y e t € [0, Tp],



fo |f(s,2(s)) = f(s,5(s)lds < Lt|z —y|| < LTo|x —y].
o que implica que
| K (2)(t) = K(y)@)] < LTo]lz -yl z,y e C, te[0,T],

e, portanto, que

| K () = K(y)| < LTo|x -yl z,yeC.

Escolhendo Ty < L~! podemos ver que K é uma contracao e, portanto, pelo principio
da contra¢do K possui um tnico ponto fixo, que serd a unica solugao do P.V.I. (1.3).
Isto prova o seguinte Teorema de Existéncia e Unicidade.

Teorema 13. (Picard-Lindeldf) Suponha que f € C(U,R"™), onde U é um subconjunto
aberto de R"™ e que (tg,m9) € U. Se f € localmente Lipschitz continua na sequnda
variavel, uniformemente com respeito a primeira, entao existe uma unica solugao local

do P.V.L
{ v'(t) = f(t, (1)),
ZE(to) = Xy-.

Lema 14. Suponha que f € C*(U,R"), k > 1, onde U é um subconjunto aberto do
R e que (tg,z0) € U. Entdo, a solugio local T(-) do P.V.I. (1.3) é de classe C**1.

Demonstragao. Do P.V.I (1.3) segue que Z(-) € C'. Mais ainda, escrevendo
z'(t) = f(t,7(1)),

e usando que f € C! obtemos

—f( z(t) =2"(1),
o que implica que T € C%. Procedendo dessa forma vemos facilmente que, como f €
C*(U,R™), entao
FO () =700 (),

o que mostra que T € C*+1, [ |

1.3 Algumas Extensoes

Nesta secao queremos obter algumas extensoes do Teorema de Picard-Lindelof.
Para isso, iniciamos com uma generalizacao do principio da contragao

Teorema 15. (Teorema de Weissinger) Seja C' um subconjunto fechado nao vazio de
um espaco de Banach X. Suponha K : C — C' que satisfaca

| K™ () = K™(y)]| < bnlz =yl z,yeC, neN,
com >, 0, < w. Entdo, K tem um tinico ponto fixo T tal que

0
|K™(z) —T|| < (Z >|K ) — z, zeC, neN.

10



Demonstragao. Mostremos inicialmente a unicidade. Suponha que z,z € C' sejam
dois pontos fixos de K, isto é, x = K(z) e ¥ = K(Z). Entao, temos que

K'z)=K"YK()=K"'2)=-=K(z)=x

K'@) =K"YK@)=K"'3)=---=K(@) =1
Assim,
|z = = |K"(z) = K"(@)] < O]z — Z.

Sex # 7T, entdo |r —Z| >0e
o =3 < Oulo — 7| = 0> 1, neN,

. . o0 . . 4 .~ ~
o que implica que ), ", 6, diverge e isso é uma contradigao. Logo, x = T.

Provemos agora a existéncia de ponto fixo. Para isto fixemos zy € C' e consideremos
a sequéncia (z,),, onde para cada n € N, z,, = K"(z). Entao,

[ni1 = @] = [ K" (K (20)) = K™ (w0) | < 0n[ K (x0) — o] = Onflzr — 20, n €N,

ou seja,
|Zp41 = 20| < Op]z1 — 20f, nEN.

Dado ¢ > 0, tome L = L(¢) > 0 tal que 3,2, 0; < e. Entao, tomando n > m > L
temos

|Zn — Zmll < |70 — Toal| + [T — Tna| + oo+ [T — T
< Hn—lel — $0H + 9n_2Hx1 — I()H + ...+ Gmel — JIOH
n—1
< (X 91) |1 — o

N
s

9i> |1 — o]
9¢) |71 — 2o
L

< glwy — x|

i
3

RgE

<

S
Il

Logo, (z,), é uma sequéncia de Cauchy que tende para um limite Z. Além disso, como
K é continua temos que

|K(Z) —Z| = |K(lim z,) — lim z,|| = | lim 2,41 — lim z,,| = |Z —Z| = 0,
n—o0 n—0o0 n—0o0 n—00

o que mostra que K (z) = Z.
Finalmente, fazendo n — o na desigualdade

0
|n — 2m < (Z 91-) |1 — @0l
t=m

11



obtemos

|7 = K™ (o) < (Z 9i> | K (o) = wol| = [ K™ (w0) — 7| < (Z 9z') | K (o) — o-

=m

Como xq € C' é arbitrario, podemos concluir que

|K™(z) — T (29)\}( ) — x|, zeC, meN.

Nosso objetivo agora é utilizar o Teorema de Weissinger para fazer a demonstragao
do Teorema de Picard-Lindelof e com isso conseguimos evitar a restricao Ty < L.

Teorema 16. (Picard-Lindeldf) Suponha que f € C(U,R"), onde U é um subconjunto
aberto de R™*! e que f seja localmente Lipschitz continua na sequnda varidvel. Escolha
(to,z0) €U, § >0 e T >ty tal que [ty,T]| x Bs(xg) < U. Sejam

t
Mo = [ s |fsallds e
to 2€Bs (o)
t — f(t
- ap Mo =)
z#y€eBs (o) HI - yH
Note que M(-) € nao decrescente e defina Ty := sup{T > t, : M(T) = §}. Entdo, a
solugdo local T do P.V.I. (1.83) € dada por

7 = lim K" (x0) € C*([to, Tp], Bs(w0))

n—o0

onde, para cada x € C, (K™()), = (x,)n € a sequéncia definida por

K(a)(t) = K(K™ (2)(t) = K (£0-1)(£) = 20+ f £(5, Eas(5))ds.

Além disso, para x(t) = xo(t) = xo, t € [to, To], vale a sequinte estimativa:

To
L(s)ds)"
sup (1) — K"(o(t))] < (i L))" o
t0<t<To n'

yis f If(so(s)ds. (1)

Demonstragao. Para simplificar a notagao vamos tomar ¢y = 0. Nosso objetivo
¢ verificar as condigoes do Teorema de Weissinger escolhendo X = C([0,75],R") e
C = C([0,To], Bs(rg)) € X. Primeiramente, se x(t) € Bs(rg) para todo t € [0,Tp],
temos que

[ K () (t) = 2ol < L [£(s,2(s))lds < M(t) < M(Tp) =9,

isto é, K(z)(t) € Bs(xo) para t € [0,Tp], o que explica a escolha de Ty. Agora, como na
demostragao do Teorema 13, vemos que para x,y € C, © # v,

|K(2)(t) - K(y)®)] < L [£(s,2(s)) = f(s,y(s))|ds



< J L(s) sup |lz(7) —y(7)|ds

0 7€[0,s]
< Li(t) sup [a(r) —y(7)],
7€[0,70]

onde Ly (¢ So s)ds. Além disso, observando que L(t) = L (t) e que { L1 (s) L} (s)ds =

[Z10)

5 E oy C e, novamente argumentando como no Teorema 13, obtemos

| K2 () (1) — K2 (y)(1)]

N
ﬂh
= o
0

>

=

Va)

Te Ot
< sup |z(7) —y(r |J Li(s)Ly(s
Te Ot
(L1(t))?
< B s o) - (o)
TE[U,To]

Logo,

| K2 (@) (t) = K*(y)(1)] <

Agora, por inducao, suponhamos que

n n L
| K™ (2)(t) = K" (y)(0)] <
e provemos que a férmula vale para o caso n + 1. De fato,

|K™ @) () = K™ (y)@)] < J [f (s, K"(2)(s)) = f(s, K" (y)(s))]ds

N

L(ﬂW%M) K™(y)(s)]ds
LMJMQ”mmMU y(r)ds

n: T€[0,s

N

N

sup ()=o) [ 246

T€[0,t]

<(ﬁ@§:$%xm—wﬂ.

13



Portanto, provamos que
n n 1
| K™ (2)(t) = K™(y) ()| < ~— 7
de onde segue que

Li(t))"
sup |K™(x)(t) — K™(y)(t)| < sup ) 1(,)) sup | z(r) —y(7)],
te[0,To] te[0,To] n: T€[0,T0]

e, se considerarmos que estamos usando a norma do supremo, obtemos

(@) - () < L0y (16)

Para que todas as condicoes do Teorema de Weissinger sejam satisfeitas, resta veri-
©  (La(To)"
ficarmos que >}~ -~ < 0. Agora, observe que

lim (Ll(To))n+1 TL'
n—o| (n+ 1) (L(Tp))»

Lyi(Ty)
n+1

= lim
n—0o0

=0<1,

(L1 (To)"

o que implica, pelo teste da razao, que Y., -~ < o0. Com isso mostramos que K
satisfaz as condi¢oes do Teorema de Weissinger e, portanto, concluimos que K : C' — C'
possui um tnico ponto fixo.

Finalmente, verifiquemos a estimativa (1.5). Pelo Teorema de Weissinger temos que

L (T
| K" () — 7| < Z <1(j—OD|K( y—z|, VYzeCneN.
j=n
Como Z jTO)) é convergente, temos que lim,, Z;)O:n (ngo))j = 0, o que implica

que HK”( ) - 3:|| — 0, quando n — . Agora,

sup [K"(z)(t) — (1)

te[0,To]
. (Z w) ap K@) - (0]

jl

j:TL tG[O,TO]
00]
(L T
(Z L ) sup on+st$ )ds — (1)
j=n te[0,T0]
(L1

- (o

Em particular, se z = xy em [0, Tp], temos

sup [ (an)(0) )] < (PR 0 [ (s o)) s

tG[O,T()] In" 0

- (M) oI L(s)ds L " 1£(s, 2o (s)) |ds.

n!

(T )) )eSO s sup | f(s,x(s))dS-i-%—x(t)H-

tef0,70]  Jo

14



(1.7)

Logo,
To1(5)ds)™ T, To

s K7 a) () =10 < (w> o 20 [ s, 25,

0 que completa a demonstracao.
Se f(t,x) esta definida para todo x € R™ e podemos encontrar a constante global de

Lipschitz, entao podemos dizer mais sobre o intervalo de existéncia da solu¢ao, como
Veremos a seguir.

Corolério 17. Suponha [ty,T] x R* < U e

JT L(s)ds < oo; L(t) = sup ) Z )l

0 weyern T =yl

entao, a solu¢ao T, encontrada no Teorema 10, estd definida para todo t € [to, T]. Em
particular se U = R"™! (ou seja, [to,T] =R) e

J_TT L(s)ds < oo

para todo T > 0, entao T estd definida para todo t € R.

Demonstragao. Como, neste caso, f esta definida para todo x € R™ podemos
tomar X = C([0,T],R") e C = C([0,T],R™), ou seja, ndo nos preocupamos com a
escolha de Tj e também 6 = o0. E com isso a Demonstracao segue como a anterior.

Para o caso particular Tomamos X = C' = C(R,R") e também podemos proceder
como antes.
[

1.4 Dependéncia da Condicao Inicial

Na maioria dos casos os dados conhecidos sobre um determinado problema sao
aproximacoes. Se nods tivermos um problema bem colocado entao pequenas mudancas
nos dados resultara em pequenas mudancas da solucao. Isso serd mostrado no préximo
teorema, mas antes disso vejamos alguns pontos importantes sobre a desigualdade de
Gronwall.

Lema 18. (Desigualdade de Gronwall) Seja o« > 0 wuma constante e u,v fungoes
continuas nao negativas no intervalo [a,b] satisfazendo

t
u(t) < a+ J u(s)v(s)ds, a<t<b.
Entao,
t
u(t) < ovela V)5, a<t<b

15



Demonstragao. Seja R(t) = a + SZu(s)v(s)ds. Entao, R(a) = a e u(t) < R(t).
Agora, pelo Teorema Fundamental do Calculo temos que

R'(t) = u(t)v(t) < R(t)v(t).
Multiplicando a expressao acima por e~ Jav()ds ghtemos
R/(t>€7 §¢ u(s)ds < R(t)v(t)ei 5t v(s)ds’
de onde segue que
t t
R'(t)e av®)ds _ R(t)u(t)e s < 0,
Entretanto, note que

R/(t)e_ SZv(s)ds _ R(t)v(t)e_ SZ v(s)ds _ i

o)

o que implica que

d
dt
Integrando a desigualdade acima obtemos

[R(t)e—ﬁ”(s)ds] <0,

R(t)e %@ _ R(a) < 0.

Como R(a) = « temos que
R(t) < aelav(s)ds

Finalmente, como u(t) < R(t) concluimos que
u(t) < aela V().

[
Como consequéncia da desigualdade de Gronwall chegamos ao seguinte resultado.

Proposicao 19. Se «, 3,7 > 0, u(-) € nao negativa e

u(t) < a+ L (Bu(s) + ~v)ds, te[0,T],

entao,

u(t) < ael + z(eﬁt —1), te[0,7T].

B

Demonstracgao. Por hipdtese temos que

ww<a+LwM@+ww,

que é equivalente a escrever



Somando % em ambos os lados da desigualdade acima obtemos

u@+—<a+%+£ﬂﬁ@+%%.

Definindo @(t) := u(t) + § podemos escrever a tltima expressdo como

mwg(a+%>+£ﬁmg@,

e, pela desigualdade de Gronwall, obtemos

(1) < <a + %) el Bds.

S

o que implica que

Y gt , VBt
u(t) + = < ae” + —e.
(t) 3 5

e, portanto,
u(t) < e’ + %(eﬁt —1).

Com isto podemos mostrar que o P.V.I. (1.3) é bem posto.

Teorema 20. Suponha que f, g€ C(U,R"), onde U é um aberto de R"™' e que f seja
Lipschitz com constante de Lipschitz L > 0. Se (tg,xo), (to,%) € U e x e y sdo as
respectivas solugcoes dos P.V.1’s

{y@:f@ﬂm {y@=gwmm

#(to) = o y(to) = v,
e M = sup( ey | f(t,2) — g(t, )| < o0, entdo
M
Jo(6) — 5O < o — sollete=l + L esini _ 1)

Demonstragao. Para simplificar a notagao, novamente tomamos to = 0 et € [0,T].
Entao,

J2(t) — y(t)] = m+Lf@ﬂmm—%—fg@mm@

0

< oo =0l + [ 17(sv(5) = oo, y(s)) s
Mas,

[ (s, 2(5)) = g(s,y(s))

[£(s,2(5)) = F(s,5(5)) + f(s,5(5)) — g(s,y(s))
[£(s,2(5)) = fs, ()] + [ (s, 9(s)) = 9(s,5(s))]
Lljz(s) —y(s)| + £ (s,5(s)) = g(s,y(s))]

Lljz(s) = y(s)| + Sup 1£(s,u(s)) = g(s,y(s))],

NN N
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de onde concluimos que

t

lz(8) = y(@®)] < |zo = wol + L (Llx(s) = y(s)| + M)ds.

Agora, pela Proposicao 19 temos que

M
Jo(t) = y(E)] < o — golle? + —(e* — 1),

Observe que denotando a solucao do P.V.I. (1.3) por ¢(t, ) e considerando o caso
especial em que f = g teremos os seguintes P.V.I's

{ () = f(t,2(t)) { 2(t) = f(t, ()
x(to) = xo x(ty) = x1.
Logo, pelo Teorema 20 obtemos

[6(, 20) — &(t, 21)]| < Jlzo — @™, (1.8)

o que mostra que ¢ depende continuamente da condicao inicial. Note ainda que esta
limitacao depende exponencialmente de ¢.

Teorema 21. Seja f € C(U,R™) localmente Lipschitz na sequnda varidvel, uniforme-
mente com respeito a primeira. Em torno de cada ponto (to, zo) € U, podemos encontrar
um conjunto compacto I x B < U, tal que ¢ € C(I x B : R™). Além disso, ¢ € Lipschitz,
satisfazendo

I6(t.) — o5 9)] < | =yl + |5 — ¢} , (19)
onde
t — J(t
R T M= max |l
(t,z),(t,y) eI x B |z =yl (t)eIx B
T #Yy

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que existe tal compacto [ x B para
cada (to,zo) € U, tal que ¢ existe para todo (t,x) € I x B. Para tanto, vamos utilizar
as mesmas ideias utilizadas na demonstracao do Teorema 13. Queremos encontrar um
intervalo [0,7}] e uma bola B = By, (), tais que, a solugdo do PVI com condigao
inicial x € B existe para todo t € [0, T}].

Seja (to, xg) € U e considere tg = 0, I = [0,T1] e yo € B = By, (20), onde T} = %
e b = g, com Ty e ¢ definidos como no Teorema 13. Observe que V; = I x B <
[0, T0] x Bs(zg) = V. Queremos mostrar que a solu¢ao do P.V.I.

{ a'(t) = f(t 2(1)),
CU(O) = Yo,

denotada por ¢(t,yo) existe e é inica. Defina a fun¢ao K : C' — C([0, T3], R™) como no
Teorema 13 onde C' = {z € C(I : B); |z — yo| < 01}. Assim, para z € C et € I, temos
que

IK(@)(#) — ol < f 1£(s,2(s))]ds
18



t

max t,x)|ds
e 1£(t.2)]

< tM
< MT,.

N

Agora, da continuidade de f, temos que existe M’ = SUp; )0 7]x Bs (zo) £ (5, )| Além
disso, temos que

M= max |f(t2)]< sup | f(s, )| = M".
(t,x)eIx B (s5,2)€[0,To] x Bs (o)
Assim,
Ty, 6
MT, < M'=2 = =,
2 2

o que implica que
[K(@)(t) —wo| < MTi <
Portanto, K(z) € C, o que implica que K : C' — C, onde C é um espago de Banach.

Agora, como na demonstracao do Teorema 13, para quaisquer x,y € C, x # y, e
te [O, Tl]

t
|Kz(t) — Ky(t)] < L [ f(s,2(s)) = f(s,y(s))llds

t

< | Llats) - uts)lds
0

< Lt|z —yl,

o que implica que
|K(z) - K(y)| < LTi[z —y| < LTo|z —yl.  z,yeC.

Assim, como Ty < L™, podemos ver que K é uma contracao e, portanto, pelo principio
da contracao K possui um tnico ponto fixo. Dai segue que o P.V.I. acima tem solugao
tnica no intervalo [0,7}]. Como a escolha de 77 nao depende de yy, temos que para
todo yp € B = Bs, (z0), a solucao existe e é tnica para todo t € [0,T}], ou seja, ¢(t, z)
existe para todo (t,z) € I x B.

Resta agora mostrar a relagao (1.9). Para tanto, basta observar que, usando (1.8),
obtemos que

||¢(t,$) - ¢(Sa y)” < ||¢(t>$) - ¢(t>y)” + HQS(t, y) - ¢(S7y)||
élm—yewt“+ff&¢0wﬂwl
< o — yleHtol 4 |5 — 1,

0 que completa a prova.
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1.5 Prolongamento e Solugoes Maximais

Nesta secao estudaremos o prolongamento e existéncia de solugdes maximais para o

P.V.L ) , ;
(= o eea=te0 o

onde f e C(I x A;R™), f(-) é uma fungao localmente Lipschitz, 0 € I, a pode ser —co,
b pode ser 0 e A é um aberto de R"™.

Inicialmente, notamos que as solugoes de (1.10) podem néao estar definidas em todo
o intervalo (a,b), mesmo sendo I = R. Isto nos leva a questionar sobre o intervalo
méaximo onde uma solu¢ao de (1.10) pode estar definida. Dos resultados da secao
anterior, sabemos que existe uma tnica solugao x : [¢, d] — R™ do problema (1.10) para
algum intervalo [¢, d]  (a,b) com 0 € [¢,d]. E claro que a funcéo Tygq ¢ [0,d] — R ¢
uma solucao do problema de evolugao

{ () = f(ta(t), te[0b), (1.11)

0,d]

():IoeA,

onde f € C([0,b) x A;R™). Dessa forma, para evitar notagoes excessivas e motivados
pelos nossos proximos estudos sobre equagoes com memoria, no que segue desta secao
restringiremos nossos estudos sobre prolongamento de solugoes e sobre a existéncia de
solugbes maximais para o problema de evolugao (1.11). Notamos que o caso geral, pode
ser estudado de forma similar aos resultados que serao apresentados a seguir.

Usando as ideias que permitiram mostrar a existéncia de solugao para o problema
(1.11), obtemos o seguinte resultado simples sobre prolongamento de solugoes.

Lema 22. Suponha que u e C([0,d]; R™) seja uma solugdo do problema (1.11). Entao,
existe 6 > 0 e uma dnica solugao v € C([0,d+ J]; R™) do problema (1.11) tal que u = v
em [0,d].

Demonstragao. Usando o mesmo argumento que permite provar a existéncia de
u(-), podemos mostrar a existéncia e unicidade de uma solugao w € C([d,d + 6];R"™) do

problema
2(t) = f(t,x(t),  teldd+d],
{ +(d) = u(d). (1.12)
Defina agora a fungao v : [0,d + 6] — R" por v(t) = u(t) para t € [0,d] e v(t) = w(t)
para t € [d,d + ¢]. Como u(-) e w(-) sdo continuas e u(d) = w(d), segue que v(-) é um
fungao continua. Mais ainda, como v(-) = u(-) em [0, d], é claro que v(-) é uma solugao
do problema (1.11) em [0, d]. Além disso, para t € [d,d + ¢] temos que

v(t) =w(t) = u(d)+ Ltf(s,w(s))ds

= o+ J f(s,u(s))ds + f f(s,w(s))ds
a ’
= zo0+ Jo f(s,v(s))ds + L f(s,v(s))ds
= o+ J; f(s,v(s))ds, (1.13)
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o que mostra que v(-) é uma solucdo de (1.11) em [0,d + J] e uma extensdo, um
prolongamento, da soluc¢ao u(-). Isto prova a primeira parte do lema.

A unicidade da solugdo v(-) é uma consequéncia do fato que f(-) é uma fungao
localmente Lipschitz. De fato, suponha que z € C([0,d + 6]; R™) também seja uma
solugao de (1.11) em [0,d + d]. Como as fungoes v(+) e z(+) sdo continuas em [0, d + J],
segue que V' = {v(t), 2(t) : t € [0,d +J]} é compacto e esta contido em A. Seja Ly > 0 a
constante de Lipschitz de f(-) em [0,d+ 0] x V. Nas condigoes acima, para t € [0, d + ¢]
vemos que

o) =z@) | < | [ fs,v(s)) = f(s,2(5)) [| ds
< Ly | ||v(s)—2(s) | ds, (1.14)

o0 que nos permite mostrar que v(t) = z(t) para todo t € [0, d+ 0] usando a desigualdade
de Gronwall. Isto completa a prova.
]

Definicao 23. Uma solugao u € C(I;R™) do problema (1.11), onde I < [0,b) é um
intervalo contendo 0, é chamada solu¢ao mazimal de (1.11) se nao existe uma solugdo
v:J — R"de (1.11) tal que I < J e w = v em I. Neste caso usamos a nota¢ao
I = @ax.

Usando o Lema 22, podemos mostrar o seguinte resultado.

Teorema 24. Se f ¢é localmente Lipschitz continua na seqgunda variavel, uniformemente
com respeito a primeira, entao existe uma unica solu¢ao mazximal u : Ih.e — R™ de

(1.11).

Demonstracao. Para mostrar a existéncia de uma solucao maximal, usaremos o
Lema de Zorn. Suponha que (uy)xeq seja uma cadeia ordenada de solugoes do problema
(1.11) no seguinte sentido: uy < u, se o dominio D,, de u, estd contido no dominio
D, de u, e uy = uy em D,,. Definindo a fungao u : UyeqDy, — R" por u(t) = ux(t) se
t e D,,, obtemos uma solucao de (1.11) tal que u, < u para todo A € €. Isto permite
usar o Lema de Zorn, garantindo que existe uma solugao maximal u : [, — R™ do
problema (1.11).

Para finalizar, mostremos que u(-) é a tnica solugdo maximal. Suponha que w :
Inaxw +— R" seja uma solu¢ao maximal e que Inax © Imaxw. Seja a > 0 tal que
[0, a] € Iax € Ly a constante de Lipschitz de f(-) em [0,a] x V, sendo V' = {u(t), w(t) :
t € [0,al}. Parate [0,a] temos que

| w(t) - u(t) < j | (s, w(s)) — f(s,u(s)) || ds < Ly f ) w(s) — u(s) || ds,

o que nos permite concluir, pela desigualdade de Gronwall, que u = w em [0, a]. Como
a é arbitrario segue que u = w em D,. Mais ainda, como u(-) é uma solugado maximal,
segue que Inax = Imaxw-

Se Imaxw © Imax, podemos usar o mesmo argumento anterior para mostrar que
u=wem D, e que In,x = Inaxw- Isto completa a prova.
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[ |
No préximo resultado, estabelecemos uma condicao necessaria e suficiente para que
uma soluc¢ao u : I — R™ de (1.11) seja uma solugdo maximal.

Proposicao 25. Seja I < [0,b) um intervalo contendo 0 e suponha que d = sup I < b.
Entao, u : I — R™ é uma solu¢ao mazximal de (1.11) e I = Iyax Se, e somente se,
limy_,q f(t,u(t)) ndo existe.

Demonstragao. Suponha que u : [ = [,,, — R" seja uma solugao maximal de
(1.11) e que limy;_,4 f(¢,u(t)) exista. Entao, é facil verificar que

gxcllu( —x0+g%ffsu ds-xo—i—stu

Ou seja, lim;_,qu(t) existe e

d
limu(t) =zo+ | f(s,u(s))ds.
t—d 0
Assim, definimos a fungao @ : [0,d] — R"™ por u(t) = u(t) se t € [0,d) e u(d) =
lim;_,q u(t). Da definicdo de u vemos que

u(t) = xo + Jo f(s,u(s))ds

para todo t € [0, d], o que implica que @ é uma solucao de (1.11) em [0, d]. Mais ainda,
usando o Lema 22, obtemos uma solucao de (1.11) definida sobre algun intervalo [0, d+ 4]
o que é contrario & maximalidade de u(+). Assim, concluimos que lim; .4 f(¢,u(t)) nao
existe.

Por outro lado, de forma similar, suponha que lim;_4 f(¢,u(t)) nao exista e que
u : I — R™ ndo seja uma solugao maximal de (1.11). Entao, por definigao, existe uma
solugdo uw : [0,d] — R™ de (1.11), onde @ = u em [0,d) e u(d) = lim;,qu(t). Isto
implica que lim;_,4 f (¢, u(t)) existe, o que é uma contradigdo com nossa hipdtese.

n

Nos seguintes resultados sao apresentadas condi¢oes de modo que uma solucao ma-

ximal de (1.11) esteja definida em [0, b).

Lema 26. Suponha que u : [0,d) — R™ com d < b seja uma solugao de (1.11) e que
exista um congunto compacto C' < A tal que u(t) € C' para todo t € [0,d). Entao, eriste
e >0 e uma extensao u : [0,d + €| — R" de u(-). Em particular, se u(-) é uma solugao
mazimal de (1.11) e C < A é um compacto tal que u(t) € C para todo t € [0, d) entdo
d="0.

Demonstracgao. Para provar o resultado usamos a Proposicao 25. Como d < b e
f(-) é uma fungao continua no compacto [0,d] x C, temos que existe M > 0 tal que
[ f(s,z)| < M para todo s € [0,d] e todo z € C. Logo, para 0 < s <t < d temos que

Ju(t) — u(s)] = f £ (ryu(r)ldr < Mt — 5],
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0 que nos permite concluir que lim; ,4u(t) existe, o que por sua vez implica que
lim; 4 f(t,u(t)) também existe. Argumentando agora como na prova da Proposigao
25, podemos mostrar que existe uma extensao de u(-) a algum intervalo [0, d + €] para
algum € > 0.

Suponha agora que u(-) seja uma solugao maximal e que {u(t);t € Iax} estd contido
em algum conjunto compacto. Se d < b, podemos usar a primeira parte da prova para
mostrar que existe uma extensao de u(-), o que é absurdo, pois u(-) é uma solugao
maximal. Portanto, d = b.

[

Do resultado acima, podemos concluir o seguinte resultado.

Corolario 27. Suponha que u : [0,d) — R"™ seja uma solugao mazimal de (1.11) e que
C' < A seja compacto. Entao, existe uma sequéncia (t,)nen em [0,d) convergente para
d tal que u(t,) ¢ C para todo n € N. Em particular, valem as sequintes afirmagoes.

(a) Se A ¢ limitado, entao existe uma sequéncia (t,)nen em [0,d) convergente para
d tal que u(t,) — 0A quando n — o, ou seja, para cada € > 0 existe N. € N tal
que d(u(t,), 0A) = infyeoy || u(ts) — vy ||< € para todo n > N..

(b) Se A = R, entao existe uma sequéncia (t,)nen em [0,d) convergente para d tal
que lim,, o || u(t,) ||= 0.

Para finalizar esta secao apresentamos o seguinte resultado sobre solugoes globais.

Proposicao 28. Suponha que A = R" e que para todo T > 0 existam constantes My
e Ly tais que | f(t,z)| < Mr + Lr|z|, para todo (t,z) € [0,T] x R™. Entdo, a solu¢do
mazimal de (1.11) estd definida em [0, 0).

Demonstragao. Seja u : [0,d) — R™ a solu¢do maximal de (1.11) e suponha
d < o. Das propriedades de f(-), para t € [0, d) vemos que

lu@®)] < fof + Sé [ (s, uls))lds
[zoll + §o(Ma + Lallu(s)|)ds

Jzol + Mad + §; Lallu(s)|ds,

NN N

o que implica, da Desigualdade de Gronwall, que ||u(t)|| < (|xo| + Myd)el4, para todo

t €[0,d), e que u(-) é limitada. Agora o resultado segue do item (b) do Corolario 27.
]
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Capitulo

Equacoes Diferenciais com Memoria

Neste capitulo apresentaremos algumas questoes basicas da teoria de Equagoes Di-
ferenciais com Memoria, incluindo alguns resultados sobre existéncia e unicidade de
solugoes para esse tipo de equacoes, através do Principio da Contracao de Banach, com
atencao especial para o caso de equagoes diferenciais com memoria dependendo do es-
tado. Além disso, apresentaremos alguns resultados sobre prolongamento de solugoes
e de exiténcia de solugao maximal para as equagoes diferenciais com memoria depen-
dendo do estado. O capitulo serd finalizado com o estudo sobre existéncia e unicidade
de solucoes para uma equacao diferencial neutra explicita com memoéria dependendo
do estado, através de um resultado inédito, o qual possui uma demonstracao simples e
didética.

2.1 Equacoes Diferenciais com Memodria

Nesta secao introduziremos o conceito de Equacoes Diferenciais com Memoéria e
apresentaremos alguns exemplos desse tipo de equagao.
Consideremos inicialmente o seguinte problema diferencial

' (t) = f(t,z(t —r)), te[0,a],
{ ) = ¢(0), 0e[—p,0], (2.1)

(
onde a > 0,p =7, ¢:[—p, 0] - R” é a histéria inicial e f : [0,a] x R® — R™. Note
que, neste caso, quando t = 0, temos que z(t —r) = x(—r) e quando ¢t = r, temos
que z(t —r) = z(0), ou seja, para obtermos informagoes do estado x no intervalo [0, 7]
precisamos de informacoes de x em pontos anteriores a este intervalo, especificamente,
precisamos de informagoes de x para t € [—r,0].

Definicao 29. Equacoes diferenciais em que precisamos de informagoes anteriores para
determinarmos o comportamento do estado em um determinado tempo t, sao chamadas
de equacgoes diferenciais com memoria ou equagoes diferenciais com retardo.

A teoria de equacGes com memoria é diferente e mais complexa do que a de equacoes
sem memoria e, pensando em aplicagdes reais, quanto mais informagoes anteriores (do
passado) tivermos, melhores resultados podemos esperar para a solugao, pois teremos
uma solugao a partir de informacgoes mais precisas. Dessa forma, o estudo desse tipo de
equacao ¢ muito importante. Vale ainda observar que, apesar da teoria de equacoes com
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memoéria ser mais antiga, o seu estudo foi impulsionado pelo matematico Jack Hale, a
partir de 1950.

O problema (2.1) é considerado um dos modelos mais simples de equagoes com
memoria. Em particular, se tomarmos r = 1, f(t,z(t — 1)) = x(t — 1) e z(f) = 1, para
0 e[—1,0] et >0, entdo teremos o seguinte problema

{ Zt)=xz(t—-1), t=0,

x(@) =1, 6e[-1,0]. (2:2)

Integrando de 0 a t (¢ > 0) ambos os lados da equacao (2.2), obtemos

z(t) = z(0) + f x(r — 1)dr.

Observando que se t € [0,1], entdo t — 1 € [—1, 0], temos que

z(t) = z(0) +J x(r — 1)dr

0

t
= 1+fld7
0

= 14+t
Logo, z(t) = 1 + ¢t para t € [0, 1]. Portanto, temos que

1, tel[-1,0],
“’(t):{ t+1, telo,1].

Ou seja, a partir da histéria fomos capazes de encontrar a solu¢ao do problema (2.2) no
intervalo [0, 1]. Logo, é natural nos perguntarmos se seria possivel encontrar a solugao
desse problema no intervalo [1,2]. Como no caso anterior, para t € [1,2] temos que
t—1€[0,1] e assim

x(t) = z(0)+ Jr:x(T —1)dr
= z(0) + [ x(r — 1)dr + Jt z(r — 1)dr
= z(1) + r‘tx(T — 1)dr

21
2 2
o L3
22
Logo, z(t) = % + % para t € [1,2] e, portanto,
1, te[-1,0],
w(t)={ t+1, telo,1],

E+3 te[1,2].
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Analogamente, se t € [2,3], entao t — 1 € [1, 2] e, assim,

rt
z(t) = z(0)+ | z(r—1)dr
0
JrQ t
= z(0)+ | z(r—1)dr + J x(r —1)dr
Jo 2
r‘t
= x(2)+ | x(r —1l)dr
J2
7 '3 (r—1)?
A d
2" L G+l
_ Lttty
6 6 2
Entao, temos uma solucao para o problema (2.2) definida no intervalo [—1, 3], dada por
1, tel[-1,0],
" t+1, telo,1],
T = 2
% +3, te(1,2],
£t

2 1
g—7+2t+67 t€[273].

Note que prosseguindo com esse argumento, é possivel encontrar uma solucao para o
problema no intervalo [0, o).

Consideremos outro caso particular do problema (2.1), com r = 1, f(¢t,z(t — 1)) =
z(t—1) e x(f) =60, para § € [-1,0] e t = 0. Entao, teremos o seguinte problema

{ Zt)==xz(t—-1), t=0,

z(0) =6, 6e[-1,0]. (2.3)

Integrando de 0 a ¢ (¢ > 0) ambos os lados da equagao (2.3), obtemos

z(t) = x(0) + J x(r — 1)dr.

0

Observando que se t € [0,1], entdo ¢t — 1 € [—1,0], temos que

z(t) = z(0)+ J x(r — 1)dr

0

= O+f(7—1) dr

0

- ——t

Logo, z(t) = % — t para t € [0, 1]. Portanto, segue que

o(t) = { t, te[-1,0],

2
E—t, tel0,1].

Analogamente, para t € [1,2] obtemos que ¢t — 1 € [0, 1] e assim,
t
x(t) = z(0)+ f x(r — 1)dr
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= f r—ldr+f (1 —1)dr
- f (r - 1)d
= 7+£[ 21) — (7= 1)]dr
t3 2 3, 7
= s tHgi—g

Logo, x(t) = % —t* 4 3t — I para t € [1,2] e, portanto,

t, te[-1,0],
z(t) = %—ummﬂ,

Novamente, podemos perceber que prosseguindo com esse argumento, é possivel encon-
trar uma solugao para o problema (2.3) em [0, ).

Podemos ainda considerar um caso particular, porém mais abstrato, do problema
(2.1), tomando r = 1, f(t,x(t—1)) = x(t—1) e x(f) = p(f), paraf € [-1,0] e t € [0, a].
Entao, teremos o seguinte problema

2'(t) =zt —1), tel0,al,
{<> p(0), 0e[-1,0]. (2.4)

Integrando de 0 a ¢ (¢ > 0) ambos os lados da equagao (2.4), obtemos

z(t) = x(0) + J x(r — 1)dr.

0

Observando que se t € [0, 1], entao t — 1 € [—1,0], temos que

z(t) = x(0)+ L x(r —1)dr

= ¢(0) + J o(t —1) dr.
0
Logo, x(t) = ¢(0) + Sé o(T — 1) dr para t € [0, 1]. Portanto,

{MmteFWL

#(t) = 0(0) + §g (T — 1) dr, te0,1].

Analogamente, para t € [1,2] obtemos que ¢t — 1 € [0, 1] e assim,

z(t) = z(0)+ J x(r — 1)dr

= z(0) + Jl x(r —1)dr + f x(r — 1)dr

1

:xm+f@@+fq¢&4m@m
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= ¢(0) + f o(t —1)dr + ¢(0)(t — 1) JJ o(s —1)dsdr.

Logo, z(t) = ¢(0) + Sé o(t—=1)+p0)(t—1) + ﬁ g_l o(s —1)dsdr para t e [1,2] e
portanto,

p(t), te [ 0],
z(t) =< ¢0)+§ o(r—1)dr, te]0,1],
o>+§0<p( Ddr +(0)(t — 1)+ § 57 (s — 1) dsdr, te[1,2].

Novamente, podemos perceber que, mesmo neste caso mais abstrato, prosseguindo com
esse argumento, é possivel encontrar uma solugao para o problema (2.4) em [0, a].

A seguir apresentaremos outros dois exemplos de equagoes com meméria e que
podem ser descritos na forma (2.1).

Exemplo 30. Podemos descrever o problema

7' (t) = te*V t e [0,a],
A S

na forma (2.1) tomando r = 1, ¢(0) = 6 e f(t,x) = te®.

Exemplo 31. Podemos descrever o problema

{ 2'(t) = t*cos (z(t — 2)), te[0,al,
z(0) =e*, 0e[-p,0], p=2,

na forma (2.1) tomando r = 2, ¢(#) = €% e f(t,z) = t? cos x.

Considerando os exemplos acima, percebemos que, procedendo como antes, é possivel
encontrar suas solucoes. No entanto, também é facil perceber que o processo pode se
tornar dificil dependendo da funcao e da historia consideradas. Dessa forma, o es-
tudo da existéncia de solucao e de suas propriedades qualitativas pode ser vantajoso se
considerarmos o problema em seu formato abstrato (2.1).

Outro modelo classico de equagoes com memoria é o seguinte

{ I/(t) :f( 7$(t_t1) (t_t2> ,l’(t—tn», te [0,(1], (2 5)
(0) = »(0), 0 €[—p,0], '
onde ¢ : [—p,0] = R" p = max{ty,to, -+ ,t,}, f:[0,a] xR" xR"... x R" - R" ¢; € N,

t; # 0.
A seguir temos dois exemplos de equagoes com memoria que podem ser descritos na
forma (2.5).

Exemplo 32. Podemos descrever o problema

{ Z'(t) = 2| [;_, cos (x(t — 1)), t€[0,al,
2(0) =02 0e[-p,0], p=n,

na forma (2.5) tomando t; =4, ¢(0) = 6% e f(t,21,....,x,) = * [ [[_, cos z;.
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Exemplo 33. Podemos descrever o problema

{ 2(t) = plt)eSin oet=1) | ¢ & [0,a],
2(6) = ¢(6), 8 [-p,0],
0]

na forma (2.5) tomando ¢ : [—p,0] — R™, p = max{ty,ty, - ,t,} comt; e N, t; #0 e

f(t,xl, "'7‘1'77,) = p( )621 1041$Z_

Como antes, a partir dos dois exemplos anteriores, podemos concluir que o estudo
da existéncia de solucao e de suas propriedades qualitativas deverd ser vantajoso se
considerarmos o problema em seu formato abstrato (2.5).

As equagoes apresentadas até o momento, ou seja, equagdes da forma (2.1) ou (2.5)
sao chamadas de Equacoes Diferenciais com Memdria Discreta.

Outro tipo de equagoes com memoéria que podemos citar sao as equagoes diferen-
ciais com memoéria dependendo do tempo. Especificamente, podemos representar
estas equacgoes na seguinte forma abstrata

a'(t) = f(t,z(t —~(t))), te|0,al,
{$W)=¢WLéeammL (2.6)

onde a >0, ¢:[—p,0] > R" f:[0,a] x R" - R" e v(t) > t para algum t € [0, a].
A seguir apresentamos dois exemplos de equagdes com meméria dependendo do
tempo que podem ser descritos na forma (2.6).

Exemplo 34. Podemos descrever o problema

{ 2'(t) = tcos(z(2t — 3)), te|0,al,
2(0) =6, 6e[-3,0],

na forma (2.6) tomando p =3, () =6, y(t) =3 —t e f(t,x) = tcosz.

Exemplo 35. Podemos descrever o problema

{x’(t) t2c ((t—etQ—l)), te[0,al,
z(0) =0, 96[ ,0],

na forma (2.6) tomando p = 2, o(0) = 0, y(t) = e + 1 e f(t,x) = t2cos .

Também podemos considerar as chamadas equagoes com memoria continua,
que podem ser representadas na seguinte forma abstrata

2'(t) = f(t,xy), tel0,al,
{ £(0) = (0), 0 [—p.0]. 2.7)
(

onde z; : [—p,0] — R"™ é definida por z;(0) = x(t + 6), com 6 € [—p,0], f : [0,a] x
C([-p,0;R™) > R" e ¢ : [—p,0] —> R™.

Exemplo 36. Note que definindo f : [0,00) x C([—1,0]; R") — R" por f(t,¢) = ¢(—1),
podemos representar o problema (2.2) através do modelo (2.7) pois, neste caso,

{ )=zt —-1)=z(-1) = f(t,z), t=0,
z(#) =1, 6e[-1,0].

29



Considerando o exemplo acima, é importante observar que apesar do problema (2.2)
poder ser representado através do modelo (2.7), o estudo de existéncia de solucao se
torna mais facil trabalhando diretamente com (2.2), ja que as propriedades de f, neste
caso, sao abordadas de forma mais simples.

Exemplo 37. Podemos descrever o problema

{ 2'(t) = 3 (sinz(t — 1) + cosa(t — 2) + e*(=3)), te[0,al,
l‘(9> = 90((9)7 0e [_370]7

na forma (2.7) tomando f(t,¢) = t2(sin ¢p(—1) + cos p(—2) + e?=3)).

2.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes para
Equacoes com Memoria Dependendo do Tempo

Nesta secao apresentaremos um estudo sobre existéncia e unicidade de solugoes para
equacoes diferenciais com memoéria dependendo do tempo da seguinte forma

o' (t) = f(t,2(t —~(t))), te|0,al,
{ 2(0) = ¢(0), 0€[-p,0], (2.8)

onde a >0, p:[-p,0] > R" f:[0,a] x R" > R" e ~:[0,a] — [0,p].

Definicao 38. Uma funcdo x : [—p,a] — R"™ € solugdo de (2.8) se x(-) € continua em
[0,a] e (2.8) € satisfeita.

Note que se z € C([—p, a]; R™) é uma solugao do problema (2.8), entao integrando
de 0 a t a equagao diferencial de (2.8) temos que

z(t) = ¢(0) + L f(r,z(r —~(7))) dr, te]0,al. (2.9)

Por outro lado, se f : [0,a] x R" — R™ e 7 : [0,a] — [0, p] sdo fungdes continuas,
vemos que a func¢ao x € C([—p, a]; R") definida por z(0) = ¢(#) para 6 € [—p, 0] e pela
equagao integral (2.9) para t € [0, a] é solugao do problema (2.8).

Logo, podemos definir a solugdo da equagao (2.8) como segue.

Definicao 39. Uma fun¢io x € C([—p,a]; R™) € solucao de (2.8) se x(0) = p(0) para
0 € [—p,0] e a equagdo integral (2.9) é satisfeita.

Proposigao 40. Suponha que f € C([0,a] xR™;R™), v € C([0, a]; [0, p]) e que v(0) > 0.
Entao, existe b > 0 e uma unica solugao do problema (2.8) em [—p,b]. Mais ainda,
podemos supor que b > 0 € tal que y(t) > 0 para todo t € [0,b] e a solugdo é dada por

£(t) = o (0) + f F(ryolr — (7)) dr, te[0,0]
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Demonstragao. Notemos inicialmente que, como a funcao a(t) = t — y(t) é
continua e «(0) < 0, podemos fixar 6 > 0 tal que

Vt e [—0,9].

Agora, note que se x : [—p,J] — R" é solugao de (2.8), entdo para t € [0, ]| temos
que

(1) =<M®+thwﬁ—vﬁmdf
_ M®+Lfﬁwﬁ—vﬁmdf

Logo, tomando b = 4, o problema (2.8) tem uma tunica solugao dada por z(6) = ¢(0)
para 6 € [—p,0] e

fffwf— ) dr. te0,b].

[
A seguir veremos como podemos estender a solucao encontrada na Proposicao 40.

Proposicao 41. Seja x1 € C([—p,b]; R™) a solug¢do do problema (2.8) encontrada na
Proposicao 40 e considere o problema

¥'(t) = f(t,x(t — (1)), te[bal,
{ z(0) = x1(6), 0 67[—p7 b]. (2.10)

Suponha que b—y(b) < b (ou seja, v(b) > 0). Entao, existe by > b e uma unica solug¢ao
de (2.10) tal que

ff7¢7— w+ff7xﬁu-umdﬁtemm]

Demonstragao. Notemos inicialmente que, como a funcao a(t) = t — y(t) é
continua e b — v(b) < b, podemos fixar §; > 0 tal que

|b— a(b)]

alt) - ) < T2,

para |t — b| < ;. Neste caso, temos que t — y(t) < b. Logo, se z(-) é solucao de (2.10)
temos que para t € [b, b+ d;]

o) — m®y+LfﬁwU—7U»Nh
= 2,(b) +f f(r, 2y (r —~(7))) dr
_ JfTSpT— dT+ffolT_7<T>>>dT'
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Logo, tomando b; = b + 01, o problema (2.10) tem uma tnica solugao tal que

ffrgpr— d7+ffm17— V() dr, te [bby].

[ |

E claro que a solugdo encontrada para o problema (2.10) é solugdo do problema

(2.8) no intervalo [—p, b1] e, pela construgao a solugao é unica. No préximo resultado

veremos sob quais condigoes podemos utilizar um procedimento similar ao usado na

Proposicao 41 para garantirmos a existéncia de uma solucao global para o problema
(2.8).

Teorema 42. Suponha que f € C([0,a] x R";R™), v € C([0,a];[0,p]) e que exista
0 < e < p tal que y(t) > &, para todo t € [0,a]. Entao, eriste uma unica solugdo do
problema (2.8) definida em [—p, al.

Demonstragao. Mostraremos que, sob nossas hipoteses, podemos encontrar uma
tnica solugdo do problema (2.8) em intervalos da forma [—p, ], [—p,2¢], [-p,3¢], e
assim por diante, o que implicara o resultado ja que € > 0.

Inicialmente, note que para t € [0, ¢] temos que —p < t —y(t) < e —¢e = 0. Logo, se
z: [—p,e] = R" é solugao de (2.8), entao para t € [0, ] segue que

£(t) = w®+Lfﬁwﬁ—vﬁde
_ ﬂ@+£f@wh—vﬁmdr

Logo, o problema (2.8) tem uma tnica solugao z1(-), em [—p, €] dada por z;(0) = ¢(0)
para 6 € [—p,0] e

t
ni(®) = 0l0) + | S(rplr = (7)) dr. te [0.¢].
0
Agora, consideremos o problema

(0= flta(t =7 (1), e[zl
{ 2(6) = 11(0), 0 € [—p,e]. (2.11)

Parat € [e,2¢] temos que —p < e —p < t—(t) < 2e —e = . Logo, se x : [—p, 2e] - R
é solugao de (2.11), entdo para t € [, 2¢] temos que

o(t) = ﬂa+jfﬂnar—wﬂ»df

_ J fT¢T—(ﬂDdf+ff&wdT—%ﬂDdr

E claro que a solugao encontrada para (2.11) é a tnica solugao do problema (2.8) no
intervalo [—p, 2¢]. Continuando este processo, podemos concluir que existe uma tnica
solugao do problema (2.8) no intervalo [—p, a].

[
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Teorema 43. Suponha quey € C([0,al; [0,p]) com~v(0) = 0 e que f € C([0, a] xR™; R™)
seja Lipschitz com constante de Lipschitz Ly, ou seja,

[ £t x) = fs,9)| < Ly([t = s[ + |z = y]),
para todos s,t € [0,a] e x,y € R". Entao, existe uma inica solugcao de (2.8) em [—p, al.

Demonstragao. Seja S = {z € C([—p,b];R"); z|[_p0o) = ¥}, com 0 < b < a
munido da norma

|z =yl = sup [x(t) —y(®)].
te[0,b]

Seja I' : S — S definida por I'z(0) = ¢(0) para 6 € [—p,0] e

I men— ) dr, tel0,b].

Entéo, para z,y € S e t € [0,b] temos que
ITz(t) = Ty(@)]| < lf f(r,a(r —~(7))) dr - Ltf(ﬂy(f — (7)) dr|
< L [f (7, 2(r = (7)) = f(ry(T =~ (7)) dr
< Lt Lelz(r = (7)) = y(r —~(7)] dr

< J‘zq,sup |2(6) — y(0)| dr

0 0e(0,t]

t

< | Lie-yldr
0

< Lpbo—yl.

Logo, tomando b > 0 tal que L;b < 1 temos que I' ¢ uma contragao e, portanto, tem
um tnico ponto fixo. Assim, podemos concluir que existe uma unica solugao de (2.8)
m [—p, b].

Em seguida, como nos resultados anteriores, podemos encontrar uma tnica solugao
de (2.8) em [—p, 2b] e assim por diante, o que nos permite concluir a existéncia de uma
tnica solugao de (2.8) em [—p, a].

[

Observacao 44. Acima estudamos o problema de existéncia e unicidade de solucao
para o problema (2.8) para os seguintes casos:

(i) 7(0) > 0, o que implica que z(t — (t)) = ¢(t — y(t)) para t pequeno, ou seja,
neste caso pudemos usar a historia para encontrar a solugao;

(ii) v(0) = 0, o que implica que (0 —~(0)) = 2(0) = ¢(0) e entdo usamos o Teorema
de Contragao para encontrar a solugao.

No entanto, notamos que para o caso ¥(0) < 0 temos que z(0 — v(0)) = z(—y(0)) e
—v(0) > 0. Entao, deverfamos ter algum conhecimento da solug¢ao para t = 0, o que
torna o problema mais dificil.
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2.3 Existéncia e Unicidade de Solucoes para
Equacgoes com Memoéria Dependendo do Estado

Iniciaremos esta se¢ao observando que se f : [0,a] x R - R" e 0 : [0,a] x R" —
[0, a], entdo a equagao

{ #'(t) = f(t,2(o(t,2(1)))), tel0,a],
z(0) = zo € R,

é uma equacao diferencial funcional. Especificamente, este modelo de equacoes é cha-
mado de equacgao diferencial com argumento dependendo do estado. J& para equacgoes
com memoria, existe um grupo de equagoes, chamadas de equagoes diferenciais com
memoéria dependendo do estado que podem, usualmente, ser modeladas da seguinte

forma.
2'(t) = [t x(o(t, 2(1)))), te€l0,al,

{20 = Jon o< Lo (242
onde f : [0,a] x R* - R™, ¢ : [-p,0] > R e o : [0,a] x R* — [—p,a] (desde que
o(t,z(t)) tome valores negativos).

Como antes podemos considerar a seguinte definicao de solug¢ao para a equacao
(2.12)

Definicao 45. Uma funcgdao x € C([—p, a]; R™) € solugao de (2.12) se x(0) = ¢(0) para
0e[—p,0] e

z(t) = ¢(0) + Jo f(r,z(o(r,2(7)))) dr, para todo t € [0, a].

Um dos problemas mais interessantes da equagao (2.12) estd relacionado com a
unicidade de solugao. De fato, considerando I' como antes, quando usamos o Teorema
da Contracao, devemos obter uma estimativa da seguinte forma

[Ta(t) = Ty()] < Liz = yloqopnzm,

com L < 1. No entanto, considerando a equagao (2.12) e supondo que f seja uma
funcao Lipschitz, temos que

Ta(t) — Ty(t)] < j 1 (ralo(ma(m)) — f(rylo(ny(@)] dr
< f Ly la(o(r.2(r))) — ylo(ry(r)))] dr.

Como pode acontecer de o(7,z(7)) # o(r,y(7)), ndo podemos obter da estimativa
acima um termo da forma |z — y|c(os;rn). Para tentarmos resolver este problema,
notemos primeiro que

|z(o(7,2(7))) = ylo(r (M) < [a(o(r,z(7))) — x(o(r,y(7)))]
+a(o(r, y(7))) —y(o(r, (7))
< |z(o(r, z(7))) — x(o(r,y(M)] + |= = yleqonzrn-
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Agora, podemos supor que x : [—p,a] = R" e 0 : [0,a] x R" — [—p, a] sejam Lipschitz
com constantes de Lipschitz [x];, € [0]Lip, respectivamente. Entao,

|z(o(r,2(7))) —ylo(ry(M))I| < llz(o(r,2(7))) — (o (T, y(T)] + |2 — yleqoprm
< [#pplo(r,2(7)) — o(r,y(T)] + |2 = ylle|osrn
< [zluplo]iilz — yleqoprn + |2 — yleqoprn
< ([=leplolep + Dz — yleqoprm-

Portanto,

[T (t) — Ty (t)]

N

t
| Erlealolis + Dl = vlogonee dr
0

< Lypb ([z]eiplo]ep + Dz = yleqopirn-
Dessa forma temos dois problemas que devem ser resolvidos:

1. ComoI': § — S, precisamos que x € S seja uma funcao Lipschitz. Entao, S deve
ser formado por funcoes Lipschitz. Logo, deveremos provar que I'z é Lipschitz
para toda funcao x € S.

2. Para que I' seja uma contragao precisamos garantir que
Lfb ([SE]L’L'p[O-]Lip + 1) <1, (213)
para algum b > 0.

Note que a pergunta chave para que possamos resolver o segundo problema e, con-
sequentemente, o primeiro problema é: Podemos fizar b > 0 de modo que a condi¢cao
(2.13) seja verificada para todo x € S?

Note que se pudermos fixar R > 0 que limite [z]z;,, entdo o candidato para o
conjunto S é o seguinte:

S ={z e C([-p,b);R"); x|[—po) = ¥,z é Lipschitz, [z]|.; < R}

Para que possamos resolver adequadamente os problemas citados acima introduzi-
remos a seguir os conceitos de norma e semi-norma de uma funcao Lipschitz. Para isto,
lembramos, inicialmente, a definigdo de func¢ao Lipschitz para fungoes z : [0,a] — R™.

Defini¢ao 46. Uma fungao x : [0,a] — R™ € Lipschitz se existe L > 0 tal que
|=(t) — z(s)| < L[t — s],
para todos t, s € [0, a].

Definigao 47. Se z : [0,a] — R"™ € uma fungao Lipschitz, dizemos que

x(t) — x(s
= s =20
s,te[0,a],s#t ‘t - S‘

€ a semi-norma Lipschitz de x.
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Observagao 48. Note que se z : [0,a] — R™ é uma funcao Lipschitz, entdo [z]L;, <
0. De fato, se L > 0 é uma constante de Lipschitz de z, temos que para quaisquer
s, t €0,al, s #t,

o)) 2 _ ;L e =)l

= x|, < L < 0.
|t — s stefoa] |t — s [l

Isto implica que [x]L;, ¢ 0 menor nimero L > 0 tal que
|x(t) —z(s)| < L |t —sl|, s,te|0,al,
ou, equivalentemente,
[2]Lip = inf{L > 0; |z(t) —z(s)| < L |t —s]|, s,t€]0,al}.
Observagao 49. Pode-se verificar que o espaco
CLip([0,a],R") = {z : [0,a] — R"; x é Lipschitz},
munido com a norma

|2 = ylip = = = yloqoae + [2 = ylii,
é um espaco de Banach. Isto justifica o nome semi-norma dado na definicao acima.

E importante notar que a definicao de semi-norma, bem como as observagoes feitas
acima, podem ser generalizadas facilmente para funcoes da forma f : X — Y. onde
X,Y sao espagos de Banach.

Apresentaremos a seguir um resultado de existéncia e unicidade para o problema
(2.12) considerando o caso em que o(0,¢(0)) < 0. Veremos que este caso podera ser
tratado de forma mais simples, pois poderemos fazer uso da histdria inicial ¢(-) para
encontrarmos a solugao.

Teorema 50. Suponha que f : [0,a]xR™ - R™ eo : [0,a]xR™ — [—p, a] sejam fungoes
continuas e Lipschitz na sequnda varidvel, que ¢ : [—p,0] — R" seja uma funcao
Lipschitz e que a(0,¢(0)) < 0. Entdo, existe uma unica solu¢ao x € C([—p,b],R") do
problema (2.12), para algum b > 0.

Demonstragao. Note que como o(+,-) é continua e (0, ¢(0)) < 0, entao o(t,z) <0
para (t,x) numa vizinhanga de (0, (0)). Seja r > 0 tal que

|7(0,(0))[ [2(0,(0)) + p| } -0

2 ’ 2

lo(t,x) —a(0,¢(0))| < min{

paratodot € [—r,r] e x € B,(¢(0),R™). Ouseja, o(t,z) € (d(0,p(0))—pu, o(0,p(0))+pn)
e, consequentemente, —p < o(t,z) < 0, para todo t € [—7,7] e x € B.(¢(0), R™).

r 1
P M 1+ flriplelLiplo]ip

Agora, tome 0 < b < min {r }, onde

M = sup {|f(t,(s)); (¢, 5) € [0,a] x [=p,0]} < 0,
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e consideremos o conjunto
= {x € C([=p. b RY); 2(8) = 9(8), 8¢ [-p,0], Jo(t) — p(0)] <1, te[0,b]}.

Em seguida, defina I' : S — C([—p,b] : R") por I'z(0) = ¢(#) para 6 € [—p,0] e

—&-L f(r,xz(o(r,2(7)))) dr, t € [0,0].

Vejamos inicialmente que o conjunto S é fechado em C([—p, b];R™). De fato, seja
(zy), uma sequéncia em S e suponhamos que x, — y em C([ p,b];R™). Entao,
zn(0) — y(0) para todo 0 € [—p,0]. Por outro lado, como z,, = ¢ em [—p, 0], temos
que z,(0) — ¢(0) para todo 6 € [—p,0], o que implica que y(0) = (f) para todo
0 € [—p,0]. Além disso, para t € [0, b] temos que

lo(®) = (O] = I 2,(6) = (O] < lim 7 =
o que implica que y € S e, portanto, que S é fechado em C([—p, b]; R™).

Mostremos agora que I'(S) < S. Dado x € S, é claro que I'z(f) = ¢(f) para
0 € [—p,0]. Além disso, para t € [0, b] temos que |z(t) — ¢(0)| < r, o que implica que

o(t,x(t )) < 0 e, assim,

rut) = w(0)+-J;(f(T,x(G(T,w(T))D dr
_ M®+th¢whﬂﬂmdr
Portanto,

Wdﬂ—@@ﬂ<£}ﬂﬂ¢WUwUDD

| dr < Mb<r, te]|0,b],

o que permite concluir que I'(S) < S, ou seja, I' : § — S.
Finalmente, mostremos que I' : S — S é uma contracao. Sejam z,y € S e t € [0,b].
Entao,

ITz(t) = Ty(@)] < f | £ (7, (o (7, 2(7)))) = f (7, y(o(r, (7)) dr

I
h S

=

R

©

o(r, (7)) = f(7, e(o(r,y(r))[ dr

< 1l [ elotram) = o(or )] dr
<|ﬂmmmjwmmm—dmmmm
< usleluslolin [ o) = y(r)] dr
U)o —sotona
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Como [f]ripl¢]lriplo]ripb < 1, podemos concluir que I' : S — S é uma contragao,
o que implica que I' tem um tunico ponto fixo. Portanto, existe uma tnica solugao
z € C([—p,b];R") do problema (2.12).
[ ]
No préximo resultado trabalharemos com o caso (0, ¢(0)) = 0, mais complexo do
que o caso anterior, e sera nele que deveremos supor que x € S é uma funcao Lipschitz,
bem como encontrar uma limitagdo para [x]r;,, como discutido no inicio desta segao.

Teorema 51. Suponha que f : [0,a] x R" — R" o : [0,a] x R" — [—p,a] e ¢ :
[—p,0] — R™ sejam fungées Lipschitz, o(0,¢(0)) = 0 e que o(s,z) < s, para todo
s € [0,a] e todo z € R™. Entao, existe uma unica solu¢io x € Cr,([—p,b];R™) do
problema (2.12), para algum b > 0.

Demonstracao. Seja R > [¢]ri, + M + 1, onde
M = sup{|[f(s,x)]; s € [0,al, x € Bi(¢(0), R")},
e seja 0 < b < a, tal que
RlolLip(l+ Rb <1 e [flop(R[o]Lip+ 1)b< 1.
Agora, considerando o conjunto
S ={re C([=p,b;R"); x(0) = ¢(0), 0 € [-p,0], [v]rip < B},
defina I' : S — C([—p, b]; R™) por T'z(0) = p(#) para 6 € [—p,0] e

TCz(t) = p(0) —&—L f(r,z(o(r,2(7)))) dr, t € [0,0b].

Note que T estd bem definida, pois, por hipétese, o(7,2(7)) < 7 < b, 0 que implica
que z(o(7,z(7))) estd bem definida. Mais ainda, é facil verificar que S é um subconjunto
fechado de C'([—p, b]; R™). De fato, se (z,), ¢ uma sequéncia de Cauchy em S, notando
que C([—p, b];R™) é um espago de Banach temos que existe x € C([—p, b]; R™) tal que
z, — x em C([—p,b]; R™). Usando este fato, para ¢, s € [0, b] vemos que

| z(t) —z(s) ||= lim || 2,(t) —x,(s) |[< lm R|t—s|< R|t—s]|,
n—0o0 n—00

o que implica que [z]c,, (oprr) < R e que x € S. Isto prova que S é um espago
completo.

Para completar a prova resta mostrarmos que I'(S) < S e, em seguida, que I' : S —
S é uma contragao.

Para mostrarmos que I'(S) < S basta provarmos que dado z € S,

ITz(t) — Tz(s)| < B[t — s,
para todos t, s € [—p, b]. Para isto, dado z € S devemos analisar os seguintes casos:

1. t,s € [—p,0].

Neste caso, temos que
ITz(t) — Ta(s)| = le(t) — (s)l| < [#leip [t — 5| < B[t —s].
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2. t,s€[0,b],t>s.
Neste caso, observamos inicialmente que

|z(a (7, 2(7))) = ¢(0)] |z(a (7, 2(7))) — 2(0)]
|z(o(7,2(r))) —

NN N

(=

| e todo = € S, o que implica que z(o(7,z(7))) € B1(¢(0), R™),

para todo 7 € [0,
0,0] e todo = € S. Logo, para t,s € [0,b], t > s, temos que

para todo 7 € [0,

=y

[T (t) = Ta(s)| = | JO f(r,2(o(r, x(7)))) dr — L f(r,2(o(r, (7)) d7|

< j |£(r, 2(o(r, 2(7)))) | dr
< M|t — s
< R|t—s].

3. se[-p,0]ete]0,b].

Usando as desigualdades obtidas nos dois casos anteriores, obtemos que

ITz(t) —Ta(s)| < [Fz(t) —Tz(0)] + [Tz(s) — Tz(0)]
< R|t—0|+ R|s —0|
< R(|t] +s)
= R(t—s)
= RI|t—s|

Ou seja, dado x € S, temos que
|T2(t) —Ta(s)| < R[t — s,
para todos ¢, s € [—p, b], o que prova que [I'z].;, < R. Portanto, I'(S) < S.

Mostremos agora que I : § — S é uma contragio. Sejam =,y € S e ¢ € [0,5]. Entdo,
Irate) =Tyl < [ 17 alor 20 - S5 0(ory ) dn
< [ Wratotrmatom) - rrstotratrl ar
+ [ 1 ator 00 - s stotrmam)] dr
< Uloo [ oot a(r)) = slotratr)] dr
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t

< [Fuplelin f o(r, 2()) — o (7 y())| dr

t

oo f sup |2(0) — y(0)] dr

09€0b
< [flepRloles f J2(r) =yl dr + [Fubl — vleqomzn
< [flupRlolimblz - yuc sz + [Floab 12 — ylleonzn
< [flon(Rlolip + Dbl — ylegoman.

Como [f]rip(R[o]Lip + 1)b < 1, podemos concluir que I' : S — S é uma contragao,

o que implica que I" tem um tunico ponto fixo. Portanto, existe uma tunica solucao
z € Crip([—p,b]; R™) do problema (2.12).

[ |

2.4 Prolongamento e Solucoes Maximais para
Equacoes com Memoria Dependendo do Estado

Na secao anterior mostramos a existéncia e unicidade de solugao para o problema
(2.12) em um determinado intervalo [—p,b], para os casos em que o(0,9(0)) < 0 e
(0,¢(0)) = 0.

Para facilitar a leitura desta segdo lembramos que o problema (2.12) é dado por

{ 2(t) = f(t,a(o(t,2(1)))), te[0,dl,
2(6) = ¢(6), 0 [-p.0],

onde f:[0,a] x R* > R™ ¢ :[—p,0] > R"eo:[0,a] x R" - [—p,a].

A seguir mostraremos que, usando ideias similares ao que foi apresentado na secao
anterior, podemos estender as solugoes encontradas para o problema (2.12) em intervalos
da forma [—p, b + ], para algum ¢ > 0.

Iniciaremos apresentando um resultado de prolongamentdo de solucao para o pro-
blema (2.12) para o caso o (0, ¢(0)) < 0. Para isso lembramos que para obter o resultado
de existéncia e unicidade de solugao, supomos que a histéria ¢ : [—p, 0] — R™ era uma
funcao Lipschitz. A ideia agora é mostrar a existéncia e unicidade de solucao para o

problema
{ #'(t) = f(t,x(o(t,2(1)))), telbal,
2(0) = u(0), 0€[-p,b],

onde u € C([—p,b];R™) é a solugdo do problema (2.12) encontrada no Teorema 50.
Como antes, precisaremos que u(-) seja uma funcao Lipschitz. Mas note que, como

u € C([—p,b]; R™) é solugao de (2.12) em [—p, b], entao u € C*([—p, b]; R™) e, portanto,
Lipschitz em [—p, b].

Teorema 52. Suponha que u € C([—p, b];R"™) seja a solu¢ao do problema (2.12) en-
contrada no Teorema 50 (caso 0(0,9(0)) < 0) e que o(b,u(b)) < b. Entao, existe uma
unica solugao x € C([—p, b+ 6]; R™) do problema (2.12), para algum 6 > 0.
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Demonstragao. Inicialmente, consideremos o problema

2(t) = f(t,x(o(t,x(t)))), te[b,al,
{ z(0) = u(9), 6¢€[—p,b]. (2.14)

Como o (-, ) é continua e o (b, u(b)) < b, entao o(t,x) < b para (¢, x) numa vizinhanga
de (b,u(b)). Seja r > 0 tal que

|0(t,x) . J(b,u(b))| < min { ‘J(bvu(b)) +p| ‘b - U(b>u(b)|} = u,

2 ’ 2
para todo t € [b—r,b+r] e x € B,(u(b), R™). Ouseja, o(t,z) € (o(b, u(b))—u, o (b, u(d))+
) e, consequentemente, —p < o(t,x) < b, paratodot e [b—r,b+r]exe B (u ( ), R™).

1
P M 1+ [flriplulLiplo] Lip

Agora, tome 0 < § < min {7" , onde

M = sup{1f(t,u(s))]: (t,5) € [0,a] x [—p,B]} < oo,
e consideremos o conjunto
={x e C([-p,b+ 0] : R"); x(0) = u(f), 6 € [—p,b], |x(t) —u(d)| <r, t[bb+ 0]}

Em seguida, defina I' : S — C([—p, b+ ] : R™) por I'z(#) = u(h) para 6 € [—p,b] e

+L f(r,x(o(r,2(1)))) dr, t € [b,b+ §].

Como antes, é facil verificar que o conjunto S é fechado em C'([—p,b + §];R™). De
fato, seja (x,), uma sequéncia em S e suponhamos que x,, — y em C([—p,b + 0];R").
Entao, x,(0) — y(0) para todo 6 € [—p, b]. Por outro lado, como z,, = u em [—p,b],
temos que z,,(0) — u(#) para todo 6 € [—p, b], o que implica que y(#) = u(h) para todo
0 € [—p,b]. Além disso, para t € [b,b + ] temos que

ly(t) = u(®)] = lim [z,(t) = u(b)] < lim r =,

n—0o0

o que implica que y € S e, portanto, S é fechado em C([—p,b + J]; R™).

Mostremos agora que I'(S) < S. Dado x € S, por definigao, temos que I'z(0) = u(6)
para 0 € [—p,b]. Além disso, para t € [b,b + ] temos que |x(t) — u(b)| < r, o que
implica que o(t,z(t)) < b e, assim,

Fx(t) = wu(b)+ J:f(T,:L’(U(T,I(T)))) dr
= u(b) + Ltf(T,u(O(T,JZ(T)))) dr.
Portanto, para todo ¢ € [b,b + d]
ITa(t) ijUTa»mw<Mww<Mww—w«w<n

o que permite concluir que I'(S) < S, ou seja, I' : S — S.
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Finalmente, mostremos que I' : S — S é uma contracao. Sejam x,y € S et €
[b,0 + 0]. Entao,

It =Ty < [ 1 alom20) - 57000y dr
= [ Wttt - ot
< Uloo [ Iulotrz(r)) - oty dr
< Ulsalilin [ lotr,27) = oyt dr

N

[f]up[u]up[a]upf |lz(7) —y(7)| dr

b

([fleiplulriplo]Lip (t = 0)) llz — ylcqoprn
([fleiplv]Liplo]lLip 6) |7 — yloqosrn)-

Como [flrip|t]riplo]ripd < 1, podemos concluir que I' : S — S é uma contragao,
o que implica que I' tem um tunico ponto fixo. Portanto, existe uma tnica solugao
z € C([—p,b+ 0];R™) do problema (2.14).

NN

Agora, note que x é uma solugao do problema (2.12), pois:

1. para t € [—p, 0] temos que

2. para t € [0, b] temos que se t € [0,b), entao

u'(t) = f(t,ulo(t,u(t) = f(t,u(o(t,=()))) = f(t,z(o(t, x(t)))) e

d;’t(b) — £ (b u(o (b, u(®) = F(bulo(b,z(b) = F(b x(o(b, 2(b))):

&
<
—~
~
SN—
I

3. para t € [b,b+ ¢] temos que se t € (b,b + J], entao

w(t) = f(t, x(o(t, x(1)))) e

d*x(b)
dt

= f(b,2(a(b,2(b)))).

Assim, a prova esta completa.
[
No préximo teorema apresentaremos um resultado de prolongamentdo de solugao
para o problema (2.12), considerando o caso (0, ¢(0)) = 0.

Teorema 53. Suponha que u € C([—p, b];R") seja a solu¢iao do problema (2.12) en-
contrada no Teorema 51 (caso 0(0,9(0)) = 0) e que o(b,u(b)) =b. Entao, existe uma
unica solugdo x € C([—p, b+ 6]; R™) do problema (2.12), para algum 6 > 0.
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Demonstragao. Inicialmente lembre que, pelo Teorema 51, a solugao u(-) é Lips-
chitz. Usando este fato, fixemos R > [u];, + M + 1, onde

M = supi{|f(s,)]; s € [0, a], € Bi(u(b),R")},
e seja 0 > 0, tal que
RlolLip(l+ R)6<1 e [flup(Rlo]Lip+1)d < 1.
Agora, considerando o conjunto
S=A{reC([-p,b+R"); x(0) = u(®), 0 €[-p,b], [z]Lip < R},
defina I': S — C([—p, b+ d] : R™) por T'z(0) = u(f) para 6 € [—p,b] e

Ca(t) = u(b) +L f(r,z(o(r,2(7)))) dr, t € [b,b+ 4].

Note que I' estd bem befinida, pois, por hipétese, o(1,z(7)) < 7 < b+, o que
implica que x(o(7,x(7))) estd bem definida. Mais ainda, é facil verificar que S é um
subconjunto fechado de C([—p,b + 0];R™). Logo, resta mostrarmos que I'(S) < S e,
em seguida, que I' : S — S é uma contragao.

Para mostrarmos que I'(S) < S basta provarmos que dado z € S,

ITz(t) — Tz(s)| < B[t — s,
para todos t, s € [—p, b+ d]. Para isto, dado x € S devemos analisar os seguintes casos:

1. t,s e [—p,b].

Neste caso, temos que

[Tz (t) = Ta(s)| = |u(t) —uls)] < [ulwip|t — 5| < B[t = s|.

2. t,se[bb+0],t>s

Neste caso, observamos inicialmente que

|z(o(r,2(r))) —u®)] = |0

|
=
Q

INCINCIN N

para todo 7 € [b, b+d] e todo x € S, o que implica que z(o (1, z(7))) € By (u(b), R"),
para todo 7 € [b,b + §] e todo x € S. Logo, para t,s € [b,b+ ], t > s, temos que

[Te(t) ~Ta(s)] = | f f(r, (o (r,2(r)))) dr — ff(m(a(m(T))))dTl

N

f 1£(ry 2(o(r, ()] dr
M|t —s| < Rt — s|.

N
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3. se[—p,blete[bb+d]

Usando as desigualdades obtidas nos dois casos anteriores, obtemos que

[T (t) — Ta(s)| Tz (t) — Tz(b)| + |Tz(b) — Tx(s)|
Rt — b+ R|b— 3|

R[(t—b)+(b—s)]=R(t—s)=R|t—s|.

<
<

Ou seja, dado x € S, temos que
ITz(t) — Tz(s)| < B[t — s,

para todos t,s € [—p,b + J], o que prova que [I'z];, < R. Portanto, I'(S) < S.
Mostremos agora que I : S — S é uma contragao. Sejam z,y € S e t € [b,b+ ¢].
Entao,

[Ta(t) = Ty(1)]

/A /AN
S
s s
)
S R
2
3 \1
= 5\
\i \/
|
- =
\]
= =
/‘\ —~
\]
S —
\_/ S~—
N— N—
S~— N~—
=z =
QU
s 3

N
=
N
=
=
—
2
R
8
—
2
|
=
Q
—~
A
=
3
~—
=
Q
)

N
=
&
i
=
&
<
2
a
=
-
|
)
—~
A
=
\]
S~—
-
U
\]

Hili [ sup12(6) - y(0)] dr

b 0€[b,b+4]
< [flupk|o] szf |z (T )| dr + [flewdlz — ylo@ws+arn
< [f]szR[J Lip O |z — yHC’ ([b,b+6];Rm) T+ [f]Lip(S Hm - Z/HC([b,b+5];R")
< [f]Lip(R[U]LZp ) 1)o Hx - y”C ([b,b-+6];R™) -

Como |f|rip(R[o]Lip + 1)0 < 1, podemos concluir que I' : S — S é uma contragao, o
que implica que I" tem um tdnico ponto fixo. Portanto, como no Teorema 52, podemos
concluir que existe uma tnica solugdo x € Cr;,([—p, b + d]; R™) do problema (2.12).
[
A seguir, apresentaremos o estudo de solu¢oes maximais para o problema (2.12).
Para isso iniciamos com a definicao de solu¢ao maximal.

Defini¢ao 54. Uma solu¢ao v € C(I;R™) do problema (2.12), onde I < [—p,a] é um
intervalo da forma [—p,b) ou [—p,b], b > 0, é chamada solugdo mazimal de (2.12) se
nao existe uma solu¢ao v : J — R™ de (2.12) tal que I < J e uw = v em I. Neste caso,
denotamos I = I ..
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Observagao 55. Em palavras, a Definicao 54 diz que se u é uma solugdo maximal
de (2.12), entdo nao existe uma solu¢do v de (2.12) definida num intervalo contendo o
dominio de u tal que u e v coincidam no dominio de wu.

Nosso préoximo passo serd estudar a existéncia de solugoes maximais e suas proprie-
dades, com o objetivo de encontrar um critério que implique que o intervalo da solugao
maximal seja o intervalo [—p,a]. Isto garantird a existéncia de solug¢ao global para o
problema (2.12).

Inicialmente, vale reforcar que, do estudo de prolongamento acima, para uma solugao
uy € CLip([—p, b1];R™) de (2.12), podemos encontrar uma solugao uy € C([—p, bo]; R™)
de (2.12) tal que by > by e u; = ugy em [—p,by]. Além disso, nesse estudo vimos que é
fundamental o fato de que u; € CrLi,([—p, b1]; R™). Mais adiante veremos que, este fato
e o Lema de Zorn, garantem que existe uma solugdo maximal u : I e, < [—p,a] — R"
de (2.12).

A seguir, admitindo a existéncia de solu¢ao maximal Lipschitz provaremos que existe
uma solugao global de (2.12).

Teorema 56. Se u € C(Ipa;R™) € uma solugio mazximal do problema (2.12), u é
Lipschitz e o(s,z) < s, para todo s € [0,a] e todo z € R", entao ILyee = [—p,a]. Ou
seja, existe uma solucao global de (2.12).

Demonstragao. Suponhamos que I, # [—p,a]. Entao, as seguintes opgoes sao
possiveis:

1. I = [P, by], com b, < a.

Neste caso, temos que u é Lipschitz em [—p, b,], com b, < a. Logo, usando os te-
oremas de prolongamento de solucao provados anteriormente, podemos encontrar
uma nova solugao v € Cp;,([—p, b, + 6];R™), com § > 0 e b, + 6 < a, do problema
(2.12), onde uw = v em [—p,b,|. E isto é uma contradigdo, pois u é uma solugao
maximal do problema (2.12).

2. Iw = [—p,b,), com b, < a.
Neste caso, temos que u é Lipschitz em [—p, b,), com b, < a, o que implica que
limt_,b; u(t) existe. De fato, seja t,, = b, — % E claro que ¢, — b, quando n — 0.
Além disso, dado € > 0, podemos fixar N, € N tal que [u]LipN% < e. Logo, para
n,m > N, temos que

lu(tn) —ultn)l < [uliplts — twl
1 1
< inl— + —
[U]Lp(n m)
2
< [U]Lipﬁ6
< &,

ou seja,
Ju(ty) —u(ty)|| <&, VYn,m > N,

o que implica que (u(t,))nen é uma sequéncia de Cauchy e, portanto, convergente
em R". Logo, existe z € R" tal que

lim u(t,) = .
n—o0
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Dessa forma, observando que para t < b,

Ju®) — 2| < Jlu@®) —uts)] + |ult,) — |
< lulziplt = tn] + Jultsn) — |,
obtemos que
lm [lu(t) — =] < lim ([u]zplt — tn] + |ults) — z])

t—b, t—b,

[u]Liplby = tul + Jlul(tn) — 2|

1
[ulip + lu(tn) — 2|

N

N

para todo n € N. Assim, como

i ([u]iy + Ju(ta) — 2)]) =0,

n

podemos concluir que
lim Ju(t) — x| = 0,

t—b,

e, portanto, que
lim u(t) = =.
t—b,

Agora, definimos a funcao w : [—p, b,] — R™ por

w(t) = { u(t), tel[-p,by,),

x, t=b,.

Mostremos que w é Lipschitz e é uma solugao do problema (2.12). De fato, é facil
verificar que w é uma funcao Lipschitz. Além disso, para t € [0, b,,)

w(t) = u(t) = ¢(0) + L f(r u(o(r,u(r)))) dr.
Agora, para t = b, temos que

w(by,) = lim wu(?)

t—b,

t—b;

— lim[p(0) + f £ (ry ulo (7, u(r)))) dr]

= »(0) + lim | f(7, u(o(r, u(7)))) dr.

t—b, Jo
Logo, se tivermos que
t b,
Jim | f(ru(o (T, u(r)))) dr = ) f(rw(o(r,w(r)))) dr, (2.15)
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entao,

be

w(by) = #(0) + . f(rw(o(r, w(r)))) dr,

e podemos concluir que w é uma solugdo do problema (2.12).

A seguir provaremos que a igualdade (2.15) é verdadeira. De fato, lembrando
que o(s, z) < s, para todo s € [0,a] e notando que a fungao f(-,w(o(-,w(-)))) é
continua em [0, b,] e que isto implica que sup, o, 1 [ f(7, w(o (T, w(7))))| ¢é finito,
temos que

b, t
l j f(rw(o(rw(r)))) dr - j £ (ryulo(r, u(r)))) dr|

N

L Vfraw(o ()] dr

< Tes[g};]Hf(T,w(U(T,w(T))))H(b@—t),

0 que permite concluir que o limite (2.15) é verdadeiro.

Dessa forma, temos que w é uma solucao Lipschitz do problema (2.12) em [—p, b,],
o que implica, das observacgoes anteriores, que u nao ¢ uma solucao maximal de
(2.12) e isto é uma contradicao.

- L = [P, by), com b, = a.

Neste caso, temos que u é Lipschitz em I,,,, = [—p,a). Logo, usando o mesmo
argumento do Caso 2 acima, podemos provar que lim;_,,— u(t) existe e que a
funcao w : [—p, a] — R™ definida por

u(t) , te[=p,a),
w(t) = { limy - u(t) , t ez a,p

¢ uma solucdo Lipschitz do problema (2.12) em [—p, a], o que implica que u nao
é uma solu¢ao maximal de (2.12) e isto é uma contradicao.

Do estudo acima, concluimos que b, = a e que L, = [—p,a]. Ou seja, existe uma

solugao global de (2.12).

No resultado anterior assumimos, além da existéncia de solucao maximal, que esta
solucao era uma fungao Lipschitz. Assim, é natural a seguinte pergunta.

Pergunta: Sob quais condigoes a solugao maximal do problema (2.12) é uma funcao

Lipschitz?

Teorema 57. Suponha que f : [0,a] x R" — R" o : [0,a] x R" — [—p,a] e ¢ :
[—p,0] — R™ sejam fungoes Lipschitz e que o(s,z) < s, para todo s € [0,a] e todo
zeR". Seue C(lna; R") € uma solugao mazximal do problema (2.12), entdo u € uma
funcao Lipschitz.
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Demonstragao. Seja u : I, < [—p,a] — R" a solu¢gdo maximal de (2.12).
Vejamos inicialmente que u(-) é limitada em I,,,4,. Para isto notemos que para s € I,
com s = 0 temos

Ju(s)] <IW®>+J:W@ﬂmﬂﬂMﬂDMdT
<\W@)+LWﬂﬂmuw+j:wvmwvmu»»—ﬂnmm

7€[0,a]

< )] + sup |f(T,0Na-%[f]Lm‘LjHU(a(T,U(T))NIdT

< lp(0)] + sup If(T,0)|a+[f]LipJ sup [u(0)] dr

T€(0,a] 0 Oe[-p

]
< (O] + sup [f(7,0)]a+ [f]“f’Jo lulloq-prmny dr

7€(0,a

< le(0)] + sup [f(7,0)]a+ [f]upf (lele-porzn + lulloqorzm) dr.

7€[0,a]

Dessa forma, supondo que I, = [—p,b,) e fixando t € [0,b], com b < b,, temos que
para todo s € [0, ]

Ju(s)I < [(0)] + sup [f(r, 0)a+[f]Lz'pJ (lelloq—rposzn + luloqoryen) dr
0

7€[0,a]

t
< [@(0)] + sup f(7,0)a+[f]L,;pf(||go|c pokn) + [uleorrn) dr,

7€[0,a]

o que implica que

t
lulleon < leO)] + sup |f(7,0)]a+ [f]upf (leleq-pormm + luleqomrn) dr
7€(0,a 0

Ou seja, temos que para todo t € [0, b]

leloqporn + luloqon < leloqrpozn +[00)] + sup |f(r,0)]a

7€[0,a]

t
Hlin [ (lottopose) + luleqoriae) dr
0

t
= ot [ [lunlleloqnoan + lulconan) dr

onde a = [¢llc—porn) + [2(0)] + sup,coq [f(7,0)] a. Logo, pela Desigualdade de
Gronwall segue que

Il cporn + [uloqogrny < aelflzmt Wi e0,b],
e, como b < b, é arbitrario e a ¢ independente de ¢, concluimos que

leloqpormn + [uleqonmrm < aellzwe, Vtel[0,b,).
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Isto permite concluir que u(-) é uma fungao limitada em [—p,b,), pois para todo ¢ €
[—p,b,) temos que

lu® < leleq-pomn + luleqonrn < aclflewe,

Logo, para t € [0,b,), segue que

[ (@]

I
=
=
N
=
£
=

< ) = £0,0)] + [ £(0,0)]
< [feip(t + uo(t u@®))]) + [£(0,0)]
< [flupla + aelller) 1+ £(0,0)],

o que mostra que '(-) é uma funcado limitada em [0, b,). Com isso, podemos concluir
que u(-) é uma funcao Lipschitz em [—p, b,). De fato, em [—p, 0] temos que u = ¢ e ¢
¢ uma funcao Lipschitz. Agora, para t € [0,b,) e h > 0 tal que t + h € [0, b,,),

Jut + ) — u(t)| < f o (7)] dr
< ([fripla + aelzwe) 4+ £(0,0)]) .

Logo, u(-) é uma fungao Lipschitz em [—p, b,).

Note que para o caso I = [—p, b,] ndo hé o que fazer, pois as limitacoes de u(-)
neste intervalo e de u/(-) em [0, b,| serdo diretamente obtidas.

Assim, concluimos que a solugao maximal u : I,,4, < [—p,a] — R™ de (2.12) é uma
funcao Lipschitz, o que completa a prova.

[

Finalmente, para que os dois tltimos resultados facam sentido, falta garantirmos a
existéncia de uma solugdo maximal do problema (2.12), o que serd feito no préximo
resultado a partir dos resultados de prolongamento de solucao no inicio desta se¢ao e
de algumas condigoes sobre as funcoes f,p e o.

Teorema 58. Suponha que f : [0,a] x R" — R", o : [0,a] x R" — [—p,a] e ¢ :
[—p, 0] — R™ sejam fungoes Lipschitz e que o(s,z) < s, para todo s € [0,a] e todo
z € R". Entao, eziste uma tunica solugao mazimal u : Iy — R™ de (2.12).

Demonstragao. Para mostrar a existéncia de uma solugao maximal, usaremos o
Lema de Zorn. Suponha que (u))xeq seja uma cadeia ordenada de solugées do problema
(2.12) no seguinte sentido: uy < u, se o dominio D,,, de u, estd contido no dominio
D, de u, e uy = uy em D,,. Definindo a funcao u : UyeqDy, — R" por u(t) = ux(t) se
t € D,,, obtemos uma solucao de (2.12) tal que uy < u para todo A € Q. Isto permite
usar o Lema de Zorn, garantindo que existe uma solu¢ao maximal u : [, — R™ do
problema (2.12).

Para finalizar, mostremos que u(-) é a tnica solugdo maximal. Suponhamos que
W Iypaxw — R" seja uma solugao maximal e que Inax © Inaxw. S€ja b > 0 tal que
[0,b] © Iax. Para s € [0,b] temos que

[w(s) —uls)] < L | (7 ulo (7, u(r))) = f(r, wlo(r, w(r))))| dr
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< 1l | lutotr.utr)) = wotmwtr)] dr
< 1l [ Jutotr,utr)) — wlolrur)] dr
# flui | o(otru(r)) = w(otru(r)] dr
< Uluy | s (o)~ wio)) dr
+ Ulealwlismtonploles [ 1u(r) = wo)] dr
< [flug || oo [u6) (@) dr

S

+mmMmmM®@[pr@ﬂWNW
0 6€[0,7]

<Uhﬂ+MmmeWprM®ﬂMHw

0 0<[0,7]

Logo, fixado t € [0,b] temos que para todo s € [0, t]

S

Jw(s) —uls)] < [f]Lz-p(H[w]up([o,bn[a]up)f sup [u(f) —w(6)] dr

0 0<[0,7]
t

<UMﬂ+mewmwprM®ﬂMHm

0 0€[0,7]

o que implica que

sup [w(s) — u(s)| < [flep(l + [w]upqo,b])[a]up)f sup [u(f) —w(6)] dr,
s€[0,£] 0 6€[0,7]

ou seja,

t
lw = ulloonrny < [flrip(l + [w]Lipgosn o] Lip) fo |w = ulc(orrn) dr,

para todo ¢ € [0,b], o que nos permite concluir, pela desigualdade de Gronwall, que
u=w em [0,b]. Como b é arbitrdrio segue que v = w em D,.. Mais ainda, como u(-) é
uma solu¢ao maximal, segue que Inax = Imaxw-

Se Inaxw € Imax, Podemos usar o mesmo argumento anterior para mostrar que
u=wem Dy, e que In,x = Imaxw. Isto completa a prova.

[ ]

Note que dos trés resultados acima podemos concluir diretamente o seguinte co-

rolario.

Corolario 59. Suponha que f : [0,a] x R® - R", o : [0,a] x R" — [—p,a] e ¢ :
[—p,0] — R™ sejam fungoes Lipschitz e que o(s,z) < s, para todo s € [0,a] e todo
z € R™. Entao, existe uma unica solugio global v € Cr;,y([—p,a]; R™) de (2.12).
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2.5 Existéncia e Unicidade de Solucoes para
Equacoes Neutras Explicitas com Meméria
Dependendo do Estado

Nesta secao estudaremos a existéncia e unicidade de solucao para a equacao

), tel0,al, (2.16)

onde f:[0,a] x R* > R™ ¢ :[—p,0] > R"eo:[0,a] x R" - [—p,a].

A equagao (2.16) é chamada de equagao diferencial neutra explicita com
memoria dependendo do estado.

E importante observar que os estudos desenvolvidos nas secoes anteriores deste
capitulo foram base para o resultado que serd apresentado nesta secao para o problema
(2.16).

Antes de enunciar e provar nosso proximo teorema, vamos apresentar um exemplo
simples de uma equagao neutra explicita com memoria dependendo do estado onde as
fungoes f(-) e o(-) sdo localmente Lipschitz e o problema tem mais de uma solugao.
Este fato, que é uma das grandes motivagoes para o desenvolvimento da teoria das
equagoes diferenciais com memoria dependendo do estado, nos permitira compreender
as hipdteses que utilizaremos no nosso préximo resultado. Este exemplo foi apresentado
na conferéncia de Driver [2].

Considere a equacao com memoéria dependendo do estado

P(t) = —'(t— 1), te[o,) (2.17)
x(t)=pt)=1—t t<O. '
Para representar este problema na forma (2.16), definimos f(-) e o(-) por f(t,x) = —x
eo(t,x) =t— %. E facil ver que f(-) é Lipschitz e que o(-) é localmente Lipschitz.
Além disso, nao ¢é dificil verificar que as fungoes
1—t,  t<0 1—¢t, t<0
xl(t) = 1+t7 te [07 1]7 x?(t) = 1+t7 te [0,1],
1+t te(1,3), 3—t, te(1,2),

sao solucoes diferentes do problema (2.17) no intervalo (1, %) De fato, para a funcao

x1(+) basta observar que para todo ¢ > 0 teremos que ¢t — @ < 0. Ja para a funcao
z3(t)

xo(+) podemos verificar que para t € (1, %) teremos que 0 < ¢ — 2= < 1.
Como ja notamos anteriormente, o modelo (2.16) é o que deu origem a teoria das
equagcoes com memoéria dependendo do estado e para este modelo podemos considerar

a seguinte definicao de solugao.

Defini¢ao 60. Uma func¢io x € C([—p, a];R"™) € solugdo de (2.16) se x(0) = ¢(0) para
0e|—p,0] e

x(t) = ¢(0) +f0 f(r,2'(o(r,2(7)))) dr, te]0,a].
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Novamente, devido as caracteristicas da teoria de equacoes com memoria depen-
dendo do estado, no resultado a seguir estudaremos a existéncia e unicidade de solucao
utilizando o principio da contracao de Banach.

Observacao 61. No teorema abaixo assumiremos as condi¢oes do Teorema 51 e para
b € [0, a] usaremos as notagoes

[f]CLip,b = [f]CLip([O,b]xR”;R”) e [U]CLip,b = [U]CLip([O:b]XR"S[—PJ?])‘

Teorema 62. Suponha que as condigoes do Teorema 51 sejam verificadas e que ¢'(0) =
£(0,¢'(a(0,(0)))). Suponha ainda que ¢’ € Crip([—p,0];R™) e que

Il)l_I)f% [‘f]cLip,b < 1 € 11)1_{% [f]CLip,b [O-]CLip,b = O (218)

Entao, existe uma unica solu¢io x € Cr;,y([—p,b]; R™) do problema (2.16), para algum

be[0,al.

Demonstragao. Usando que lim, o [ f] Cripy < 1, podemos fixar R > 0 suficiente-
mente grande tal que ’

[ e+ I 2" O0) | + 1 £ (0)|eqo,amny + [flew,, R < R.

Mais ainda, usando que lim,_,o [f]Cup Jlolcy, = 0, podemos fixar 0 < b < a tal que

[ lcr,+ 1 €' O) |+ 11 £ (0)loqoarn + [flow,, B
I:f]Cszb [ ]CLpb(1+Rb+R) < R’
[fle,,,,(Blole, b+ Db +1) < 1

Agora, considerando o conjunto
= {z e CN([-p. b R"); 2(0) = ¢(0), 0 € [-p,0], [¢]1ip < R},
munido da métrica

d(z,y) = |v = yleqosrn + 12 = ¥l oqoprn),

definimos a fungao ' : S — C([—p, b] : R") por T'z(0) = ¢(0) para € [—p,0] e

Tx(t) = ¢(0) +L f(r, 2" (o(r,2(7))))dr, para te€ [0,0b].

Note que T' estd bem definida, pois, por hipétese, o(7,z(7))) < 7 < b, 0 que implica
que z'(o(1,2z(7))) estd bem definida. Mais ainda, é simples notar que, por exemplo, a
funcao x : [—p,b] — R"™ dada por z(0) = () para 6 € [—p,0] e z(t) = t¢'(0) + ¢(0)
para t € [0,b] pertence a S, o que implica que S # ¢f. Além disso, procedendo como
na demostracao do Teorema 51, podemos provar que S é um subespaco fechado de
CH([—p, b]; R™). Logo, resta mostrarmos que I'(S) = S e, em seguida, que ' : § — S é
uma contragao.
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Para mostrarmos que I'(S) < S notamos primeiro que a partir da condi¢ao ¢'(0) =
£(0,¢'(a(0,(0)))), ¢ facil mostrar que para x € S temos que (I'z)" existe, ¢ uma funcao
continua em [—p, b] e

(Tz)(t) = f(t,2'(o(t, 2(t)), Vtel[0,b]. (2.19)

Logo, basta provarmos que para x € S,

[(Tz)'(t) = (Tz) (s)] < Rt — s,
para todos t, s € [—p, b]. Para isto, dado = € S devemos analisar os seguintes casos:
1. t,s e [—p,0].
Neste caso, é claro que

[(TC)' () = (Cz)'(s)]| = €' (1) = &' ()] < [¢]ews,
2. t,s€[0,b], t>s.
Neste caso, temos que

) — (Tz)'(s)]
ft, 2 (o(t, x(1))) — f(s,2' (0 (s, 2(s))))]

t—s| <R|t—s|

|(Ta)'(#
H

< [leru(lt — sl + 2/ (o(t,2(6)) — 2/ (o(s, 2(s)])

< Ulenollt — 8| + [len, ot 2(6)) — o(s, 2(s)))

< Uleroullt = sl + Rolopy o (1t — 5| + () — a(s)]))

< H@Mw—ﬂ+Mﬂ%mw—ﬂ+fx%nm»

< Ulerolt =1+ Rloley, (it =l + [ (') ~ #0) + 19 ©)dr)
< Ulewa(t =)+ Rloloy, (1t sl + [ ()ey, 7 + B)dr))

< mqu—ﬂ+quww—ﬂ+fﬁh+Rw»

< Ulern (It — s + Rolop, (1t — 5| + (Rb+ R)(t — 5)))

< (Ulenss + Ulen s RIolons, o(1+ Rb+ R)Jt

< Rt — s

3. se[-p,0]etel0,b]

Neste caso, basta observarmos que

[(Cz)'(t) = (TCx) ()] < [(T2)'(£) — T2)(0)] + [(T'z)'(0) — (T'z)'(s)]
< Rt + R(—s) = R|t — s|.

Ou seja, dado x € S, temos que

[(T2)'(t) — (Tz)'(s)]| < Rt = s,

53



para todos ¢, s € [—p, b], o que prova que [(I'z)"|.;, < R. Portanto, I'(S) < S.
Mostremos agora que I' : S — S é uma contracao. Sejam z,y € S et € [0,b]. Entao,
usando (2.19) temos que

|(T)'(#) = (Ty)' (1)

< f@ 2 (ot 2(1)))) = f(t, ' (ot y(0)))]
< £t 2 (ot x(1) = f(E,2"(o(t, y(1))))]
+f (2 (o(t,y (1)) = fE 4 (o(t,y(1))]
[Flowy, |2 (ot z(8)) — (o (t, y (1))
+[f w7 (0t y(®) — ' (ot y(1)))]
Heppslelop, o z(6) = ot y(0) + e, 07" =¥ leqanzn
HopyBloley,, |2@) = y@ + [flew, 2" = ¥ loqonzn
]
]

N

vy, Bloley, bl =y leqoprny + [flew,ulle” =4 logosrn
flew,,(Rlole, b+ D]z =y |eqoprn,

[
[
[
[

INCINCININ

o que implica que

|(T2)" = (TCy) |eqoaren < [flow,, (Blolew, b + Dz’ =y logonzn-

Mais ainda, observando que [I'z — T'y|c (o) < 0](T'x) — (I'y)'|(fo,5);rm), concluimos
da desigualdade acima que

||FCL’ - FyHC([O,b];R”) < [f]CLip,bb<R[U]CLip,bb + 1)Hxl - y/ HC([()J?];R”)‘
Logo,

ITz = Tyleqoprn + [(T2) = (Ty) llogoprn
< [flepysb(Rloley,,b + Dlz" = y'llcqoprn
+flop,, (Rlolep, b + Dla" = | eqosrn
< [ ]Csz b( [U]Csz bb + 1)(b + 1)d($, y)>

o que permite concluir que

d(Tz,Ty) < [fleg,, (Rloleg,,b + 1)(b+ 1)d(z, y).

Como [fley,,,(Rlo]ey,,b +1)(b+ 1) < 1, podemos concluir que I' : S — S é uma
contracao, o que implica que I" tem um unico ponto fixo. Portanto, existe uma tunica
solugdo = € Cp;p([—p, b]; R™) do problema (2.16). Isto completa a nossa demonstragao.
[ ]
Como foi observado na Introducao deste trabalho, o teorema acima ¢é inédito e,
apesar da demonstragao apresentada ser relativamente simples, pode ser considerado
interessante para a teoria de equacoes neutras explicitas com memoria dependendo do
estado, pois, por exemplo, os trabalhos pioneiros sobre equagoes neutras explicitas [2, 8],
apresentam resultados de unicidade para o modelos da forma

{ 2'(t) = f(t, x(o1(t, 2(1))), 2’ (02(t))), t€[0,al,
zg = ¢ € C([-p,0;R"),

o que claramente simplifica o problema das equacoes neutras explicitas com memoria
dependendo do estado.
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