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Limitacao de operadores fortemente

de Calderon-Zygmund em espacos
de Hardy

Resumo: Nesta dissertagao iremos estudar a limitacao de operadores fortemente
Calder6n-Zygmund do tipo o em espagos de Hardy HP(R") introduzidos por J. Alvarez
& M. Milman baseado no artigo intitulado ”A note on Hardy continuity properties
of strongly singular Calderdon-Zygmund-type operators” de C. Vasconcelos & T. Picon
[28]. Um estudo sobre os espagos de Hardy e BMO no espago euclidiano R" incluindo
caracterizagoes maximais, decomposi¢ao atomica e dualidade também é apresentado.

Palavras chave: espacos de Hardy, decomposicao atomica, moléculas e operadores de
Calderén-Zygmund.






Boundedness of strongly singular
Calderén-Zygmund operators in
Hardy spaces

Abstract: i this dissertation, we will study the boundedness of strongly singu-
lar Calderén-Zygmund operators of type ¢ in Hardy spaces HP(R"™) introduced by J.
Alvarez & M. Milman based on the paper entitled “A note on Hardy continuity pro-
perties of strongly singular Calderon-Zygmund-type operators” due to C. Vasconcelos &
T. Picon [28]. A study on Hardy and BMO spaces in the euclidian space R™ including
maximum characterizations, atomic decomposition and duality is also presented.

Keywords: Hardy spaces, atomic decomposition, molecules, Calderén-Zygmund ope-
rators.
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Introducao

A teoria dos espagos de Hardy tem origem no inicio do século XX com o estudo sobre
a caracterizacao de valores de fronteira de fungoes holomorfas F' : D <€ C — C no disco
unitdrio D = {|z| < 1}. Em 1915, G. Hardy no artigo [16] estudou o comportamento
de funcgoes da forma

2w %
pp(Fir) = (/ |F(Teit)|pdt) : O<p<wel<r<l,
0

com atengao especial ao principio do médulo méximo. Em 1923, F. Riesz no artigo [24]
considerou o conjunto

H* (D) = {F : D — C holomorfa : sup ||y (F;7)| 1e([0,2m)) < oo},

O<r<l1

e investigou a existéncia do valor de fronteira da fungao

ity _ 1 it

(e) = i {F(re")} )
em quase todo ponto t € [0,27] (a notagao utilizada H? foi dada em homenagem
a Hardy). Quando 1 < p < +o0, a fungdo F pode ser reconstruida a partir de
fle") = li}ri F(re™) pela integral de Poisson

Fre') = / " (0) £()do, 2)

2m
no qual P, é o nucleo de Poisson que satisfaz P.(e™)dn = 1. F. Riesz demons-

trou que para cada f(e) € LP([0,27)) a férmula? (2) define F' € HP(D) e p,(F;r) <
Ap|lf(€)||Lr([0,2x)) uniformemente para 0 < r < 1, sendo A, > 0 independente de f, e
além disso o limite em (1) pode ser estendido em norma para LP([0,27)). Dessa forma,
cada f(e™) e LP([0,2m)) é identificada como o valor de fronteira da parte real de fungoes
em HP(D) no sentido de (1). Os espagos de Hardy evoluiram para outras caracterizagoes
como HP(R%) associado ao semi-plano superior R%, HP(R) associado a reta, além de
outras extensoes como HP(X') para espagos X do tipo homogéneo desenvolvida por R.
Coifman e G. Weiss em [8] (veja [10] para mais detalhes).

Na metade do século XX, com o desenvolvimento da Teoria de Calderén-Zygmund
iniciado no artigo [9], os espacos de Hardy tiveram um novo desenvolvimento. Em 1972,
C. Fefferman e E. Stein em [13], apresentaram uma extensao dos espacos de Hardy

1



2 CONTEUDO

no espago euclidiano R™. Nesse trabalho, os espacos de Hardy em R", denotado por
HP(R™), é apresentado via familia de fungdes maximais que haviam sido apresentadas
de maneira preliminar no artigo [5] de 1971 devido a Burkholder, Gundy e Silverstein.
Conforme apresentado em [13], dizemos que uma distribuigao temperada f € .#/(R")

pertence ao espaco HP(R"™) quando existe ¢ € . (R™) com / (x)dx # 0 tal que
R

M, f(z) = igg!(% « f)(z)] € LP(R™),

no qual ;(z) = t "ot 'z). Além disso, ||f|lar = ||[Myf]||r» define em HP(R") uma
p-norma (também chamada de quasi-norma) quando 0 < p < 1 e uma norma quando
1 < p < +o0, que induz uma métrica (ajustada quando 0 < p < 1) tornando o espago
completo. Como consequéncia, temos que os espagos HP(R") equivalem (em norma)
os espacos de Lesbesgue LP(R") quando 1 < p < o e que H!'(R™) ¢ um subespaco
préprio de L'(R™) (veja [26]). Os espagos de Hardy HP(R") sdo considerados 6timos
substitutos dos espagos de Lesbesgue LP(R™), uma vez que estes espagos coincidem
para 1 < p < w0 e o espago dual de HP(R") para 0 < p < 1 nao é trivialmente nulo
(na verdade sdo os espacos de Lipschitz/Zygmund cuja ordem depende do valor de
0 < p < 1). Os elementos dos espagos de Hardy HP(R™) sao distribui¢oes temperadas
para 0 < p < 1 e fungdes 1 < p < c0. No artigo [12] de 1971, C. Fefferman demonstrou
uma importante propriedade dos espacos de Hardy na reta quando p = 1: o dual do
espago de Hardy H'(R") ¢ identificado com o espaco BMO(R"), conhecido como o
espaco de F. John e L. Nirenberg das funcoes de oscilacao média limitada, apresentado
no classico artigo [20]. Na demonstracdo dessa identificagao, Fefferman apresentou
uma decomposigao do espaco H!(R) em fungoes elementares denominadas dtomos. Em
1974, no artigo [6] R. Coifman apresenta um teorema de decomposi¢ao em fungdes
elementares para H'(R) denominado por teorema de decomposi¢io atdomica que foi
estendido por R. Latter para o espago HP(R"), para 0 < p < 1 no artigo [21] de 1978.
Precisamente, dizemos que uma funcao mensuravel ¢ é um H? dtomo ou simplesmente
um (p, +00)-adtomo quando

(i) a possui suporte contido numa bola B = B(zg,7);
. 1
(i) Nlall sy < 1B
)

(ili) @ satisfaz condigoes de momento

/na(x)xo‘daz ~0, V]| <N,= {n (% _ 1)| |

O teorema de decomposigao atomica provado por Latter afirma que dada f € HP(R")

existe uma familia de (p, +0)-dtomos dada por {aj};rji e escalares {)\]};fi complexos
+00

tais que f = Z Aja; em norma HP(R™) (e consequentemente em distribuigdo), e além
j=1

disso a norma || f||gr é comparavel a

1

+00 P +00
inf (ZP\H”) D f= N
j=1

j=1
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no qual o infimo é tomado sobre todas as decomposicoes atomicas de f.

Entre as inumeras aplicagoes do teorema de decomposicao atomica citado ante-
riormente (veja [26]) podemos ilustrar sobre a limitagdo de operadores lineares T :
L' (R") — Z'(R™) em HP(R"). Seja T um operador linear continuo em .#’(R").

Podemos afirmar que se T' é limitado uniformemente em H?(R™) sobre (p, +00)-atomos,
+00

entdo T ¢é limitado em HP(R"™). De fato, se f € HP(R") entao f = Z)\jaj (con-
j=1
vergéncia em HP(R")) no qual {a; };fi é uma sequeéncia de (p, +00)-atomos e {\; };’i c
¢?(C) uma sequéncia de escalares. Usando o fato de T" ser um operador linear, temos
+00
T(Z;V:l Aja;) = Z;VZI AT (aj), e sendo {T(Zj\le )\jaj)} uma sequeéncia de Cauchy
N=1

no espago métrico completo HP(R"), existe g € HP(R™) tal que T(Zj.v:l Ajaj) — g
quando N — +00. Segue pela continuidade do operador T' e pela unicidade do limite
em .’ (R") que T(Z;.V:l Aja;) — Tf quando N — 400. Consequentemente temos T
um operador limitado em HP(R™). A reciproca deste resultado também é valida e mais
fraca, isto é se T for um operador limitado em HP(R™) entao 7" é uniformemente limi-
tado em (p, +00)-dtomos. Isto decorre imediatamente do fato que os (p, +0)-dtomos
sdo uniformemente limitados em HP(R™).

Comentamos anteriormente que os espagos de Hardy coincidem com os espagos de
Lebesgue quando p > 1 e que algumas propriedades sobre os espacos de Lebesgue
podem ser transferidas para os espagos HP(R™). Como exemplo podemos citar os ope-
radores de Calderén-Zygmund (veja [26]) limitados em LP(R™) para p > 1 (em geral
nao sao limitados em L'(R™)) sdo limitados em HP(R™) para algum py < p < 1 em que
po depende da ordem do nticleo de Calderén-Zygmund. Por exemplo, o operador Trans-

formada de Riesz R; definido pelo multiplicador }?]\u(g) 3 W) para j = 1,...,n é

= >

N
limitado em LP(R™) para p > 1 e em H!'(R"), mas nao é limitado em L*(R").

O estudo de operadores integrais singulares iniciou em meados da década de 50 com
os trabalhos de Calderén e Zygmund (veja por exemplo [9]). Tais operadores surgiram
naturalmente em Equagoes Diferenciais Parciais e foram extensivamente estudados no
século passado. Uma classe especial desses operadores, também chamado a primeira
geracao de operadores de Caderéon—Zygmund, que englobam operadores de convolucao
invariante por translacao e generalizacao para operadores nao convolutivos é devido a
Coifman e Meyer [22,23], e também sao referendados como operadores de Calderén—
Zygmund padrao (inclui a transformada de Riesz apresentada acima). Motivados pelo
estudo de operadores multiplicador associado a simbolos do tipo e/¢l” /|€]7, estudado
em [18,29], e operadores de convolugdo fracamente-fortemente singulares introduzidos
por C. Fefferman em [11], Alvarez & Milman em [1] introduziram operadores de Cal-
derén—Zygmund fortemente singular nao convolutivos estendendo os classicos operado-
res de Calderén—Zygmund padrao. Esses operadores sao mais singulares em comparacao
aos operadores de Calderon—Zygmund padrao e portanto a técnica canonica de provar
limitacao nao pode ser aplicada diretamente nesse contexto. Além do mais, apesar da
limitagao em L?(R"), a continuidade de L¢(R™) para L*(R") em que

1 1

5254—%, paraalgum(l—a)g<ﬁ<g

é também requerida. No mencionado trabalho, Alvarez & Milman mostraram que ope-
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radores de Calderon—Zygmund fortemente singular cujo kernel satisfaz a regularidade
do tipo Holder

)
— Z
Clyl

K (o) = K@)+ 1K () = K(eo) < 20—
x—z|"te

para todo |[z—z| = 2|y—=z|7, algum 0 < 0 < 1e0 < d < 1, sdo limitados em HP(R") para
cada 25 < po < p < 1, no qual py depende dos parametros do operador, sob a condigao
de cancelamento T#(1) = 0, que é essencialmente a imagem de dtomo pelo operador
possuir integral nula. Essa condi¢ao é também necessaria (veja por exemplo [23] para
o caso padrao) e esta relacionado com a condigdo de momento querida em H?(R™). No
artigo [2], Alvarez & Milman provaram estimativas LP para 1 < p < oo sob a condigao
de o—Hormander sobre o nticleo, uma natural extensao do caso fortemente singular da

condicao de Hormander dada por

sup / K(z,y) - K(2,2)] + |K(y.2) — K(z,2)|de < C
Iy*]R!fl |z—z|=2|y—z|"
ZE

sup / |K(z,y) — K(x,2)| + |K(y,z) — K(z,z)|dx < C.
ly—z|>1 J]z—z|>=2|y—=

zeR"

Ainda que essa condicao é forte o bastante para demonstrar a limitacao do operador
em norma LP para p > 1, a limitacao para os espacos de Hardy quando 0 < p < 1 ¢
mais delicada e permanece em aberto (veja [30]).

Nessa dissertacao estamos interessados em estudar a limitacao de operadores forte-
mente de Calderén-Zygmund em espacos de Hardy seguindo os resultados de C. Vascon-
celos e T. Picon em [28]. A técnica de demonstragao utilizada para provar a limitagao
de tais operadores é conhecida como o método de atomos e moléculas. Além do estudo
aprofundado sobre os espacos de Hardy incluindo a prova da Teorema de Caracterizacao
maximal, também esta incluso uma prova do Teorema de Decomposicao atomica e a
dualidade entre H' e BMO.

No Capitulo 1, apresentamos todos os pré-requisitos e algumas notacoes como, por
exemplo: O espago de .#(R"), espago de Distribuigbes Temperadas .#/(R™), Con-
volucao, Teorema da aproximacao da identidade, Teorema da Mudanca de coorde-
nadas polares, identidade de integracao via funcao de distribuicao. Teorema da in-
terpolacao Marcinkiewicz, Transformada de Fourier. Além disso, Fungao Maximal de
Hardy-Littlewood e o fato que o operador maximal M é (1,1) fraco e continuo para
LP(R™) quando 1 < p < +00.

No Capitulo 2, definimos as fun¢oes Maximal, Maximal nao tangencial, Grand-
Maximal e Maximal com peso. Logo demonstramos equivaléncias entre elas e assim
mostramos o Teorema de Caracterizagao Maximal. Depois mostramos algumas pro-
priedades do espago de Hardy HP(R"), demostramos o Teorema da decomposigao de
Calderén-Zygmund e o Teorema da decomposi¢ao Atomica.

No Capitulo 3, definimos o espago das fungoes de oscilagado média limitada (BMO),
fazemos algumas propriedades desse espaco e provamos a importante relacao da duali-
dade do espago H'(R") com BMO(R™).

No Capitulo 4, damos a definicao de operador fortemente singular de Calderdn-
Zygmund, demonstramos a limitacao uniforme no espago de Hardy de certo tipos de
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moléculas e demonstramos o Teorema principal usando a técnica que atomos sao levados
em moléculas.






Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo faremos uma breve revisao dos tépicos utilizados no desenvolvimento
da teoria dos Espacos Hardy em R", que serao definidos através de fungoes maximais
suaves.

1.1 Topicos de Teoria da Medida

Nesta secao revisaremos brevemente alguns topicos utilizados como Teorema da
Convergéncia Dominada, Teorema de Fubinni, Mudanca em Coordenadas Polares, Te-
orema de Lebesgue-Radon-Nikodym, dentre outros.

Definigao 1.1.1. Seja o conjunto X nao vazio e A uma cole¢ao nao-vazia de subconjun-
tos de X. Dizemos que A é uma o—4élgebra de X se satisfaz as seguintes propriedades:

1. Se Ae A, entao X\A € A;

2. Se {4, }jeN ¢ uma sequéncia de conjuntos tais que A; € A para todo j € N, entao

UAjE.A.

jeN
Uma medida é uma fungao u : A — [0, +o0] que satisfaz:
L. (@) = 0;
2. Se {4;},.y é uma sequeéncia de conjuntos disjuntos de A. entao

’ (U Aj) = D u(4y).

jeN jeN

Dizemos que i é uma medida o—finita se existe uma colecao {Aj}jeN de conjuntos de

A tal que X = UAj e i1(A;) < +oo para todo j € N.
jeN

Denotaremos por (X, .A) um espago mensuravel e (X, A, 1) um espago de medida.
Agora mostraremos algumas propriedades.

Proposicao 1.1.2. Seja (X, A, ) um espago de medida. Entdo

7



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1. Se Ay, Ay € A € tal que Ay < Ay, entdo u(Ay) < p(As);

2. Se {A;j},y € uma sequéncia em A, entdo pi <U Aj> < Z W(A;));

jeN jeN
5. Se {A;j}, oy € uma sequéncia em A tal que

AicAyc-- A, c A, c---

entdo p (U An> = lim u(A,);
n—oo

neN

4. Se {Aj}jeN ¢ uma sequéncia em A tal que

AiDAy>o-- A, DA, D,

neN

e existe m € N tal que p(A,,) < +0. Entdo p (ﬂ An> = lim u(A,),
n—o0

Demonstragao. Ver [14]. O

Definigao 1.1.3. Sejam os espagos mensuraveis (X, A) e (Y,B) e seja a funcao f :
X — Y. Dizemos que f é uma fungao (A, B)—mensuravel se para todo B € B temos
que a imagem inversa f~!(B) € A.

Sejam (X, A) e (Y,B) espagos mensuraveis e f uma funcao (A, B)—mensurével.
Daremos algumas notacoes.

1. SeY = RouC e B = Bg ou B¢ respectivamente, a funcao f é dita A—mensuravel.
Além disso se X = R e A = L= Ly é a c—algebra de Lebesgue entao f é dita
Lebesgue-mensuravel,

2. Seja Lg = {E cR: EnRe ER}. Representamos por M+ = M (X, A) o espago
das f: X — [0, +o0] fungoes (X, [0, +00])-mensuraveis.

Definigao 1.1.4. Seja o conjunto nao vazio X e A < X, a funcao caracteristica de A é
(2) 1 sexeA
x) = )
X4 0 sex¢A

n
Uma funcao ¢ = Z a;jX 4, € dita simples se os A; sao mensuraveis e disjuntos dois
j=1
a dois. Desta forma, definimos a integral de Lebesgue de uma funcgao simples em M
por

/X¢du = ;@ju(flj)-

Proposicao 1.1.5. Seja (X, A) um espago mensurdvel.
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1. Se fe M™", entao existe {gaj}jeN uma sequéncia de fungoes simples tal que

(a) 0 < @; < i1 < f, para todo j € N;
(b) ¢j(x) — f(x) quando j — +0 para todo x € X ;

(¢) p; — f quando j — 400 uniformemente em subconjuntos de X no qual f
é limitada.

2. Se f: X — C for uma funcdio mensurdvel, entdo existe {goj}jeN uma Sequéncia
de fungoes simples tal que

(a) 0 < Iis] < loss1] < |fI. para todo j e N;
(b) pj(x) — f(x) quando j — 400 para todo x € X;

(c) ¢; — f quando j — 40 uniformemente em subconjuntos de X no qual f
¢ limitada.

Demonstragao. Ver [14]. O

Desta forma, para f € M™ definimos a integral de Lebesgue de f com a relacao a
medida p por

/fduisup{/ ¢dp . ¢ € M* é uma funcao simples tal queO<¢<f}.
X X

Definigao 1.1.6. Sejam (X, A, 1) um espago de medida e f : X — R uma funcao
mensuravel. As partes positiva e negativa de f sao definidas respectivamente por

fH(x) = max {f(z),0},
J~ (&) = max {—f(x),0}.

Se / frdu e / f~du forem finitas, entao dizemos que f é integravel e definimos
X X

/X f = /X Frdy - /X fdp

Por outro lado, se g : X — C é uma funcao mensurdvel a valores complexos tal que
Re(g) e Im(g) sao fungoes integraveis, entao g é integravel e

/ gdp = / Re(g)dp + z/ Im(g)dp.
b's X X
Seja K =R ou C e defina

L={f:X — Ktal que f ¢ integravel} .
Considere sobre L a relacao de equivaléncia dada por
f~g< f=gem quase todo ponto
e as clases de equivaléncia

[f] ={9: X — Ktal que f = g u— quase todo ponto} .
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Denotaremos por £1(X) o conjunto
LX) ={[f]: feL}

munidos das operacoes usuais da soma e poduto de fungoes. Por simplicidade denota-
remos [f] por f.

Teorema 1.1.7 (Teorema da convergéncia monétona). Seja {f;},.y uma sequéncia de
fungoes em M tais que f; < fj41 para todo jeN e f = Ah{fl f; em quase todo ponto.
j—+o0

Entao
/fdu— hm f]d,u

Demonstragao. Ver [14]. O

Teorema 1.1.8 (Teorema da convergeéncia dominada). Seja {f;};y uma sequéncia de

fungoes em LX) tal que f; — f em quase todo ponto com f mensurdvel. Além
disso, suponha que existe uma funcao g € LY(X) tal que para todo x€ X e jeN

|[fi(@)] < g(x).
Entio f e LY(X) e

/ fdp = Tim [ fidp.
X It ) x
Demonstragao. Ver [14]. O

Coroldrio 1.1.9. Seja {f;},.y uma sequéncia de fungoes em LX) tal que 2/ |fildp < +o0.
jeN

Entao Z f; converge em quase todo ponto a uma fungio em L'(X) e

/ <Zf]> ) | fn

jeN
Demonstragao. Ver [14]. O

Teorema 1.1.10 (Mudanca de Variaveis). Seja Q2 um aberto em R" e G: Q@ — R™ é
um C*-difeomorfismo. Entdo

(i) Se f € Lebesgue-mensurdvel em G(S2), entdo fo G é Lebesgue-mensurdvel em ).
Se f=0ou feL(G(Q),m) no qual m é a medida de Lebesgue, entdo

f(z)dz = /Qf o G(z)|det D,G|dx.

G

(ii) Seja E < Q um conjunto Lebesgue-mensurdvel, entio G(E) também €, além disso

m(G(E)) [E det D,G|dz.
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Demonstragao. Ver [14]. O

Teorema 1.1.11 (Teorema de Fubinni). Sejam (X, M, u) e (Y,N,v) espagos de me-
dida o-finitos

(i) Se fe MT(X,Y), entao g(x /fx (y)dv e M*(X) /fy (x)dpe M*T(Y)

[ = [{] f(:c,y)dV] n

- /Y [ /X f<x,y>du] v,

(ii) Se f e LYu x v), entio f,(y) € L (v), e f,(x) € LY (1) em quase todo ponto.

Além disso, as fungoes g(x) = / fe(y)dv e L' (), h(y) = / fy(x)dpe L' (v) e
vale a igualdade anterior. Y *

Demonstragao. Ver [14]. O

Teorema 1.1.12 (Coordenadas Polares). Seja o a medida canonica em S™1. Se f é
Borel-mensurdvel em R™ e f = 0 ou f € LY(m) com m a medida de Lebesque em R",
entao:

+0
f(z)dx :/0 . f(rayr"tdo(2)dr.

Rn
Demonstragao. Ver [14]. O
Corolario 1.1.13. Seja f uma funcao mensurdvel definida em R™, nao negativa e

integravel tal que f(x) = g(|x|) para alguma funcao g definida em (0,400) < R, isto €,
radial. Entao

z)dr = o(S™ ! v ) dr
[tz =o(s) [ gyt

no qual o representa a medida de Borel de S™™!.
Demonstracao. Segue do Teorema 1.1.12. O]
Definicao 1.1.14.
i) Seja (X,.A) um espago mensuravel. Uma medida com sinal é uma fungao
p:A— [—00. + 0]
tal que

(a) u(@) =0;

(b) p s6 pode assumir apenas um dos valores —o0 e +00:
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(c) Se {Ej} oy ¢ uma sequéncia disjunta de conjuntos em A, entao
Iz (U Ej) = > w(Ey),
jeN jeN
no qual a soma acima converge absolutamente.

ii) Seja (X,.4) um espago mensuravel. Uma medida complexa é uma funcao
v:A—C
tal que

(a) v(2) = 0;

(b) Se {E; }jeN ¢ uma sequéncia disjunta de conjuntos em A, entao
v (U Ej) = > v(E)),
jeN jeN
no qual a série acima converge absolutamente.

iii) Sejam p uma medida positiva e ¥ medida com sinal definidas em uma o-élgebra
A . Dizemos que v é absolutamente continua com respeito a i, denotado v < p,
se V(A) = 0 para todo A € A tal que u(A) = 0;

iv) Sejam p; e po medidas com sinal definidas em A, Dizemos que p1 e ps sdo mu-
tuamente singular, denotado por p; L uo se existem A, Be Acom AnB =
tal que X = AU B, A é nulo para p; e B é nulo para ps, isto é, ui(E) = 0 para
todo E < A e us(F) = 0 para todo F' c B.

Teorema 1.1.15 (Lebesgue-Radon-Nikodym). Sejam p uma medida o—finita positiva
e A uma medida compleza definidas em (X, A). Entao:

i) Ezistem A\, e Ay medidas complexas sobre A tal que A = Ay + A5, Ay < 1 e Ag Ly

ii) Existe uma tnica fun¢io h € L'(X) tal que para todo E € A
A(E) = / hdj.
E

Demonstragao. Ver [25]. O

Definicao 1.1.16. Uma medida de Borel p definida em R"™ é denominada regular se
satisfaz:

i) p(K) <+, para todo K < R™ compacto;
i) u(E) =sup{u(K): K c E, K compacto};

iii) u(F) =inf {u(U): U c E aberto}.
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Observacao 1.1.17. Uma medida complexa i é denominada regular quando sua va-
riacao total |p| (ver [14]), que é uma medida positiva, é regular.

Definimos o espaco das func¢oes que decaem no infinito como
Co(R™) = {f : R" — C continua tal que |f(z)| — 0 quando |z| — +0o0}.

Teorema 1.1.18. Se & : Cy(R") — R € un funcional linear continuo, entio ® pode
ser representado por uma unica medida de Borel complexa e reqular, no sequinte sentido

() = /n pdp, Ve Co(R).

Demonstragao. Ver [25]. O

Proposigao 1.1.19. O teorema anterior permite definir a aplica¢do
I: M(R") — Cy(R™)*

e L) = [ wdu, Ve GRY.

R

No qual M(R™) € o espago de medidas de Borel complezas e requlares. Note que |u| e
Y]l definem normas em M(R™) e Co(R™) respectivamente, entao

/ wdu] L,

lu| = sup
élleo<

isto €, I € uma isometria.

1.2 Topicos de Analise Funcional

Nesta se¢ao apresentamos alguns fatos basicos dos espacos de Lebesgue LP(R™).

Definigao 1.2.1. Sejam (X, ) um espago de medida e f : X — C uma fungao
mensuravel. Para cada 1 < p < 400 definimos

1l = ( / Ifl”du)P

LP(X)={f: X — Ctal que ||f|lzr < +0}.
Para p = +o0, definimos

[flloo = inf {A =0 p({a: |f(z)] > A}) =0} = esssup|f(z)]

zeX

L*(X) ={f: X — C tal que || f]|o < +0}.
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Definicao 1.2.2. Considere 1 < p, ¢ < +00. Dizemos que p e ¢ sao exponentes
conjugados se

e ¥
P q

Dizemos também que 1 é exponente conjugado de +oo e vice-versa. Também denota-
remos como p’ ao exponente conjugado de p.

Teorema 1.2.3 (Desigualdade de Hélder). Sejam 1 < p < 4+ e p' seu exponente
conjugado. Se f e LP(X) e ge LP(X), entdo o produto f -ge L'(X) e

1 - gllcr < [ Fllzellgll Lo
Demonstragao. Ver [14]. n

Teorema 1.2.4 (Desigualdade de Minkowski). Considere 1 < p < 4+ e f, g€ LP(X).
Entao vale a desigualdade triangular

If =+ gllee < [[fllze + llgllze-
Demonstragao. Ver [14]. O

Como consequéncia da desigualdade de Minkowski, mostra-se que (LP(X),||||z») é
um espacgo vetorial normado para 1 < p < +00. Além disso, é um espago de Banach.

Proposicao 1.2.5. Sejam p e p' exponentes conjugados tal que 1 < p' < +o0. Se

feLV(X), entio
1l = p{\/ g dﬂ\ ol = 1},
X

Demonstragao. Ver [14]. O

Proposicao 1.2.6. Sejam 1 < p, p’ < +o0 exponentes conjugados. Entao LP(X) é
reflezivo e (LP(X))* = L (X). Além disso. (L'(X))* = L*(X).

Demonstragao. Ver [14]. O

Teorema 1.2.7 (Desigualdade de Minkowsky geralizada). Sejam (X, M, pu) e (Y, N, v)
espacos de medida o-finitos. Se f = 0 é uma fungcao mensurdvel definida em X xY e
1 <p<+ow0, entao

[/X (/Yf(x,y)du)pd,u]; < /Y [/X f(%y)pdﬂ]:’dy.

Sel<p<+ow, f(-,y) € LP(X, 1) em quase todo ponto, e a fungioy — ||f(-,y)| L estd
em LY (Y, v), entdo f(x,-) € LY (Y, v) em quase todo ponto, a funcao x — [ f(z,y)dv(y)
Yy

/ 1)),

estd em LP(X, ), e além disso

y)dv(y




1.3. ESPACO DE DISTRIBUICOES 15

Demonstragao. Ver [14]. O

Teorema 1.2.8 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um espago normado e o(E*, E)
a topologia fraca—= em E*, entdo

Bus = {f e B+ |[fllus <1}
¢ compacto na topologia o(E*, E).

Demonstragao. Ver [4]. O

1.3 Espaco de Distribuicgoes
Nesta secao vamos introduzir alguns resultados bésicos em Teoria das Distribuicoes.

Definigao 1.3.1 (Espago de Schwartz). Denotamos com .#(R™) ao subespago de
C*(R™) das fungdes ¢ tais que

sup|z®0°¢(z)| < 40, VY a,BeNy.
TER?
Dizemos que uma sequéncia {¢,},  em .(R") converge para 0 (¢, — 0) em . (R")

se para cada «, 8 € N temos que 7%0°¢,,(z) — 0 uniformemente. Observe que dado
»e L (R") et, — 0 temos que

¢( + tnei) - ¢<) - tnaez¢<')
Zfn

— 0

em . (R™).

Para cada par a, § € N, definimos a seminormas ||||.5 em .(R") como
19]la,s = sup|2°0%p(x)].
zeR”™

Um funcional linear v em .(R™) é continuo se < u, ¢, >—> 0 para toda sequéncia

¢n —> 0 em 7 (R™).
Proposigao 1.3.2. C*(R") ¢ L (R") < LP(R™), no qual 0 < p < +c0.

Demonstragao. Claramente CX(R") < Z(R™). Seja ¢ € L (R") e N € N tal que
n < N, entao

p
o [0 el s
M / (TR </nc @+ "

1
B(0,1) 1<|z| |z|NP
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Definigao 1.3.3 (Aproximacao da Identidade). Seja ¢ : R™ — R uma fungao, definimos
1
() = t—ﬂ(b (%) , t>0. A familia {¢;},., é uma aproximacao da identidade se ¢ €
LR e/ b(a)dz - 1.
Rn

Observe que para todo t > 0 temos o(z)dr =
R’ﬂ

Exemplo 1.3.4. Observe que se

W(z) = {6_9”'12‘1, 2] <1

0, =l > 1,

entao a funcao ¢ = e C(R"™) induz uma aproximacao da identidade {¢;},,.

¥
I

Defini¢ao 1.3.5. Um funcional linear continuo em .#(R") é dito uma distribuigao
temperada. O espaco das distribui¢oes temperadas se denota com ./(R™).

Teorema 1.3.6. Seja u um funcional linear em #(R™). As sequintes condi¢des sdo
equivalentes

i) u € uma distribuicao temperada.

it) Ezistem inteiros M, m tais que para cada ¢ € .7 (R™) temos

[Cus )l < MY Sup} L+ [af*)" 0% ()]

laf<m zeR

Demonstragao. Ver [19] Teorema V.1.4. O
Observe que o funcional linear
i: R")—R
¢ —><8,0) = ¢(0),

¢ uma distribuicao temperada chamada “Delta de Dirac”.

Definicao 1.3.7. Seja u € ' (R") e ¢ € #(R™), definimos a convolucao u * ¢ como a
funcao ux¢(x) = (u, ¢p(x —-)). Observe que 0*(u*d)(x) = ux(0*¢)(z) pois u € . (R")
e para cada t, — 0 temos que
¢($ +tne; — ) - Qb(ZU - ) - tn&ezﬂs(ff - )
tn

em .7 (R"™), entdo 0., (ux¢)(x) = ux(0.,¢)(x).
Observe também que 0*(u * ¢)(x) = (0“u

— 0

Portanto, no caso geral temos a igualdade.
) * ¢(x), pois

(0%u) = () = (0%, ¢(x — -)) = (= 1)*Ku, 0*(d(x —-)))
= (u, (0°¢)(x —-)) = ux (0"¢)(x)
= 0%(ux§)(x).

Concluimos que u * ¢ € C*(R").
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Proposicao 1.3.8. Seja {¢:},., uma aprozimacdo da identidade, entio ¢, — 6 em
' (R™) quando t — 0.

Demonstracao. Seja g € . (R™) arbitrario. Logo
W) = [ ewla@ds = [ 6l (o)~ gO) do+ [ alg(0)da

_ / 20 (%) o) ~ 9(0)) o + (0)

n "

i

= | oW (glty) ~9(0)dy +9(0), =7

Por outro lado, ¢(z) (g(tz) — g(0)) — 0 em quase todo ponto quando t — 0 e

lo(z) (g(tz) — g(0))] < 2||g|lwp(x) € LY (R™). Entao pelo Teorema 1.1.8 e g € . (R")
arbitrario, temos (¢, g» — ¢(0) = {§,g) quando t — 0 para todo g € .Z(R"). Assim
¢r — 0 em . (R"). O

Teorema 1.3.9. Seja 1 < p < +%0 e {¢1},., aprozimacdo da identidade. Entdo cada
f e LP(R™) satisfaz

f * (bt - f7
em LP(R"™) quando t — 0.
Demonstragao. Seja f e LP(R"),1 <p < +w

(0: = ) (y) — fly) = . oi(2) fly — 2)dz — . oi(2) f(y)dz
= /. o:(2) (f(y — 2) — f(y)) d=
= /. o(2) (f(y —tz) — f(y)) d=.

z
Na ultima igualdade, fizemos a mudanga de variavel de z por n Assim pela igualdade

anterior e pelo Teorema 1.2.7 temos

N

/n ( Rn|¢(z>|p|f(y—t2) —f(y)l”dy);dz Mink.

= [ ([ 11— rpay) o
= [ 1@INF =)~ flurd

Dado que para todo € > 0, 30 > 0 tal que se |h| < ¢ entdo ||f(- + h) — fll» < e
Entao |p(2)|||f(- — tz) — fllzr — 0 (em particular em quase todo ponto), além disso,
6|1 f(- —t2) = fllee < 2||f|lre|@(2)] € L*(R™). Aplicando o Teorema 1.1.8 temos:

[ e nw - sra| —o oo



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Portanto ¢, * f —> f em LP(R™). O

Corolario 1.3.10. Nas mesmas hipoteses do Teorema anterior temos que f* ¢y — f
em quase todo ponto.

Teorema 1.3.11. Seja ¢ € CX(R") tal que

. Pp(x)dr =1, ¢ =0, supp(¢) < {z: |z] <1},

1
loc

e seja f € L, (R™) e definimos para e > 0

fw) = [ s-epotay == [ o () dy

Rn
Entao:
i) foe C*R");

ii) se f(x) = 0 em quase todo ponto fora do conjunto fechado A entio supp(f.) <
A+{z: |z|<e};

iii) se f € continua e supp(f) é compacto, f. —> f uniformemente quando ¢ — 0.
Demonstragao. Ver [17]. O

Corolario 1.3.12. Seja K um subconjunto compacto de um aberto (2 < R™. Entao
existe 1 € CP(R™) tal que 0 < ¢ <1 e ¢ = 1 numa vizinhanga de K.

Teorema 1.3.13_(Teorema do Resto de Taylor). Seja B uma bola em R™ centrada em
a € R", seja f: B —> R uma funcio em CY(B). Entdo para todo h € R™ tal que
a+ h e B temos

flath)= 3 o f@he + Y Rah)he,

lo|<d |a|=d+1

no qual

[Ra(h)] < sup

yela,a+h]

1 (67
0 f(y)', Vla| =d+1.

Observacao 1.3.14. Observe que se f € ./ (R™), entao para todo ¢t > 0 e todo d € N
temos

o | fla+h) = ) é(mft)(a)ha =@ f)a+h) = > %(aaft)(a)h(a—e»

laj<d |o|<d

= (&‘eift)(a—i—h) — Z é(aa<aeift))(a>ha '

laf<d—|ei
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Aplicando o Teorema do resto de Taylor & funcio g = 0% f, de classe C?~1¢+1 temos

o ft(a+h)—25(0“ft)(a)ha < Y sw

@ g

‘O¢|<d : |a‘=d—|€i‘+1 ye[a,a-{-h]
< C(n, d) sup |(3a((7eift)(y)| |h’d—|ei\+1
la|=d—lei|+1, ye[a,a+h]
< - 1d 1—c(n, d) sup o f (Q)) |h|d_|ei|+1
grre la|=d+1, yela,a+h] t
1 »
< orareind) sup [ flloal |

|o|=d+1, ye[a,a+h]

Logo usando a indugao temos o caso geral para 5 € Njj dado por

1 1 -
| fila+h)= ] (@) @h* || < ge(n,d) sup £ 0.0 |2 181

1.4 Transformada de Fourier em . (R")

Se f e LY(R"), definimos a transformada de Fourier de f por
FINQ =FO = | fla)e ™z, (R,
]RTL

em que i = /=1, z = (21,...,%,), ¢ = (C1,,C) e ¥ ¢ = 21( + - + ¥,(n. Pelo

Teorema 1.1.8 temos que f ¢ continua, além disso, ¢ limitada, pois sup|f(¢)] < ||f||.:-
CeR™

Teorema 1.4.1. A transformada de Fourier é um operador continuo de ./ (R™) em
Z(R™) e valem as propriedades:

0°6(¢) = ¢*6(0)
Fao(2))(Q) = (1)*12°0(C).
Demonstragao. Ver [19]. O

Teorema 1.4.2. A transformada de Fourier € continuamente inversivel de . (R"™) em
L (R") e

1

F0w) = g [, Qe o SR,

Demonstragao. Ver [19]. O
Observe que a transformada de Fourier F : . (R") — .#(R") é um isomorfismo.

Teorema 1.4.3. Se ¢, p € /(R"). Entio se denotamos ¢(¢) = ¢(—C)

i) | S@e@dz = | ¢@)pla)dr.
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i) [ s@)p(e)ds = (2m)" / BB

iii) prop=0-3.
iv) ¢ = (21) "6« B.
v) o) = (2m)d(a).
vi) 6(x) = d(x).
Demonstragio. Ver [19]. O

1.5 Tépicos de Analise Harmonica
Nesta secao apresentamos topicos essenciais de Analise Harmonica.

Defini¢ao 1.5.1. Sejam (X, ) e (Y, v) espagos de medida, 1 < p,q < +00. Seja a
aplicagao linear

T:LP (X, u)— {f:Y—C: mensurdvel}.
Dizemos que

e T é tipo forte (p,q) se existe uma constante ¢ > 0 tal que

ITfllee < cllfllee, Ve LP(X,p).

e T é tipo fraco (p,q) se existe uma constante ¢ > 0 tal que

v(yey: [T > M) < (c”fﬂ”)q, VA0, ¥ € LP(X, ).

e T ¢ tipo fraco (p, +m0) se é forte (p, +0).

Observagao 1.5.2. T é tipo (p, q) forte implica que é tipo (p, q) fraco, pois para
Ex={ye)Y: |Tf(y)| > \} temos

q
v(E)) = ldv < mdu
B\ B, A
— 1 T Qd < 1 T q
= 5o [ 1T s < ST,

U (!
< 55 el = (A7)

Observagao 1.5.3. Para o caso (X,pu) = (V,v) e T = Idy (identidade em X), a
propriedade fraco (p,p) é a desigualdade de Chebyshev.
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Definigao 1.5.4. Seja {T;},. , uma familia de operadores lineares definidos em L? (X, 1),
o operador maximal T™ associado a familia é definido como:

% f(x) = sup|T f(x)].

t>0

Teorema 1.5.5. Seja {T;}, uma familia de operadores lineares definidos em LP (X, p).
Se seu operador mazimal T* ¢é fraco (p,q), entdo

A= {f e [P (X,p): tli_)rg Tif(x) = f(x) em quase todo ponto }

¢ fechado no espago LP (X, ).

Demonstragao. Seja {f,}, .y uma sequéncia em A tal que f, — f em LP (X, pu), deve-
mos mostrar que thr? Tif(x) = f(x) em quase todo ponto, isto é f € A.
—1l0

Uma vez que tlir? Tif(xz) = f(x) se, e somente se, limsup|T; f(x) — f(x)| = 0, temos
—lo

t—to

t—to

v ({x €A : lim T f(x) # f(:c)}) = ({x e X : limsup|T,f(x) — f(x)] > 0}) .
—1l0
Agora observe que por a linearidade de T;

Tef () = f(2)| = |T(f = fo)(@) + Tifu(z) — f(2)]
< L = fu) (@) + [Tiful(2) = ()],

o qual

" ({x - limsup|T} f(z) — f(z)| > )\}) < p ({x » limsup[Ty(f = fo)(2)] > %})

t—to t—to

DO | >

{)

+u(&nnmwMﬂn@»—ﬂ@h>

t—to

Mais

p({oe X msuplTi(f = fl() > 5 1)

t—to

<u({reX: T~ f)@|> 5 1)
:M({xex;T*(f—fn)(x)>%})<<2f||f—fn|lm)q,

entao desde que || f — fu||r» — 0 quando n — o0, temos a convergéncia quando n — o

p((2e X msuplT(f — () > 2 }) — 0,

t—to

Por outro lado, desde que T} f, — f, em quase todo ponto

u({re ¥ mswitise) - 101> 5}) <0 (foe s @ - 101> 5})

t—to 2
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2P »
< S lfa = Sl

de isto temos que quando n — o

u({re s s - s = 31) —o

t—to 2

Assim das duas convergéncias temos que todo A > 0 satisfaz

w({re s msuirise) - @)1= 2} ) -

t—to

Logo

w({reas imns@ # r0}) = i ({rexs imowinise - s> a})

A—0t t—to

=0,
isto é f € A. Portanto o conjunto é fechado. m

Defini¢ao 1.5.6. Seja (X, 1) espaco de medida e f : X — C fungao mensuravel. A
aplicagao ay : (0, +0) — [0, +o0] definida por

ar(A) =p(ze X [f(z)] > A)
é a funcao de distribuicao de f.

Proposicao 1.5.7. Seja ¢ : [0, +0) — [0,+0) uma funcao diferencidvel e crescente

tal que $(0) = 0. Entao
memmpéwwmwmw

| ellsa /(W( 5(0)) dp
:/){( N)dA | dy
=AmﬂMfQMd ) (dA x dp)
- [ ([ v
_ +w¢'()</()>k1du>w
/ &' (Nas(\)dA.

Demonstracgao.
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Observagao 1.5.8. Seja 0 < p < +00. Aplicamos a proposi¢ao anterior para ¢(A) = NP,
temos

/X (@) Pdu = / AP Las (A

Definicao 1.5.9. Seja X um espaco de fungoes mensuraveis. Uma aplicagao
T:X — {g:) — C mensurdvel } é sublinear quando:

o IT(fi+ )W) <ITHWI+ITLW) Yyed.
o [TANWI=NITf (), Vyed, vAeC.

Teorema 1.5.10 (Interpolagao de Marcinkiewicz). Sejam (X, pu) e (Y, v) espagos de
medida, 1 < py < p1 < +0 e T um operador sublinear de LP° (X, ) + LP* (X, ) ao
conjunto de fungoes mensurdveis em Y. Se T € fraco (po,po) e fraco (p1,p1) entao T é

forte (p,p) para py < p < p1.

Demonstracgao. Sejam f € LP (X, u) , A\ > 0 arbitrarios e sejam Ay, A; as constantes
das desigualdades fracas de (pg,po) e (p1,p1), respectivamente. Definimos as seguintes
funcoes:

Jo = fXgs@iseny € fi = X{r@)<en)-

Observe que

POy, — POy, — P Po—p ]
/X fol@)Pdp /{lmw}|f<x>| , /{| @R

- /{|f(x)|>cx}|f<m>|p <@)pop (A Pdp

< (e\)PoP f(x)Pd
() /{| @
< (A /X (@) Pdp < +o0,

logo
1 follps < (eX) 20| £115°

Se p; = +o0 entao claramente f; € L* (X, u). Agora, se p; < +00 entdo

/ @)y = / @) Pdu
X {If(z)|<cA}
- [ Pl
{If(z)|<cA}

[ e () v
{If(x)[<cA}

<@ [ jf@r
{If(@)|<cA}
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< (AT /X F(@)Pdp,

logo

1 f1lln < ()01 £115
Assim f e LP (X, u) + L (X, ).

e Para p; = +o0:
Seja ¢ = 2A;, entao em quase todo ponto temos

T ()] < [T fill
< Aufl A1l
A

A12—141

DO | >

A
entao ary, <§> = 0. Agora,

[rrrwrar = [ pe-tagnay
y 0

+00 )\ )\
[ (o (5) v (3))
0

+00 )\
:/ p)\pilanO (5) d)\

0

+00 B 2A Po
[ e (Bl ) o

=pea [ ([ i @) ay

= p(2A0)p0/X y APTPO Uy p@yment (2, A) [ (@) [Pd (1 x N)

[f (@)

- p2ao | ( |

- 024 | @)

PP (p — po)
_p (247
Cp—py o

N

N

Nl f (x)lp‘)dA> d

1F115-

e Para p; < 4+ temos:

+oo A +00 2A P
[ et (3) s [T o () o
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= pA [P e (@ D) G x )

=p@Am{L(/@”vplwﬂnmw)mt

P(2A1)pl/ (m;_ﬁ(-fﬂpdﬂ

p)Cp p1
p (247

g —— IF15-

Assim
+00 by +00 A
[rrwrar< [ o tanGaxe [ o tan (Gax
Yy 0 0

C (B AR e AT
S \p-pocr pr—perer )

1.5.1 Funcao Maximal de Hardy-Littlewood

Seja f € L
como

L(R™) com n > 1. Definimos a fun¢do Maximal de Hardy-Littlewood

Mi@) = sip e | (sl

r>0

Dado que a funcao definida no ponto x como

1
Y= oo fx+y)ldy
13 7’ ‘/ (z,7) ‘ ’B<07T>| B(O.’!‘)‘ ( )|

¢ continua pois, para € > 0, 3§ > 0 tal que |||f(z +h + ) — |f(z + )||||LB(0 , <ese
|h| < 0. Entao

B(0,r)

o+ yldy — [ \ﬂx+mu4<nuw+h+»w+fm+>wp <e
B(0.7) B(0.7)

Logo o conjunto E) = {z € R": Mf(x) > A} é aberto, pois M é o supremo de fungoes
continuas, e além disso M f é mensuravel. Assim

M: L (R") — M(R")

Observe que M é sublinear e que para f > 0,¢ = I)IXB(OJ), temos:

(¢r+ f) (z) = . o —y) f(y)dy
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/Rn t”|B(1() )|XBOI (:c;g) f(y)dy

Logo para a familia {T}},_,, no qual T, f(z) = (¢, * f) (x) e f = 0 temos que M f = T*f.
Podemos definir o maximal de Hardy-Littlewood também sobre os cubos centrados em
x e de lado 2r

gy 1

Para isso basta observar as desigualdades

1 on 1
< 1B0,1)] l|@<x,r>| oo “”'dy] |

(z,7) |/($7‘) u)ldy < (\F> [m B(x,ﬁr)|f<y)|dy]7

assim M e M’ sao equivalentes e

EE M) <o) < (1) Mito)

Observagao 1.5.11. Se f € L*(R™) temos

Mf(w)zsupwa/ y)|dy

r>0

su
b |B< )

= || fllzoe®ny,

A

|||f||L°° & |B(2,7)|

isto é, M é um operador forte (+o0, +0).

Lema 1.5.12. Seja # = {By, By, - B,,} uma colecao finita de bolas em R™. Entdo
existe uma subcolecao disjunta {B;,, B, - B;,} < A tal que

Demonstracao. Seja B;, = B(x;,,r;,) a bola com o maior raio, e considere a familia

931 = {BJ : BZ‘1 ﬂBJ = @} 10g01

e Se % = @, entdo |J;_, Bj = B(x,3r;,) e aqui acabamos com a selegio da
subfamilia.
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e Se %, # & entao os B; ¢ #, cumprem B; < B(x;,,3r;,). Assim
U B, c U B UB@W?’T@&)» card(%,) < cardA.
j=1 Be#

Fazemos o mesmo com a familia %, até %,,.1 = &. Observe que por construcao,
a familia {B;, },_, ¢ disjunta e (J;_, B; = ,_, B(ws,, 3ri,)-

Agora fazemos a conta temos

]

Teorema 1.5.13. O operador M mazximal de Hardy-Littlewood é (1,1) fraco e (p,p)
forte para 1 < p < +00.

Demonstracao. Pelo Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz, basta provar que o
operador ¢ (1, 1) fraco e (+o0, +o0) forte.

e (+o0, +o0) forte, provado anteriormente na observagao.

e (1,1) fraco:
Para f € L'(R") seja E) = {zx € R" : |[Mf(x)| > A} o qual é aberto, temos
m(Ey) = sup {m(K): K c E\ compacto} e para cada = € F) existe r, > 0 tal
que B(z,r,) < E\ com

1
S 1@y B,
B(z,rg)

m
logo para um compacto K < E), temos K < U B(z,r;), entao K < U B(xj,74,).
TeF) 1:j
Aplicando o lema anterior temos



28 CAPITULO 1. PRELIMINARES

[f(y)ldy.

R”
Tomando o supremo sobre os K < F, compactos, temos

371
m(Ey) < —||f||L1(Rn

[
Observagao 1.5.14. Se f € LY(R") com f # 0, entao | f|jz: > 0. Assim existem

R > 0,e > 0 tais que
| 1wy =
B(0,R)

Agora para cada |z| > R, B(0, R) < B(w, 2|z|) segue

2n ’x‘n

Entao

Mf(z)dx = Mf(x)dx

R |z|>R

1
< ——dx

2" Jig=r ||

+o0
= —7"” Ydodr
Sn— 1 T

:€|Sn 1| +ooldr_)00

o qual M f ¢ L'(R™).

Proposigao 1.5.15. Sejam f € L} (R") e ¢ uma fungio radial nio negativa tal que
o(r) = é(|x|) com r = |x|, nao crescente € integrdvel. Entao

supl(or o)l < ([ otty) Myt

t>0

Demonstracao.

N
e Se ¢ = Z ajxa,; ¢ uma funcao simples nao nula com {Aj}jy:1 disjuntos e a; nao
j=1
nulos. Desde que ¢ € L'(R") positiva temos que a;|A;| < +00, podemos supor
que a; > az > --- > ay > 0. Além disso cada A; é um anel, pois a funcgao ¢é
radial, também de ser nao crescente temos que para os escalares {b; }jvzl definidos
da seguinte forma

by =an, byo1 =an—1 —an, -+, by = ay — ay,
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J
sao positivos. Logo ¢ = Z biXB(0,r;), nO qual B(0,7;) = UAj, e consequente-
j=1 =1
mente temos

N b,
= Z t_nXB(Oﬂfrj)-
j=1
Entao

[

N

]
Z n B(0,trj) l’)
‘7:

2
n

IR y)f(y)dy‘

/m])| (v)ldy

j
n x tr]

:Ib

1
|B(ZL’ t’l"])| B(x,try)

i
i 1 <y>|dy]
S

B(0,r;)[Mf(z) = ( . ¢(y)dy) Mf(z).

e No caso geral, lembremos que as fungoes (Teorema da convergéncia mondtona)

iQ__kla xeqbil ([%7%))7 Z:]-7 aka

tem a propriedade que 0 < ¢' < - < g < PPl < < ge klim ¢*(x) = ¢(x).
— 400

Como ¢ € L*(R") e radial, positiva e nao crescente temos que cada ¢* também
tem essas propriedades, pelo Teorema 1.1.8 e pelo caso anterior temos que

o0 £@)] = i |04 £l < Jim ([ onan) ms) = ([ otan) msco)

k—+0

Portanto

S{ngt « f(x)] < ( - ¢(y)dy) Mf(x).






Capitulo 2

Espacos de Hardy

Neste capitulo vamos apresentar os espacos de Hardy H? no espacos euclidiano R”
via funcoes maximais suaves além de propriedades de suma importancia como um Teo-
rema de decomposi¢ao atomica que sera bastante 1til como ferramenta desses espagos.

2.1 Teorema de Caracterizacao Maximal dos espacos
de Hardy

Iniciamos a se¢ao com a definicao de uma funcao maximal suave que serd uma das
formas de caracterizar as distribui¢oes temperadas nos espagos de Hardy.

Definigao 2.1.1. Seja ® € ./ (R™) e f € '(R"). A funcao maximal de f associada a
® ¢ definida por

Mo f(x) = sup|(f = ®;)(x)].

t>0

Observe que claramente o operador é sublinear isto é para A € C e f,g € &'(R")
temos:

i) Mg(Af)(x) = |A[Myf(x);
ii) My(f +g)(x) < Myf(x) + Myg(z).

Definimos o espago HP(R") para 0 < p < +00 como o conjunto das distribuigoes f €

S (R") tais que Myf € LP(R™) para alguma ¢ € .(R") satisfazendo ¢(z)dx # 0.
R’ﬂ

No caso p = 400 definimos H*(R™) = L*(R"). Fixado uma ¢ € . (R") com/ o(x)dx # 0,

R
definimos o espaco H‘;(R”) como o conjunto das distribuigoes f € /(R") tais que
M,f e LP(R™), e associamos o funcional

Ille - HE(R™) — R*

F e £l = ( M¢(x)pd:c)

]Rn

31
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Demonstraremos mais adiante com o Teorema de Caracterizagao Maximal (ver Teorema
2.1.16) que HP(R") = Hj(R") independente da funcio ¢, além do mais dadas ¢; €

< (R™) satisfazendo ¢i(x)dr # 0 para i = 1,2 entao ||-||4, sdo comparaveis.
RTL

Definigao 2.1.2. A func¢do maximal nao tangencial associada a ® € .#(R™) para
f e "(R™) é definida como

Mg f(x) = Sup{ sup |f <I>t(y)|} :
t>0 | |z—y|<t
Observe que || My f||zr < |[M} f]|1», pois todo x € R" satisfaz
My f(x) = sup|f + ¢y()] < SUP{ sup |f » ¢>t(y)\} = MG f(x).
t>0 t>0 | |z—y|<t

Defini¢ao 2.1.3. A fungdo maximal nao tangencial com peso associada a ® € . (R")
e N € N para f e . (R") é definida como

-N
Miiyf) = s {|f vae =) (1+4) } .
Observe que para todo z € R" temos
Myf(w) < My f(x) < 2V M3 f (),
pois

M; f(z) = sup {|f = iz — )} = sup{!f*@(x—y)! (1+M) _ }

ly|<t lyl<t t

<2¥ sup {\fwt(:c—yn(u'—y')_ }=2NM;:§V @).

yeR™, >0 t

Definicao 2.1.4. Considere o conjunto finito F = {||-|l, 5, }j de seminormas em . (R™)
e

<Sﬂ]’ = {¢ € y(RN) : ||¢Haj,5j <1 v ||'||Oéjﬁj € ‘F}
Definimos a grand funcao maximal associada a Sz como

My f(r) = sup My (z).

Observe que se ¢ € . (R"), entao existe ¢ > 0 tal que para cada f € .#'(R") satisfaz
1Mo fllze < el MEfl|ze-

De fato, para ¢ = max {||¢||a, 3, } temos ¢™'¢ € S o qual para cada z € R" temos
J

¢ My f(x) = Moy f(x) < Mz f(),
logo Myf(x) < cMgf(x).
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Lema 2.1.5. Seja g€ S(R"), 0 <p < 4w e N > " BEntdo existe c(n,p,N) > 0 tal
p
que para cada f € ' (R™) satisfaz

MG fllzr < e(n, N, p) |MGF| o
Demonstracao. Seja f € ' (R"),

Mgy f(x)P = sup {|f*¢t($_ w (1+‘i’> }

yeR" t>0

+00 ‘y’ —Np
<X s Aifeate-gp (10 8) s
k=1 2k le<]y|<2kt

AP Iyl o
sup R |f* ez —y)|P | 1+ ;
ly|<t

< RN s el 2 s (1 e~ )P

k-1t |y| <2kt ly|<t

< S50 sy (1 ate ) = S s (76000

k=0 ly|<2kt |$*y\<2kt

= Y2 N @)) B f@) = sup [f+énly)]
k=0

lz—y|<at

Como / Fr f(x)Pdr < c¢(n,p)(1 + a)”/ F f(z)Pdx (ver Coroldrio 5.1.9) e Fyf(x) =

n

M (z) temos que
/ M @Fde < 3 2V 4 24 e(n,p) [ wgparis
k=0 "

n
entao de N > — temos que
p

1ML < c(n,p, N)|IM fllze
O
Lema 2.1.6. Sejam ¢ € S(R") e N > g Entao para cada par de multi-indices o e
p e N" existe ¢(a, 5,n, N) > 0 tal que

kua,ﬁ < c(oz,ﬁ,n, N) Z ”wl|5*’}’+2N,a7'y-

<o, y<B

Demonstracao. Seja ¢ € R". Entao pelas propriedades da transformada de Fourier (ver
Teorema 1.4.1), temos

1C20%4h(¢)] =

(¢ -

@] = | [ o (#Pv(@) e da
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<A;X<(;‘)/Rny(mx5 " (x)) | da
/ (1 + |21

Z xﬁ—v—Nga—vw(x) dx
1
< 3 dandleian / T

(1 + [z[?)
n (1 +]2]?)

( 6 N Do Illaves—vay-

r<a, 7<B

O

Lema 2.1.7. Sejam N > g, ¢ € L(R™) com / ¢(x)dx = 1. Entao para cada 1 €

R
S (R"™) existe uma sequéncia {nk}keN em . (R™) tal que:

i) )= Zﬁk*%—k-
k=0

ii) Para todo M >0 e |.||a3 seminorma em . (R") temos que

2_k1(\x/176 <27 c(a,n, N, p) Z Z Z‘WHJ 0+2N,[M]|+1+n+5+6—0-

y<a, v<B d<a—y 0<

Em particular

k
N,

Demonstragao. Sejam M > 0 e ¢ € (R"). Para demonstrar a primeira propriedade

basta exibir a existéncia de uma sequéncia {'r]k} , tal que w Z nk( , pois

@(C) = $(2’k() e pelo Teorema 1.4.3 temos
bi@) = F (¢) @)
—Zf- (62)) (@)
= Z 77k * g-r ()

Fixe uma fungao 0 € Y(R”) tal que 0 € COO( ")
B(0,2). Definimos to(€) = 6(€) ¢ G(€) = 0256 — (2

o supp ¢ = B(0,2")\B(0,2"7).
E imediato, pois supp 0(27%-) < B(0,28), supp 0(2'%.) = B(0,2") ¢ ¢, = 0 em
B(0, 2+1).

6 =1 em B(0,1) e supp 0 <
21- ) para k € N. Entao
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+00

L
Z 0(271€) (6 telescopica), no qual 1 = Z Ui(€), pois
k=0 k=0

Agora de ¢(0) = ¢(x)dx = 1, afirmamos que para ky suficientemente grande temos

A 1
lp(&)| = = para todo ¢ e B(0,2=*0=1)) " assim

\)

~

1/3 (©)0(€)

l
M+

e

i
o

(©v(©)

i 32—tk
mcb@ (k+holg).

[
M

Definimos 7%(5) = #ﬁ@d}(ﬁ) que pertenece a7 (R™) pois ¢(2~ ko)) > % quando

& € supp @/Z); < B(0,2% 1), logo o produto pertenece .#(R") . Note também supp 737‘? c
supp P, < B(0, 2 \B(0,2571).
Agora provaremos que cada par de multi-indices «, § satisfazem

¥ las < 2727 c(a,n, N,g) > ) > [lls—6+2n, [M1+140t8+5-0

V<, y<B d<a—y O0<[M]+1+n+5+6, 0<6
(2.1)

Com efeito:
rylaet o) = | [ Flaretnryoerad < [ @) ]
- [ o] ac= [ o [
N
N /2k1<<|<2k+1 é <’Y) mC’Bﬁa Vnk(C)
(0%
<Z (,y) / w<|<|<2k+1‘m<ﬁ”aa TnH(O)|d¢

a\ [a—y 811467
DIP) (0( ; ) Lk«KszHW 18%5(0)

dg

dg,

a—y—08 @(C)
g

dg

(2.2)

ot [M]
B2+ ()

CY(’}B k < B—~ aéA
o< 3% [ O
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Inicialmente provaremos que para todo « multi-indice temos que

| Q)
G- ter)
Comecamos com

r ) —k 1—ko||P —k|| 4
a! Yi(¢) ”<4||9||002 + 21002 Fllloes _ ook,

¢(2—(k:+ko)c)) $(2_(k+ko)<)2 e -

< co(,0)27H.

1 N
A tltima desigualdade é valida, pois 5 < p(27 k) )2 quando ¢ € B(0, 2871\ B(0, 2F71).
Para demonstrar a desigualdade com « geral so realizamos o processo de indugao. Note

que a fungao 0 esta fixada o qual ndo tem importancia e assim ¢, (¢, 0) = ¢ ().
Voltando para (2.2) temos

EEACIETID YD Jl N S LA O R

<o, y<B d<a—y

S NPHOlde

k—1 k+1
Yo, Y<B d<a—y N

|C7+6||CM+n+1|

e gl [ 71 ldC
vs;sﬁ 5§7 ak-1g|cl<art [QTHO|CM R
&H[M]+1+n+ﬁ+6 5
_C 2k|’y+6/ I S
w<§$ﬂ 52}_7 ah-igijeartr  [QVTO[[CMARH

<C Z Z oklv+4 |W‘|[M1+1+n+ﬁ+6, 5 ka[M+1+|w+5|]‘B(0’ 1)

r<a, y<B  d<a—y

D YR Y I TR

V<o, Y<B d<a—y

—
[\»)
3
|
2=

logo pelo Lema 2.1.6 temos que para N > g

|20 0k ()| < 27FM27FC Z Z Z 1]l 5—0+2N,[M]+14n+8+5—0-

V<a, v<p d<a—y  OK[M]+1+n+B+3, 6<5

Entao para todo ¢ € Z(R") temos que

17", -
2_kMIB <2 kc(aa n, N7 (b) Z 2 Z ”w|‘6—0+2N,[M]+1+n+B+5—0 (23)

y<a, y<B  d<a—y 6<6

17"l 5

Claramente 5=k

— 0 quando k£ — +o0. [l

Lema 2.1.8. Sejam ¢ € #(R"™) com ¢(r)der=1,0<p <40 e N > " Entao
R™ p
existe um conjunto finito de seminormas F e uma constante c(n,p, N,¢) > 0 tal que

cada f € ' (R") satisfaz

||M.7'-f||LP < C(”vpv N7 ¢>||M(;>kf||LP
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Demonstragao. Definamos F = {||-|los: || <n+ 3N +1, |B] < 2N +2n + 2} e seja
Y € Sz. Usando o Lema anterior e (nf * ¢y—x); = nF * (¢« )¢, podemos escrever

f(z) = (ZU *¢2k> ):Zf*(ﬁk*%fk)t(f‘f)

—Zf Fr(0a)e) (1) = )5 (f =) # (@20)e(2)
—§] ¢ (Grle) = /nu*wzwa@—ymﬂw@

Logo,
+00 | k(y N
n(4)] y
Fevtal < 3 [ s 2 (10 )y
k=07 R"
+00 | kE(y N
n(%)] ||
;,ﬂEVf@)Z/ —t= <1+_—k dy
n 1 27Ft
k=0
N
= Mg\ f(x Z +2k\y]) dy
19 . 1 + |y|)n+N+1
< M7 2 d
ont (@ ];)/n " 1+ [y y
1
< M5 S 2N sup  ||n” Hon/ ——dy
o,N ( )];) ol <nt N41 Y Jgn (1+ |y|>n+1
+o0
= CMZf(x) X 2" sup 0¥ ]lao-
k=0 |a|<n+N+1

Aplicando (2.3) para M = N, |a] <n+ N + 1 temos que

211"l < 27%¢(a,n, N, 9) Z Z||¢||5—0+2N, N+1+n+5—6

d<a 0<é

< 27%¢(a,n, N, ¢) > 193

|a|<n+3N+1, |B|<2n+2N+2
—k
< 27 %(n, N, ¢),

entao para todo x € R" temos

|f = u(@)| < Cln, N, @) MG f(a sz
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Passando o supremo temos que para todo ¢ € Sz satisfaz My, f(z) < C(n, N, ¢) M3 f(x),
o qual do Lema 2.1.5 temos que

”M}‘f”Lp < C<n7p7 N7 ¢)‘|M$:§Vf”[/p < C(n7p7 N7 (b)HM;fHLp
[l

Lema 2.1.9. Sejam f € S'(R"), ¢ € S (R"), R >0 e F = {[|lap}|aj<n pcar M
conjunto de seminormas em . (R™). FEntdao existe ¢(R,¢,F) > 0 tal que todo h €
B(0, R) satisfaz

M¢(+h)f(x) < C(R7 (b? ‘F)M]‘—f(x)a Vz e R".
Demonstragao. Sejam |h| < R e ||-||o,s € F. Entao para todo x € R" temos.

|2*0%p(x + )| < [a]*0°d(x + B)| < (Jz + bl + b)) |0%d(x + D)
21l 2 + nl*N OBz + h)| + 219 n||Po(x + h)|,  (a+b) < 2a? + 2V
2 M e o |(z+ 1) G(x + B)| + 2RI ¢]lo,5

[v]< ]

<ca ) 19lhs + caR M llos < c(R. 6, F).

[vI<]e

NN

VAN

Entao para toda [|-||o 3 € F temos
[6(- + B)llas < (R, &, F),
o que implica My..p) f(x) < c(R, ¢, F)Mrf(x), para todo x € R". H
Lema 2.1.10. Sejam f € ' (R"), 0 <p < +o0, N > ﬁ, pe LR tal que | ¢(x)dr =1
p Rn
e [|M; fllr < +o0. Entdo existe uma constante C(n,p, N, ¢) > 0 tal que
1M fllze < C(n,p, N, )| My f| 1o (2.4)

Demonstracao. Seja F do Lema 2.1.8 e para A > 0 definimos

F={zeR"/ Mrf(x) <AM}f(z)}.

Entao do Lema 2.1.8 temos

[ a5 [ per@rds < 5 [ prfapas

cP

<5 [ r@ras
<5 [ s
Rn

A 1ltima desigualdade é valida ao escolher A > 0 tal que 2% ¢ < A, entao

IMw@Wm=/M@ﬂMWW% M f(2) P
R™ F Fe
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* p 1 * p
< [ngs@pds s g [ i@

e portanto

/ M (o) Pde < 2 / M2 f(2) P (2.5)
R™ F
Afirmagao: para p > ¢ existe uma constante c(n, p, N, ¢) > 0 tal que toda x € F satisfaz

M f(x) < c(n, p, N, ) [M(M, f)!(x)]7,

no qual M ¢ a funcao Maximal de Hardy-Littlewood. Para demonstrar a desigualdade,
vamos a definir

f(l‘,t) i *(bt(x)?
fH(x) = sup [f(y, )] = sup [f*u(y)| = Mg [f(x).

|lz—y|<t |lz—y|<t

Observe que como Mg f € LP(R") temos que M f(r) < +c0 em quase todo ponto.
Assumimos sem perda de generalidade que M(;‘f(x) < 40, Vo e R". Seja x € F, pela
definigao de M f(r) existe (y,t) € ['(z) = {(w,s) : [z —w| < s} tal que

f*(x)
2

< f(y;1).
Fixemos r > 0 posteriormente escolhido e assim dado u € B(y, rt) temos

[f(u,t) = [y, O] < lu—y| sup [V f(z,8)] <rt sup [V.f(z,1)]

sefuy] “eBly.rt)
Mas
0l (at) = (] a@ﬂ)—%u (2
= 2, @00l <f 0.0 $—40> T (.0 (@),
no qual ht = z — 2 e Thg(z) = g(z — h). Como
|h|:‘x z‘:‘x—yjy—zlgtirtgwrl

temos

|[f(ut) = fy,O)f <vt sup [V.f(z8)] <rty/n sup max |0, f(z,1)]

zeB(y,rt) zeB(y,rt) =L,
< rty/n sup max |— (f * (Tho:,0)e) (2)]
|h|<r+1 i=1,...,n

= r4/n sup max |( (Thazi¢)t> (m)]
|h|<r+1 =1

<ry/n sup max M(Thaz o f ()
\h|<r+1l_1 .....
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< ryndMyf(z) < ry/nd\M; f(z),

no qual a peniltima desigualdade é justificada pelo Lema 2.1.9. Portanto como u €

1
B(y,rt) é arbitrdrio, podemos escolher r tal que rdy/n\ < 7 assim todo u € B(y,rt)

satisfaz
1Fu, )] = £y, t)] = [f(y, 1) — fu,t)] = f*2(f’f> _ f*ifﬂ)7
Logo de B(y,rt) € B(z, (r + 1)t) temos
1
* q < qd < g 1 | y
f*(r) y,rt\/(yrt (u,t)]?du < 4 Bl 0] e T+1)t)|f(u t)?du
B(z, (r+ 1)t) \ )
|B(@/ﬂ“t)\ |B(:c, + D] Sy |f ¢ (u)|?du
| B(z, (r + 1)t)] 1
<49 [
SR lr0l 150 0 D0 Doy
o1 Bz, (r + 1)t))|
<o MM ()
1 n
<o (25) Mm@

Portanto como M f(z) = f*(x) e v € F arbitrério, temos

M f(x) < cln,p, N, o) M [(Mof)"] (2)}s,  VaeF

Uma vez demonstrada a desigualdade vamos finalizar a prova do Lema. Como 1 < P

entdo M é continua em Li(R"), da continuidade e de (2.5) temos !
M2 f(2)Pde < 2/\M¢”jf(x)|pdx ch/ (M, f)"(2)] do
Rr F
< ClMap)ly = CIM I
Portanto demonstramos que:
1M fllr < C(n,p, N, ¢)|| My f|| -
[

Vamos a demonstrar agora que Mjf € LP(R") se Myf € LP(R"). Para isso vamos a
definir as seguintes fungoes

L
M;,Lf(x) = tsuR'f * ()] (e + tt+ elz])E’

tL
M5 f() = su * ,
¢ f( ) ‘x_y‘<£871|f ¢(y)| (5 + t + 5|y|)L
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**eL . su « T — tL |y|
F@) = sup |f+dile—y) >(1+ ) |

JeR™ f<e—1 (e+t+elx—yl t
Mff’Lf( ) = sup M3" f(x).
¢eSFE
e provar algumas proposicoes.

Proposicao 2.1.11. Sejam f € ' (R"), ¢ € S (R") e 0 < ¢ < 1. Entdo existe
L = L(f) > 0 tal que M;*"f € LP(R").

Demonstra¢ao. Desde que f € #/(R"™), pelo Teorema 1.3.6 existem A = A(f),m =
m(f) € N tais que todo 1 € #(R") satisfaz

[fdl<A Y Sup\ (1 + [2*)" 0% ()]

laf<m zeR

Sejaz e R" e |x —y| <t < e™!, entdo pela desigualdade anterior temos

[fa)l = [(Froly— NI <A Y] Sup\1+| )" 0%u(y — 2)|

la<m *€
= A 2 51]%17)1 <1+t2|—| )) tn+|a\( a¢)< Z>
ol<m 7

e (2520 ) o (559
|lal<m

<4 3 gt o {2 (15 0) oo (V7)o ()

eR™

<AL

Sel<t o

reoi<a 3 s (a2 e () s o (47
<atn 3 sp o (14 2) o) (V) s i) (V)
<aen Y [ 3 w,my?mm} < alf.) + L o).

Se0<t<l: B

£+ o)l < P {2’" (1+421221) " @) (1) + 7t @0) (L Z)\}

7ol < g 3 s {2 (e @ ()] £ i e (M) |

1
tn-‘rm [C Z H(b”[?,a + cy2m¢0»a:| < tntm [Cl<f7 ¢) + CQ(f? ¢>‘y|2m] :
laj<m | |Bl<2m

Agora mostremos que M;’E’L f € LP(R™) para L suficientemente grande.
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° / M;’&Lﬂfﬁ)pdil?: Seja L > max{2m,n +m}. No caso que 1 < ¢
(0.2(=1~1))

quando |r —y| <t < e7! temos

tL ) ) tL
<e (e + ey
|f*¢t(y)|(5+t+5|y|)L ( 1 2|y| )(€+t+€|y|)L
< e (o +ely™) <e Ha +aly™).

No caso que 0 < ¢ < 1 entdo 0 < t*~("*™) < 1 quando |z —y| <t < ! temos

o) e < e ey ——
* S C C
et ey = T AW ey
) tL—(n+m) ) 1
(Cl C2|y| )(6 +t+€’y‘)[’ (Cl 62|y| )EL
= e + eoly™).
Assim temos
Myt f(zy <e™  sup (a1 + aaly™).
lz—y|<t<e—1
Quando z € B(0,2(s7! — 1)) temos que |y| < |z —y| + |z| < 2 — 2, logo

6

Mp=tfz)y<e™  sup (o +elyf™) < =
|lz—y|<t<e—1 €

o qual

cr

ME=E f(z)Pda < / —dr < +0
/B(O,Q(al—l)) ¢ B(0,2(s~1-1)) et

. / M;’a’Lf(a:)pdx:
B(0,2(e—1—1))¢

Quando |z| = 2(e~! — 1) temos que
—|9c\ etelx| —1<e+t+elx|—et,
como
elz] s elz =yl +elyl < et +elyl,
logo
%|x| Se+t+elr|—et<e+t+elyl

assim para |z —y| <t < e~ ! temos

(c1 + caly[Pm)tt

(5+t+€|y\)L el|x|F I ||

L (1 + coly™)t” - L2 [er + ca(e™ + |z])?™]
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No caso que 1 <t temos

7 ) — -am{at el
(e+t+ely))* (e +t+ely)*
a2l fer  oole 4 e
= el |x|L

—2m—2LgL [e1 + 02(5_1 + \xl)Qm]

=° ]t

No caso que 0 <t < 1, como L > m + n temos

th _ 1 (c1 + coly|*™)t-
(e +t+ely)k = gntm (e +t+ely))k
125 [+ co(e™! + J2))*™]

|f = du(y)]

oL |z[Z
< Lol le1 + ca(e™! + |2))*™]
= T
Logo
*,6,L tL
iy ()M f () = oy (z su
XB(O’2(E ! 1))( ) ¢ f( ) XB(O,Z(E ! 1))( )|x7y‘<1¥)<571|f*¢t(y)|(8+t+€|y‘)L
< o229l [e1 + ca(e™ + |2])*™]
h ||~
Desde que para L = L(f) > 0 suficientemente grande a fungao
—2m—2LoL i+ ooe”t + [2))*m n
glz) =¢ 27X B(02(c-1-1)) () 2] e LP(R"),

o qual de
XB(o,z(sfl—n)M;’e’Lf(x) < g(w),
temos que XB(072(€71_1))M;’5’Lf e LP(R™)

Portanto de ambas as contas temos que para L = L(f) > 0 suficientemente grande
M;’E’Lf € LP(R™) para todo 0 < e < 1. O

Observe que L > 0 é independente de ¢ € #(R") e 0 < £ < 1 mas dependente da
feS"(R").

Proposicao 2.1.12. Sejam f € ' (R"), ¢ L (R"), 0 <p < +0, N > E, D<e<l
p
e L > 0. Entao existe c(n,N,p) > 0 tal que

M35 Flloe < eln, N, p) | M= £l o
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Demonstracdo. Vamos a trabalhar similarmente ao Lema 2.1.5

sx,e,L p _ o p tLp M P
M2 f(x)P = sup S |f gz — ) 1+

yeRn <1 (e +t+ele—y[)tr t

+00 B ) tLp M —Np
<>, sup |f * drlz — y)] 1+

k1 2F 1< y| <2kt t<e! (e+t+elz—y|)rr

thv ly\
+ su * Op(x —y)|P I+ =
L ARGl <s+t+e|x—y|>ﬂp< t)

+00 tLp
< Z 9—N(k=1)p sup {!f x gy(x —y) P }
k=1

2k—1|y|<2kt t<e! (e +1t+efx—y)r

Lp
+ sup {|f*¢t<x—y>|p ! }

ly|<tt<e—?! (5 +1+ 5|J7 - y|)Lp

+00 +LP
< o NG gy {|f + dulz — )P }
k=0

ly|<2kt t<e—1 (5 +t+ €|:E - y|)Lp

+00 tLP
= Z 9—N(k=1)p sup {\f x dy(y)[P }
k=0

ja—y| <2t 1< (e +1t+ely)tr
+00 P
_ Z 9—N(k—1)p [FQ*,QE’Lf(:v)] 7
k=0

tL

no qual F55Ff(x) =  sup |f *dy(y
O b M e e

/n [Fret f(2)]" do < e(n,p)(1 + a)"/

. Mas pelo Lema 5.1.9

(7o f(@)] de,

n

n
entdo de N > — e FF=l f(z) = M;’S’Lf(x) temos que
p

[Fl*’e’Lf(x)]p dx

n

+00
/ M;*,E,Lf(x)de < Z 2—N(k71)p<1 + Qk)c(n,p) /
n k=0

o0
= Z 2~ Nk=Dp(1 4 9kyne(p, p) M;’E’Lf(x)pdx
k=0 R

<C(n,N,p) [ M=t f(z)Pda.
Rn

Portanto ||M;j\’,5’Lf||Lp <C(n, N, p)HM;’E’LfHLp. u

Observe que a constante é independente de L > 0 e € > 0.

Proposicao 2.1.13. Sejam f € /' (R"),0 <p <+, ¢ € L(R"™) com o(x)dx =1,
R'I’L

n
N>— 0<e<1elL>0. Entio existem uma constante c(n,p, N,L,¢) > 0 e um

conjunto finito de seminormas F tal que

Mz fllze < e(n,p, N, L, §) || M=" f| 1.
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Demonstragao. Definimos F = {[|[la,}|0j<354ns11 L, 5)<on 201241, SEJAM U € SF e x €
R"™. Para t < ! fazemos o mesmo que no Lema 2.1.8 e temos

= y yl \*
|f * ()] = kz_o/n(f*¢2kt)($—y)t_n77k (Z> <1+ o kt) dyl ,
assim
"
|f*wt($)‘(5+t—|—€|x\)L
$L(2-kg) Ll +°O In*(4)] yl \"
= (s+t+e|:1:| /n f drmee)lw )8 (€+2’kt+5|x_y’)L7L (1 ’ 2kt)

L <« RO wl ™ v
< MG 7 1+ o5 )| dy.
N f(x)(£+t+€|x|L2/n et2 kt+g|x—y|> ( 2—kt) ™ Coldy

Como

e+2Fttelx—y| edttelz—yl 1+ Hlr—vyl
< < +

e+t+elx| T oedtdelx 1+ Sz
1+5—+tlw|+£t|y|<1+ s+t|y|
lyl

<1+—|y|<1+ ,
e+t t

entao substituindo na desigualdade anterior temos

|f*¢t(m)|tL **eL L+OO —k |y| |y| -n
(e +t+elz))t fla t,;)/ o (H ><1+2’“t> :

= M) 5 [ D 2 )l

k=0 "

o (5)]

**6 14+ Y N+n+1
' Zz““v/ (14 o S )y

(1 + [y

1

**EL k(L+N) k
2k up o | dy
Z lo|<N+n+1+L R (1 + ‘yD?Hl

< C( **eL Z 2k (N+L) sup ||7]k||a,0-
la|<N+n+1+L

Aplicando o (2.3) para M = N + L, |o| < N +n+ 1 + L temos

FNED I lan < 27%¢(n, N L 6) Y Y 10 lls-psan N 14nio-s
b<ab<s

<27%c(n,N,L,¢) > [y e

|@|<3BN+n+1+L,|8|<2N+2n+2+L

< 27%(n,N, L, ¢),
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assim, para todo x € R" temos que

tL

M3 f(x) = sup |f = ty()] C(n, N, L, )M f 22k

o1 (e +t+e|z|)l <
< CO(n, N, L, o) M5 f ().
Como ¢ € Sy é x € R™ sao arbitrarios, entao pela Proposicao 2.1.12 temos que
IME" fllee < Cln, N, L Q) |IMER flliw < e(n,p, N, L, §)[| M3 £]].
m

Observe que a constante é independente de ¢ > 0 mas depende de L > 0 s6 nas
seminormas J, o qual se limitamos superiormente L por outra constante fixada entao
a constante da proposicao anterior queda livre do L.

Proposicao 2.1.14. Sejam f € /' (R"),0 <p < +0, ¢ € L(R"™) com o(x)dx =1,
R'I’L

N > E, 0<e<1lelL=L(f) >0 suficientemente grande. Entdo existe uma constante
p
c¢(n,p, N, L,¢) >0 tal que
||M<:,€7Lf||Lp < C(nvpv N7 L7 ¢)||M¢f||LP

Demonstra¢ao. Seja F para A > 0 definimos o

conjunto

= {H'Haaﬁ}\a|<3N+n+1+L,\5|<2N+2n+2+L7

F = {x eR": M;Lf(x) < )\Mg’g’Lf(x)} )

entao pela Proposicao 2.1.13 temos

*,E 1 € 1 £
aetpe) < 5 [ MEtrde < 5 [ MR

Cp 15 ]' 13
ﬁ M;" f(z)Pde < 3 / ) M3t f(x)rd.
cp 1 .
A dltima desigualdade é valida ao escolher A > 0 tal que )\— 27 entao

M=t f(a)Pdr = /F Myt f(ayde + | MPSEf(x)Pde

R Fe

*, ]‘ *,E
< /F M ’Lf(x)pdx+§ M=t f(a)Pde,

RTL

portanto

/ My fa)de <2 /F ML f ()P (2.6)

Afirmagao: Para p > ¢ existir uma constante c¢(n,p, N, L,¢) > 0 tal que todo = € F
satisfaz

Q=

M=t f(z) < c(n,p, N, L, ¢) [M(Myf)*(z)]7 .
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Definamos novamente como no Lema 2.1.10
f(l‘,t) = f * qbt(x)v

observe que o L(f) suficientemente grande temos pela Proposi¢ao 2.1.11 que M;’E’L fe
LP(R") o qual podemos assumir sem perda de generalidade que M} Lf(x) < +o0 para

todo z € R™. Seja x € F, pela defini¢do existem |z —y| <t < e™! tal que
tL
(e+t+ely)t

1

M) < (1)

Fixemos r > 0 posteriormente escolhido, para todo u € B(y,rt) temos

|f(u,t) — f(y,t)] <rt sup |V.f(z,t)| <re™' sup |V.f(z,1)
ZEB(y rt) z€B(y,rt)

<re'c sup max |6 Sz 1)
zeB(yrt)Z_l ”””

=re e sup max |(f = (T,0,,0):) (2)],

|h|<7‘+11 1,...,n

no qual ht =z — z e Tpg(z) = g(x — h), a dltima igualdade da acima é obtida como no
Lema 2.1.10. Logo

th th

<relc sup max # (17,0, T
Cr it eyl Sup e (= (Tndd)o) (0] e

‘f(uvt) - f(yat)|

=re C sup Hlax f
|h|<r+1 =L Thazl(ﬁ (z)

< retedME" f(x) < 'r’gflcd)\M;’E’Lf(x).

A peniltima desigualdade é obtida pelo Lema 2.1.9. Escolhemos r > 0 tal que

1
rede '\ < 7 entao para todo u € B(y,rt) temos que

it fn) — Sl
(e+t+elyh ~ (e+t+elyht  (e+t+ely)r

|f(u, )] = | (u, 1)]

1 *,& 1 *,€ 1 *k,&
> SMEf(a) = SMEEf(e) = MG f (),

como B(y,rt) € B(x,(r + 1)t). Logo

1 44
M fa) <411 / Flut)idu < — 2 / |y 0)|du
¢ ‘B(y, Tt)| (y,rt) |B Y, Tt ‘ J(r+1)t)

49 |B(z, (r + 1)t)]

~ 1By, )] 1Bz, (r + D) e t)|f ¢ (u)|?du

Q‘B(xv( ) )’ 1 .

= | B(y, )] [!B(w, (r+ 1)t)] /B(z’(m)t) My f(u)'d ]
< glB@O VDL o

|B(y,rt)|
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<t (FE) MI061 @)
Entao cada z € F satisfaz
MEE f(x) < e(n,p, N, L, §) M [(My f)7] (x)}7

mas de (2.6), 1 < D6 M é continua em LE(R"), temos que
q

p

ML f ()P < 2 / M= f(a)Pde < 20 / (MM )] ()7 da
F F

< c(n,p, N, L, )| (Mg f)]]

R n

% < C(n7p7 N7 L7 (b)HMd)inp

N ks

Portanto esta demonstrado que
IM5=E flli < e(np, N, L, 6)|| M |-
m

Observe que a constante é independente de € > 0, também de L > 0 se o limitamos
por cima.

Lema 2.1.15. Seja ¢ € S (R") com ¢(z)dr =1, entao Mjf € LP(R") se Myf €
R'"/
LP(R™).

Demonstracao. Sejam f e ' (R") e ¢ € (R") tal que M,f € LP(R"). Fixemos
L = L(f) > 0 suficientemente grande, pela Proposigao 2.1.14 existe ¢(n,p, N, L, ¢) > 0
tal que cada 0 < € < 1 satisfaz

HM;’E’LfHLp < C(Tl,p, NvLa(b)HMtbeLP;

entao pelo Lema de Fatou temos:

M f(z)Pdr = / lim [(M;%Lf(x)y} dr = /R lim inf [(M;%Lf(a:))p] dx

Rn Rn M+ n M—>+00

<timinf [ (277 f(a;))pda; <C [ Myfe)yde
= n—-+aoo n = Rn ¢

< 400.

[]

Teorema 2.1.16 (Teorema de Caracterizacdo Maximal). Seja f € /' (R") e seja 0 <
p < +00. Entdo sao equivalentes:

(i) Existe ¢ € S (R™) com o(x)dx # 0 tal que Myf € LP(R™);
Rn

(ii) Existe ¢ € L (R™) com -~ ¢(z)dx # 0 tal que M f e LP(R");
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(111) Existe uma cole¢do finita F de seminormas em ./ (R") tal que Mxf € LP(R™).

Além disso,

Mo fllr = IME flle = [| Mz [l

Demonstracao.
e i) = ii):
Sem perda de generalidade podemos assumir que ¢(z)dz = 1, entdo pelo Lema
Rn

2.1.15 e (2.4) temos que

Mg flle < cl|Myfllrr < +o0.

e ii) = iii):
Sem perda de generalidade podemos assumir que ¢(x)dx = 1. Entao pelo
R?’L

Lema 2.1.8 temos a existéncia da F tal que
Mz flle < e|MEfller < +o0,
isto é Mxf e LP(R™).
e iii) = i):
Basta com escolher ¢ € .(R") com / ¢(z)dx # 1, entdo pela observagdo na
R

definicao 2.1.4 temos que existe ¢ > 0 tal que
1My flle < cl[Mrfller < +o0,
isto é Myf e LP(R™).
Observe que a equivaléncia entre as “normas” é de graca. O]

Observagao 2.1.17. Observe que o teorema anterior permite a HP(R™) ser indepen-
dente de ¢ € ./ (R™) com / ¢(z)dx # 0, pois para N > Dea colegao finita de semi-
p

n

normas F = {[[[la,a}|a<ntan, |gj<ansanse em & (R") temos que
allflle < IMrfllee < el fllo-

O qual temos || f|l, =~ || f]| para qualquer outra ¢ € .(R™) com [ (x)dz # 0. Assim
R’ﬂ
HP(R") ¢é independente das fungées e HP(R") = HY (R").

Podemos definir H?(R™) como o conjunto das f € ./(R") tais que Mxf € LP(R"),
no qual F é o conjunto de seminormas da observacao anterior. Também podemos definir

H'HHP : Hp(Rn) —S Rt
f— 1 fllae = [|Mxzf]|Le-
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2.2 Propriedades do espaco H?(R")

Nesta secao vamos a provar algumas propriedades do espaco HP(R™).
Proposicao 2.2.1. Seja h € R" e A > 0. Entao todo f € HP(R") satisfaz
1T fllee = Il 1FO) e = A7 (1 f e,
no qual Ty f, ) = (f, Tong) = {f, 0(- + 1)) e {f(X),0) = ([, o)
Demonstragio. E imediato pois para todo z € R?, ¢ € S (R") e f € ./(R") temos

My (Tnf)(x) = (Mg f)( = h);
(M f(A) () = (My])(Ax).

Assim, concluimos que para tudo f € HP(R") temos

|T0f Nl = | Mr(Tif)lle = [|Mrfllo = || fllee
IF O [ = | MefO) e = X2 [|Mrflle = A7 || f] e

]

Proposicao 2.2.2. Seja ¢ € CP(R™) radial e nao negativa com o(z)dr =1. Se
R’ﬂ
1 < p < +w, entdo HP(R™) = LP(R™). Além disso, existem constantes universais

c1,Co > 0 tais que para toda f € HP(R™) satisfaz
callflle < 1Mo fllze < ol fllze-
Demonstracao.

o L7(R") = HE(R"):

Seja f € LP(R™), claramente f € ./(R™) pois a aplicacao definida por ) — / f(z)(x)dx
Rn
para todo 1 € Z(R") é uma distribuicao temperada. Desde que LP(R") <

L} .(R"), pela Proposicao 1.5.1 temos que

loc

Mo (o) = suplf o)l < [ ot ) 3 5(e) = v 5(o),

Rn

o qual da continuidade de M, operador Maximal de Hardy-Littlewood, em L?(R")
para p > 1 temos que

( M¢f($)pdw) < IMFl < cllflir < +o0.
Rn

Portanto f € HP(R") e |Myf||r < c||f||Le-
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o HI(R") = LP(R"):
Seja [ € HZ(R”) vamos provar que existe fy € LP(R™) tal que para toda 1 €
< (R™) satisfaz

(fopy = - fo(x)y(x)dz.

Definimos f; = f + ¢, para t; > 0 tal que {; — 0. Entao {f;}, ¢ limitada em
LP(R™) pois

mmWw:\w@mwm</ﬂmuw%wMﬂz<wx
R R RN

como LP(R™) é Banach e reflexivo, entdo existe uma subsequéncia {f;,}, e fo €
LP(R") tais que f;, — fo em o(LP(R™), L¥(R")) (convergéncia fraca). Como
Z(R") < L” (R") temos que para cada v € .7 (R"), satisfaz

- fi(@)(x)de — - fo()y(x)dz,

e assim f;, — fo em ./(R"). Pela aproximacao da identidade temos que f;, —
f em ' (R™) e segue da unicidade do limite que como distribuicao fo = f. Além
disso, note que se go € LP(R™) é tal que como distribuicao é igual a f, entao como
CP(R") c .#(R") temos que para cada ¢ € CX(R"), satisfaz

n

[ p@i@ = [ mvds

isto é fo = go. Com isto acabamos de mostrar que H}(R") = LP(R").
Por outro lado,

@) < [f(@) = o de(@)| + [f G2,

entao

Il < L = F = delloe + | Mo f e,

e como || f — f = ¢¢]|r» —> 0 quando t — 0, segue que
1fller < 1Mo fl -

De ambas inclusdes e das desigualdades concluimos que HP(R") = Hf(R") = LP(R") e
[ ez == (1Mo fll o == | f]] - O

Proposicao 2.2.3. Seja ¢ € CL(R™) radial e ndo negativa com ¢(z)dr = 1. HY(R")
Rn
LYR™). Além disso, ||fllr < |[fllm para toda f e H'(R™).

Demonstragdo. Seja f € HY(R") = Hé(R") e uma sequéncia {t]-}j positiva tal que
tj —> 0. Definimos f; = f * ¢y, logo {f;}, é limitada em L'(R") pois

I filler < | Myfllp < +o0.
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Como L'(R") ¢ M(R"™) isometricamente via a aplicagao f — fd), no qual M(R")
é o espaco de medidas de Borel complexas e regulares, A é a medida de Lebesgue.
Lembremos que

I: M(R") — Cy(R™)*
n— IM(Q/}> = wd,uv v¢ € CO(Rn)a
R"
¢ um isomorfismo isométrico (ver Proposi¢ao 1.1.19). Entao {] fjd,\} ¢ limitada em

Co(R™), logo pelo Teorema 1.2.8 e pela isometria de I, existem uma subsequéncia {f;, }
e p e M(R™) tais que para cada 9 € Cy(R™), satisfaz

[ o)t — [ v

R”

em particular também satisfaz para toda ¢ € #(R"™) < Cy(R"). Agora vamos mostrar
que existe fo € L'(R™) tal que du = fod), para isto usaremos o Teorema 1.1.15 que nos
permite escrever

n= fod)\ + s,

no qual fo € LY(R") e us L A. Para provar que u, = 0, basta demonstrar a seguinte
propriedade:

ANE) = u(E) = 0.

Sem perda da generalidade podemos assumir que p € positiva. Como pu é regular
(medida de Radon), temos que

u(E) =sup{u(K): K c E, K compacto},

entao basta provar a propriedade para os compactos K. Seja K compato com A(K') = 0,
entdo existe uma sequéncia {¢;} em CP(R") < Cyp(R") tal que

e 0< Yy <1
e Yy=1em K,
o supp iy < K + B(0, ).

Aplicando o Teorema 1.1.8 temos que

u(K)Z/Kld/F lim [ abe(x)dp.

L—>+0 Jpn

Seja € > 0, logo para algum ¢y temos que se ¢ > {,, satisfaz

n(K) < . Ye(x)dp +

Wl ™

€ €
< /K+B(0,})(f * ¢tjk)($)1/1g(:v)dx + 3 + 5

no qual k > ky. Essa ultima desigualdade é obtida pelo fato de

| oot — [ uen

]Rn
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entdo como |f * ¢y(x)| < Myf(x), do Teorema 1.1.8 ao fazer { — +c0 e de fazer e — 0
temos que

u(K) < /I{M(ﬁf(x)d:c =0.

Da mesma forma que para o caso p > 1 podemos provar que fy é tnico e ||f]|;1 <
| Msfllzr < || f]lm:. Portanto temos provada a proposicao. O

Definicao 2.2.4. Uma quase-norma em um espagco vetorial X sobre um corpo real ou
complexo é uma fungao ||-|| : X — [0, +0), que satisfaz:

i) ||z|| = 0 se e somente se x = 0;
il) |laz| = |a|||z||, para todo z € X e a € R ou C;

iii) Existe uma constante C' > 1 tal que para quaisquer x,zs € X,

[z1 + 2ol < O[] + [|l2])-

Proposicao 2.2.5. O espago HP(R™) é normado para 1 < p < +o0 e métrico para
0 <p <1 no qual a métrica € dada por d(f,g) = || f — gll5»- Além disso, ||-||f € uma
quase-norma para 0 < p < 1.

Demonstracao. Fixe ¢ € CP(R™) com o(z)dx #0
Rn

e Seja 1 < p < +o0. Satisfazem as seguintes propriedades:

i) ||[Ms(-)||zr € nao negativa:
E imediato da definicao.

ii) ||Msfllzr = 0 se e somente se f = 0:
Seja f € HP(R") tal que ||Myf]||» = 0, logo pelas Proposicoes 2.2.2 e 2.2.3
temos que || f|lzr < || Mpfllzr = 0, portanto f = 0 em LP(R") e logo f =0
como distribuicao.
Se f =0 ¢é imediato da definigao que || My f]|z» = 0.

iii) || My(cf)llze = |e||Mysf||» para todo c € C:
E imediato da definicio que |¢|Myf(z) = My(cf)(x), entdo a propriedade é
verdadeira.

) [[Ms(f +9)llr < [[Mofllze + [[MogllLe para todo f, g € H?(R"):
Para f, g € H?(R") temos da definicao que My(f+g)(x) < Myf(x)+Myg(x),
como My f, Myg € LP(R™) entao

1Mo (f + 9)llee < [[Mof + Moglle < [Mo fllr + [[Mogl| o

Portanto das propriedades anteriores temos que (H?(R™), || My(+)||zr) é nor-
mado.

e Seja0<p< 1
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i) d(f,g) = 0 se e somente se f = g:
Sejam f, g € HP(R") tais que d(f,g) = 0 e F o conjunto das seminormas em
< (R™) do Teorema 2.1.16. Seja ¢ € #(R") arbitrario, definimos a fungao
¢ em Y(R") como ®(z) = ¢(—z). Entao de (2.4), pela observagao da
Definicao 2.1.4 e pelo Teorema 2.1.16 temos

[ Mg(f = 9llr < cl|Ma(f = 9)llr < ar|[Mz(f = 9|l < 2l My(f — g)llz» = 0.

Da desigualdade anterior temos sup sup {|(f —¢g) * ®:(v)|} = M3(f —g)(z) =0
t>0 |z—y|<t

em quase todo ponto, entao existe uma sequéncia x,, — 0 quando n — +o0

tal que para todo t > 0, |z, —y| < t temos |(f—g)*P;(y)| = 0. Em particular

parat=1e y = x,, assim

(f=g4)=(f—g)=®0) = lim (f—g)=P(z,) =0.

n—+0oo

Como 9 € (R™) é arbitréario, entdo f = g.

ii) d(f,h) < d(f,g)+ d(g,h) para todo f,g,h e 7 (R"):
Sejam f,g,h € (R"), entao pela sublinearidade de M, e a propriedade
(@ +b)P <aP+ b paraa,b>0e0<p <1 temos que

A(f.h) = / My(f — B)() dz < / My (f - g)(@) + My(g — ) ()" da
< [{O00 - @) + (1y(g — M@)o = d(f.g) + dlg. 1)

Entao das propriedades anteriores temos que (HP(R™),d) é métrico. Para
provar que ||-||m» é uma quase-norma segue de

( / <M¢(f+g>(x))f’dx>’l’ < < / (M, (2))? da + / (M¢g(x))pdx>p
<9l (/ (Md)f(x))p); Lo (/ (Md,g(w))p);

A dltima desigualdade é obtida pela propriedade (a + b)" < 2"a" + 20" para
a,b,r = 0.

]

Proposigao 2.2.6. O espago HP(R™) é completo com a métrica definida anteriormente.

Demonstracao. Fixemos ¢ € CP(R™) com ¢(x)dx # 0. Quando p > 1 é imediato,

R
pois HP(R") = LP(R™) e ||My(-)||z» =~ ||-|[zr. Agora trabalhemos o caso 0 < p < 1.
Seja {fn}, uma sequéncia de Cauchy em HP(R"). Primeiro mostremos que {f,}, .y €
de Cauchy em ./(R"). Seja ¢ € S (R")
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e Se (x) # 0, definimos ® € .#(R") como ®(x) = 1»(—x). Observe que pela
R
definigao, cada |xr — y| < 1 satisfaz

|+ ()] < Mg f(y),

entao para |y| < 1 temos

|<fm¢> - <fm,¢>| = |(fn — fm) * CI)(O)| < M;;(fn - fm)(y)

Logo

B, )| st — {fom PP = /

B(0,1

)|<fn7 ) = {fm, ¥)IPdy < Mg (fu = fum)(y)Pdy,

B(0,1)

assim

1

‘<fn7w> - <fm,¢>|p < ‘B(O, 1)|
1

/ Mi(fu— fu) () dy
B(0,1)

< BOD Jan Mg(fn — fim)(y)Pdy

<c | Mo(fo— fu)W)Pdy = cllfo— funlle,

R”
a ultima desigualdade foi obtida por (2.4). Como {f,}, é de Cauchy em HP(R"),
entdo {(fn, )}, € de Cauchy.

e Seja Y(x)dxr = 0. Consideremos ¥ + ¢ e ¢, como / (Y + @) (x)dx #0 e
Rn Rn

o(z)dr # 0 temos que
Rn”

Myt flle > ([ Mo ]| v,

entdo pelo caso anterior temos que {{fn, ¥ + @)}, oy € {{fn, ®)},.cn 580 de Cauchy,
portanto {{fu, ¥)},en = {{fns ¥ + ) = {fn, §)} ey ¢ de Cauchy.

Portanto de ambos casos temos que {(f,,¢)}, .y ¢ de Cauchy para toda ¢ € .7 (R"),
isto é, {fn},en € de Cauchy em .#/(R"). Como ./(R") é completo, existe f € .7/(R")
tal que f, — f em ' (R").

Agora mostraremos que f € HP(R"). Como {f,}, é de Cauchy, entdo podemos
assumir que para todo j € N temos

I1f; = finllf <277
De f, — f em .¥/(R") temos que para todo t > 0 satisfaz

(f = fn) = ()| = Kf = fs e = )|
= 1> fien = fin el =)

j=n
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< S i — firnle — D)

j=n

= D l(fer = ) = &n(@)

< 2 My(fi1 — fj) (),

assim passando a0 supremo

(f fn (Z M¢ f]+1 fg ) S ZM¢ f]+1 fy)( ) :

Logo

[ Mt - e dx</2M¢fjH—fj x<Z/M¢fJH—fJ><>pdx

= ZHfm — fills < 22 7=
entao f € HP(R™) pois f, — f € H?(R™), além disso f, — f em HP(R™). O

Proposigao 2.2.7. Toda f € HY(R") satisfaz f(z)dx =
Rn

Demonstracao. Fixemos ¢ € CP(R") com / ¢(z)dx = 1. Seja f € HY(R™), entao pela
R”

Proposigao 2.2.3 temos f € L*(R") o qual / f(x)dx e f estao bem definidas. Seja
RTL
t > 0, para ( € R" temos

(F* 8)(C) = F(OA(Q) = FO)(10),

em particular (m)(O) — (0), pois ¢(0) = / ¢(z)dz = 1. Fazendo conta temos

F(0) = (T 0)(Q)] = (7 00(0) = (F+0)(Q)] < 2m) % [ 1= eI v gy ()]

R’I’L

< (2m)F [ 1= e M, f(0)da
Rn

entfio pelo Teorema 1.1.8 temos que | f(0) — f(O)(tC)| = | £(0) — (f gzﬁt)( )] — 0 quando
¢ — 0. Logo parae > 0 existe ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que | f(0) — f(C)p(t¢)| < %,

como ¢ € . (R") o qual lim ¢(z) =0 e t > 0 foi arbitrario, entdo temos que existe
Tr—00

t > 0 suficientemente grande tal que | f(C)d(tC)| < || f|l11]|6(t¢)] < =, assim

[FO)] < 1£(0) = F(QS(tC)] +1/(¢)o (tC)\<§+§<€-

Fazendo ¢ — 0 temos flx)dz = f(0) = 0. O
R”l
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2.3 Teorema da decomposicao de Calderéon-Zygmund

Esta secao é dedicada ao Teorema da Decomposicao de Calderén-Zygmund, que
serd usado para provar o Teorema da Decomposicao Atomica.

Definicao 2.3.1. Definimos o conjunto A, y como o conjunto das fungoes ¢ € CF(R™)
tais que

e supp ® < B, no qual B é uma bola de raio r.
o |0%¢(z)] < rm7ll Vol < N.

Lema 2.3.2. Sejam f e '(R"), F = Fxn = {||'llap : |lal,|8] < N}. Entao existe
An > 0 tal que para toda ¢ € A, N temos

o)l < AvMzf(z), VTeB,

no qual B € a bola de raio r para ¢ mencionada anteriormente na definicao.

Demonstragao. Seja ¢ € A, y com B a bola de raio r para ¢ mencionada na definicao
anterior. SejaT € B e definimos ¢(x) = ¢(—rx+T), claramente temos supp 1» < B(0,2).
Além disso, para cada z € R" e |/, |5| < N satisfaz

12205 (z)] < || P 0P p(—ra + )| < 2Nr ™.
Assim 27 Vr") € Sr e, além disso
Mzf(@) = |f = 2Vr"),@)] = [(f, @ ") (@ — )
= 2t = M = 2K (T )
ol v (T0) <o (< 4T — ol

Logo de ¥ € B arbitrario temos

[f, o)l <2¥Mzf(z), VTeb.
[l

Observagao 2.3.3. Uma consequéncia direta do Lema anterior é que existe Ay > 0
tal que:

(f,¢) < ANMxf(T), VT € B.

Teorema 2.3.4. (Decomposi¢ao de Whitney) Seja F < R"™ fechado. Entao existe uma
colegao de cubos diddicos {Q}, tais que:

oQiFCZUQk.
k

e Existem ci(n),co(n) > 0 tais que

c1(n)diam(Qy) < d(Qg, F) < co(n)diam(Qy).
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e A intersecao ocorre apenas nos bordos, isto € para todo Qy,QQ; temos
Qe Q) =2.
Aqui denotamos Q3 o interior de Q.

Demonstracao. Fixemos uma constante ¢ > 0 a ser escolhida posteriormente. Seja Qg
a familia de cubos diddicos de lado 1. Para k € Z, definimos

O = {yeR"/c27" <d(y,F) < 27"},
Qk = QikQOJ
Fri={Qe Q1/ QnQ#}.

Sejam ) € F, e y € Q n Q. Para cada x € () arbitrario temos

d(z, F) < d(z,y) +d(y, F) < v/n27% + 27 = <1 + j—%) diam(Q).

Também

d(z,F) = d(y, F) —d(z,y) = 2% —/n27% = (\/Lﬁ - 1) diam(Q).

.. c ) 2c
Agora escolhemos ¢ > 4/n e as constantes positivas ¢; = — — 1, ¢ = 1 + — temos

Vn Vn
crdiam(Q) < d(Q, F) < cadiam(Q), VYV ke Z,¥ Q € Fy.

Da desigualdade temos que 0 < d(Q, F'), além disso Q < F° = Q pois F' é fechado.
Afirmamos que €2 = U U Q, pois

keZ QeFy
a=Ja=-UJ U @&r=1J U x%rQ
keZ keZ QeQy, keZ QeFy
c U U Q c U U Q=qQ.
keZ QeFy keZ QeFy

Além disso os cubos s6 podem se interceptar em seus bordos dois a dois, pois para
cubos com o0 mesmo tamanho a condigao é verdadeira (os interiores sao disjuntos) e no
caso que () e Q; sejam cubos distintos na familia que nao satisfazem a condi¢ao temos
que um deles estd contido no outro. Suponhamos que Q; < @, isto é j < k, entao
27F 1 < 27 e existe y € Q; N Qx tal que

d(y, F) < 2™ <277 < d(y, F),
que é uma contradicao. O

Observacgao 2.3.5. Observe que 1 < ¢p e podemos escolher ¢ > 0 tal que 1 < ¢; (por

exemplo ¢ = 34/n). Além disso, as constantes sdo independentes do conjunto fechado
F.
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Denotaremos agora (Q(z,r) como o cubo com centro em z e lado r. Também para
Q = Q(z,r), denotamos Q* = Q(x, sr) para s > 0. A seguir enunciamos um Teorema
chamado decomposicao de Calderén-Zygmund.
Teorema 2.3.6 (Decomposicao de Calderén-Zygmund). Sejam ¢ € CF(B(0,1)) com
(x)dz 0, F = Fy e Zl <p<1. Dados f € (L, nHP)(R") e X > 0,
R" n

loc
podemos escrever f = g+ b tal que:

(i) Emiste c(¢,n, N) > 0 tal que ||g||r= < c(p,n, N)A.

(ii) b= Z by, supp b, < Q,lfs,/ bp(z)dxr =0 e

keZ

/n(M¢bk(x))pd$ < C(o,n,p, N)/ (Mzf(x))Pdx.

1
Q,**

(iii) U, Q)" = {zeR"/ Mrf(z) > A} e a familia {Q,lfs}k tem a propriedade da
intersecao limitada.

Demonstracao.

(iii) Definimos

Q= {meR”: A< Mzf(x) = sup Mq>f(x)} = U {xreR": A< Mgf(x)}

PeSr PeSF

- U U{xeRn: A<|f=D (2)]},

PeSrt>0

que é aberto, pois da continuidade de f*®; temos que cada {x e R" : X\ < |f = O, (x)]|}
é aberto. Aplicando o Teorema da decomposicao de Whitney para §2¢, temos a
existéncia da familia {Q);}, de cubos diddicos tais que

[ ] Q:UQk
k

e Existem ¢; > 1 e ¢y > 1 tais que para todo () temos
crdiam Qr < d(Qy, Q%) < codiam Q.

Considere ¢, = 27% e Q) = Qx(zx,41) . Seja y € Q;° arbitrario, tal que 0 < s <
c1 — 1. Note que

d(y, Q°) = d(wy, Q) = d(w, y) = d(Qr, Q) — l(L + 5)v/n
1€k\/7— E}C(l + S)\F = \/ﬁ(cl - (1 + 8))£k

C
0,

AR\

assim y € Q (Q° é fechado), o qual @, = Q. Logo Q = [J, Q."* pois Q =
U @k = Ui RS U, =
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Agora mostremos a propriedade da intersegao limitada. Seja y € Q.7 N Q;*S,
logo

Cl\/ﬁ2_j (va QC) (xj’ QC)

(x,y) + d(y, Q)

(zj,y) + d(QL*5,Q°) + diam Q,**

(1 +8)277 + d(Qp, Q) + /(1 +5)27"

(1+8)277 + con/n27% + /n(1 + 5)27F.

A 1ltima desigualdade também é valida se trocarmos j por k, logo

INCIN NN N
QU X
8

953

il < C2H1Fs
T —(145)
o qual
ln ( cot+1l+s )
. c1—(1+s)
k—jl< —=——"7
|k — j T

Assim cada cubo Q”S no maximo sé pode ser intersectado por um numero fi-
nito fixo vezes (dependente sé de n pois as constantes sdo) por cubos na familia
{Q}“}j, isto verifica a propriedade. Denotamos a esse niimero como y(n).

Seja @ = Q(20,1) o cubo diddico canoénico de lado 1. Fixemos ® € CP(R™) tal
que:

o supp ® < Q' com 0 < a < s.
e d=1em Q.

e <P L.

r—
o
em Q(zg,lx). A propriedade da intersegao limitada permite definir as seguintes
funcoes:

Definimos ¢ (z) = ® ( g z0> que claramente supp ¥y, < Q7" e vy =

V()
= 2uuda) ) = oy

Logo se cumprem as seguintes propriedades:

o supp i, <= Q.7 pois supp ny < supp Yr = Q.

e A propriedade de intersecao finita permite definir Z Nk além disso xq = Z Mk,

k k
pois i é nula em ¢ e em €2 temos

kak o
an—2¢ Z 1/%
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* Xa < ¥ < 7y(n)xe-
Isto é verificado, pois 7 é nulo em €2° e, por outro lado, desde que = | J, Q.
Y =1 em Qg, 0 < 9y <1 e da propriedade de intersecao finita temos que

para x € {2 vale
1<) () <
i

% <, < 1, da desigualdade anterior e da definicao de ny.
y(n
e Para xz € Q) temos |0%Y(x)| < ca(n)&;'al, pois para os cubos (); que tem
l + 1+
intersecao com ;. temos b gik < 2T T3 4 assim
l; cg—(1+s)
feY feY @ fe! — T
ETEYUTTES ] G o) (124
jS QiNQr#2 J
145\ o
< <m) 00D
Qj: Q;NQR#D 1

laf
02 + 1 + S 7‘Oz| a 7‘04
< 2o [P .
v(n) ((:1 g 8)) G [0 @||oe = caln)l

. / k(x)dx =~ €} pois supp m, < Q7" e

5 1 1
e m\—/ Ypda
7(”) P)/(n) Q(x kL) ( Q(zk,(1+a)ly)

—(1+ a)w;;.

o |0%np(z)| < ca(n)fl:'a'. De fato, considere a = e; entao

0% (Yr(x) — Yu(x)0e(x)

0%k ()| =

) Y@
0% D (252%)
< || ey

< ([0%@)leo + [ @floci) 6 = el
Por inducao, podemos concluir que para « geral temos a desigualdade,
0% ()] < ca(n)e, . (2.7)

Agora definamos as funcgoes g, b e by como:

fRn fnk

. Disto segue que bp(x)dx = 0.
fRn Medx /

n

o by = (f — cx)nk, no qual ¢ =
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b= Z bi que esta bem definido pela propriedade da intersecao limitada.
k
o 9= Xaof + D Chle
k

Observe que f = g + b.
Afirmacao:

lex| < e(n, N)A. (2.8)

Com efeito:

Observe que B(xg, (1 4 c2)y/nly) N Q° # &, pois

d(zr, Q°) < d(Qr, Q%) + diam(Qx) < (1 + ca)v/nly.

Assim podemos escolher Ty, € B(xy, (1+c2)y/nl;) nQ°. Por outro lado, supp ny <

B(wy, (1 + c2)y/nl) e
169 (2)] < ol = caly "1 = dor [(1 4+ e)/mt]

isto é — df” e A, N, no qual d = |H|1ax {d,}. Entao pelo Lema 2.3.2 temos

el - \<f ) <o) (7.

Y(n)dANMzf(T) < V(H)dAN A,

assim para c¢(n, N) = max {y(n)dAy, 1} temos |cx| < ¢(n, N)\. Agora mostremos
lg(z)| < ¢(é,n, N)A em quase todo ponto. Se x € 2, temos

o) = 1) enm()] < Y lexln()

k

< c(n, N)A Y mk(x) = e(n, N)Axa(z) = c(n, N)A.
k

Se z € Q° podemos assumir sem perda de generalidade que ¢(z)dr =1 (ne-

cesdria para aproximacao da identidade), Logo em quase todo ponto temos

l9(@)] = |£(@)| = lim|f + 6, (x)
M, f(z) < e(6, N) Mg (2)

<
< c(p, N)A.

De ambos casos concluimos que para ¢(¢,n, N) = max {c(¢, N), c(n, N)} temos

lg(2)| < c(¢,n, N)A,

o qual ”gHLOO < C(¢ana N)

(il) Afirmagao:
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a) Myby(z) < &g, n, N)Mxf(z), z € QL.

~ €n+1 s
b) Mybi(x) < C(<Z577%N))\‘I_kw, zd Q..

Vamos provar (a). Seja x € Q}**

p° < Q) entao pela sublinearidade de M, e (2.8)
temos

Myby(z) = My((f — cx)me)(x) < My(fn) () + |er| My (ne) ()
= igg!fnk = oy (2)] + c(n, N)Aigglm * ()]

< sup
t>0

. F@)m(y)e(x — y)dy| + c(n, N)Al|nx | - oi(y)dy

<supl< f,n" >| + c(n, N)A
t>0

<supl< f,n" >+ ¢(n, N) Mg f(x),

t>0

no qual n'(y) = me(y)gs(x — y) e x € Q portanto Mxrf(x) > X. Observe que
suppn' < B(x,t) n Q(zk, (1 + s)ly).

e Se () < t, entao supp n' < B(xy, (1 + s)y/nly), x € B(xg, (1 + s)y/nly) e de
(2.7) temos que

0 ()] < Aa(d,m) [VR(1 +)6] .
e Se t < ly, entdo supp n* < B(x,t) e de (2.7) temos que

[0°n" ()| < Bald,n)t""l.

e A.n, 1
I N, O qua

t
Assim escolhendo A(¢,n, N) = |H‘1a>]\<f {An(¢,n), Ba(¢,n)} temos
o<
pelo Lema 2.3.2 podemos ajustar por uma constante tal que para todo ¢ > 0 temos

|<f’ 77t>| < ﬁ(qﬁ, n, N)M]:f(I)
Entao

M (br) () < sup[(, 1) + cMzf(z) < (A+ )Mz f(x)
= E(¢7 n, N)M]:f(iﬂ)

Vamos a provar (b):

1+
Dado que = ¢ Q,** temos |x —y| > %ﬁfk(s —a) e |lx—x| = i

5 l. Agora
mostremos que para y € Q7 se cumpre |z — y| ~ |x — z;]. De fato,

|z —y| < |z — ] + |2p — ] < |2 — 21| + V(1 + a)ly

1+4+a
<|.ﬁl§—xk|+2\/ﬁl+8

|z — x|

= C1lz — z).
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A outra desigualdade
[z — x| < |z —yl+ [y — 2l <[z -yl +Vn(l +a)l
2
<z —y| + l+a)—|z —

= G|z —yl.

r—y

r— x —
OSe| _tk’>1 entéo‘ >1oqualgbt<
Co

pois supp by, < supp N, < Q1+a.

y) = 0 e portanto by = ¢;(x) =0

e Se i tk‘<1, entao como/ be(z)dxr = 0 temos
CQ n
1 T —y
b ne) = 3 [ wulwe () dy
1 T —y T — Tk
= J b [0 (7)o (557 |
:[1_127

no qual

= o o () o (2]
o 1) o
O (7)o (22 oos

l
|00 (y)] < an(d, n)—kék‘ | De fato, para a = e; temos.

Para I;, definamos ¥'(y) =

|x_$k|n+1
| 1., T —y T — T “p(7)
eist — — |nei _ 14
)| = o) [ (=) — o () |+ mn—
Ly — o 1 .
< t—nceiékll |+ 0%l
1 |
< o [ceov/n(1 + a) + [|0° ||
C—2n+1 , gk
< — = | Ce 1 “Olleo | =
P [cesv/n(1 + a) + [|0% 9] ]@f”
e

T — xk‘nJrl k

Usando a desigualdade (2.7) e

(6 (57) -0 (5] = arlerole

se prova no processo de inducdo a desigualdade da acima para W' As-

_ n+1
o < Rgm, Ny 6770

n—+1
gk

sim, para todo |a] < N temos que |0* W' (y)
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Além disso, supp ¥ < supp n* < B(xg, (1 + co)y/nly) e T € By, (1 +

1 _ n+1
c2)a/nly). Logo ajustando por uma constante R(¢,n, N) > 0 tal que —ﬁltp:#k|

R €Z+1 € A?’LN)
podemos aplicar o Lema 2.3.2 e assim
_ n+1
o \Iﬂ%> < ANMFf(T) < Ax.
Logo
L] = f(y)‘lft(y)dy‘ = |(f, 0]
Rn
£n+1 ‘LE _ xk|n+1 €n+1
= _—5 U < ANMR—F——
|z — 2|1 ’<f’ £n+1 ) N |z — |+
Para I5:
CeME\Y r—y T — Tk
= | [ 9 [o" ) - 6
|ck| r—y T — X
o [P = 0l
\ckl !y \
N=——=
< th ||¢’|||Q;1€+“|(1 +a)lev/n
+1
< C>‘|02m||¢ (1 + )"0+ /.
Entao usando ambas desigualdades para todo ¢t temos
b, = ¢e(2)] < [11] + | L]
€n+1 £n+1
< RANA——— 4+ /n||d'||(1 + a)" e T ed —2—
|z — x|+ |z — x|
Portanto de ambos casos temos a desigualdade
~ én-&-l
M¢bk(l’) < E(¢, n, N))\ﬁ, Vo ¢ Q1+S.
€T n
Agora faremos a conta usando a), b) e :L_ 7 < p < 1 para concluir que.
/ (M¢bk(:zc))pdx = / (M¢bk(1:))pdx + / (M¢bk(x))pdx
n Q]1€+s Rn\Qi+S
~ 1
< P py(n+1)p
@ /Q P B [ e
~ 1
<@ / (Mrf(x))Pda + e P / -z
Q}1€+s k B(xk’%(l+s))c |:L= —_ l‘kl(n"rl)p
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p ~ » (n+1)p +00 7,.11—1 ,
_ /HS My f(x)Pde + @A /g /S e do(a)dr

2’“(1+s)

~ m 1 n—np—p
/ (Mxf(2))Pdz + 2| S" 1| WP N Chk)
14s p n

Y1) —n o

(
> 1 —np—p
2 (1+s) / o
p(n+1)—n 2n7wP  Jous

|ty
QLts

= / (Mzf(x))Pdx + |S"
1+s

[S71EP (14 s) PP
(M ))Pd
1+s Ffl@))fde + p(n+1)—n 2n—np-p

=ConpN) [ (Mef@)yde

e dessa forma o teorema esta concluido.

A seguir vamos a estender o Teorema de decomposi¢ao de Calderén-Zygmund para
todo 0 <p < 1.
O

Proposicao 2.3.7 (Decomposigao de Calderén-Zygmund generalizada). Nas mesmas
hipdteses do Teorema 2.3.6, mas agora com p > 0 arbitrario, podemos escrever f = g+b
tal que:

(i) Existe c(¢,n,d, N) > 0 tal que ||g||r= < c(¢,n, N)A.

(i) b = Z br, supp b, = Qi com as condigées de momento

keZ
1
/ bp(z)x“dx =0, V |a| < d, no qual {n (— — 1>| <d.
n p

Além disso,

| rb@pie < Conp ) [ arsyas

k

(iii) |, Q" = {x € R"/ Mzf(z) > A} e a familia {Q,"°}, tem a propriedade da

mtersegdo limitada.
Demonstracao.

(iii) Fazemos o mesmo que no Teorema 2.3.6 e temos a propriedade.

(i) Fixemos d € N posteriormente escolhido e considere a medida duy = ngdx, no
qual as fungoes 7 sao aquelas definidas no Teorema 2.3.6. Denotamos os espagos
HF = L2(Q, 5, duy) ,Ha os polindmios em Q'+* com grau nio maior a d, HE os
polinémios em Q1+S com grau nao maior a d.
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Considere o produto interior < g, h >1= / ghdy,. Fixemos uma base {ea}‘a| <d
Qite

1

\/ Jin e

B 7" (R") —H)
foFD @) = ) < f.eam > ealw),

lo|<d

ortonormal em HE no qual eg = . Definamos a projecao,

e definamos os b, como

be = (f — PL)mwe.

Denotamos ¢; = P f e também definimos g e b do mesmo modo que no teorema
anterior. Observe que no teorema anterior os by sao os mesmo quando d = 0.
Agora provaremos que

|Ck77k| < c(n,d, N))\ (29)

Com efeito:
Em H% podemos definir 3 normas:

1
2
nﬂmki(/’m%m),
Qk
- 2
\mmyp_Cmewm>,

Nallka = V< a a4 >1.

Também podemos definir as seguintes normas em Hgy:

D=

lalle = sup |g(z)],

xEQl+s

1
Hin(/m&m),
Q
3
nm@ﬂﬁ(/ mﬁm).
Ql+s

Vamos fazer algumas observagoes:

e vi(n,d)||qllg+s < lgllo < 2(n, d)||q||gi+s, pois o espago é de dimensao finita.
Observe que as constantes sao independentes de s, pois s precisamos fixar
um tal que 0 < s < ¢1(n) — 1.

o llallg:++ ~ llallk.a. pois
1

v(n) Qk|Q(fE)|2d:E < /Qk|q(x)|2nk(:p)dx </ |Q(x)|277k($)dx

1
Q'
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< / g(o)2da,
Q1+s

poismp=1em Qe 0 <n, <1. Por outro lado, seja yp o vértice inferior de

Q. Aplicando a mudanca de Varlavel U y temos

k

g()2da = /Q la(yle + ) PCrdy

= llanllyy.  ax(y) = yle +y, e Q ¢é o cubo canodnico.

Qk

Assim

o(e)do = Gl =7 [ lata) e
Qk Q.

Na pentltima igualdade foi feito o uso da mudanca de variavel x = yl + yx.
Juntando ambas desigualdades temos

2
’71/ | 2 1 2 2
(@)fde < —— [ lg(@)Pde < / 4(2)Pre(a)da
v(n) Jgi+s 1(n) Jo, QL
< / 4(x)d,
Q.
o qual

——=lallgr+ < llallea < llallgr-
\/7( n)

—18]
sup |0°q(2)| < op(n, d)t lallgrss a € Ha-
zeQy e

Dado que

7t (Ha | lgres) — (Ha, [|-]|o)
p— °p,

¢ linear entre espagos de dimensao finita, temos que existe og(n,d) > 0 tal
que para todo p € Hy satisfaz

sup |0°p(z)| < o(n, d)||p|lgrss.

x€Q1+s

Logo mudando de varidvel temos que para todo ¢ € HE satisfaz

—5—16]
sup |07q(z)| < os(n, d)[[qllgr++t; - (2.10)
zeQy e
Assim
7 . q(2) 7 | llallgr 7
{f, Mk < ‘<f7 Ty < [y m—=—Tk)| ¢ Uo(n d)
|l x.a 1| x.a gl x.a g/l k.4 g
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=[] oo(n, d),

n
2

nk(2)¢, ?. Das desigualdades (2.10) e (2.7) temos que

no qual ns(x) = Talle d

|00k ()] < da(n, d)g," 1.
Com efeito, para o caso o = e; de (2.7) e (2.10) temos

_n
2

0% ()] =

o%q(z)ni () + q(x)d%ne(z)

lgllx,q
0k . - }
lallgzrs

gl k.4

< c(n, d)6;"! c(n, d)g; "1,

Seguindo por inducao temos a desigualdade para o caso geral.

Como supp 0 < supp m, < Blag, (1 + ¢2)y/nly) e existe T € B(ag, (1 +
c2)\/nly) N Q°, logo podemos ajustar por uma constante e aplicar o Lema
2.3.2 de tal forma que

[fong)| < d(n,d, N)Mxf(T)
< d(n,d, N)A.

Entéo todo polindomio q € HY com ||q|[x.q = 1 satisfaz

[{fyamkya(z)| < d(n,d, N)opA.

Logo

lxn(@)] < lex()] = | Y {f eamoea()

|a|<d

< 3 [ mmea()

lo|<d

< Y d(n,d, N)op)

lo|<d

<c(n,d, N)A, ¢(n,d,N) =max{d(n,d, N)og,1}.
Por definicao temos

g =xXaef + Dkl
p

szbk.
k

Observe que f = g + b e procedendo como no Teorema 2.3.6 temos
gl < c(p,n,d, N)A.

[gualmente como no Teorema 2.3.6 vamos a provar:
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a) Myby(z) <e(¢,n,d, N)Mzf(x), z € QpF.

£n+d+1
k 1+
T ¢ Q.

Comegamos com a justificativa de a). Novamente sem perdida de generali-

b) Myby(z) < &, n,d, N)A

’x _ xk‘n+d+1 )

dade assumimos / ¢(z)dr = 1. Assim,
Rn

Myby () = My((f — cx)ne)(x)
< sup | f = de(2)] + sup lekmy * d()]

<sup| [ fumode =y +swp| [ ale = gme =)oty

t>0 t>0

<sup| [ f()m(y)de(z — y)dy| + [[cenk|lesup [ ¢(y)dy
R t>0 JRn

t>0

<sup | [ fy)m(y)o(z — y)dy| + cA, b+ (y)dy = 1.
t>0 Rn R™

Entao procedemos da mesma forma que no Teorema anterior e assim temos
a desigualdade

M¢bk($) < E(gb, n, d, N)M]:f(x), X € Q};_s.

Agora provaremos a afirmacao b). Da mesma forma que na prova da parte

b) de ii) do Teorema 2.3.6 temos que todo y € Q™ satisfaz

|z —y| < Tlw —
|z — | < lw —yl.
— Se ‘:U::H > 1, entao | yl > 1o qual ¢, <x — y) = 0logo de supp by <
(&)

Supp M, < Q}j“ temos que by, = ¢ (z) = 0.
— Se —|x:'rk|
Cgt
Seja 2z € R™, definimos

)= D) e,

lo|<d

< 1:

pela Observacao 1.3.14 temos

o c(n,d o
0% [onCza + ) — ' ))] < 2 s ol

[v|=d+1

Fixando zg = = — z;, definimos

U(y) = m(y) (¢l —y) — ¢'(x —y)) .
observe que fazendo h = x; — y, pela desigualdade anterior temos

M(n,d
0% [oule ) — ' (ex — )] < Ty a2
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Entao das condi¢oes de momento temos

b ou(o) = [ buo)enlo — )y

:/;%wHQQFwO—f@k—Wh@
211_]2a

no qual

hiRJ@N@@=U&%

L= [ ) [~ 9) - o = ) do

Comecamos fazendo conta para I;. De supp n, < Q,lf‘l = Q(xp, l(1 +
a)), (2.7) e (2.11) temos

¢ o |y, — y|4H 1P
*mi(y)0” [ (de(z —y) — ¢'(xx — v)) (W)] < cal), "M (n,d, ¢)tn+—d+1
ld+1—|ﬁ\

< ca(n,d, ¢)C—2n+d+1l;|a|x_kxw’

assim;

d+1—|a

07 (y)| < Cald,n, d)—"

|$ _ ka|n+d+1 :

Fazendo o mesmo como no Teorema anterior, podemos ajustar por uma
constante e escolher T € B(xy, (1 + c2)y/nly) N Q° tal que

n+d+1
gk

|Il| = |<f7 \I}>| < @(gbanvda N)/\

|1’ _ $k|n+d+1 :

Por outro lado das desigualdades (2.9) e (2.11) temos

L) = / e 9)m(y) [01(e — ) — ¢'(ax — v)] dy
M
< C)\W 1+a’$k — y‘d+1dy
Qs
SRR ntd+1 m+d+1
<M —2 (1 4 )it

|l’ _ xk|n+d+1

Logo usando ambas desigualdades para |I;| e |I5| temos

n+d+1
gk

Mby () = suplby, = ¢(z)| < &b, n,d, N)A

=0 |.1' _xk’nerJrl'
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Agora fazemos uma conta similar ao teorema anterior para ||Mgf|| e

/ (Mybi(e)) d

N 1 (n+d+1)p
<@ / (Mzf)P do + PAPL P / ( ) dx
Qllc+s (Qllc+s ]x — xk‘

D ~pyppntd+1)p 1
< Ep/HS (Mzf)’ do + PN, / ]:c—xk|(”+d+1)1’dx

Bz, L (1+s))

Tn—l

= / (M f) da + AL DP| =1 / —————dr.
1+s

s) r(n+d+1)p
Agora escolhemos d tal que n < (n + d + 1)p, logo:

| sty i

~ Sn71| (1 + S)*(nerJrl)p
< P M p ~p |
¢ /Qllfs (M f(w))"de +¢ pn+d+1)—n 2n—(r+d+lp

< u vy NZJJ |Sn—1| ( 8) (n+d+1)p Pd
< i+ (Mzf(z))" dz + pn+d+1)— on—(n+d+1)p ol+s *
% k

O(gbvnvdap? N)/ (M]—‘f(l'))pdl‘

1
Q"

O

2.4 Teorema de Decomposicao Atomica em H?(R")

Dedicamos esta secao para provar um Teorema da Decomposicao Atomica nos
espacos de Hardy. Este teorema é uma ferramenta primaria na demonstracao do resul-
tado principal do artigo [28].

Definigao 2.4.1. Sejam 0 < p < 1 < ¢ < 40, p < ¢. Uma fungao a é um (p, ¢)-dtomo
se:

e Existe uma bola B tal que supp a < B.

o |laflze < |B| 770

1
. / a(z)x“dx = 0, para todo || < {n (2—9 — 1)J

Para ¢ = 400 definimos (p, +o0)-4tomo ou p-adtomo em HP(R"), se a segunda condigao
1
é substituida por ||al|, < |B| ».

W@

Teorema 2.4.2. Existe uma constante universal ¢ > 0 tal que todo H?(R™) dtomo “a
satisfaz:

laller < c

(A1 + )"6;)



2.4, TEOREMA DE DECOMPOSICAO ATOMICA EM HP(R") 73

Demonstragao. Seja a um HP(R™) dtomo, observe que a € .#’/(R") pois para todo
U e S (R") temos

<|B|"7 |00

/n a(x)V(z)dx

Seja ¢ € CP(R™) nao negativa tal que o(z)dr # 0 e seja B = B(xg,r) tal que
Rn
supp a < B.
e Se x € B(xg,2r):

Mga(r) = il>1103|a ()] < sup la(z — y)|:(y)dy

> R™

_1
<|B|"#sup | ¢u(y)dy
t>0 JRn

_1
= [|ollz B[ 7.

e Se x ¢ B(xo,2r):

1 1
Seja ¢'(z) = Z aaa@(zo)za com d = {n (5 - 1) | Pelo controle do Resto de

la|<d
Taylor temos

1

|6:(2) — ' (2)] < sup  [7u(Q)]|2 — 20/ < c(¢, )]z — 2|,
[y=d+1, Celz.z0] gt
fixando zg = ¢ — ¢ temos que
ly — @+

¢z —y) = d'(w = y)| < (b, d) =57

Observe que para todo y € B(xg,r) temos que |z — xg| = 2r > 2|y — xo| pois
x ¢ B(xg,2r), entao
o= 20| _ Jo—ao

2 2

|x—y\>]x—x0]—]y—x0|>|$_xo|_

— Se = _2:[;0’ >t entdo |z — y| > t para todo y € B(xg,r) 0 qual a* ¢(z) = 0,
pois supp; a < B(xg,r).
|z — 2]
— Se ———
T

< t, das condigoes de momento e pelo Resto de Taylor temos

|a = ¢i(x)] =

/ it y)dy] -\ a0 =] dy]

|y — x|

< [ Jatllonte— o) o — )l dy < clo.a) [ B0y
B(zo,r) B

1
B|»
< d 2n+d+l | / o d+1d
C(¢7 ) |[L’ _ {L‘0|”+d+1 B(Iom)ly «T0| Y
|B|_% prtd+l

< c(¢p,n, d) P B| = (¢, n, d)|B| >

‘i[f _ xo‘n+d+1 |x _ :L-O|n+d+1 :
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Portanto de ambos casos temos que

1 T.n+d+1
Mya(z) < c(¢,n,d)| B T = gt V& ¢ B(xo,r).
O qual
Mya(z)Pdx :/ Mya(z)Pdx +/ Mya(z)Pdx
R B(zo,2r) B(zp,2r)c
1 L T(n-i—d-i—l)p
S _
<IOIBBL +clomd Bl [ e
+o0
= c(¢,p) + c(¢,n,d,p)| B! / A
2r
T(n-i—d-‘rl)p

( )n—(n+d+1)p

= ¢(¢,p) + c(¢,n,d,p)|B| " o d D
= c(¢,p) + c(¢,n,d,p) = c($,n,d, p).

m
Note que o Teorema anterior também € valido para os (p,q)-dtomos pois
Mya(z) < sup | |a(z —y)|o(y)dy < supllal|Lal|ée Lo (2.12)
t>0 JR" t>0
< |B| vt (2.13)
Teorema 2.4.3. Seja 0 < p < 1. Entio H?(R") n L} (R") é denso em HP(R™). .
Demonstragao. Fixemos ¢ € CP(R™) nao negativa com ¢(z)dr =1. Sejam f €

Rn
H?(R") e A > 0, definimos o conjunto

Q)\ = {.Z‘ € Rn/ A< M]:f(l’)} .

Considere a familia de cubos diddicos {Q}, da decomposicdo de Whitney para 2.
Sejam também as fungoes 1 do Teorema 2.3.6 e definimos as funcoes

bk : y(R”) — C
® — (bg, @) = {(f = cr)ms @),

Lembremos que no Teorema 2.3.6 a hipétese f € Li (R") s6 foi

no qual ¢, = loc

<77k7 1> .
usada para provar que |g(z)| < ¢, quando x € Q. Agora mostraremos alguns fatos:

® CrpMi € yl(Rn), pOiS CrMk € LOO(RR)

o b e S (R"):
Desde que f € ./(R™) temos que existem M, m € N tais que

[ Fims @ = [CFome®)] < MY sup |(1+ [22)0% (@)

la|l<m
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E como |0%n(x)] < ca&jal temos que existem M’ m’ € N tais que

e, @) < MY Sup‘(1+\x|2)m/8°‘<1> |

|a|<m/

Portanto by = (f — cx)ni € ' (R™).

e b€ &'(R™):
Desde que b € ./ (R™) temos que b, € D'(R"), e também supp by, < supp nx que
¢ compacto. Assim concluimos que b, € &'(R").

o b= ) bcH(R"):
k

Seguindo o mesmo que no Teorema 2.3.6 temos

[ tnta)pds < co.np Ny [ O f@)pds,

1+s
Qk+.s

entao

[ bz <oy [

(M@)o < c(6,mp. M) Y, [ (Mrf(a)Pds
k E JQ

< n,p, N) /Q (Mrf(2)Vdz < +.

A primeira desigualdade é pela propriedade da intersecao limitada, assim de
HP(R™) completo temos que existe o limite Z b € HP(R™). Além disso,
k

/ (Myb(x))"d < &(é,n,p, N) / (Mg f(x)) de.

Qx

o gr=f—beH(R") e

| 0 = )@ do <2609 N) | (0 f@)
E imediato do anterior pois f € H?(R") ¢ b € HP(R™).

1

1oc(R™), para isto provaremos primeiro que

Agora provaremos que g € L
gz+1

O + |l’ — .%k’)n"'l.

(Mygp)() < e, N) M f(w)xo5(x) + c(éyn, N)A Y ( (2.14)

Com efeito:
Verificaremos a desigualdade nos dois casos.

(I) Se x ¢ Q)\.
Desde que Q}js c ) temos que x ¢ Q,ffs, para Myby(z) seguemos o mesmo
processo que realizamos no Teorema 2.3.6 e temos

n+1
gk

‘.1' _ xk’nJrl’

Mbi(z) < &(¢,n, N)A
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mas B(zy, 1320;) < Q" entdo

n+1 n+1

M.b < (1 .
obi(x) ( T Nl + |z — zp)) !

+ S

Aplicando a desigualdade temos

Mg (x) < My f(x +2M¢>bk)

n+1
gk

< c(¢, N)Mrf(2)xog (@) + c(¢,n, N)A Y.

= (0 + v — )+t

(II) Se x € Qy:

Como 2 = U Qy, existe @), tal que z € @),,,. Tomemos a familia
k

{Ql-‘r&/ Q1+8 A Q1+s £ @}

que é finita, pois {Qy}, tem a propriedade da intersegao limitada. Isto nos permite
escrever

gr = f_zbk_zbk;

Qe Q. reCy

em consequencia

Moga(z) < My [ f= D) b [(@)+ My | D) b |(2).

Q. treCy Q¢

(a) Trabalhando M, 2 be | (z).
Qi ¢Cx
Desde que € Qm, QL n Q™ = @ e B(:pk,%ﬂk) < Q,**, temos que
T ¢ Q1+s L+s

item i) para o controle em cada término by(x) da soma, assim

U, < |v — x|. Portanto podemos fazer o mesmo que no

€n+1

M, b (d,n, N)A k .
¢ Z k| (@) <o Z (0, + |z — x| )"+
Q" ¢Cs Q" ¢Cs

(b) Trabalhando M, | f — Z bi | (z).
QI{:+SEC>\
Definamos h = f — Z fn, entao
QIIC+SEC,\

Z bk =h— Z CrMk -

CHAREON Qi eCs
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Comecamos com Z CrTks
Q. oeCy

Mo X am | < B ladMan)a@) < o NN D Inde [ ol
Qllc+sec>\ Qllc+s Q]1€+s
n+1 i gn-&-l
< ¢(n, N)A < ¢(n, N)A 1)" m .
e N0 () 27 < el M ) (v 1)

A 1ltima desigualdade é obtida pelo fato de x € Q,,, € B(Zm, v/nly). Seja

iy) = (1= >, m |@)en(z —y),

Q. eeCy
entao
hx ¢i(x) = (f, Wy
Vamos aos casos
S
Set< =4,
* 2

Desde que [ 1 — Z n. | ¢ nula em QLT entdo ¥y é nula também.
Q}lj—sec)\

s S 0. assi |z — |

Por outro lado, paray ¢ @, temos que |z — y| = 551@ assim, 1 < —

isto é, ¢y(z — y) = 0 pois supp ¢ < B(0,1). Entao

¢ Set> Sl
Desde que z € Q,, c1(n)diam@,, < dist(Qm,S) < c2(n)diamQ,y,,

temos
B(x, (1 + co)v/nly) n QS # @.
Agora tomemos K > 1 tal que
B(z, (1 + ¢co)v/nl,,) = B(z, Kt),

assim temos as seguintes propriedades:
i) Existe T € B(x, Kt) n Q.
ii) supp ¢y < B(x, Kt)

0 (“Y)| < gl o qual

iii)

0%¢e(x —y)| < tnﬂod 10%| oo

Logo ajustamos por uma constante e pelo Lema 2.3.2 temos a desi-
gualdade

|f * ou(@)| = [, de(@ = )| < e(d, N)MFf(T) < c(¢, N)A.

Por outro lado, temos as seguintes propriedades:
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—la

iv) [0k ()] < ca(n)t
) b _gpem G2 LES

O, cg—(1+s)
vi) Temos o seguinte controle

| D) mola—y) || <Clem)g s (2.15)

Qllc-l-sec/\

Para verificar isto comecamos com

el D mw< Y g™

Qi t7eCy Q. trecy

em consequencia

X w07 G- )| < Calmt 16

QIIC+S€C)\

< Ca g, n) L0,

Dessa forna estd verificada a desigualdade (2.15).

De supp Z med(x —y) | < supp ¢ < Bz, Kt), de T € B(z, Kt)
Qi+ sec,

e da desigualdade (2.15), podemos ajustar por uma constante e aplicar

o Lema 2.3.2 e assim

o Y, mdile = D] < e(d,n, N) Mrf(T) < c(¢,n, N)A.

Qi+sec>\
Logo
Myh(x) = sup |(h = ¢;) ()|

t>0

<sup|f « ()] +sup (f, PR ACED)
QLecy

< My f(z) + (6 n, N)A < c(6, N) M f(x)

g:zn+1

n+1
A

< C(¢,n,N)>\ = C(¢7n> N)A

n+1
Em

(b + & — x|+

< c(¢,n, N)A

A 1ltima desigualdade é obtida para x € Q,,
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Voltando para f — Z by, seguindo das desigualdades temos
QIIC-FSEC)\
€n+1

(b + |x — 2|2+

My | f= D) be|(@) <c(d,n,N)A

QiJrSEC,\

Juntando a) e b) temos que para todo z € Qf satisfaz

M¢g)\(l’> < Md’ Z bk (I) + M¢ f — Z bk (l‘)
Q¢ Qe

~ €n+1
<HApn, N)A ) e
o, Gt =)

< c(¢, N)Mxf(@)xag () + c(d,n, N)A Y
k

n+1
gk

(U + |x — zg))n 1

Com isso verificamos (2.14).
Juntando I) e IT) vamos mostrar que My(gy) € L*(R"™). Com efeito,
£2+1

d
n (U + |z — ] )T v

My(gy)(x)dr < ¢y | Mgf(x)dr + CQAZ/
k

R" Qs

1—
< ClA pJ/
Q

< clxp/ (M f(2))Pdz + co\| Q] < +0.

(Mrf(z)Pde + e > [0
k

c
A

No caso para p = 1 temos H'(R") < L'(R"), o qual g, tem uma representacao em
LY(R™), em consequéncia gy € H'(R") n LL (R"). Em geral, temos a desigualdade

/ (My(f = ga)(@))Pd = / (Myb)(z))Pdx

n

<¥d,m.p, ) / (Mg f(2))Pd,

Qx

entdo de A > 0 arbitrario, realizamos A — + e temos g, — f em HP(R").
Portanto temos demonstrado que H?(R™) n L{ (R") é denso em HP(R™). O

loc

Teorema 2.4.4. Seja 0 < p < 1. Fizando ¢ € CF(B(0,1)) com / o(x)dx = 1, existe
R

C(¢,n,p,d, N) > 0 tal que para cada f € HP(R™) n L}, (R"™) existe a sequéncia {a;}; de
H?(R™) dtomos tais que
f= Z Ajag,
J

em HP(R™) além disso,

DIl < C(é,m,p,d, NI 13-
k
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Demonstracgao. Seja f € HP(R") n L

o (R™) arbitraria, fixemos ¢ € C(B(0,1)) com
¢(z)dx = 1. Para cada j € Z aplicamos a Proposicao 2.3.7 para A = 27, exibindo
R?’L
assim:
e {zeR": 2 < Mrf(z)} = :U ;f,gs, s>0
3

e Podemos escrever f = g; + b; pontualmente
o [lgjllz> < c(¢,n,d, N)2

e Podemos escrever b; = Z b;r em HP(R™) tal que
k

: 1+s
i) supp bjr = Q;}".

ii) /n bjr(x)z*dr = 0, para cada |a| < d = N, = ln (l - )J

iii) Existe ¢(¢,n,p) > 0 tal que

[ Oty < cnp) [ (et

1+s
Qj,k

iv) g; — f em .’(R") quando j — +0o0.
De fato,

[ 4t = gta)rds = [ ibyta)pde <3 [ (Mbyata)yda

k

<Xef, Qrrore<e [ Gy,

¢ desde que lim [Q;] = | lim Q;] = [&] =0 (pois || fllar < +0 € Q41 <
J—+0 J—+00
Q;), temos que g; — f em HP(R") quando j — +o0. Consequentemente

g — fem '(R") quando j — +o0.

e g — 0 em .'(R") quando j — —oo:
E imediato, pois de g;llze < c(¢,n,d, N)2/, temos que g; —> 0 uniformemente
em quease todo ponto quando j — —oo. Entao do Teorema 1.1.8 temos que
g;i — 0 em .'(R™) quando j — —o0.

Observe que em .’'(R") temos

F=D(g701 = g5) = D (b; = bip),

JEZ JEZ

além disso

gj+1 — 95 = bj - bj+1 = Z(f - C’/Q)Tli - Z(f - Cﬁl)?ﬂﬁﬂ,

k m
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no qual as funcoes 7’ c’ = Pj f) s@o definidas como na Proposicao 2.3.7 para Q11
M © ik

Também tomamos a base ortonormal {e de L*( les, nkdx) como nessa mesma

J, k}|a|<d
Proposigao. Definimos

o = P = i ]

1+s

i+1m de grau nao maior a d.

0s quais sao polinomios em )
Mostremos alguns fatos:
e b =0se QI A Qs —
km = Jk Jj+lm — =
. . . . ; i1 .~ - .
E imediato, pois os escalares ((f — ¢F)m, 2, ;i) da projecao sao nulos pois
]+1 1+s 1+s -
supp mj, N supp n; i nQi, =2

1+s

it1m 7 @ além disso

e ¢, # 0 implica que Q};S N

c1(n)diam(Qjr1.m) < (c2(n) + 1 + s)diam(Q; ).

Do anterior é imediato que JlJ,gsm }frf m 7 D secpm # 0. Seja z € Qj, arbitrério,
. 1+s 1+s
seja y € " N, entao

A(Qjr1m, Uyy) < d(y, 4y) < d(y, 2) + d(z,Q5,)

Cldiam(Qj-&-l,m) <
< V/nl(1+ s) +d(z,9Q5) = (1 + s)diam(Qjx) + d(z,9).

Logo da arbitrariedade temos que
adiam(Qj+1,m) < (c2 + 14 s)diam(Q; k).
o |crmmi | < c(n,d, N)27:

j 1
Chm = Z <(f - Cjnj_l nkv j+1 mn%‘j_ >€?+1,m

lal<d

—— SR T s
Z <f nkej+1 mTI?Jn >€;¥+1,m - Z < Z <f7 e]-‘,—l mngn >€]+1 mnlﬁ 7+1, mmj’n >6?+1,m

lal<d lal<d |8l<d

"o g+t B _j+1 1
Z <f7 nk j+1 mngflJr >e?+1,m - Z <f7 j+1 m77]+ > <€j+1 mﬁk? j+1 m777]n+ >e?+1,m'

|laf<d laf,|8|<d

Estimando {f, nk 1 mn%%+1>€?+1,m3 Observando que na demonstragao da Pro-
posicao 2.3.7 obtemos que

» 7a 3-8l
@) < calm™™ e sup [0%(x)] < op(n, )T lallgrge

:EEQ1+S

no qual ¢ varia nos polinomios em Q;;S com grau menor ou igual a d. Além disso,
as constantes c,, op sdo independentes de k e \;. Assim de ¢;diam(Qj11,m) <
(c2 + 1+ s)diam(Q; ) temos que

|aani(x)| caly lod cacl| |(02 +1+ s)|a|£;1‘a|,
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entao

1 ~2—|of

0% (e 1 i )] < ()
Seguindo o mesmo processo que na Proposicao 2.3.7 podemos ter a desigualdade
’<f nk +1 an"L+1>€?+l,m < C(nv d’ N)2j+1 = C(”? d7 N)zj
Assim
Z <f nk ]+1 mnj+1>e?+l,m < C(n’ d? N>2j
|a|<d

SRSt . j+1
J+1 B J B / a .
Estimando <f, €]+1 mTm > <ej+1,m77k’ 6]‘+1,m77m >ej+1,m'

j+1 J+1 J+1
<e]+1m77k7 ]+1mnm >‘ ’/ ]+1mnk j+1 mTIm dx < /1+ |e]+1mH€j+l m|77k77 dr
Q

Jj+1l,m

USZ;L"/ ldx < o0, (1 +a)” / ldx < ¢(n,d).
Qity Qj+1,m

jt+1l,m

Para <f, €1, m77]+1>€?+1,m fazemos o mesmo que na Proposi¢ao 2.3.7 e temos
‘<f, €1, mnﬁl}e?HM‘ < c(n,d, N)2™ = ¢(n,d, N)2’
Assim
Jj+1

1 a ]
‘<f7 €j+1, m77$7:r ><6j+1 mnk, S 1,mm >€j+1,m < c(n,d,N)2’,

logo

1 j 1 .
Z <f’ J+1 m77J+ > <€]§+1,mn{g7 ]+1 m777jn+ >6?+17m < c(n, d, N)QJ
o], Bl<d

Combinando as duas desigualdades temos

\chm| < c(n,d, N)2/ + ¢(n,d, N)2/ = c(n,d, N)2.

Agora vamos seguir com a demonstracao do Teorema, usando a propriedade da in-
tersecao limitada. Definimos

AL = (f =l =D (F = minl + Z ChamMi "

m

Mostremos algumas propriedades das funcoes Ai.



2.4, TEOREMA DE DECOMPOSICAO ATOMICA EM HP(R") 83

i) gj11—9; =2 Ai pontualmente:
Observe que pelo Teorema 1.1.8 temos que

Z<f L 5t = (= Xy €5t ) = (f = A e,

a tltima igualdade é justificada por Q;,1 < Q; e supp 2t < Q;,1. Entao
> Chm = Z P = e ni]
k
.
= Z Z (f 77k» T, m77¥nJr >6j+1,m

k |a|l<d
& 1\«
2 2< nkv €5 1,mm >ej+1.m
la|<d k
j+1 PR G\ a
Z<f ij ’ ]+1m77m >ej+1,m
la|<d

= PN =) =0,
assim como supp i < Q; temos
EA’ Z — ) —EZ(f AR VA +220k A
= 2 AL Z(f Dnitxe, + 2 zckmnm
= Zk: f- (f = hmiht

= gj+1 — G-

Ms

m

, 1 1
ii) supp A, < B (xj,k, <§ + %
1

) (1+ s)ﬁfk) = Bji,noqual Q;r = Qi)

Claramente

supp (A, = ceamml) < supp nl, © Q11

1 1
c B (xj,lm (% + T S(CQ + 1+ S)> \/ﬁgk) .

&1

+1+
Por outro lado, utilizando que ¢y # 0 implica diam(Q;5 ,,) < u\/ﬁ(l + 5){y,
c
temos que !
i 1+s 1+s
supp Zc w | < Bz, + (o +1+8))v/nby|.
2 C1

Logo supp Al < Bjy, além disso |Bjx| = ¢(n)|Q;4l-
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iii) |Ai| < ¢(¢,n,d, N)2/ em quase todo ponto:

ALl = |frixas,, — i + ch“nfﬂ,“ni chmnin“
<|fxac,,| + il + ZIC’“W“ + Zlc !
< |fxag,,| + c(n,d, N)23 + c(n, d, N)QJJrl + c(n,d, N)2?

Como |f(z)] < ¢(¢,n,d, N)27 em quase todo ponto em QS,, pois f € L (R")
o qual pela Proposicao 2.3.7 f é g; nesse conjunto e HgHLoo < c(¢,n,d, N)2/*1,
entao em quase todo ponto temos

Al < (¢, n,d, N)2

iv) / Al(z)z*dx = 0, para todo |a| < d
R"
Seja |a| < d, assim
/ Al (z)x“dx :/ (f — L)l (x)a®da+
D R (e A e R VL E

= [bsteyade+ 3 [P~ 1) [(7 - ] e

Agora definimos
aj, = A At
no qual A = c(¢,n,d, N)2 |Bjk\% Pelas propriedades anteriores temos que:
e supp ai; = supp Ai; < Bj.

. 1 .
o llaille < [Bjxl"7, pois

. . 1
g, (@)] < |Ajg|| A7 ()] < c(¢,n,d, N)27 = | B 4| >
’ e c(¢,n,d, N)2i|B; |7 ,

1,
. / a(x)xdx = rAi(a:)x”‘dx = 0, para todo |a| < d
n Rn j,k

Zl&k\p c(@,n, )| f e

YDk = D> e(6,m,p)27 Byl = c(dmp) Y D27 Q

JEZ k JEZ k JEZ kK
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= (¢, m,p) Y, 27|] = ¢ ) 2V P2Pagy, ) (2),

JEZ JEZ

no qual ay(A\) = {x e R": f(z) > A}. Seguindo com a mesma desigualdade da
acima temos

2P )
P p—1 J
Z Zl)\]’k CZ 2r—1 /2j1<r<2j pridr aoizp(?)

Jj€Z k JEL
P
< CZ / pr? Yar, g (r)dr
iz 20 — 1 Joi-1¢pco

P +© o P
= CQP 1 /0 prp a(M].-f) (T)dT’ = CQP 1 o M]:((I;)pdl’

~ C(m )| -

o = ZZ Ajral em HP(R™):

Jj€Z k
Desde que
p
/ <M¢ (ZZMJM) ($)> dr < ZZl)\ij/qu(ai(iE))pd% <e Dl
JjELZ k Jj€Z k JjEZ k

< ol fllf < +o0,
temos que existe ZZAM% em HP(R™) pois o espago é completo. Por outro

JEZ k
lado, temos que em HP(R")

_ J
gj+1 — G5 = E Aj ks
k

entdao em HP(R™)
I = Zgj+1 —9; = ZZAJ,WZ;-
J i k

]

Defini¢ao 2.4.5. Seja f € HP(R"), dizemos que Z Aja; é uma representacao de f se:
J

o [ = Z)\jaj em HP(R");

J

e {a;}, é uma colecao de HP(R") dtomos;

. Z|)\j|p < +00.
J
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Corolario 2.4.6. Seja 0 <p <1 e¢peCP(B(0,1)) com ¢(x)dx = 1. Entdo para
R”
cada f € HP(R™) temos

[/l = inf (Zl%lp> :
j

no qual o infimo é tomado no conjunto das representagoes Z Ajaj de f.
J
Demonstracao. Seja f = 2 Aja; uma representacao, entao
J

Il = [ (O fia)) da < / Dl (i) d
=S [ (o) ds < T

Entao da arbitrariedade da representacao temos

[/ llee < ¢ inf (ZM !p)

Por outro lado de HP(R") n Li (R™) denso em HP(R") e do teorema anterior temos

que existe {f,}, em HP(R™) n L (R") tais que
® o = 0
e f, —> fem HP(R").
o [|for1 = fullfee <2777 fllf

e Podemos escrever f,,1 — f, = Z Ajn@jn em HP(R") com

J

Z!Am! < cllforr = fullte < 27" f s

entao
DNl < e X277 f 1 < el I
n,J n

Assim em HP(R") temos

n

f = 2(]07171 - fn) = Z)\j,naj,m

isto é f = Z Ajn@;jn € uma representacao. Entao

n,j
1nf2|/\k|p Z|)\]n| C“f”

Destas duas desigualdades concluimos a demonstragao do corolario. O]



Capitulo 3

Espaco BMO(R")

Este capitulo é dedicado a demonstrar que o espaco dual de H*(R") é o espaco
BMO(R") introduzido por John & Nirenberg. Esse resultado foi demonstrado por
Charles Fefferman, pelo qual recebeu a Medalha Fields no ano 1978. Informacoes
complementares sobre o espaco dual de H?(R") para 0 < p < 1 podem ser obtidas
em [8,31,32].

3.1 Definicao e Propriedades

Nesta secao introduziremos o espaco BMO(R") e veremos algumas propriedades.

Definigao 3.1.1. Seja f € L{ _(R"). Dizemos que f € BMO(R") (bounded mean
oscillation) se

wp [ 1) = sl <+,

BcR"?

1
no qual o supremo é tomado sobre todas as bolas B < R" e fp = E/ f(z)dz.
B

Definimos o seguinte funcional em BMO(R")
. 1
oo = sup o | 1f(e) = falda,
Bern |B| Jp

Claramente temos que se f,ge€ BMO(R"), X € R, entao:

(1) Lf + gllsmo < [[fllBao + llgllBamos

(it) INfllBaro = M fllBaro;
(iii) Se f = 0 entao ||f|smo = 0;

)

(iv) Se ||fllsmo = 0 entao f é constante em quase todo ponto, pois para cada bola
B < R” temos f = fp em quase todo ponto.

Em BMO(R™), identificamos elementos cuja diferenca é uma fungao constante,
logo o funcional ||| pao define uma norma tomando o espaco quociente com as fungoes
constantes. O novo espaco serda denotado por simplicidade de notacao também por
BMO(R™").

Vamos a enunciar algumas propriedades nos espagos BMO(R™).

87
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Proposicao 3.1.2.

1. ||'llBmo € invariante por traslagao e dilatagao, isto é para toda f € BMO(R"),
A>0, heR", fi(z) = f(z+ h) e falx) = f(Ax) temos

Iixllzaro = £l Baeo = [I.fnll Baro-
Com efeito: Sejam fa(x) = f(z\) e B = B(xg, 1), note que
1 1
(fr)B /f —/f)\xd:vz—/ A" f(y)dy
Ve |B| M |B| B ( ) |B| B(Azg,Ar) ( )

=—— x)dr = 20, A1)
|B<A:co, ) /<> f@)de = faoaoan

Sequindo a mesma argumentacao temos

|B|/|f>\ — (fa)Bldr = —/|f (AZ) = fBOWeAr |dT

)wo, >\7" | / B(\zo,Ar) fB(AxO /\r)|

Por outro lado,

h)yde = ————— dx = [B(zo+h)-
(fh |B’/f$+ €z |B(l’0+h7’ ‘/r0+h7~ .T) x fB( o+h)

Sequindo a mesma argumentacao temos

1
d _ h) — d
|B|/|fh ’ T = |B($ +h7‘ /‘f(ﬂ?‘i‘ ) fB(xo+h,7")| T

= — f dz.
Z‘0+hr|/x0+hr Blao hT|
2. Se f e BMO(R"™), entdo |f| € BMO(R"™) e

I flllBao < 2] fll Brmo-

Com_efeito: Desde que (f)p = [B

fI<|f—fel+|fsl=1f—fl +|(f = fB)B + fB
<|f = fel +I1(f = fo)Bl +|fl <|f = fol +|f — fslB + |flB;

combinando com a desigualdade

\fle <|f—fsle+|fels =I|f— fBls +|/B]
<|f—fels+|f — [l +|fl,

temos que

LfI=1flsl < |f = fl + |f — fBlB:
Logo

1 1 1
@/Hﬂ - flslde < 7 /Blf - Jalda +1f = fule < 275 /B|f ~ fplda,

assim ||| f|lzmo < 2| fllzmo-
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3. Se f,ge BMO(R"), entdao

w

lmax(f, 9)llzmo < 5 (I flBrro + gl Baro);

[min(f, 9)llsrvo < (1 fllBro + llgllBaro)-

l\DIOJM

4. Definimos
Ifllwo. = sup 10 | 170) = foldr,

no qual o supremo e tomado sobre todos os cubos Q < R™. Entao existem cons-
tantes C,, e ¢, tais que

cnll fllBaeo, = || fllBao < Cull fllBrso, -

Proposigao 3.1.3. Para toda f € L} (R") temos que

loc

1 . 1
L a0 < supinf — / (@) — eslde < ||fllzaro-
2 B s |B| /p

Demonstragao. A desigualdade sup 1nf v /|f — cpldr < || fllBmo € imediata. Va-

mos a provar a outra de31gualdade De fato,
1) = al < 1) = cal + n — fol = 11(0) = cal + |13 [ 1700 = enl s
1B| /s
<15 =esl+ 3z [ 176) = el

Assim,
5 @) = fulde < 2055 [ [7(0) = eala
—_ xr)— Jplar < — CRp|dAX
1B| /5 Bl
o qual prova a propriedade. [l
Note que se para toda bola B < R" existe cg tal que — B / |f(x) — cg|dz é unifor-

memente limitado, entdo f € BMO(R").
Agora mostremos outras propriedades do espago BMO(R™).

i) L*(R™) < BMO(R™) (inclus@o continua): com efeito, se f € L*(R™) entao

1 1 . .
1 [L1@) = falds < E/|f<a:>|dgc o 1ol = [ s+ 150
|B| /||f||Loodx+ ol = I fllee + | f5]

~ e + 7 / 1 (@)]dz < 2] o,

logo || fllBao < 2| f|lze.
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ii) A inclusao é estrita, mais ainda In|z| € BMO(R"™) mas In|z| ¢ L*(R"). Seja B =

B(zg,7), mostremos que existe cp tal que Bl |In|z| — cp|dx é uniformemente
B
limitado.
: 1 | 3
e Seja |zg| > 2r. Se x € B(xg,r), entao - < 2ol < —. Seja ¢g = In|zy|, logo
Lo

g, i, i,
— [ |In|z| — cpldr = —; [ |In|z| — In|zg||dr = —
< max 4 |In ln3
S X - = (-
21772
e Seja |zg| < 2r. Note que B < B(0,3r). Seja cg = In(r) logo
lInlz] — cpldz — /|ln|x| e < — /
|B|/ [B] 1B J0m)
3r
1 N d\
-, /“< )
n—1 A
—S | ro / In ( ))\" L\
B0, D] Jo r
3
:/ "1 In(t)dt,
0

3 3
mas / t" 'In(t)dt =3In(3) —3sen=1¢e / t" n(t)dt =
se n >01. ’

e Existe uma funcdo f tal que |f| € BMO(R™) mas f ¢ BMO(R"). De fato,
considere em R

In (ﬂ) ‘ dx
|0

(5o

In(x) ,se 0 <o <1
flz) =< —=In(Jz|]) ,se —1<z<0;
0 , se |z| > 1.

Note que |f| € BMO(R) pois | f| = x(-1,0[In|z|| e [In|z|| € BMO(R). Agora
mostremos que f ¢ BMO(R), Considere I, = (—r,r) < (—1,1), como f ¢é
impar temos

1

fi, =
L] J1,

f(z)dz = 0.

Assim como |f| é uma fungao par, temos que

1 [ [ [
m/lr]f(a:)—fh\dxz g/_r“n*ﬂdl’: ;/0 |In z|dz = —;/0 In(x)dx

=1—In(r),

mas 1 — In(r) — 400 quando r — 0*. Portanto f ¢ BMO(R).
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3.2 Dualidade do espago H!(R") e a relagao com
BMO(R")
Dada f € L*(R") podemos definir o funcional ¢; : H'(R") — C por
ti(g) = | flz)g(x)dx
R

Claramente ¢; é um funcional continuo em H'(R™). De fato, pela desigualdade de
Holder

10s(g)| = f(x)g(z)dx| <

pois H'(R") — L'(R"). Conclusio L*(R") — (H'(R"))*. A seguir veremos que o
resultado anterior pode ser estendido para f € BMO(R"™) em norma BMO(R"). O
resultado serd estendido na Proposicao 3.2.1. Note que se f € L*(R"), g € H(R")
e g= Z)\jaj uma representacao, entao pelo Teorema da convergéncia dominada de

< [1fllzellgller (3.1)

J
Lebesgue, L*(R") ¢ BMO(R™) e pelas propriedades dos (1, +

o0)-4tomos temos

1
[ ragtads = | [ @) Sxe @] =[5 / _f(:c)aj(x)d:c
=ZA/ ~ f)as(a) |A|/ Mo,
< Y NIl fllsacos

J
passando sobre o infimo de todas as representacoes de g em HP(R™), temos pelo Co-
rolario 2.4.6 que:

< Cllgllen [ £l Baro- (3.2)

[ f@(w)da

Definimos o espaco H}(R™) como o espago gerado pelos dtomos em H'(R™), isto é

que cada g € H{(R") é da forma g = Z Aja; no qual cada a; é um atomo. Note que
j=1
H}(R") é denso em H!(R"), pois pelo Coroldrio 2.4.6 cada g € H'(R"™) tem ao menos

+0o0
uma representacao g = Z Aja; o qual para g, = Z Mja; € Hy(R™) temos que:

=0 =0
© 19 +0o0
lg = gmllem = | > Nay D Wlllaglle <€ >INl — 0.
j=m+1 H! j=m+1 j=m+1

Proposicao 3.2.1. Seja f € BMO(R") e |||lg o funcional induzido pelo ||-|lm no
subespagco HY(R™). Entdo

l;:Hy(R") — R
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g—Li(g) = | flz)g(x)da,
R
¢ um funcional linear limitado e

165 (@)l < ell fllsrollgllag-

N

Demonstracao. Seja g = Z Ajaj, considere
j=1
—k, se f(x) < —k
fO(x) = { f(x), se —k < f(z) <k,
k, se f(x) =k

note que f*® = min {max {f, —k},k} € L*(R"). Assim para cada k € N temos que

||f(k)||BMO < = (||lmax {f, —k}||smo + ||kl Bro)

<

> oN] w

9
(I fllBro + =kl Bro) = ZHfHBMo-

Logo pelo (3.2) e como H}(R™) estd imerso em H'(R") temos que

< O™ smollglle < cllfllsaollgllm -

[ 19 @)g(a)dr

Note que:

e f®) — f em quase todo ponto, o qual f*) g — fg em quase todo ponto.

N
o [f®gl < YNl fllas € L'(R™), pois [ f®)] < |f| e fa; € L'(R™) pois f € Li, (R")
j=1
e cada a; ¢ um atomo.

Logo pelo Teorema 1.1.8 temos que

/R lim f®(2)g(z)dx

n k—400

)l =| [ s

e < dfllsmollgllar,

lim /]R" ) (2)g(z)dx

Como H{(R") é denso em H'(R™), podemos estender de forma tnica £; a
L;: H(R") — C com

I Lsll < el fllBaro,

isto permite dar a seguinte definicao.
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Definigao 3.2.2. Sejam f € BMO(R") e g € HY(R"). Definimos
f(x)g(x)dz = Ly(g).
Rn

Note que se g = Z Aa; é uma representagao, entao
J

N
- f(x)g(z)dx = Ls(g) = (Nl_lgrle A aj> = Nlig-loo Ly (Z )\jaj)
(; o) = g, S [ st
= Z)\ (x)da.

Seja Lszo(R”) = {(b e L*(R™) : supp(¢) < B, o(z)dx = O}. Note que se f,h €
Rn
BMO(R™) tais que Ly = Lj, temos que para todo B e cada g € L o(R") satisfaz

[ ratan = [ g,

|72
gl
limitado em HP(R™), veja [31]) e assim f = h + cte em cada B, isto é f = h em
BMO(R"™). Portanto

| _1

g é um (1,2)-atomo (pelo Coroldrio 4.1.8 cada (1, 2)-a4tomo é uniformemente

pois

L: BMO(R") — H'(R™)*
f— L(f) = Ly
é injetiva. Além disso, é limitado pois:
IL(OI = lILsll < el fll Baro-
Teorema 3.2.3. L : BMO(R") — H'(R™)* ¢ um isomorfismo.

Demonstragdo. Fixando ¢ € H'(R")* e B = R™, considere o subespago fechado L% o(R™)

do L*(R") e seja g € L} o(R"). Claramente ap = |B|_7 ¢ um (1, 2)-atomo, logo

lg || 2
pelo Corolario 4.1.8 temos

1 1
o)l = |¢ (1813 Igllz2an )| = 1BI gl 2 e(ap)|
1 1
< |Bl2||gllc2[1€]| ey« [lapllear < CB[2[[€]| gy« 9| z2-

Assim pelo Teorema de Representacao de Riesz no subespaco de Hilbert LQB,O(R”) de
L*(R™), existe F'P € L} o(R") tal que

(g) = / FP(a)g(a)dz, ¥ g € L3 o(R")
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1 < .
e [|FP| 12 < C|B|%||¢|| ). Afirmamos que se B; < B, entdo FP' — FB2 é constante
em By pois FP' e FP* produzem o mesmo funcional linear em L% , o qual

/B FBl(x)g(x)dx = /B FBQ(:c)g(a:)dx, Vge L%MO(R").

Sejam B; = B(0, 7). Definimos para z € R"

By (
flz) = B 31| . B
no qual z € B;. Note que f esta bem definida, pois para x € B; < B, temos que
1 1
[Bi| /5, [B1] /3,

Agora mostremos que f € BMO(R"). Seja B < R", existe B; o B e definimos a
constante induzida em B como

FBi(z) — FP(z) — [FPi(2) = FP(2)] dz = ¢; — cjdz =cj—c; =0

cp = FbBi —FB+—/ FBi(z
\31! B1

! 1 -1 _1 1
@/Bm@ —cpldr = @/BIFB(:ENdx < |B|72||F®||12 < C|B|"2|B|2 || ]| ey

como B ¢ bola arbitraria temos f € BMO(R") e || f|lmo < C||€||g)=. Seja g € HY(R")

eg= Z/\jaj uma representacido em HP(R") com as bolas B,, associadas para cada
J
(1, +00)-atomo a;j. Desde que £ € H'(R™)*, a; € LZBaj o(R") (cada (1, +00)-dtomo ¢ um

(1,2)-atomo) e pela propriedade de momento temos que

U(g) = ije(a] Z/\ / FB (2)a;(x)dx
= ZA]-/B (FB“J' (x) + cBaj> a;(z)dx
=T, S@a(@ds =Lyt = | 1@ote),

portanto ¢ = Ly = L(f). Note que pela injetividade de L, ¢ determina de forma
univoca f € BMO(R™) que satisfaz ¢ = L(f). Denotamos f = Gy, temos ||Gy||pmo =
| fllBmo < C||¢||garys como ¢ € H'(R™)* foi fixado ao inicio. Definimos a aplicacao
linear limitada

G : H'(R")* — BMO(R")
0— G(t) = Gy

Note que por construgao da G temos G o L = Ippyomrn) € L o G = Iy rnyx, assim L é
um isomorfismo entre os espagos BMO(R") e H!(R"). O



Capitulo 4

Limitacao de operadores fortemente
de Calderon-Zygmund em espacos

de Hardy

Neste capitulo vamos a tratar os principais resultados obtidos por C. Vasconcelos e
T. Picon no artigo [28]. O principal resultado a ser provado é o seguinte Teorema (as
definigoes serao dadas posteriormente).

Teorema 4.0.1. Seja T : L (R") — ' (R™) um operador limitado e suponha que:
(i) T estende-se a um operador limitado de L*(R™) em L*(R");

(ii) T tem kernel associado que satisfaze a condigdo Ds, para algum 1 < sy < +00 ;
1 1
(11i) Para algumn(1—o0)(1—— | <B<n|1——), T estende-se a um operador
S9 S9

1 1
limitado de LY(R™) em L*2(R™), no qual - = — + b e sy > 1.
g S n

Além dessas condigoes, se T*(z%) =0V |a| < [d],1 < s1 <2 e sy < sy entdo T poder
ser estendido a um operador limitado de HP(R™) em HP(R™) para py < p <1, no qual

1.1 plien(i-3)]

pooson (g=0+5)

Além disso, se T* satisfaz (iii) entdo a conclusao também € valida para 1 < s; < 400
e s1 < So. No caso s; = 1 também € valido, contudo so para py < p < 1.

Vamos agora introduzir o conceito de operadores d-Calderéon-Zygmund e fortemente
singular de Calderén-Zygmund.

Definicao 4.0.2. Seja T : ./ (R") — .&/(R™) um operador linear limitado. Dizemos
que T esta associado a um d-standard kernel se existir uma fungdo K (z,y) continua
fora da diagonal tal que:

(i) [K(z,y)| < —, para todo x # y;

C
|z — |
95
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ly — z|°

(i) [K(z,y) = K(z,2)| + [K(y, 2) + K(z,7)] < CW’

algum 0 < § < 1;

se 2|y —z| < |r—z| para

(iii) <T(f),g9) = /K(x,y)f(y)g(x)dydx para qualquer f,g € Z(R™) com suportes

disjuntos.

Definicao 4.0.3. Seja T associado a um o-standard kernel. Dizemos que 7" é um
operador §-Calderén-Zygmund se T pode ser estendido a um operador de L*(R™) em
L*(R™).

No artigo [1] o seguinte Teorema foi enunciado e provado.

Teorema 4.0.4. Seja T um operador §-Calderon-Zygmund tal que T*(1) = 0 (defini-
mos isto mais adiante). Entdo T se estende a um operador continuo de HP(R™) em

n
(TN

H?(R") para -

O demonstracao do teorema acima utiliza a técnica que T mapeia atomos em
moléculas, que s@o elementos mais grosseiros que atomos, precisamente se a é (p, +00)-
atomo entao T'(a) é uma (p, ¢, A)-molécula. Serd visto que cada (p, ¢, A)-molécula (veja
a Defini¢ao 4.1.1) podem ser decompostas em uma soma de (p, ¢)-dtomos no sentido
de LY(R™) (veja o Lema 4.1.2) o qual cada (p,q, A)-molécula é uniformemente limi-
tada em HP(R"). Uma parte da demonstragao utiliza que todo operador 7' de -
Calderén-Zygmund se estende a um operador continuo de LI(R™) em L?(R™) para todo
1 < g < +o00.

Em [1], os autores apresentam uma nova classe de operadores de Calderén-Zygmund
chamados operadores fortemente singulares de Calderon-Zygmund que serd descrito a
seguir

<p<l1.

Definigao 4.0.5. Um operador linear e limitado 7 : . (R") — .¥’/(R"™) é chamado
um operador fortemente singular de Calderén-Zygmund quando:

(i) T se estende a um operador limitado de L*(R™) em L*(R");

(ii) T estd associado a um d-kernel do tipo o no sentido que para toda f, g € .7 (R™)
com suportes disjuntos temos

(Tf.g) = / / K (e.9)f (9)g()dydz, ¥ f,g € F(R"),

e K(z,y) é uma fungao continua fora da diagonal que satisfaz
ly — =I°
para todo 2|y — 2|7 < |r — z| para algum 0 <6 < 1,0 <o < 1.

(iii) Para algum (1 — 0)2 <fB < 2 ambos operadores T" e T™, sao estendidos a ope-

2 2
1 1

radores continuos de L¢(R") em L*(R"), no qual — = 5t é
q n
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A definicao desta nova classe de operadores de Calderén-Zygmund é motivada pelo es-

tudo de uma classe de multiplicadores cujo simbolo fora da origem é dado por e/¢!” /

€17

A suposigao da limitagao LI(R") — L?(R™) é motivada pelos operadores de convolugao

associados a kernels que satisfazem o controle | K ()] < (1 + [¢]) 7.

Observe que se 0 = 1 obtemos um operador de 0-Calderén-Zygmund. Em [28], os

autores apresentam uma versao mais fraca de nicleos d-kernel do tipo o.

Defini¢ao 4.0.6. Dizemos que um kernel K (z,y) associado ao operador T satisfaz a

condicao D, para 1 < s < 400 se

s

(/ | K (z,y) — K(x,2)|° + | K(y,z) — K(z,x)|sdx> < |Cj(z,r) i1g7id
Cj(z,r)

quandor > 1e

s

(/C-( p)|K(x’y)_K($’Z)|s+|K(y>$)—K(Z,IE)|Sd$) < |Cj(2,7“p)

J

1 51 1
s (G=3)

n

2775

)
2y

quando 7 < 1, no qual Cj(2,7) = {z e R": 27 < |z — 2| <2*'T}, 0 < p <0 < 1,

zeR e |ly—z| <r.

1
Note que — < 1 e da propriedade (a + b)é <as + bi, Va,b>0. Entao podemos

S
definir de forma equivalente a condicao Dy como:

</ \K(x,y)—K(z,z)]%x) S ‘Cj(Z,T)
Cj(z,r)

J

@

%71273'6

(/ |K(y,x) — K(z,m)|sdx> <|Cj(z,7) %—12_j5,
Cj(z,r)

quandor > 1e

(/ |K<x,y>—K<x,z>|5d:v> < (Cy(2,17)
Cj(z,rP)

J

W |

1 s(1_1 5
(G =5)9ig

@ =

[ ) - Keolds | <100 De
Cj(z,rﬁ)
quando r < 1.
Definigao 4.0.7. Definimos a condicao D, se satisfaz

1K (y) = K2l + 1K (@) = Kz ) |ze ey S 1C5(zm)| 71277,

quando r > 1 e

61 1

1K (- y) = K 2) oy + 1K () = K (2 )0y < [Cilz,77)[ 72077

quando r < 1. Noqual [y —z| <r,0<p<o < 1.

)2*]%
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Note que seguindo o caso 1 < s; < 400, podemos definir de forma equivalente a
condicao D, em quatro desigualdades uniformes.

Observagao 4.0.8. Se um kernel satisfaz a condi¢ao D, entao também satisfaz a
condicao Dg, para 1 < s9 < 517 < 4. Com efeito, no caso 1 < s < 57 < +0 pela

desigualdade de Holder para %L 2 1 temos
52

( / K(2,y) - K(x. z>|82da:> < ( / |K<x,y>—K<x,z>|81dx> Cy(zm)| R
Cj(z,r) Cj(z,r)

J

logo

.
S

(/ ( )’K@’y)—ff(w,z)\szda:) < ( | )\K(x,y)—K(x,z)lsld:c> Gy %A
Gilzr C;(z,r

J ’ L_l 6 1 _ 1 L_l 5
S G (z,r) [ 272Gz, )2 o = [Cylz, )220,

De forma anéloga temos

1

52

(/ Ky, x) = K<z’x)|52dx> < |Gz, )| 277,
Ci(z,r)

J

Assim as duas desigualdades uniformes para quando r > 1 sao satisfeitas. Similarmente,
podemos provar as duas desigualdades uniformes quando r < 1.
O caso s; = +00 é imediato, pois

1 1

s2 52
[ @ -K@ade] < [RGB e
C]'(Z,’I‘) C'(Z,T)

J
g (

= |Gz )| 27,

1

e
/ 1Cj(z,7) |_522_j‘582d:p
Cj(z,r)

J

Similarmente podemos provar as trés desigualdades uniformes restantes para o caso
S1 = +0o0.

Observacgao 4.0.9. Todo operador T fortemente singular de Calderén-Zygmund sa-
tisfaz a condicdo D.,. Com efeito, fixemos |y — z| < r, se r > 1 e x € Cj(z,7) entao
2y — 2|7 < 2717 < 27r < |z — z|. Logo

7,6

T
K(2,y) — K(2,2)] + |K(y,2) - K(z2)| < o=«
|I . Z|n+; (QJT)n-&-;

)2 Te e < (20p) 0

= (2
< |Cylz,r)[ 1277
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Ser <1leuzeCi(z,r”) entao 2|y — 2|7 < 2r7 < 2r” < 29r” < |z — z|. Logo

K(x,y) — K(z,2)|[+|K(y,z) — K(z,x2)| < C < —
K a.9) = Ko K 2) — Kool < Oy < o

= 7‘—5 QjTP)—n+5(%_%)(2j7,p)n—§<%_%)

(2j7’P)n+;
= ‘Cj(z’rp>|_1+%<%_%>7’5+m_’)5(%_%)—9n—pg (2*j)N+§—n+6(%_é)
—1Cy(z, )| G2 ) (270

Observe que isto implica que todo operador fortemente singular de Calderén-Zygmund
satisfaz a condigao Dy para 1 < s < +00.

Definigao 4.0.10. Seja m € N U {0}. Dizemos que um operador 7" satisfaz T*(z%) = 0
para todo |a| < m se

/ 2*Ta(z)de =0, VaeL?, (R"),

n

no qual L7, (R") = {f e L*(R™) : supp(f) é compacto e/ z®f(z)dx =0, Y|a| < m}.

4.1 Moléculas

Nesta secao apresentaremos alguns tipos de moléculas, que sao parte essencial para
a demonstragao do Teorema Principal. Para obter mais informagoes sobre outros tipos
de moléculas, indicamos as referéncias [1,31,32].

Definicao 4.1.1. Seja 0 < p <1 < g < 40, A>n (Q — 1). Uma fungao M(z) é
p

uma (p, ¢, A)-molécula se existir uma bola B(z,7) tal que:

Q) [ |M(x)|dze < crm(-5),

Gi) [ M)z — 2] z < or0-5),

Rn

(iii) M (z)dx = 0.

]Rn

As condigoes (i) e (ii) s@o equivalentes as condi¢oes

a

/ |M(2)|%dz < Cr"7%) e / \M(2)|%)x — zMde < O™,
B(z,r) B(z,r)c

Em [1] é demonstrado que se M (z) satisfaz i) e ii), entao M € L'(R"). Também é
dado o seguinte Lema.
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Lema 4.1.2. Seja M(x) uma (p,q, A)-molécula. Entao em LI(R™) temos

+00
M = Z /\jaj,
7=0

+o0
no qual cada a; é um (p,q)-dtomo suportado em B(z,27%1r) e Z|)\j|p < +00.
7=0

Na prova deste Lema dada por [1] implicitamente temos:
Mlllaslien = lagllze < 0273l G0l Byas,

no qual C' > 0 nao depende de M e a; é um (p, ¢)-atomo. Logo,

+00 +oo
Dl = ov ol s,
j=0 j=0

A convergéncia é obtida pelo fatodep < gen (g — 1) < )\, portanto Py +n (2 — 1) > 0.
p q

+00 to !
Desde que M = Z Aja; em LI(R™), temos que M = Z Aja; em ' (R") e como todo
Jj=0 =0

(p, q)-dtomo é uniformemente limitado em HP(R") temos
+00 +00 .
1M < Y AP lasllie < C Y NP <O <1
§=0 J=0

Portanto toda (p, ¢, A\)-molécula é uniformemente limitada em H?(R™).

Definicao 4.1.3. Seja0 <p, p<l<g<s<+4ow, 1 <t<+wet<stal que

n<3_1)<A<n(£_1)+ nt <1_1).
p s I—=p\qg s

Se p = 1, restringimos 1 < ¢t < 4+c0. Dizemos que a fungao M (x) é uma (p, p, g, A, s, t)—molécula
se existe uma bola B(z,r) < R™ e uma constante C' > 0 tal que para r > 1 temos

ML | |M(2)ltde < Cr(5),

RTL
M2, [ |M(@)|z — 2Pde < o (5),
Rn

eparar <1

M3. [ |M(2)|tde < Ornlr0=2)+G5)],
Rn

M. [ M)z — 2Pz < cr el 0=0+G=5)],
Rn

Além disso, M(x) satisfaz as condi¢oes de momento
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1
M5. M(x)z%dz =0, ¥ |a] < N, = {n (— - 1)J
R p

Note que podemos trocar as propriedades M1, M2, M3 e M4 pelas propriedades:

ML’ / M(2)|'dz < Cr(175);
B(z,2r)

M2, / M (2)|!|z — zPde < or*(75),
R”\B(z,2r)
quando r > 1. Quando r < 1

M3, / M () |'dx < Crrle(-D -],
B(z,rr)

M4’. / |M (z)| |z — Z|)‘dx < Crp/\+n[p<17%)+t(%7%)].
R™\B(z,rP)

O anterior é consequéncia das seguintes desigualdades:

P t
[ @t [ a0,
R™\B(2,2r) R\ B(z,2r) (2r)

— A .
[ merars [ i < bt Gl
R™\B(z,rP) T

R™\B(z,r?)

/ |M(2)['|x — z[*dzx < / M (2)| (2rdz < P (75),
B(z,2r)

B(z,2r)

/ |M($)|t|x — z|/\dx < / |M(I.)|t(rp)>\ < Tp)\-i-n[p(l_%)_i_t(%_%)].
B(z,r?)

B(z,rr)

Note também que a fungdo M(x + z) é uma (p,p,q, A, s,t)—molécula com bola
associada B(0,7) < R" pois

M (z)'de = | |M(x+ 2)|'dx; / \M(z)| |z — 2|Mx = | |M(z+ 2)|"|z| .
Rr Rr Rn Rn

Observacao 4.1.4. Observe que se assumimos ¢ = s, p = 1 e < p <1 temos

n
+ 6

que toda (p,t, A)-nolécula é uma (p, 1, s, A, s, t)-molécula pois

(i) o e

Proposigao 4.1.5. Seja M (x) uma funcao que satisfaz (M1) e (M2) ou (M3) e (M4).
Entao x*M (x) é uma fun¢ao absolutamente integravel.

Demonstra¢ao. Suponhamos que 1 <t < 4+00. Seja M uma funcao que satisfaz (M3)
e (M4) parar <1

2 M (2)|d — / 12 M (2)]dx + / 2 M ()| da
R~ B(z,r)

B(z,r)¢
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Na primeira integral usamos a desigualdade de Hélder e (M3), temos

1
/ M) < 1 s zr>>|B<z,r>\11(R|M<x>\tdx) <+,

Na segunda integral temos
/ 129 M ()| d </ M (@) (o — 2| + |2)* da
B(z,r)c B(z,r)°
<[ M@ Y ealo— 2Pl s
B(z,r)c

II<lel
-
< ||M|- — Z|%||Lt Z Cyo ] (/ |z — Z|(Iwi)tt1dm>
hi<lal Bl
<M= 2l 3 epaals| [ sl ey
IvI<lal

Cy,a,|z‘|Sn7 | T("ﬂ—%)t_%—i-n < +o0.

A
= M| =27l

wige (F =) + 0

1 t
A tltima desigualdade é verdadera pois, || < |a| < n (— — 1) e—A<n <1 — ;), logo
p

lel A t +n<|n ! 1 A t +n
—_— — [ n\ _— — _—— | —
R P tle—1
1 n t t
<ln<p )+t( p)]t—1+n

@ Cy o Z||Sn—1| Ayt
/ |$ M (z)|dz < [|M]- _Z|t||Lt Z (A1’|’)_+ Pv=D e+
B(z,r)c et

Entao

< +00.

Para o caso r > 1 a prova é similar. Quando ¢t = 1, r < 1 4 prova é similar até

[ M@ < 3 e / [M(@)|z = 2|+ dar,
B(z,r)c

hi<la| B(zr)e

1
mas ]’y[—)\élal—kén(——l)—)\<0 logo de |z — z| = r temos
p

/ M @)dr < Y c%a,wlﬂ/ M)z — 2 < +o0
B(z,r)c B(z,r)c

IyIsle

Quando r > 1 é similar. [l
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Agora vamos demonstrar que toda molécula vinda da Definicao 4.1.3 é uniforme-
mente limitada em HP(R™). Antes disso, vamos precisar do seguinte lema:

Lema 4.1.6. Sejam os conjuntos By = B(0,r), B; = B(0,27r), Ey = By, E; = B;\Bj_1.
A = L? <Ej

1 . . .
) de e P; o espago dos polinomios em E; com grau nao maior a N,.
J

Entao existe uma base {qﬁly de P;, que satisfaz

}Mng

1 . . 1,v=2
— J Bdr =< ¢ . 28 N U Rt .
|Ej\/Ej¢v<””>x R {0,77&5

Além disso,
@)l (@) <1, VreE,
no qual a constante nao depende de r e j.

Demonstragao. Para existir a base { ¢ = 2 c% 7:1cﬁ , as constantes cé , tem
<N,
~ ‘ |BI<Np <N,

que ser uma solucao do sistema

' B o — J o0 _
Z Ch, <27, 2% > =< @1, 2% > 4= 0oy (4.2)
|B|<Np
B}IBKNp sendo uma base de P;, entao o
sistema anterior tem solugao unica, logo a base existe.
Por outro lado

Desde que <,> 4 ¢ um produto interno e {:c

1
<28z >jfj:_/ P dr;
|Ei| /g,

e Sej=>1:

20
<P 2% > = .
gl J2i-1p

doﬁ'm / xa+ﬂcn_1d$dg _ fa,ﬁ (QjT)‘Oé+ﬂ|+”,
Sn—1

1 2» 1 1
L foag =15 (1— “*dre B = B(0,1).
noqual fs = rprory ( 2Ia+ﬂ+n) o+ f] +n/5n_1x ve (0,1)
Reescrevemos (4.2)

2 fa,ﬁcfgﬂ (2jr>|a+ﬁ\ = Gy

|BI<Np
 0j 18 Oary
faps (27r)7 = 22 4.3
|5§vp o2 (1) (27" 3

Note que quando j = 0 e r = 1, o sistema anterior se escreve como

D0 fass = ban (4.4)

|B|<Np
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Fixandod = # {a e N" : |a| < N,}, estabelecemos uma indexacao de {a € N" : |a| < N}
com as coordenadas R?. Definimos o isomorfismo

R —>R?
v (f@)y = Y, fas (@),

|BI<Np

assim (4.4) ¢ equivalente a f () = e,, no qual (cg)ﬂ = 3, e {e)} o, ¢ a base

canonica de R ‘ .
Voltamos a (4.3). Seja (d%)ﬂ = (c%)ﬂ (277)""! temos f(@) = ‘W)V o qual

(297
d?Y =/ <(2jT)|7|> ’

@) e = 1(d2) ] < Nl 10 <

entao

[F

(2jr)\v\ '

; 1 1
Assim |}, | < ||f7* , entao
| 577| I I (2jr)\7\ (er)\ﬂ\

@) ed @) < (20)" DT 1) )

|BI<Np
b 171 (29r)”
S (2 7“) |,B§Np (er)\’ﬂ (er)lﬁ\
=157,

isto é (23'7“)‘WI |gz537(:p)| < 1,Vax € Ej, no qual nao depende de r > 0 nem de j > 1.

e Se j =0:
< B e > = (o ﬁr|a+5\ Jop = L 1 / ($/)a+6dﬂfl
’ 70 ’ TIEP Bl la+ Bl +n Jgna
Note que quando r = 1, podemos proceder como no caso anterior e obter o

: 10 1t L
isomorfismo g, assim |c5 | < [|g HTM mER Logo
r71¢2(x)| < 1,V € Ey independente de 7 > 0.
Portanto de ambos casos temos
(2jr)|7| |¢? (z)] < 1,Vx € E;
¥ ~ Y 7

no qual a constante no depende de r > 0 e 5 = 0. O
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0

Lema 4.1.7. Seja M (x) uma (p, p,q, A\, s,t)- molécula. Entdo M = Z v;a; em .S (R™)
=0

no qual aj(x) € um (p,1)- dtomo e {7;},y € uma sucessio de escalares complezos tais

que Zhjlp < 1. Além disso, existe uma constante C' > 0 independente de M tal que

J
M|l < C

Demonstracgao. Seja M(x) uma (p, p,q, A, s,t)-molécula e B = B(z,r) a bola associada.
Definimos os seguintes conjuntos e fungoes B; = B(z,2/r), Ey = By, E; = Bj\Bj_1,
M; = xg,M, Py = {p(x) : polinoémios em R™ com deg (p(x)) < N, } e

{p ) |5, p(r) € PN}. Seja H; = L* (Ej, md:c) , aplicando o processo de

ortogonalizacao de Gram-Schmidt para a base {xﬁ } no espago Py ;, temos a base

|BI<Np
{gzﬁ }|7|<N de polinomios tais que:

1 , , 1,v=2
B, _ 8 _ _ )L
@/E PR)7de =< S 2 >, bne = {Om #6

além disso, pelo Lema 4.1.6 temos a desigualdade uniforme em j e r

(2jr)‘7‘\¢§(x)| <1, Vze Ej.

1
Seja M} = W/ M (z)x"dx, que estd bem definido, pois z*M(x) é absolutamente
j .

integravel para todo |a| < N,. Seja P; = Z M;%?w Note que

[v[<Np
+o0 +o0 +o0
M = Z M; = Z(MJ — P;) + Z P;, pontualmente.
=0 j=0 =0
+o0
Afirmacao: M; — P; = d;A;, no qual A; é (p,t)-dtomo e Z|dj|p < +00.
=0

Com efeito:

e Quando r < 1:
Desde que supp(M;), supp(P;) < E; < By, temos supp(M; — P;) < E; < B;, logo

/H(Mj(x)—Pj(:c))xadx:/E_ @)= Mig(x) |avda

[7|<Np

/M Jztdr — /M y'dy /gbj Jzdx
"Y‘<Np |E |
:/ Mj(x)a:adx— (/ M(y de) (.
E; Iy|<Np
=/ M(a:)xadm—/ M(y)y“dy = 0,
Ej Ej
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entao
/n (Mj(z) — Py(x)) a%dz — 0, ¥]a| < N, (4.5)

Estimando || M;]|¢@gn): M € L*(R"™) pois ¢ uma molécula, logo M; = xp,M € L'(R")
e de E; = B(z,27r)\B(2,2'"'r) temos que

A@”m”(éﬂwuymoi<éym@Wm)i
< (f oo (B o)
< (20r)70 (/E

J
logo pela propriedade (M4) temos

1
t

|Mxmmx—zhm)

o=

|M; ()| | — Zlkdw) :

, t t 1 1
A dltima igualdade é valida pois B; = B(z,2’r). Comop <t, A <n (— — 1) + n (— — —),

S
A 1 1 1 1
- T
el (i) 5]

1
—72 > 0. Entao de r < 1 temos:

logo

e

=

o=

@) G < By )T G (4

[ M e eny < [B(0,1)]»7 7| By I

Agora para P;:

B@l=| Y @) < X IMlg@ < Y 6@ |E|/|M’|wmw

[v|<Np [vI1<Np [v|<Np
r

+1,

< D e |7||E|K/ \M(y)|dy, K =

[vI<Np
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como M(x + z) é uma (p, p,q, A, s,t)-molécula e pela Proposicao 2.2.1
M-+ 2)|[me = [[M]|ar,

podemos assumir sem perda de generalidade que z = 0 e assim K = 1. Pelo Lema
4.1.6 temos ]¢77($)|(277")|V| < 1, logo

ZI%@WWWéméMﬂM@

M<N
< ! y)|dy = |M;(y)|xE, (v)dy
IE | JE !E | JRe

< |?ﬂ||f\4j|\Lt||><EjIIL% = | B 11M; |

entao

1
[ 1B@ldr s [ 1glgds = 134
E]' Ej J

assim || Pt < [|[M;]|t. Logo de (4.6) temos

1
t

1, o _Ayp(1_1
IM; — Pil|pe < 2| M0 < | Bt 5 (20) " +n()., (4.7)

[un

t,

’tﬂ»—t

Definimos A; como (M; — P;) (z) = d;A;(z), no qual d; = || M; — Pj||1:|B;|»~
Logo:

i) supp(A;) < supp (M; — P;) < Bj, V j;
.. 1_1 .
i) || Ajllze < Byt 77, Vg

iii) / Aj(z)z%dx = 0, V |a| < N, pela propriedade (4.5).

Dessa forma concluimos que A; é um (p, t)-dtomo, além disso, de (4.7) temos

+00 +00 400
2l = I = BB < 3 1B (@) B
5=0 =0 7=0
+00 ‘ N +00 '
= @iy 8 = S 20 < 4o,
j=0 J=0
e . e . t Ap P
a ultima identidade é justificada, pois A >n | — — 1 ) elogo § = s +n (1 — ;) < 0.
p
Logo
+o0

2P <.

J=0
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=3 > ()

J=0|y|<Np

+00
Aﬁrmacéo:z P;(z)

7=0

x)xVdx e

Z

+o0
Com efeito: Definimos NJ = | Ej| 2 Mk

1
W( ) = i“ [ ¢]+1( ) — — ]( )], claramente
|Ejy1] 7 |Es] 77
supp(y ) € Eji1\Bj
Note que

2 Bl Z > Migl(x Z Z (M3 |E; ) (|E;| ¢ ()

J+1

o o)|

=31 > ()

J=0y|<Np

j= 0|v|<N
= Z — NI B¢l (x)), Ny — Ni* = | By M
IyI<Np 7=0
N]+1 j+1 ' N
- ¥ Y- ¢g<x>]+[E 5z -
ly|<N, =0 ’ ]Jrl‘ ’ ]’ | ’ ‘ +1’
NI N]+1
W Pl WW)H
- 5 e X[ e e
- 3 { B +N°} IS
<Ny \J= |v|<Np 7=0
+00
atltima identidade é valida, pois N = i M(z)z"dx = 0, logOZPj(x)
Além disso, para todo |a|, 5| < N, temos

g @bi(x)xﬁdx =/ [N£+1|Ej+1|_1¢§+1($) — N§+1|Ej|_1¢§(x)] 2Pdx
I (0 de — —/ 7 ( Bdm
[ +1|/m¢ 51 s,
= Na]yﬂ [(5%3 - ] 0,
assim
Yl (x)a de = 0,55, |y], 18] < N (4.9)
R’ﬂ
Estimando [|¢? || :
De ¢/ (z) = NJ*! [’ |¢7+1( T) — El 7(.215)], basta estimar N*'. Pela in-
7+1 J

variancia baixo traslagoes de [|||mr, sem perda de geralidade podemos supor que
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z = 0. Logo
' +00 +00
REAES Y M(z)adz| < > (2)0 [ |My(x)|da
k=j+1" Ek k=j+1 Ex
+00 +%o )
< 3 @D NMle e = Y @ )P B Mo,
k=j+1 k=j+1
pelo (4.6) e |Ey| < |By| temos
™ 1 1 A 1 1
N 3 @By e
k=j+1
+00
< Z rlvl’Bk‘lﬁ(gk)lw\f%m(%f%)
k=j+1
+00
< Z rlvl(ri)n(lﬁ)(Qk)\v\*%ﬂl(%*%)
k=j+1
hla=2) N1 (gkyhi=2+n(1-1
— phltn(=3 Z (2 )|7|—?+”( 1),
k=j+1
entao
+00
‘N’Jy'Jrl’ < 7a\'y|+n(1—%) Z (Zk)h‘_%—i_n(l_%).
k=j+1

1 t A 1

De |7|<Np<n<——1) e /\>n<——1>, temos |7|—?+n<1—¥) <0 o
p p

qual a série anterior é convergente. Assim

400

NI g Y @)t (ki)
k=j+1
R ) 1 A 1_1 1

< Z (2]7”)‘7“"(1_5)(2k)_7+”(5_?), pois || +n <1 - —) <0

k=j+1 b

+oo0
— (QJT)n(l—%)(QJT)M 2 (2’6)—%“(%—%)
k=j+1

< (2jr)n(17%)(2jr)‘7‘, pois — % +n (}9 — %) <0,

logo

=

|
Bl
~—

NI < B[V 5 (20r) DI (27) e (),

também |N7| < | B;|*5 (27r)(29) 73 571) pois |By| = 2°|B; | e NO = 0.
Entao

j+1

|NZ

N } < (B[ r (i)l ) (4.10)
||
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Agora procedemos a estimar ¢! (z) = NJ™' | ——¢?*' () — — Jv(sc)], de (4.9)
' ' |EJ+1| |E]’
e (27r)M|¢d ()] <1 temos

A 1 1 _
<|B| s (@) G0 By By !
1
< Bl 0D pois 5] = ) (1- ),
logo
. 1 s 1, s ALl 1
NI B~ (x)] < | By 7w (29) "+ (). (4.11)

Similarmente de (4.10), temos:
, , 1, A (11 1, A (11
INFE |7l ()] < 1B 75 (22) 7671 < By 7o (20) " ()
entao de (4.11) temos
. . . . . 1 AL (l_1
3 (2)] = [NZFY |~ 027 (2) — NIV By 702 ()] € By |7 (27) 747 (70).
Assim de (4.8) e (4.9):

i) supp(wf;) c Bjt1, Vi,V <N,

i) [0l < DIBjya| 5 (29)"7G71) ¥,V [y] < N, no qual D nio depende
dos ¥, j er;

iii) P (x)alde = 0, V5,V 7], 18] < N
Rn

Definimos W, (z) = ¢7—, no qual h; = (2j)_%+”<%_%)D, logo:
i) supp(Wj,) < supp(d]) = By, ¥ 5,V |y] <

193]l o
h;

i) [[Wislloe = < [Bjia| 7

iii) / Wi, (z :L'dx—h— W (x)aPde =0, ¥ 3,5 |, 18] < N,
n R”L

+00

Dessa forma concluimos que W, (z) é um (p, +o0)-atomo, além disso, Z |h;|P <1
=0

pois

Zm = D”Z iy te(-8) < oo,

7=0
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e Quando r > 1:

Estimando || M;||.:: Da mesma forma que para no caso r < 1, temos pela propri-
edade (M2)

Myl < (27r)7F ( [ e - zvdx)

< (23' )~ trﬁr n(} *) (2] )" (;—%)(er)—%+”(%_%) Fn(i-3)

o=

rt t P
= |B0,1)[p ¥ | B, 5 ()t )G i)rien(i o)

entao

18411z 5 1B 3 (@)l

=
~—

A desigualdade anterior é a mesma desigualdade (4.6) obtida no caso r < 1,

note que depois da desigualdade (4.6) ndo foi usado (M3) ou (M4), o qual a
demonstracao é valida para r > 1.

[
Coroldrio 4.1.8. O conjunto dos (1,2)-dtomo ¢é limitado em H'(R™).

3 5
Demonstracao. Fixemosp=1,t=s=2, q= 6 < p<1ealgum A > 0 tal que

n<£_1)<A<n(f_1)+ nt (1_1).
P s I—=p\qg s

Seja a(z) um (1,2)—4tomo com bola associada B = B(0,r) (novamente pela Proposigao
2.2.1 assumimos sem perda de generalidade que z = 0), entao

[ Ja()tdr < |BI' = [BO D508,

la(@)|'|edz < /B(O la(@)frdr < B, 1[I~ en(1-5)

Claramente se r > 1 temos que a(z) é uma (p, p, q, A, s, t)-molécula e assim

]Rn

lallgr < 1.

No caso 7 < 1 definimos A(x) = <g> *a <gx>, logo é uma (p, p, q, A, s, t)-molécula, pois
supp A < B(0,2) e

A(x)['de < [B(0,1)]" 52703,
R’ﬂ

[ 1A@ el <130, D525,
R™

Logo pela Proposicao 2.2.1 temos
_G)

o = ()7 b (), -
allge = | < a\ —- )

2 2 /lmr (%) »
Portanto de ambos casos temos que o conjunto dos (1, 2)-a4tomo ¢ limitado em H!(R").

]

[l < 1.
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Definigao 4.1.9. Seja A > 0,1 < 51 < 40,1 < 85 < +00,81 < 83,0 <p,p<1,0<
o<1leftal que (1—o0) (1 — é) n<p< (1 — é) n. Dizemos que (p, p, 5, A, S2, $1)
sao parametros admissiveis se

S1 S1 315
)l

Quando p = 1 restringimos 1 < s; < +00.

Proposigao 4.1.10. Seja T um operador linear limitado em L*(R™) sobre ele mesmo,
com kernel associado que satisfaz a condicao Dy. Entao x*Ta(z) € L*(R™) para todo
aeL?, (R") com |a| <m <.

Demonstragao. Basta provar para o caso supp(a) < B(0,7) pois
/ r*Ta(x — h)dx = / (x + h)*Ta(z)dx

é combinacdo linear das °Ta(z) com |B] < m.

e Quando r > 1:

|z*Ta(x)|dx + / |x“Ta(x)|dx.

R\ B(0,2r)

|z*Ta(x)|dx = /

R™ B(0,2r)

Pela desigualdade de Holder e a limitagao em L?(R") temos

n

[l Tat@de < @l Talls < 7 fale < +oc.
B(0,2r)
Por outro lado, desde que a € L2, (R") temos

[Ta(z)| =

K@@MW@:

/ K (z,y) — K(z,0)] a(y)dy
B(0,r) B(0,r)

</)|K@w—Kmmm@w%
B(0,r)
logo

/ WTWMM</ mw/ K (z,y) — K (x,0)| |a(y)|dydz
R™\B(0,2r) R7\B(0,2r) B(0,r)

=<L/° |xwa/f K(2,y) — K(z,0)|aly)dyde
R”\B(0,r) B(0,r)

+00
< [l [ K — K0 a)dyds
§=0 C;(0,r) B(0,r)

+0o0
<Z@Hﬂﬂ/ / K (2, y) — K (2,0)] |a(y)|dydz
j=0 Cj (0,7‘) B(O,’I‘)
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logo pelo Teorema de Fubinni e pela condi¢ao D; temos,

/R"\B(O,Qr)

+0o0
2o Ta(z)|de < 3 (@15 / / K (2, y) — K (2, 0)] |a(y)|dzdy
B(0,r) Cj((),r)

A
+ <.
8 o

(2941l / la(y)|2 7 dy
B(0,r)

.
o

(27r) 1277 all 2 || x B0 |2

N
ngh)

7=0
+00 '
< M la] g2 ) (2)0 < oo,
j=0

a convergéncia da série é garantida, pois |a| < 4, disso concluimos que quando

r = 1 temos que

e Quando r < 1:

|x*Ta(x)|dx = /

]Rn

|x*Ta(x)|dx < +o0.
R

|z%Ta(x)|dx + / |z*Ta(zx)|dx,

B(0,2r) R™\B(0,2r)

para algum 0 < p < ¢ < 1. Da mesma forma que no caso r > 1 podemos justificar

que

/ |z*Ta(x)|dx < +o0.
B(0,2rr)

Na outra integral vamos a fazer o mesmo que quando r > 1, sé trocamos R™\ B(0, 2r)
e C;(0,7) pelos R™\B(0, 2r") e C;(0, 2r") respectivamente, logo

+o0
[ peraade s Yty [ K eg) - Ko 0)] aly)ldody,
R\ B(0,2r°) 0 B0,r) Jj(0,r7)

logo pela condicao Dy temos

1

+00
/ [z*Ta(z)|dz < 2(2”17”’)0"/ la(y)||C;(0,77) G —5) 2775 dy
R\ B(0,2r°) = B(

07T)

+00
< , 11\ .8
< Y@yl (=3) o / o Jawy

o

<

. . 1 1 .9
(2972)1el(2772)°(5=2) (29) 75 a2 | X o | 2

gl

<

<.
Il
(]

o0
< |la|| 2 rleletz =95 Z(Qﬂ‘“"g < 400,

J=0
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: : : éo .
a convergéncia da série é garantida pelo fato de |a| < — pois |a| < J e o < 1.
o

Logo para r < 1 temos que

|z%Ta(x)|dx < +o0.
R

Portanto de ambos casos temos

|z%Ta(x)|dx < 400,
Rn

para todo |a] < m < 4. O

4.2 Prova do Teorema 4.0.1

Demonstragao. Seja a(x) um (p, +00)-dtomo suportado em B(z,r) < R", entao se pro-

B

1
vamos que T'a é (p,p,q, A, $2,51) molécula no qual — = — + — e (p, p, B, A, 51, S2) sado
S9 n

parametros admissiveis para algum p < o terminamos, pois do Lema 4.1.7 temos que
|1 Tallmp@n) < 1.

Vamos a restringir ao caso 0 <p<lel <s; <2.

e Para r > 1, devemos provar que:
i / Ta(2)dx < Cr"(=F)
B(z,2r)
i) / Ta(2)" |z — 2z < P (-5)
R™\B(z,2r)
Com efeito:

/ |Ta(z)| de = / XB(z2r) (@) Ta(zx)|* dx
B(z,2r)

B(z,2r)
s - s
< Ixaanl2 plITal |2 = 1Bz, 200 # | Tall,

pela limitacao T : L*(R") — L?*(R") temos que

S1
2

/ Ta(x)]* de < |B(z,2r))'~ % ||al5h < |B(z, 7))~ 7 (/ |B(z,r)|idx)
B(Z,Q?") ‘ B(z7'r)

— |B(z,")[" % |B(z,7) 72 = |B(z,7)| "7,

rol

entao

/ |Ta(x)| dx < =),
B(z,2r)
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Para o outro termo, usando que / a(x)dr =0 e supp a < B(z,r), lembrando

n

que Ta(zx) = K(z,y)a(y)dy para todo x € R"\B(z,1)), temos
Rn

/‘ Ta(2)| |z — 2 dz
R7\B(z,2r)

=/ / K(z,y)a(y)dy
R™\B(z,2r) |/ B(z,r)

S1

|z — 2|

51
= / / [K(z,y) — K(z,2)] a(y)dy| |z — 2z
R™\B(z,2r) |/ B(z,r)
+00 51
<2 [ K - K] o
j=1 Cj(z,r) | B(z,r)

1

+0o0 . . .
<) / </ |K(%y)—K(I,Z)HCL(Q)HJ;_Zsldy> d
j Cj(z,r) \JB(zr)

J=1 J

entao pela desigualdade de Minkoswky geralizada temos que

/‘ Ta(2)| |z — 2 dz
R7\B(z,2r)

+oo
s Z /B(z,r) [

j=1

S1

s1
/( )!K(l’,y)—K(%Z)I“!a(y)!sl\fv—Z!Adl’] dy
Ci(z,r

J

51
+00

< 3 (@i / |a<y>|[/ |K<x,y>—f<<x,z>|81dx] ayb
B(z,r) Cj(z,r)

j=1

entao pela condi¢ao Dy, temos

/ |Ta(z)|* |z — 2| dx
R™\B(z,2r)

_Oo(zjr)A {/B(w)|a(y)||cj(z7r)

< pemee e ([

A
+

L,l 6 51
s1 0 277%ly

<
—

+
8

oty .

(z7)

<
[y

+
8

1

< D@ @)D B, T

<.
Il
Jut

(2]'7,)/\(2jr)fn(3171)27j5167431n(1—%)

A
gl

<
Il
_
+

0
_ )H*TL(I*%) (2]')/\—71,(51—1)—816.

<.
Il
_
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Assumindo que A < n(s; — 1) + s10, entao

S1

/ Ta(z)|*! |z — z|*dr < pn(1-3)
R™\B(z,2r)
e Para r < 1, devemos provar que:
i) / |Ta(z)| dr < C’r"[”(lf%%sl(%*%)];
B(z,rr)
ii) / |Ta(x)|™|x — z|’\dx < C’rp’\m[p(l_%)ﬁl(%_%)].
R™\B(z,rP)

Com efeito:

/ |Ta(z)| de = / XB(zre) (2)|Ta(z)|* da
B(z,rr)

B(z,rr)

S1
L5529

Ta

< Ixseom lzplliTal 12 = 1B )| 7
entao pela limitagao T : LY(R") — L*2(R™) temos
ﬁ Fwwm%wwmﬁ%w;«meHMwwﬂéﬂ
B(z,rp
logo
/ Ta@)[de < (ro)"(=5)pn(i-3)or _ pale(=3)+0G=3)]
B(z,r?)
Agora vamos estimar o outro termo. Desde que / a(x)dx =0, supp a < B(z,r)

e R™\B(z,r?) « R"\B(z,r) temos

/‘ Ta(z)|" |z — 2|dz
R7\B(z,rP)

n

S1

—/ / [K(z,y) — Kz, 2)]a@)dy| |z — 2Pda
R"\B(z,r?) |J B(z,r)
+00 s1
X[ K@y - Koy o 2P
j=1 Cj(Z,’I‘p) B(Z,T)

1 S1

N S1 51
Sldy) dx ,

= M&MQ¥NWWFK@MWWWW

j=1

entao pela desigualdade de Minkoswky generalizada temos que

/‘ Ta(2)]" |z — 2|dz
R™\B(z,r?)

1
+00 s1
<24 K@) = K@)l - 2P | dy
B(Z,T’) CJ (27741)

j=1

S1
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. T
SN[ K - K| @
j=1 B(z,r) Cj(z,rp)

entao pela condi¢ao Dy, temos

/ Ta(2)| |z — 2|z
R™\B(z,r?)

51

a(y)ldy ¢,

< WY{/ a(y)||Cy(z, )| *n@‘i)zﬂidy}
j=1 B(z,r)
+00 SN\ 51 |
< 2@ 165z ) G2 70) T B e, ) (73)
j=1
+00 51 L
< (ZJT”)A(|C](Z GO +5(P_%)2*j%> roin(1=3)
7j=1
+0o0
< Y (20re) [(%ﬂ)a ”*‘“fl)wﬁ] porn(1=3)

+00
) 1 ) S1 .
:Tp)\+n[81 +s1 ;—51,0(1—;-*— poges ) —7] (2]))\—11(31—1)—31% 7

a convergencia é garantida pois 0 < o < 1, A < n(s; — 1) + s10. Entao

)

/ |Ta(x>|sl|x . Z|>‘dl’ < Tp/\+n[sl+sl%751'0(17i+%)*%].
R7\B(z,rP)

Para provar a desigualdade uniforme, precisamos que

J 1 J 1 1
p)\—i—n[sl—i—sl——slp(l———i——)—ﬁ] zp)\+n[p<1—ﬂ)+sl (———
n 1 no p Sg q p

n< —%>+5‘

isto é valido se, e somente se, p =

S
S
—
|
& |-
N—
_|_
SICY

De iii) temos que:

n(l—a)(l—i)<B©(1—J)<1—i)<%—s—t

1 (1 ) 1 1
l-—4oc|—-1]+—<-
S2 S2 S92 q
1 1
@1——<a<1——)
q S2
1 1
@n(l——)—i—(Séna(l——)—i—é
q S2
n(l—%)+5
= p= <0
n(l—é)—i—%
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Para que Ta(x) seja (p, p, q, A, S2, $1)-molécula precisamos agora que:
O<pp<l<g<sy<+w0,1<s5 <400,5; < S9.

Escolhemos A tal que

1 1
n(ﬂ—1)<)\<n<ﬂ—l) ol (———)—n(ﬂ—1)+ o B,
P 59 1—p\qg s S9 1—0p

para isso devemos ter quen(i—1)<n<ﬂ—l>+ Slﬁ,como
p S2 L—p
n(ﬂ_l) (ﬂ_1>+ o n g om g, a8
p So l—p p S9 n(l—p)
1 1 I} 1

< Po <D,

o qual permite a escolha de A (escolhemos no interior). Lembrando que para a
convergéncia de uma série assumimos que A < n(s; — 1) + 519, como

n (ﬁ — 1) 816 <n(s;y—1)+ 56

So —
<1——) 82/3 <n<52—ﬁ>+325
- P 51
2

<n(sy—1) + s20

L—p
<598 < [n(s2 — 1) + s20] (1 — p)
<pln(sy—1) + 520] < n(sy—1) + 520 — 28
n(sg — 1) 4+ $90 — s93

n(sy—1) + 20

) 82—1)+526—525 (1—é>+5_5
>+fr n(sy — 1) + 590 n(l_L>+5
)

(:)p<

[
ng .Qn—-

1-1)+6- B (1——)+5 3 2

(-

( +

n<—812>+ (1——)+6
(

1 1 o 1
<n 1——)+5<n<1——)+—poisn(1——>—B>O
So 59 o 52
<0 °
o
<0 <1

Logo pela escolha de A temos

A<n (ﬂ - 1) $19 <n(sp—1) + s16.
S 1—p
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Note que
1 1
po s2 n(l—p)
_ 1
s 1-—< b %2 1
sz n(l—p) 5 1—p
11 1 11
(:)l_sj\l_ 1_p<q_512
q S2 p 52
1 512 %—*—512
S2
1 1
@n(1—5)<n(1—5>+5
n(l—i) n(l—i>+é
52 S2 o
n(l—l)
= I <n<1—l>
2 S92
1 o
@n(l———a+—)<0
q S92
1
@n(l———é—a—i-i)\o
S9 n S9

Agora mostremos a propriedade (M5) da molécula, isto é
/n Ta(x)z%dr =0, ¥V |a] < N, = {n (% - 1)| ,

desde que a(z) é um (p, +00)-dtomo, entao a € Lin e pela hipétese satisfaz
/Ta(x)xo‘dx =<T*(x%),a>=0, VY |a| < |d],

portanto se mostramos que IV, < |6 | temos a propriedade.

Desde que N, < N, s6 temos que mostrar que N, < |§] o qual é valido pois:

n(l—l)é(s
Do

1 n+9é
e <
Po n
©l~|— I6] n+a0
ss - n(l—p) n
1 J
So n  n(l—p)
< P <1—l+é
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B
< i
1-L+2
8 n(l—é)—i—é—ﬁ
ep<1— —5 =
1_é+5 n(l—i)%—é
n(l—i>+§—n<l—i> n(l—l)—i-é
@p\ 52 q 52 _
n(l—é)—I—é n(l—é)—I—é
(:)5<é
o
<0 <1

o 1
Similarmente temosn | — -1 | <d <o < 1.
Po
Agora abordemos o caso 2 < s; < 4+, e T™ satisfazendo iii). Informamos que na

prova do Teorema 4.2.5, as teses deste Teorema 4.0.1 nao sao utilizadas, entao podemos
usar a sequencia da prova.

Se r > 1:

Desde que 1 < s1 e K(x,y) satisfaz a condigao Dy, , entdao K(x,y) satisfaze a condigao
Dy, logo as hipdteses do Teorema 4.2.5 sao satisfeitas. Assim 7 : L*(R") - BMO(R")
¢ continua. Pelo Teorema da interpolagao temos que 7" : L¥(R") — L* (R") é continuo,
pois 2 < s; < +oo e T : L*(R") — L*(R™) é continuo. Logo

/ Ta(@)de < a2, = / a(2)|" de
B(z,2r) B(z,r)

_ 51
< llal|z=|B(z,7)| < [B(z,7)|" #|B(z,r)l,
assim a propriedade (M1) é provada, pois

S1

l/ Ta(2)|de < (0=5),
B(z,2r)

Para demonstrar (M2), (M3), (M4) e (M5) segue-se no caso 1 < s; < 2, pois nao foi
necessario a desigualdade 1 < s; < 2. O

Observagao 4.2.1. No caso 1 < 51 < 2, a demonstracao

n(1— 51
/ Ta(z)|dv < [[xBe2nllzyl[Tal™ |2 <7 (-3,
B(Z,QT) S1 s1

2
usa a desigualdade 1 < —. Quando 2 < s; isto nao é satisfeito, o qual a continuidade

S1
de T': L**(R") — L*'(R") resolve o problema.

Observacgao 4.2.2. No ambos casos, mostramos que

J’_
8

s1 A pAtn|sit+sio—sip(l—-+-= ) ——- J\A—n(s1—1)—s1 2
/) Ta(z)[* |z — =) < ATl (=032) =3 §7 9) ..
R™\B(z,rr)

<.
Il
o
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Se tentamos trocar p por o temos
+
A 1—— 8
/ B )|Ta(x)‘s1|x_z‘)\ S TO’ +n[sl( 510 Z 2] A—n(s1—1) 5167
R™\B(z,r° o0

assim se desejamos tentar mostrar que T'a(z) é uma (p, o, q, A, Sa, $1)-molécula precisa-

mos

1 1 1 1
U)\—Irnlsl(l——)—sla(l——)]:0A+nla(1—ﬂ>+sl<———)]
p $1 S2 q P

1 1 1
51(1——)—5104—0:0(1—2)—1—51(———)

p 82 q P

1

s 1 51 <1 B)
§1—810=—0—+8—=—0—+S8 | —+—
So q S9 S9 n
1
1—0———+—+§

Também precisamos que escolher \ tal que

1 1
(e () 25 (-2)
p S9 1—0\q s9

pois o Lema 4.1.7 usa a primeira desigualdade (estamos substituindo ¢ = s;) para a
convergéncia da série

§E|d|P<:§E 27* wn(1-2)

Mas apresenta o seguinte problema:

1 1
n<i—1><n(ﬂ—l>—|—ns1 (———>
P So 1—0\qg s9

1 1 1 1 1 15} 1 1 1
s-< (-2 = =1+ —=1
D q S3)1l—0 s9 n(l—o) sy So S

1
= -—-<1
p
< 1l<p

Uma observacao extra é que py = 1.

Observacgao 4.2.3. Todo operador T fortemente singular de Calderén-Zygmund satis-

faz as hipdteses do Teorema 4.0.1 para 0 <0 < 1,0 <o < 1 e s; = 2, pois a condigao
11 Stz

Dy, é satisfeita para 1 < s7 < +00. — = = + M e |d] = 0. Logo o Teorema

po 2 n(z-0+p)

4.0.1 é uma generalizagao do seguinte Teorema dado por [1].
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Teorema 4.2.4. Seja T um operador fortemente singular de Calderon-Zygmund tal

f1) 0. Seig L1, BE+E)
que T*(1) = 0. Seja —2+ (5 5+B).Enta0, sel =p>py, T se estende a
Do ni\; —

um operador continuo de HP(R™) em HP(R™).
Outro resultado obtido por C. Vasconcelos e T. Picon no artigo é o seguinte.

Teorema 4.2.5. Seja T um operador como no Teorema 4.0.1 que satisfaz i) e iii) desse
Teorema e com a condi¢ao Dy, assuma também que iii) € satisfeito pelo operador T*.
Entao T é continuo de L*(R™) em BMO(R").

Demonstragao. Seja f € L*(R™), se demonstramos que existe uma constante C' > 0 tal
que para toda bola aberta VB < R" existe ap tal que

1
sup—/|Tf(a:)—aB\dxéCHfHoc,
B |B’ B

acabamos, pois

1 1
Z < inf — _
S 17 fllsrogn s%pgelé ) /BITf(l") aldx

1
<sup - [ [14(2) = aslde < Clf.c
B ’B‘ B

Seja B = B(z,r) < R™ bola arbitraria:

e Ser<1:
Definimos

J1=IXBe2e) € fa= [XrR0\B(z,209),

claramente f = f; + fo. Desde que T* : LY(R") — L*(R") é limitado, temos que:
T : L2(R") — L7 (R") é limitado, além disso, l/ =l-—e—=——-.

s So ¢ sy n
Desde que f € L*(R") e supp(f1) < B(z,2r%), temos que f; € L*2(R™), disso T'f;
est4 bem definido em L¢ (R™). Logo usando a limitacao de T : L*2(R™) — L7 (R")
temos que

/  TH@ < 1B FITA
B(z,r

< BN IALL, < 1B | ]l
assim
L mh@lds < 1B
|B(z,7)] B(z,r)
CcCOomo
Lo 8.1, 2 4
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_B_ (1—o0) (1 — l) =0, hipétese (iii)

n S9
er <1, logo temos

1
B(z,7) /JS(ZJ)'Tfl(“")Wx <Nl (4.12)

Agora trabalhamos fo:

K@) - KEpIf@iy < [ Ky - Kl ol

+0o0
<l Y /
j=17C;(

+0o0
<l / Gy~ Ky
j=17C;

z,rP)

Rn
)|K(:c,y) — K(z,y)|dy

z,r°

a ultima desigualdade é valida, pois r < 1, p < 0. Usando a condicao D, temos

2 (3-3)9733

K (z,y) = Kz 9)|lf2)|dy < [[fllee DIC(z, )]

Rn )
+00
< |If |l Z(zﬂ‘frﬂ)&(%—%)z—ji
j=1
+00
= | lzer?*G2) 3 2792
j=1
+o0 s
<1 fllee D127 S I flle=
7=1

na ultima linha foi usado denovo r < 1, p < 0, entao

1 |
B ) T2 = TN = s [
1
= Y - 9 d d
S B /BW) | 1K (@y) = K )l fa(y)ldyda

| () = K)oy da

1
S Flliedz = | flle.
B fo larts = 171
Assim:
1
=T dr < g 4.1
By TH40) = T2 < (419

Definamos ap = T'f5(2), logo

1
B0 /B@,r)'Tf (z) —aslde
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1
~BGr)] /Bu,r)'Tf (@) + (Thale) = Tho(2)lde

1 1
< BGr) /B(Z’r)|Tf1(ZL’)|dZE+ e /B(z,r)|Tf2(x) — Tf(2)|dx
< C||f||L°O7

na tltima desigualdade usamos (4.12) e (4.13).
e Se r > 1 : Definimos novamente
[ = IxBer + fXrm\BEr = 1+ f2,
claramente f; € L2(R"), logo pela limitacdo de T : L*(R") — L*(R™) temos
Tf, € L*(R") além disso,

/ T (0)lde < |B(z, r) FITfull1
B(z,r)

< [B(z. )2 ]| fll e
1 1
< [B(z,7)|2 || fllpe| Bz, 7)|2.
Entao
i),
TR T fi(z)|dr < || fllz= (4.14)
|B(Z,7’)| B(z,r)
Agora trabalhemos fs:
Klow) - Kbl < [ Ko - Kl @y
R R™\B(z,r)

)!K(w,y) — K(z,y)|dy

j(zr

+o0

<7l Y, [
j=17C.
+00

< llee 3527 < |l
=1

J

a ultima linha é justificada pela condicao D, entao

1 1
_— o) — Tfo(z)|dr € —— K(xz,y) — K(z, o ()| dydx
B Jo TR0 = TREN < g | [ 1K) = K i)y
1

SRy [l eda = |[ ]|z,
’B(Z7T)| B(z,r)

assim

1
W/BW)‘TJ%(“/’) —Tfo2)ldz < || fllr= (4.15)

Definamos novamente ap = T fo(2), usando (4.14) e (4.15) temos:

1
G o [T —aslde < Il
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Portanto para r > 0 , temos

1
W/B( )|Tf($) —agldr < C| f|| .

4.3 Limitacao em espacos de Hardy com peso

Nesta secao a funcao w sera nao negativa e mensuravel. A funcao w é de classe A;
se existe uma constante C' > 0 tal que para cada bola B < R" temos

1
E/ w(y)dy < Cw(z), em quase todo ponto x € B.
B

Claramente se denotamos w(E) = / w(z)dz temos que cada £ — B mensuravel satisfaz
E
|E|w(B) < C|B|w(E) pois

'E'W‘/E|B|/B (y)dyd <[Ec (2)dx = Cu(E).

Por exemplo:
o w=14édeclasse A, .

e Seja ge LY(R™), g = 0, g # 0 em quase todo ponto e g limitada. Entao a fungao
w(z) = Mg(x) é de classe A; (ver [31]).

Definicao 4.3.1. Dizemos que w satisfaz a desigualdade Holder Reversa para 1 <t <
+o0 se existir uma constante C' > 0 tal que

(’_j;/Bwt(gc)dgc)1 < %Lw(m)dx,

para toda bola B < R" e denotamos a este conjunto de funcoes como RH;. Note que
se w € RH,, entao w € RH, para todo 1 < s < t. Com efeito, pela desigualdade de

Holder para — > 1 temos
5

/Bws(x)dx - /Bws(l')XB(x)dx < </;wt($>dx)i (/B Xg)/(x)dx>l_i
- </}_f3wt(%)d:c>j B~ %,

logo
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Exemplos podem ser obtidos em ( [31], Capitulo IV).

Definicao 4.3.2. Denotamos ao espago de Lebesgue com peso como LP (R™) = LP(R™, w(x)dx)
ao conjunto de fungoes mensuraveis tais que

1l = ( Rn\f(fﬂ)\pw(x)da:>p o

Definicao 4.3.3. Seja ¢ € . (R") tal que / ¢(z)dz # 0. Definimos o espago de

RTL
Hardy com peso ao conjunto das distribuigdes f € .#/(R") tais que Myf € LP(R")
Denotamos este espago como HP (R™) e definimos o funcional

[z, = 1Mo fll -

Definicao 4.3.4. Seja 0 < p < 1 e w € A; (de classe Ay). Dizemos que uma fungao
mensuravel a(z) é (w, p, +0)-dtomo se existir B(z,r) < R" tal que

supp (a) < B(z,r), |la]|pe < w(B(z,r))_% e / a(z)x“dx = 0,

para todo multi-indice |a| < N, = [n(% - 1)J

Agora mencionemos ligeiramente o Teorema de Decomposicao Atomica para o espaco
de Hardy com peso [27]. Sew € Ay e f € HP(R"), entao existe ao menos uma sequéncia
de coeficientes {\;},.y € ¥ e (w, p, +00)-dtomos {a;},  tais que f = Z)\jaj no qual

J

1
p
a convergéncia é na norma HP? (R"). Além disso, inf 2|)\j|p ~ || f||gz, no qual
JjeN
o infimo é tomado sobre todas as representacoes atomicas de f. A reciproca desta
afirmacao também é vélido.

Teorema 4.3.5. Seja T : ./ (R") — ' (R™) um operador linear limitado como no
Teorema 4.0.1. Entao, T pode ser estendido a um operador limitado de HP (R™) em
LP(R™) para po < p < 1 com po definido como no Teorema 4.0.1, no qualw € Ay N RHy,

S S1
s—p’ p(s1—1)
soparapg<p<led=-—.
L—p

Demonstra¢ao. Se demonstramos que qualquer a(x) (w, p, +00)-dtomo satisfaz

d = max , 8 =min {2, so}. Além disso, se s; = 1 a condi¢ao € valida

ITall, <1,

p
Ly, ™~

acabamos, pois dada f € H?(R") e uma representacao arbitraria f = Z)\jaj temos
que

/n|Tf|Pwd:L‘ < /Rn (Z|)\jHTaj|>pwd$
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</ Zl)\|p|Taj|pwd$<Z|)\j|p/ |Ta;|Pwdzx
R™ R
S |/\j|p7

logo passando sobre o infimo de todas as representacoes:

/ T fPwds < inf SN[ = |12
assim

ITfllze < (1 llez-
Portanto vamos a verificar a propriedade, seja B(z,r) > supp(a)

e Ser>1:
th_/ Ta(z)Pw(z m+2/ (Ta(z)Pe(z)dz
B(z,2r)
Sy

2
Fazemos a conta para [y, pela desigualdade de Holder para — temos,

3 1-
L= ﬂh@M%B@mwmmx<< |TM@F@> (/ w@yi¢a
R R™ B(z,r)

<l | ot
- ? |B(272T>| B(z,2r)

atiltima desigualdade é justificada pela limitacdo de T : L*(R™) — L*(R™). Desde

P
2

[MiS]

1—
w<x>ﬁpdx] B(z2r) %,

S
quewe RH;jel < —— < —— < dentaoweRHz e assim
2—p s—p -p

LS el gy [, @B 20

< lall, B )IP%IB(Z,ZT)PI;
= w(B(z,1))

|B(Z,27“)’ < _p
S Ty 1Bz )| 2| B(z, 2r)| 72,
|B(z,7)|

|B(z,1)| | B(=, 2r)|

a ultima desigualdade é justificada, pois w € Ay, portanto
I < 1.
Fazemos a conta para I, lembrando que supp(a) = B(z,r), temos

+00 +o
I = 2/ |Ta(z)Pw(z daz—Z/

p

K(:r, y)a(y)dy| w(x)dz
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_ f / - (f K- K<x,z>||a<y)|dy)”w<x>dx
< ||a||§o§ / - (f K- K<x,z>|dy)pw<x>dx
< w<B<z,r>>—1§j / . ( / K@) - K(x,z>|w<x>idy)pdx,

1
usando a desigualdade de Holder para — temos,
p

/C'(z,r) [/B(z,r)m(x’ y) - K, Z)|W(ff)fl’dy] dx)p

J

1 1-p
(/ XC’j(z,r) (gj)lp) P
RTL

assim pela, igualdade de Fubini temos

L <w(B(z,r)™" )] (

j=1

by <w(B(=1) ™ Y|, ( / B / Ky K, z)\w(x)édxdy>
" (4.16)

Agora trabalhemos a integral interior, pela desigualdade de Holder para s; temos

/ |K(x,y) —K(x,z)]w%dx
c,

J (Z,T‘)

|

S C(z7)

1

1 L
s1 . 5
/ [K(2,y) — K(z, Z)|Sld9["> (/ wmd$>
Cjlzm) Cj(z,r)
W lgs / w(aj)ﬁdx
Cj(z,r)
p1-1) \ 7

1
1 . El s1 P
< |Cj(Z,7”) §712_j6 (/ w(;p) p(5111)d;p>
B(z,29+1r)
s1

11 _is 1 / _s51 1—L
ale [ (x)e e |Bjal o,
[|B(z,2]+1r)| By ’

51

s1—1
S1

= |C;(z7)

desde que 1 < < dtemos we RH_ s, logo

p(sl — 1) p(s1—1)

/ K(2,y) - K(z, 2)w(z)bde
Cj(z,r)

S C(z7)

1
R 1 ! 1
s lgdd —/ w(z)dz | |Bjl|' o
‘Bj'i‘l’ Bj+1
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'ﬁ\»—‘

o ( Byl N
=279 (WZHT)’ B Trw(Bi)?,
J )

logo substituindo em (4.16) temos:

+00 A B. ’ ki ) p
I, Sw(B(z,r)™! Ci(z,r)|'P / 27J0 (‘J—H) Bl rw dy
2 ( ( )) Jzzll| ]( )| ( Ble) |Cj(2,7’)| | ]+1| ( ]+1)

S ol Y0
< w<B<z,r>>*lZ\sz,r)\lﬂB(z,rnp (b )™ " Bl (B2
- Z D) ‘C (z,m) 7" p(1-2 >]B(z r)|P|B H|p<1_i)_12*j<§p

Z,’f’

Z ||BB]2+710‘ |’C )’1 —p— p( )‘B(z 70)’ ‘B]+1|p< 1) 12_]‘51)’

a ultima desigualdade é justificada, pois w € Ay, logo
+a0 ) ’
I £ Y10 ) B,y By U 2ot

—+ 00 . .
1—p— -1 _ —1
~ N1B PO B ) By PO )2 By > (o)
j=1
—+00 '
— By 7| Bz, ) 2
j=1
“+00 4 ‘
< 20D Bz, )| P Bz, )2

—_

<

(2])(” p(n+d)) ~ <1,

%

<
I
—

desde que l% < pp < p <o, temos a tltima desigualdade justificada pois
n

< po < p . Portanto

n+0

HTaHig =L+L<1+151

e Ser <1:

ITall, _/ Ta(z)Pw(z dx+2/ Ta(2)Pw(z)dz
B(z,2rr) (z,rP)

= I3+ 1.
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s
Fazemos a conta para I3, pela desigualdade de Holder para 2 e pela limitacao

de T: LYR") — L*?(R"™) temos

1— P
I3 < [|Tall?, </ w(x)SZQde) :
B(z,2rr)

1 52 175 1—2
< llal [— / w(x)wdx] Bz, 200) 5,
! |B(Z’2Tp>| B(z,2rr)

desde que 1 < > < i < d temos w e RH s, , entao
S2—p S0P s2mr
s lally | gy [ wlalde]| 152
|B(27 27=p)| B(z,2rr)
|B(z, )|

< Nl (5 gy (B, 2Bz, 20

- w(B(z,2r"))
w(B(z,1))

|B(z, 2r7)] . »
S 1Bz, m)]e| Bz, 2r7)| =2
|B(z,7)|

|B(z,7)|4|B(z,2r°)| "%

a ultima desigualdade é vélida, pois w € Ay, logo

Iy < |B(z,7)|s ' [B(z,2r7)) "%

< (51, mw(i=8) _ nlE-vee(1-2)]

Para que I3 < 1 precisamos que b_ 1+p <1 — £> > 0, como
q S2

112 1—p<si+§>
E_1+p<1_£)>°©p>ple 7 _ v
q 52

Agora fazemos a conta para I4:

+o0
I - Z/ [Ta(e)p(a)is

2

+Zw . (/ 1K)~ K iy ) oo, [ oz =0
< [lall%, f/ . </ e K(x,y)—K(x,z)|w(x);dy)pdx

p
< [lall% Z!Cj(z,rp)|1‘p (/ / 1K (2,y) — K(m,z)|w(:v)pdyd:v> :
j=1 Cj(z,rr) J B(z,r)

p

K(:r, y)a(y)dy| w(x)dx
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1
a ultima desigualdade é justificada pela desigualdade de Hélder para ];, logo

I < w(Be,r) ™ V(G ( /] P —K(x,z>|w<x>%dmy>

(zr)

(4.17)
Na integral interior usamos a desigualdade de Holder para s;, logo
[ K@y - K@i
Cj(z,rr)
1 1—L
Sl sl Sl
< / |K(x,y) — K(z, z)|*dx / w(z)rer-Ndx
C]-(z,rﬂ) Cj(Z,Tp)
1—L
<|Cj(z,r?) a1 (G2)os [/ w(x)mdx] 1
B(z,2i+1rp)
p(s3—1) 1
1 1 S1 P

5 1 -5 1 51
=0z, 7))o [—/ w(z) oD dz
‘ ]( )‘ ‘B(Z’Zj+17,p)‘ B(z.20+170) ( )

1 s(1_1 .5 1 P ) 1
<|Cj(z, 1P atnGos)gis l— / w(x d:v] B(z, 27 rP) |
| J( ) |B(Z, 23+17’p)‘ B(z20+170) ( ) | ( )|
a segunda desigualdade ¢ justificada pela condigao Dy, e a tultima desigualdade
pelowe RH Sl logo
pis1—

| Kl - K2t

' (=,7P)

< [Cj(z,7) G| Bz, 2 ) [ T W (B2, 20 P)) 52T

Portanto substituindo em (4.17) temos

+00
I4S </ |Cj(Z,7’p)
=1 B(Z,T’)

w(B(z7 T))_1|Cj(za Tp)ll_p

+o0 j
B(z, 2 ye pr P _pydp(1l 1 - _p 1 5p
e TN e S e O

w(B(z,7

1 1 . 1 . . p
AR Bz, 24 R (B 2f+1rp>>i2ﬂidy>

+00 j+1,.0 A )
< S BN 0 oy 2 R G B s, 2 P B, 2

a ultima desigualdade ¢é justificada pois w € A;. Logo

o pS(1_1 B(Z 2j+1rp)] p(l—i> in 9
I, < B p=1|. p 1*P+7§(;*;) —| ’
43 Z| (z,7)P|C5(=, r7) 1C;(z, )]

J=1
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+
8

~ Y IBG )P Oy )P )

<.
[y

+
8

pp=1) (99 )n (=P +03 (53 ) on(1=p)+p8(1=£) g iv;

N
T.

T—p[n(p—l)-i—pg] +pd+n(p—1) (2]) [n—p(nﬁ-g)]

Y

<
Il
it

n
ngh

desdequen—p(nJré)<0temosquen—p(n+§) < 0 pois 0 < o < 1, logo

I, < Fp[n=D+pS ] +pstn(p—1)

o
Para que I, < 1 precisamos que —p [n(p -1) —I—p—] +pd+n(p—1) =0, mas
o

-ﬁ{Mp—D+p?ruﬁ+n@—&)>O©p®+ny—n>ph<n+§—n)]

. pld+n)—n
Y Oy

Note que py < 0. Assim temos que provar duas cotas para p, isto é p; < p < po.

1—
©l1—p<5—12+§)H (n+§)—n] < [p(n+9) —n] [1—%]
1

) 1 ) 0
@p<n+—+£+ﬁ)—P2 <—+§) (n+—) <p<n+5+£)—p2(n+ )
g S9 So n g S9 So
©0<p2[<i+é) (n—i—é)—(n+5)]+p<n+§+£—n—é—£—ﬁ>
S22 N o S9 So o 89

sl (o)) -£59]- 025

) n 0 0 n 0
@,3+——5<p[—+—+ +B—————]
S92 0859 no S92 S92
1 s+ E2-2
N 5 ,
p B+
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5 B3 3 B8 B
i<'_+5+% ————— B+ 5

. oSs2 S92 no
52 ﬁ—i—%—
s _ _f3_39
e0<c 5+ﬂ -S40 0.
(B+ 5 —0)s
entao
5 85
1_1 _ggtBtn—y5
P Do B+2-0
logo
p1 < P2

Portanto podemos escolher p; < p < py sem impor alguma restricao extra que
po < p < 1, assim

|Talfs, < 1.

Note que podemos trocar a hipotese w € Ay N RHy por we Ay n RHy,, no qual

J 5 51 } 5 _ S 51 _ 51
= max , POis < e < )
0 s—1"po(s1—1) s—p s—1 po(s1—1)  p(s1—1)

Corolério 4.3.6. Seja T : ./ (R") — '(R™) linear continuo como no Teorema 4.0.1.
Entao T poder ser estendido a um operador limitado de HP(R™) em LP(R™) para py <
p <1 com py dado no Teorema 4.0.1.

Demonstracao. Paraw = 1, temosw € A; n RH,,Vr > 1 (w(B) = |B|) particularmente
we Ay n RHy entao, T poder ser estendido a um operador limitado de HP(R™) em
LP(R™), para py < p < 1. O






Capitulo 5
Apendice

Neste capitulo vamos apresentar alguns detalhes técnicos utilizados em algumas
demonstragoes do texto.

5.1 Estimativas e lemas técnicos

Definicao 5.1.1. Seja G < R” fechado e 0 < v < 1. Um ponto = € R™ é ponto de
~v-densidade global de G se

_ B,

, Vr>0.
| B(, )]

Também definimos o conjunto G* = {x € R" : x é ponto de ~- densidade global de G}.
Observe que G* é fechado. Com efeito, seja {z;},.y © G* tal que v, — x. Pelo
Teorema 1.1.8 temos que todo r > 0 satisfaz

|B(zp,7) n G| 1 / / _|B(x r) N G|
VS T Bl o Jo R :m T RS T

em que Yy e xp Sao respectivamente as fungoes caracteristicas de B(xzy,r) e de B(x,r).
A convergéncia segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada uma vez que verifique-
mos que as hipdteses desse Teorema sao satisfeitas para a funcao x,. De fato, dado
xo € R, temos z9 € B(z,r) oux ¢ B(x,r). Se xg € B(x,r), tomemos € = r — |xg—z| >
0, logo de x;, — x existe k. € N tal que para todo k > k. temos |x — x| < e. Dai

|zg — zk| < |wo — x| + |z — 28| < |W9 — 2| + 7 — |T0 — 2| =1,

o qual xg € B(zg,7), isto é xx(xg) = 1 = xp(zo) para todo k = k. e assim y, — XB
em B(xg,r). Se xg ¢ B(z,r) (podemos supor xq fora da fronteira pois esse conjunto
possui medida nula), tomemos & = |xg—x|—7r > 0 entao |z — x| = |vo— 2| — |xp — 2| >
|zg — x| —e = r para k = k. o qual zg ¢ B(xy, 1) isto é xx(xg) = 0 = xp(zo) para k = k.
e assim Y, — xp em quase todo ponto em B(xg,r)¢. Logo de ambos casos temos
Xr — X B em quase todo ponto. Agora vamos justificar a outra hipdtese, de x, — =«
existe A > 0 tal que |z —z| < A o qual B(xy,r) € B(x, A+r) para todo k € N pois se
|z —y| <7 temos | —y| < |z —xx| + |z —y| < A+ 7. Logo Xk < XB(z.4+r) Para todo

k € N e como / X B(z,A+r) (x)dx < 400 a hipétese é verificada. Isto verifica as hipGteses
G

135



136 CAPITULO 5. APENDICE

do Teorema da Convergéncia Dominada e portanto z € G* pois é ponto de v-densidade
global de G. Assim mostramos que toda sequéncia z, — x de pontos x;, € G* temos
que x € G*, isto é G* é fechado.

Observacao 5.1.2. Como G ¢ fechado, temos G* < G, pois se existe z € G* tal que
z ¢ G = G, entdo existe r > 0 tal que B(z,7) n G = &, ou seja, z ndo é ponto de
~v-densidade global de G, que é um absurdo.

Agora, defina A = G° e A* = (G*)°. Da observagao acima, temos A < A*. Além
disso, vale o seguinte resultado:

Lema 5.1.3. Ezxiste C = C,, > 0 tal que |A*| < C,|Al.

Demonstracao. De fato,

|B(z,7r) n G|
| B(, )]

|B(x,7) N Al

reA* < 3r>0;
|B(z,7)]

<vy<dr>Q0; >1—7,

pois como G U A = R", temos |B(z,7) n G| = |B(x,r)| — |B(z,r) n A.
Dali,

|B(z,7) n G| |B(z,7) n Al
y> 2ROy 2O
| B(x,7)] | B(x,7)]
ou seja,
|B(z,r) N Al
—_— > 1—".
| B(z,r)|
Equivalentemente, existe » > 0 tal que
/ y)dy > 1 —~
:L‘ r | CET’
e assim
M ) =su / y)dy > 1 —
(xa)(x) r>13|er| - )dy Y.
Consequentemente,

A" < [{z e R" - M(xa)(x) > 1 =7}

Entretanto, desde que o operador de Hardy-Littlewood M é fraco (1,1), temos

A< 2 [ atne = 224

I—x

c(n) 0
1—7v

provando o lema com C, :=
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Definigao 5.1.4. Seja f € ' (R"), p € S(R"), e > 0 e L > 0. Definimos as fungoes
F:RW—C
(y,1) — F(y,t) = (f = ) (y),
Fol R — C

(9.8) — FE(yt) = (F » 60) (y)——

(e+t+elyht

e também para a > 0 considere as seguintes fungdes maximais

Fi(z)= sup [F(y,t)
(y,t)eTa ()

no qual I'y(z) = {(y,t) e R": |x —y| < at} e

Fy=t(z) = sup  |F2(y,t)].
()¢l (@)

no qual Té(x) = {(y,t) e R": |z —y| < at, t <e1}.

Proposigao 5.1.5. Para cada a > 0, as fungoes F e F*5F sio semi-continuas infe-
riormente, isto €, para todo X = 0 os conjuntos

Ay ={xeR": Ff(x) > N},

AP = {reR": F*"(z) > \}
sao abertos.
Demonstra¢ao. Sejam A = 0, x € Ay. Pela definicao de F(x) existe (yo,to) € ['s(z) tal
que |F(yo.to)| > A\. Tomemos § = aty — |x — yo| e mostremos que B(x,d) < Ay. Com
efeito, para u € B(z,0) temos
lu—yo| < |u—z|+ |z —yo| <+ |x—1yo| = ato,

isto é (yo,to) € Tu(u), Logo FX(u) = |F (Yo, to)| > A, e assim u € A,. Portanto Ay é
aberto para todo A > 0.

Para demonstrar que Ai’L é aberto, trocamos I'y(z) por I's(z), F(z) por FoL(x),
F*(x) por F**L(z) e a mesma demonstragao segue. O

Proposicao 5.1.6. Se b < a entao para todo X\ > 0 temos
{zx e R" : FJ(z) > A} <capl{x eR" : F(z) > N}, (5.1)
no qual cqp = ¢y (aTer)n e ¢, € uma constante que depende apenas da dimensao n.
Considere O = {z € R" : Fj*(z) > A}. Afirmamos que
{xeR": Fi(z) > A} < (GY)° (5.2)

no qual G* é o conjunto dos pontos de y—densidade de O° = {xr e R": F(z) < A}
para algum 0 < v < 1. De fato, seja x € {z € R": F*(z) > A\}. Entéo pela defini¢ao de
F*(x) temos que existe (y,t) € T'y(x) tal que |F(y,t)| > A. Para mostrar que x € (G*)*
temos que mostrar que x nao é ponto de vy-densidade global de G. Note que
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i) B(y,bt) < O, pois de u € B(y,bt) temos |u — y| < bt isto é (y,t) € I'y(u). Dai,
Fi(u) = |F(y,t)| > \. Logo, ue {zeR": Ff(z) > A}.
ii) B(y,bt) < B(x,(a + b)t), pois para z € B(y, bt), temos |z — y| < bt e com isso
|z — x| <|z—y|+ |y —z| < bt +at = (b+ a)t,
isto é, z € B(x, (a + b)t).
De (i) e (ii), temos B(y,bt) < B(x, (a + b)t) n O. Entao

|B(x, (a + b)t) n O - |B(y,bt)] 0"

|B(x, (a+b)t)] ~ |B(z,(a+b)t)] (a+b)n

Assim como o argumento anterior, obtemos

|B(z, (a + b)t) n O° b"
B @rb)) S aropy !

Agora, basta tomar v := 1 — tal que 1 — < v < 1. Com essa escolha

2(a + b)" (a+b)"
de v, temos que x nao é ponto de y-densidade global de G, ou seja z € (G*)°.

A demonstracao da Proposigao 5.1.6 segue diretamente de (5.2) e do Lema 5.1.3
com a escolha de v anterior e assim

Cn

-7

(a+b)"
bn

{oeR": Fi(x) > M < (G7)° < 72— [{z e R" : Fi(2) > N}

= 2¢, Hx e R™ : Fj(z) > A}|.

Renomeando a constante ¢, segue o resultado.

Observacao 5.1.7. Note que na demonstracao da Proposicao 5.1.6 nao fez uso da
formula explicita F'(y,t) = (f = ¢;)(y), apenas propriedades do supremo no conjunto
[,(z). Além disso se agregamos a condigdo t < e~ em i) e ii) a conclusao desses itens
também sio satisfeitas. Entdo podemos trocar F' por F&F, F* por F*<F ¥ por Fir*",
I', por I e I', por I'; e assim temos o seguinte resultado:

Proposicao 5.1.8. Se b < a entao para todo X\ > 0 temos

[{zeR" : FFoM(z) > A} < cap : (5.3)

reR" : Fol(z) > A
{ |

n , . ~
no qual c,p = ¢, (22)" e ¢, é uma constante que depende apenas da dimensao n.
a,b b

Como consequéncia das proposigoes anteriores podemos enunciar as seguintes esti-
mativas:

Corolario 5.1.9. Para cada a = 1 sao validas as sequintes estimativas

/ CE(de < cln.p)(1+a)" / F* f(2)da

n

/ Frol(z)Pdr < c(n,p)(1 + a)”/ FFor f(x)de.

n
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Demonstracao. Tomando b = 1 na Proposicao 5.1.6, utilizando a notacao de funcao de
distribuicao, segue que

apx(A) == {zx e R": Fj(z) > A} <c (14 a)"|[{zxeR": F(xz) > A}
= cp(1 +a)"apx(A).

Assim
+0o0 +00
/ F*(2)Pdy — / DXL (VA < ca(l + )" / PN L (V)
n 0 0
=cp(1+ a)”/ FY(x)Pda.

e assim segue o resultado. O mesmo argumento é valido, utilizando a Proposicao 5.1.8,
trocando os respectivos F'* por F*&F, u
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