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Limitação de operadores fortemente
de Calderón-Zygmund em espaços
de Hardy

Resumo: Nesta dissertação iremos estudar a limitação de operadores fortemente
Calderón-Zygmund do tipo σ em espaços de Hardy HppRnq introduzidos por J. Alvarez
& M. Milman baseado no artigo intitulado ”A note on Hardy continuity properties
of strongly singular Calderón-Zygmund-type operators” de C. Vasconcelos & T. Picon
[28]. Um estudo sobre os espaços de Hardy e BMO no espaço euclidiano R

n incluindo
caracterizações maximais, decomposição atômica e dualidade também é apresentado.

Palavras chave: espaços de Hardy, decomposição atômica, moléculas e operadores de
Calderón-Zygmund.





Boundedness of strongly singular
Calderón-Zygmund operators in
Hardy spaces

Abstract: In this dissertation, we will study the boundedness of strongly singu-
lar Calderón-Zygmund operators of type σ in Hardy spaces HppRnq introduced by J.
Alvarez & M. Milman based on the paper entitled “A note on Hardy continuity pro-
perties of strongly singular Calderón-Zygmund-type operators” due to C. Vasconcelos &
T. Picon [28]. A study on Hardy and BMO spaces in the euclidian space R

n including
maximum characterizations, atomic decomposition and duality is also presented.

Keywords: Hardy spaces, atomic decomposition, molecules, Calderón-Zygmund ope-
rators.
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Introdução

A teoria dos espaços de Hardy tem origem no ińıcio do séculoXX com o estudo sobre
a caracterização de valores de fronteira de funções holomorfas F : D Ď C ÝÑ C no disco
unitário D “ t|z| ă 1u. Em 1915, G. Hardy no artigo [16] estudou o comportamento
de funções da forma

µppF ; rq .“
ˆ
ˆ

2π

0

|F preitq|pdt
˙ 1

p

, 0 ă p ă 8 e 0 ď r ă 1,

com atenção especial ao prinćıpio do módulo máximo. Em 1923, F. Riesz no artigo [24]
considerou o conjunto

HppDq .“
"
F : D ÝÑ C holomorfa : sup

0ără1

‖µppF ; rq‖Lppr0,2πqq ă 8
*
,

e investigou a existência do valor de fronteira da função

fpeitq “ lim
rÕ1

 
F preitq

(
(1)

em quase todo ponto t P r0, 2πs (a notação utilizada Hp foi dada em homenagem
a Hardy). Quando 1 ă p ă `8, a função F pode ser reconstrúıda a partir de
fpeitq “ lim

rÕ1

F preitq pela integral de Poisson

F preitq “
ˆ

2π

0

Prpeipt´θqqfpeiθqdθ, (2)

no qual Pr é o núcleo de Poisson que satisfaz

ˆ

2π

0

Prpeiηqdη “ 1. F. Riesz demons-

trou que para cada fpeitq P Lppr0, 2πqq a fórmula (2) define F P HppDq e µppF ; rq ď
Ap‖fpei¨q‖Lppr0,2πqq uniformemente para 0 ď r ă 1, sendo Ap ą 0 independente de f , e
além disso o limite em (1) pode ser estendido em norma para Lppr0, 2πqq. Dessa forma,
cada fpeitq P Lppr0, 2πqq é identificada como o valor de fronteira da parte real de funções
emHppDq no sentido de (1). Os espaços de Hardy evolúıram para outras caracterizações
como HppR2

`q associado ao semi-plano superior R
2

`, H
ppRq associado a reta, além de

outras extensões como HppX q para espaços X do tipo homogêneo desenvolvida por R.
Coifman e G. Weiss em [8] (veja [10] para mais detalhes).

Na metade do século XX, com o desenvolvimento da Teoria de Calderón-Zygmund
iniciado no artigo [9], os espaços de Hardy tiveram um novo desenvolvimento. Em 1972,
C. Fefferman e E. Stein em [13], apresentaram uma extensão dos espaços de Hardy
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2 CONTEÚDO

no espaço euclidiano R
n. Nesse trabalho, os espaços de Hardy em R

n, denotado por
HppRnq, é apresentado via famı́lia de funções maximais que haviam sido apresentadas
de maneira preliminar no artigo [5] de 1971 devido a Burkholder, Gundy e Silverstein.
Conforme apresentado em [13], dizemos que uma distribuição temperada f P S 1pRnq
pertence ao espaço HppRnq quando existe ϕ P S pRnq com

ˆ

Rn

ϕpxqdx ‰ 0 tal que

Mϕfpxq .“ sup
tą0

|pϕt ˚ fqpxq| P LppRnq,

no qual ϕtpxq .“ t´nϕpt´1xq. Além disso, ‖f‖Hp
.“ ‖Mϕf‖Lp define em HppRnq uma

p-norma (também chamada de quasi-norma) quando 0 ă p ă 1 e uma norma quando
1 ď p ă `8, que induz uma métrica (ajustada quando 0 ă p ă 1) tornando o espaço
completo. Como consequência, temos que os espaços HppRnq equivalem (em norma)
os espaços de Lesbesgue LppRnq quando 1 ă p ă 8 e que H1pRnq é um subespaço
próprio de L1pRnq (veja [26]). Os espaços de Hardy HppRnq são considerados ótimos
substitutos dos espaços de Lesbesgue LppRnq, uma vez que estes espaços coincidem
para 1 ă p ă 8 e o espaço dual de HppRnq para 0 ă p ă 1 não é trivialmente nulo
(na verdade são os espaços de Lipschitz/Zygmund cuja ordem depende do valor de
0 ă p ă 1). Os elementos dos espaços de Hardy HppRnq são distribuições temperadas
para 0 ă p ă 1 e funções 1 ď p ă 8. No artigo [12] de 1971, C. Fefferman demonstrou
uma importante propriedade dos espaços de Hardy na reta quando p “ 1: o dual do
espaço de Hardy H1pRnq é identificado com o espaço BMOpRnq, conhecido como o
espaço de F. John e L. Nirenberg das funções de oscilação média limitada, apresentado
no clássico artigo [20]. Na demonstração dessa identificação, Fefferman apresentou
uma decomposição do espaço H1pRq em funções elementares denominadas átomos. Em
1974, no artigo [6] R. Coifman apresenta um teorema de decomposição em funções
elementares para H1pRq denominado por teorema de decomposição atômica que foi
estendido por R. Latter para o espaço HppRnq, para 0 ă p ď 1 no artigo [21] de 1978.
Precisamente, dizemos que uma função mensurável a é um Hp átomo ou simplesmente
um pp,`8q-átomo quando

(i) a possui suporte contido numa bola B
.“ Bpx0, rq;

(ii) ‖a‖L8pRnq ď |B|´
1

p ;

(iii) a satisfaz condições de momento
ˆ

Rn

apxqxαdx “ 0, @ |α| ď Np
.“
Z
n

ˆ
1

p
´ 1

˙^
.

O teorema de decomposição atômica provado por Latter afirma que dada f P HppRnq
existe uma famı́lia de pp,`8q-átomos dada por taju`8

j“1
e escalares tλju`8

j“1
complexos

tais que f “
`8ÿ

j“1

λjaj em norma HppRnq (e consequentemente em distribuição), e além

disso a norma ‖f‖Hp é comparável a

inf

$
&
%

˜
`8ÿ

j“1

|λj|
p

¸ 1

p

: f “
`8ÿ

j“1

λjaj

,
.
- ,
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no qual o ı́nfimo é tomado sobre todas as decomposições atômicas de f .
Entre as inúmeras aplicações do teorema de decomposição atômica citado ante-

riormente (veja [26]) podemos ilustrar sobre a limitação de operadores lineares T :
S 1pRnq ÝÑ S 1pRnq em HppRnq. Seja T um operador linear cont́ınuo em S 1pRnq.
Podemos afirmar que se T é limitado uniformemente em HppRnq sobre pp,`8q-átomos,

então T é limitado em HppRnq. De fato, se f P HppRnq então f “
`8ÿ

j“1

λjaj (con-

vergência em HppRnq) no qual taju`8
j“1

é uma sequência de pp,`8q-átomos e tλju`8
j“1

Ă
ℓppCq uma sequência de escalares. Usando o fato de T ser um operador linear, temos

T přN

j“1
λjajq “ řN

j“1
λjT pajq, e sendo

!
T přN

j“1
λjajq

)`8

N“1

uma sequência de Cauchy

no espaço métrico completo HppRnq, existe g P HppRnq tal que T přN

j“1
λjajq ÝÑ g

quando N Ñ `8. Segue pela continuidade do operador T e pela unicidade do limite
em S 1pRnq que T přN

j“1
λjajq ÝÑ Tf quando N Ñ `8. Consequentemente temos T

um operador limitado em HppRnq. A rećıproca deste resultado também é válida e mais
fraca, isto é se T for um operador limitado em HppRnq então T é uniformemente limi-
tado em pp,`8q-átomos. Isto decorre imediatamente do fato que os pp,`8q-átomos
são uniformemente limitados em HppRnq.

Comentamos anteriormente que os espaços de Hardy coincidem com os espaços de
Lebesgue quando p ą 1 e que algumas propriedades sobre os espaços de Lebesgue
podem ser transferidas para os espaços HppRnq. Como exemplo podemos citar os ope-
radores de Calderón-Zygmund (veja [26]) limitados em LppRnq para p ą 1 (em geral
não são limitados em L1pRnq) são limitados em HppRnq para algum p0 ă p ď 1 em que
p0 depende da ordem do núcleo de Calderón-Zygmund. Por exemplo, o operador Trans-

formada de Riesz Rj definido pelo multiplicador yRjupξq “ ξj

|ξ|
ûpξq para j “ 1, ..., n é

limitado em LppRnq para p ą 1 e em H1pRnq, mas não é limitado em L1pRnq.
O estudo de operadores integrais singulares iniciou em meados da década de 50 com

os trabalhos de Calderón e Zygmund (veja por exemplo [9]). Tais operadores surgiram
naturalmente em Equações Diferenciais Parciais e foram extensivamente estudados no
século passado. Uma classe especial desses operadores, também chamado a primeira
geração de operadores de Caderón–Zygmund, que englobam operadores de convolução
invariante por translação e generalização para operadores não convolutivos é devido a
Coifman e Meyer [22, 23], e também são referendados como operadores de Calderón–
Zygmund padrão (inclui a transformada de Riesz apresentada acima). Motivados pelo
estudo de operadores multiplicador associado a śımbolos do tipo ei|ξ|σ{|ξ|β, estudado
em [18, 29], e operadores de convolução fracamente-fortemente singulares introduzidos
por C. Fefferman em [11], Álvarez & Milman em [1] introduziram operadores de Cal-
derón–Zygmund fortemente singular não convolutivos estendendo os clássicos operado-
res de Calderón–Zygmund padrão. Esses operadores são mais singulares em comparação
aos operadores de Calderón–Zygmund padrão e portanto a técnica canônica de provar
limitação não pode ser aplicada diretamente nesse contexto. Além do mais, apesar da
limitação em L2pRnq, a continuidade de LqpRnq para L2pRnq em que

1

q
“ 1

2
` β

n
, para algum p1 ´ σqn

2
ď β ă n

2

é também requerida. No mencionado trabalho, Alvarez & Milman mostraram que ope-



4 CONTEÚDO

radores de Calderón–Zygmund fortemente singular cujo kernel satisfaz a regularidade
do tipo Hölder

|Kpx, yq ´ Kpx, zq| ` |Kpy, xq ´ Kpz, xq| ď C
|y ´ z|δ

|x ´ z|n` δ
σ

para todo |x´z| ě 2|y´z|σ, algum 0 ă σ ď 1 e 0 ă δ ď 1, são limitados emHppRnq para
cada n

n`1
ă p0 ă p ď 1, no qual p0 depende dos parâmetros do operador, sob a condição

de cancelamento T ˚p1q “ 0, que é essencialmente a imagem de átomo pelo operador
possuir integral nula. Essa condição é também necessária (veja por exemplo [23] para
o caso padrão) e está relacionado com a condição de momento querida em HppRnq. No
artigo [2], Alvarez & Milman provaram estimativas Lp para 1 ď p ă 8 sob a condição
de σ´Hörmander sobre o núcleo, uma natural extensão do caso fortemente singular da
condição de Hörmander dada por

sup
|y´z|ď1

zPRn

ˆ

|x´z|ě2|y´z|σ
|Kpx, yq ´ Kpx, zq| ` |Kpy, xq ´ Kpz, xq|dx ď C

e

sup
|y´z| ą 1

z PRn

ˆ

|x´z|ě2|y´z|
|Kpx, yq ´ Kpx, zq| ` |Kpy, xq ´ Kpz, xq|dx ď C.

Ainda que essa condição é forte o bastante para demonstrar a limitação do operador
em norma Lp para p ě 1, a limitação para os espaços de Hardy quando 0 ă p ď 1 é
mais delicada e permanece em aberto (veja [30]).

Nessa dissertação estamos interessados em estudar a limitação de operadores forte-
mente de Calderón-Zygmund em espaços de Hardy seguindo os resultados de C. Vascon-
celos e T. Picon em [28]. A técnica de demonstração utilizada para provar a limitação
de tais operadores é conhecida como o método de átomos e moléculas. Além do estudo
aprofundado sobre os espaços de Hardy incluindo a prova da Teorema de Caracterização
maximal, também está incluso uma prova do Teorema de Decomposição atômica e a
dualidade entre H1 e BMO.

No Caṕıtulo 1, apresentamos todos os pré-requisitos e algumas notações como, por
exemplo: O espaço de S pRnq, espaço de Distribuições Temperadas S 1pRnq, Con-
volução, Teorema da aproximação da identidade, Teorema da Mudança de coorde-
nadas polares, identidade de integração via função de distribuição. Teorema da in-
terpolação Marcinkiewicz, Transformada de Fourier. Além disso, Função Maximal de
Hardy-Littlewood e o fato que o operador maximal M é p1, 1q fraco e cont́ınuo para
LppRnq quando 1 ă p ď `8.

No Caṕıtulo 2, definimos as funções Maximal, Maximal não tangencial, Grand-
Maximal e Maximal com peso. Logo demonstramos equivalências entre elas e assim
mostramos o Teorema de Caracterização Maximal. Depois mostramos algumas pro-
priedades do espaço de Hardy HppRnq, demostramos o Teorema da decomposição de
Calderón-Zygmund e o Teorema da decomposição Atômica.

No Caṕıtulo 3, definimos o espaço das funções de oscilação média limitada (BMO),
fazemos algumas propriedades desse espaço e provamos a importante relação da duali-
dade do espaço H1pRnq com BMOpRnq.

No Caṕıtulo 4, damos a definição de operador fortemente singular de Calderón-
Zygmund, demonstramos a limitação uniforme no espaço de Hardy de certo tipos de
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moléculas e demonstramos o Teorema principal usando a técnica que átomos são levados
em moléculas.





Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo faremos uma breve revisão dos tópicos utilizados no desenvolvimento
da teoria dos Espaços Hardy em R

n, que serão definidos através de funções maximais
suaves.

1.1 Tópicos de Teoria da Medida

Nesta seção revisaremos brevemente alguns tópicos utilizados como Teorema da
Convergência Dominada, Teorema de Fubinni, Mudança em Coordenadas Polares, Te-
orema de Lebesgue-Radon-Nikodym, dentre outros.

Definição 1.1.1. Seja o conjuntoX não vazio eA uma coleção não-vazia de subconjun-
tos de X. Dizemos que A é uma σ´álgebra de X se satisfaz as seguintes propriedades:

1. Se A P A, então XzA P A;

2. Se tAjujPN é uma sequência de conjuntos tais que Aj P A para todo j P N, entãoď

jPN
Aj P A.

Uma medida é uma função µ : A ÝÑ r0,`8s que satisfaz:

1. µp∅q “ 0;

2. Se tAjujPN é uma sequência de conjuntos disjuntos de A. então

µ

˜ď

jPN
Aj

¸
“

ÿ

jPN
µpAjq.

Dizemos que µ é uma medida σ´finita se existe uma coleção tAjujPN de conjuntos de

A tal que X “
ď

jPN
Aj e µpAjq ă `8 para todo j P N.

Denotaremos por pX,Aq um espaço mensurável e pX,A, µq um espaço de medida.
Agora mostraremos algumas propriedades.

Proposição 1.1.2. Seja pX,A, µq um espaço de medida. Então

7



8 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1. Se A1, A2 P A é tal que A1 Ă A2, então µpA1q ď µpA2q;

2. Se tAjujPN é uma sequência em A, então µ

˜ď

jPN
Aj

¸
ď

ÿ

jPN
µpAjq;

3. Se tAjujPN é uma sequência em A tal que

A1 Ă A2 Ă ¨ ¨ ¨An Ă An Ă ¨ ¨ ¨ ,

então µ

˜ď

nPN
An

¸
“ lim

nÑ8
µpAnq;

4. Se tAjujPN é uma sequência em A tal que

A1 Ą A2 Ą ¨ ¨ ¨An Ą An Ą ¨ ¨ ¨ ,

e existe m P N tal que µpAmq ă `8. Então µ

˜č

nPN
An

¸
“ lim

nÑ8
µpAnq,

Demonstração. Ver [14].

Definição 1.1.3. Sejam os espaços mensuráveis pX,Aq e pY,Bq e seja a função f :
X ÝÑ Y . Dizemos que f é uma função pA,Bq´mensurável se para todo B P B temos
que a imagem inversa f´1pBq P A.

Sejam pX,Aq e pY,Bq espaços mensuráveis e f uma função pA,Bq´mensurável.
Daremos algumas notações.

1. Se Y “ R ou C e B “ BR ou BC respectivamente, a função f é dita A´mensurável.
Além disso se X “ R e A “ L“ LR é a σ´algebra de Lebesgue então f é dita
Lebesgue-mensurável;

2. Seja L
R

“
 
E Ă R : E X R P LR

(
. Representamos por M` .“ MpX,Aq o espaço

das f : X ÝÑ r0,`8s funções pX, r0,`8sq-mensuráveis.

Definição 1.1.4. Seja o conjunto não vazio X e A Ă X, a função caracteŕıstica de A é

χApxq “
#
1 se x P A
0 se x R A

.

Uma função ϕ “
nÿ

j“1

ajχAj
é dita simples se os Aj são mensuráveis e disjuntos dois

a dois. Desta forma, definimos a integral de Lebesgue de uma função simples em M`

por

ˆ

X

φdµ
.“

nÿ

j“1

ajµpAjq.

Proposição 1.1.5. Seja pX,Aq um espaço mensurável.
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1. Se f P M`, então existe tϕjujPN uma sequência de funções simples tal que

(a) 0 ď ϕj ď ϕj`1 ď f , para todo j P N;

(b) ϕjpxq ÝÑ fpxq quando j Ñ `8 para todo x P X;

(c) ϕj ÝÑ f quando j Ñ `8 uniformemente em subconjuntos de X no qual f
é limitada.

2. Se f : X ÝÑ C for uma função mensurável, então existe tϕjujPN uma sequência
de funções simples tal que

(a) 0 ď |ϕj| ď |ϕj`1| ď |f |, para todo j P N;

(b) ϕjpxq ÝÑ fpxq quando j Ñ `8 para todo x P X;

(c) ϕj ÝÑ f quando j Ñ `8 uniformemente em subconjuntos de X no qual f
é limitada.

Demonstração. Ver [14].

Desta forma, para f P M` definimos a integral de Lebesgue de f com a relação a
medida µ por

ˆ

X

fdµ
.“ sup

"
ˆ

X

φdµ : φ P M` é uma função simples tal que 0 ď φ ď f

*
.

Definição 1.1.6. Sejam pX,A, µq um espaço de medida e f : X ÝÑ R uma função
mensurável. As partes positiva e negativa de f são definidas respectivamente por

f`pxq .“ max tfpxq, 0u ,
f´pxq .“ max t´fpxq, 0u .

Se

ˆ

X

f`dµ e

ˆ

X

f´dµ forem finitas, então dizemos que f é integrável e definimos

ˆ

X

fdµ
.“
ˆ

X

f`dµ ´
ˆ

X

f´dµ.

Por outro lado, se g : X ÝÑ C é uma função mensurável a valores complexos tal que
Repgq e Impgq são funções integráveis, então g é integrável e

ˆ

X

gdµ
.“
ˆ

X

Repgqdµ` i

ˆ

X

Impgqdµ.

Seja K “ R ou C e defina

L “ tf : X ÝÑ K tal que f é integrávelu .

Considere sobre L a relação de equivalência dada por

f „ g ô f “ g em quase todo ponto

e as clases de equivalência

rf s “ tg : X ÝÑ K tal que f “ g µ ´ quase todo pontou .
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Denotaremos por L1pXq o conjunto

L1pXq “ trf s : f P Lu

munidos das operações usuais da soma e poduto de funções. Por simplicidade denota-
remos rf s por f .

Teorema 1.1.7 (Teorema da convergência monótona). Seja tfjujPN uma sequência de

funções em M` tais que fj ď fj`1 para todo j P N e f “ lim
jÑ`8

fj em quase todo ponto.

Então
ˆ

X

fdµ “ lim
jÑ`8

ˆ

X

fjdµ.

Demonstração. Ver [14].

Teorema 1.1.8 (Teorema da convergência dominada). Seja tfjujPN uma sequência de

funções em L1pXq tal que fj ÝÑ f em quase todo ponto com f mensurável. Além
disso, suponha que existe uma função g P L1pXq tal que para todo x P X e j P N

|fjpxq| ď gpxq.

Então f P L1pXq e
ˆ

X

fdµ “ lim
jÑ`8

ˆ

X

fjdµ.

Demonstração. Ver [14].

Corolário 1.1.9. Seja tfjujPN uma sequência de funções em L1pXq tal que
ÿ

jPN

ˆ

X

|fj|dµ ă `8.

Então
ÿ

jPN
fj converge em quase todo ponto a uma função em L1pXq e

ˆ

X

˜ÿ

jPN
fj

¸
dµ “

ÿ

jPN

ˆ

X

fjdµ.

Demonstração. Ver [14].

Teorema 1.1.10 (Mudança de Variáveis). Seja Ω um aberto em R
n e G : Ω ÝÑ R

n é
um C1-difeomorfismo. Então

(i) Se f é Lebesgue-mensurável em GpΩq, então f ˝G é Lebesgue-mensurável em Ω.
Se f ě 0 ou f P L1 pGpΩq,mq no qual m é a medida de Lebesgue, então

ˆ

GpΩq
fpxqdx “

ˆ

Ω

f ˝ Gpxq|det DxG|dx.

(ii) Seja E Ă Ω um conjunto Lebesgue-mensurável, então GpEq também é, além disso

mpGpEqq “
ˆ

E

|det DxG|dx.
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Demonstração. Ver [14].

Teorema 1.1.11 (Teorema de Fubinni). Sejam pX,M, µq e pY,N , νq espaços de me-
dida σ-finitos

(i) Se f P M`pX, Y q, então gpxq “
ˆ

Y

fxpyqdν P M`pXq, hpyqq
ˆ

X

fypxqdµ P M`pY q
e

ˆ

XˆY
fdpµ ˆ νq “

ˆ

X

„
ˆ

Y

fpx, yqdν

dµ

“
ˆ

Y

„
ˆ

X

fpx, yqdµ

dν.

(ii) Se f P L1pµ ˆ νq, então fxpyq P L1pνq, e fypxq P L1pµq em quase todo ponto.

Além disso, as funções gpxq “
ˆ

Y

fxpyqdν P L1pµq, hpyq “
ˆ

X

fypxqdµ P L1pνq e

vale a igualdade anterior.

Demonstração. Ver [14].

Teorema 1.1.12 (Coordenadas Polares). Seja σ a medida canônica em Sn´1. Se f é
Borel-mensurável em R

n e f ě 0 ou f P L1pmq com m a medida de Lebesgue em R
n,

então:

ˆ

Rn

fpxqdx “
ˆ `8

0

ˆ

Sn´1

fprx1qrn´1dσpx1qdr.

Demonstração. Ver [14].

Corolário 1.1.13. Seja f uma função mensurável definida em R
n, não negativa e

integrável tal que fpxq “ gp|x|q para alguma função g definida em p0,`8q Ă R, isto é,
radial. Então

ˆ

Rn

fpxqdx “ σpSn´1q
ˆ `8

0

gprqrn´1dr,

no qual σ representa a medida de Borel de Sn´1.

Demonstração. Segue do Teorema 1.1.12.

Definição 1.1.14.

i) Seja pX,Aq um espaço mensurável. Uma medida com sinal é uma função

µ : A ÝÑ r´8. ` 8s

tal que

(a) µp∅q “ 0;

(b) µ só pode assumir apenas um dos valores ´8 e `8:
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(c) Se tEjujPN é uma sequência disjunta de conjuntos em A, então

µ

˜ď

jPN
Ej

¸
“

ÿ

jPN
µpEjq,

no qual a soma acima converge absolutamente.

ii) Seja pX,Aq um espaço mensurável. Uma medida complexa é uma função

ν : A ÝÑ C

tal que

(a) νp∅q “ 0;

(b) Se tEjujPN é uma sequência disjunta de conjuntos em A, então

ν

˜ď

jPN
Ej

¸
“

ÿ

jPN
νpEjq,

no qual a série acima converge absolutamente.

iii) Sejam µ uma medida positiva e ν medida com sinal definidas em uma σ-álgebra
A . Dizemos que ν é absolutamente cont́ınua com respeito a µ, denotado ν ! µ,
se νpAq “ 0 para todo A P A tal que µpAq “ 0;

iv) Sejam µ1 e µ2 medidas com sinal definidas em A, Dizemos que µ1 e µ2 são mu-
tuamente singular, denotado por µ1 K µ2 se existem A,B P A com A X B “ ∅

tal que X “ A Y B, A é nulo para µ1 e B é nulo para µ2, isto é, µ1pEq “ 0 para
todo E Ă A e µ2pF q “ 0 para todo F Ă B.

Teorema 1.1.15 (Lebesgue-Radon-Nikodym). Sejam µ uma medida σ´finita positiva
e λ uma medida complexa definidas em pX,Aq. Então:

i) Existem λa e λs medidas complexas sobre A tal que λ “ λa`λs, λa ! µ e λs K µ;

ii) Existe uma única função h P L1pXq tal que para todo E P A

λapEq “
ˆ

E

hdµ.

Demonstração. Ver [25].

Definição 1.1.16. Uma medida de Borel µ definida em R
n é denominada regular se

satisfaz:

i) µpKq ă `8, para todo K Ă R
n compacto;

ii) µpEq “ sup tµpKq : K Ă E, K compactou;

iii) µpEq “ inf tµpUq : U Ă E abertou.
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Observação 1.1.17. Uma medida complexa µ é denominada regular quando sua va-
riação total |µ| (ver [14]), que é uma medida positiva, é regular.

Definimos o espaço das funções que decaem no infinito como

C0pRnq .“ tf : Rn ÝÑ C cont́ınua tal que |fpxq| ÝÑ 0 quando |x| Ñ `8u .

Teorema 1.1.18. Se Φ : C0pRnq ÝÑ R é un funcional linear cont́ınuo, então Φ pode
ser representado por uma única medida de Borel complexa e regular, no seguinte sentido

Φpϕq “
ˆ

Rn

ϕdµ, @ ϕ P C0pRnq.

Demonstração. Ver [25].

Proposição 1.1.19. O teorema anterior permite definir a aplicação

I : MpRnq ÝÑ C0pRnq˚

µ ÞÝÑ Iµpψq .“
ˆ

Rn

ψdµ, @ ψ P C0pRnq.

No qual MpRnq é o espaço de medidas de Borel complexas e regulares. Note que |µ| e
‖ψ‖8 definem normas em MpRnq e C0pRnq respectivamente, então

|µ| “ sup
‖ψ‖8ď1

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

ψdµ

ˇ̌
ˇ̌ “ ‖Iµ‖,

isto é, I é uma isometria.

1.2 Tópicos de Análise Funcional

Nesta seção apresentamos alguns fatos básicos dos espaços de Lebesgue LppRnq.

Definição 1.2.1. Sejam pX,µq um espaço de medida e f : X ÝÑ C uma função
mensurável. Para cada 1 ď p ă `8 definimos

‖f‖Lp
.“
ˆ
ˆ

X

|f |pdµ

˙ 1

p

e

LppXq .“ tf : X ÝÑ C tal que ‖f‖Lp ă `8u .

Para p “ `8, definimos

‖f‖8
.“ inf tλ ě 0 : µ ptx : |fpxq| ą λuq “ 0u .“ ess sup

xPX
|fpxq|

e

L8pXq .“ tf : X ÝÑ C tal que ‖f‖8 ă `8u .
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Definição 1.2.2. Considere 1 ă p, q ă `8. Dizemos que p e q são exponentes
conjugados se

1

p
` 1

q
“ 1.

Dizemos também que 1 é exponente conjugado de `8 e vice-versa. Também denota-
remos como p1 ao exponente conjugado de p.

Teorema 1.2.3 (Desigualdade de Hölder). Sejam 1 ď p ď `8 e p1 seu exponente
conjugado. Se f P LppXq e g P Lp1pXq, então o produto f ¨ g P L1pXq e

‖f ¨ g‖L1 ď ‖f‖Lp‖g‖Lp1 .

Demonstração. Ver [14].

Teorema 1.2.4 (Desigualdade de Minkowski). Considere 1 ď p ď `8 e f, g P LppXq.
Então vale a desigualdade triangular

‖f ` g‖Lp ď ‖f‖Lp ` ‖g‖Lp .

Demonstração. Ver [14].

Como consequência da desigualdade de Minkowski, mostra-se que pLppXq, ‖¨‖Lpq é
um espaço vetorial normado para 1 ď p ď `8. Além disso, é um espaço de Banach.

Proposição 1.2.5. Sejam p e p1 exponentes conjugados tal que 1 ă p1 ď `8. Se
f P Lp1pXq, então

‖f‖p1 “ sup

"ˇ̌
ˇ̌
ˆ

X

f ¨ g dµ
ˇ̌
ˇ̌ : ‖g‖Lp “ 1

*
.

Demonstração. Ver [14].

Proposição 1.2.6. Sejam 1 ă p, p1 ă `8 exponentes conjugados. Então LppXq é
reflexivo e pLppXqq˚ – Lp

1pXq. Além disso. pL1pXqq˚ – L8pXq.

Demonstração. Ver [14].

Teorema 1.2.7 (Desigualdade de Minkowsky geralizada). Sejam pX,M, µq e pY,N , νq
espaços de medida σ-finitos. Se f ě 0 é uma função mensurável definida em X ˆ Y e
1 ď p ă `8, então

„
ˆ

X

ˆ
ˆ

Y

fpx, yqdν
˙p

dµ

 1

p

ď
ˆ

Y

„
ˆ

X

fpx, yqpdµ
 1

p

dν.

Se 1 ď p ď `8, fp¨, yq P LppX , µq em quase todo ponto, e a função y ÞÑ ‖fp¨, yq‖Lp está

em L1pY , νq, então fpx, ¨q P L1pY , νq em quase todo ponto, a função x ÞÑ
ˆ

Y

fpx, yqdνpyq
está em LppX , µq, e além disso

››››
ˆ

Y

fp¨, yqdνpyq
››››
Lp

ď
ˆ

Y

‖fp¨, yq‖Lpdνpyq.
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Demonstração. Ver [14].

Teorema 1.2.8 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um espaço normado e σpE˚, Eq
a topologia fraça´˚ em E˚, então

BE˚ “ tf P E˚ : ‖f‖E˚ ď 1u

é compacto na topoloǵıa σpE˚, Eq.

Demonstração. Ver [4].

1.3 Espaço de Distribuições

Nesta seção vamos introduzir alguns resultados básicos em Teoria das Distribuições.

Definição 1.3.1 (Espaço de Schwartz). Denotamos com S pRnq ao subespaço de
C8pRnq das funções φ tais que

sup
xPRn

|xαBβφpxq| ă `8, @ α, β P N
n
0
.

Dizemos que uma sequência tφnunPN em S pRnq converge para 0 (φn ÝÑ 0) em S pRnq
se para cada α, β P N

n temos que xαBβφnpxq ÝÑ 0 uniformemente. Observe que dado
φ P S pRnq e tn ÝÑ 0 temos que

φp¨ ` tneiq ´ φp¨q ´ tnBeiφp¨q
tn

ÝÑ 0

em S pRnq.
Para cada par α, β P N, definimos a seminormas ‖¨‖α,β em S pRnq como

‖φ‖α,β
.“ sup
xPRn

|xαBβφpxq|.

Um funcional linear u em S pRnq é cont́ınuo se ă u, φn ąÝÑ 0 para toda sequência
φn ÝÑ 0 em S pRnq.

Proposição 1.3.2. C8
c pRnq Ă S pRnq Ă LppRnq, no qual 0 ă p ă `8.

Demonstração. Claramente C8
c pRnq Ă S pRnq. Seja φ P S pRnq e N P N tal que

n

p
ă N , então

ˆ

Rn

|φpxq|pdx “
ˆ

Rn

|p1 ` |x|Nqφpxq|p
p1 ` |x|Nqp dx ď

ˆ

Rn

Cp 1

p1 ` |x|Nqpdx

ď Cp

ˆ

Bp0,1q
1dx ` Cp

ˆ

1ď|x|

1

|x|Np
dx ă `8.
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Definição 1.3.3 (Aproximação da Identidade). Seja φ : Rn Ñ R uma função, definimos

φtpxq .“ 1

tn
φ
´x
t

¯
, t ą 0. A famı́lia tφtutą0

é uma aproximação da identidade se φ P

L1pRnq e

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1.

Observe que para todo t ą 0 temos

ˆ

Rn

φtpxqdx “ 1.

Exemplo 1.3.4. Observe que se

ψpxq “
#
e

´ 1

‖x‖2´1 , ‖x‖ ď 1,
0, ‖x‖ ą 1,

então a função φ “ ψ

‖ψ‖L1

P C8
c pRnq induz uma aproximação da identidade tφtutą0

.

Definição 1.3.5. Um funcional linear cont́ınuo em S pRnq é dito uma distribuição
temperada. O espaço das distribuições temperadas se denota com S 1pRnq.
Teorema 1.3.6. Seja u um funcional linear em S pRnq. As seguintes condições são
equivalentes

i) u é uma distribuição temperada.

ii) Existem inteiros M,m tais que para cada φ P S pRnq temos

|xu, φy| ď M
ÿ

|α|ďm
sup
xPRn

ˇ̌
p1 ` |x|2qmBαφpxq

ˇ̌
.

Demonstração. Ver [19] Teorema V.1.4.

Observe que o funcional linear

δ : S pRnq ÝÑ R

φ ÞÝÑ xδ, φy .“ φp0q,

é uma distribuição temperada chamada “Delta de Dirac”.

Definição 1.3.7. Seja u P S 1pRnq e φ P S pRnq, definimos a convolução u ˚ φ como a
função u ˚φpxq .“ xu, φpx´ ¨qy. Observe que Bαpu ˚φqpxq “ u ˚ pBαφqpxq pois u P S pRnq
e para cada tn ÝÑ 0 temos que

φpx ` tnei ´ ¨q ´ φpx ´ ¨q ´ tnBeiφpx ´ ¨q
tn

ÝÑ 0

em S pRnq, então Beipu˚φqpxq “ u˚pBeiφqpxq. Portanto, no caso geral temos a igualdade.
Observe também que Bαpu ˚ φqpxq “ pBαuq ˚ φpxq, pois

pBαuq ˚ φpxq “ xBαu, φpx ´ ¨qy “ p´1q|α|xu, Bαpφpx ´ ¨qqy
“ xu, pBαφqpx ´ ¨qy “ u ˚ pBαφqpxq
“ Bαpu ˚ φqpxq.

Conclúımos que u ˚ φ P C8pRnq.
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Proposição 1.3.8. Seja tφtutą0
uma aproximação da identidade, então φt Ñ δ em

S 1pRnq quando t Ñ 0.

Demonstração. Seja g P S pRnq arbitrário. Logo

xφt, gy “
ˆ

Rn

φtpxqgpxqdx “
ˆ

Rn

φtpxq pgpxq ´ gp0qq dx `
ˆ

Rn

φtpxqgp0qdx

“
ˆ

Rn

1

tn
φ
´x
t

¯
pgpxq ´ gp0qq dx ` gp0q

“
ˆ

Rn

φpyq pgptyq ´ gp0qq dy ` gp0q, y “ x

t
.

Por outro lado, φpxq pgptxq ´ gp0qq Ñ 0 em quase todo ponto quando t Ñ 0 e
|φpxq pgptxq ´ gp0qq| ď 2‖g‖8φpxq P L1pRnq. Então pelo Teorema 1.1.8 e g P S pRnq
arbitrário, temos xφt, gy Ñ gp0q “ xδ, gy quando t Ñ 0 para todo g P S pRnq. Assim
φt Ñ δ em S 1pRnq.
Teorema 1.3.9. Seja 1 ď p ă `8 e tφtutą0

aproximação da identidade. Então cada
f P LppRnq satisfaz

f ˚ φt Ñ f,

em LppRnq quando t Ñ 0.

Demonstração. Seja f P LppRnq, 1 ď p ă `8

pφt ˚ fq pyq ´ fpyq “
ˆ

Rn

φtpzqfpy ´ zqdz ´
ˆ

Rn

φtpzqfpyqdz

“
ˆ

Rn

φtpzq pfpy ´ zq ´ fpyqq dz

“
ˆ

Rn

φpzq pfpy ´ tzq ´ fpyqq dz.

Na última igualdade, fizemos a mudança de variável de z por
z

t
. Assim pela igualdade

anterior e pelo Teorema 1.2.7 temos

„
ˆ

Rn

|pφt ˚ fq pyq ´ fpyq|pdy
 1

p

ď
"
ˆ

Rn

„
ˆ

Rn

|φpzq||fpy ´ tzq ´ fpyq|dz
p
dy

* 1

p

ď
ˆ

Rn

ˆ
ˆ

Rn

|φpzq|p|fpy ´ tzq ´ fpyq|pdy
˙ 1

p

dz Mink.

“
ˆ

Rn

|φpzq|
ˆ
ˆ

Rn

|fpy ´ tzq ´ fpyq|pdy
˙ 1

p

dz

“
ˆ

Rn

|φpzq|‖fp¨ ´ tzq ´ f‖Lpdz.

Dado que para todo ǫ ą 0, Dδ ą 0 tal que se |h| ă δ então ‖fp¨ ` hq ´ f‖Lp ă ǫ.
Então |φpzq|‖fp¨ ´ tzq ´ f‖Lp Ñ 0 (em particular em quase todo ponto), além disso,
|φpzq|‖fp¨ ´ tzq ´ f‖Lp ď 2‖f‖Lp |φpzq| P L1pRnq. Aplicando o Teorema 1.1.8 temos:

„
ˆ

Rn

|pφt ˚ fq pyq ´ fpyq|pdy
 1

p

ÝÑ 0, t Ñ 0.
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Portanto φt ˚ f ÝÑ f em LppRnq.

Corolário 1.3.10. Nas mesmas hipóteses do Teorema anterior temos que f ˚ φt ÝÑ f

em quase todo ponto.

Teorema 1.3.11. Seja φ P C8
c pRnq tal que

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1, φ ě 0, supppφq Ă tx : |x| ď 1u ,

e seja f P L1

loc
pRnq e definimos para ε ą 0

fεpxq .“
ˆ

Rn

fpx ´ εyqφpyqdy “ ε´n
ˆ

Rn

fpyqφ
´x ´ y

ε

¯
dy.

Então:

i) fε P C8pRnq;

ii) se fpxq “ 0 em quase todo ponto fora do conjunto fechado A então supppfεq Ă
A ` tx : |x| ď εu;

iii) se f é cont́ınua e supppfq é compacto, fε ÝÑ f uniformemente quando ε ÝÑ 0.

Demonstração. Ver [17].

Corolário 1.3.12. Seja K um subconjunto compacto de um aberto Ω Ă R
n. Então

existe ψ P C8
c pRnq tal que 0 ď ψ ď 1 e ψ “ 1 numa vizinhança de K.

Teorema 1.3.13 (Teorema do Resto de Taylor). Seja B uma bola em R
n centrada em

a P R
n, seja f : B ÝÑ R uma função em Cd`1pBq. Então para todo h P R

n tal que
a ` h P B temos

fpa ` hq “
ÿ

|α|ďd

1

α!
Bαfpaqhα `

ÿ

|α|“d`1

Rαphqhα,

no qual

|Rαphq| ď sup
yPra,a`hs

ˇ̌
ˇ̌ 1
α!

Bαfpyq
ˇ̌
ˇ̌ , @ |α| “ d ` 1.

Observação 1.3.14. Observe que se f P S pRnq, então para todo t ą 0 e todo d P N

temos
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌Bei

»
–ftpa ` hq ´

ÿ

|α|ďd

1

α!
pBαftqpaqhα

fi
fl
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌pBeiftqpa ` hq ´

ÿ

|α|ďd

αi

α!
pBαftqpaqhpα´eiq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

“

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌pBeiftqpa ` hq ´

ÿ

|α|ďd´|ei|

1

α!
pBαpBeiftqqpaqhα

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ .



1.4. TRANSFORMADA DE FOURIER EM S pRnq 19

Aplicando o Teorema do resto de Taylor à função g “ Beift de classe Cd´|ei|`1 temos
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌Bei

»
–ftpa ` hq ´

ÿ

|α|ďd

1

α!
pBαftqpaqhα

fi
fl
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď

ÿ

|α|“d´|ei|`1

sup
yPra,a`hs

ˇ̌
ˇ̌ 1
α!

pBαpBeiftqqpyq
ˇ̌
ˇ̌ |h|d´|ei|`1

ď cpn, dq sup
|α|“d´|ei|`1, yPra,a`hs

|BαpBeiftqpyq| |h|d´|ei|`1

ď 1

tn`d`1
cpn, dq sup

|α|“d`1, yPra,a`hs

ˇ̌
ˇBαf

´y
t

¯ˇ̌
ˇ |h|d´|ei|`1

ď 1

tn`d`1
cpn, dq sup

|α|“d`1, yPra,a`hs
‖f‖0,α|h|

d´|ei|`1.

Logo usando a indução temos o caso geral para β P N
n
0
dado por

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌Bβ

»
–ftpa` hq ´

ÿ

|α|ďd

1

α!
pBαftqpaqhα

fi
fl
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď 1

tn`d`1
cpn, dq sup

|α|“d`1

‖f‖0,α|h|
d´|β|`1.

1.4 Transformada de Fourier em S pRnq
Se f P L1pRnq, definimos a transformada de Fourier de f por

Frf spζq “ f̂pζq .“
ˆ

Rn

fpxqe´ix¨ζdx, ζ P R
n,

em que i “
?

´1, x “ px1, ..., xnq, ζ “ pζ1, ..., ζnq e x ¨ ζ “ x1ζ1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnζn. Pelo
Teorema 1.1.8 temos que f̂ é cont́ınua, além disso, é limitada, pois sup

ζPRn

|f̂pζq| ď ‖f‖L1 .

Teorema 1.4.1. A transformada de Fourier é um operador cont́ınuo de S pRnq em
S pRnq e valem as propriedades:

yBαφpζq “ ζαφ̂pζq
Fpxαφpxqqpζq “ piq|α|Bαφ̂pζq.

Demonstração. Ver [19].

Teorema 1.4.2. A transformada de Fourier é continuamente inverśıvel de S pRnq em
S pRnq e

F´1rφspxq “ 1

p2πqn
ˆ

Rn

φpζqeix¨ζdζ, φ P S pRnq.

Demonstração. Ver [19].

Observe que a transformada de Fourier F : S pRnq ÝÑ S pRnq é um isomorfismo.

Teorema 1.4.3. Se φ, ϕ P S pRnq. Então se denotamos φ̌pζq “ φp´ζq

i)

ˆ

Rn

pφpxqϕpxqdx “
ˆ

Rn

φpxqpϕpxqdx.
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ii)

ˆ

Rn

φpxqϕpxqdx “ p2πq´n
ˆ

Rn

pφpxqpϕpxqdx.

iii) zφ ˚ ϕ “ pφ ¨ pϕ.

iv) zφ ¨ ϕ “ p2πq´npφ ˚ pϕ.

v)
ppφpxq “ p2πqnφ̌pxq.

vi) p̌φpxq “ p̌φpxq.

Demonstração. Ver [19].

1.5 Tópicos de Análise Harmônica

Nesta seção apresentamos tópicos essenciais de Análise Harmônica.

Definição 1.5.1. Sejam pX , µq e pY , νq espaços de medida, 1 ď p, q ď `8. Seja a
aplicação linear

T : Lp pX , µq ÝÑ tf : Y Ñ C : mensurávelu .

Dizemos que

• T é tipo forte pp, qq se existe uma constante c ą 0 tal que

‖Tf‖Lq ď c‖f‖Lp , @f P LppX , µq.

• T é tipo fraco pp, qq se existe uma constante c ą 0 tal que

ν pty P Y : |Tfpyq| ą λuq ď
ˆ
c
‖f‖Lp

λ

˙q

, @λ ą 0, @f P LppX , µq.

• T é tipo fraco pp,`8q se é forte pp,`8q.

Observação 1.5.2. T é tipo pp, qq forte implica que é tipo pp, qq fraco, pois para
Eλ “ ty P Y : |Tfpyq| ą λu temos

ν pEλq “
ˆ

Eλ

1dν ď
ˆ

Eλ

|Tfpyq|q
λq

dν

“ 1

λq

ˆ

Eλ

|Tfpyq|qdν ď 1

λq
‖Tf‖qLq

ď 1

λq
pc‖f‖Lpqq “

ˆ
c‖f‖Lp

λ

˙q

.

Observação 1.5.3. Para o caso pX , µq “ pY , νq e T “ IdX (identidade em X ), a
propriedade fraco pp, pq é a desigualdade de Chebyshev.
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Definição 1.5.4. Seja tTtutą0
uma famı́lia de operadores lineares definidos em Lp pX , µq,

o operador maximal T ˚ associado à famı́lia é definido como:

T ˚fpxq “ sup
tą0

|Ttfpxq|.

Teorema 1.5.5. Seja tTtut uma famı́lia de operadores lineares definidos em Lp pX , µq.
Se seu operador maximal T ˚ é fraco pp, qq, então

A “
"
f P Lp pX , µq : lim

tÑt0
Ttfpxq “ fpxq em quase todo ponto

*

é fechado no espaço Lp pX , µq.

Demonstração. Seja tfnunPN uma sequência em A tal que fn ÝÑ f em Lp pX , µq, deve-
mos mostrar que lim

tÑt0
Ttfpxq “ fpxq em quase todo ponto, isto é f P A.

Uma vez que lim
tÑt0

Ttfpxq “ fpxq se, e somente se, lim sup
tÑt0

|Ttfpxq ´ fpxq| “ 0, temos

µ

ˆ"
x P X : lim

tÑt0
Ttfpxq ‰ fpxq

*˙
“ µ

ˆ"
x P X : lim sup

tÑt0

|Ttfpxq ´ fpxq| ą 0

*˙
.

Agora observe que por a linearidade de Tt

|Ttfpxq ´ fpxq| “ |Ttpf ´ fnqpxq ` Ttfnpxq ´ fpxq|
ď |Ttpf ´ fnqpxq| ` |Ttfnpxq ´ fpxq|,

o qual

µ

ˆ"
x : lim sup

tÑt0

|Ttfpxq ´ fpxq| ą λ

*˙
ď µ

ˆ"
x : lim sup

tÑt0

|Ttpf ´ fnqpxq| ą λ

2

*˙

` µ

ˆ"
x : lim sup

tÑt0

|Ttfnpxq ´ fpxq| ą λ

2

*˙
.

Mais

µ p t x P X : lim sup
tÑt0

|Ttpf ´ fnq|pxq ą λ

2
u q

ď µ p t x P X : sup
t

|Ttpf ´ fnqpxq| ą λ

2
u q

“ µ p t x P X : T ˚pf ´ fnqpxq ą λ

2
u q ď p 2c

λ
‖f ´ fn‖Lp qq ,

então desde que ‖f ´fn‖Lp ÝÑ 0 quando n Ñ 8, temos a convergência quando n Ñ 8

µ p t x P X : lim sup
tÑt0

|Ttpf ´ fnq|pxq ą λ

2
u q ÝÑ 0.

Por outro lado, desde que Ttfn ÝÑ fn em quase todo ponto

µ

ˆ"
x P X : lim sup

tÑt0

|Ttfnpxq ´ fpxq| ą λ

2

*˙
“ µ

ˆ"
x P X : |fnpxq ´ fpxq| ą λ

2

*˙
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ď 2p

λp
‖fn ´ f‖pLp ,

de isto temos que quando n Ñ 8

µ

ˆ"
x P X : lim sup

tÑt0

|Ttfnpxq ´ fpxq| ą λ

2

*˙
ÝÑ 0.

Assim das duas convergências temos que todo λ ą 0 satisfaz

µ

ˆ"
x P X : lim sup

tÑt0

|Ttfpxq ´ fpxq| ą λ

*˙
“ 0.

Logo

µ

ˆ"
x P X : lim

tÑt0
Ttfpxq ‰ fpxq

*˙
“ lim

λÑ0`
µ

ˆ"
x P X : lim sup

tÑt0

|Ttfpxq ´ fpxq| ą λ

*˙

“ 0,

isto é f P A. Portanto o conjunto é fechado.

Definição 1.5.6. Seja pX , µq espaço de medida e f : X Ñ C função mensurável. A
aplicação af : p0,`8q Ñ r0,`8s definida por

af pλq .“µ px P X : |fpxq| ą λq

é a função de distribuição de f .

Proposição 1.5.7. Seja φ : r0,`8q Ñ r0,`8q uma função diferenciável e crescente
tal que φp0q “ 0. Então

ˆ

X

φp|fpxq|qdµ “
ˆ `8

0

φ1pλqaf pλqdλ.

Demonstração.
ˆ

X

φp|fpxq|qdµ “
ˆ

X

pφp|fpxq|q ´ φp0qq dµ

“
ˆ

X

˜
ˆ |fpxq|

0

φ1pλqdλ
¸
dµ

“
ˆ

R`ˆX

χλă|fpxq|pλ, xqφ1pλq pdλ ˆ dµq

“
ˆ

R`

ˆ
ˆ

X

χλă|fpxq|pλ, xqφ1pλqdµ
˙
dλ

“
ˆ `8

0

φ1pλq
ˆ
ˆ

|fpxq|ąλ
1dµ

˙
dλ

“
ˆ `8

0

φ1pλqaf pλqdλ.
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Observação 1.5.8. Seja 0 ă p ă `8. Aplicamos a proposição anterior para φpλq “ λp,
temos

ˆ

X

|fpxq|pdµ “
ˆ `8

0

pλp´1af pλqdλ.

Definição 1.5.9. Seja X um espaço de funções mensuráveis. Uma aplicação
T : X Ñ tg : Y Ñ C mensurável u é sublinear quando:

• |T pf1 ` f2qpyq| ď |Tf1pyq| ` |Tf2pyq|, @y P Y .

• |T pλfqpyq| “ |λ||Tfpyq|, @y P Y , @λ P C.

Teorema 1.5.10 (Interpolação de Marcinkiewicz). Sejam pX , µq e pY , νq espaços de
medida, 1 ď p0 ă p1 ď `8 e T um operador sublinear de Lp0 pX , µq ` Lp1 pX , µq ao
conjunto de funções mensuráveis em Y . Se T é fraco pp0, p0q e fraco pp1, p1q então T é
forte pp, pq para p0 ă p ă p1.

Demonstração. Sejam f P Lp pX , µq , λ ą 0 arbitrários e sejam A0, A1 as constantes
das desigualdades fracas de pp0, p0q e pp1, p1q, respectivamente. Definimos as seguintes
funções:

f0
.“ fχt|fpxq|ącλu e f1

.“ fχt|fpxq|ďcλu.

Observe que

ˆ

X

|f0pxq|p0dµ “
ˆ

t|fpxq|ącλu
|fpxq|p0dµ “

ˆ

t|fpxq|ącλu
|fpxq|p|fpxq|p0´pdµ

“
ˆ

t|fpxq|ącλu
|fpxq|p

ˆ
|fpxq|
cλ

˙p0´p
pcλqp0´pdµ

ď pcλqp0´p
ˆ

t|fpxq|ącλu
|fpxq|pdµ

ď pcλqp0´p
ˆ

X

|fpxq|pdµ ă `8,

logo

‖f0‖p0 ď pcλq1´ p
p0 ‖f‖

p
p0
p .

Se p1 “ `8 então claramente f1 P L8 pX , µq. Agora, se p1 ă `8 então

ˆ

X

|f1pxq|p1dµ “
ˆ

t|fpxq|ďcλu
|fpxq|p1dµ

“
ˆ

t|fpxq|ďcλu
|fpxq|p|fpxq|p1´pdµ

“
ˆ

t|fpxq|ďcλu
|fpxq|p

ˆ
|fpxq|
cλ

˙p1´p
pcλqp1´pdµ

ď pcλqp1´p
ˆ

t|fpxq|ďcλu
|fpxq|pdµ
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ď pcλqp1´p
ˆ

X

|fpxq|pdµ,

logo

‖f1‖p1 ď pcλq1´ p
p1 ‖f‖

p
p1
p .

Assim f P Lp0 pX , µq ` Lp1 pX , µq.

• Para p1 “ `8:
Seja c “ 2A1, então em quase todo ponto temos

|Tf1pxq| ď ‖Tf1‖8

ď A1‖f1‖

ď A1

λ

2A1

“ λ

2
,

então aTf1

ˆ
λ

2

˙
“ 0. Agora,

ˆ

Y

|Tfpyq|pdν “
ˆ `8

0

pλp´1aTf pλqdλ

ď
ˆ `8

0

pλp´1

ˆ
aTf0

ˆ
λ

2

˙
` aTf1

ˆ
λ

2

˙˙
dλ

“
ˆ `8

0

pλp´1aTf0

ˆ
λ

2

˙
dλ

ď
ˆ `8

0

pλp´1

ˆ
2A0

λ
‖f0‖p0

˙p0

dλ

“ pp2A0qp0
ˆ `8

0

ˆ
ˆ

X

λp´p0´1χt|fpxq|ącλupxq|fpxq|p0dµ
˙
dλ

“ pp2A0qp0
ˆ

XˆR`

λp´p0´1χt|fpxq|ącλupx, λq|fpxq|p0d pµ ˆ λq

“ pp2A0qp0
ˆ

X

˜
ˆ

|fpxq|
c

0

λp´p0´1|fpxq|p0dλ
¸
dµ

“ pp2A0qp0
ˆ

X

1

cp´p0pp ´ p0q |fpxq|pdµ

“ p

p ´ p0

p2A0qp0
cp´p0 ‖f‖pp.

• Para p1 ă `8 temos:

ˆ `8

0

pλp´1aTf1

ˆ
λ

2

˙
dλ ď

ˆ `8

0

pλp´1

ˆ
2A1

λ
‖f1‖p1

˙p1

dλ
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“ pp2A1qp1
ˆ

XˆR`

λp´p1´1χt|fpxq|ďcλupx, λq|fpxq|p1d pµ ˆ λq

“ pp2A1qp1
ˆ

X

˜
ˆ `8

|fpxq|
c

λp´p1´1|fpxq|p1dλ
¸
dµ

“ pp2A1qp1
ˆ

X

1

pp1 ´ pqcp´p1 |fpxq|pdµ

“ p

p1 ´ p

p2A1qp1
cp´p1 ‖f‖pp.

Assim
ˆ

Y

|Tfpyq|pdν ď
ˆ `8

0

pλp´1aTf0pλ
2

qdλ `
ˆ `8

0

pλp´1aTf1pλ
2

qdλ

ď
ˆ
p2p0

p ´ p0

A
p0
0

cp´p0 ` p2p1

p1 ´ p

A
p1
1

cp´p1

˙
‖f‖pp.

1.5.1 Função Maximal de Hardy-Littlewood

Seja f P L1

loc
pRnq com n ě 1. Definimos a função Maximal de Hardy-Littlewood

como

Mfpxq .“ sup
rą0

1

|Bpx, rq|

ˆ

Bpx,rq
|fpyq|dy.

Dado que a função definida no ponto x como

1

|Bpx, rq|

ˆ

Bpx,rq
|fpyq|dy “ 1

|Bp0, rq|

ˆ

Bp0.rq
|fpx ` yq|dy

é continua pois, para ǫ ą 0, Dδ ą 0 tal que ‖|fpx ` h ` ¨q ´ |fpx ` ¨q||‖L1

Bp0,rq
ă ǫ se

|h| ă δ. Então

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Bp0.rq
|fpx ` h ` yq|dy ´

ˆ

Bp0.rq
|fpx ` yq|dy

ˇ̌
ˇ̌ ď ‖|fpx ` h ` ¨q| ´ |fpx ` ¨q|‖L1

Bp0,rq
ă ǫ.

Logo o conjunto Eλ “ tx P R
n : Mfpxq ą λu é aberto, pois M é o supremo de funções

continuas, e além disso Mf é mensurável. Assim

M : L1

loc
pRnq Ñ MpRnq

f ÞÑ Mf.

Observe que M é sublinear e que para f ě 0, φ “ 1

|Bp0, 1q|χBp0,1q, temos:

pφt ˚ fq pxq “
ˆ

Rn

φtpx ´ yqfpyqdy
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“
ˆ

Rn

1

tn|Bp0, 1q|χBp0,1q

´x ´ y

t

¯
fpyqdy

“ 1

|Bp0, tq|

ˆ

Bpx,tq
fpyqdy

“ 1

|Bpx, tq|

ˆ

Bpx,tq
fpyqdy.

Logo para a famı́lia tTtutą0
, no qual Ttfpxq “ pφt ˚ fq pxq e f ě 0 temos queMf “ T ˚f .

Podemos definir o maximal de Hardy-Littlewood também sobre os cubos centrados em
x e de lado 2r

M1fpxq .“ 1

|Qpx, rq|

ˆ

Qpx,rq
|fpyq|dy.

Para isso basta observar as desigualdades

1

|Bpx, rq|

ˆ

Bpx,rq
|fpyq|dy ď 2n

|Bp0, 1q|

„
1

|Qpx, rq|

ˆ

Qpx,rq
|fpyq|dy


.

1

|Qpx, rq|

ˆ

Qpx,rq
|fpyq|dy ď

ˆ?
n

2

˙n „
1

|Bpx,?nrq|

ˆ

Bpx,?nrq
|fpyq|dy


,

assim M e M1 são equivalentes e

|Bp0, 1q|
2n

Mfpxq ďM1fpxq ď
ˆ?

n

2

˙n

Mfpxq.

Observação 1.5.11. Se f P L8pRnq temos

Mfpxq “ sup
rą0

1

|Bpx, rq|

ˆ

Bpx,rq
|fpyq|dy

ď sup
rą0

1

|Bpx, rq|‖f‖L8pRnq|Bpx, rq|

“ ‖f‖L8pRnq,

isto é, M é um operador forte p`8,`8q.

Lema 1.5.12. Seja B “ tB1, B2, ¨ ¨ ¨Bmu uma coleção finita de bolas em R
n. Então

existe uma subcoleção disjunta tBi1 , Bi2 , ¨ ¨ ¨Biku Ă B tal que

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
mď

j“1

Bj

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď 3n

kÿ

j“1

|Bij |.

Demonstração. Seja Bi1 “ Bpxi1 , ri1q a bola com o maior raio, e considere a famı́lia
B1 “ tBj : Bi1

Ş
Bj “ ∅u logo:

• Se B1 “ ∅, então
Ťm

j“1
Bj Ă Bpxi1 , 3ri1q e aqui acabamos com a seleção da

subfamı́lia.
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• Se B1 ‰ ∅ então os Bj R B1 cumprem Bj Ă Bpxi1 , 3ri1q. Assim
mď

j“1

Bj Ă
ď

BPB1

B
ď

Bpxi1 , 3ri1q, cardpB1q ă cardB.

Fazemos o mesmo com a famı́lia B1 até Br`1 “ ∅. Observe que por construção,
a famı́lia tBikurk“1

é disjunta e
Ťm

j“1
Bj Ă Ťr

k“1
Bpxik , 3rikq.

Agora fazemos a conta temos

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
mď

j“1

Bj

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
kď

j“1

Bpxij , 3rijq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď
kÿ

j“1

3n|Bij |.

Teorema 1.5.13. O operador M maximal de Hardy-Littlewood é p1, 1q fraco e pp, pq
forte para 1 ă p ď `8.

Demonstração. Pelo Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz, basta provar que o
operador é p1, 1q fraco e p`8,`8q forte.

• p`8,`8q forte, provado anteriormente na observação.

• p1, 1q fraco:
Para f P L1pRnq seja Eλ “ tx P R

n : |Mfpxq| ą λu o qual é aberto, temos
mpEλq “ sup tmpKq : K Ă Eλ compactou e para cada x P Eλ existe rx ą 0 tal
que Bpx, rxq Ă Eλ com

1

λ

ˆ

Bpx,rxq
|fpyq|dy ą |Bpx, rxq|,

logo para um compactoK Ă Eλ, temosK Ă
ď

xPEλ

Bpx, rxq, entãoK Ă
mď

1“j
Bpxj, rxjq.

Aplicando o lema anterior temos

mpKq ď m

˜
mď

1“j
Bpxj, rxjq

¸

ď 3n
kÿ

j“1

m
´
Bpxij , rxij q

¯

ď 3n
kÿ

j“1

1

λ

ˆ

Bpxij ,rxij q
|fpyq|dy

“ 3n
1

λ

ˆ

Ťk
j“1

Bpxij ,rxij q
|fpyq|dy
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ď 3n
1

λ

ˆ

Rn

|fpyq|dy.

Tomando o supremo sobre os K Ă Eλ compactos, temos

m pEλq ď 3n

λ
‖f‖L1pRnq.

Observação 1.5.14. Se f P L1pRnq com f ‰ 0, então ‖f‖L1 ą 0. Assim existem
R ą 0, ǫ ą 0 tais que

ˆ

Bp0,Rq
|fpyq|dy ě ǫ.

Agora para cada |x| ą R, Bp0, Rq Ă Bpx, 2|x|q segue

Mfpxq ě 1

|Bpx, 2|x|q|

ˆ

Bpx,2|x|q
|fpyq|dy

ě ǫ

2n
1

|x|n
.

Então
ˆ

Rn

Mfpxqdx ě
ˆ

|x|ąR
Mfpxqdx

ě ǫ

2n

ˆ

|x|ąR

1

|x|n
dx

“ ǫ

2n

ˆ `8

R

ˆ

Sn´1

1

rn
rn´1dσdr

“ ǫ|Sn´1|

2n

ˆ `8

R

1

r
dr Ñ 8,

o qual Mf R L1pRnq.
Proposição 1.5.15. Sejam f P L1

loc
pRnq e φ uma função radial não negativa tal que

ϕprq .“ φp|x|q com r “ |x|, não crescente é integrável. Então

sup
tą0

|pφt ˚ fqpxq| ď
ˆ
ˆ

Rn

φpyqdy
˙
Mfpxq.

Demonstração.

• Se φ “
Nÿ

j“1

ajχAj
é uma função simples não nula com tAjuNj“1

disjuntos e aj não

nulos. Desde que φ P L1pRnq positiva temos que aj|Aj| ă `8, podemos supor
que a1 ą a2 ą ¨ ¨ ¨ ą aN ą 0. Além disso cada Aj é um anel, pois a função é

radial, também de ser não crescente temos que para os escalares tbjuNj“1
definidos

da seguinte forma

bN
.“ aN , bN´1 “ aN´1 ´ aN , ¨ ¨ ¨ , b1 “ a1 ´ a2,
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são positivos. Logo φ “
Nÿ

j“1

bjχBp0,rjq, no qual Bp0, rjq “
jď

i“1

Aj, e consequente-

mente temos

φt “
Nÿ

j“1

bj

tn
χBp0,trjq.

Então

|φt ˚ fpxq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Nÿ

j“1

bj

tn
χBp0,trjq ˚ fpxq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď
Nÿ

j“1

bj

tn

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

χBp0,trjqpx ´ yqfpyqdy
ˇ̌
ˇ̌

ď
Nÿ

j“1

bj

tn

ˆ

Bpx,trjq
|fpyq|dy

“
Nÿ

j“1

bj

tn
|Bpx, trjq|

«
1

|Bpx, trjq|

ˆ

Bpx,trjq
|fpyq|dy

ff

ď
Nÿ

j“1

bj|Bp0, rjq|Mfpxq “
ˆ
ˆ

Rn

φpyqdy
˙
Mfpxq.

• No caso geral, lembremos que as funções (Teorema da convergência monótona)

φkpxq “

$
&
%

i´1

2k
, x P φ´1

`
r i´1

2k
, i
2k

q
˘
, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , k2k

k, x P φ´1 prk,`8qq
0, x P φ´1 pp´8, 0qq

tem a propriedade que 0 ď φ1 ď ¨ ¨ ¨ ď φk ď φk`1 ď ¨ ¨ ¨ ď φ e lim
kÑ`8

φkpxq “ φpxq.
Como φ P L1pRnq e radial, positiva e não crescente temos que cada φk também
tem essas propriedades, pelo Teorema 1.1.8 e pelo caso anterior temos que

|φt ˚ fpxq| “ lim
kÑ`8

|pφkqt ˚ fpxq| ď lim
kÑ`8

ˆ
ˆ

Rn

φkpyqdy
˙
Mfpyq “

ˆ
ˆ

Rn

φpyqdy
˙
Mfpxq.

Portanto

sup
tą0

|φt ˚ fpxq| ď
ˆ
ˆ

Rn

φpyqdy
˙
Mfpxq.





Caṕıtulo 2

Espaços de Hardy

Neste caṕıtulo vamos apresentar os espaços de Hardy Hp no espaços euclidiano R
n

via funções maximais suaves além de propriedades de suma importância como um Teo-
rema de decomposição atômica que será bastante útil como ferramenta desses espaços.

2.1 Teorema de Caracterização Maximal dos espaços

de Hardy

Iniciamos a seção com a definição de uma função maximal suave que será uma das
formas de caracterizar as distribuições temperadas nos espaços de Hardy.

Definição 2.1.1. Seja Φ P S pRnq e f P S 1pRnq. A função maximal de f associada a
Φ é definida por

MΦfpxq .“ sup
tą0

|pf ˚ Φtqpxq|.

Observe que claramente o operador é sublinear isto é para λ P C e f, g P S 1pRnq
temos:

i) Mφpλfqpxq “ |λ|Mφfpxq;

ii) Mφpf ` gqpxq ď Mφfpxq ` Mφgpxq.

Definimos o espaço HppRnq para 0 ă p ă `8 como o conjunto das distribuições f P
S 1pRnq tais que Mφf P LppRnq para alguma φ P S pRnq satisfazendo

ˆ

Rn

φpxqdx ‰ 0.

No caso p “ `8 definimosH8pRnq .“ L8pRnq. Fixado uma φ P S pRnq com
ˆ

Rn

φpxqdx ‰ 0,

definimos o espaço Hp
φpRnq como o conjunto das distribuições f P S 1pRnq tais que

Mφf P LppRnq, e associamos o funcional

‖¨‖φ : Hp
φpRnq ÝÑ R

`

f ÞÝÑ ‖f‖φ
.“
ˆ
ˆ

Rn

Mφpxqpdx
˙ 1

p

.

31
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Demonstraremos mais adiante com o Teorema de Caracterização Maximal (ver Teorema
2.1.16) que HppRnq “ Hp

φpRnq independente da função φ, além do mais dadas φi P
S pRnq satisfazendo

ˆ

Rn

φipxqdx ‰ 0 para i “ 1, 2 então ‖¨‖φi são comparáveis.

Definição 2.1.2. A função maximal não tangencial associada a Φ P S pRnq para
f P S 1pRnq é definida como

M˚
Φ
fpxq .“ sup

tą0

#
sup

|x´y|ăt
|f ˚ Φtpyq|

+
.

Observe que ‖Mφf‖Lp ď ‖M˚
φf‖Lp , pois todo x P R

n satisfaz

Mφfpxq “ sup
tą0

|f ˚ φtpxq| ď sup
tą0

#
sup

|x´y|ăt
|f ˚ φtpyq|

+
“ M˚

φfpxq.

Definição 2.1.3. A função maximal não tangencial com peso associada a Φ P S pRnq
e N P N para f P S 1pRnq é definida como

M˚˚
Φ,Nfpxq .“ sup

tą0,yPRn

#
|f ˚ Φtpx ´ yq|

ˆ
1 ` |y|

t

˙´N
+
.

Observe que para todo x P R
n temos

Mφfpxq ď M˚
φfpxq ď 2NM˚˚

φ,Nfpxq,

pois

M˚
φfpxq “ sup

|y|ăt
t|f ˚ φtpx ´ yq|u “ sup

|y|ăt

#
|f ˚ φtpx ´ yq|

ˆ
1 ` |y|

t

˙N´N
+

ď 2N sup
yPRn,tą0

#
|f ˚ φtpx ´ yq|

ˆ
1 ` |y|

t

˙´N
+

“ 2NM˚˚
φ,Nfpxq.

Definição 2.1.4. Considere o conjunto finito F “
 
‖¨‖αj ,βj

(
j
de seminormas em S pRnq

e

SF
.“
 
φ P S pRNq : ‖φ‖αj ,βj ď 1, @ ‖¨‖αj ,βj P F

(
.

Definimos a grand função maximal associada a SF como

MFfpxq .“ sup
φPSF

Mφfpxq.

Observe que se φ P S pRnq, então existe c ą 0 tal que para cada f P S 1pRnq satisfaz

‖Mφf‖Lp ď c‖MFf‖Lp .

De fato, para c “ max
j

 
‖φ‖αj ,βj

(
temos c´1φ P SF o qual para cada x P R

n temos

c´1Mφfpxq “ Mc´1φfpxq ď MFfpxq,

logo Mφfpxq ď cMFfpxq.
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Lema 2.1.5. Seja φ P S pRnq, 0 ă p ă `8 e N ą n

p
. Então existe cpn, p,Nq ą 0 tal

que para cada f P S 1pRnq satisfaz

‖M˚˚
φ,Nf‖Lp ď cpn,N, pq‖M˚

φf‖Lp .

Demonstração. Seja f P S 1pRnq,

M˚˚
φ,Nfpxqp “ sup

yPRn,tą0

#
|f ˚ φtpx ´ yq|p

ˆ
1 ` |y|

t

˙´Np
+

ď
`8ÿ

k“1

sup
2k´1tď|y|ď2kt

#
|f ˚ φtpx ´ yq|p

ˆ
1 ` |y|

t

˙´Np
+

`

sup
|y|ďt

#
|f ˚ φtpx ´ yq|p

ˆ
1 ` |y|

t

˙´Np
+

ď
`8ÿ

k“1

2´Npk´1qp sup
2k´1tď|y|ď2kt

t|f ˚ φtpx ´ yq|pu ` 2Np sup
|y|ďt

t|f ˚ φtpx ´ yq|pu

ď
`8ÿ

k“0

2´Npk´1qp sup
|y|ď2kt

t|f ˚ φtpx ´ yq|pu “
`8ÿ

k“0

2´Npk´1qp sup
|x´y|ď2kt

t|f ˚ φtpyq|pu

“
`8ÿ

k“0

2´Npk´1qp rF ˚
2k
fpxqsp , F ˚

a fpxq “ sup
|x´y|ďat

|f ˚ φtpyq|.

Como

ˆ

Rn

F ˚
a fpxqpdx ď cpn, pqp1 ` aqn

ˆ

Rn

F ˚
1
fpxqpdx (ver Corolário 5.1.9) e F ˚

1
pxq “

M˚
φ pxq temos que

ˆ

Rn

|M˚˚
φ,Nfpxq|pdx ď

`8ÿ

k“0

2´Npk´1qpp1 ` 2kqncpn, pq
ˆ

Rn

M˚
φfpxqpdx,

então de N ą n

p
temos que

‖M˚˚
φ,N‖Lp ď cpn, p,Nq‖M˚

φf‖Lp .

Lema 2.1.6. Sejam ψ P S pRnq e N ą n

2
. Então para cada par de multi-́ındices α e

β P N
n existe cpα, β, n,Nq ą 0 tal que

‖ pψ‖α,β ď cpα, β, n,Nq
ÿ

γďα, γďβ
‖ψ‖β´γ`2N,α´γ.

Demonstração. Seja ζ P R
n. Então pelas propriedades da transformada de Fourier (ver

Teorema 1.4.1), temos

|ζαBβ pψpζq| “
ˇ̌
ˇζαyxβψpζq

ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ {Bαpxβψqpζq

ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

Bα
`
xβψpxq

˘
e´ix¨ζdx

ˇ̌
ˇ̌
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ď
ÿ

γďα

ˆ
α

γ

˙
ˆ

Rn

ˇ̌`
Bγxβ

˘ `
Bα´γψpxq

˘ˇ̌
dx

“
ÿ

γďα, γďβ
cpα, γ, βq

ˆ

Rn

ˇ̌
ˇ̌xβ´γ p1 ` |x|2qN

p1 ` |x|2qN Bα´γψpxq
ˇ̌
ˇ̌ dx

ď
ÿ

γďα, γďβ
cpα, γ, βq‖ψ‖2N`β´γ,α´γ

ˆ

Rn

1

p1 ` |x|2qN dx

ď Cpα, β, n,Nq
ÿ

γďα, γďβ
‖ψ‖2N`β´γ,α´γ.

Lema 2.1.7. Sejam N ą n

2
, φ P S pRnq com

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1. Então para cada ψ P
S pRnq existe uma sequência

 
ηk
(
kPN em S pRnq tal que:

i) ψ “
`8ÿ

k“0

ηk ˚ φ2´k .

ii) Para todo M ą 0 e ‖.‖α,β seminorma em S pRnq temos que

‖ηk‖α,β
2´kM ď 2´kcpα, n,N, φq

ÿ

γďα, γďβ

ÿ

δďα´γ

ÿ

θďδ
‖ψ‖δ´θ`2N,rMs`1`n`β`δ´θ.

Em particular

‖ηk‖α,β
2´kM Ñ 0, k Ñ `8.

Demonstração. Sejam M ą 0 e ψ P S pRnq. Para demonstrar a primeira propriedade

basta exibir a existência de uma sequência
 
ηk
(
k
tal que ψ̂pξq “

`8ÿ

k“0

η̂kpξqφ̂p2´kξq, pois

yφ2´kpζq “ φ̂p2´kζq e pelo Teorema 1.4.3 temos

ψpxq “ F´1

´
ψ̂
¯

pxq

“
`8ÿ

k“0

F´1

´
η̂kφ̂p2´k¨q

¯
pxq

“
`8ÿ

k“0

ηk ˚ φ2´kpxq.

Fixe uma função θ P S pRnq tal que θ̂ P C8
c pRnq, θ̂ “ 1 em Bp0, 1q e supp θ̂ Ă

Bp0, 2q. Definimos ψ̂0pξq .“ θ̂pξq e ψ̂kpξq .“ θ̂p2´kξq ´ θ̂p21´kξq para k P N. Então

• supp ψ̂k Ă Bp0, 2k`1qzBp0, 2k´1q.
É imediato, pois supp θ̂p2´k¨q Ă Bp0, 2k`1q, supp θ̂p21´k¨q Ă Bp0, 2kq e xψk ” 0 em
Bp0, 2k´1q.
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•

Lÿ

k“0

ψ̂kpξq “ θ̂p2´Lξq (é telescópica), no qual 1 “
`8ÿ

k“0

ψ̂kpξq, pois

lim
nÑ8

nÿ

k“0

xψkpξq “ lim
nÑ8

pθp2´nξq “ pθp0q “ 1

Agora de φ̂p0q “
ˆ

Rn

φpxqdx “ 1, afirmamos que para k0 suficientemente grande temos

|φ̂pξq| ě 1

2
para todo ξ P Bp0, 2´pk0´1qq, assim

ψ̂pξq “
`8ÿ

k“0

ψ̂kpξqψ̂pξq

“
`8ÿ

k“0

ψ̂kpξqψpξq
pφp2´pk`k0qξq

pφp2´pk`k0qξq.

Definimos pηkpξq .“
xψkpξq

pφp2´pk`k0qξq
ψ̂pξq que pertenece a S pRnq pois φ̂p2´pk`k0qq ě 1

2
quando

ξ P supp xψk Ă Bp0, 2k`1q, logo o produto pertenece S pRnq . Note também supp pηk Ă
supp xψk Ă Bp0, 2k`1qzBp0, 2k´1q.
Agora provaremos que cada par de multi-́ındices α, β satisfazem

‖ηk‖α,β ď 2´kM2´kcpα, n,N, φq
ÿ

γďα, γďβ

ÿ

δďα´γ

ÿ

θďrMs`1`n`β`δ, θďδ
‖ψ‖δ´θ`2N, rMs`1`n`β`δ´θ

(2.1)

Com efeito:

p2πqn|xαBβηkpxq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

F
 
xαBβηk

(
pζqeix¨ζdζ

ˇ̌
ˇ̌ ď
ˆ

Rn

ˇ̌
Bα

“
F
 

Bβηk
(

pζq
‰ˇ̌
dζ

“
ˆ

Rn

ˇ̌
ˇBα

”
ζβ pηkpζq

ıˇ̌
ˇ dζ “

ˆ

Bp0,2k`1qzBp0,2k´1q

ˇ̌
ˇBα

”
ζβ pηkpζq

ıˇ̌
ˇ dζ

“
ˆ

2k´1ď|ζ|ď2k`1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

γďα

ˆ
α

γ

˙
BγζβBα´γ pηkpζq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ dζ

ď
ÿ

γďα

ˆ
α

γ

˙
ˆ

2k´1ď|ζ|ď2k`1

|Bγζβ||Bα´γ pηkpζq|dζ

ď
ÿ

γďα

ÿ

δďα´γ

ˆ
α

γ

˙ˆ
α ´ γ

δ

˙
ˆ

2k´1ď|ζ|ď2k`1

|Bγζβ||Bδψ̂pζq|
ˇ̌
ˇ̌
ˇB
α´γ´δ

«
xψkpζq

φp2´pk`k0qζq

ffˇ̌
ˇ̌
ˇ dζ,

assim

|xαBβηkpxq| ď c
ÿ

γďα, γďβ

ÿ

δďα´γ

ˆ

2k´1ď|ζ|ď2k`1

|ζβ´γ||Bδψ̂pζq|
ˇ̌
ˇ̌
ˇB
α´γ´δ

«
xψkpζq

φp2´pk`k0qζq

ffˇ̌
ˇ̌
ˇ dζ

(2.2)
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Inicialmente provaremos que para todo α multi-́ındice temos que
ˇ̌
ˇ̌
ˇB
α

«
xψkpζq

φ̂p2´pk`k0qζqq

ffˇ̌
ˇ̌
ˇ ď cαpφ, θq2´k|α|.

Começamos com
ˇ̌
ˇ̌
ˇB
ei

«
xψkpζq

φ̂p2´pk`k0qζqq

ffˇ̌
ˇ̌
ˇ ď 4‖θ̂‖82

´k ` 21´k0‖θ̂‖82
´k‖φ̂‖0,ei

φ̂p2´pk`k0qζq2
ď 2´kcei .

A última desigualdade é valida, pois
1

2
ď φ̂p2´pk`k0qζq2 quando ζ P Bp0, 2k`1qzBp0, 2k´1q.

Para demonstrar a desigualdade com α geral só realizamos o processo de indução. Note
que a função θ está fixada o qual não tem importância e assim cαpφ, θq “ cαpφq.
Voltando para (2.2) temos

|xαBβηkpxq| ď c
ÿ

γďα, γďβ

ÿ

δďα´γ

ˆ

2k´1ď|ζ|ď2k`1

|ζβ´γ||Bδψ̂pζq|cα´γ´δ2
´k|α´γ´δ|dζ

ď C
ÿ

γďα, γďβ

ÿ

δďα´γ
2k|γ`δ|

ˆ

2k´1ď|ζ|ď2k`1

|ζβ´γ||Bδψ̂pζq|dζ

“ C
ÿ

γďα, γďβ

ÿ

δďα´γ
2k|γ`δ|

ˆ

2k´1ď|ζ|ď2k`1

|ζγ`δ||ζM`n`1|

|ζγ`δ||ζM`n`1|
|ζβ´γ||Bδψ̂pζq|dζ

“ C
ÿ

γďα, γďβ

ÿ

δďα´γ
2k|γ`δ|

ˆ

2k´1ď|ζ|ď2k`1

‖ψ̂‖rMs`1`n`β`δ, δ
|ζγ`δ||ζM`n`1|

dζ

ď C
ÿ

γďα, γďβ

ÿ

δďα´γ
2k|γ`δ|‖ψ̂‖rMs`1`n`β`δ, δ 2

´krM`1`|γ`δ|s|Bp0, 1q|
ˆ
2n ´ 1

2n

˙

“ 2´kM2´kC
ÿ

γďα, γďβ

ÿ

δďα´γ
‖ψ̂‖rMs`1`n`β`δ, δ,

logo pelo Lema 2.1.6 temos que para N ą n

2

|xαBβηkpxq| ď 2´kM2´kC
ÿ

γďα, γďβ

ÿ

δďα´γ

ÿ

θďrMs`1`n`β`δ, θďδ
‖ψ‖δ´θ`2N,rMs`1`n`β`δ´θ.

Então para todo ψ P S pRnq temos que

‖ηk‖α,β
2´kM ď 2´kcpα, n,N, φq

ÿ

γďα, γďβ

ÿ

δďα´γ

ÿ

θďδ
‖ψ‖δ´θ`2N,rMs`1`n`β`δ´θ (2.3)

Claramente
‖ηk‖α,β
2´kM ÝÑ 0 quando k Ñ `8.

Lema 2.1.8. Sejam φ P S pRnq com

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1, 0 ă p ă `8 e N ą n

p
. Então

existe um conjunto finito de seminormas F e uma constante cpn, p,N, φq ą 0 tal que
cada f P S 1pRnq satisfaz

‖MFf‖Lp ď cpn, p,N, φq‖M˚
φf‖Lp .
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Demonstração. Definamos F
.“ t‖¨‖α,β : |α| ď n ` 3N ` 1, |β| ď 2N ` 2n ` 2u e seja

ψ P SF . Usando o Lema anterior e pηk ˚ φ2´kqt “ ηkt ˚ pφ2´kqt, podemos escrever

f ˚ ψtpxq “ f ˚
˜

`8ÿ

k“0

ηk ˚ φ2´k

¸

t

pxq “
`8ÿ

k“0

f ˚
`
ηk ˚ φ2´k

˘
t
pxq

“
`8ÿ

k“0

f ˚
`
ηkt ˚ pφ2´kqt

˘
pxq “

`8ÿ

k“0

`
f ˚ ηkt

˘
˚ pφ2´kqtpxq

“
`8ÿ

k“0

`
ηkt ˚ f

˘
˚ pφ2´kqtpxq “

`8ÿ

k“0

ˆ

Rn

pf ˚ pφ2´kqtq px ´ yqηkt pyqdy

“
`8ÿ

k“0

ˆ

Rn

pf ˚ φ2´ktqpx ´ yqη
kpy

t
q

tn

ˆ
1 ` |y|

2´kt

˙N´N
dy

“
`8ÿ

k“0

ˆ

Rn

pf ˚ φ2´ktqpx ´ yq
ˆ
1 ` |y|

2´kt

˙´N ηkpy
t
q

tn

ˆ
1 ` |y|

2´kt

˙N

dy.

Logo,

|f ˚ ψtpxq| ď
`8ÿ

k“0

ˆ

Rn

M˚˚
φ,Nfpxq |η

kpy
t
q|

tn

ˆ
1 ` |y|

2´kt

˙N

dy

“ M˚˚
φ,Nfpxq

`8ÿ

k“0

ˆ

Rn

|ηkpy
t
q|

tn

ˆ
1 ` |y|

2´kt

˙N

dy

“ M˚˚
φ,Nfpxq

`8ÿ

k“0

ˆ

Rn

|ηkpyq|
`
1 ` 2k|y|

˘N
dy

ď M˚˚
φ,Nfpxq

`8ÿ

k“0

ˆ

Rn

2kN |ηkpyq|p1 ` |y|qn`N`1

p1 ` |y|qn`1
dy

ď M˚˚
φ,Nfpxq

`8ÿ

k“0

2kN sup
|α|ďn`N`1

‖ηk‖α,0

ˆ

Rn

1

p1 ` |y|qn`1
dy

“ CpnqM˚˚
φ,Nfpxq

`8ÿ

k“0

2kN sup
|α|ďn`N`1

‖ηk‖α,0.

Aplicando (2.3) para M
.“ N , |α| ď n ` N ` 1 temos que

2kM‖ηk‖α,0 ď 2´kcpα, n,N, φq
ÿ

δďα

ÿ

θďδ
‖ψ‖δ´θ`2N, N`1`n`δ´θ

ď 2´kcpα, n,N, φq
ÿ

|α|ďn`3N`1, |β|ď2n`2N`2

‖ψ‖α,β

ď 2´kcpn,N, φq,

então para todo x P R
n temos

|f ˚ ψtpxq| ď Cpn,N, φqM˚˚
φ,Nfpxq

`8ÿ

k“0

2´k.
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Passando o supremo temos que para todo ψ P SF satisfazMψfpxq ď Cpn,N, φqM˚˚
φ,Nfpxq,

o qual do Lema 2.1.5 temos que

‖MFf‖Lp ď cpn, p,N, φq‖M˚˚
φ,Nf‖Lp ď Cpn, p,N, φq‖M˚

φf‖Lp .

.

Lema 2.1.9. Sejam f P S 1pRnq, φ P S pRnq, R ą 0 e F “ t‖¨‖α,βu|α|ďN,|β|ďM um

conjunto de seminormas em S pRnq. Então existe cpR, φ,Fq ą 0 tal que todo h P
Bp0, Rq satisfaz

Mφp¨`hqfpxq ď cpR, φ,FqMFfpxq, @x P R
n.

Demonstração. Sejam |h| ď R e ‖¨‖α,β P F . Então para todo x P R
n temos.

ˇ̌
xαBβφpx ` hq

ˇ̌
ď |x||α||Bβφpx ` hq| ď p|x ` h| ` |h|q|α| |Bβφpx ` hq|
ď 2|α||x ` h||α||Bβφpx ` hq| ` 2|α||h||α||Bβφpx ` hq|, pa ` bqj ď 2jaj ` 2jbj

ď 2|α|
ÿ

|γ|ď|α|

cγ.α
ˇ̌
px ` hqγBβφpx ` hq

ˇ̌
` 2|α|R|α|‖φ‖0,β

ď cα
ÿ

|γ|ď|α|

‖φ‖γ,β ` cαR
|α|‖φ‖0,β ď cpR, φ,Fq.

Então para toda ‖¨‖α,β P F temos

‖φp¨ ` hq‖α,β ď cpR, φ,Fq,

o que implica Mφp¨`hqfpxq ď cpR, φ,FqMFfpxq, para todo x P R
n.

Lema 2.1.10. Sejam f P S
1pRnq, 0 ă p ă `8, N ą n

p
, φ P S pRnq tal que

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1

e ‖M˚
φf‖Lp ă `8. Então existe uma constante Cpn, p,N, φq ą 0 tal que

‖M˚
φf‖Lp ď Cpn, p,N, φq‖Mφf‖Lp (2.4)

Demonstração. Seja F do Lema 2.1.8 e para λ ą 0 definimos

F
.“
 
x P R

n{ MFfpxq ď λM˚
φfpxq

(
.

Então do Lema 2.1.8 temos
ˆ

F c

|M˚
φfpxq|pdx ď 1

λp

ˆ

F c

|MFfpxq|pdx ď 1

λp

ˆ

Rn

|MFfpxq|pdx

ď cp

λp

ˆ

Rn

|M˚
φfpxq|pdx

ď 1

2

ˆ

Rn

|M˚
φfpxq|pdx.

A última desigualdade é valida ao escolher λ ą 0 tal que 2
1

p c ď λ, então
ˆ

Rn

|M˚
φfpxq|pdx “

ˆ

F

|M˚
φfpxq|pdx `

ˆ

F c

|M˚
φfpxq|pdx
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ď
ˆ

F

|M˚
φfpxq|pdx ` 1

2

ˆ

Rn

|M˚
φfpxq|pdx,

e portanto
ˆ

Rn

|M˚
φfpxq|pdx ď 2

ˆ

F

|M˚
φfpxq|pdx. (2.5)

Afirmação: para p ą q existe uma constante cpn, p,N, φq ą 0 tal que toda x P F satisfaz

M˚
φfpxq ď cpn, p,N, φq rMpMφfqqpxqs

1

q ,

no qual M é a função Maximal de Hardy-Littlewood. Para demonstrar a desigualdade,
vamos a definir

fpx, tq .“ f ˚ φtpxq,
f˚pxq .“ sup

|x´y|ăt
|fpy, tq| “ sup

|x´y|ăt
|f ˚ φtpyq| “ M˚

φfpxq.

Observe que como M˚
φf P LppRnq temos que M˚

φfpxq ă `8 em quase todo ponto.
Assumimos sem perda de generalidade que M˚

φfpxq ă `8, @x P R
n. Seja x P F , pela

definição de M˚
φfpxq existe py, tq P Γpxq “ tpw, sq : |x ´ w| ă su tal que

f˚pxq
2

ď fpy, tq.

Fixemos r ą 0 posteriormente escolhido e assim dado u P Bpy, rtq temos

|fpu, tq ´ fpy, tq| ď |u ´ y| sup
zPru,ys

|∇zfpz, tq| ď rt sup
zPBpy,rtq

|∇zfpz, tq|.

Mas

Bzifpz, tq “ pf ˚ Bziφtqpzq “ 1

t
pf ˚ pBziφqtq pzq

“ 1

t
xf, pBziφqtpz ´ ¨qy “ 1

t

B
f,

1

tn
pBziφq

´x ´ ¨
t

´ h
¯F

“ 1

t
pf ˚ pThBziφqtq pxq,

no qual ht “ x ´ z e Thgpxq .“ gpx ´ hq. Como

|h| “
ˇ̌
ˇx ´ z

t

ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇx ´ y ` y ´ z

t

ˇ̌
ˇ ď t ` rt

t
ď r ` 1

temos

|fpu, tq ´ fpy, tq| ď rt sup
zPBpy,rtq

|∇zfpz, tq| ď rt
?
n sup
zPBpy,rtq

max
i“1,...,n

|Bzifpz, tq|

ď rt
?
n sup

|h|ďr`1

max
i“1,...,n

|
1

t
pf ˚ pThBziφqtq pxq|

“ r
?
n sup

|h|ďr`1

max
i“1,...,n

|pf ˚ pThBziφqtq pxq|

ď r
?
n sup

|h|ďr`1

max
i“1,...,n

MpThBziφqfpxq
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ď r
?
ndMFfpxq ď r

?
ndλM˚

φfpxq,

no qual a penúltima desigualdade é justificada pelo Lema 2.1.9. Portanto como u P
Bpy, rtq é arbitrário, podemos escolher r tal que rd

?
nλ ď 1

4
, assim todo u P Bpy, rtq

satisfaz

|fpu, tq| ě |fpy, tq| ´ |fpy, tq ´ fpu, tq| ě f˚pxq
2

´ f˚pxq
4

,

Logo de Bpy, rtq Ă Bpx, pr ` 1qtq temos

f˚pxqq ď 4q
1

|Bpy, rtq|

ˆ

Bpy,rtq
|fpu, tq|qdu ď 4q

1

|Bpy, rtq|

ˆ

Bpx,pr`1qtq
|fpu, tq|qdu

ď 4q
1

|Bpy, rtq|
|Bpx, pr ` 1qtq|
|Bpx, pr ` 1qtq|

ˆ

Bpx,pr`1qtq
|f ˚ φtpuq|qdu

ď 4q
|Bpx, pr ` 1qtq|

|Bpy, rtq|
1

|Bpx, pr ` 1qtq|

ˆ

Bpx,pr`1qtq
Mφfpuqqdu

ď 4q
|Bpx, pr ` 1qtq|

|Bpy, rtq| M rpMφfqqs pxq

ď 4q
ˆ
1 ` r

r

˙n

M rpMφfqqs pxq.

Portanto como M˚
φfpxq “ f˚pxq e x P F arbitrário, temos

M˚
φfpxq ď cpn, p,N, φq tM rpMφfqqs pxqu

1

q , @ x P F.

Uma vez demonstrada a desigualdade vamos finalizar a prova do Lema. Como 1 ă p

q

então M é cont́ınua em L
p
q pRnq, da continuidade e de (2.5) temos

ˆ

Rn

|M˚
φfpxq|pdx ď 2

ˆ

F

|M˚
φfpxq|pdx ď 2cp

ˆ

F

rMpMφfqqpxqs
p
q dx

ď C‖pMφfqq‖
p
q

L
p
q

“ C‖Mφf‖
p
Lp .

Portanto demonstramos que:

‖M˚
φf‖Lp ď Cpn, p,N, φq‖Mφf‖Lp .

Vamos a demonstrar agora que M˚
φf P LppRnq se Mφf P LppRnq. Para isso vamos a

definir as seguintes funções

M
ε,L
φ fpxq .“ sup

tăε´1

|f ˚ φtpxq| tL

pε ` t ` ε|x|qL ,

M
˚,ε,L
φ fpxq .“ sup

|x´y|ătăε´1

|f ˚ φpyq| tL

pε` t ` ε|y|qL ,
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M
˚˚,ε,L
φ,N fpxq .“ sup

yPRn,tăε´1

|f ˚ φtpx ´ yq tL

pε ` t ` ε|x ´ y|q

ˆ
1 ` |y|

t

˙´N
|

MF
ε,Lfpxq .“ sup

φPSF

M
ε,L
φ fpxq.

e provar algumas proposições.

Proposição 2.1.11. Sejam f P S 1pRnq, φ P S pRnq e 0 ă ε ă 1. Então existe
L “ Lpfq ą 0 tal que M˚,ε,L

φ f P LppRnq.
Demonstração. Desde que f P S 1pRnq, pelo Teorema 1.3.6 existem A “ Apfq,m “
mpfq P N tais que todo ψ P S pRnq satisfaz

|xf, ψy| ď A
ÿ

|α|ďm
sup
xPRn

ˇ̌
p1 ` |x|2qmBαψpxq

ˇ̌
.

Seja x P R
n e |x ´ y| ă t ă ε´1, então pela desigualdade anterior temos

|f ˚ φtpyq| “ |xf, φtpy ´ ¨qy| ď A
ÿ

|α|ďm
sup
zPRn

ˇ̌
p1 ` |z|2qmBαφtpy ´ zq

ˇ̌

“ A
ÿ

|α|ďm
sup
zPRn

ˇ̌
ˇ̌
´
1 ` t2|

z

t
|2q
¯m 1

tn`|α|
pBαφq

´y ´ z

t

¯ˇ̌
ˇ̌

ď A
ÿ

|α|ďm
sup
zPRn

ˇ̌
ˇ̌
„
1 ` t2

´
|
y ´ z

t
| ` |

y

t
|
¯2
m

1

tn`|α|
pBαφq

´y ´ z

t

¯ˇ̌
ˇ̌

ď A
ÿ

|α|ďm

1

tn`|α|
sup
zPRn

"
2m

´
1 ` 4t2|

y ´ z

t
|2
¯m ˇ̌

ˇpBαφq
´y ´ z

t

¯ˇ̌
ˇ ` 8m|y|2m

ˇ̌
ˇpBαφq

´y ´ z

t

¯ˇ̌
ˇ
*

Se 1 ď t :

|f ˚ φtpyq| ď A
ÿ

|α|ďm
sup
zPRn

"
2m

´
1 ` 4t2|

y ´ z

t
|2
¯m ˇ̌

ˇpBαφq
´y ´ z

t

¯ˇ̌
ˇ ` 8m|y|2m

ˇ̌
ˇpBαφq

´y ´ z

t

¯ˇ̌
ˇ
*

ď At2m
ÿ

|α|ďm
sup
zPRn

"
2m

´
1 ` 4|

y ´ z

t
|2
¯m ˇ̌

ˇpBαφq
´y ´ z

t

¯ˇ̌
ˇ ` 8m|y|2m

ˇ̌
ˇpBαφq

´y ´ z

t

¯ˇ̌
ˇ
*

ď At2m
ÿ

|α|ďm

»
–c

ÿ

|β|ď2m

‖φ‖β,α ` c|y|2m‖φ‖0,α

fi
fl ď ε´2m

“
c1pf, φq ` c2pf, φq|y|2m

‰
.

Se 0 ă t ă 1:

|f ˚ φtpyq| ď A

tn`m

ÿ

|α|ďm
sup
zPRn

"
2m

´
1 ` 4t2|

y ´ z

t
|2
¯m ˇ̌

ˇpBαφq
´y ´ z

t

¯ˇ̌
ˇ ` 8m|y|2m

ˇ̌
ˇpBαφq

´y ´ z

t

¯ˇ̌
ˇ
*

|f ˚ φtpyq| ď A

tn`m

ÿ

|α|ďm
sup
zPRn

"
2m

´
1 ` 4|

y ´ z

t
|2
¯m ˇ̌

ˇpBαφq
´y ´ z

t

¯ˇ̌
ˇ ` 8m|y|2m

ˇ̌
ˇpBαφq

´y ´ z

t

¯ˇ̌
ˇ
*

ď A

tn`m

ÿ

|α|ďm

»
–c

ÿ

|β|ď2m

‖φ‖β,α ` c|y|2m‖φ‖0,α

fi
fl ď 1

tn`m
“
c1pf, φq ` c2pf, φq|y|2m

‰
.

Agora mostremos que M˚,ε,L
φ f P LppRnq para L suficientemente grande.
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•

ˆ

Bp0,2pε´1´1qq
M

˚,ε,L
φ fpxqpdx: Seja L ą max t2m,n ` mu. No caso que 1 ď t

quando |x ´ y| ă t ă ε´1 temos

|f ˚ φtpyq| tL

pε ` t ` ε|y|qL ď ε´2mpc1 ` c2|y|
2mq tL

pε ` t ` ε|y|qL
ď ε´2mpc1 ` c2|y|

2mq ď ε´Lpc1 ` c2|y|
2mq.

No caso que 0 ă t ă 1 então 0 ă tL´pn`mq ă 1, quando |x ´ y| ă t ă ε´1 temos

|f ˚ φtpyq| tL

pε` t ` ε|y|qL ď 1

tn`m pc1 ` c2|y|
2mq tL

pε ` t ` ε|y|qL

“ pc1 ` c2|y|
2mq tL´pn`mq

pε ` t ` ε|y|qL ď pc1 ` c2|y|
2mq 1

εL

“ ε´Lpc1 ` c2|y|
2mq.

Assim temos

M
˚,ε,L
φ fpxq ď ε´L sup

|x´y|ătăε´1

pc1 ` c2|y|
2mq.

Quando x P Bp0, 2pε´1 ´ 1qq temos que |y| ď |x ´ y| ` |x| ď 3

ǫ
´ 2, logo

M
˚,ε,L
φ fpxq ď ε´L sup

|x´y|ătăε´1

pc1 ` c2|y|
2mq ď C

εL

o qual
ˆ

Bp0,2pε´1´1qq
M

˚,ε,L
φ fpxqpdx ď

ˆ

Bp0,2pε´1´1qq

Cp

εLp
dx ă `8

•

ˆ

Bp0,2pε´1´1qqc
M

˚,ε,L
φ fpxqpdx:

Quando |x| ě 2pε´1 ´ 1q temos que

ε

2
|x| ď ε ` ε|x| ´ 1 ď ε ` t ` ε|x| ´ εt,

como

ε|x| ď ε|x ´ y| ` ε|y| ď εt ` ε|y|,

logo

ε

2
|x| ď ε ` t ` ε|x| ´ εt ď ε ` t ` ε|y|,

assim para |x ´ y| ă t ă ε´1 temos

pc1 ` c2|y|
2mqtL

pε ` t ` ε|y|qL ď 2L
pc1 ` c2|y|

2mqtL
εL|x|L

ď tL
2L

εL
rc1 ` c2pε´1 ` |x|q2ms

|x|L
.
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No caso que 1 ď t temos

|f ˚ φtpyq| tL

pε` t ` ε|y|qL ď ε´2m pc1 ` c2|y|
2mqtL

pε ` t ` ε|y|qL

ď ε´2mtL
2L

εL
rc1 ` c2pε´1 ` |x|q2ms

|x|L

ď ε´2m´2L2L
rc1 ` c2pε´1 ` |x|q2ms

|x|L
.

No caso que 0 ă t ă 1, como L ą m ` n temos

|f ˚ φtpyq| tL

pε ` t ` ε|y|qL ď 1

tn`m
pc1 ` c2|y|

2mqtL
pε ` t ` ε|y|qL

ď tL´pn`mq2
L

εL
rc1 ` c2pε´1 ` |x|q2ms

|x|L

ď ε´L2L
rc1 ` c2pε´1 ` |x|q2ms

|x|L
.

Logo

χBp0,2pε´1´1qqpxqM˚,ε,L
φ fpxq “ χBp0,2pε´1´1qqpxq sup

|x´y|ătăε´1

|f ˚ φtpyq| tL

pε` t ` ε|y|qL

ď ε´2m´2L2L
rc1 ` c2pε´1 ` |x|q2ms

|x|L
.

Desde que para L “ Lpfq ą 0 suficientemente grande a função

gpxq “ ε´2m´2L2LχBp0,2pε´1´1qqpxqc1 ` c2pε´1 ` |x|q2m
|x|L

P LppRnq,

o qual de

χBp0,2pε´1´1qqM
˚,ε,L
φ fpxq ď gpxq,

temos que χBp0,2pε´1´1qqM
˚,ε,L
φ f P LppRnq

Portanto de ambas as contas temos que para L “ Lpfq ą 0 suficientemente grande
M

˚,ε,L
φ f P LppRnq para todo 0 ă ε ă 1.

Observe que L ą 0 é independente de φ P S pRnq e 0 ă ε ă 1 mas dependente da
f P S 1pRnq.

Proposição 2.1.12. Sejam f P S 1pRnq, φ P S pRnq, 0 ă p ă `8, N ą n

p
, 0 ă ε ă 1

e L ą 0. Então existe cpn,N, pq ą 0 tal que

‖M˚˚,ε,L
φ,N f‖Lp ď cpn,N, pq‖M˚,ε,L

φ f‖Lp .
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Demonstração. Vamos a trabalhar similarmente ao Lema 2.1.5

M
˚˚,ε,L
φ fpxqp “ sup

yPRn,tăε´1

#
|f ˚ φtpx ´ yq|p tLp

pε ` t ` ε|x ´ y|qLp
ˆ
1 ` |y|

t

˙´Np
+

ď
`8ÿ

k“1

sup
2k´1ď|y|ď2kt,tăε´1

#
|f ˚ φtpx ´ yq|p tLp

pε ` t ` ε|x ´ y|qLp
ˆ
1 ` |y|

t

˙´Np
+

` sup
|y|ďt,tăε´1

#
|f ˚ φtpx ´ yq|p tLp

pε ` t ` ε|x ´ y|qLp
ˆ
1 ` |y|

t

˙´Np
+

ď
`8ÿ

k“1

2´Npk´1qp sup
2k´1ď|y|ď2kt,tăε´1

"
|f ˚ φtpx ´ yq|p tLp

pε ` t ` ε|x ´ y|qLp
*

` sup
|y|ďt,tăε´1

"
|f ˚ φtpx ´ yq|p tLp

pε ` t ` ε|x ´ y|qLp
*

ď
`8ÿ

k“0

2´Npk´1qp sup
|y|ď2kt,tăε´1

"
|f ˚ φtpx ´ yq|p tLP

pε ` t ` ε|x ´ y|qLp
*

“
`8ÿ

k“0

2´Npk´1qp sup
|x´y|ď2kt,tăε´1

"
|f ˚ φtpyq|p tLP

pε ` t ` ε|y|qLp
*

“
`8ÿ

k“0

2´Npk´1qp
”
F

˚,ε,L
2k

fpxq
ıp
,

no qual F ˚,ε,L
a fpxq .“ sup

|y|ďat,tăε´1

|f ˚ φtpyq| tL

pε` t ` ε|y|qL . Mas pelo Lema 5.1.9

ˆ

Rn

“
F ˚,ε,L
a fpxq

‰p
dx ď cpn, pqp1 ` aqn

ˆ

Rn

”
F

˚,ε,L
1

fpxq
ıp
dx,

então de N ą n

p
e F ˚,ε,L

1
fpxq “ M

˚,ε,L
φ fpxq temos que

ˆ

Rn

M
˚˚,ε,L
φ fpxqpdx ď

`8ÿ

k“0

2´Npk´1qpp1 ` 2kqcpn, pq
ˆ

Rn

”
F

˚,ε,L
1

fpxq
ıp
dx

“
`8ÿ

k“0

2´Npk´1qpp1 ` 2kqncpn, pq
ˆ

Rn

M
˚,ε,L
φ fpxqpdx

ď Cpn,N, pq
ˆ

Rn

M
˚,ε,L
φ fpxqpdx.

Portanto ‖M˚˚,ε,L
φ,N f‖Lp ď Cpn,N, pq‖M˚,ε,L

φ f‖Lp .

Observe que a constante é independente de L ą 0 e ε ą 0.

Proposição 2.1.13. Sejam f P S 1pRnq, 0 ă p ă `8, φ P S pRnq com
ˆ

Rn

φpxqdx “ 1,

N ą n

p
, 0 ă ε ă 1 e L ą 0. Então existem uma constante cpn, p,N, L, φq ą 0 e um

conjunto finito de seminormas F tal que

‖M ε,L
F f‖Lp ď cpn, p,N, L, φq‖M˚,ε,L

φ f‖Lp .
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Demonstração. Definimos F
.“ t‖¨‖α,βu|α|ď3N`n`1`L,|β|ď2N`2n`2`L, sejam ψ P SF e x P

R
n. Para t ă ε´1 fazemos o mesmo que no Lema 2.1.8 e temos

|f ˚ ψtpxq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

`8ÿ

k“0

ˆ

Rn

pf ˚ φ2´ktqpx ´ yqt´nηk
´y
t

¯ˆ
1 ` |y|

2´kt

˙N´N
dy

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ,

assim

|f ˚ ψtpxq| tl

pε ` t ` ε|x|qL

ď tLp2´ktqL´L

pε ` t ` ε|x|qL
`8ÿ

k“0

ˆ

Rn

pf ˚ φ2´ktqpx ´ yqt´n |ηkpy
t
q|

pε ` 2´kt ` ε|x ´ y|qL´L

ˆ
1 ` |y|

2´kt

˙N´N
dy

ď M
˚˚,ε,L
φ,N fpxq tL

pε` t ` ε|x|qL
`8ÿ

k“0

ˆ

Rn

p2´ktq´L

pε ` 2´kt ` ε|x ´ y|q´L t
´n

ˆ
1 ` |y|

2´kt

˙N

|ηkpy
t

q|dy.

Como

ε ` 2´kt ` ε|x ´ y|

ε ` t ` ε|x|
ď ε ` t ` ε|x ´ y|

ε ` t ` ε|x|
ď

1 ` ε
ε`t |x ´ y|

1 ` ε
ε`t |x|

ď
1 ` ε

ε`t |x| ` ε
ε`t |y|

1 ` ε
ε`t |x|

ď 1 `
ε
ε`t |y|

1 ` ε
ε`t |x|

ď 1 ` ε

ε ` t
|y| ď 1 ` |y|

t
,

então substituindo na desigualdade anterior temos

|f ˚ ψtpxq|tL
pε ` t ` ε|x|qL ď M

˚˚,ε,L
φ,N fpxqtL

`8ÿ

k“0

ˆ

Rn

p2´ktq´L
ˆ
1 ` |y|

t

˙Lˆ
1 ` |y|

2´kt

˙N

t´n
ˇ̌
ˇηk

´y
t

¯ˇ̌
ˇ dy

“ M
˚˚,ε,L
φ,N fpxq

`8ÿ

k“0

2kL
ˆ

Rn

p1 ` |y|qLp1 ` 2k|y|qN |ηkpyq|dy

ď M
˚˚,ε,L
φ,N fpxq

`8ÿ

k“0

2kpL`Nq
ˆ

Rn

p1 ` |y|qL p1 ` |y|qN`n`1

p1 ` |y|qn`1
|ηkpyq|dy

ď M
˚˚,ε,L
φ,N fpxq

`8ÿ

k“0

2kpL`Nq sup
|α|ďN`n`1`L

‖ηk‖α,0

ˆ

Rn

1

p1 ` |y|qn`1
dy

ď cpnqM˚˚,ε,L
φ,N fpxq

`8ÿ

k“0

2kpN`Lq sup
|α|ďN`n`1`L

‖ηk‖α,0.

Aplicando o (2.3) para M “ N ` L, |α| ď N ` n ` 1 ` L temos

2kpN`Lq‖ηk‖α,0 ď 2´kcpn,N, L, φq
ÿ

δďα

ÿ

θďδ
‖ψ‖δ´θ`2N,N`1`n`δ´θ

ď 2´kcpn,N, L, φq
ÿ

|α|ď3N`n`1`L,|β|ď2N`2n`2`L

‖ψ‖α,β

ď 2´kcpn,N, L, φq,
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assim, para todo x P R
n temos que

M
ε,L
ψ fpxq “ sup

tăε´1

|f ˚ ψtpxq| tL

pε ` t ` ε|x|qL ď Cpn,N, L, φqM˚˚,ε,L
φ,N fpxq

`8ÿ

k“0

2´k

ď Cpn,N, L, φqM˚˚,ε,L
φ,N fpxq.

Como ψ P SF é x P R
n são arbitrários, então pela Proposição 2.1.12 temos que

‖M ε,L
F f‖Lp ď Cpn,N, L, φq‖M˚˚,ε,L

φ,N f‖Lp ď cpn, p,N, L, φq‖M˚,ε,L
φ f‖.

Observe que a constante é independente de ε ą 0 mas depende de L ą 0 só nas
seminormas F , o qual se limitamos superiormente L por outra constante fixada então
a constante da proposição anterior queda livre do L.

Proposição 2.1.14. Sejam f P S 1pRnq, 0 ă p ă `8, φ P S pRnq com
ˆ

Rn

φpxqdx “ 1,

N ą n

p
, 0 ă ε ă 1 e L “ Lpfq ą 0 suficientemente grande. Então existe uma constante

cpn, p,N, L, φq ą 0 tal que

‖M˚,ε,L
φ f‖Lp ď cpn, p,N, L, φq‖Mφf‖Lp .

Demonstração. Seja F “ t‖¨‖α,βu|α|ď3N`n`1`L,|β|ď2N`2n`2`L, para λ ą 0 definimos o
conjunto

F
.“
!
x P R

n : M ε,L
F fpxq ď λM

˚,ε,L
φ fpxq

)
,

então pela Proposição 2.1.13 temos
ˆ

F c

M
˚,ε,L
φ fpxq ď 1

λp

ˆ

F c

M
ε,L
F fpxqpdx ď 1

λp

ˆ

Rn

M
ε,L
F fpxqpdx

ď cp

λp

ˆ

Rn

M
˚,ε,L
φ fpxqpdx ď 1

2

ˆ

Rn

M
˚,ε,L
φ fpxqpdx.

A última desigualdade é valida ao escolher λ ą 0 tal que
cp

λp
ď 1

2
, então

ˆ

Rn

M
˚,ε,L
φ fpxqpdx “

ˆ

F

M
˚,ε,L
φ fpxqpdx `

ˆ

F c

M
˚,ε,L
φ fpxqpdx

ď
ˆ

F

M
˚,ε,L
φ fpxqpdx ` 1

2

ˆ

Rn

M
˚,ε,L
φ fpxqpdx,

portanto
ˆ

Rn

M
˚,ε,L
φ fpxqpdx ď 2

ˆ

F

M
˚,ε,L
φ fpxqp (2.6)

Afirmação: Para p ą q existir uma constante cpn, p,N, L, φq ą 0 tal que todo x P F

satisfaz

M
˚,ε,L
φ fpxq ď cpn, p,N, L, φq rMpMφfqqpxqs

1

q .
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Definamos novamente como no Lema 2.1.10

fpx, tq .“ f ˚ φtpxq,

observe que o Lpfq suficientemente grande temos pela Proposição 2.1.11 que M˚,ε,L
φ f P

LppRnq o qual podemos assumir sem perda de generalidade que M˚,ε,L
φ fpxq ă `8 para

todo x P R
n. Seja x P F , pela definição existem |x ´ y| ă t ă ε´1 tal que

1

2
M

˚,ε,L
φ fpxq ď fpy, tq tL

pε ` t ` ε|y|qL .

Fixemos r ą 0 posteriormente escolhido, para todo u P Bpy, rtq temos

|fpu, tq ´ fpy, tq| ď rt sup
zPBpy,rtq

|▽zfpz, tq| ď rε´1 sup
zPBpy,rtq

|▽zfpz, tq|

ď rε´1c sup
zPBpy,rtq

max
i“1,...,n

|Bzifpz, tq|

“ rε´1c sup
|h|ďr`1

max
i“1,...,n

|pf ˚ pThBziφqtq pxq| ,

no qual ht “ x´ z e Thgpxq .“ gpx´ hq, a última igualdade da acima é obtida como no
Lema 2.1.10. Logo

|fpu, tq ´ fpy, tq| tL

pε` t ` ε|y|qL ď rε´1c sup
|h|ďr`1

max
i“1,...,n

|pf ˚ pThBziφqtq pxq| tL

pε ` t ` ε|y|qL

“ rε´1c sup
|h|ďr`1

max
i“1,...,n

M
ε,L
ThBziφ

fpxq

ď rε´1cdM
ε,L
F fpxq ď rε´1cdλM

˚,ε,L
φ fpxq.

A penúltima desigualdade é obtida pelo Lema 2.1.9. Escolhemos r ą 0 tal que

rcdε´1λ ď 1

4
, então para todo u P Bpy, rtq temos que

|fpu, tq| ě |fpu, tq| tL

pε ` t ` ε|y|qL ě |fpy, tq|tL
pε ` t ` ε|y|qL ´ |fpu, tq ´ fpy, tq|L

pε ` t ` ε|y|qL

ě 1

2
M

˚,ε,L
φ fpxq ´ 1

4
M

˚,ε,L
φ fpxq “ 1

4
M

˚,ε,L
φ fpxq,

como Bpy, rtq Ă Bpx, pr ` 1qtq. Logo

M
˚,ε,L
φ fpxqq ď 4q

1

|Bpy, rtq|

ˆ

Bpy,rtq
|fpu, tq|qdu ď 4q

|Bpy, rtq|

ˆ

Bpx,pr`1qtq
|fpu, tq|qdu

“ 4q

|Bpy, rtq|
|Bpx, pr ` 1qtq|
|Bpx, pr ` 1qtq|

ˆ

Bpx,pr`1qtq
|f ˚ φtpuq|qdu

ď 4q
|Bpx, pr ` 1qtq|

|Bpy, rtq|

„
1

|Bpx, pr ` 1qtq|

ˆ

Bpx,pr`1qtq
Mφfpuqqdu



ď 4q
|Bpx, pr ` 1qtq|

|Bpy, rtq| M rpMφfqqs pxq
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ď 4q
ˆ
1 ` r

r

˙n

M rpMφfqqs pxq.

Então cada x P F satisfaz

M
˚,ε,L
φ fpxq ď cpn, p,N, L, φq tM rpMφfqqs pxqu

1

q ,

mas de (2.6), 1 ă p

q
e M é continua em L

p
q pRnq, temos que

ˆ

Rn

M
˚,ε,L
φ fpxqpdx ď 2

ˆ

F

M
˚,ε,L
φ fpxqpdx ď 2cp

ˆ

F

pM rpMφfqqs pxqq
p
q dx

ď cpn, p,N, L, φq‖pMφfqq‖
p
q

L
p
q

ď Cpn, p,N, L, φq‖Mφf‖
p
Lp .

Portanto está demonstrado que

‖M˚,ε,L
φ f‖Lp ď cpn, p,N, L, φq‖Mφf‖Lp .

Observe que a constante é independente de ǫ ą 0, também de L ą 0 se o limitamos
por cima.

Lema 2.1.15. Seja φ P S pRnq com

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1, então M˚
φf P LppRnq se Mφf P

LppRnq.

Demonstração. Sejam f P S 1pRnq e φ P S pRnq tal que Mφf P LppRnq. Fixemos
L “ Lpfq ą 0 suficientemente grande, pela Proposição 2.1.14 existe cpn, p,N, L, φq ą 0
tal que cada 0 ă ε ă 1 satisfaz

‖M˚,ε,L
φ f‖Lp ď cpn, p,N, L, φq‖Mφf‖Lp ,

então pelo Lema de Fatou temos:

ˆ

Rn

M˚
φfpxqpdx “

ˆ

Rn

lim
nÑ`8

”´
M

˚, 1
n
,L

φ fpxq
¯pı

dx “
ˆ

Rn

lim inf
nÑ`8

”´
M

˚, 1
n
,L

φ fpxq
¯pı

dx

ď lim inf
nÑ`8

ˆ

Rn

´
M

˚, 1
n
,L

φ fpxq
¯p
dx ď C

ˆ

Rn

Mφfpxqpdx

ă `8.

Teorema 2.1.16 (Teorema de Caracterização Maximal). Seja f P S 1pRnq e seja 0 ă
p ă `8. Então são equivalentes:

(i) Existe φ P S pRnq com

ˆ

Rn

φpxqdx ‰ 0 tal que Mφf P LppRnq;

(ii) Existe φ P S pRnq com

ˆ

Rn

φpxqdx ‰ 0 tal que M˚
φf P LppRnq;
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(iii) Existe uma coleção finita F de seminormas em S pRnq tal que MFf P LppRnq.

Além disso,

‖Mφf‖Lp » ‖M˚
φf‖Lp » ‖MFf‖Lp .

Demonstração.

• i) ñ ii):

Sem perda de generalidade podemos assumir que

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1, então pelo Lema

2.1.15 e (2.4) temos que

‖M˚
φf‖Lp ď c‖Mφf‖Lp ă `8.

• ii) ñ iii):

Sem perda de generalidade podemos assumir que

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1. Então pelo

Lema 2.1.8 temos a existência da F tal que

‖MFf‖Lp ď c‖M˚
φf‖Lp ă `8,

isto é MFf P LppRnq.

• iii) ñ i):

Basta com escolher φ P S pRnq com

ˆ

Rn

φpxqdx ‰ 1, então pela observação na

definição 2.1.4 temos que existe c ą 0 tal que

‖Mφf‖Lp ď c‖MFf‖Lp ă `8,

isto é Mφf P LppRnq.

Observe que a equivalência entre as “normas” é de graça.

Observação 2.1.17. Observe que o teorema anterior permite a HppRnq ser indepen-

dente de φ P S pRnq com

ˆ

Rn

φpxqdx ‰ 0, pois para N ą n

p
e a coleção finita de semi-

normas F “ t‖¨‖α,βu|α|ďn`3N, |β|ď2N`2n`2
em S pRnq temos que

c1‖f‖φ ď ‖MFf‖Lp ď c2‖f‖φ.

O qual temos ‖f‖ψ » ‖f‖φ para qualquer outra ψ P S pRnq com
ˆ

Rn

ψpxqdx ‰ 0. Assim

HppRnq é independente das funções e HppRnq “ Hp
φpRnq.

Podemos definir HppRnq como o conjunto das f P S 1pRnq tais que MFf P LppRnq,
no qual F é o conjunto de seminormas da observação anterior. Também podemos definir

‖¨‖Hp : HppRnq ÝÑ R
`

f ÞÝÑ ‖f‖Hp
.“ ‖MFf‖Lp .
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2.2 Propriedades do espaço HppRnq
Nesta seção vamos a provar algumas propriedades do espaço HppRnq.

Proposição 2.2.1. Seja h P R
n e λ ą 0. Então todo f P HppRnq satisfaz

‖Thf‖Hp “ ‖f‖Hp , ‖fpλ¨q‖Hp “ λ
´n

p ‖f‖Hp ,

no qual xThf, φy .“ xf, T´hφy “ xf, φp¨ ` hqy e xfpλ¨q, φy .“ xf, φλy.

Demonstração. É imediato pois para todo x P R
n, φ P S pRnq e f P S 1pRnq temos

MφpThfqpxq “ pMφfqpx ´ hq;
pMφfpλ¨qqpxq “ pMφfqpλxq.

Assim, conclúımos que para tudo f P HppRnq temos

‖Thf‖Hp “ ‖MFpThfq‖Lp “ ‖MFf‖Lp “ ‖f‖Hp

‖fpλ¨q‖Hp “ ‖MFfpλ¨q‖Lp “ λ
´n

p ‖MFf‖Lp “ λ
´n

p ‖f‖Hp

Proposição 2.2.2. Seja φ P C8
c pRnq radial e não negativa com

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1. Se

1 ă p ă `8, então HppRnq “ LppRnq. Além disso, existem constantes universais
c1, c2 ą 0 tais que para toda f P HppRnq satisfaz

c1‖f‖Lp ď ‖Mφf‖Lp ď c2‖f‖Lp .

Demonstração.

• LppRnq Ă Hp
φpRnq:

Seja f P LppRnq, claramente f P S 1pRnq pois a aplicação definida por ψ ÝÑ
ˆ

Rn

fpxqψpxqdx
para todo ψ P S pRnq é uma distribuição temperada. Desde que LppRnq Ă
L1

loc
pRnq, pela Proposição 1.5.1 temos que

Mφfpxq “ sup
tą0

|f ˚ φtpxq| ď
ˆ
ˆ

Rn

φpyqdy
˙
Mfpxq “ Mfpxq,

o qual da continuidade deM, operador Maximal de Hardy-Littlewood, em LppRnq
para p ą 1 temos que

ˆ
ˆ

Rn

Mφfpxqpdx
˙ 1

p

ď ‖Mf‖Lp ď c‖f‖Lp ă `8.

Portanto f P HppRnq e ‖Mφf‖Lp ď c‖f‖Lp .
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• Hp
φpRnq Ă LppRnq:

Seja f P Hp
φpRnq vamos provar que existe f0 P LppRnq tal que para toda ψ P

S pRnq satisfaz

xf, ψy “
ˆ

Rn

f0pxqψpxqdx.

Definimos fj
.“ f ˚ φtj para tj ě 0 tal que tj ÝÑ 0. Então tfjuj é limitada em

LppRnq pois
ˆ

Rn

|fjpxq|pdx “
ˆ

Rn

|f ˚ φtjpxq|pdx ď
ˆ

Rn

Mφfpxqpdx “ ‖Mφf‖
p
Lp ă `8,

como LppRnq é Banach e reflexivo, então existe uma subsequência tfjku
k
e f0 P

LppRnq tais que fjk á f0 em σpLppRnq, Lp1pRnqq (convergência fraca). Como
S pRnq Ă Lp

1pRnq temos que para cada ψ P S pRnq, satisfaz
ˆ

Rn

fjkpxqψpxqdx ÝÑ
ˆ

Rn

f0pxqψpxqdx,

e assim fjk ÝÑ f0 em S 1pRnq. Pela aproximação da identidade temos que fjk ÝÑ
f em S 1pRnq e segue da unicidade do limite que como distribuição f0 “ f . Além
disso, note que se g0 P LppRnq é tal que como distribuição é igual a f , então como
C8
c pRnq Ă S pRnq temos que para cada ψ P C

8
c pRnq, satisfaz

ˆ

Rn

f0pxqψpxqdx “
ˆ

Rn

g0pxqψpxqdx,

isto é f0 “ g0. Com isto acabamos de mostrar que Hp
φpRnq Ă LppRnq.

Por outro lado,

|fpxq| ď |fpxq ´ f ˚ φtpxq| ` |f ˚ φtpxq|,

então

‖f‖Lp ď ‖f ´ f ˚ φt‖Lp ` ‖Mφf‖Lp ,

e como ‖f ´ f ˚ φt‖Lp ÝÑ 0 quando t Ñ 0, segue que

‖f‖Lp ď ‖Mφf‖Lp .

De ambas inclusões e das desigualdades conclúımos que HppRnq “ Hp
φpRnq “ LppRnq e

‖f‖Hp » ‖Mφf‖Lp » ‖f‖Lp .

Proposição 2.2.3. Seja φ P C8
c pRnq radial e não negativa com

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1. H1pRnq Ă
L1pRnq. Além disso, ‖f‖L1 À ‖f‖H1 para toda f P H1pRnq.

Demonstração. Seja f P H1pRnq “ H1

φpRnq e uma sequência ttjuj positiva tal que

tj ÝÑ 0. Definimos fj
.“ f ˚ φtj , logo tfjuj é limitada em L1pRnq pois

‖fj‖L1 ď ‖Mφf‖L1 ă `8.
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Como L1pRnq Ă MpRnq isometricamente via a aplicação f ÞÑ fdλ, no qual MpRnq
é o espaço de medidas de Borel complexas e regulares, λ é a medida de Lebesgue.
Lembremos que

I : MpRnq ÝÑ C0pRnq˚

µ ÞÝÑ Iµpψq .“
ˆ

Rn

ψdµ, @ψ P C0pRnq,

é um isomorfismo isométrico (ver Proposição 1.1.19). Então
 
Ifjdλ

(
é limitada em

C0pRnq, logo pelo Teorema 1.2.8 e pela isometŕıa de I, existem uma subsequência tfjku
e µ P MpRnq tais que para cada ψ P C0pRnq, satisfaz

ˆ

Rn

pf ˚ φtjk qpxqψpxqdx ÝÑ
ˆ

Rn

ψpxqdµ,

em particular também satisfaz para toda ψ P S pRnq Ă C0pRnq. Agora vamos mostrar
que existe f0 P L1pRnq tal que dµ “ f0dλ, para isto usaremos o Teorema 1.1.15 que nos
permite escrever

µ “ f0dλ ` µs,

no qual f0 P L1pRnq e µs K λ. Para provar que µs “ 0, basta demonstrar a seguinte
propriedade:

λpEq ñ µpEq “ 0.

Sem perda da generalidade podemos assumir que µ é positiva. Como µ é regular
(medida de Radon), temos que

µpEq “ sup tµpKq : K Ă E, K compactou ,

então basta provar a propriedade para os compactosK. SejaK compato com λpKq “ 0,
então existe uma sequência tψlu em C8

c pRnq Ă C0pRnq tal que

• 0 ď ψℓ ď 1;

• ψℓ “ 1 em K,

• supp ψl Ă K ` Bp0, 1
ℓ
q.

Aplicando o Teorema 1.1.8 temos que

µpKq “
ˆ

K

1dµ “ lim
ℓÑ`8

ˆ

Rn

ψℓpxqdµ.

Seja ǫ ą 0, logo para algum ℓ0 temos que se ℓ ě ℓ0, satisfaz

µpKq ď
ˆ

Rn

ψℓpxqdµ ` ǫ

3
ď
ˆ

K`Bp0, 1
ℓ

q
pf ˚ φtjk qpxqψℓpxqdx ` ǫ

3
` ǫ

3
,

no qual k ě k0. Essa ultima desigualdade é obtida pelo fato de
ˆ

Rn

pf ˚ φtjk qpxqψℓpxqdx ÝÑ
ˆ

Rn

ψℓpxqdµ,
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então como |f ˚ φtpxq| ď Mφfpxq, do Teorema 1.1.8 ao fazer ℓ Ñ `8 e de fazer ǫ Ñ 0
temos que

µpKq ď
ˆ

K

Mφfpxqdx “ 0.

Da mesma forma que para o caso p ą 1 podemos provar que f0 é único e ‖f‖L1 ď
‖Mφf‖L1 À ‖f‖H1 . Portanto temos provada a proposição.

Definição 2.2.4. Uma quase-norma em um espaço vetorial X sobre um corpo real ou
complexo é uma função ‖¨‖ : X ÝÑ r0,`8q, que satisfaz:

i) ‖x‖ “ 0 se e somente se x “ 0;

ii) ‖αx‖ “ |α|‖x‖, para todo x P X e α P R ou C;

iii) Existe uma constante C ě 1 tal que para quaisquer x1, x2 P X,

‖x1 ` x2‖ ď Cp‖x1‖ ` ‖x2‖q.

Proposição 2.2.5. O espaço HppRnq é normado para 1 ď p ă `8 e métrico para
0 ă p ă 1 no qual a métrica é dada por dpf, gq “ ‖f ´ g‖p

Hp. Além disso, ‖¨‖p
Hp é uma

quase-norma para 0 ă p ă 1.

Demonstração. Fixe φ P C8
c pRnq com

ˆ

Rn

φpxqdx ‰ 0

• Seja 1 ď p ă `8. Satisfazem as seguintes propriedades:

i) ‖Mφp¨q‖Lp é não negativa:

É imediato da definição.

ii) ‖Mφf‖Lp “ 0 se e somente se f “ 0:
Seja f P HppRnq tal que ‖Mφf‖Lp “ 0, logo pelas Proposições 2.2.2 e 2.2.3
temos que ‖f‖Lp ď ‖Mφf‖Lp “ 0, portanto f “ 0 em LppRnq e logo f “ 0
como distribuição.
Se f “ 0 é imediato da definição que ‖Mφf‖Lp “ 0.

iii) ‖Mφpcfq‖Lp “ |c|‖Mφf‖Lp para todo c P C:

É imediato da definição que |c|Mφfpxq “ Mφpcfqpxq, então a propriedade é
verdadeira.

iv) ‖Mφpf ` gq‖Lp ď ‖Mφf‖Lp ` ‖Mφg‖Lp para todo f, g P HppRnq:
Para f, g P HppRnq temos da definição queMφpf`gqpxq ď Mφfpxq`Mφgpxq,
como Mφf,Mφg P LppRnq então

‖Mφpf ` gq‖Lp ď ‖Mφf ` Mφg‖Lp ď ‖Mφf‖Lp ` ‖Mφg‖Lp .

Portanto das propriedades anteriores temos que pHppRnq, ‖Mφp¨q‖Lpq é nor-
mado.

• Seja 0 ă p ă 1:
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i) dpf, gq “ 0 se e somente se f “ g:
Sejam f, g P HppRnq tais que dpf, gq “ 0 e F o conjunto das seminormas em
S pRnq do Teorema 2.1.16. Seja ψ P S pRnq arbitrário, definimos a função
Φ em S pRnq como Φpxq “ ψp´xq. Então de (2.4), pela observação da
Definição 2.1.4 e pelo Teorema 2.1.16 temos

‖M˚
Φ

pf ´ gq‖Lp ď c‖MΦpf ´ gq‖Lp ď c1‖MFpf ´ gq‖ ď c2‖Mφpf ´ gq‖Lp “ 0.

Da desigualdade anterior temos sup
tą0

sup
|x´y|ăt

t|pf ´ gq ˚ Φtpyq|u “ M˚
Φ

pf ´ gqpxq “ 0

em quase todo ponto, então existe uma sequência xn ÝÑ 0 quando n Ñ `8
tal que para todo t ą 0, |xn´y| ă t temos |pf´gq˚Φtpyq| “ 0. Em particular
para t “ 1 e y “ xn, assim

xf ´ g, ψy “ pf ´ gq ˚ Φp0q “ lim
nÑ`8

pf ´ gq ˚ Φpxnq “ 0.

Como ψ P S pRnq é arbitrário, então f “ g.

ii) dpf, hq ď dpf, gq ` dpg, hq para todo f, g, h P S pRnq:
Sejam f, g, h P S pRnq, então pela sublinearidade de Mφ e a propriedade
pa ` bqp ď ap ` bp para a, b ě 0 e 0 ă p ă 1 temos que

dpf, hq “
ˆ

|Mφpf ´ hqpxq|p dx ď
ˆ

|Mφpf ´ gqpxq ` Mφpg ´ hqpxq|p dx

ď
ˆ

tpMφpf ´ gqpxqqp ` pMφpg ´ hqpxqqpu dx “ dpf, gq ` dpg, hq.

Então das propriedades anteriores temos que pHppRnq, dq é métrico. Para
provar que ‖¨‖Hp é uma quase-norma segue de

ˆ
ˆ

pMφpf ` gqpxqqp dx
˙ 1

p

ď
ˆ
ˆ

pMφpxqqp dx `
ˆ

pMφgpxqqp dx
˙ 1

p

ď 2
1

p

ˆ
ˆ

pMφfpxqqp
˙ 1

p

` 2
1

p

ˆ
ˆ

pMφgpxqqp
˙ 1

p

.

A última desigualdade é obtida pela propriedade pa` bqr ď 2rar ` 2rbr para
a, b, r ě 0.

Proposição 2.2.6. O espaço HppRnq é completo com a métrica definida anteriormente.

Demonstração. Fixemos φ P C8
c pRnq com

ˆ

Rn

φpxqdx ‰ 0. Quando p ą 1 é imediato,

pois HppRnq “ LppRnq e ‖Mφp¨q‖Lp » ‖¨‖Lp . Agora trabalhemos o caso 0 ă p ă 1.
Seja tfnun uma sequência de Cauchy em HppRnq. Primeiro mostremos que tfnunPN é
de Cauchy em S 1pRnq. Seja ψ P S pRnq
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• Se

ˆ

Rn

ψpxq ‰ 0, definimos Φ P S pRnq como Φpxq .“ ψp´xq. Observe que pela

definição, cada |x ´ y| ă 1 satisfaz

|f ˚ Φpxq| ď M˚
Φ
fpyq,

então para |y| ă 1 temos

|xfn, ψy ´ xfm, ψy| “ |pfn ´ fmq ˚ Φp0q| ď M˚
Φ

pfn ´ fmqpyq.

Logo

|Bp0, 1q||xfn, ψy ´ xfm, ψy|p “
ˆ

Bp0,1q
|xfn, ψy ´ xfm, ψy|pdy ď

ˆ

Bp0,1q
M˚

Φ
pfn ´ fmqpyqpdy,

assim

|xfn, ψy ´ xfm, ψy|p ď 1

|Bp0, 1q|

ˆ

Bp0,1q
M˚

Φ
pfn ´ fmqpyqpdy

ď 1

|Bp0, 1q|

ˆ

Rn

M˚
Φ

pfn ´ fmqpyqpdy

ď c

ˆ

Rn

MΦpfn ´ fmqpyqpdy “ c‖fn ´ fm‖Hp ,

a última desigualdade foi obtida por (2.4). Como tfnun é de Cauchy em HppRnq,
então txfn, ψyun é de Cauchy.

• Seja

ˆ

Rn

ψpxqdx “ 0. Consideremos ψ ` φ e φ, como

ˆ

Rn

pψ ` φqpxqdx ‰ 0 e
ˆ

Rn

φpxqdx ‰ 0 temos que

‖Mpψ`φqf‖Lp » ‖Mφf‖Lp ,

então pelo caso anterior temos que txfn, ψ ` φyunPN e txfn, φyunPN são de Cauchy,
portanto txfn, ψyunPN “ txfn, ψ ` φy ´ xfn, φyunPN é de Cauchy.

Portanto de ambos casos temos que txfn, ψyunPN é de Cauchy para toda ψ P S pRnq,
isto é, tfnunPN é de Cauchy em S 1pRnq. Como S 1pRnq é completo, existe f P S 1pRnq
tal que fn ÝÑ f em S 1pRnq.

Agora mostraremos que f P HppRnq. Como tfnun é de Cauchy, então podemos
assumir que para todo j P N temos

‖fj ´ fj`1‖
p
φ ď 2´j.

De fn ÝÑ f em S 1pRnq temos que para todo t ą 0 satisfaz

|pf ´ fnq ˚ φtpxq| “ |xf ´ fn, φtpx ´ ¨qy|

“
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

`8ÿ

j“n
xfj`1 ´ fj, φtpx ´ ¨qy

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
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ď
`8ÿ

j“n
|xfj`1 ´ fj, φtpx ´ ¨qy|

“
`8ÿ

j“n
|pfj`1 ´ fjq ˚ φtpxq|

ď
`8ÿ

j“n
Mφpfj`1 ´ fjqpxq,

assim passando ao supremo

Mφpf ´ fnqpxqp ď
˜

`8ÿ

j“n
Mφpfj`1 ´ fjqpxq

¸p

ď
`8ÿ

j“n
Mφpfj`1 ´ fjqpxqp.

Logo
ˆ

Mφpf ´ fnqpxqpdx ď
ˆ `8ÿ

j“n
Mφpfj`1 ´ fjqpxqpdx ď

`8ÿ

j“n

ˆ

Mφpfj`1 ´ fjqpxqpdx

“
`8ÿ

j“n
‖fj`1 ´ fj‖

p
φ ď

`8ÿ

j“n
2´j “ 2´n`1,

então f P HppRnq pois fn ´ f P HppRnq, além disso fn ÝÑ f em HppRnq.

Proposição 2.2.7. Toda f P H1pRnq satisfaz

ˆ

Rn

fpxqdx “ 0.

Demonstração. Fixemos φ P C8
c pRnq com

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1. Seja f P H1pRnq, então pela

Proposição 2.2.3 temos f P L1pRnq o qual

ˆ

Rn

fpxqdx e f̂ estão bem definidas. Seja

t ą 0, para ζ P R
n temos

{pf ˚ φtqpζq “ f̂pζqφ̂tpζq “ f̂pζqφ̂ptζq,

em particular {pf ˚ φtqp0q “ f̂p0q, pois φ̂p0q “
ˆ

Rn

φpxqdx “ 1. Fazendo conta temos

|f̂p0q ´ {pf ˚ φtqpζq| “
ˇ̌
ˇ {pf ˚ φtqp0q ´ {pf ˚ φtqpζq

ˇ̌
ˇ ď p2πq´n

2

ˆ

Rn

|1 ´ e´iăx,ζą||f ˚ φtpxq|dx

ď p2πq´n
2

ˆ

Rn

|1 ´ e´iăx,ζą|Mφfpxqdx,

então pelo Teorema 1.1.8 temos que |f̂p0q ´ f̂pζqφ̂ptζq| “ |f̂p0q ´ {pf ˚ φtqpζq| ÝÑ 0 quando

ζ ÝÑ 0. Logo para ε ą 0 existe ζ ą 0 suficientemente pequeno tal que |f̂p0q ´ f̂pζqφ̂ptζq| ă ε

2
,

como φ̂ P S pRnq o qual lim
xÑ8

φ̂pxq “ 0 e t ą 0 foi arbitrário, então temos que existe

t ą 0 suficientemente grande tal que |f̂pζqφ̂ptζq| ď ‖f‖L1 |φ̂ptζq| ď ε

2
, assim

|f̂p0q| ď |f̂p0q ´ f̂pζqφ̂ptζqq| ` |f̂pζqφ̂ptζq| ă ε

2
` ε

2
ă ε.

Fazendo ε ÝÑ 0 temos

ˆ

Rn

fpxqdx “ f̂p0q “ 0.
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2.3 Teorema da decomposição de Calderón-Zygmund

Esta seção é dedicada ao Teorema da Decomposição de Calderón-Zygmund, que
será usado para provar o Teorema da Decomposição Atômica.

Definição 2.3.1. Definimos o conjunto An,N como o conjunto das funções φ P C8
c pRnq

tais que

• supp φ Ď B, no qual B é uma bola de raio r.

• |Bαφpxq| ď r´n´|α|, @ |α| ď N .

Lema 2.3.2. Sejam f P S 1pRnq, F “ FN
.“ t‖¨‖α,β : |α|, |β| ď Nu. Então existe

AN ą 0 tal que para toda φ P An,N temos

|xf, φy| ď ANMFfpxq, @ x P B,

no qual B é a bola de raio r para φ mencionada anteriormente na definição.

Demonstração. Seja φ P An,N com B a bola de raio r para φ mencionada na definição
anterior. Seja x P B e definimos ψpxq .“ φp´rx`xq, claramente temos supp ψ Ă Bp0, 2q.
Além disso, para cada x P R

n e |α|, |β| ď N satisfaz

|xαBβψpxq| ď |x||α|r|β||Bβφp´rx ` xq| ď 2Nr´n.

Assim 2´Nrnψ P SF e, além disso

MFfpxq ě |f ˚ p2´Nrnψqrpxq| “ |xf, p2´Nrnψqrpx ´ ¨qy|

“ 2´N |xf, rnψrpx ´ ¨qy| “ 2´N |xf, ψ
ˆ
x ´ ¨
r

˙
y|

“ 2´N |xf, φy|, ψ

ˆ
x ´ x

r

˙
“ φ

ˆ
´rpx ´ x

r
q ` x

˙
“ φpxq.

Logo de x P B arbitrário temos

|xf, φy| ď 2NMFfpxq, @ x P B.

Observação 2.3.3. Uma consequência direta do Lema anterior é que existe AN ą 0
tal que:

xf, φy ď ANMFfpxq, @ x P B.

Teorema 2.3.4. (Decomposição de Whitney) Seja F Ă R
n fechado. Então existe uma

coleção de cubos diádicos tQkuk tais que:

• Ω
.“ F c “

ď

k

Qk.

• Existem c1pnq, c2pnq ą 0 tais que

c1pnqdiampQkq ď dpQk, F q ď c2pnqdiampQkq.
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• A interseção ocorre apenas nos bordos, isto é para todo Qk, Ql temos

Q˝
k X Q˝

l “ ∅.

Aqui denotamos Q˝
k o interior de Qk.

Demonstração. Fixemos uma constante c ą 0 a ser escolhida posteriormente. Seja Q0

a famı́lia de cubos diádicos de lado 1. Para k P Z, definimos

Ωk
.“
 
y P R

n{c2´k ď dpy, F q ă c2´k`1
(
,

Qk
.“ 2´kQ0,

Fk
.“ tQ P Qk{ Q X Ωk ‰ ∅u .

Sejam Q P Fk e y P Q X Ωk. Para cada x P Q arbitrário temos

dpx, F q ď dpx, yq ` dpy, F q ď
?
n2´k ` c2´k`1 “

ˆ
1 ` 2c?

n

˙
diampQq.

Também

dpx, F q ě dpy, F q ´ dpx, yq ě c2´k ´
?
n2´k “

ˆ
c?
n

´ 1

˙
diampQq.

Agora escolhemos c ą ?
n e as constantes positivas c1

.“ c?
n

´ 1, c2
.“ 1 ` 2c?

n
temos

c1diampQq ď dpQ,F q ď c2diampQq, @ k P Z, @ Q P Fk.

Da desigualdade temos que 0 ă dpQ,F q, além disso Q Ă F c “ Ω pois F é fechado.

Afirmamos que Ω “
ď

kPZ

ď

QPFk

Q, pois

Ω “
ď

kPZ
Ωk “

ď

kPZ

ď

QPQk

pΩk X Qq “
ď

kPZ

ď

QPFk

Ωk X Q

Ă
ď

kPZ

ď

QPFk

Q Ă
ď

kPZ

ď

QPFk

Ω “ Ω.

Além disso os cubos só podem se interceptar em seus bordos dois a dois, pois para
cubos com o mesmo tamanho a condição é verdadeira (os interiores são disjuntos) e no
caso que Qk e Qj sejam cubos distintos na famı́lia que não satisfazem a condição temos
que um deles está contido no outro. Suponhamos que Qk Ă Qj isto é j ă k, então
2´k`1 ď 2´j e existe y P Qj X Qk tal que

dpy, F q ă c2´k`1 ď c2´j ď dpy, F q,

que é uma contradição.

Observação 2.3.5. Observe que 1 ă c2 e podemos escolher c ą 0 tal que 1 ă c1 (por
exemplo c “ 3

?
n). Além disso, as constantes são independentes do conjunto fechado

F .
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Denotaremos agora Qpx, rq como o cubo com centro em x e lado r. Também para
Q “ Qpx, rq, denotamos Qs .“ Qpx, srq para s ą 0. A seguir enunciamos um Teorema
chamado decomposição de Calderón-Zygmund.

Teorema 2.3.6 (Decomposição de Calderón-Zygmund). Sejam φ P C8
c pBp0, 1qq com

ˆ

Rn

φpxqdx ‰ 0, F “ FN e
n

n ` 1
ă p ď 1. Dados f P pL1

loc X Hpq pRnq e λ ą 0,

podemos escrever f “ g ` b tal que:

(i) Existe cpφ, n,Nq ą 0 tal que ‖g‖L8 ď cpφ, n,Nqλ.

(ii) b “
ÿ

kPZ
bk, supp bk Ă Q1`s

k ,

ˆ

Rn

bkpxqdx “ 0 e

ˆ

Rn

pMφbkpxqqpdx ď Cpφ, n, p,Nq
ˆ

Q1`s
k

pMFfpxqqpdx.

(iii)
Ť
kQ

1`s
k “ tx P R

n{ MFfpxq ą λu e a famı́lia
 
Q1`s
k

(
k
tem a propriedade da

interseção limitada.

Demonstração.

(iii) Definimos

Ω
.“
"
x P R

n : λ ă MFfpxq “ sup
ΦPSF

MΦfpxq
*

“
ď

ΦPSF

tx P R
n : λ ă MΦfpxqu

“
ď

ΦPSF

ď

tą0

tx P R
n : λ ă |f ˚ Φt pxq|u ,

que é aberto, pois da continuidade de f˚Φt temos que cada tx P R
n : λ ă |f ˚ Φt pxq|u

é aberto. Aplicando o Teorema da decomposição de Whitney para Ωc, temos a
existência da famı́lia tQkuk de cubos diádicos tais que

• Ω “
ď

k

Qk.

• Existem c1 ą 1 e c2 ą 1 tais que para todo Qk temos

c1diam Qk ď dpQk,Ω
cq ď c2diam Qk.

Considere ℓk “ 2´k e Qk “ Qkpxk, ℓkq . Seja y P Q1`s
k arbitrário, tal que 0 ă s ă

c1 ´ 1. Note que

dpy,Ωcq ě dpxk,Ωcq ´ dpxk, yq ě dpQk,Ω
cq ´ ℓkp1 ` sq

?
n

ě c1ℓk
?
n ´ ℓkp1 ` sq

?
n “

?
npc1 ´ p1 ` sqqℓk

ą 0,

assim y P Ω (Ωc é fechado), o qual Q1`s
k Ă Ω . Logo Ω “ Ť

kQ
1`s
k pois Ω “Ť

kQk Ă Ť
kQ

1`s
k Ă Ť

k Ω “ Ω.
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Agora mostremos a propriedade da interseção limitada. Seja y P Q1`s
k X Q1`s

j ,
logo

c1
?
n2´j ď dpQj,Ω

cq ď dpxj,Ωcq
ď dpxj, yq ` dpy,Ωcq
ď dpxj, yq ` dpQ1`s

k ,Ωcq ` diam Q1`s
k

ď
?
np1 ` sq2´j ` dpQk,Ω

cq `
?
np1 ` sq2´k

ď
?
np1 ` sq2´j ` c2

?
n2´k `

?
np1 ` sq2´k.

A última desigualdade também é valida se trocarmos j por k, logo

2|k´j| ď c2 ` 1 ` s

c1 ´ p1 ` sq ,

o qual

|k ´ j| ď
ln

´
c2`1`s
c1´p1`sq

¯

ln2
.

Assim cada cubo Q1`s
k no máximo só pode ser intersectado por um número fi-

nito fixo vezes (dependente só de n pois as constantes são) por cubos na famı́lia 
Q1`s
j

(
j
, isto verifica a propriedade. Denotamos a esse número como γpnq.

(i) Seja Q “ Qpz0, 1q o cubo diádico canônico de lado 1. Fixemos Φ P C8
c pRnq tal

que:

• supp Φ Ă Q1`a, com 0 ă a ă s.

• Φ ” 1 em Q.

• 0 ď Φ ď 1.

Definimos ψkpxq .“ Φ

ˆ
x ´ xk

ℓk
` z0

˙
que claramente supp ψk Ă Q1`a

k e ψk ” 1

em Qpxk, ℓkq. A propriedade da interseção limitada permite definir as seguintes
funções:

ψpxq .“
ÿ

k

ψkpxq, ηkpxq .“ ψkpxq
ψpxq .

Logo se cumprem as seguintes propriedades:

• supp ηk Ă Q1`a
k , pois supp ηk Ă supp ψk Ă Q1`a

k .

• A propriedade de interseção finita permite definir
ÿ

k

ηk além disso χΩ “
ÿ

k

ηk,

pois ηk é nula em Ωc e em Ω temos

ÿ

k

ηk “
ÿ

k

ψk

ψ
“

ř
k ψkř
k ψk

“ 1.
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• χΩ ď ψ ď γpnqχΩ.
Isto é verificado, pois ψ é nulo em Ωc e, por outro lado, desde que Ω “ Ť

kQk,
ψk ” 1 em Qk, 0 ď ψk ď 1 e da propriedade de interseção finita temos que
para x P Ω vale

1 ď
ÿ

k

ψkpxq ď γpnq.

•
ψk

γpnq ď ηk ď 1, da desigualdade anterior e da definição de ηk.

• Para x P Qk temos |Bαψpxq| ď cαpnqℓ´|α|
k , pois para os cubos Qj que tem

interseção com Qk temos
ℓk

ℓj
“ 2j´k ď c2 ` 1 ` s

c1 ´ p1 ` sq e assim

|Bαψpxq| ď
ÿ

j

|Bαψjpxq| ď
ÿ

Qj : QjXQk‰∅

ℓ
´|α|
j

ˇ̌
ˇ̌pBαΦq

ˆ
x ´ xj

ℓj
` z0

˙ˇ̌
ˇ̌

ď
ÿ

Qj : QjXQk‰∅

ˆ
c2 ` 1 ` s

c1 ´ p1 ` sq

˙|α|

ℓ
´|α|
k ‖BαΦ‖8

ď γpnq
ˆ
c2 ` 1 ` s

c1 ´ p1 ` sq

˙|α|

ℓ
´|α|
k ‖BαΦ‖8 “ cαpnqℓ´|α|.

•

ˆ

Rn

ηkpxqdx » ℓnk pois supp ηk Ă Q1`a
k e

ℓnk
γpnq ď 1

γpnq

ˆ

Qpxk,ℓkq
1dx ď 1

γpnq

ˆ

Qpxk,p1`aqℓkq
ψkdx

ď
ˆ

Qpxk,p1`aqℓkq
ηkdx ď

ˆ

Qpxk,p1`aqℓkq
1dx

“ p1 ` aqnℓnk .

• |Bαηkpxq| ď cαpnqℓ´|α|
k . De fato, considere α “ ei então

|Beiηkpxq| “
ˇ̌
ˇ̌B
eipψkpxqq
ψpxq ´ ψkpxqBeiψpxq

ψpxq2
ˇ̌
ˇ̌

ď
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
BeiΦpx´xk

ℓk
q

ℓk

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ` ‖Φ‖8

ci

ℓk

ď p‖BeiΦ‖8 ` ‖Φ‖8ciq ℓ´1

k “ ciℓ
´1

k .

Por indução, podemos concluir que para α geral temos a desigualdade,

|Bαηkpxq| ď cαpnqℓ´|α|
k . (2.7)

Agora definamos as funções g, b e bk como:

• bk
.“ pf ´ ckqηk, no qual ck

.“
´

Rn fηkdx
´

Rn ηkdx
. Disto segue que

ˆ

Rn

bkpxqdx “ 0.
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• b
.“
ÿ

k

bk que está bem definido pela propriedade da interseção limitada.

• g
.“ χΩcf `

ÿ

k

ckηk.

Observe que f “ g ` b.
Afirmação:

|ck| ď cpn,Nqλ. (2.8)

Com efeito:
Observe que Bpxk, p1 ` c2q

?
nℓkq X Ωc ‰ ∅, pois

dpxk,Ωcq ď dpQk,Ω
cq ` diampQkq ď p1 ` c2q

?
nℓk.

Assim podemos escolher xk P Bpxk, p1`c2q?
nℓkqXΩc. Por outro lado, supp ηk Ă

Bpxk, p1 ` c2q
?
nℓkq e

|Bαηkpxq| ď cαℓ
´|α|
k “ cαℓ

´n´|α|
k ℓnk “ dαℓ

n
k

“
p1 ` c2q

?
nℓk

‰´n´|α|

isto é
ηk

dℓnk
P An,N , no qual d “ max

|α|ďN
tdαu. Então pelo Lema 2.3.2 temos

|ck| “
ˇ̌
ˇ̌xf, ηk
´

Rn ηk
y
ˇ̌
ˇ̌ ď γpnq

ˇ̌
ˇ̌xf, ηk

ℓnk
y
ˇ̌
ˇ̌ “ γpnqd

ˇ̌
ˇ̌xf, ηk

dℓnk
y
ˇ̌
ˇ̌

ď γpnqdANMFfpxq ď γpnqdAN λ,

assim para cpn,Nq “ max tγpnqdAN , 1u temos |ck| ď cpn,Nqλ. Agora mostremos
|gpxq| ď cpφ, n,Nqλ em quase todo ponto. Se x P Ω, temos

|gpxq| “ |
ÿ

k

ckηkpxq| ď
ÿ

k

|ck|ηkpxq

ď cpn,Nqλ
ÿ

k

ηkpxq “ cpn,NqλχΩpxq “ cpn,Nqλ.

Se x P Ωc podemos assumir sem perda de generalidade que

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1 (ne-

cesária para aproximação da identidade), Logo em quase todo ponto temos

|gpxq| “ |fpxq| “ lim
tÑ0

|f ˚ φt pxq|
ď Mφfpxq ď cpφ,NqMFfpxq
ď cpφ,Nqλ.

De ambos casos conclúımos que para cpφ, n,Nq “ max tcpφ,Nq, cpn,Nqu temos

|gpxq| ď cpφ, n,Nqλ,

o qual ‖g‖L8 ď cpφ, n,Nq.

(ii) Afirmação:
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a) Mφbkpxq ď rcpφ, n,NqMFfpxq, x P Q1`s
k .

b) Mφbkpxq ď rrcpφ, n,Nqλ ℓn`1

k

|x ´ xk|n`1
, x R Q1`s

k .

Vamos provar (a). Seja x P Q1`s
k Ă Ω então pela sublinearidade de Mφ e (2.8)

temos

Mφbkpxq “ Mφppf ´ ckqηkqpxq ď Mφpfηkqpxq ` |ck|Mφpηkqpxq
“ sup

tą0

|fηk ˚ φtpxq| ` cpn,Nqλ sup
tą0

|ηk ˚ φtpxq|

ď sup
tą0

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

fpyqηkpyqφtpx ´ yqdy
ˇ̌
ˇ̌ ` cpn,Nqλ‖ηk‖8

ˆ

Rn

φtpyqdy

ď sup
tą0

|ă f, ηt ą| ` cpn,Nqλ

ď sup
tą0

|ă f, ηt ą| ` cpn,NqMFfpxq,

no qual ηtpyq .“ ηkpyqφtpx ´ yq e x P Ω portanto MFfpxq ą λ. Observe que
supp ηt Ă Bpx, tq X Qpxk, p1 ` sqℓkq.

• Se ℓk ď t, então supp ηt Ă Bpxk, p1 ` sq?
nℓkq, x P Bpxk, p1 ` sq?

nℓkq e de
(2.7) temos que

|Bαηtpxq| ď Aαpφ, nq
“?
np1 ` sqℓk

‰´n´|α|
.

• Se t ă ℓk, então supp η
t Ă Bpx, tq e de (2.7) temos que

|Bαηtpxq| ď Bαpφ, nqt´n´|α|.

Assim escolhendo Apφ, n,Nq “ max
|α|ďN

tAαpφ, nq, Bαpφ, nqu temos
ηt

A
P An,N , o qual

pelo Lema 2.3.2 podemos ajustar por uma constante tal que para todo t ą 0 temos

|xf, ηty| ď Apφ, n,NqMFfpxq.

Então

Mφpbkqpxq ď sup
tą0

|xf, ηty| ` cMFfpxq ď pA ` cqMFfpxq

“ rcpφ, n,NqMFfpxq.

Vamos a provar (b):

Dado que x R Q1`s
k temos |x ´ y| ě

?
n

2
ℓkps ´ aq e |x ´ xk| ě 1 ` s

2
ℓk. Agora

mostremos que para y P Q1`a
k se cumpre |x ´ y| » |x ´ xk|. De fato,

|x ´ y| ď |x ´ xk| ` |xk ´ y| ď |x ´ xk| `
?
np1 ` aqℓk

ď |x ´ xk| ` 2
?
n
1 ` a

1 ` s
|x ´ xk|

“ c1|x ´ xk|.
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A outra desigualdade

|x ´ xk| ď |x ´ y| ` |y ´ xk| ď |x ´ y| `
?
np1 ` aqℓk

ď |x ´ y| `
?
np1 ` aq 2?

nps ´ aq |x ´ y|

“ c2|x ´ y|.

• Se
|x ´ xk|

c2t
ě 1, então

ˇ̌
ˇx ´ y

t

ˇ̌
ˇ ě 1 o qual φt

´x ´ y

t

¯
“ 0 e portanto bk ˚ φtpxq “ 0

pois supp bk Ă supp ηk Ă Q1`a
k .

• Se
|x ´ xk|

c2t
ă 1, então como

ˆ

Rn

bkpxqdx “ 0 temos

bk ˚ φtpxq “ 1

tn

ˆ

Rn

bkpyqφ
´x ´ y

t

¯
dy

“ 1

tn

ˆ

Rn

bkpyq
”
φ
´x ´ y

t

¯
´ φ

´x ´ xk

t

¯ı
dy

“ I1 ´ I2,

no qual

I1 “ 1

tn

ˆ

Rn

fpyqηkpyq
”
φ
´x ´ y

t

¯
´ φ

´x ´ xk

t

¯ı
dy,

I2 “ ck

tn

ˆ

Rn

ηkpyq
”
φ
´x ´ y

t

¯
´ φ

´x ´ xk

t

¯ı
dy.

Para I1, definamos Ψtpyq .“ ηkpyq
tn

”
φ
´x ´ y

t

¯
´ φ

´x ´ xk

t

¯ı
. Temos que

|BαΨtpyq| ď aαpφ, nq ℓk

|x ´ xk|n`1
ℓ

´|α|
k . De fato, para α “ ei temos.

|BeiΨtpyq| “ 1

tn

ˇ̌
ˇ̌Beiηkpyq

”
φ
´x ´ y

t

¯
´ φ

´x ´ xk

t

¯ı
` ηkpyqBeiφpx´y

t
q

t

ˇ̌
ˇ̌

ď 1

tn
ceiℓ

´1

k |
y ´ xk

t
| ` 1

tn`1
‖Beiφ‖8

ď 1

tn`1

“
cei

?
np1 ` aq ` ‖Beiφ‖8

‰

ď c2
n`1

|x ´ xk|n`1

“
cei

?
np1 ` aq ` ‖Beiφ‖8

‰ ℓk

ℓ
|ei|
k

“ aei
ℓk

|x ´ xk|n`1
ℓ

´|ei|
k .

Usando a desigualdade (2.7) e

ˇ̌
ˇBα

´
φ
´x ´ ¨

t

¯
´ φ

´x ´ xk

t

¯¯ˇ̌
ˇ ď 1

t|α|
‖Bαφ‖8.

se prova no processo de indução a desigualdade da acima para Ψt. As-

sim, para todo |α| ď N temos que |BαΨtpyq| |x ´ xk|
n`1

ℓn`1

k

ď rApφ, n,Nq ℓ´n´|α|
k .
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Além disso, supp Ψt Ă supp ηk Ă Bpxk, p1 ` c2q?
nℓkq e x P Bpxk, p1 `

c2q?
nℓkq. Logo ajustando por uma constanteRpφ, n,Nq ą 0 tal que

1

R
Ψt |x ´ xk|

n`1

ℓn`1

k

P An,N ,

podemos aplicar o Lema 2.3.2 e assim

xf, 1
R
Ψt |x ´ xk|

n`1

ℓn`1

k

y ď ANMFfpxq ď ANλ.

Logo

|I1| “
ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

fpyqΨtpyqdy
ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
xf,Ψty

ˇ̌

“ ℓn`1

k

|x ´ xk|n`1
R

ˇ̌
ˇ̌xf, |x ´ xk|

n`1

Rℓn`1

k

Ψty
ˇ̌
ˇ̌ ď ANλR

ℓn`1

k

|x ´ xk|n`1
.

Para I2:

|I2| “
ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

ckηkpyq
tn

”
φpx ´ y

t
q ´ φpx ´ xk

t
q
ı
dy

ˇ̌
ˇ̌

ď |ck|

tn

ˆ

Q1`a
k

ˇ̌
ˇφpx ´ y

t
q ´ φpx ´ xk

t
q
ˇ̌
ˇ dy

ď |ck|

tn

ˆ

Q1`a
k

‖φ1‖
|y ´ xk|

t
dy

ď cλ

tn`1
‖φ1‖|Q1`a

k |p1 ` aqℓk
?
n

ď cλ
c2
n`1

|x ´ xk|n`1
‖φ1‖p1 ` aqn`1ℓn`1

k

?
n.

Então usando ambas desigualdades para todo t temos

|bk ˚ φtpxq| ď |I1| ` |I2|

ď RANλ
ℓn`1

k

|x ´ xk|n`1
`

?
n‖φ1‖p1 ` aqn`1c2

n`1cλ
ℓn`1

k

|x ´ xk|
.

Portanto de ambos casos temos a desigualdade

Mφbkpxq ď rrcpφ, n,Nqλ ℓn`1

k

|x ´ xk|n`1
, @ x R Q1`s

k .

Agora faremos a conta usando a), b) e
n

n ` 1
ă p ď 1 para concluir que.

ˆ

Rn

pMφbkpxqqpdx “
ˆ

Q1`s
k

pMφbkpxqqpdx `
ˆ

RnzQ1`s
k

pMφbkpxqqpdx

ď rcp
ˆ

Q1`s
k

pMFfpxqqpdx ` rrcpλpℓpn`1qp
k

ˆ

RnzQ1`s
k

1

|x ´ xk|pn`1qpdx

ď rcp
ˆ

Q1`s
k

pMFfpxqqpdx ` rrcpλpℓpn`1qp
k

ˆ

Bpxk, ℓk2 p1`sqqc

1

|x ´ xk|pn`1qpdx
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“ rcp
ˆ

Q1`s
k

pMFfpxqqpdx ` rrcpλpℓpn`1qp
k

ˆ `8

ℓk
2

p1`sq

ˆ

Sn´1

rn´1

rpn`1qpdσpx1qdr

“ rcp
ˆ

Q1`s
k

pMFfpxqqpdx ` rrcp|Sn´1|λp
ℓnk

ppn ` 1q ´ n

p1 ` sqn´np´p

2n´np´p

“ rcp
ˆ

Q1`s
k

pMFfpxqqpdx ` |Sn´1|
rrcp

ppn ` 1q ´ n

p1 ` sq´np´p

2n´np´p

ˆ

Q1`s
k

λpdx

ď rcp
ˆ

Q1`s
k

pMFfpxqqpdx ` |Sn´1|rrcp
ppn ` 1q ´ n

p1 ` sq´np´p

2n´np´p

ˆ

Q1`s
k

pMFfpxqqpdx

“ Cpφ, n, p,Nq
ˆ

Q1`s
k

pMFfpxqqpdx,

e dessa forma o teorema está conclúıdo.

A seguir vamos a estender o Teorema de decomposição de Calderón-Zygmund para
todo 0 ă p ă 1.

Proposição 2.3.7 (Decomposição de Calderón-Zygmund generalizada). Nas mesmas
hipóteses do Teorema 2.3.6, mas agora com p ą 0 arbitrário, podemos escrever f “ g`b
tal que:

(i) Existe cpφ, n, d,Nq ą 0 tal que ‖g‖L8 ď cpφ, n,Nqλ.

(ii) b “
ÿ

kPZ
bk, supp bk Ă Q1`s

k com as condições de momento

ˆ

Rn

bkpxqxαdx “ 0, @ |α| ď d, no qual

Z
n

ˆ
1

p
´ 1

˙^
ď d.

Além disso,

ˆ

Rn

pMφbkpxqqpdx ď Cpφ, n, p,Nq
ˆ

Q1`s
k

pMFfpxqqpdx.

(iii)
Ť
kQ

1`s
k “ tx P R

n{ MFfpxq ą λu e a famı́lia
 
Q1`s
k

(
k
tem a propriedade da

interseção limitada.

Demonstração.

(iii) Fazemos o mesmo que no Teorema 2.3.6 e temos a propriedade.

(i) Fixemos d P N posteriormente escolhido e considere a medida dµk
.“ ηkdx, no

qual as funções ηk são aquelas definidas no Teorema 2.3.6. Denotamos os espaços
Hk .“ L2pQ1`s

k , dµkq ,Hd os polinômios em Q1`s com grau não maior a d, Hk
d os

polinômios em Q1`s
k com grau não maior a d.
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Considere o produto interior ă g, h ą1

.“
ˆ

Q1`s
k

ghdµk. Fixemos uma base teαu|α|ďd

ortonormal em Hk
d, no qual e0

.“ 1b
´

Rn ηkdx
. Definamos a projeção,

P d
k : S

1pRnq ÝÑHk
d

f ÞÑpP d
k fqpxq .“

ÿ

|α|ďd
ă f, eαηk ą eαpxq,

e definamos os bk como

bk
.“ pf ´ P d

k fqηk.

Denotamos ck
.“ P d

k f e também definimos g e b do mesmo modo que no teorema
anterior. Observe que no teorema anterior os bk são os mesmo quando d “ 0.
Agora provaremos que

|ckηk| ď cpn, d,Nqλ. (2.9)

Com efeito:
Em Hk

d podemos definir 3 normas:

‖q‖Qk

.“
ˆ
ˆ

Qk

|q|2dx

˙ 1

2

,

‖q‖Q1`s
k

.“
˜
ˆ

Q1`s
k

|q|2dx

¸ 1

2

,

‖q‖k,d
.“ ?ă q, q ą1.

Também podemos definir as seguintes normas em Hd:

‖q‖8
.“ sup
xPQ1`s

|qpxq|,

‖q‖Q
.“
ˆ
ˆ

Q

|q|2dx

˙ 1

2

,

‖q‖Q1`s
.“
ˆ
ˆ

Q1`s

|q|2dx

˙ 1

2

.

Vamos fazer algumas observações:

• γ1pn, dq‖q‖Q1`s ď ‖q‖Q ď γ2pn, dq‖q‖Q1`s , pois o espaço é de dimensão finita.
Observe que as constantes são independentes de s, pois só precisamos fixar
um tal que 0 ă s ă c1pnq ´ 1.

• ‖q‖Q1`s
k

» ‖q‖k,d, pois

1

γpnq

ˆ

Qk

|qpxq|2dx ď
ˆ

Qk

|qpxq|2ηkpxqdx ď
ˆ

Q1`s
k

|qpxq|2ηkpxqdx
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ď
ˆ

Q1`s
k

|qpxq|2dx,

pois ηk ” 1 em Qk e 0 ď ηk ď 1. Por outro lado, seja yk o vértice inferior de

Qk. Aplicando a mudança de variável
x ´ yk

lk
“ y temos

ˆ

Qk

|qpxq|2dx “
ˆ

Q

|qpyℓk ` ykq|2ℓnkdy

“ ℓnk‖qk‖
2

Q, qkpyq .“ yℓk ` y, e Q é o cubo canônico.

Assim
ˆ

Qk

|qpxq|2dx ě ℓnkγ
2

1
‖qk‖

2

Q1`s “ γ2
1

ˆ

Q1`s
k

|qpxq|2dx.

Na penúltima igualdade foi feito o uso da mudança de variável x “ ylk ` yk.
Juntando ambas desigualdades temos

γ2
1

γpnq

ˆ

Q1`s
k

|qpxq|2dx ď 1

γpnq

ˆ

Qk

|qpxq|2dx ď
ˆ

Q1`s
k

|qpxq|2ηkpxqdx

ď
ˆ

Q1`s
k

|qpxq|2dx,

o qual

γ1a
γpnq

‖q‖Q1`s
k

ď ‖q‖k,d ď ‖q‖Q1`s
k
.

• sup
xPQ1`s

k

|Bβqpxq| ď σβpn, dqℓ´n
2

´|β|

k ‖q‖Q1`s
k
, q P Hk

d.

Dado que

Bβ : pHd, ‖¨‖Q1`sq ÝÑ pHd, ‖¨‖8q
p ÞÝÑ Bβp,

é linear entre espaços de dimensão finita, temos que existe σβpn, dq ą 0 tal
que para todo p P Hd satisfaz

sup
xPQ1`s

|Bβppxq| ď σβpn, dq‖p‖Q1`s .

Logo mudando de variável temos que para todo q P Hk
d satisfaz

sup
xPQ1`s

k

|Bβqpxq| ď σβpn, dq‖q‖Q1`s
k
ℓ

´n
2

´|β|

k . (2.10)

Assim
ˇ̌
ˇ̌xf, q

‖q‖k,d
ηky qpxq

‖q‖k,d

ˇ̌
ˇ̌ ď

ˇ̌
ˇ̌xf, q

‖q‖k,d
ηky

ˇ̌
ˇ̌ ‖q‖Q1`s

k

‖q‖k,d
ď
ˇ̌
ˇ̌xf, q

‖q‖k,d
ηky

ˇ̌
ˇ̌ ℓ´n

2

k σ0pn, dq
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“
ˇ̌
xf, ηkq y

ˇ̌
σ0pn, dq,

no qual ηkq pxq “ qpxq
‖q‖k,d

ηkpxqℓ´n
2

k . Das desigualdades (2.10) e (2.7) temos que

|Bαηkq pxq| ď dαpn, dqℓ´n´|α|
k .

Com efeito, para o caso α “ ei de (2.7) e (2.10) temos

|Beiηkq pxq| “ ℓ
´n

2

k

‖q‖k,d

ˇ̌
ˇBeiqpxqηkpxq ` qpxqBeiηkpxq

ˇ̌
ˇ

ď ℓ
´n

2

k

‖q‖k,d

”
σipn, dq‖q‖Q1`s

k
ℓ

´n
2

´1

k ` σ0pn, dq‖q‖Q1`s
k
ℓ´n

2 cipnqℓ´1

ı

ď cpn, dqℓ´n´1

k

‖q‖Q1`s
k

‖q‖k,d
“ cpn, dqℓ´n´|ei|

k .

Seguindo por indução temos a desigualdade para o caso geral.
Como supp ηkq Ă supp ηk Ă Bpxk, p1 ` c2q

?
nℓkq e existe x P Bpxk, p1 `

c2q?
nℓkq X Ωc, logo podemos ajustar por uma constante e aplicar o Lema

2.3.2 de tal forma que
ˇ̌
xf, ηkq y

ˇ̌
ď dpn, d,NqMFfpxq
ď dpn, d,Nqλ.

Então todo polinômio q P Hk
d com ‖q‖k,d “ 1 satisfaz

|xf, qηkyqpxq| ď dpn, d,Nqσ0λ.

Logo

|ckηkpxq| ď |ckpxq| “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ÿ

|α|ďd
xf, eαηkyeαpxq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

ď
ÿ

|α|ďd
|xf, eαηkyeαpxq|

ď
ÿ

|α|ďd
dpn, d,Nqσ0λ

ď cpn, d,Nqλ, cpn, d,Nq “ max tdpn, d,Nqσ0, 1u .

Por definição temos

g “ χΩcf `
ÿ

k

ckηk,

b “
ÿ

k

bk.

Observe que f “ g ` b e procedendo como no Teorema 2.3.6 temos

‖g‖L8 ď cpφ, n, d,Nqλ.

Igualmente como no Teorema 2.3.6 vamos a provar:
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a) Mφbkpxq ď cpφ, n, d,NqMFfpxq, x P Q1`s
k .

b) Mφbkpxq ď cpφ, n, d,Nqλ ℓn`d`1

k

|x ´ xk|n`d`1
, x R Q1`s

k .

Começamos com a justificativa de a). Novamente sem perdida de generali-

dade assumimos

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1. Assim,

Mφbkpxq “ Mφppf ´ ckqηkqpxq
ď sup

tą0

|fηk ˚ φtpxq| ` sup
tą0

|ckηk ˚ φtpxq|

ď sup
tą0

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

fpyqηkpyqφtpx ´ yqdy
ˇ̌
ˇ̌ ` sup

tą0

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

ckpx ´ yqηkpx ´ yqφtpyqdy
ˇ̌
ˇ̌

ď sup
tą0

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

fpyqηkpyqφtpx ´ yqdy
ˇ̌
ˇ̌ ` ‖ckηk‖L8 sup

tą0

ˆ

Rn

φtpyqdy

ď sup
tą0

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

fpyqηkpyqφtpx ´ yqdy
ˇ̌
ˇ̌ ` cλ,

ˆ

Rn

φtpyqdy “ 1.

Então procedemos da mesma forma que no Teorema anterior e assim temos
a desigualdade

Mφbkpxq ď cpφ, n, d,NqMFfpxq, x P Q1`s
k .

Agora provaremos a afirmação b). Da mesma forma que na prova da parte
b) de ii) do Teorema 2.3.6 temos que todo y P Q1`a

k satisfaz

|x ´ y| ď c1|x ´ xk|.

|x ´ xk| ď c2|x ´ y|.

– Se
|x ´ xk|

c2t
ě 1, então

|x ´ y|

t
ě 1 o qual φt

´x ´ y

t

¯
“ 0 logo de supp bk Ă

supp ηk Ă Q1`a
k temos que bk ˚ φtpxq “ 0.

– Se
|x ´ xk|

c2t
ă 1:

Seja z0 P R
n, definimos

qtphq .“
ÿ

|α|ďd

1

α!
Bαφtpz0qhα,

pela Observação 1.3.14 temos

|Bα
“
φtpz0 ` hq ´ qtphq

‰
| ď cpn, dq

tn`d`1
sup

|γ|“d`1

‖φ‖0,γ|h|
d´|α|`1.

Fixando z0 “ x ´ xk definimos

Ψpyq .“ ηkpyq
`
φtpx ´ yq ´ qtpx ´ yq

˘
,

observe que fazendo h “ xk ´ y, pela desigualdade anterior temos

|Bα
“
φtpx ´ yq ´ qtpxk ´ yq

‰
| ď Mpn, d, φq

tn`d`1
|xk ´ y|d´|α|`1, (2.11)
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Então das condições de momento temos

bk ˚ φtpxq “
ˆ

Rn

bkpyqφtpx ´ yqdy

“
ˆ

Rn

bkpyq
“
φtpx ´ yq ´ qtpxk ´ yq

‰
dy

“ I1 ´ I2,

no qual

I1
.“
ˆ

Rn

fpyqΨpyqdy “ xf,Ψy,

I2
.“
ˆ

Rn

ckpyqηkpyq
“
φtpx ´ yq ´ qtpxk ´ yq

‰
dy.

Começamos fazendo conta para I1. De supp ηk Ă Q1`a
k “ Qpxk, ℓkp1 `

aqq, (2.7) e (2.11) temos

BαηkpyqBβ
“`
φtpx ´ yq ´ qtpxk ´ yq

˘
pyq

‰
ď cαl

´|α|
k Mpn, d, φq |xk ´ y|d`1´|β|

tn`d`1

ď cαpn, d, φqc2n`d`1l
´|α|
k

l
d`1´|β|
k

|x ´ xk|n`d`1
,

assim;

|BαΨpyq| ď Cαpφ, n, dq l
d`1´|α|
k

|x ´ xk|n`d`1
.

Fazendo o mesmo como no Teorema anterior, podemos ajustar por uma
constante e escolher x P Bpxk, p1 ` c2q?

nℓkq X Ωc tal que

|I1| “ |xf,Ψy| ď cαpφ, n, d,Nqλ ℓn`d`1

k

|x ´ xk|n`d`1
.

Por outro lado das desigualdades (2.9) e (2.11) temos

|I2| “
ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

ckpyqηkpyq
“
φtpx ´ yq ´ qtpxk ´ yq

‰
dy

ˇ̌
ˇ̌

ď cλ
M

tn`d`1

ˆ

Q1`a
k

|xk ´ y|d`1dy

ď cλM
c2
n`d`1

|x ´ xk|n`d`1
p1 ` aqn`d`1ℓn`d`1

k .

Logo usando ambas desigualdades para |I1| e |I2| temos

Mφbkpxq “ sup
tą0

|bk ˚ φtpxq| ď rrcpφ, n, d,Nqλ ℓn`d`1

k

|x ´ xk|n`d`1
.
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Agora fazemos uma conta similar ao teorema anterior para ‖Mφf‖Lp

ˆ

Rn

pMφbkpxqqp dx

ď rcp
ˆ

Q1`s
k

pMFfqp dx ` rrcpλpℓpn`d`1qp
k

ˆ

pQ1`s
k

qc

ˆ
1

|x ´ xk|

˙pn`d`1qp
dx

ď rcp
ˆ

Q1`s
k

pMFfqp dx ` rrcpλpℓpn`d`1qp
k

ˆ

Bpxk, ℓk2 p1`sqqc

1

|x ´ xk|pn`d`1qpdx

“ rcp
ˆ

Q1`s
k

pMFfqp dx ` rrcpλpℓpn`d`1qp
k |Sn´1|

ˆ `8

ℓk
2

p1`sq

rn´1

rpn`d`1qpdr.

Agora escolhemos d tal que n ă pn ` d ` 1qp, logo:
ˆ

Rn

pMφbkpxqqp dx

ď rcp
ˆ

Q1`s
k

pMFfpxqqp dx ` rrcp |Sn´1|

ppn ` d ` 1q ´ n

p1 ` sq´pn`d`1qp

2n´pn`d`1qp pλpp1 ` sqnℓnkq

ď rcp
ˆ

Q1`s
k

pMFfpxqqp dx ` rrcp |Sn´1|

ppn ` d ` 1q ´ n

p1 ` sq´pn`d`1qp

2n´pn`d`1qp

ˆ

Q1`s
k

λpdx

ď Cpφ, n, d, p,Nq
ˆ

Q1`s
k

pMFfpxqqp dx.

2.4 Teorema de Decomposição Atômica em HppRnq
Dedicamos esta seção para provar um Teorema da Decomposição Atômica nos

espaços de Hardy. Este teorema é uma ferramenta primária na demonstração do resul-
tado principal do artigo [28].

Definição 2.4.1. Sejam 0 ă p ď 1 ď q ă `8, p ă q. Uma função a é um pp, qq-átomo
se:

• Existe uma bola B tal que supp a Ă B.

• ‖a‖Lq ď |B|´
1

p
` 1

q .

•

ˆ

Rn

apxqxαdx “ 0, para todo |α| ď
Z
n

ˆ
1

p
´ 1

˙^
.

Para q “ `8 definimos pp,`8q-átomo ou p-átomo em HppRnq, se a segunda condição

é substitúıda por ‖a‖8 ď |B|´
1

p .

Teorema 2.4.2. Existe uma constante universal c ą 0 tal que todo HppRnq átomo “a”
satisfaz:

‖a‖Hp ď c.
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Demonstração. Seja a um HppRnq átomo, observe que a P S 1pRnq pois para todo
Ψ P S pRnq temos

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

apxqΨpxqdx
ˇ̌
ˇ̌ ď |B|1´ 1

p‖Ψ‖8.

Seja φ P C8
c pRnq não negativa tal que

ˆ

Rn

φpxqdx ‰ 0 e seja B “ Bpx0, rq tal que

supp a Ă B.

• Se x P Bpx0, 2rq:

Mφapxq “ sup
tą0

|a ˚ φtpxq| ď sup
tą0

ˆ

Rn

|apx ´ yq|φtpyqdy

ď |B|´
1

p sup
tą0

ˆ

Rn

φtpyqdy

“ ‖φ‖L1 |B|´
1

p .

• Se x R Bpx0, 2rq:
Seja qtpzq “

ÿ

|α|ďd

1

α!
Bαφtpz0qzα com d “

Z
n

ˆ
1

p
´ 1

˙^
. Pelo controle do Resto de

Taylor temos

|φtpzq ´ qtpzq| ď sup
|γ|“d`1, ζPrz,z0s

|Bγφtpζq||z ´ z0|
d`1 ď 1

tn`d`1
cpφ, dq|z ´ z0|

d`1,

fixando z0 “ x ´ x0 temos que

ˇ̌
φtpx ´ yq ´ qtpx ´ yq

ˇ̌
ď cpφ, dq |y ´ x0|

d`1

tn`d`1
.

Observe que para todo y P Bpx0, rq temos que |x ´ x0| ě 2r ě 2|y ´ x0| pois
x R Bpx0, 2rq, então

|x ´ y| ě |x ´ x0| ´ |y ´ x0| ě |x ´ x0| ´ |x ´ x0|

2
“ |x ´ x0|

2
,

– Se
|x ´ x0|

2
ě t então |x´ y| ě t para todo y P Bpx0, rq o qual a ˚ φtpxq “ 0,

pois supp; a Ă Bpx0, rq.

– Se
|x ´ x0|

2
ă t, das condições de momento e pelo Resto de Taylor temos

|a ˚ φtpxq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Bpx0,rq
apyqφtpx ´ yqdy

ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Bpx0,rq
apyq

“
φtpx ´ yq ´ qtpx ´ yq

‰
dy

ˇ̌
ˇ̌

ď
ˆ

Bpx0,rq
|apyq|

ˇ̌
φtpx ´ yq ´ qtpx ´ yq

ˇ̌
dy ď cpφ, dq

ˆ

B

|B|´
1

p
|y ´ x0|

d`1

tn`d`1
dy

ď cpφ, dq2n`d`1
|B|´

1

p

|x ´ x0|n`d`1

ˆ

Bpx0,rq
|y ´ x0|

d`1dy

ď cpφ, n, dq |B|´
1

p

|x ´ x0|n`d`1
rd`1|B| “ cpφ, n, dq|B|´

1

p
rn`d`1

|x ´ x0|n`d`1
.
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Portanto de ambos casos temos que

Mφapxq ď cpφ, n, dq|B|´
1

p
rn`d`1

|x ´ x0|n`d`1
, @ x R Bpx0, rq.

O qual
ˆ

Rn

Mφapxqpdx “
ˆ

Bpx0,2rq
Mφapxqpdx `

ˆ

Bpx0,2rqc
Mφapxqpdx

ď ‖φ‖p|B|´1|B| ` cpφ, n, d, pq|B|´1

ˆ

Bpx0,2rqc

rpn`d`1qp

|x ´ x0|pn`d`1qpdx

“ cpφ, pq ` cpφ, n, d, pq|B|´1

ˆ `8

2r

rpn`d`1qpλn´1´pn`d`1qpdλ

“ cpφ, pq ` cpφ, n, d, pq|B|´1
rpn`d`1qp

pn ` d ` 1qp ´ n
p2rqn´pn`d`1qp

“ cpφ, pq ` cpφ, n, d, pq “ cpφ, n, d, pq.

Note que o Teorema anterior também é valido para os pp, qq-átomos pois

Mφapxq ď sup
tą0

ˆ

Rn

|apx ´ yq|φtpyqdy ď sup
tą0

‖a‖Lq‖φt‖Lq1 (2.12)

ď |B|´
1

p
` 1

q (2.13)

Teorema 2.4.3. Seja 0 ă p ď 1. Então HppRnq X L1

loc
pRnq é denso em HppRnq. .

Demonstração. Fixemos φ P C8
c pRnq não negativa com

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1. Sejam f P
HppRnq e λ ą 0, definimos o conjunto

Ωλ
.“ tx P R

n{ λ ă MFfpxqu .

Considere a famı́lia de cubos diádicos tQkuk da decomposição de Whitney para Ωλ.
Sejam também as funções ηk do Teorema 2.3.6 e definimos as funções

bk : S pRnq ÝÑ C

Φ ÞÝÑ xbk,Φy .“ xpf ´ ckqηk,Φy,

no qual ck
.“ xf, ηky

xηk, 1y . Lembremos que no Teorema 2.3.6 a hipótese f P L1

loc
pRnq só foi

usada para provar que |gpxq| ď cλ, quando x P Ωc
λ. Agora mostraremos alguns fatos:

• ckηk P S 1pRnq, pois ckηk P L8pRnq.

• bk P S 1pRnq:
Desde que f P S 1pRnq temos que existem M,m P N tais que

|xfηk,Φy| “ |xf, ηkΦy| ď M
ÿ

|α|ďm
sup

ˇ̌
p1 ` |x|2qmBαpηkΦq

ˇ̌
.
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E como |Bαηkpxq| ď cαℓ
´|α|
k temos que existem M 1,m1 P N tais que

|xfηk,Φy| ď M 1
ÿ

|α|ďm1

sup
ˇ̌
ˇp1 ` |x|2qm1BαΦ

ˇ̌
ˇ .

Portanto bk “ pf ´ ckqηk P S 1pRnq.

• bk P E 1pRnq:
Desde que bk P S 1pRnq temos que bk P D1pRnq, e também supp bk Ă supp ηk que
é compacto. Assim conclúımos que bk P E 1pRnq.

• b
.“
ÿ

k

bk P HppRnq:

Seguindo o mesmo que no Teorema 2.3.6 temos
ˆ

Rn

pMφbkpxqqpdx ď cpφ, n, p,Nq
ˆ

Q1`s
k

pMFfpxqqpdx,

então
ˆ

Rn

|Mφbpxq|pdx ď σpnq
ÿ

k

ˆ

Rn

pMφbkpxqqpdx ď cpφ, n, p,Nq
ÿ

k

ˆ

Q1`s
k

pMFfpxqqpdx

ď rcpφ, n, p,Nq
ˆ

Ωλ

pMFfpxqqpdx ă `8.

A primeira desigualdade é pela propriedade da interseção limitada, assim de
HppRnq completo temos que existe o limite

ÿ

k

bk P HppRnq. Além disso,

ˆ

Rn

pMφbpxqqPdx ď rcpφ, n, p,Nq
ˆ

Ωλ

pMFfpxqqpdx.

• gλ
.“ f ´ b P HppRnq e

ˆ

Rn

pMφpf ´ gλqpxqqp dx ď rcpφ, n, p,Nq
ˆ

Ωλ

pMFfpxqqpdx.

É imediato do anterior pois f P HppRnq e b P HppRnq.
Agora provaremos que g P L1

loc
pRnq, para isto provaremos primeiro que

pMφgλqpxq ď cpφ,NqMFfpxqχΩc
λ
pxq ` cpφ, n,Nqλ

ÿ

k

ℓn`1

k

pℓk ` |x ´ xk|qn`1
. (2.14)

Com efeito:
Verificaremos a desigualdade nos dois casos.

(I) Se x R Ωλ.
Desde que Q1`s

k Ă Ωλ temos que x R Q1`s
k , para Mφbkpxq seguemos o mesmo

processo que realizamos no Teorema 2.3.6 e temos

Mφbkpxq ď rrcpφ, n,Nqλ ℓn`1

k

|x ´ xk|n`1
,
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mas Bpxk, 1`s
2
ℓkq Ă Q1`s

k , então

Mφbkpxq ď
ˆ
1 ` 2

1 ` s

˙n`1

rrcλ ℓn`1

k

pℓk ` |x ´ xk|qn`1
.

Aplicando a desigualdade temos

Mφgλpxq ď Mφfpxq `
ÿ

k

Mφbkpxq

ď cpφ,NqMFfpxqχΩc
λ
pxq ` cpφ, n,Nqλ

ÿ

k

ℓn`1

k

pℓk ` |x ´ xk|qn`1
.

(II) Se x P Ωλ:

Como Ωλ “
ď

k

Qk, existe Qm tal que x P Qm. Tomemos a famı́lia

Cλ
.“
 
Q1`s
k { Q1`s

m X Q1`s
k ‰ ∅

(

que é finita, pois tQkuk tem a propriedade da interseção limitada. Isto nos permite
escrever

gλ “

¨
˝f ´

ÿ

Q1`s
k

PCλ

bk

˛
‚´

ÿ

Q1`s
k

RCλ

bk,

em consequência

Mφgλpxq ď Mφ

¨
˝f ´

ÿ

Q1`s
k

PCλ

bk

˛
‚pxq ` Mφ

¨
˝ ÿ

Q1`s
k

RCλ

bk

˛
‚pxq.

(a) Trabalhando Mφ

¨
˝ ÿ

Q1`s
k

RCλ

bk

˛
‚pxq.

Desde que x P Qm, Q
1`s
m X Q1`s

k “ ∅ e Bpxk, 1`s
2
ℓkq Ă Q1`s

k , temos que

x R Q1`s
k e

1 ` s

2
ℓk ď |x ´ xk|. Portanto podemos fazer o mesmo que no

item i) para o controle em cada término bkpxq da soma, assim

Mφ

¨
˝ ÿ

Q1`s
k

RCλ

bk

˛
‚pxq ď rrcpφ, n,Nqλ

ÿ

Q1`s
k

RCλ

ℓn`1

k

pℓk ` |x ´ xk|qn`1
.

(b) Trabalhando Mφ

¨
˝f ´

ÿ

Q1`s
k

PCλ

bk

˛
‚pxq.

Definamos h
.“ f ´

ÿ

Q1`s
k

PCλ

fηk, então

f ´
ÿ

Q1`s
k

PCλ

bk “ h ´
ÿ

Q1`s
k

PCλ

ckηk.
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Começamos com
ÿ

Q1`s
k

PCλ

ckηk,

Mφ

¨
˝ ÿ

Q1`s
k

PCλ

ckηk

˛
‚ď

ÿ

Q1`s
k

|ck|pMφηkqpxq ď cpn,Nqλ
ÿ

Q1`s
k

‖ηk‖8

ˆ

Rn

φtpyqdy

ď cpn,Nqλγpnqℓ
n`1

m

ℓn`1
m

ď cpn,Nqλγpnqp
?
n ` 1qn`1

ℓn`1

m

pℓm ` |x ´ xm|qn`1
.

A última desigualdade é obtida pelo fato de x P Qm Ă Bpxm,
?
nℓmq. Seja

Ψtpyq .“

¨
˝1 ´

ÿ

Q1`s
k

PCλ

ηk

˛
‚pyqφtpx ´ yq,

então

h ˚ φtpxq “ xf,Ψty.
Vamos aos casos

• Se t ď s

2
ℓm.

Desde que

¨
˝1 ´

ÿ

Q1`s
k

PCλ

ηk

˛
‚ é nula em Q1`s

m , então Ψk é nula também.

Por outro lado, para y R Q1`s
m temos que |x ´ y| ě s

2
ℓk assim, 1 ď |x ´ y|

t
isto é, φtpx ´ yq “ 0 pois supp φ Ă Bp0, 1q. Então

h ˚ φtpxq “ 0.

• Se t ě s

2
ℓm.

Desde que x P Qm, c1pnqdiamQm ď distpQm,Ω
c
λq ď c2pnqdiamQm,

temos

Bpx, p1 ` c2q
?
nℓmq X Ωc

λ ‰ ∅.

Agora tomemos K ą 1 tal que

Bpx, p1 ` c2q
?
nℓmq Ă Bpx,Ktq,

assim temos as seguintes propriedades:

i) Existe x P Bpx,Ktq X Ωc
λ.

ii) supp φt Ă Bpx,Ktq.
iii)

ˇ̌
ˇBαφ

´x ´ y

t

¯ˇ̌
ˇ ď 1

t|α|
‖Bαφ‖L8 , o qual

|Bαφtpx ´ yq| ď 1

tn`|α|
‖Bαφ‖L8 .

Logo ajustamos por uma constante e pelo Lema 2.3.2 temos a desi-
gualdade

|f ˚ φtpxq| “ |xf, φtpx ´ ¨qy| ď cpφ,NqMFfpxq ď cpφ,Nqλ.
Por outro lado, temos as seguintes propriedades:
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iv) |Bαηkpyq| ď cαpnqℓ´|α|
k .

v)
ℓm

ℓk
“ 2k´m ď c2 ` 1 ` s

c1 ´ p1 ` sq .

vi) Temos o seguinte controle
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌Bα

¨
˝ ÿ

Q1`s
k

PCλ

ηkφtpx ´ yq

˛
‚
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď rrcαpφ, nqℓ´|α|´n

m . (2.15)

Para verificar isto começamos com
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌Bα

¨
˝ ÿ

Q1`s
k

PCλ

ηk

˛
‚pyq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď

ÿ

Q1`s
k

PCλ

cαpnqℓ´|α|
k

ď cαpnq
ÿ

Q1`s
k

PCλ

ˆ
c2 ` 1 ` s

c1 ´ p1 ` sq

˙|α|

ℓ´|α|
m

“ Cαpnqℓ´|α|
m ,

em consequência
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌Bα

¨
˝ ÿ

Q1`s
k

PCλ

ηk

˛
‚pyqBβ pφtpx ´ yqq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď Cαpnqℓ´|α|

m

1

t|β|`n
‖Bβφ‖8

ď cα,βpφ, nqℓ´|α`β|´n
m .

Dessa forna está verificada a desigualdade (2.15).

De supp

¨
˝ ÿ

Q1`s
k

PCλ

ηkφtpx ´ yq

˛
‚Ă supp φt Ă Bpx,Ktq, de x P Bpx,Ktq

e da desigualdade (2.15), podemos ajustar por uma constante e aplicar
o Lema 2.3.2 e assimˇ̌

ˇ̌
ˇ̌xf,

ÿ

Q1`s
k

PCλ

ηkφtpx ´ ¨qy

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď cpφ, n,Nq MFfpxq ď cpφ, n,Nqλ.

Logo

Mφhpxq “ sup
tą0

|ph ˚ φtqpxq|

ď sup
tą0

|f ˚ φtpxq| ` sup
tą0

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌xf,

ÿ

Q1`s
k

PCλ

ηkφtpx ´ ¨qy

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

ď Mφfpxq ` cpφ, n,Nqλ ď cpφ,NqMFfpxq

ď cpφ, n,Nqλ “ cpφ, n,Nqλℓ
n`1

m

ℓn`1
m

ď cpφ, n,Nqλ ℓn`1

m

pℓm ` |x ´ xm|qn`1
.

A última desigualdade é obtida para x P Qm
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Voltando para f ´
ÿ

Q1`s
k

PCλ

bk, seguindo das desigualdades temos

Mφ

¨
˝f ´

ÿ

Q1`s
k

PCλ

bk

˛
‚pxq ď cpφ, n,Nqλ ℓn`1

m

pℓm ` |x ´ xm|qn`1
.

Juntando a) e b) temos que para todo x P Ωc
λ satisfaz

Mφgλpxq ď Mφ

¨
˝ ÿ

Q1`s
k

RCλ

bk

˛
‚pxq ` Mφ

¨
˝f ´

ÿ

Q1`s
k

PCλ

bk

˛
‚pxq

ď rrcpφ, n,Nqλ
ÿ

Q1`s
k

RCλ

ℓn`1

k

pℓk ` |x ´ xk|qn`1

ď cpφ,NqMFfpxqχΩc
λ
pxq ` cpφ, n,Nqλ

ÿ

k

ℓn`1

k

pℓk ` |x ´ xk|qn`1
.

Com isso verificamos (2.14).

Juntando I) e II) vamos mostrar que Mφpgλq P L1pRnq. Com efeito,
ˆ

Rn

Mφpgλqpxqdx ď c1

ˆ

Ωc
λ

MFfpxqdx ` c2λ
ÿ

k

ˆ

Rn

ℓn`1

k

pℓk ` |x ´ xk|qn`1
dx

ď c1λ
1´p
ˆ

Ωc
λ

pMFfpxqqpdx ` c2λ
ÿ

k

|ℓk|
n

ď c1λ
1´p
ˆ

Rn

pMFfpxqqpdx ` c2λ|Ωλ| ă `8.

No caso para p “ 1 temos H1pRnq Ă L1pRnq, o qual gλ tem uma representação em
L1pRnq, em consequência gλ P H1pRnq X L1

loc
pRnq. Em geral, temos a desigualdade

ˆ

Rn

pMφpf ´ gλqpxqqpdx “
ˆ

Rn

pMφbqpxqqpdx

ď rcpφ, n, p,Nq
ˆ

Ωλ

pMFfpxqqpdx,

então de λ ą 0 arbitrário, realizamos λ Ñ `8 e temos gλ Ñ f em HppRnq.
Portanto temos demonstrado que HppRmq X L1

loc
pRnq é denso em HppRnq.

Teorema 2.4.4. Seja 0 ă p ď 1. Fixando φ P C8
c pBp0, 1qq com

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1, existe

Cpφ, n, p, d,Nq ą 0 tal que para cada f P HppRnq XL1

loc
pRnq existe a sequência tajuj de

HppRnq átomos tais que

f “
ÿ

j

λjaj,

em HppRnq além disso,
ÿ

k

|λk|
p ă Cpφ, n, p, d,Nq‖f‖p

Hp .
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Demonstração. Seja f P HppRnq X L1

loc
pRnq arbitrária, fixemos φ P C8

c pBp0, 1qq com
ˆ

Rn

φpxqdx “ 1. Para cada j P Z aplicamos a Proposição 2.3.7 para λ “ 2j, exibindo

assim:

•
 
x P R

n : 2j ă MFfpxq
(

“ Ωj “
ď

k

Q1`s
j,k , s ą 0

• Podemos escrever f “ gj ` bj pontualmente

• ‖gj‖L8 ď cpφ, n, d,Nq2j

• Podemos escrever bj “
ÿ

k

bj,k em HppRnq tal que

i) supp bj,k Ă Q1`s
j,k .

ii)

ˆ

Rn

bj,kpxqxαdx “ 0, para cada |α| ď d
.“ Np “

Y
n
´

1

p
´ 1

¯]
.

iii) Existe cpφ, n, pq ą 0 tal que

ˆ

Rn

pMφbj,kpxqqpdx ď cpφ, n, pq
ˆ

Q1`s
j,k

pMFfpxqqpdx.

iv) gj ÝÑ f em S 1pRnq quando j Ñ `8.
De fato,

ˆ

Rn

pMφpf ´ gjqpxqqpdx “
ˆ

Rn

pMφbjpxqqpdx ď
ÿ

k

ˆ

Rn

pMφbj,kpxqqpdx

ď
ÿ

k

c

ˆ

Q1`s
j,k

pMFfpxqqpdx ď c

ˆ

Ωj

pMFfpxqqpdx,

e desde que lim
jÑ`8

|Ωj| “ | lim
jÑ`8

Ωj| “ |∅| “ 0 (pois ‖f‖Hp ă `8 e Ωj`1 Ă
Ωj), temos que gj ÝÑ f em HppRnq quando j Ñ `8. Consequentemente
gj ÝÑ f em S 1pRnq quando j Ñ `8.

• gj ÝÑ 0 em S 1pRnq quando j Ñ ´8:

É imediato, pois de ‖gj‖L8 ď cpφ, n, d,Nq2j , temos que gj ÝÑ 0 uniformemente
em quease todo ponto quando j Ñ ´8. Então do Teorema 1.1.8 temos que
gj ÝÑ 0 em S 1pRnq quando j Ñ ´8.

Observe que em S 1pRnq temos

f “
ÿ

jPZ
pgj`1 ´ gjq “

ÿ

jPZ
pbj ´ bj`1q,

além disso

gj`1 ´ gj “ bj ´ bj`1 “
ÿ

k

pf ´ c
j
kqηjk ´

ÿ

m

pf ´ cj`1

m qηj`1

m ,
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no qual as funções ηjk e cjk “ P
j
k pfq são definidas como na Proposição 2.3.7 para Q1`s

j,k .

Também tomamos a base ortonormal
 
eαj,k

(
|α|ďd de L2pQ1`s

j,k , η
j
kdxq como nessa mesma

Proposição. Definimos

ck,m
.“ P j`1

m

“
pf ´ cj`1

m qηjk
‰
,

os quais são polinômios em Q1`s
j`1,m de grau não maior a d.

Mostremos alguns fatos:

• ck,m “ 0 se Q1`s
j,k X Q1`s

j`1,m “ ∅.

É imediato, pois os escalares xpf ´ cj`1

m qηjk, eαj`1
η
j`1
m y da projeção são nulos pois

supp η
j
k X supp ηj`1

m Ă Q1`s
j,k X Q1`s

j`1,m “ ∅.

• ck,m ‰ 0 implica que Q1`s
j,k X Q1`s

j`1,m ‰ ∅ além disso

c1pnqdiampQj`1,mq ď pc2pnq ` 1 ` sqdiampQj,kq.

Do anterior é imediato que Q1`s
j,k XQ1`s

j`1,m ‰ ∅ se ck,m ‰ 0. Seja z P Qj,k arbitrário,

seja y P Q1`s
j,k X Q1`s

j`1,m então

c1diampQj`1,mq ď dpQj`1,m,Ω
c
j`1

q ď dpy,Ωc
j`1

q ď dpy, zq ` dpz,Ωc
j`1

q
ď

?
nℓkp1 ` sq ` dpz,Ωc

jq “ p1 ` sqdiampQj,kq ` dpz,Ωc
jq.

Logo da arbitrariedade temos que

c1diampQj`1,mq ď pc2 ` 1 ` sqdiampQj,kq.

• |ck,mη
j`1

m | ď cpn, d,Nq2j :

ck,m “
ÿ

|α|ďd
xpf ´ cj`1

m qηjk, eαj`1,mη
j`1
m yeαj`1,m

“
ÿ

|α|ďd
xf, ηjkeαj`1,mη

j`1
m yeαj`1,m ´

ÿ

|α|ďd
x
ÿ

|β|ďd
xf, eβj`1,mη

j`1
m yeβj`1,mη

j
k, e

α
j`1,mη

j`1
m yeαj`1,m

“
ÿ

|α|ďd
xf, ηjkeαj`1,mη

j`1
m yeαj`1,m ´

ÿ

|α|,|β|ďd
xf, eβj`1,mη

j`1
m y xeβj`1,mη

j
k, e

α
j`1,mη

j`1
m yeαj`1,m.

Estimando xf, ηjkeαj`1,mη
j`1
m yeαj`1,m: Observando que na demonstração da Pro-

posição 2.3.7 obtemos que

|Bαηjkpxq| ď cαpnqℓ´|α|
k e sup

xPQ1`s
k

|Bβqpxq| ď σβpn, dqℓ´n
2

´|β|

k ‖q‖Q1`s
j,k
,

no qual q varia nos polinômios em Q1`s
j,k com grau menor ou igual a d. Além disso,

as constantes cα, σβ são independentes de k e λj. Assim de c1diampQj`1,mq ď
pc2 ` 1 ` sqdiampQj,kq temos que

|Bαηjkpxq| ď cαℓ
´|α|
k ď cαc

´|α|
1

pc2 ` 1 ` sq|α|ℓ´|α|
m ,
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então

|Bαpηjkeαj`1,mη
j`1
m q| ď rcαpnqℓ´n

2
´|α|

m .

Seguindo o mesmo processo que na Proposição 2.3.7 podemos ter a desigualdade

ˇ̌
ˇxf, ηjkeαj`1,mη

j`1
m yeαj`1,m

ˇ̌
ˇ ď cpn, d,Nq2j`1 “ cpn, d,Nq2j.

Assim
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ÿ

|α|ďd
xf, ηjkeαj`1,mη

j`1
m yeαj`1,m

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď cpn, d,Nq2j.

Estimando xf, eβj`1,mη
j`1
m y xeβj`1,mη

j
k, e

β
j`1,mηm

j`1

yeαj`1,m:

ˇ̌
ˇxeβj`1,mη

j
k, e

α
j`1,mη

j`1
m y

ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

e
β
j`1,mη

j
ke
α
j`1,mη

j`1
m dx

ˇ̌
ˇ̌ ď
ˆ

Q1`s
j`1,m

|eβj`1,m||e
α
j`1,m|η

j
kη

j`1

m dx

ď σ2

0
ℓ´n
m

ˆ

Q1`a
j`1,m

1dx ď σ2

0
ℓ´n
m p1 ` aqn

ˆ

Qj`1,m

1dx ď cpn, dq.

Para xf, eβj`1,mη
j`1
m yeαj`1,m fazemos o mesmo que na Proposição 2.3.7 e temos

ˇ̌
ˇxf, eβj`1,mη

j`1
m yeαj`1,m

ˇ̌
ˇ ď cpn, d,Nq2j`1 “ cpn, d,Nq2j.

Assim
ˇ̌
ˇxf, eβj`1,mη

j`1
m y xeβj`1,mη

j
k, e

α
j`1,mη

j`1
m yeαj`1,m

ˇ̌
ˇ ď cpn, d,Nq2j ,

logo

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

ÿ

|α|,|β|ďd
xf, eβj`1,mη

j`1
m y xeβj`1,mη

j
k, e

α
j`1,mη

j`1
m yeαj`1,m

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď cpn, d,Nq2j.

Combinando as duas desigualdades temos

|ck,m| ď cpn, d,Nq2j ` cpn, d,Nq2j “ cpn, d,Nq2j.

Agora vamos seguir com a demonstração do Teorema, usando a propriedade da in-
terseção limitada. Definimos

A
j
k

.“ pf ´ c
j
kqηjk ´

ÿ

m

pf ´ cj`1

m qηj`1

m η
j
k `

ÿ

m

ck,mη
j`1

m .

Mostremos algumas propriedades das funções Ajk.
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i) gj`1 ´ gj “ ř
k A

j
k pontualmente:

Observe que pelo Teorema 1.1.8 temos que

ÿ

k

xpf ´ cj`1

m qηjk, eαj`1,mη
j`1
m y “ xpf ´ cj`1

m qχΩj
, eαj`1,mη

j`1
m y “ xf ´ cj`1

m , eαj`1,mη
j`1
m y,

a última igualdade é justificada por Ωj`1 Ă Ωj e supp η
j`1

m Ă Ωj`1. Então

ÿ

k

ck,m “
ÿ

k

P j`1

m

“
pf ´ cj`1

m qηjk
‰

“
ÿ

k

ÿ

|α|ďd
xpf ´ cj`1

m qηjk, eαj`1,mη
j`1
m yeαj`1,m

“
ÿ

|α|ďd

ÿ

k

xpf ´ cj`1

m qηjk, eαj`1,mη
j`1
m yeαj`1.m

“
ÿ

|α|ďd
xf ´ cj`1

m , eαj`1,mη
j`1
m yeαj`1,m

“ P j`1

m pf ´ cj`1

m q “ 0,

assim como supp ηj`1

m Ă Ωj temos

ÿ

k

A
j
k “

ÿ

k

pf ´ c
j
kqηjk ´

ÿ

k

ÿ

m

pf ´ cj`1

m qηj`1

m η
j
k `

ÿ

k

ÿ

m

ck,mη
j`1

m

“
ÿ

k

pf ´ c
j
kqηjk ´

ÿ

m

pf ´ cj`1

m qηj`1

m χΩj
`
ÿ

m

ÿ

k

ck,mη
j`1

m

“
ÿ

k

pf ´ c
j
kqηjk ´

ÿ

m

pf ´ cj`1

m qηj`1

m

“ gj`1 ´ gj.

ii) supp Ajk Ă B

ˆ
xj,k,

ˆ
1

2
` c2 ` 1 ` s

c1

˙
p1 ` sq

?
nℓk

˙
.“ Bj,k, no qualQj,k “ Qpxj,k, ℓkq.

Claramente

supp pAjk ´
ÿ

m

ck,mη
j`1

m q Ă supp η
j
k Ă Q1`s

j,k

Ă B

ˆ
xj,k,

ˆ
1 ` s

2
` 1 ` s

c1
pc2 ` 1 ` sq

˙?
nℓk

˙
.

Por outro lado, utilizando que ck,m ‰ 0 implica diampQ1`s
j`1,mq ď c2 ` 1 ` s

c1

?
np1 ` sqℓk,

temos que

supp

˜ÿ

k

ck,mη
j`1

m

¸
Ă B

ˆ
xj,k,

ˆ
1 ` s

2
` 1 ` s

c1
pc2 ` 1 ` sq

˙?
nℓk

˙
.

Logo supp Ajk Ă Bj,k, além disso |Bj,k| “ cpnq|Qj,k|.
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iii) |Ajk| ď cpφ, n, d,Nq2j em quase todo ponto:

|Ajk| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇfη

j
kχΩc

j`1
´ c

j
kη

j
k `

ÿ

m

cj`1

m ηj`1

m η
j
k `

ÿ

m

ck,mη
j`1

m

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď |fχΩc
j`1

| ` |cjkη
j
k| `

ÿ

m

|cj`1

m |ηj`1

m `
ÿ

m

|ck,m|η
j`1

m

ď |fχΩc
j`1

| ` cpn, d,Nq2j ` cpn, d,Nq2j`1 ` cpn, d,Nq2j .

Como |fpxq| ď cpφ, n, d,Nq2j em quase todo ponto em Ωc
j`1

pois f P L1

loc
pRnq

o qual pela Proposição 2.3.7 f é gj nesse conjunto e ‖g‖L8 ď cpφ, n, d,Nq2J`1,
então em quase todo ponto temos

|Ajk| ď cpφ, n, d,Nq2j

iv)

ˆ

Rn

A
j
kpxqxαdx “ 0, para todo |α| ď d:

Seja |α| ď d, assim
ˆ

Rn

A
j
kpxqxαdx “

ˆ

Rn

pf ´ c
j
kqηjkpxqxαdx`

ÿ

k

ˆ  
P j`1

m

“
pf ´ cj`1

m qηjk
‰
ηj`1

m ´ pf ´ cj`1

m qηjkηj`1

m

(
xαdx

“
ˆ

bj,kpxqxαdx `
ÿ

m

ˆ

pP j`1

m ´ Idq
“
pf ´ cj`1

m qηjk
‰
ηj`1

m pxqxαdx

“ 0 `
ÿ

m

0 “ 0.

Agora definimos

a
j
k

.“ λ´1

j,kA
j
k,

no qual λj,k
.“ cpφ, n, d,Nq2j|Bj,k|

1

p . Pelas propriedades anteriores temos que:

• supp a
j
k “ supp A

j
k Ă Bj,k.

• ‖ajk‖8 ď |Bj,k|
´ 1

p , pois

|ajkpxq| ď |λj,k||A
j
kpxq| ď 1

cpφ, n, d,Nq2j|Bj,k|
1

p

cpφ, n, d,Nq2j “ |Bj,k|
´ 1

p .

•

ˆ

Rn

apxqxαdx “
ˆ

Rn

1

λj,k
A
j
kpxqxαdx “ 0, para todo |α| ď d.

•
ÿ

j,k

|λj,k|
p ď cpφ, n, pq‖f‖p

Hp .

ÿ

jPZ

ÿ

k

|λj,k|
p “

ÿ

jPZ

ÿ

k

cpφ, n, pq2jp|Bj,k| “ cpφ, n, pq
ÿ

jPZ

ÿ

k

2jp|Qj,k|
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“ cpφ, n, pq
ÿ

jPZ
2jp|Ωj| “ c

ÿ

jPZ
2pj´1qp2papMFfqp2jq,

no qual af pλq “ tx P R
n : fpxq ą λu. Seguindo com a mesma desigualdade da

acima temos

ÿ

jPZ

ÿ

k

|λj,k|
p “ c

ÿ

jPZ

2p

2p ´ 1

ˆ

2j´1ďrď2j

prp´1dr apMFfqp2jq

ď c
ÿ

jPZ

2p

2p ´ 1

ˆ

2j´1ďrď2j

prp´1apMFfqprqdr

“ c
2p

2p ´ 1

ˆ `8

0

prp´1apMFfqprqdr “ c
2p

2p ´ 1

ˆ

Rn

MFpxqpdx

“ Cpφ, n, pq‖f‖p
Hp .

• f “
ÿ

jPZ

ÿ

k

λj,ka
j
k em HppRnq:

Desde que

ˆ

˜
Mφ

˜ÿ

jPZ

ÿ

k

λj,ka
j
k

¸
pxq

¸p

dx ď
ÿ

jPZ

ÿ

k

|λj,k|
p

ˆ

Mφpajkpxqqpdx ď c
ÿ

jPZ

ÿ

k

|λj,k|
p

ď c‖f‖p
Hp ă `8,

temos que existe
ÿ

jPZ

ÿ

k

λj,ka
j
k em HppRnq pois o espaço é completo. Por outro

lado, temos que em HppRnq

gj`1 ´ gj “
ÿ

k

λj,ka
j
k,

então em HppRnq

f “
ÿ

j

gj`1 ´ gj “
ÿ

j

ÿ

k

λj,ka
j
k.

Definição 2.4.5. Seja f P HppRnq, dizemos que
ÿ

j

λjaj é uma representação de f se:

• f “
ÿ

j

λjaj em HppRnq;

• tajuj é uma coleção de HppRnq átomos;

•
ÿ

j

|λj|
p ă `8.
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Corolário 2.4.6. Seja 0 ă p ď 1 e φ P C8
c pBp0, 1qq com

ˆ

Rn

φpxqdx “ 1. Então para

cada f P HppRnq temos

‖f‖Hp » inf

˜ÿ

j

|λj|
p

¸ 1

p

,

no qual o ı́nfimo é tomado no conjunto das representações
ÿ

j

λjaj de f .

Demonstração. Seja f “
ÿ

j

λjaj uma representação, então

‖f‖p
Hp “

ˆ

Rn

pMFfpxqqp dx ď
ˆ

Rn

ÿ

j

|λj|
p pMFajpxqqp dx

“
ÿ

j

|λj|
p

ˆ

Rn

pMFajpxqqp dx ď c
ÿ

j

|λj|
p.

Então da arbitrariedade da representação temos

‖f‖Hp ď c inf

˜ÿ

j

|λj|
p

¸ 1

p

.

Por outro lado de HppRnq X L1

loc
pRnq denso em HppRnq e do teorema anterior temos

que existe tfnun em HppRnq X L1

loc
pRnq tais que

• f0
.“ 0.

• fn ÝÑ f em HppRnq.

• ‖fn`1 ´ fn‖
p
Hp ď 2´n´1‖f‖p

Hp .

• Podemos escrever fn`1 ´ fn “
ÿ

j

λj,naj,n em HppRnq com

ÿ

j

|λj,n|
p ď c‖fn`1 ´ fn‖

p
Hp ď c2´n´1‖f‖p

Hp ,

então
ÿ

n,j

|λj,n|
p ď c

ÿ

n

2´n´1‖f‖p
Hp ď c‖f‖p

Hp .

Assim em HppRnq temos

f “
ÿ

n

pfn´1 ´ fnq “
ÿ

n,j

λj,naj,n,

isto é f “
ÿ

n,j

λj,naj,n é uma representação. Então

inf
ÿ

k

|λk|
p ď

ÿ

n,j

|λj,n|
p ď c‖f‖p

Hp .

Destas duas desigualdades conclúımos a demonstração do corolário.



Caṕıtulo 3

Espaço BMOpRnq

Este caṕıtulo é dedicado a demonstrar que o espaço dual de H1pRnq é o espaço
BMOpRnq introduzido por John & Nirenberg. Esse resultado foi demonstrado por
Charles Fefferman, pelo qual recebeu a Medalha Fields no ano 1978. Informações
complementares sobre o espaço dual de HppRnq para 0 ă p ă 1 podem ser obtidas
em [8,31,32].

3.1 Definição e Propriedades

Nesta seção introduziremos o espaço BMOpRnq e veremos algumas propriedades.

Definição 3.1.1. Seja f P L1

loc
pRnq. Dizemos que f P BMOpRnq (bounded mean

oscillation) se

sup
BĂRn

1

|B|

ˆ

B

|fpxq ´ fB|dx ă `8,

no qual o supremo é tomado sobre todas as bolas B Ă R
n e fB

.“ 1

|B|

ˆ

B

fpxqdx.
Definimos o seguinte funcional em BMOpRnq

‖f‖BMO
.“ sup
BĂRn

1

|B|

ˆ

B

|fpxq ´ fB|dx.

Claramente temos que se f, g P BMOpRnq, λ P R, então:

(i) ‖f ` g‖BMO ď ‖f‖BMO ` ‖g‖BMO;

(ii) ‖λf‖BMO “ |λ|‖f‖BMO;

(iii) Se f “ 0 então ‖f‖BMO “ 0;

(iv) Se ‖f‖BMO “ 0 então f é constante em quase todo ponto, pois para cada bola
B Ă R

n temos f “ fB em quase todo ponto.

Em BMOpRnq, identificamos elementos cuja diferença é uma função constante,
logo o funcional ‖¨‖BMO define uma norma tomando o espaço quociente com as funções
constantes. O novo espaço será denotado por simplicidade de notação também por
BMOpRnq.

Vamos a enunciar algumas propriedades nos espaços BMOpRnq.

87
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Proposição 3.1.2.

1. ‖¨‖BMO é invariante por traslação e dilatação, isto é para toda f P BMOpRnq,
λ ą 0, h P R

n, fhpxq “ fpx ` hq e fλpxq “ fpλxq temos

‖fλ‖BMO “ ‖f‖BMO “ ‖fh‖BMO.

Com efeito: Sejam fλpxq “ fpxλq e B “ Bpx0, rq, note que

pfλqB “ 1

|B|

ˆ

B

fλpxqdx “ 1

|B|

ˆ

B

fpλxqdx “ 1

|B|

ˆ

Bpλx0,λrq
λ´nfpyqdy

“ 1

|Bpλx0, λrq|

ˆ

Bpλx0,λrq
fpxqdx “ fBpλx0,λrq.

Seguindo a mesma argumentação temos

1

|B|

ˆ

B

|fλpxq ´ pfλqB|dx “ 1

B

ˆ

B

|fpλxq ´ fBpλx0,λrq|dx

“ 1

|Bpλx0, λrq|

ˆ

Bpλx0,λrq
|fpxq ´ fBpλx0,λrq|.

Por outro lado,

pfhqB “ 1

|B|

ˆ

B

fpx ` hqdx “ 1

|Bpx0 ` h, rq|

ˆ

Bpx0`h,rq
fpxqdx “ fBpx0`hq.

Seguindo a mesma argumentação temos

1

|B|

ˆ

B

|fhpxq ´ pfhqB|dx “ 1

|Bpx0 ` h, rq|

ˆ

B

|fpx ` hq ´ fBpx0`h,rq|dx

“ 1

|Bpx0 ` h, rq|

ˆ

Bpx0`h,rq
|fpxq ´ fBpx0`h,rq|dx.

2. Se f P BMOpRnq, então |f | P BMOpRnq e

‖|f |‖BMO ď 2‖f‖BMO.

Com efeito: Desde que pfBqB “ fB

|f | ď |f ´ fB| ` |fB| “ |f ´ fB| ` |pf ´ fBqB ` fB|

ď |f ´ fB| ` |pf ´ fBqB| ` |fB| ď |f ´ fB| ` |f ´ fB|B ` |f |B,

combinando com a desigualdade

|f |B ď |f ´ fB|B ` |fB|B “ |f ´ fB|B ` |fB|

ď |f ´ fB|B ` |f ´ fB| ` |f |,

temos que

||f | ´ |f |B| ď |f ´ fB| ` |f ´ fB|B.

Logo

1

|B|

ˆ

B

||f | ´ |f |B|dx ď 1

|B|

ˆ

B

|f ´ fB|dx ` |f ´ fB|B ď 2
1

|B|

ˆ

B

|f ´ fB|dx,

assim ‖|f |‖BMO ď 2‖f‖BMO.
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3. Se f, g P BMOpRnq, então

‖maxpf, gq‖BMO ď 3

2
p‖f‖BMO ` ‖g‖BMOq;

‖minpf, gq‖BMO ď 3

2
p‖f‖BMO ` ‖g‖BMOq.

4. Definimos

‖f‖BMO2
“ sup

QĂRn

1

|Q|

ˆ

Q

|fpxq ´ fQ|dx,

no qual o supremo e tomado sobre todos os cubos Q Ă R
n. Então existem cons-

tantes Cn e cn tais que

cn‖f‖BMO2
“ ‖f‖BMO ď Cn‖f‖BMO2

.

Proposição 3.1.3. Para toda f P L1

loc
pRnq temos que

1

2
‖f‖BMO ď sup

B

inf
cB

1

|B|

ˆ

B

|fpxq ´ cB|dx ď ‖f‖BMO.

Demonstração. A desigualdade sup
B

inf
cB

1

|B|

ˆ

B

|fpxq ´ cB|dx ď ‖f‖BMO é imediata. Va-

mos a provar a outra desigualdade. De fato,

|fpxq ´ fB| ď |fpxq ´ cB| ` |cB ´ fB| “ |fpxq ´ cB| `
ˇ̌
ˇ̌ 1

|B|

ˆ

B

rfpyq ´ cBs dy
ˇ̌
ˇ̌

ď |fpxq ´ cB| ` 1

|B|

ˆ

B

|fpyq ´ cB|dy.

Assim,

1

|B|

ˆ

B

|fpxq ´ fB|dx ď 2
1

|B|

ˆ

B

|fpxq ´ cB|dx

o qual prova a propriedade.

Note que se para toda bola B Ă R
n existe cB tal que

1

|B|

ˆ

B

|fpxq ´ cB|dx é unifor-

memente limitado, então f P BMOpRnq.
Agora mostremos outras propriedades do espaço BMOpRnq.

i) L8pRnq ãÑ BMOpRnq (inclusão cont́ınua): com efeito, se f P L8pRnq então

1

|B|

ˆ

B

|fpxq ´ fB|dx ď 1

|B|

ˆ

B

|fpxq|dx ` 1

|B|

ˆ

B

|fB|dx “ 1

|B|

ˆ

B

|fpxq|dx ` |fB|

ď 1

|B|

ˆ

B

‖f‖L8dx ` |fB| “ ‖f‖L8 ` |fB|

“ ‖f‖L8 ` 1

|B|

ˆ

B

|fpxq|dx ď 2‖f‖L8 ,

logo ‖f‖BMO ď 2‖f‖L8 .
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ii) A inclusão é estrita, mais ainda ln|x| P BMOpRnq mas ln|x| R L8pRnq. Seja B “
Bpx0, rq, mostremos que existe cB tal que

1

|B|

ˆ

B

|ln|x| ´ cB|dx é uniformemente

limitado.

• Seja |x0| ą 2r. Se x P Bpx0, rq, então
1

2
ă |x|

|x0|
ă 3

2
. Seja cB “ ln|x0|, logo

1

|B|

ˆ

B

|ln|x| ´ cB|dx “ 1

|B|

ˆ

B

|ln|x| ´ ln|x0||dx “ 1

|B|

ˆ

B

ˇ̌
ˇ̌ln

ˆ
|x|

|x0|

˙ˇ̌
ˇ̌ dx

ď max

"ˇ̌
ˇ̌ln 1

2

ˇ̌
ˇ̌ , ln 3

2

*
.

• Seja |x0| ď 2r. Note que B Ă Bp0, 3rq. Seja cB “ lnprq logo

1

|B|

ˆ

B

|ln|x| ´ cB|dx “ 1

|B|

ˆ

B

|ln|x| ´ lnprq|dx ď 1

|B|

ˆ

Bp0,3rq

ˇ̌
ˇ̌ln

ˆ
|x|

r

˙ˇ̌
ˇ̌ dx

“ r´n

|Bp0, 1q|

ˆ

3r

0

ˆ

Sn´1

ln

ˆ
λ

r

˙
λn´1dx1dλ

“ |Sn´1|

|Bp0, 1q|r
´n
ˆ

3r

0

ln

ˆ
λ

r

˙
λn´1dλ

“
ˆ

3

0

tn´1 lnptqdt,

mas

ˆ

3

0

tn´1 lnptqdt “ 3 lnp3q ´ 3 se n “ 1 e

ˆ

3

0

tn´1 lnptqdt “ 3npn ln 3 ´ 1q
n2

se n ą 1.

• Existe uma função f tal que |f | P BMOpRnq mas f R BMOpRnq. De fato,
considere em R

fpxq “

$
’&
’%

lnpxq , se 0 ă x ă 1;

´ lnp|x|q , se ´ 1 ă x ă 0;

0 , se |x| ą 1.

Note que |f | P BMOpRq pois |f | “ χp´1,1q|ln|x|| e |ln|x|| P BMOpRq. Agora
mostremos que f R BMOpRq, Considere Ir “ p´r, rq Ă p´1, 1q, como f é
impar temos

fIr “ 1

|Ir|

ˆ

Ir

fpxqdx “ 0.

Assim como |f | é uma função par, temos que

1

|Ir|

ˆ

Ir

|fpxq ´ fIr |dx “ 1

2r

ˆ r

´r
|ln x|dx “ 1

r

ˆ r

0

|ln x|dx “ ´1

r

ˆ r

0

lnpxqdx

“ 1 ´ lnprq,

mas 1 ´ lnprq Ñ `8 quando r Ñ 0`. Portanto f R BMOpRq.
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3.2 Dualidade do espaço H1pRnq e a relação com

BMOpRnq
Dada f P L8pRnq podemos definir o funcional ℓf : H

1pRnq ÝÑ C por

ℓf pgq .“
ˆ

Rn

fpxqgpxqdx.

Claramente ℓf é um funcional cont́ınuo em H1pRnq. De fato, pela desigualdade de
Hölder

|ℓf pgq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

fpxqgpxqdx
ˇ̌
ˇ̌ ď ‖f‖L8‖g‖L1 ď ‖f‖L8‖g‖H1 , (3.1)

pois H1pRnq ãÑ L1pRnq. Conclusão L8pRnq ãÑ pH1pRnqq˚. A seguir veremos que o
resultado anterior pode ser estendido para f P BMOpRnq em norma BMOpRnq. O
resultado será estendido na Proposição 3.2.1. Note que se f P L8pRnq, g P H1pRnq
e g “

ÿ

j

λjaj uma representação, então pelo Teorema da convergência dominada de

Lebesgue, L8pRnq Ă BMOpRnq e pelas propriedades dos p1,`8q-átomos temos

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

fpxqgpxqdx
ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ˆ

Bj

fpxq
ÿ

j

λjajpxqdx
ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

j

λj

ˆ

Bj

fpxqajpxqdx
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

“
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

j

λj

ˆ

Bj

pfpxq ´ fBj
qajpxqdx

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

ÿ

j

|λj|

ˆ

Bj

|fpxq ´ fBj
|

|Bj|
dx

ď
ÿ

j

|λj|‖f‖BMO,

passando sobre o ı́nfimo de todas as representações de g em HppRnq, temos pelo Co-
rolário 2.4.6 que:

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

fpxqgpxqdx
ˇ̌
ˇ̌ ď C‖g‖H1‖f‖BMO. (3.2)

Definimos o espaço H1

0
pRnq como o espaço gerado pelos átomos em H1pRnq, isto é

que cada g P H1

0
pRnq é da forma g “

mÿ

j“1

λjaj no qual cada aj é um átomo. Note que

H1

0
pRnq é denso em H1pRnq, pois pelo Corolário 2.4.6 cada g P H1pRnq tem ao menos

uma representação g “
`8ÿ

j“0

λjaj o qual para gm “
mÿ

j“0

λjaj P H1

0
pRnq temos que:

‖g ´ gm‖H1 “
›››››

8ÿ

j“m`1

λjaj

›››››
H1

ď
`8ÿ

j“m`1

|λj|‖aj‖H1 ď C

`8ÿ

j“m`1

|λj| ÝÑ 0.

Proposição 3.2.1. Seja f P BMOpRnq e ‖¨‖H1

0
o funcional induzido pelo ‖¨‖H1 no

subespaço H1

0
pRnq. Então

ℓf : H
1

0
pRnq ÝÑ R
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g ÞÝÑ ℓf pgq .“
ˆ

Rn

fpxqgpxqdx,

é um funcional linear limitado e

‖ℓf pgq‖ ď c‖f‖BMO‖g‖H1

0
.

Demonstração. Seja g “
Nÿ

j“1

λjaj, considere

f pkqpxq “

$
&
%

´k, se fpxq ď ´k
fpxq, se ´ k ď fpxq ď k

k, se fpxq ě k

,

note que f pkq “ min tmax tf,´ku , ku P L8pRnq. Assim para cada k P N temos que

‖f pkq‖BMO ď 3

2
p‖max tf,´ku‖BMO ` ‖k‖BMOq

ď 9

4
p‖f‖BMO ` ‖´k‖BMOq “ 9

4
‖f‖BMO.

Logo pelo (3.2) e como H1

0
pRnq está imerso em H1pRnq temos que

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

f pkqpxqgpxqdx
ˇ̌
ˇ̌ ď C‖f pkq‖BMO‖g‖H1 ď c‖f‖BMO‖g‖H1 .

Note que:

• f pkq ÝÑ f em quase todo ponto, o qual f pkqg ÝÑ fg em quase todo ponto.

• |f pkqg| ď
Nÿ

j“1

|λj||f ||aj| P L1pRnq, pois |f pkq| ď |f | e faj P L1pRnq pois f P L1

locpRnq

e cada aj é um átomo.

Logo pelo Teorema 1.1.8 temos que

|ℓf pgq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

fpxqgpxqdx
ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

lim
kÑ`8

f pkqpxqgpxqdx
ˇ̌
ˇ̌

“
ˇ̌
ˇ̌ lim
kÑ`8

ˆ

Rn

f pkqpxqgpxqdx
ˇ̌
ˇ̌ ď c‖f‖BMO‖g‖H1 ,

Como H1

0
pRnq é denso em H1pRnq, podemos estender de forma única ℓf a

Lf : H
1pRnq ÝÑ C com

‖Lf‖ ď c‖f‖BMO,

isto permite dar a seguinte definição.
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Definição 3.2.2. Sejam f P BMOpRnq e g P H1pRnq. Definimos
ˆ

Rn

fpxqgpxqdx .“ Lf pgq.

Note que se g “
ÿ

j

λaj é uma representação, então

ˆ

Rn

fpxqgpxqdx “ Lf pgq “ Lf

˜
lim

NÑ`8

Nÿ

j“1

λjaj

¸
“ lim

NÑ`8
Lf

˜
Nÿ

j“1

λjaj

¸

“ lim
NÑ`8

ℓf

˜
Nÿ

j“1

λjaj

¸
“ lim

NÑ`8

Nÿ

j“1

λj

ˆ

Rn

fpxqajpxqdx

“
ÿ

j

λj

ˆ

Rn

fpxqajpxqdx.

Seja L2

B,0pRnq .“
"
φ P L2pRnq : supppφq Ă B,

ˆ

Rn

φpxqdx “ 0

*
. Note que se f, h P

BMOpRnq tais que Lf “ Lh temos que para todo B e cada g P L2

B,0pRnq satisfaz

ˆ

Rn

fpxqgpxqdx “
ˆ

Rn

hpxqgpxqdx,

pois
|B|´

1

2

‖g‖L2

g é um p1, 2q-átomo (pelo Corolário 4.1.8 cada p1, 2q-átomo é uniformemente

limitado em HppRnq, veja [31]) e assim f “ h ` cte em cada B, isto é f “ h em
BMOpRnq. Portanto

L : BMOpRnq ÝÑ H1pRnq˚

f ÞÝÑ Lpfq .“ Lf

é injetiva. Além disso, é limitado pois:

‖Lpfq‖ “ ‖Lf‖ ď c‖f‖BMO.

Teorema 3.2.3. L : BMOpRnq ÝÑ H1pRnq˚ é um isomorfismo.

Demonstração. Fixando ℓ P H1pRnq˚ eB Ă R
n, considere o subespaço fechado L2

B,0pRnq
do L2pRnq e seja g P L2

B,0pRnq. Claramente aB
.“ |B|´

1

2

g

‖g‖L2

é um p1, 2q-átomo, logo

pelo Corolário 4.1.8 temos

|ℓpgq| “
ˇ̌
ˇℓ
´
|B|

1

2‖g‖L2aB

¯ˇ̌
ˇ “ |B|

1

2‖g‖L2|ℓpaBq|

ď |B|
1

2‖g‖L2‖ℓ‖pH1q˚‖aB‖H1 ď C|B|
1

2‖ℓ‖pH1q˚‖g‖L2 .

Assim pelo Teorema de Representação de Riesz no subespaço de Hilbert L2

B,0pRnq de
L2pRnq, existe FB P L2

B,0pRnq tal que

ℓpgq “
ˆ

B

FBpxqgpxqdx, @ g P L2

B,0pRnq
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e ‖FB‖L2 ď C|B|
1

2‖ℓ‖pH1q˚ . Afirmamos que se B1 Ă B2 então FB1 ´ FB2 é constante
em B1 pois FB1 e FB2 produzem o mesmo funcional linear em L2

B1,0
o qual

ˆ

B1

FB1pxqgpxqdx “
ˆ

B1

FB2pxqgpxqdx, @ g P L2

B1,0
pRnq.

Sejam Bj “ Bp0, jq. Definimos para x P R
n

fpxq .“ FBjpxq ` 1

|B1|

ˆ

B1

FBjpzqdz,

no qual x P Bj. Note que f esta bem definida, pois para x P Bj Ă Bk temos que

FBjpxq ´ FBkpxq ´ 1

|B1|

ˆ

B1

“
FBjpzq ´ FBkpzq

‰
dz “ cj ´ 1

|B1|

ˆ

B1

cjdz “ cj ´ cj “ 0

Agora mostremos que f P BMOpRnq. Seja B Ă R
n, existe Bj Ą B e definimos a

constante induzida em B como

cB
.“ FBj ´ FB ` 1

|B1|

ˆ

B1

FBjpzqdz.

Dáı

1

|B|

ˆ

B

|fpxq ´ cB|dx “ 1

|B|

ˆ

B

|FBpxq|dx ď |B|´
1

2‖FB‖L2 ď C|B|´
1

2 |B|
1

2‖ℓ‖pH1q˚ ,

como B é bola arbitrária temos f P BMOpRnq e ‖f‖BMO ď C‖ℓ‖pH1q˚ . Seja g P H1pRnq
e g “

ÿ

j

λjaj uma representação em HppRnq com as bolas Baj associadas para cada

p1,`8q-átomo aj. Desde que ℓ P H1pRnq˚, aj P L2

Baj
,0pRnq (cada p1,`8q-átomo é um

p1, 2q-átomo) e pela propriedade de momento temos que

ℓpgq “
ÿ

j

λjℓpajq “
ÿ

j

λj

ˆ

Baj

FBaj pxqajpxqdx

“
ÿ

j

λj

ˆ

Baj

´
FBaj pxq ` cBaj

¯
ajpxqdx

“
ÿ

j

λj

ˆ

Baj

fpxqajpxqdx “ Lf pgq “
ˆ

Rn

fpxqgpxq,

portanto ℓ “ Lf “ Lpfq. Note que pela injetividade de L, ℓ determina de forma
univoca f P BMOpRnq que satisfaz ℓ “ Lpfq. Denotamos f “ Gℓ, temos ‖Gℓ‖BMO “
‖f‖BMO ď C‖ℓ‖pH1q˚ como ℓ P H1pRnq˚ foi fixado ao ińıcio. Definimos a aplicação
linear limitada

G : H1pRnq˚ ÝÑ BMOpRnq
ℓ ÞÝÑ Gpℓq .“ Gℓ.

Note que por construção da G temos G ˝ L “ IBMOpRnq e L ˝ G “ IH1pRnq˚ , assim L é
um isomorfismo entre os espaços BMOpRnq e H1pRnq.



Caṕıtulo 4

Limitação de operadores fortemente
de Calderón-Zygmund em espaços
de Hardy

Neste caṕıtulo vamos a tratar os principais resultados obtidos por C. Vasconcelos e
T. Picon no artigo [28]. O principal resultado a ser provado é o seguinte Teorema (as
definições serão dadas posteriormente).

Teorema 4.0.1. Seja T : S pRnq ÝÑ S 1pRnq um operador limitado e suponha que:

(i) T estende-se a um operador limitado de L2pRnq em L2pRnq;

(ii) T tem kernel associado que satisfaze a condição Ds1 para algum 1 ď s1 ă `8 ;

(iii) Para algum n p1 ´ σq
ˆ
1 ´ 1

s2

˙
ď β ă n

ˆ
1 ´ 1

s2

˙
, T estende-se a um operador

limitado de LqpRnq em Ls2pRnq, no qual
1

q
“ 1

s2
` β

n
e s2 ą 1.

Além dessas condições, se T ˚pxαq “ 0 @ |α| ď tδu , 1 ă s1 ď 2 e s1 ď s2 então T poder
ser estendido a um operador limitado de HppRnq em HppRnq para p0 ă p ď 1, no qual

1

p0

.“ 1

s2
` β

n

”
δ
σ

` n
´
1 ´ 1

s2

¯ı

`
δ
σ

´ δ ` β
˘ .

Além disso, se T ˚ satisfaz (iii) então a conclusão também é valida para 1 ă s1 ă `8
e s1 ď s2. No caso s1 “ 1 também é valido, contudo só para p0 ă p ă 1.

Vamos agora introduzir o conceito de operadores δ-Calderón-Zygmund e fortemente
singular de Calderón-Zygmund.

Definição 4.0.2. Seja T : S pRnq ÝÑ S 1pRnq um operador linear limitado. Dizemos
que T está associado a um δ-standard kernel se existir uma função Kpx, yq cont́ınua
fora da diagonal tal que:

(i) |Kpx, yq| ď C

|x ´ y|n
, para todo x ‰ y;
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(ii) |Kpx, yq ´ Kpx, zq| ` |Kpy, xq ` Kpz, xq| ď C
|y ´ z|δ

|x ´ z|n`δ , se 2|y´z| ď |x´z| para
algum 0 ă δ ď 1;

(iii) xT pfq, gy “
ˆ

Kpx, yqfpyqgpxqdydx para qualquer f, g P S pRnq com suportes

disjuntos.

Definição 4.0.3. Seja T associado a um δ-standard kernel. Dizemos que T é um
operador δ-Calderón-Zygmund se T pode ser estendido a um operador de L2pRnq em
L2pRnq.

No artigo [1] o seguinte Teorema foi enunciado e provado.

Teorema 4.0.4. Seja T um operador δ-Calderón-Zygmund tal que T ˚p1q “ 0 (defini-
mos isto mais adiante). Então T se estende a um operador cont́ınuo de HppRnq em

HppRnq para
n

n ` δ
ă p ď 1.

O demonstração do teorema acima utiliza a técnica que T mapeia átomos em
moléculas, que são elementos mais grosseiros que átomos, precisamente se a é pp,`8q-
átomo então T paq é uma pp, q, λq-molécula. Será visto que cada pp, q, λq-molécula (veja
a Definição 4.1.1) podem ser decompostas em uma soma de pp, qq-átomos no sentido
de LqpRnq (veja o Lema 4.1.2) o qual cada pp, q, λq-molécula é uniformemente limi-
tada em HppRnq. Uma parte da demonstração utiliza que todo operador T de δ-
Calderón-Zygmund se estende a um operador cont́ınuo de LqpRnq em LqpRnq para todo
1 ă q ă `8.

Em [1], os autores apresentam uma nova classe de operadores de Calderón-Zygmund
chamados operadores fortemente singulares de Calderón-Zygmund que será descrito a
seguir

Definição 4.0.5. Um operador linear e limitado T : S pRnq ÝÑ S 1pRnq é chamado
um operador fortemente singular de Calderón-Zygmund quando:

(i) T se estende a um operador limitado de L2pRnq em L2pRnq;

(ii) T está associado a um δ-kernel do tipo σ no sentido que para toda f, g P S pRnq
com suportes disjuntos temos

xTf, gy “
ˆ ˆ

Kpx, yqfpyqgpxqdydx, @ f, g P S pRnq,

e Kpx, yq é uma função cont́ınua fora da diagonal que satisfaz

|Kpx, yq ´ Kpx, zq| ` |Kpy, xq ´ Kpz, xq| ď C
|y ´ z|δ

|x ´ z|n` δ
σ

(4.1)

para todo 2|y ´ z|σ ď |x ´ z| para algum 0 ă δ ď 1, 0 ă σ ă 1.

(iii) Para algum p1 ´ σqn
2

ď β ă n

2
ambos operadores T e T ˚, são estendidos a ope-

radores cont́ınuos de LqpRnq em L2pRnq, no qual
1

q
“ 1

2
` β

n
.



97

A definição desta nova classe de operadores de Calderón-Zygmund é motivada pelo es-
tudo de uma classe de multiplicadores cujo śımbolo fora da origem é dado por ei|ζ|

σ{|ζ|β.
A suposição da limitação LqpRnq ´ L2pRnq é motivada pelos operadores de convolução
associados a kernels que satisfazem o controle |K̂pζq| À p1 ` |ζ|q´β.

Observe que se σ “ 1 obtemos um operador de δ-Calderón-Zygmund. Em [28], os
autores apresentam uma versão mais fraca de núcleos δ-kernel do tipo σ.

Definição 4.0.6. Dizemos que um kernel Kpx, yq associado ao operador T satisfaz a
condição Ds para 1 ď s ă `8 se

˜
ˆ

Cjpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|s ` |Kpy, xq ´ Kpz, xq|sdx

¸ 1

s

À |Cjpz, rq|
1

s
´12´jδ,

quando r ą 1 e

˜
ˆ

Cjpz,rρq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|s ` |Kpy, xq ´ Kpz, xq|sdx

¸ 1

s

À |Cjpz, rρq|
1

s
´1` δ

n
p 1

ρ
´ 1

σ
q2´j δ

ρ ,

quando r ď 1, no qual Cjpz, rq “
 
x P R

n : 2jr ă |x ´ z| ď 2j`1r
(
, 0 ă ρ ď σ ď 1,

z P R
n e |y ´ z| ă r.

Note que
1

s
ď 1 e da propriedade pa` bq 1

s ď a
1

s ` b
1

s , @ a, b ě 0. Então podemos

definir de forma equivalente a condição Ds como:

˜
ˆ

Cjpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|sdx

¸ 1

s

À |Cjpz, rq|
1

s
´12´jδ

˜
ˆ

Cjpz,rq
|Kpy, xq ´ Kpz, xq|sdx

¸ 1

s

À |Cjpz, rq|
1

s
´12´jδ,

quando r ą 1 e

˜
ˆ

Cjpz,rρq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|sdx

¸ 1

s

À |Cjpz, rρq|
1

s
´1` δ

n
p 1

ρ
´ 1

σ
q2´j δ

ρ

˜
ˆ

Cjpz,rρq
|Kpy, xq ´ Kpz, xq|sdx

¸ 1

s

À |Cjpz, rρq|
1

s
´1` δ

n
p 1

ρ
´ 1

σ
q2´j δ

ρ

quando r ď 1.

Definição 4.0.7. Definimos a condição D8 se satisfaz

‖Kp¨, yq ´ Kp¨, zq‖L8pCjpz,rqq ` ‖Kpy, ¨q ´ Kpz, ¨q‖L8pCjpz,rqq À |Cjpz, rq|´12´jδ,

quando r ą 1 e

‖Kp¨, yq ´ Kp¨, zq‖L8pCjpz,rρqq ` ‖Kpy, ¨q ´ Kpz, ¨q‖L8pCjpz,rρqq À |Cjpz, rρq|´1` δ
n

p 1

ρ
´ 1

σ
q2´j δ

ρ ,

quando r ď 1. No qual |y ´ z| ă r, 0 ă ρ ď σ ď 1.
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Note que seguindo o caso 1 ď s1 ă `8, podemos definir de forma equivalente a
condição D8 em quatro desigualdades uniformes.

Observação 4.0.8. Se um kernel satisfaz a condição Ds1 então também satisfaz a
condição Ds2 para 1 ď s2 ă s1 ď `8. Com efeito, no caso 1 ď s2 ă s1 ă `8 pela

desigualdade de Hölder para
s1

s2
ą 1 temos

˜
ˆ

Cjpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|s2dx

¸
ď
˜
ˆ

Cjpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|s1dx

¸ s2
s1

|Cjpz, rq|1´ s2
s1 ,

logo

˜
ˆ

Cjpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|s2dx

¸ 1

s2

ď
˜
ˆ

Cjpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|s1dx

¸ 1

s1

|Cjpz, rq|
1

s2
´ 1

s1

À |Cjpz, rq|
1

s1
´1
2´jδ|Cjpz, rq|

1

s2
´ 1

s1 “ |Cjpz, rq|
1

s2
´1
2´jδ.

De forma análoga temos

˜
ˆ

Cjpz,rq
|Kpy, xq ´ Kpz, xq|s2dx

¸ 1

s2

À |Cjpz, rq|
1

s2
´1
2´jδ.

Assim as duas desigualdades uniformes para quando r ą 1 são satisfeitas. Similarmente,
podemos provar as duas desigualdades uniformes quando r ď 1.

O caso s1 “ `8 é imediato, pois

˜
ˆ

Cjpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|s2dx

¸ 1

s2

ď
˜
ˆ

Cjpz,rq
‖Kp¨, yq ´ Kp¨, zq‖s2

L8pCjpz,rqqdx

¸ 1

s2

À
˜
ˆ

Cjpz,rq
|Cjpz, rq|´s22´jδs2dx

¸ 1

s2

“ |Cjpz, rq|
1

s2
´1
2´jδ.

Similarmente podemos provar as trés desigualdades uniformes restantes para o caso
s1 “ `8.

Observação 4.0.9. Todo operador T fortemente singular de Calderón-Zygmund sa-
tisfaz a condição D8. Com efeito, fixemos |y ´ z| ă r, se r ą 1 e x P Cjpz, rq então
2|y ´ z|σ ď 2jrσ ď 2jr ă |x ´ z|. Logo

|Kpx, yq ´ Kpx, zq| ` |Kpy, xq ´ Kpz, xq| ď C
|y ´ z|δ

|x ´ z|n` δ
σ

À rδ

p2jrqn` δ
σ

“ p2jrq´n2´j δ
σ rδ´ δ

σ ď p2jrq´n2´jδ

À |Cjpz, rq|´12´jδ.
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Se r ď 1 e x P Cjpz, rρq então 2|y ´ z|σ ď 2rσ ď 2rρ ď 2jrρ ă |x ´ z|. Logo

|Kpx, yq ´ Kpx, zq|`|Kpy, xq ´ Kpz, xq| ď C
|y ´ z|δ

|x ´ z|n` δ
σ

À rδ

p2jrρqn` δ
σ

“ rδ

p2jrρqn` δ
σ

p2jrρq´n`δp 1

ρ
´ 1

σ qp2jrρqn´δp 1

ρ
´ 1

σ q

» |Cjpz, rρq|´1` δ
np 1

ρ
´ 1

σ qrδ`ρn´ρδp 1

ρ
´ 1

σ q´ρn´ρ δ
σ p2´jqn` δ

σ
´n`δp 1

ρ
´ 1

σ q

“ |Cjpz, rρq|´1` δ
np 1

ρ
´ 1

σ qp2´jq δ
ρ

Observe que isto implica que todo operador fortemente singular de Calderón-Zygmund
satisfaz a condição Ds para 1 ď s ď `8.

Definição 4.0.10. Seja m P N Y t0u. Dizemos que um operador T satisfaz T ˚pxαq “ 0
para todo |α| ď m se

ˆ

Rn

xαTapxqdx “ 0, @ a P L2

c,mpRnq,

no qual L2

c,mpRnq .“
"
f P L2pRnq : supppfq é compacto e

ˆ

Rn

xαfpxqdx “ 0, @|α| ď m

*
.

4.1 Moléculas

Nesta seção apresentaremos alguns tipos de moléculas, que são parte essencial para
a demonstração do Teorema Principal. Para obter mais informações sobre outros tipos
de moléculas, indicamos as referências [1, 31, 32].

Definição 4.1.1. Seja 0 ă p ď 1 ă q ă `8, λ ą n

ˆ
q

p
´ 1

˙
. Uma função Mpxq é

uma pp, q, λq-molécula se existir uma bola Bpz, rq tal que:

(i)

ˆ

Rn

|Mpxq|qdx ď Cr
np1´ q

pq;

(ii)

ˆ

Rn

|Mpxq|q|x ´ z|λdx ď Cr
λ`np1´ q

pq;

(iii)

ˆ

Rn

Mpxqdx “ 0.

As condições (i) e (ii) são equivalentes as condições

ˆ

Bpz,rq
|Mpxq|qdx ď Cr

np1´ q
p

q e

ˆ

Bpz,rqc
|Mpxq|q|x ´ z|λdx ď Cr

λ`np1´ q
p

q
.

Em [1] é demonstrado que se Mpxq satisfaz i) e ii), então M P L1pRnq. Também é
dado o seguinte Lema.
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Lema 4.1.2. Seja Mpxq uma pp, q, λq-molécula. Então em LqpRnq temos

M “
`8ÿ

j“0

λjaj,

no qual cada aj é um pp, qq-átomo suportado em Bpz, 2j`1rq e
`8ÿ

j“0

|λj|
p ă `8.

Na prova deste Lema dada por [1] implicitamente temos:

|λj|‖aj‖Lq “ ‖αj‖Lq ď C2´jrλ
q

`np 1

q
´ 1

pqs|Bj|
1

q
´ 1

p ,

no qual C ą 0 não depende de M e aj é um pp, qq-átomo. Logo,

`8ÿ

j“0

|λj|
p “ Cp

`8ÿ

j“0

2´jr p
q
λ`np p

q
´1qs À 1.

A convergência é obtida pelo fato de p ă q e n

ˆ
q

p
´ 1

˙
ă λ, portanto

p

q
λ ` n

ˆ
p

q
´ 1

˙
ą 0.

Desde que M “
`8ÿ

j“0

λjaj em LqpRnq, temos que M “
`8ÿ

j“0

λjaj em S 1pRnq e como todo

pp, qq-átomo é uniformemente limitado em HppRnq temos

‖M‖Hp ď
`8ÿ

j“0

|λj|
p‖aj‖Hp ď C

`8ÿ

j“0

|λj|
p ď C À 1.

Portanto toda pp, q, λq-molécula é uniformemente limitada em HppRnq.

Definição 4.1.3. Seja 0 ă p, ρ ă 1 ă q ă s ă `8, 1 ď t ă `8 e t ď s tal que

n

ˆ
t

p
´ 1

˙
ă λ ď n

ˆ
t

s
´ 1

˙
` nt

1 ´ ρ

ˆ
1

q
´ 1

s

˙
.

Se p “ 1, restringimos 1 ă t ă `8. Dizemos que a funçãoMpxq é uma pp, ρ, q, λ, s, tq´molécula
se existe uma bola Bpz, rq Ă R

n e uma constante C ą 0 tal que para r ą 1 temos

M1.

ˆ

Rn

|Mpxq|tdx ď Cr
np1´ t

pq;

M2.

ˆ

Rn

|Mpxq|t|x ´ z|λdx ď Cr
λ`np1´ t

pq,

e para r ď 1

M3.

ˆ

Rn

|Mpxq|tdx ď Cr
nrρp1´ t

sq`tp 1

q
´ 1

pqs;

M4.

ˆ

Rn

|Mpxq|t|x ´ z|λdx ď Cr
ρλ`nrρp1´ t

sq`tp 1

q
´ 1

pqs.

Além disso, Mpxq satisfaz as condições de momento
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M5.

ˆ

Rn

Mpxqxαdx “ 0, @ |α| ď Np “
Z
n

ˆ
1

p
´ 1

˙^
.

Note que podemos trocar as propriedades M1, M2, M3 e M4 pelas propriedades:

M1’.

ˆ

Bpz,2rq
|Mpxq|tdx ď Cr

np1´ t
pq;

M2’.

ˆ

RnzBpz,2rq
|Mpxq|t|x ´ z|λdx ď Cr

λ`np1´ t
pq,

quando r ą 1. Quando r ď 1

M3’.

ˆ

Bpz,rρq
|Mpxq|tdx ď Cr

nrρp1´ t
sq`tp 1

q
´ 1

pqs;

M4’.

ˆ

RnzBpz,rρq
|Mpxq|t|x ´ z|λdx ď Cr

ρλ`nrρp1´ t
sq`tp 1

q
´ 1

pqs.

O anterior é consequência das seguintes desigualdades:

ˆ

RnzBpz,2rq
|Mpxq|tdx ď

ˆ

RnzBpz,2rq
|Mpxq|t |x ´ z|λ

p2rqλ dx À r
np1´ t

pq;
ˆ

RnzBpz,rρq
|Mpxq|tdx ď

ˆ

RnzBpz,rρq
|Mpxq|t |x ´ z|λ

prρqλ dx À r
nrρp1´ t

sq`tp 1

q
´ 1

pqs;
ˆ

Bpz,2rq
|Mpxq|t|x ´ z|λdx ď

ˆ

Bpz,2rq
|Mpxq|tp2rqλdx À r

λ`np1´ t
pq;

ˆ

Bpz,rρq
|Mpxq|t|x ´ z|λdx ď

ˆ

Bpz,rρq
|Mpxq|tprρqλ À r

ρλ`nrρp1´ t
sq`tp 1

q
´ 1

pqs.

Note também que a função Mpx ` zq é uma pp, ρ, q, λ, s, tq´molécula com bola
associada Bp0, rq Ă R

n pois

ˆ

Rn

|Mpxq|tdx “
ˆ

Rn

|Mpx ` zq|tdx;
ˆ

Rn

|Mpxq|t|x ´ z|λdx “
ˆ

Rn

|Mpx ` zq|t|x|λdx.

Observação 4.1.4. Observe que se assumimos q “ s, ρ “ 1 e
n

n ` δ
ă p ď 1 temos

que toda pp, t, λq-nolécula é uma pp, 1, s, λ, s, tq-molécula pois

ρ

ˆ
1 ´ t

s

˙
` t

ˆ
1

q
´ 1

p

˙
“ 1 ´ t

p
e tNpu “ 0.

Proposição 4.1.5. Seja Mpxq uma função que satisfaz pM1q e pM2q ou pM3q e pM4q.
Então xαMpxq é uma função absolutamente integrável.

Demonstração. Suponhamos que 1 ă t ă `8. Seja M uma função que satisfaz pM3q
e pM4q para r ď 1

ˆ

Rn

|xαMpxq|dx “
ˆ

Bpz,rq
|xαMpxq|dx `

ˆ

Bpz,rqc
|xαMpxq|dx.
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Na primeira integral usamos a desigualdade de Hölder e pM3q, temos

ˆ

Bpz,rq
|xαMpxq|dx ď ‖xα‖L8pBpz,rqq|Bpz, rq|1´ 1

t

ˆ
ˆ

Rn

|Mpxq|tdx
˙ 1

t

ă `8.

Na segunda integral temos

ˆ

Bpz,rqc
|xαMpxq|dx ď

ˆ

Bpz,rqc
|Mpxq| p|x ´ z| ` |z|q|α| dx

ď
ˆ

Bpz,rqc
|Mpxq|

ÿ

|γ|ď|α|

cγ,α|x ´ z||γ||z||α|´|γ|dx

ď ‖M |¨ ´ z|
λ
t ‖Lt

ÿ

|γ|ď|α|

cγ,α,|z|

ˆ
ˆ

Bpz,rqc
|x ´ z|p|γ|´

λ
t

q t
t´1dx

˙1´ 1

t

ď ‖M |¨ ´ z|
λ
t ‖Lt

ÿ

|γ|ď|α|

cγ,α,|z||S
n´1|

ˆ `8

r

sp|γ|´λ
t q t

t´1
`n´1ds

“ ‖M |¨ ´ z|
λ
t ‖Lt

ÿ

|γ|ď|α|

cγ,α,|z||S
n´1|`

λ
t

´ |γ|
˘

t
t´1

` n
rp|γ|´λ

t q t
t´1

`n ă `8.

A última desigualdade é verdadera pois, |γ| ď |α| ď n

ˆ
1

p
´ 1

˙
e ´λ ă n

ˆ
1 ´ t

p

˙
, logo

ˆ
|γ| ´ λ

t

˙
t

t ´ 1
` n ď

„
n

ˆ
1

p
´ 1

˙
´ λ

t


t

t ´ 1
` n

ă
„
n

ˆ
1

p
´ 1

˙
` n

t

ˆ
1 ´ t

p

˙
t

t ´ 1
` n “ 0.

Então

ˆ

Bpz,rqc
|xαMpxq|dx ď ‖M |¨ ´ z|

λ
t ‖Lt

ÿ

|γ|ď|α|

cγ,α,|z||S
n´1|`

λ
t

´ |γ|
˘

t
t´1

` n
rp|γ|´λ

t
q t
t´1

`n

ă `8.

Para o caso r ą 1 a prova é similar. Quando t “ 1, r ď 1 á prova é similar até

ˆ

Bpz,rqc
|xαMpxq|dx ď

ÿ

|γ|ď|α|

cγ,α,|z|

ˆ

Bpz,rqc
|Mpxq||x ´ z|

λ
t

`p|γ|´λ
t

qdx,

mas |γ| ´ λ ď |α| ´ λ ď n

ˆ
1

p
´ 1

˙
´ λ ă 0, logo de |x ´ z| ě r temos

ˆ

Bpz,rqc
|xαMpxq|dx ď

ÿ

|γ|ď|α|

cγ,α,|z|r
|γ|´λ
ˆ

Bpz,rqc
|Mpxq||x ´ z|λ ă `8

Quando r ą 1 é similar.
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Agora vamos demonstrar que toda molécula vinda da Definição 4.1.3 é uniforme-
mente limitada em HppRnq. Antes disso, vamos precisar do seguinte lema:

Lema 4.1.6. Sejam os conjuntos B0 “ Bp0, rq, Bj “ Bp0, 2jrq, E0 “ B0, Ej “ BjzBj´1.

Hj
.“ L2

ˆ
Ej,

1

|Ej|
dx

˙
e Pj o espaço dos polinômios em Ej com grau não maior a Np.

Então existe uma base
 
φjγ
(
|γ|ďNp

de Pj, que satisfaz

1

|Ej|

ˆ

Ej

φjγpxqxβdx “ă φjγ, x
β ąHj

“ δβ,γ “
"
1, γ “ β

0, γ ‰ β
.

Além disso,

`
2jr

˘|γ|
|φjγpxq| À 1, @x P Ej,

no qual a constante não depende de r e j.

Demonstração. Para existir a base

$
&
%φ

j
γ “

ÿ

|β|ďNp

c
j
β,γx

β

,
.
-

|γ|ďNp

, as constantes cjβ,γ têm

que ser uma solução do sistema
ÿ

|β|ďNp

c
j
β,γ ă xβ, xα ąHj

“ă φjγ, x
α ąHj

“ δα,γ . (4.2)

Desde que ă,ąHj
é um produto interno e

 
xβ
(
|β|ďNp

sendo uma base de Pj, então o

sistema anterior tem solução única, logo a base existe.
Por outro lado

ă xβ, xα ąHj
“ 1

|Ej|

ˆ

Ej

xα`βdx;

• Se j ě 1:

ă xβ, xα ąHj
“ 1

|Ej|

ˆ

2jr

2j´1r

ζ |α`β|
ˆ

Sn´1

xα`βζn´1dxdζ “ fα,β
`
2jr

˘|α`β|`n
,

no qual fα,β “ 1

|B|

2n

2n ´ 1

ˆ
1 ´ 1

2|α`β|`n

˙
1

|α ` β| ` n

ˆ

Sn´1

xα`βdx eB “ Bp0, 1q.
Reescrevemos (4.2)

ÿ

|β|ďNp

fα,βc
j
β,γ

`
2jr

˘|α`β| “ δα,γ

ÿ

|β|ďNp

fα,βc
j
β,γ

`
2jr

˘|β| “ δα,γ

p2jrq|γ|
. (4.3)

Note que quando j “ 0 e r “ 1, o sistema anterior se escreve como
ÿ

|β|ďNp

fα,βc
0

β,γ “ δα,γ (4.4)
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Fixando d “ # tα P N
n : |α| ď Npu, estabelecemos uma indexação de tα P N

n : |α| ď Npu
com as coordenadas Rd. Definimos o isomorfismo

f : Rd Ñ R
d

x ÞÑ pfpxqqα
.“

ÿ

|β|ďNp

fα,β pxqβ ,

assim (4.4) é equivalente a f
`
c0γ
˘

“ eγ , no qual
`
c0γ
˘
β

“ c0β.γ e teγu
γďd é a base

canônica de R
d.

Voltamos a (4.3). Seja
`
djγ
˘
β

“
`
cjγ
˘
β

p2jrq|β|, temos fpdjγq “ eγ

p2jrq|γ|
o qual

djγ “ f´1

˜
eγ

p2jrq|γ|

¸
,

então

`
2jr

˘|β|
|cjβ,γ| “ |

`
djγ
˘
β
| ď ‖djγ‖8 ď ‖f´1‖

p2jrq|γ|
.

Assim |cjβ,γ| ď ‖f´1‖
1

p2jrq|γ|
1

p2jrq|β|
, então

`
2jr

˘|γ|
|φjγpxq| ď

`
2jr

˘|γ| ÿ

|β|ďNp

|cjβ,γ|‖x‖
|β|

ď
`
2jr

˘|γ| ÿ

|β|ďNp

‖f´1‖

p2jrq|γ|
p2jrq|β|

p2jrq|β|

“ ‖f´1‖d,

isto é p2jrq|γ| |φjγpxq| À 1, @x P Ej, no qual não depende de r ą 0 nem de j ě 1.

• Se j “ 0:

ă xβ, xα ąH0
“ gα,βr

|α`β|, gα,β “ 1

|B|

1

|α ` β| ` n

ˆ

Sn´1

px1qα`βdx1

Note que quando r “ 1, podemos proceder como no caso anterior e obter o

isomorfismo g, assim |c0β,γ| ď ‖g´1‖
1

r|γ|
1

r|β|
. Logo

rγ|φ0

γpxq| À 1, @x P E0 independente de r ą 0.

Portanto de ambos casos temos

`
2jr

˘|γ|
|φjγpxq| À 1, @x P Ej,

no qual a constante no depende de r ą 0 e j ě 0.
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Lema 4.1.7. SejaMpxq uma pp, ρ, q, λ, s, tq- molécula. EntãoM “
8ÿ

j“0

γjaj em S 1pRnq

no qual ajpxq é um pp, tq- átomo e tγjujPN é uma sucessão de escalares complexos tais

que
ÿ

j

|γj|
p À 1. Além disso, existe uma constante C ą 0 independente de M tal que

‖M‖Hp ď C.

Demonstração. SejaMpxq uma pp, ρ, q, λ, s, tq-molécula e B “ Bpz, rq a bola associada.
Definimos os seguintes conjuntos e funções Bj

.“ Bpz, 2jrq, E0

.“ B0, Ej
.“ BjzBj´1,

Mj
.“ χEj

M , PN
.“ tppxq : polinômios em R

n com deg pppxqq ď Np u e

PN,j
.“
 
ppxq |Ej

: ppxq P PN
(
. Seja Hj

.“ L2

ˆ
Ej,

1

|Ej|
dx

˙
, aplicando o processo de

ortogonalização de Gram-Schmidt para a base
 
xβ
(
|β|ďNp

no espaço PN,j, temos a base 
φjγ
(
|γ|ďNp

de polinômios tais que:

1

|Ej|

ˆ

Ej

φjγpxqxβdx “ă φjγ, x
β ąHj

“ δγ,β “
"
1, γ “ β

0, γ ‰ β
,

além disso, pelo Lema 4.1.6 temos a desigualdade uniforme em j e r

p2jrq|γ||φjγpxq| À 1, @x P Ej.

Seja Mγ
j

.“ 1

|Ej|

ˆ

Ej

Mpxqxγdx, que está bem definido, pois xαMpxq é absolutamente

integrável para todo |α| ď Np. Seja Pj “
ÿ

|γ|ďNp

M
γ
j φ

j
γ, Note que

M “
`8ÿ

j“0

Mj “
`8ÿ

j“0

pMj ´ Pjq `
`8ÿ

j“0

Pj, pontualmente.

Afirmação: Mj ´ Pj “ djAj, no qual Aj é pp, tq-átomo e
`8ÿ

j“0

|dj|
p ă `8.

Com efeito:

• Quando r ď 1:
Desde que supppMjq, supppPjq Ă Ej Ă Bj, temos supppMj ´Pjq Ă Ej Ă Bj, logo

ˆ

Rn

pMjpxq ´ Pjpxqqxαdx “
ˆ

Ej

¨
˝Mjpxq ´

ÿ

|γ|ďNp

M j
γφ

j
γpxq

˛
‚xαdx

“
ˆ

Ej

Mjpxqxαdx ´
ÿ

|γ|ďNp

˜
ˆ

Ej

Mpyqyγdy
¸

1

|Ej|

ˆ

Ej

φjγpxqxαdx

“
ˆ

Ej

Mjpxqxαdx ´
ÿ

|γ|ďNp

˜
ˆ

Ej

Mpyqyγdy
¸
δγ,α

“
ˆ

Ej

Mpxqxαdx ´
ˆ

Ej

Mpyqyαdy “ 0,
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então
ˆ

Rn

pMjpxq ´ Pjpxqqxαdx “ 0, @|α| ď Np. (4.5)

Estimando ‖Mj‖LtpRnq: M P LtpRnq pois é uma molécula, logoMj “ χEj
M P LtpRnq

e de Ej “ Bpz, 2jrqzBpz, 2j´1rq temos que

‖Mj‖LtpRnq “
ˆ
ˆ

Rn

|Mjpxq|tdx
˙ 1

t

“
˜
ˆ

Ej

|Mjpxq|tdx
¸ 1

t

ď
˜
ˆ

Ej

|Mjpxq|t
ˆ
2λ|x ´ z|λ

2jλrλ

˙
dx

¸ 1

t

ď 2
λ
t p2jrq´λ

t

˜
ˆ

Ej

|Mjpxq|t|x ´ z|λdx

¸ 1

t

À p2jrq´λ
t

˜
ˆ

Ej

|Mjpxq|t|x ´ z|λdx

¸ 1

t

,

logo pela propriedade (M4) temos

‖Mj‖LtpRnq À p2jrq´λ
t r
ρλ

t
`nrρp 1

t
´ 1

sq` 1

q
´ 1

ps

“ p2jqnp 1

t
´ 1

pqp2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t qr´λ
t

p1´ρq`nrρp 1

t
´ 1

sq` 1

q
´ 1

t s

“ |Bp0, 1q| 1p´ 1

t |Bj|
1

t
´ 1

p r
np 1

p
´ 1

t qp2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t qr´λ
t

p1´ρq`nrρp 1

t
´ 1

sq` 1

q
´ 1

t s.

A última igualdade é valida poisBj “ Bpz, 2jrq. Como p ď t, λ ď n

ˆ
t

s
´ 1

˙
` nt

1 ´ ρ

ˆ
1

q
´ 1

s

˙
,

logo

´λ

t
p1 ´ ρq ` n

„
ρ

ˆ
1

t
´ 1

s

˙
` 1

q
´ 1

t


ě 0

e
1

p
´ 1

t
ě 0. Então de r ď 1 temos:

‖Mj‖LtpRnq À |Bp0, 1q| 1p´ 1

t |Bj|
1

t
´ 1

p p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q À |Bj|
1

t
´ 1

p p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q (4.6)

Agora para Pj:

|Pjpxq| “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ÿ

|γ|ďNp

M j
γφ

j
γpxq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď

ÿ

|γ|ďNp

|M j
γ ||φ

j
γpxq| ď

ÿ

|γ|ďNp

|φjγpxq| 1

|Ej|

ˆ

Ej

|Mpyq||y|γdy

ď
ÿ

|γ|ďNp

|φjγpxq|p2jrq|γ| 1

|Ej|
K

ˆ

Ej

|Mpyq|dy, K “ |z|

r
` 1,
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como Mpx ` zq é uma pp, ρ, q, λ, s, tq-molécula e pela Proposição 2.2.1

‖Mp¨ ` zq‖Hp “ ‖M‖Hp ,

podemos assumir sem perda de generalidade que z “ 0 e assim K “ 1. Pelo Lema
4.1.6 temos |φjγpxq|p2jrq|γ| À 1, logo

|Pjpxq| ď
ÿ

|γ|ďNp

|φjγpxq|p2jrq|γ| 1

|Ej|

ˆ

Ej

|Mpyq|dy

À 1

|Ej|

ˆ

Ej

|Mpyq|dy “ 1

|Ej|

ˆ

Rn

|Mjpyq|χEj
pyqdy

ď 1

|Ej|
‖Mj‖Lt‖χEj

‖
L

t
t´1

“ |Ej|
´ 1

t ‖Mj‖Lt

então
ˆ

Ej

|Pjpxq|tdx À
ˆ

Ej

‖Mj‖
t
Lt

1

|Ej|
dx “ ‖Mj‖

t
Lt ,

assim ‖Pj‖Lt À ‖Mj‖Lt . Logo de (4.6) temos

‖Mj ´ Pj‖Lt ď 2‖Mj‖Lt À |Bj|
1

t
´ 1

p p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q. (4.7)

Definimos Aj como pMj ´ Pjq pxq .“ djAjpxq, no qual dj “ ‖Mj ´ Pj‖Lt |Bj|
1

p
´ 1

t .
Logo:

i) supppAjq Ă supp pMj ´ Pjq Ă Bj, @ j;

ii) ‖Aj‖Lt ď |Bj|
1

t
´ 1

p , @ j;

iii)

ˆ

Rn

Ajpxqxαdx “ 0, @ |α| ď Np, pela propriedade (4.5).

Dessa forma conclúımos que Aj é um pp, tq-átomo, além disso, de (4.7) temos

`8ÿ

j“0

|dj|
p “

`8ÿ

j“0

‖Mj ´ Pj‖
p

Lt |B|1´ p
t À

`8ÿ

j“0

|B|
p
t

´1p2jq´λp
t

`npp 1

p
´ 1

t q|B|1´ p
t

“
`8ÿ

j“0

p2jq´λp
t

`np1´ p
t q “

`8ÿ

j“0

p2θqj ă `8,

a última identidade é justificada, pois λ ą n

ˆ
t

p
´ 1

˙
e logo θ “ ´λp

t
` n

´
1 ´ p

t

¯
ă 0.

Logo

`8ÿ

j“0

|dj|
p À 1.
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Afirmação:
`8ÿ

j“0

Pjpxq “
`8ÿ

j“0

ÿ

|γ|ďNp

ψjγpxq

Com efeito: Definimos N j
γ

.“ |Ek|
`8ÿ

k“j
Mk

γ “
`8ÿ

k“j

ˆ

Ek

Mpxqxγdx e

ψjγpxq .“ N j`1

γ

„
1

|Ej`1|
φj`1

γ pxq ´ 1

|Ej|
φjγpxq


, claramente

supppψjγq Ă Ej`1zBj`1 (4.8)

Note que

`8ÿ

j“0

Pjpxq “
`8ÿ

j“0

ÿ

|γ|ďNp

M j
γφ

j
γpxq “

`8ÿ

j“0

ÿ

|γ|ďNp

pM j
γ |Ej|qp|Ej|´1φjγpxqq

“
ÿ

|γ|ďNp

`8ÿ

j“0

pN j
γ ´ N j`1

γ qp|Ej|´1φjγpxqq, N j
γ ´ N j`1

γ “ |Ej|M
j
γ

“
ÿ

|γ|ďNp

`8ÿ

j“0

„
N j`1

γ

|Ej`1|
φj`1

γ pxq ´
N j`1

γ

|Ej|
φjγpxq


`
„
N j
γ

|Ej|
φjγpxq ´

N j`1

γ

|Ej`1|
φj`1

γ pxq


“
ÿ

|γ|ďNp

#
`8ÿ

j“0

ψjγpxq `
`8ÿ

j“0

„
N j
γ

|Ej|
φjγpxq ´

N j`1

γ

|Ej`1|
φj`1

γ pxq
+

“
ÿ

|γ|ďNp

#
`8ÿ

j“0

ψjγpxq ` N0

γ

+
“

ÿ

|γ|ďNp

`8ÿ

j“0

ψjγpxq,

a última identidade é valida, poisN0

γ “
ˆ

Rn

Mpxqxγdx “ 0, logo
`8ÿ

j“0

Pjpxq “
`8ÿ

j“0

ÿ

|γ|ďNp

ψjγpxq.

Além disso, para todo |α|, |β| ď Np temos

ˆ

Rn

ψjγpxqxβdx “
ˆ

Rn

“
N j`1

γ |Ej`1|
´1φj`1

γ pxq ´ N j`1

γ |Ej|
´1φjγpxq

‰
xβdx

“ N j`1

γ

«
1

|Ej`1|

ˆ

Ej`1

φj`1

γ pxqxβdx ´ 1

|Ej|

ˆ

Ej

φjγpxqxβdx
ff

“ N j`1

γ rδγ,β ´ δγ,βs “ 0,

assim
ˆ

Rn

ψjγpxqxβdx “ 0, @j, @ |γ|, |β| ď Np. (4.9)

Estimando ‖ψjγ‖L8 :

De ψjγpxq “ N j`1

γ

„
1

|Ej`1|
φj`1

γ pxq ´ 1

|Ej|
φjγpxq


, basta estimar N j`1

γ . Pela in-

variância baixo traslações de ‖¨‖Hp , sem perda de geralidade podemos supor que
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z “ 0. Logo

|N j`1

γ | “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

`8ÿ

k“j`1

ˆ

Ek

Mpxqxγdx
ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

`8ÿ

k“j`1

p2krq|γ|
ˆ

Ek

|Mkpxq|dx

ď
`8ÿ

k“j`1

p2krq|γ|‖Mk‖Lt‖χEk
‖
L

t
t´1

“
`8ÿ

k“j`1

p2krq|γ||Ek|1´ 1

t ‖Mk‖Lt ,

pelo (4.6) e |Ek| ď |Bk| temos

|N j`1

γ | À
`8ÿ

k“j`1

p2krq|γ||Ek|1´ 1

t |Bk|
1

t
´ 1

p p2kq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q

ď
`8ÿ

k“j`1

r|γ||Bk|
1´ 1

p p2kq|γ|´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q

À
`8ÿ

k“j`1

r|γ|p2krqnp1´ 1

p
qp2kq|γ|´λ

t
`np 1

p
´ 1

t q

“ r
|γ|`np1´ 1

p
q

`8ÿ

k“j`1

p2kq|γ|´λ
t

`np1´ 1

t q,

então

|N j`1

γ | À r
|γ|`np1´ 1

p
q

`8ÿ

k“j`1

p2kq|γ|´λ
t

`np1´ 1

t q.

De |γ| ď Np ď n

ˆ
1

p
´ 1

˙
e λ ą n

ˆ
t

p
´ 1

˙
, temos |γ| ´ λ

t
` n

ˆ
1 ´ 1

t

˙
ă 0 o

qual a série anterior é convergente. Assim

|N j`1

γ | À
`8ÿ

k“j`1

p2krq|γ|`np1´ 1

p
qp2kq´λ

t
`np 1

p
´ 1

t q

ď
`8ÿ

k“j`1

p2jrq|γ|`np1´ 1

p
qp2kq´λ

t
`np 1

p
´ 1

t q, pois |γ| ` n

ˆ
1 ´ 1

p

˙
ď 0

“ p2jrqnp1´ 1

p
qp2jrq|γ|

`8ÿ

k“j`1

p2kq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q

À p2jrqnp1´ 1

p
qp2jrq|γ|, pois ´ λ

t
` n

ˆ
1

p
´ 1

t

˙
ă 0,

logo

|N j`1

γ | À |Bj|
1´ 1

p p2jrq|γ|p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q,

também |N j
γ | À |Bj|

1´ 1

p p2jrq|γ|p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q pois |Bj| “ 2n|Bj´1| e N0

γ “ 0.
Então

|N j`1

γ |
|N j

γ |

*
À |Bj|

1´ 1

p p2jrq|γ|p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q (4.10)
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Agora procedemos a estimar ψjγpxq “ N j`1

γ

„
1

|Ej`1|
φj`1

γ pxq ´ 1

|Ej|
φjγpxq


, de (4.9)

e p2jrq|γ||φjγpxq| À 1 temos

|N j
γ |Ej|

´1φjγpxq| À |Bj|
1´ 1

p p2jrq|γ|p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q|Ej|´1|φjγpxq|
À |Bj|

´ 1

p p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q|Bj||Ej|
´1

À |Bj|
´ 1

p p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q pois |Ej| “ |Bj|

ˆ
1 ´ 1

2n

˙
,

logo

|N j
γ |Ej|

´1φjγpxq| À |Bj|
´ 1

p p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q. (4.11)

Similarmente de (4.10), temos:

|N j`1

γ |Ej|
´1φjγpxq| À |Bj|

´ 1

p p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q À |Bj`1|
´ 1

p p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q,

então de (4.11) temos

|ψjγpxq| “ |N j`1

γ |Ej`1|
´1φj`1

γ pxq ´ N j`1

γ |Ej|
´1φjγpxq| À |Bj`1|

´ 1

p p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q.

Assim de (4.8) e (4.9):

i) supppψjγq Ă Bj`1, @ j, @ |γ| ď Np;

ii) ‖ψjγ‖L8 ď D|Bj`1|
´ 1

p p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q, @ j, @ |γ| ď Np, no qual D não depende
dos ψ, j e r;

iii)

ˆ

Rn

ψjγpxqxβdx “ 0, @ j, @ |γ|, |β| ď Np.

Definimos Wj,γpxq “
ψjγpxq
hj

, no qual hj “ p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t qD, logo:

i) supppWj,γq Ă supppψjγq Ă Bj`1, @ j, @ |γ| ď Np;

ii) ‖Wj,γ‖L8 “
‖ψjγ‖L8

hj
ď |Bj`1|

´ 1

p ;

iii)

ˆ

Rn

Wj,γpxqxβdx “ 1

hj

ˆ

Rn

ψjγpxqxβdx “ 0, @ j, @ |γ|, |β| ď Np.

Dessa forma conclúımos queWj,γpxq é um pp,`8q-átomo, além disso,
`8ÿ

j“0

|hj|
p À 1

pois

`8ÿ

j“0

|hj|
p “ Dp

`8ÿ

j“0

p2jq´λp
t

`np1´ p
t q ă `8.



4.1. MOLÉCULAS 111

• Quando r ą 1:
Estimando ‖Mj‖Lt : Da mesma forma que para no caso r ď 1, temos pela propri-
edade (M2)

‖Mj‖Lt À p2jrq´λ
t

˜
ˆ

Ej

|Mjpxq|t|x ´ z|λdx

¸ 1

t

À p2jrq´λ
t r

λ
t

`np 1

t
´ 1

pq “ p2jrqnp 1

t
´ 1

pqp2jrq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t qr λ
t

`np 1

t
´ 1

pq

“ |Bp0, 1q| 1p´ 1

t |Bj|
1

t
´ 1

p p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t qr´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q`λ
t

`np 1

t
´ 1

pq,
então

‖Mj‖Lt À |Bj|
1

t
´ 1

p p2jq´λ
t

`np 1

p
´ 1

t q.
A desigualdade anterior é a mesma desigualdade (4.6) obtida no caso r ď 1,
note que depois da desigualdade (4.6) não foi usado (M3) ou (M4), o qual a
demonstração é valida para r ą 1.

Corolário 4.1.8. O conjunto dos p1, 2q-átomo é limitado em H1pRnq.

Demonstração. Fixemos p “ 1, t “ s “ 2, q “ 3

2
,
5

6
ă ρ ă 1 e algum λ ą 0 tal que

n

ˆ
t

p
´ 1

˙
ă λ ď n

ˆ
t

s
´ 1

˙
` nt

1 ´ ρ

ˆ
1

q
´ 1

s

˙
.

Seja apxq um p1, 2q´átomo com bola associada B “ Bp0, rq (novamente pela Proposição
2.2.1 assumimos sem perda de generalidade que z “ 0), então

ˆ

Rn

|apxq|tdx ď |B|1´ t
p “ |Bp0, 1q|1´ t

p r
np1´ t

pq;
ˆ

Rn

|apxq|t|x|λdx ď
ˆ

Bp0,rq
|apxq|trλdx ď |Bp0, 1q|1´ t

p r
λ`np1´ t

pq.

Claramente se r ą 1 temos que apxq é uma pp, ρ, q, λ, s, tq-molécula e assim

‖a‖Hp À 1.

No caso r ď 1 definimos Apxq .“
´r
2

¯n
p

a
´r
2
x
¯
, logo é uma pp, ρ, q, λ, s, tq-molécula, pois

supp A Ă Bp0, 2q e
ˆ

Rn

|Apxq|tdx ď |Bp0, 1q|1´ t
p2np1´ t

pq;
ˆ

Rn

|Apxq|t|x|λdx ď |Bp0, 1q|1´ t
p2λ`np1´ t

pq.

Logo pela Proposição 2.2.1 temos

‖a‖Hp “
´r
2

¯n
p
›››a

´r
2

¨
¯›››

Hp
“

`
r
2

˘n
p

`
r
2

˘n
p

‖A‖Hp À 1.

Portanto de ambos casos temos que o conjunto dos p1, 2q-átomo é limitado em H1pRnq.
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Definição 4.1.9. Seja λ ą 0, 1 ď s1 ă `8, 1 ă s2 ă `8, s1 ď s2, 0 ă p, ρ ă 1, 0 ă
σ ď 1 e β tal que p1 ´ σq

´
1 ´ 1

s2

¯
n ď β ă

´
1 ´ 1

s2

¯
n. Dizemos que pp, ρ, β, λ, s2, s1q

são parâmetros admisśıveis se

n

ˆ
s1

p
´ 1

˙
ă λ ď n

ˆ
s1

s2
´ 1

˙
` s1β

p1 ´ ρq .

Quando p “ 1 restringimos 1 ă s1 ă `8.

Proposição 4.1.10. Seja T um operador linear limitado em L2pRnq sobre ele mesmo,
com kernel associado que satisfaz a condição D1. Então xαTapxq P L1pRnq para todo
a P L2

c,mpRnq com |α| ď m ă δ.

Demonstração. Basta provar para o caso supppaq Ă Bp0, rq pois

ˆ

Rn

xαTapx ´ hqdx “
ˆ

Rn

px ` hqαTapxqdx

é combinação linear das xβTapxq com |β| ď m.

• Quando r ě 1:

ˆ

Rn

|xαTapxq|dx “
ˆ

Bp0,2rq
|xαTapxq|dx `

ˆ

RnzBp0,2rq
|xαTapxq|dx.

Pela desigualdade de Hölder e a limitação em L2pRnq temos

ˆ

Bp0,2rq
|xαTapxq|dx ď p2rq|α|‖χBp0,2rq‖L2‖Ta‖L2 À r|α|`

n
2 ‖a‖L2 ă `8.

Por outro lado, desde que a P L2

c,mpRnq temos

|Tapxq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Bp0,rq
Kpx, yqapyqdy

ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Bp0,rq
rKpx, yq ´ Kpx, 0qs apyqdy

ˇ̌
ˇ̌

ď
ˆ

Bp0,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, 0q| |apyq|dy,

logo

ˆ

RnzBp0,2rq
|xαTapxq|dx ď

ˆ

RnzBp0,2rq
|x||α|

ˆ

Bp0,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, 0q| |apyq|dydx

ď
ˆ

RnzBp0,rq
|x||α|

ˆ

Bp0,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, 0q| apyqdydx

ď
`8ÿ

j“0

ˆ

Cjp0,rq
|x||α|

ˆ

Bp0,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, 0q| |apyq|dydx

ď
`8ÿ

j“0

p2j`1rq|α|
ˆ

Cjp0,rq

ˆ

Bp0,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, 0q| |apyq|dydx
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logo pelo Teorema de Fubinni e pela condição D1 temos,

ˆ

RnzBp0,2rq
|xαTapxq|dx ď

`8ÿ

j“0

p2j`1rq|α|
ˆ

Bp0,rq

ˆ

Cjp0,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, 0q| |apyq|dxdy

À
`8ÿ

j“0

p2j`1rq|α|
ˆ

Bp0,rq
|apyq|2´jδdy

À
`8ÿ

j“0

p2jrq|α|2´jδ‖a‖L2‖χBp0,rq‖L2

À r|α|`
n
2 ‖a‖L2

`8ÿ

j“0

p2jq|α|´δ ă `8,

a convergência da série é garantida, pois |α| ă δ, disso conclúımos que quando
r ě 1 temos que

ˆ

Rn

|xαTapxq|dx ă `8.

• Quando r ă 1:
ˆ

Rn

|xαTapxq|dx “
ˆ

Bp0,2rρq
|xαTapxq|dx `

ˆ

RnzBp0,2rρq
|xαTapxq|dx,

para algum 0 ă ρ ď σ ă 1. Da mesma forma que no caso r ě 1 podemos justificar
que

ˆ

Bp0,2rρq
|xαTapxq|dx ă `8.

Na outra integral vamos a fazer o mesmo que quando r ě 1, só trocamos RnzBp0, 2rq
e Cjp0, rq pelos RnzBp0, 2rρq e Cjp0, 2rρq respectivamente, logo

ˆ

RnzBp0,2rρq
|xαTapxq|dx À

`8ÿ

j“0

p2j`1rρq|α|
ˆ

Bp0,rq

ˆ

Cjp0,rρq
|Kpx, yq ´ Kpx, 0q| |apyq|dxdy,

logo pela condição D1 temos

ˆ

RnzBp0,2rρq
|xαTapxq|dx À

`8ÿ

j“0

p2j`1rρq|α|
ˆ

Bp0,rq
|apyq||Cjp0, rρq|

δ
np 1

ρ
´ 1

σ q2´j δ
ρdy

À
`8ÿ

j“0

p2jrρq|α|p2j`1rρqδp 1

ρ
´ 1

σ q2´j δ
ρ

ˆ

Bp0,rq
|apyq|dy

À
`8ÿ

j“0

p2jrρq|α|p2jrρqδp 1

ρ
´ 1

σ qp2jq´ δ
ρ‖a‖L2‖χBp0,rq‖L2

À ‖a‖L2 r|α|ρ`n
2

`δ´δ ρ
σ

`8ÿ

j“0

p2jq|α|´ δ
σ ă `8,



114CAPÍTULO 4. LIMITAÇÃO DE OPERADORES FORTEMENTE CZ EM ESPAÇOS DE HARDY

a convergência da série é garantida pelo fato de |α| ă δ

σ
pois |α| ă δ e σ ă 1.

Logo para r ă 1 temos que

ˆ

Rn

|xαTapxq|dx ă `8.

Portanto de ambos casos temos
ˆ

Rn

|xαTapxq|dx ă `8,

para todo |α| ď m ă δ.

4.2 Prova do Teorema 4.0.1

Demonstração. Seja apxq um pp,`8q-átomo suportado em Bpz, rq Ă R
n, então se pro-

vamos que Ta é pp, ρ, q, λ, s2, s1q molécula no qual
1

q
“ 1

s2
` β

n
e pp, ρ, β, λ, s1, s2q são

parâmetros admisśıveis para algum ρ ď σ terminamos, pois do Lema 4.1.7 temos que
‖Ta‖HppRnq À 1.

Vamos a restringir ao caso 0 ă p ď 1 e 1 ă s1 ď 2.

• Para r ą 1, devemos provar que:

i)

ˆ

Bpz,2rq
|Tapxq|s1dx ď Cr

np1´ s1
p q

ii)

ˆ

RnzBpz,2rq
|Tapxq|s1|x ´ z|λdx ď Cr

λ`np1´ s1
p q

Com efeito:

ˆ

Bpz,2rq
|Tapxq|s1dx “

ˆ

Bpz,2rq
χBpz,2rqpxq|Tapxq|s1dx

ď ‖χBpz,2rq‖p 2

s1
q1‖|Ta|s1‖ 2

s1

“ |Bpz, 2rq|1´ s1
2 ‖Ta‖s1

L2 ,

pela limitação T : L2pRnq ÝÑ L2pRnq temos que

ˆ

Bpz,2rq
|Tapxq|s1dx À |Bpz, 2rq|1´ s1

2 ‖a‖s1
L2 À |Bpz, rq|1´ s1

2

ˆ
ˆ

Bpz,rq
|Bpz, rq|´ 2

pdx

˙ s1
2

“ |Bpz, rq|1´ s1
2 |Bpz, rq|´

s1
p

` s1
2 “ |Bpz, rq|1´ s1

p ,

então
ˆ

Bpz,2rq
|Tapxq|s1dx À r

np1´ s1
p q.



4.2. PROVA DO TEOREMA 4.0.1 115

Para o outro termo, usando que

ˆ

Rn

apxqdx “ 0 e supp a Ă Bpz, rq, lembrando

que Tapxq “
ˆ

Rn

Kpx, yqapyqdy para todo x P R
nzBpz, rq), temos

ˆ

RnzBpz,2rq
|Tapxq|s1|x ´ z|λdx

“
ˆ

RnzBpz,2rq

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Bpz,rq
Kpx, yqapyqdy

ˇ̌
ˇ̌
s1

|x ´ z|λdx

“
ˆ

RnzBpz,2rq

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Bpz,rq
rKpx, yq ´ Kpx, zqs apyqdy

ˇ̌
ˇ̌
s1

|x ´ z|λdx

ď
`8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rq

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Bpz,rq
rKpx, yq ´ Kpx, zqs apyqdy

ˇ̌
ˇ̌
s1

|x ´ z|λdx

ď
`8ÿ

j“1

$
&
%

«
ˆ

Cjpz,rq

ˆ
ˆ

Bpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq||apyq||x ´ z|

λ
s1 dy

˙s1

dx

ff 1

s1

,
.
-

s1

,

então pela desigualdade de Minkoswky geralizada temos que
ˆ

RnzBpz,2rq
|Tapxq|s1|x ´ z|λdx

ď
`8ÿ

j“1

$
&
%

ˆ

Bpz,rq

«
ˆ

Cjpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|s1 |apyq|s1|x ´ z|λdx

ff 1

s1

dy

,
.
-

s1

ď
`8ÿ

j“1

p2jrqλ
$
&
%

ˆ

Bpz,rq
|apyq|

«
ˆ

Cjpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|s1dx

ff 1

s1

dy

,
.
-

s1

,

então pela condição Ds1 temos

ˆ

RnzBpz,2rq
|Tapxq|s1|x ´ z|λdx

À
`8ÿ

j“1

p2jrqλ
"
ˆ

Bpz,rq
|apyq||Cjpz, rq|

1

s1
´1
2´jδdy

*s1

ď
`8ÿ

j“1

p2jrqλ|Cjpz, rq|1´s12´js1δ
ˆ
ˆ

Bpz,rq
|apyq|dy

˙s1

À
`8ÿ

j“1

p2jrqλp2jrq´nps1´1q2´js1δ|Bpz, rq|s1´ s1
p

À
`8ÿ

j“1

p2jrqλp2jrq´nps1´1q2´js1δrs1np1´ 1

pq

“ r
λ`np1´ s1

p q
`8ÿ

j“1

p2jqλ´nps1´1q´s1δ.
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Assumindo que λ ă nps1 ´ 1q ` s1δ, então
ˆ

RnzBpz,2rq
|Tapxq|s1|x ´ z|λdx À r

λ`np1´ s1
p q

• Para r ď 1, devemos provar que:

i)

ˆ

Bpz,rρq
|Tapxq|s1dx ď Cr

n
”
ρ
´
1´ s1

s2

¯
`s1p 1

q
´ 1

pq
ı
;

ii)

ˆ

RnzBpz,rρq
|Tapxq|s1|x ´ z|λdx ď Cr

ρλ`n
”
ρ
´
1´ s1

s2

¯
`s1p 1

q
´ 1

pq
ı
.

Com efeito:
ˆ

Bpz,rρq
|Tapxq|s1dx “

ˆ

Bpz,rρq
χBpz,rρqpxq|Tapxq|s1dx

ď ‖χBpz,rρq‖p s2
s1

q1‖|Ta|s1‖ s2
s1

“ |Bpz, rρq|1´ s1
s2 ‖Ta‖s1Ls2 ,

então pela limitação T : LqpRnq ÝÑ Ls2pRnq temos
ˆ

Bpz,rρq
|Tapxq|s1dx À |Bpz, rρq|1´ s1

s2 ‖a‖s1Lq ď |Bpz, rρq|1´ s1
s2 |Bpz, rq|s1p 1

q
´ 1

pq,

logo
ˆ

Bpz,rρq
|Tapxq|s1dx À prρqn

´
1´ s1

s2

¯
r
np 1

q
´ 1

pqs1 “ r
n
”
ρ
´
1´ s1

s2

¯
`s1p 1

q
´ 1

pq
ı
.

Agora vamos estimar o outro termo. Desde que

ˆ

Rn

apxqdx “ 0, supp a Ă Bpz, rq
e R

nzBpz, rρq Ă R
nzBpz, rq temos

ˆ

RnzBpz,rρq
|Tapxq|s1|x ´ z|λdx

“
ˆ

RnzBpz,rρq

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Bpz,rq
rKpx, yq ´ Kpx, zqs apyqdy

ˇ̌
ˇ̌
s1

|x ´ z|λdx

“
`8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rρq

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Bpz,rq
rKpx, yq ´ Kpx, zqs apyqdy

ˇ̌
ˇ̌
s1

|x ´ z|λdx

ď
`8ÿ

j“1

$
&
%

«
ˆ

Cjpz,rρ

ˆ
ˆ

Bpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq||apyq||x ´ z|

λ
s1 dy

˙s1

dx

ff 1

s1

,
.
-

s1

,

então pela desigualdade de Minkoswky generalizada temos que
ˆ

RnzBpz,rρq
|Tapxq|s1|x ´ z|λdx

ď
`8ÿ

j“1

$
&
%

ˆ

Bpz,rq

«
ˆ

Cjpz,rρq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|s1 |apyq|s1|x ´ z|λdx

ff 1

s1

dy

,
.
-

s1
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ď
`8ÿ

j“1

$
&
%

ˆ

Bpz,rq

«
ˆ

Cjpz,rρq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|s1dx

ff 1

s1

p2jrρq
λ
s1 |apyq|dy

,
.
-

s1

,

então pela condição Ds1 temos
ˆ

RnzBpz,rρq
|Tapxq|s1|x ´ z|λdx

ď
`8ÿ

j“1

p2jrρqλ
"
ˆ

Bpz,rq
|apyq||Cjpz, rρq|

1

s1
´1` δ

np 1

ρ
´ 1

σ q2´j δ
ρdy

*s1

ď
`8ÿ

j“1

p2jrρqλ
´
|Cjpz, rρq|

1

s1
´1` δ

np 1

ρ
´ 1

σ q2´j δ
ρ

¯s1
|Bpz, rq|s1p1´ 1

pq

À
`8ÿ

j“1

p2jrρqλ
´
|Cjpz, rρq|

1

s1
´1` δ

np 1

ρ
´ 1

σ q2´j δ
ρ

¯s1
r
s1np1´ 1

pq

À
`8ÿ

j“1

p2jrρqλ
”
p2jrρq

n
s1

´n`δp 1

ρ
´ 1

σ q2´j δ
ρ

ıs1
r
s1np1´ 1

pq

“rρλ`n
”
s1`s1 δ

n
´s1ρ

´
1´ 1

s1
` δ

nσ

¯
´ s1

p

ı `8ÿ

j“1

p2jqλ´nps1´1q´s1 δ
σ ,

a convergência é garantida pois 0 ă σ ď 1, λ ă nps1 ´ 1q ` s1δ. Então
ˆ

RnzBpz,rρq
|Tapxq|s1|x ´ z|λdx À r

ρλ`n
”
s1`s1 δ

n
´s1ρ

´
1´ 1

s1
` δ

nσ

¯
´ s1

p

ı
.

Para provar a desigualdade uniforme, precisamos que

ρλ ` n

„
s1 ` s1

δ

n
´ s1ρ

ˆ
1 ´ 1

s1
` δ

nσ

˙
´ s1

p


“ ρλ ` n

„
ρ

ˆ
1 ´ s1

s2

˙
` s1

ˆ
1

q
´ 1

p

˙
,

isto é valido se, e somente se, ρ
.“
n
´
1 ´ 1

q

¯
` δ

n
´
1 ´ 1

s2

¯
` δ

σ

.

De iii) temos que:

np1 ´ σq
ˆ
1 ´ 1

s2

˙
ď β ô p1 ´ σq

ˆ
1 ´ 1

s2

˙
ď 1

q
´ 1

s2

ô 1 ´ 1

s2
` σ

ˆ
1

s2
´ 1

˙
` 1

s2
ď 1

q

ô 1 ´ 1

q
ď σ

ˆ
1 ´ 1

s2

˙

ô n

ˆ
1 ´ 1

q

˙
` δ ď nσ

ˆ
1 ´ 1

s2

˙
` δ

ô ρ “
n
´
1 ´ 1

q

¯
` δ

n
´
1 ´ 1

s2

¯
` δ

σ

ď σ.
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Para que Tapxq seja pp, ρ, q, λ, s2, s1q-molécula precisamos agora que:

0 ă p, ρ ă 1 ă q ă s2 ă `8, 1 ď s1 ă `8, s1 ď s2.

Escolhemos λ tal que

n

ˆ
s1

p
´ 1

˙
ă λ ď n

ˆ
s1

s2
´ 1

˙
` ns1

1 ´ ρ

ˆ
1

q
´ 1

s

˙
“ n

ˆ
s1

s2
´ 1

˙
` s1

1 ´ ρ
β,

para isso devemos ter que n

ˆ
s1

p
´ 1

˙
ă n

ˆ
s1

s2
´ 1

˙
` s1β

1 ´ ρ
, como

n

ˆ
s1

p
´ 1

˙
ă n

ˆ
s1

s2
´ 1

˙
` s1β

1 ´ ρ
ô s1

p
´ 1 ă s1

s2
´ 1 ` s1β

np1 ´ ρq

ô 1

p
ă 1

s2
` β

np1 ´ ρq
.“ 1

p0

ô p0 ă p,

o qual permite a escolha de λ (escolhemos no interior). Lembrando que para a
convergência de uma série assumimos que λ ă nps1 ´ 1q ` s1δ, como

n

ˆ
s1

s2
´ 1

˙
` s1β

1 ´ ρ
ď nps1 ´ 1q ` s1δ

ôn

ˆ
1 ´ s2

s1

˙
` s2β

1 ´ ρ
ď n

ˆ
s2 ´ s2

s1

˙
` s2δ

ô s2β

1 ´ ρ
ď nps2 ´ 1q ` s2δ

ôs2β ď rnps2 ´ 1q ` s2δs p1 ´ ρq
ôρ rnps2 ´ 1q ` s2δs ď nps2 ´ 1q ` s2δ ´ s2β

ôρ ď nps2 ´ 1q ` s2δ ´ s2β

nps2 ´ 1q ` s2δ

ô
n
´
1 ´ 1

q

¯
` δ

n
´
1 ´ 1

s2

¯
` δ

σ

ď nps2 ´ 1q ` s2δ ´ s2β

nps2 ´ 1q ` s2δ
“
n
´
1 ´ 1

s2

¯
` δ ´ β

n
´
1 ´ 1

s2

¯
` δ

ô
n
´
1 ´ 1

s2

¯
` δ ´ β

n
´
1 ´ 1

s2

¯
` δ

σ

ď
n
´
1 ´ 1

s2

¯
` δ ´ β

n
´
1 ´ 1

s2

¯
` δ

ôn

ˆ
1 ´ 1

s2

˙
` δ ď n

ˆ
1 ´ 1

s2

˙
` δ

σ
pois n

ˆ
1 ´ 1

s2

˙
´ β ą 0

ôδ ď δ

σ

ôσ ď 1.

Logo pela escolha de λ temos

λ ă n

ˆ
s1

s2
´ 1

˙
` s1β

1 ´ ρ
ď nps1 ´ 1q ` s1δ.
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Note que

p0 ď 1 ô 1 ď 1

p0
“ 1

s2
` β

np1 ´ ρq

ô 1 ´ 1

s2
ď β

np1 ´ ρq ô
1 ´ 1

s2
β

n

ď 1

1 ´ ρ

ô
1 ´ 1

s2
1

q
´ 1

s2

ď 1

1 ´ ρ
ô 1 ´ ρ ď

1

q
´ 1

s2

1 ´ 1

s2

ô
1 ´ 1

s2
´ 1

q
` 1

s2

1 ´ 1

s2

ď ρ

ô
n
´
1 ´ 1

q

¯

n
´
1 ´ 1

s2

¯ ď
n
´
1 ´ 1

q

¯
` δ

n
´
1 ´ 1

s2

¯
` δ

σ

ô
n
´
1 ´ 1

q

¯

σ
ď n

ˆ
1 ´ 1

s2

˙

ô n

ˆ
1 ´ 1

q
´ σ ` σ

s2

˙
ď 0

ô n

ˆ
1 ´ 1

s2
´ β

n
´ σ ` σ

s2

˙
ď 0

ô n

ˆ
1 ´ 1

s2

˙
p1 ´ σq ď β.

Agora mostremos a propriedade (M5) da molécula, isto é
ˆ

Rn

Tapxqxαdx “ 0, @ |α| ď Np “
Z
n

ˆ
1

p
´ 1

˙^
,

desde que apxq é um pp,`8q-átomo, então a P L2

c,Np
e pela hipótese satisfaz

ˆ

Tapxqxαdx “ă T ˚pxαq, a ą“ 0, @ |α| ď tδu ,

portanto se mostramos que Np ď tδ u temos a propriedade.

Desde que Np ď Np0 , só temos que mostrar que Np0 ď tδu o qual é válido pois:

n

ˆ
1

p0
´ 1

˙
ď δ

ô 1

p0
ď n ` δ

n

ô 1

s2
` β

np1 ´ ρq ď n ` δ

n

ô 1

s2
´ 1 ´ δ

n
` β

np1 ´ ρq ď 0

ô β

np1 ´ ρq ď 1 ´ 1

s2
` δ

n
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ô
β

n

1 ´ 1

s2
` δ

n

ď 1 ´ ρ

ôρ ď 1 ´
β

n

1 ´ 1

s2
` δ

n

“
n
´
1 ´ 1

s2

¯
` δ ´ β

n
´
1 ´ 1

s2

¯
` δ

ôρ ď
n
´
1 ´ 1

s2

¯
` δ ´ n

´
1

q
´ 1

s2

¯

n
´
1 ´ 1

s2

¯
` δ

“
n
´
1 ´ 1

q

¯
` δ

n
´
1 ´ 1

s2

¯
` δ

ôδ ď δ

σ

ôσ ď 1.

Similarmente temos n

ˆ
1

p0
´ 1

˙
ă δ ô σ ă 1.

Agora abordemos o caso 2 ă s1 ă `8, e T ˚ satisfazendo iii). Informamos que na
prova do Teorema 4.2.5, as teses deste Teorema 4.0.1 não são utilizadas, então podemos
usar a sequência da prova.
Se r ą 1:
Desde que 1 ď s1 e Kpx, yq satisfaz a condição Ds1 , então Kpx, yq satisfaze a condição
D1, logo as hipóteses do Teorema 4.2.5 são satisfeitas. Assim T : L8pRnq Ñ BMOpRnq
é cont́ınua. Pelo Teorema da interpolação temos que T : Ls1pRnq Ñ Ls1pRnq é cont́ınuo,
pois 2 ă s1 ă `8 e T : L2pRnq Ñ L2pRnq é cont́ınuo. Logo

ˆ

Bpz,2rq
|Tapxq|s1dx À ‖a‖s1Ls1 “

ˆ

Bpz,rq
|apxq|s1dx

ď ‖a‖s1L8 |Bpz, rq| ď |Bpz, rq|´
s1
p |Bpz, rq|,

assim a propriedade (M1) é provada, pois
ˆ

Bpz,2rq
|Tapxq|s1dx ď r

np1´ s1
p q.

Para demonstrar (M2), (M3), (M4) e (M5) segue-se no caso 1 ď s1 ď 2, pois não foi
necessário a desigualdade 1 ă s1 ď 2.

Observação 4.2.1. No caso 1 ď s1 ď 2, a demonstração
ˆ

Bpz,2rq
|Tapxq|s1dx ď ‖χBpz,2rq‖p 2

s1
q1‖|Ta|s1‖ 2

s1

¨ ¨ ¨ À r
np1´ s1

p q,

usa a desigualdade 1 ď 2

s1
. Quando 2 ă s1 isto não é satisfeito, o qual a continuidade

de T : Ls1pRnq Ñ Ls1pRnq resolve o problema.

Observação 4.2.2. No ambos casos, mostramos que

ˆ

RnzBpz,rρq
|Tapxq|s1|x ´ z|λ À r

ρλ`n
”
s1`s1 δ

n
´s1ρ

´
1´ 1

s1
` δ

nσ

¯
´ s1

p

ı `8ÿ

j“0

p2jqλ´nps1´1q´s1 δ
σ .
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Se tentamos trocar ρ por σ temos

ˆ

RnzBpz,rσq
|Tapxq|s1|x ´ z|λ À r

σλ`n
”
s1p1´ 1

pq´s1σ
´
1´ 1

s1

¯ı `8ÿ

j“0

p2jqλ´nps1´1q´s1 δ
σ ,

assim se desejamos tentar mostrar que Tapxq é uma pp, σ, q, λ, s2, s1q-molécula precisa-
mos

σλ ` n

„
s1

ˆ
1 ´ 1

p

˙
´ s1σ

ˆ
1 ´ 1

s1

˙
“ σλ ` n

„
σ

ˆ
1 ´ s1

s2

˙
` s1

ˆ
1

q
´ 1

p

˙

s1

ˆ
1 ´ 1

p

˙
´ s1σ ` σ “ σ

ˆ
1 ´ s1

s2

˙
` s1

ˆ
1

q
´ 1

p

˙

s1 ´ s1σ “ ´σs1
s2

` s1
1

q
“ ´σs1

s2
` s1

ˆ
1

s2
` β

n

˙

1 ´ σ “ ´ σ

s2
` 1

s2
` β

n

n

ˆ
1 ´ 1

s2

˙
p1 ´ σq “ β.

Também precisamos que escolher λ tal que

n

ˆ
s1

p
´ 1

˙
ă λ ď n

ˆ
s1

s2
´ 1

˙
` ns1

1 ´ σ

ˆ
1

q
´ 1

s2

˙
,

pois o Lema 4.1.7 usa a primeira desigualdade (estamos substituindo t “ s1q para a
convergência da série

`8ÿ

j“0

|dj|
p ď

`8ÿ

j“0

p2jq´λp
s1

`n
´
1´ p

s1

¯
.

Mas apresenta o seguinte problema:

n

ˆ
s1

p
´ 1

˙
ă n

ˆ
s1

s2
´ 1

˙
` ns1

1 ´ σ

ˆ
1

q
´ 1

s2

˙

ô 1

p
ă
ˆ
1

q
´ 1

s2

˙
1

1 ´ σ
` 1

s2
“ β

np1 ´ σq ` 1

s2
“ 1 ´ 1

s2
` 1

s2
“ 1

ô 1

p
ă 1

ô 1 ă p.

Uma observação extra é que p0 “ 1.

Observação 4.2.3. Todo operador T fortemente singular de Calderón-Zygmund satis-
faz as hipóteses do Teorema 4.0.1 para 0 ă δ ď 1, 0 ă σ ă 1 e s2 “ 2, pois a condição

Ds1 é satisfeita para 1 ď s1 ď `8.
1

p0
“ 1

2
` β

`
δ
σ

` n
2

˘

n
`
δ
σ

´ δ ` β
˘ e tδu “ 0. Logo o Teorema

4.0.1 é uma generalização do seguinte Teorema dado por [1].
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Teorema 4.2.4. Seja T um operador fortemente singular de Calderón-Zygmund tal

que T ˚p1q “ 0. Seja
1

p0
“ 1

2
` β

`
δ
σ

` n
2

˘

n
`
δ
σ

´ δ ` β
˘ . Entao, se 1 ě p ą p0, T se estende a

um operador cont́ınuo de HppRnq em HppRnq.

Outro resultado obtido por C. Vasconcelos e T. Picon no artigo é o seguinte.

Teorema 4.2.5. Seja T um operador como no Teorema 4.0.1 que satisfaz i) e iii) desse
Teorema e com a condição D1, assuma também que iii) é satisfeito pelo operador T ˚.
Então T é cont́ınuo de L8pRnq em BMOpRnq.

Demonstração. Seja f P L8pRnq, se demonstramos que existe uma constante C ą 0 tal
que para toda bola aberta @B Ă R

n existe aB tal que

sup
B

1

|B|

ˆ

B

|Tfpxq ´ aB|dx ď C‖f‖8,

acabamos, pois

1

2
‖Tf‖BMOpRnq ď sup

B

inf
aPC

1

|B|

ˆ

B

|Tfpxq ´ a|dx

ď sup
B

1

|B|

ˆ

B

|Tfpxq ´ aB|dx ď C‖f‖8.

Seja B
.“ Bpz, rq Ă R

n bola arbitraria:

• Se r ď 1:
Definimos

f1
.“ fχBpz,2rσq e f2

.“ fχRnzBpz,2rσq,

claramente f “ f1 ` f2. Desde que T
˚ : LqpRnq Ñ Ls2pRnq é limitado, temos que:

T : Ls
1
2pRnq Ñ Lq

1pRnq é limitado, além disso,
1

s1
2

“ 1 ´ 1

s2
e
1

q1 “ 1

s1
2

´ β

n
.

Desde que f P L8pRnq e supppf1q Ă Bpz, 2rσq, temos que f1 P Ls1
2pRnq, disso Tf1

está bem definido em Lq
1pRnq. Logo usando a limitação de T : Ls

1
2pRnq Ñ Lq

1pRnq
temos que

ˆ

Bpz,rq
|Tf1pxq|dx ď |Bpz, rq| 1q ‖Tf1‖Lq1

À |Bpz, rq| 1q ‖f1‖Ls1
2

À |Bpz, rq|
1

q
` σ

s1
2 ‖f‖L8 ,

assim

1

|Bpz, rq|

ˆ

Bpz,rq
|Tf1pxq|dx À |Bpz, rq|

1

q
` σ

s1
2

´1

‖f‖L8

como

1

q
` σ

s1
2

´ 1 “ β

n
` 1

s2
` σ ´ σ

s2
´ 1
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“ β

n
´ p1 ´ σq

ˆ
1 ´ 1

s2

˙
ě 0, hipótese (iii)

e r ď 1, logo temos

1

Bpz, rq

ˆ

Bpz,rq
|Tf1pxq|dx ď C‖f‖L8 (4.12)

Agora trabalhamos f2:
ˆ

Rn

|Kpx, yq ´ Kpz, yq||f2pyq|dy ď
ˆ

RnzBpz,2rσq
|Kpx, yq ´ Kpz, yq||fpyq|dy

ď ‖f‖L8

`8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rσq
|Kpx, yq ´ Kpz, yq|dy

ď ‖f‖L8

`8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rρq
|Kpx, yq ´ Kpz, yq|dy,

a última desigualdade é válida, pois r ď 1, ρ ď σ. Usando a condição D1 temos

ˆ

Rn

|Kpx, yq ´ Kpz, yq||f2pyq|dy À ‖f‖L8

`8ÿ

j“1

|Cjpz, rρq|
δ
np 1

ρ
´ 1

σ q2´j δ
ρ

À ‖f‖L8

`8ÿ

j“1

p2jrρqδp 1

ρ
´ 1

σ q2´j δ
ρ

“ ‖f‖L8r
ρδp 1

ρ
´ 1

σ q
`8ÿ

j“1

2´j δ
σ

ď ‖f‖L8

`8ÿ

j“1

2´j δ
σ À ‖f‖L8

na última linha foi usado denovo r ď 1, ρ ď σ, então

1

|Bpz, rq|

ˆ

Bpz,rq
|Tf2pxq ´ Tf2pzq|dx “ 1

Bpz, rq

ˆ

Bpz,rq

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Rn

pKpx, yq ´ Kpz, yqq f2pyqdy
ˇ̌
ˇ̌ dx

ď 1

|Bpz, rq|

ˆ

Bpz,rq

ˆ

Rn

|Kpx, yq ´ Kpz, yq||f2pyq|dydx

À 1

|Bpz, rq|

ˆ

Bpz,rq
‖f‖L8dx “ ‖f‖L8 .

Assim:

1

Bpz, rq

ˆ

Bpz,rq
|Tf2pxq ´ Tf2pzq|dx À ‖f‖L8 (4.13)

Definamos aB
.“ Tf2pzq, logo

1

|Bpz, rq|

ˆ

Bpz,rq
|Tfpxq ´ aB|dx
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“ 1

|Bpz, rq|

ˆ

Bpz,rq
|Tf1pxq ` pTf2pxq ´ Tf2pzqq|dx

ď 1

Bpz, rq

ˆ

Bpz,rq
|Tf1pxq|dx ` 1

Bpz, rq

ˆ

Bpz,rq
|Tf2pxq ´ Tf2pzq|dx

ď C‖f‖L8 ,

na última desigualdade usamos (4.12) e (4.13).

• Se r ą 1 : Definimos novamente

f “ fχBpz,rq ` fχRnzBpz,rq
.“ f1 ` f2,

claramente f1 P L2pRnq, logo pela limitação de T : L2pRnq ÝÑ L2pRnq temos
Tf1 P L2pRnq além disso,

ˆ

Bpz,rq
|Tf1pxq|dx ď |Bpz, rq| 12‖Tf1‖L2

À |Bpz, rq| 12‖f1‖L2

ď |Bpz, rq| 12‖f‖L8|Bpz, rq| 12 .

Então

1

|Bpz, rq|

ˆ

Bpz,rq
|Tf1pxq|dx À ‖f‖L8 (4.14)

Agora trabalhemos f2:
ˆ

Rn

|Kpx, yq ´ Kpz, yq||f2pyq|dy ď
ˆ

RnzBpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpz, yq||fpyq|dy

ď ‖f‖L8

`8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpz, yq|dy

À ‖f‖L8

`8ÿ

j“1

2´jδ À ‖f‖L8 ,

a última linha é justificada pela condição D1, então

1

|Bpz, rq|

ˆ

Bpz,rq
|Tf2pxq ´ Tf2pzq|dx ď 1

|Bpz, rq|

ˆ

Bpz,rq

ˆ

Rn

|Kpx, yq ´ Kpz, yq||f2pyq|dydx

À 1

|Bpz, rq|

ˆ

Bpz,rq
‖f‖L8dx “ ‖f‖L8 ,

assim

1

|Bpz, rq|

ˆ

Bpz,rq
|Tf2pxq ´ Tf2pzq|dx À ‖f‖L8 (4.15)

Definamos novamente aB
.“ Tf2pzq, usando (4.14) e (4.15) temos:

1

|Bpz, rq|

ˆ

Bpz,rq
|Tfpxq ´ aB|dx ď C‖f‖L8 .
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Portanto para r ą 0 , temos

1

|Bpz, rq|

ˆ

Bpz,rq
|Tfpxq ´ aB|dx ď C‖f‖L8 .

4.3 Limitação em espaços de Hardy com peso

Nesta seção a função ω será não negativa e mensurável. A função ω é de classe A1

se existe uma constante C ą 0 tal que para cada bola B Ă R
n temos

1

|B|

ˆ

B

ωpyqdy ď Cωpxq, em quase todo ponto x P B.

Claramente se denotamos ωpEq .“
ˆ

E

ωpxqdx temos que cada E Ă B mensurável satisfaz

|E|ωpBq ď C|B|ωpEq pois

|E|
ωpBq
|B|

“
ˆ

E

1

|B|

ˆ

B

ωpyqdydx ď
ˆ

E

Cωpxqdx “ CωpEq.

Por exemplo:

• w ” 1 é de classe A1 .

• Seja g P L1pRnq, g ě 0, g ‰ 0 em quase todo ponto e g limitada. Então a função
ωpxq “ Mgpxq é de classe A1 (ver [31]).

Definição 4.3.1. Dizemos que ω satisfaz a desigualdade Holder Reversa para 1 ă t ă
`8 se existir uma constante C ą 0 tal que

ˆ
1

|B|

ˆ

B

ωtpxqdx
˙ 1

t

ď C

|B|

ˆ

B

ωpxqdx,

para toda bola B Ă R
n e denotamos a este conjunto de funções como RHt. Note que

se ω P RHt, então ω P RHs para todo 1 ă s ă t. Com efeito, pela desigualdade de

Hölder para
t

s
ą 1 temos

ˆ

B

ωspxqdx “
ˆ

B

ωspxqχBpxqdx ď
ˆ
ˆ

B

ωtpxqdx
˙ s

t
ˆ
ˆ

B

χ
p t
s

q1

B pxqdx
˙1´ s

t

“
ˆ
ˆ

B

ωtpxqdx
˙ s

t

|B|1´ s
t ,

logo

ˆ
1

|B|

ˆ

B

ωspxqdx
˙ 1

s

“ |B|´
1

s

ˆ
ˆ

B

ωspxqdx
˙ 1

s

ď |B|´
1

s

ˆ
ˆ

B

ωtpxqdx
˙ 1

t

|B|
1

s
´ 1

t

ď C

|B|

ˆ

B

ωpxqdx.
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Exemplos podem ser obtidos em ( [31], Caṕıtulo IV).

Definição 4.3.2. Denotamos ao espaço de Lebesgue com peso como LpωpRnq .“ LppRn, ωpxqdxq
ao conjunto de funções mensuráveis tais que

‖f‖Lp
ω

.“
ˆ
ˆ

Rn

|fpxq|pωpxqdx
˙ 1

p

ă `8.

Definição 4.3.3. Seja φ P S pRnq tal que

ˆ

Rn

φpxqdx ‰ 0. Definimos o espaço de

Hardy com peso ao conjunto das distribuições f P S 1pRnq tais que Mφf P LpωpRnq
Denotamos este espaço como Hp

ωpRnq e definimos o funcional

‖f‖Hp
ω

.“ ‖Mφf‖Lp
ω
.

Definição 4.3.4. Seja 0 ă p ď 1 e ω P A1 (de classe A1). Dizemos que uma função
mensurável apxq é pω, p,`8q-átomo se existir Bpz, rq Ă R

n tal que

supp paq Ă Bpz, rq, ‖a‖L8 ď ωpBpz, rqq´ 1

p e

ˆ

Rn

apxqxαdx “ 0,

para todo multi-́ındice |α| ď Np “
Y
np1

p
´ 1q

]
.

Agora mencionemos ligeiramente o Teorema de Decomposição Atômica para o espaço
de Hardy com peso [27]. Se ω P A1 e f P Hp

ωpRnq, então existe ao menos uma sequência

de coeficientes tλjujPN P ℓp e pω, p,`8q-átomos tajujPN tais que f “
ÿ

j

λjaj no qual

a convergência é na norma Hp
ωpRnq. Além disso, inf

$
&
%

˜ÿ

jPN
|λj|

p

¸ 1

p

,
.
- » ‖f‖Hp

ω
no qual

o ı́nfimo é tomado sobre todas as representações atômicas de f . A rećıproca desta
afirmação também é válido.

Teorema 4.3.5. Seja T : S pRnq Ñ S 1pRnq um operador linear limitado como no
Teorema 4.0.1. Então, T pode ser estendido a um operador limitado de Hp

ωpRnq em
LpωpRnq para p0 ď p ď 1 com p0 definido como no Teorema 4.0.1, no qual ω P A1 X RHd,

d “ max

"
s

s ´ p
,

s1

pps1 ´ 1q

*
, s “ min t2, s2u. Além disso, se s1 “ 1 a condição é valida

só para p0 ď p ă 1 e d “ 1

1 ´ p
.

Demonstração. Se demonstramos que qualquer apxq pω, p,`8q-átomo satisfaz

‖Ta‖p
L
p
ω

À 1,

acabamos, pois dada f P Hp
ωpRnq e uma representação arbitraria f “

ÿ
λjaj temos

que

ˆ

Rn

|Tf |pωdx ď
ˆ

Rn

´ÿ
|λj||Taj|

¯p
ωdx
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ď
ˆ

Rn

ÿ
|λ|p|Taj|

pωdx ď
ÿ

|λj|
p

ˆ

Rn

|Taj|
pwdx

À |λj|
p,

logo passando sobre o ı́nfimo de todas as representações:
ˆ

Rn

|Tf |pωdx À inf
ÿ

|λj|
p » ‖f‖p

H
p
ω
,

assim

‖Tf‖Lp
ω

À ‖f‖Hp
ω
.

Portanto vamos a verificar a propriedade, seja Bpz, rq Ą supppaq

• Se r ą 1:

‖Ta‖p
L
p
ω

“
ˆ

Bpz,2rq
|Tapxq|pωpxqdx `

8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rq
|Tapxq|pωpxqdx

.“ I1 ` I2.

Fazemos a conta para I1, pela desigualdade de Hölder para
2

p
temos,

I1 “
ˆ

Rn

|Tapxq|pχBpz,2rqωpxqdx ď
ˆ
ˆ

Rn

|Tapxq|2dx
˙ p

2

ˆ
ˆ

Bpz,rq
ωpxq 2

2´pdx

˙1´ p
2

À ‖a‖p
2

„
1

|Bpz, 2rq|

ˆ

Bpz,2rq
ωpxq 2

2´pdx

1´ p
2

|Bpz, 2rq|1´ p
2 ,

a última desigualdade é justificada pela limitação de T : L2pRnq ÝÑ L2pRnq. Desde
que ω P RHd e 1 ď 2

2 ´ p
ď s

s ´ p
ď d, então ω P RH 2

2´p
e assim

I1 À ‖a‖p
2

1

|Bpz, 2rq|

ˆ

Bpz,2rq
ωpxqdx|Bpz, 2rq|1´ p

2

ď ‖a‖p8|Bpz, rq| p2 ωpBpz, 2rqq
|Bpz, 2rq| |Bpz, 2rq|1´ p

2

ď ωpBpz, 2rqq
ωpBpz, rqq |Bpz, rq| p2 |Bpz, 2rq|´ p

2

À |Bpz, 2rq|
|Bpz, rq| |Bpz, rq| p2 |Bpz, 2rq|´ p

2 ,

a última desigualdade é justificada, pois ω P A1, portanto

I1 À 1.

Fazemos a conta para I2, lembrando que supppaq Ă Bpz, rq, temos

I2 “
`8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rq
|Tapxq|pωpxqdx “

`8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rq

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Bpz,rq
Kpx, yqapyqdy

ˇ̌
ˇ̌
p

ωpxqdx
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“
`8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rq

ˆ
ˆ

Bpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq||apyq|dy

˙p

ωpxqdx

ď ‖a‖p8

`8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rq

ˆ
ˆ

Bpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|dy

˙p

ωpxqdx

ď ωpBpz, rqq´1

`8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rq

ˆ
ˆ

Bpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|ωpxq 1

pdy

˙p

dx,

usando a desigualdade de Hölder para
1

p
temos,

I2 ď ωpBpz, rqq´1

`8ÿ

j“1

˜
ˆ

Cjpz,rq

„
ˆ

Bpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|ωpxq 1

pdy


dx

¸p

ˆ
ˆ

Rn

χCjpz,rqpxq 1

1´p

˙1´p
,

assim pela, igualdade de Fubini temos

I2 ďωpBpz, rqq´1

`8ÿ

j“1

|Cjpz, rq|1´p

˜
ˆ

Bpz,rq

ˆ

Cjpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|ωpxq 1

pdxdy

¸p

(4.16)

Agora trabalhemos a integral interior, pela desigualdade de Hölder para s1 temos
ˆ

Cjpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|ω 1

pdx

ď
˜
ˆ

Cjpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|s1dx

¸ 1

s1

˜
ˆ

Cjpz,rq
ω

s1
pps1´1qdx

¸1´ 1

s1

À |Cjpz, rq|
1

s1
´1
2´jδ

˜
ˆ

Cjpz,rq
ωpxq

s1
pps1´1qdx

¸ s1´1

s1

ď |Cjpz, rq|
1

s1
´1
2´jδ

ˆ
ˆ

Bpz,2j`1rq
ωpxq

s1
pps1´1qdx

˙ pps1´1q
s1

1

p

“ |Cjpz, rq|
1

s1
´1
2´jδ

$
&
%

«
1

|Bpz, 2j`1rq|

ˆ

Bj`1

ωpxq
s1

pps1´1qdx

ff pps1´1q
s1

,
.
-

1

p

|Bj`1|
1´ 1

s1 ,

desde que 1 ď s1

pps1 ´ 1q ď d temos ω P RH s1
pps1´1q

, logo

ˆ

Cjpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|ωpxq 1

pdx

À |Cjpz, rq|
1

s1
´1
2´jδ

«
1

|Bj`1|

ˆ

Bj`1

ωpxqdx
ff 1

p

|Bj`1|
1´ 1

s1
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“ 2´jδ
ˆ

|Bj`1|

|Cjpz, rq|

˙1´ 1

s1

|Bj`1|
´ 1

pωpBj`1q
1

p ,

logo substituindo em (4.16) temos:

I2 À ωpBpz, rqq´1

`8ÿ

j“1

|Cjpz, rq|1´p

˜
ˆ

Bpz,rq
2´jδ

ˆ
|Bj`1|

|Cjpz, rq|

˙1´ 1

s1

|Bj`1|
´ 1

pωpBj`1q
1

pdy

¸p

ď ωpBpz, rqq´1

`8ÿ

j“1

|Cjpz, rq|1´p|Bpz, rq|p
ˆ

|Bj`1|

|Cjpz, rq|

˙p
´
1´ 1

s1

¯

|Bj`1|
´1ωpBj`1q2´jδp

“
`8ÿ

j“1

ωpBj`1q
ωpBpz, rqq |Cjpz, rq|

1´p´p
´
1´ 1

s1

¯
|Bpz, rq|p|Bj`1|

p
´
1´ 1

s1

¯
´1
2´jδp

ď
`8ÿ

j“1

|Bj`1|

|Bpz, rq| |Cjpz, rq|
1´p´p

´
1´ 1

s1

¯
|Bpz, rq|p|Bj`1|

p
´
1´ 1

s1

¯
´1
2´jδp,

a última desigualdade é justificada, pois ω P A1, logo

I2 À
`8ÿ

j“1

|Cjpz, rq|1´p´p
´
1´ 1

s1

¯
|Bpz, rq|p´1|Bj`1|

p
´
1´ 1

s1

¯
2´jδp

»
`8ÿ

j“1

|Bj`1|
1´p´p

´
1´ 1

s1

¯
|Bpz, rq|p´1|Bj`1|

p
´
1´ 1

s1

¯
2´jδp, |Bj`1| » |Cj|

“
`8ÿ

j“1

|Bj`1|
1´p|Bpz, rq|p´12´jδp

ď
`8ÿ

j“1

2jnp1´pq|Bpz, rq|1´p|Bpz, rq|p´12´jδp

“
`8ÿ

j“1

p2jqpn´ppn`δqq À 1,

desde que

„
n

n ` δ
ă p0 ô ρ ă σ


, temos a última desigualdade justificada pois

n

n ` δ
ă p0 ď p . Portanto

‖Ta‖p
L
p
ω

“ I1 ` I2 À 1 ` 1 À 1.

• Se r ď 1:

‖Ta‖p
L
p
ω

“
ˆ

Bpz,2rρq
|Tapxq|pωpxqdx `

`8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rρq
|Tapxq|pωpxqdx

.“ I3 ` I4.
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Fazemos a conta para I3, pela desigualdade de Hölder para
s2

p
e pela limitação

de T : LqpRnq ÝÑ Ls2pRnq temos

I3 ď ‖Ta‖ps2

ˆ
ˆ

Bpz,2rρq
ωpxq

s2
s2´pdx

˙1´ p
s2

À ‖a‖pq

„
1

|Bpz, 2rρq|

ˆ

Bpz,2rρq
ωpxq

s2
s2´pdx

1´ p
s2

|Bpz, 2rρq|1´ p
s2 ,

desde que 1 ď s2

s2 ´ p
ď s

s ´ p
ď d temos ω P RH s2

s2´p
, então

I3 À ‖a‖pq

„
1

|Bpz, 2rρq|

ˆ

Bpz,2rρq
ωpxqdx


|Bpz, 2rρq|1´ p

s2

ď ‖a‖p8
|Bpz, rq|

p
q

|Bpz, 2rρq|ωpBpz, 2rρqq|Bpz, 2rρq|1´ p
s2

À ωpBpz, 2rρqq
ωpBpz, rqq |Bpz, rq|

p
q |Bpz, 2rρq|´

p
s2

À |Bpz, 2rρq|
|Bpz, rq| |Bpz, rq|

p
q |Bpz, 2rρq|´

p
s2 ,

a última desigualdade é válida, pois ω P A1, logo

I3 À |Bpz, rq|
p
q

´1|Bpz, 2rρq|1´ p
s2

À r
np p

q
´1qrnp

´
1´ p

s2

¯
“ r

n
”
p
q

´1`ρ
´
1´ p

s2

¯ı
.

Para que I3 À 1 precisamos que
p

q
´ 1 ` ρ

ˆ
1 ´ p

s2

˙
ě 0, como

p

q
´ 1 ` ρ

ˆ
1 ´ p

s2

˙
ě 0 ô ρ ě ρ1

.“
1 ´ p

q

1 ´ p

s2

“
1 ´ p

´
1

s2
` β

n

¯

1 ´ p

s2

.

Agora fazemos a conta para I4:

I4 “
`8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rρq
|Tapxq|pωpxqdx

“
`8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rρq

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

Bpz,rq
Kpx, yqapyqdy

ˇ̌
ˇ̌
p

ωpxqdx

ď
`8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rρq

ˆ
ˆ

Bpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq||apyq|dy

˙p

ωpxqdx,
ˆ

adx “ 0

ď ‖a‖p8

`8ÿ

j“1

ˆ

Cjpz,rρq

ˆ
ˆ

Bpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|ωpxq 1

pdy

˙p

dx

ď ‖a‖p8

`8ÿ

j“1

|Cjpz, rρq|1´p

˜
ˆ

Cjpz,rρq

ˆ

Bpz,rq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|ωpxq 1

pdydx

¸p

,
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a última desigualdade é justificada pela desigualdade de Hölder para
1

p
, logo

I4 ď ωpBpz, rqq´1

`8ÿ

j“1

|Cjpz, rρq|1´p

˜
ˆ

Bpz,rq

ˆ

Cjpz,rρq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|ωpxq 1

pdxdy

¸p

(4.17)

Na integral interior usamos a desigualdade de Hölder para s1, logo
ˆ

Cjpz,rρq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|ωpxq 1

pdx

ď
˜
ˆ

Cjpz,rρq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|s1dx

¸ 1

s1

˜
ˆ

Cjpz,rρq
ωpxq

s1
pps1´1qdx

¸1´ 1

s1

À|Cjpz, rρq|
1

s1
´1` δ

np 1

ρ
´ 1

σ q2´j δ
ρ

„
ˆ

Bpz,2j`1rρq
ωpxq

s1
pps1´1qdx

1´ 1

s1

“|Cjpz, rρq|
1

s1
´1` δ

np 1

ρ
´ 1

σ q2´j δ
ρ

„
1

|Bpz, 2j`1rρq|

ˆ

Bpz,2j`1rρq
ωpxq

s1
pps1´1qdx

 pps1´1q
s1

1

p

|Bpz, 2j`1rρq|1´ 1

s1

À|Cjpz, rρq|
1

s1
´1` δ

np 1

ρ
´ 1

σ q2´j δ
ρ

„
1

|Bpz, 2j`1rρq|

ˆ

Bpz,2j`1rρq
ωpxqdx

 1

p

|Bpz, 2j`1rρq|1´ 1

s1

a segunda desigualdade é justificada pela condição Ds1 e a última desigualdade
pelo ω P RH s1

pps1´1q
, logo

ˆ

Cjpz,rρq
|Kpx, yq ´ Kpx, zq|ωpxq 1

pdx

À |Cjpz, rρq|
1

s1
´1` δ

np 1

ρ
´ 1

σ q|Bpz, 2j`1rρq|1´ 1

s1
´ 1

pωpBpz, 2j`1rρqq 1

p2´j δ
ρ .

Portanto substituindo em (4.17) temos

I4 À
`8ÿ

j“1

ˆ
ˆ

Bpz,rq
|Cjpz, rρq|

1

s1
´1` δ

np 1

ρ
´ 1

σ q|Bpz, 2j`1rρq|1´ 1

s1
´ 1

pωpBpz, 2j`1rρqq 1

p2´j δ
ρdy

˙p

ωpBpz, rqq´1|Cjpz, rρq|1´p

“
`8ÿ

j“1

ωpBpz, 2j`1rρqq
ωpBpz, rqq |Cjpz, rρq|1´p` p

s1
´p` δp

n p 1

ρ
´ 1

σ q|Bpz, 2j`1rρq|p´ p
s1

´1
|Bpz, rq|p2´j δp

ρ

À
`8ÿ

j“1

|Bpz, 2j`1rρq|
|Bpz, rq| |Cjpz, rρq|1´2p` p

s1
` δp

n p 1

ρ
´ 1

σ q|Bpz, 2j`1rρq|p´ p
s1

´1
|Bpz, rq|p2´j δp

ρ

a última desigualdade é justificada pois ω P A1. Logo

I4 À
`8ÿ

j“1

|Bpz, rq|p´1|Cjpz, rρq|1´p` pδ
n p 1

ρ
´ 1

σ q
ˆ
|Bpz, 2j`1rρq|
|Cjpz, rρq|

˙p
´
1´ 1

s1

¯

2´jp δ
ρ
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»
`8ÿ

j“1

|Bpz, rq|p´1|Cjpz, rρq|1´p` pδ
n p 1

ρ
´ 1

σ q2´jp δ
ρ

À
`8ÿ

j“1

rnpp´1qp2jqnp1´pq`pδp 1

ρ
´ 1

σ qrρnp1´pq`pδp1´ ρ
σ q2´jp δ

ρ

“
`8ÿ

j“1

r´ρrnpp´1q`p δ
σ s`pδ`npp´1qp2jqrn´ppn` δ

σ qs,

desde que n ´ ppn ` δq ă 0 temos que n ´ p
`
n ` δ

σ

˘
ă 0 pois 0 ă σ ď 1, logo

I4 À r´ρrnpp´1q`p δ
σ s`pδ`npp´1q.

Para que I4 À 1 precisamos que ´ρ
„
npp ´ 1q ` p

δ

σ


` pδ ` npp ´ 1q ě 0, mas

´ρ
„
npp ´ 1q ` p

δ

σ


` pδ ` npp ´ 1q ě 0 ô ppδ ` nq ´ n ě ρ

„
p

ˆ
n ` δ

σ
´ n

˙

ô ρ ď ρ2
.“ ppδ ` nq ´ n

p
`
n ` δ

σ

˘
´ n

.

Note que ρ2 ď σ. Assim temos que provar duas cotas para ρ, isto é ρ1 ď ρ ď ρ2.

ρ1 ď ρ2 ô
1 ´ p

´
1

s2
` β

n

¯

1 ´ p

s2

ď ppn ` δq ´ n

p
`
n ` δ

σ

˘
´ n

ô
„
1 ´ p

ˆ
1

s2
` β

n

˙„
p

ˆ
n ` δ

σ

˙
´ n


ď rppn ` δq ´ ns

„
1 ´ p

s2



ô p

ˆ
n ` δ

σ

˙
´ n ´ p2

ˆ
1

s2
` β

n

˙ˆ
n ` δ

σ

˙
` pn

ˆ
1

s2
` β

n

˙

ď ppn ` δq ´ p2
pn ` δq
s2

´ n ` np

s2

ô p

ˆ
n ` δ

σ
` n

s2
` β

˙
´ p2

ˆ
1

s2
` β

n

˙ˆ
n ` δ

σ

˙
ď p

ˆ
n ` δ ` n

s2

˙
´ p2

pn ` δq
s2

ô 0 ď p2
„ˆ

1

s2
` β

n

˙ˆ
n ` δ

σ

˙
´ pn ` δq

s2


` p

ˆ
n ` δ ` n

s2
´ n ´ δ

σ
´ n

s2
´ β

˙

ô 0 ď p

„ˆ
1

s2
` β

n

˙ˆ
n ` δ

σ

˙
´ pn ` δq

s2


`
ˆ
δ ´ δ

σ
´ β

˙

ô β ` δ

σ
´ δ ď p

„
n

s2
` δ

σs2
` β ` βδ

nσ
´ n

s2
´ δ

s2



ô 1

p
ď

δ
σs2

` β ` βδ

nσ
´ δ

s2

β ` δ
σ

´ δ
,

mas

1

p0
“ 1

s2
` β

n

”
δ
σ

` n
´
1 ´ 1

s2

¯ı

`
δ
σ

´ δ ` β
˘ ď

δ
σs2

` β ` βδ

nσ
δ
s2

β ` δ
σ

´ δ
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ô 1

s2
ď

δ
σs2

` β ` βδ

nσ
´ δ

s2
´ βδ

nσ
´ β ` β

s2

β ` δ
σ

´ δ

ô 0 ď
δ
σ

´ δ ` β ´ β ´ δ
σ

` δ`
β ` δ

σ
´ δ

˘
s2

“ 0,

então

1

p
ď 1

p0
ď

δ
σs2

` β ` βδ

nσ
´ δ

s2

β ` δ
σ

´ σ
,

logo

ρ1 ď ρ2.

Portanto podemos escolher ρ1 ď ρ ď ρ2 sem impor alguma restrição extra que
p0 ď p ď 1, assim

‖Ta‖p
L
p
ω

À 1.

Note que podemos trocar a hipótese ω P A1 X RHd por ω P A1 X RHd0, no qual

d0 “ max

"
s

s ´ 1
,

s1

pops1 ´ 1q

*
pois

s

s ´ p
ď s

s ´ 1
e

s1

p0ps1 ´ 1q ď s1

pps1 ´ 1q .

Corolário 4.3.6. Seja T : S pRnq Ñ S 1pRnq linear continuo como no Teorema 4.0.1.
Então T poder ser estendido a um operador limitado de HppRnq em LppRnq para p0 ď
p ď 1 com p0 dado no Teorema 4.0.1.

Demonstração. Para ω ” 1, temos ω P A1 X RHr, @r ě 1 pωpBq “ |B|q particularmente
ω P A1 X RHd então, T poder ser estendido a um operador limitado de HppRnq em
LppRnq, para p0 ď p ď 1.





Caṕıtulo 5

Apêndice

Neste caṕıtulo vamos apresentar alguns detalhes técnicos utilizados em algumas
demonstrações do texto.

5.1 Estimativas e lemas técnicos

Definição 5.1.1. Seja G Ă R
n fechado e 0 ă γ ă 1. Um ponto x P R

n é ponto de
γ-densidade global de G se

γ ď |Bpx, rq X G|

|Bpx, rq| , @ r ą 0.

Também definimos o conjunto G˚ .“ tx P R
n : x é ponto de γ- densidade global de Gu.

Observe que G˚ é fechado. Com efeito, seja txkukPN Ă G˚ tal que xk ÝÑ x. Pelo
Teorema 1.1.8 temos que todo r ą 0 satisfaz

γ ď |Bpxk, rq X G|

|Bpxk, rq|
“ 1

cnrn

ˆ

G

χkpxqdx ÝÑ 1

|Bpx, rq|

ˆ

G

χBpxqdx “ |Bpx, rq X G|

|Bpx, rq| ,

em que χk e χB são respectivamente as funções caracteŕısticas de Bpxk, rq e de Bpx, rq.
A convergência segue pelo Teorema da Convergência Dominada uma vez que verifique-
mos que as hipóteses desse Teorema são satisfeitas para a função χk. De fato, dado
x0 P R

n, temos x0 P Bpx, rq ou x R Bpx, rq. Se x0 P Bpx, rq, tomemos ε “ r´ |x0 ´x| ą
0, logo de xk ÝÑ x existe kε P N tal que para todo k ě kε temos |x ´ xk| ă ε. Dáı

|x0 ´ xk| ď |x0 ´ x| ` |x ´ xk| ă |x0 ´ x| ` r ´ |x0 ´ x| “ r,

o qual x0 P Bpxk, rq, isto é χkpx0q “ 1 “ χBpx0q para todo k ě kε e assim χk ÝÑ χB
em Bpx0, rq. Se x0 R Bpx, rq (podemos supor x0 fora da fronteira pois esse conjunto
possui medida nula), tomemos ε “ |x0 ´x|´r ą 0 então |xk´x0| ě |x0 ´x|´ |xk´x| ą
|x0 ´x|´ε “ r para k ě kε o qual x0 R Bpxk, rq isto é χkpx0q “ 0 “ χBpx0q para k ě kε
e assim χk ÝÑ χB em quase todo ponto em Bpx0, rqc. Logo de ambos casos temos
χk ÝÑ χB em quase todo ponto. Agora vamos justificar a outra hipótese, de xk ÝÑ x

existe A ą 0 tal que |xk ´x| ď A o qual Bpxk, rq Ă Bpx,A` rq para todo k P N pois se
|xk ´ y| ă r temos |x´ y| ď |x´ xk|` |xk ´ y| ă A` r. Logo χk ď χBpx.A`rq para todo

k P N e como

ˆ

G

χBpx,A`rqpxqdx ă `8 a hipótese é verificada. Isto verifica as hipóteses
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do Teorema da Convergência Dominada e portanto x P G˚ pois é ponto de γ-densidade
global de G. Assim mostramos que toda sequência xk ÝÑ x de pontos xk P G˚ temos
que x P G˚, isto é G˚ é fechado.

Observação 5.1.2. Como G é fechado, temos G˚ Ă G, pois se existe z P G˚ tal que
z R G “ G, então existe r ą 0 tal que Bpz, rq X G “ ∅, ou seja, z não é ponto de
γ-densidade global de G, que é um absurdo.

Agora, defina A “ Gc e A˚ “ pG˚qc. Da observação acima, temos A Ă A˚. Além
disso, vale o seguinte resultado:

Lema 5.1.3. Existe C “ Cγ ą 0 tal que |A˚| ď Cγ|A|.

Demonstração. De fato,

x P A˚ ô D r ą 0;
|Bpx, rq X G|

|Bpx, rq| ă γ ô D r ą 0;
|Bpx, rq X A|

|Bpx, rq| ą 1 ´ γ,

pois como G Y A “ R
n, temos |Bpx, rq X G| “ |Bpx, rq| ´ |Bpx, rq X A|.

Dáı,

γ ą |Bpx, rq X G|

|Bpx, rq| “ 1 ´ |Bpx, rq X A|

|Bpx, rq| ,

ou seja,

|Bpx, rq X A|

|Bpx, rq| ą 1 ´ γ.

Equivalentemente, existe r ą 0 tal que

1

|Bpx, rq|

ˆ

Bpx,rq
χApyqdy ą 1 ´ γ

e assim

MpχAqpxq “ sup
rą0

1

|Bpx, rq|

ˆ

Bpx,rq
χApyqdy ą 1 ´ γ.

Consequentemente,

|A˚| ď |tx P R
n : MpχAqpxq ą 1 ´ γu|.

Entretanto, desde que o operador de Hardy-Littlewood M é fraco p1, 1q, temos

|A˚| ď cpnq
1 ´ γ

ˆ

Rn

χApxqdx “ cpnq
1 ´ γ

|A|,

provando o lema com Cγ :“
cpnq
1 ´ γ

.
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Definição 5.1.4. Seja f P S 1pRnq, φ P S pRnq, ε ą 0 e L ą 0. Definimos as funções

F : Rn`1

` ÝÑ C

py, tq ÞÝÑ F py, tq .“ pf ˚ φtqpyq,
F ε,L : Rn`1

` ÝÑ C

py, tq ÞÝÑ F ε,Lpy, tq .“ pf ˚ φtqpyq tL

pε` t ` ε|y|qL .

e também para a ą 0 considere as seguintes funções maximais

F ˚
a pxq .“ sup

py,tqPΓapxq
|F py, tq|

no qual Γapxq .“ tpy, tq P R
n : |x ´ y| ă atu e

F ˚,ε,L
a pxq .“ sup

py,tqPΓε
apxq

|F ε,Lpy, tq|.

no qual Γεapxq .“ tpy, tq P R
n : |x ´ y| ă at, t ă ε´1u.

Proposição 5.1.5. Para cada a ą 0, as funções F ˚
a e F ˚,ε,L

a são semi-cont́ınuas infe-
riormente, isto é, para todo λ ě 0 os conjuntos

Aλ “ tx P R
n : F ˚

a pxq ą λu ,

e

A
ε,L
λ “

 
x P R

n : F ˚ε,L
a pxq ą λ

(

são abertos.

Demonstração. Sejam λ ě 0, x P Aλ. Pela definição de F ˚
a pxq existe py0, t0q P Γapxq tal

que |F py0.t0q| ą λ. Tomemos δ “ at0 ´ |x ´ y0| e mostremos que Bpx, δq Ă Aλ. Com
efeito, para u P Bpx, δq temos

|u ´ y0| ď |u ´ x| ` |x ´ y0| ă δ ` |x ´ y0| “ at0,

isto é py0, t0q P Γapuq, Logo F ˚
a puq ě |F pyo, t0q| ą λ, e assim u P Aλ. Portanto Aλ é

aberto para todo λ ě 0.
Para demonstrar que Aε,Lλ é aberto, trocamos Γapxq por Γεapxq, F pxq por F ε,Lpxq,

F ˚
a pxq por F ˚,ε,L

a pxq e a mesma demonstração segue.

Proposição 5.1.6. Se b ď a então para todo λ ą 0 temos

|tx P R
n : F ˚

a pxq ą λu| ď ca,b |tx P R
n : F ˚

b pxq ą λu| , (5.1)

no qual ca,b “ cn
`
a`b
b

˘n
e cn é uma constante que depende apenas da dimensão n.

Considere O “ tx P R
n : F ˚

b pxq ą λu. Afirmamos que

tx P R
n : F ˚

a pxq ą λu Ď pG˚qc (5.2)

no qual G˚ é o conjunto dos pontos de γ´densidade de Oc “ tx P R
n : F ˚

b pxq ď λu
para algum 0 ă γ ă 1. De fato, seja x P tz P R

n : F ˚
a pzq ą λu. Então pela definição de

F ˚
a pxq temos que existe py, tq P Γapxq tal que |F py, tq| ą λ. Para mostrar que x P pG˚qc

temos que mostrar que x não é ponto de γ-densidade global de G. Note que
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i) Bpy, btq Ă O, pois de u P Bpy, btq temos |u ´ y| ă bt isto é py, tq P Γbpuq. Dáı,
F ˚
b puq ě |F py, tq| ą λ. Logo, u P tz P R

n : F ˚
b pzq ą λu.

ii) Bpy, btq Ă Bpx, pa ` bqtq, pois para z P Bpy, btq, temos |z ´ y| ă bt e com isso

|z ´ x| ď |z ´ y| ` |y ´ x| ă bt ` at “ pb ` aqt,

isto é, z P Bpx, pa ` bqtq.
De (i) e (ii), temos Bpy, btq Ă Bpx, pa ` bqtq X O. Então

|Bpx, pa ` bqtq X O|

|Bpx, pa ` bqtq| ě |Bpy, btq|
|Bpx, pa ` bqtq| “ bn

pa` bqn .

Assim como o argumento anterior, obtemos

|Bpx, pa ` bqtq X Oc|

|Bpx, pa ` bqtq| ď 1 ´ bn

pa ` bqn ă 1.

Agora, basta tomar γ :“ 1 ´ bn

2pa ` bqn tal que 1 ´ bn

pa ` bqn ă γ ă 1. Com essa escolha

de γ, temos que x não é ponto de γ-densidade global de G, ou seja x P pG˚qc.
A demonstração da Proposição 5.1.6 segue diretamente de (5.2) e do Lema 5.1.3

com a escolha de γ anterior e assim

|tx P R
n : F ˚

a pxq ą λu| ď pG˚qc ď cn

1 ´ γ
|tx P R

n : F ˚
b pxq ą λu|

“ 2cn
pa ` bqn
bn

|tx P R
n : F ˚

b pxq ą λu| .

Renomeando a constante cn segue o resultado.

Observação 5.1.7. Note que na demonstração da Proposição 5.1.6 não fez uso da
formula explicita F py, tq “ pf ˚ φtqpyq, apenas propriedades do supremo no conjunto
Γapxq. Além disso se agregamos a condição t ă ε´1 em i) e ii) a conclusão desses itens
também são satisfeitas. Então podemos trocar F por F ε,L, F ˚

a por F ˚,ε,L
a , F ˚

b por F ˚,ε,L
b ,

Γa por Γεa e Γb por Γ
ε
b e assim temos o seguinte resultado:

Proposição 5.1.8. Se b ď a então para todo λ ą 0 temos

ˇ̌ 
x P R

n : F ˚,ε,L
a pxq ą λ

(ˇ̌
ď ca,b

ˇ̌
ˇ
!
x P R

n : F ˚,ε,L
b pxq ą λ

)ˇ̌
ˇ , (5.3)

no qual ca,b “ cn
`
a`b
b

˘n
e cn é uma constante que depende apenas da dimensão n.

Como consequência das proposições anteriores podemos enunciar as seguintes esti-
mativas:

Corolário 5.1.9. Para cada a ě 1 são válidas as seguintes estimativas
ˆ

Rn

F ˚
a pxqpdx ď cpn, pqp1 ` aqn

ˆ

Rn

F ˚
1
fpxqdx

e
ˆ

Rn

F ˚,ε,L
a pxqpdx ď cpn, pqp1 ` aqn

ˆ

Rn

F
˚,ε,L
1

fpxqdx.
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Demonstração. Tomando b “ 1 na Proposição 5.1.6, utilizando a notação de função de
distribuição, segue que

aF˚
a

pλq :“ |tx P R
n : F ˚

a pxq ą λu| ď cnp1 ` aqn |tx P R
n : F ˚

1
pxq ą λu|

“ cnp1 ` aqnaF˚
1

pλq.

Assim
ˆ

Rn

F ˚
a pxqpdx “

ˆ `8

0

pλp´1aF˚
a

pλqdλ ď cnp1 ` aqn
ˆ `8

0

pλp´1aF˚
1

pλqdλ

“ cnp1 ` aqn
ˆ

Rn

F ˚
1

pxqpdx.

e assim segue o resultado. O mesmo argumento é válido, utilizando a Proposição 5.1.8,
trocando os respectivos F ˚ por F ˚,ε,L.
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[2] J. Álvarez e M. Milman, Vector valued inequalities for strongly singular Calderón-
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