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Dedicatoria

Poema: Desejos

Desejo primeiro que vocé ame,

E que amando, também seja amado.

E que se néo for, seja breve em esquecer.
E que esquecendo, nao guarde magoa.
Desejo, pois, que nao seja assim,

Mas se for, saiba ser sem desesperar.

Desejo tambem que tenha amigos,
Que mesmo maus e inconseqientes.
Sejam corajosos e fiéis,

E que pelo menos num deles

Vocé possa confiar sem duvidar.

E porque a vida é assim,

Desejo ainda que vocé tenha inimigos.

Nem muitos, nem poucos,

Mas na medida exata para que, algumas
vezes,

Vocé se interpele a respeito

De suas proprias certezas.

E que entre eles, haja pelo menos um que
seja Justo,

Para que vocé ndo se sinta demasiado
seguro.

Desejo depois que vocé seja Util,

Mas nao insubstituivel.

E que nos maus momentos,

Quando n3o restar mais nada,

Essa utilidade seja suficiente para manter
vocé de Pé.

Desejo ainda que voce seja tolerante,

N30 com 0s que erram pouco, porque isso é
facil,

Mas com 0s
irremediavelmente,
E que fazendo bom uso dessa tolerancia,
Vocé sirva de exemplo aos outros.

que erram muito €

Desejo que vocé, sendo jovem,

Nao amadureca depressa demais,

E que sendo maduro, ndo insista em
rejuvenecer e que sendo velho, ndo se
dedique ao desespero.

Porque cada idade tem o seu prazer € a sua
dor e é preciso deixar que eles escorram por
entre nos

Desejo por sinal que vocé seja triste,

N3o o ano todo, mas apenas um dia

Mas que nesse dia descubra

Que o riso diario & bom,

O riso habitual € insosso e o riso constante €
Insano.

Autor: Victor Hugo

Desejo que vocé descubra.

Com o maximo de urgéncia,

Acima e a respeito de tudo, que existem
oprimidos, Injusticados e infelizes, e que
estdo a sua volta.

Desejo ainda que vocé afague um gato,
Alimente um cuco e ouga o Jo&o-de-barro
Erguer triunfante o seu canto matinal

Porque, assim, vocé se sentird bem por
nada.

Desejo também que vocé plante uma
semente, por mais minuscula que seja,

E acompanhe o seu crescimento,

Para que voceé saiba de quantas

Muitas vidas € feita uma arvore.

Desejo, outrossim, que vocé tenha dinheiro,
Porque € preciso ser pratico.

E que pelo menos uma vez por ano

Coloque um pouco dele

Na sua frente e diga “isso € meu’,

S6 para que fique bem claro quem é o dono
de quem.

Desejo também que nenhum de seus afetos
morra por ele e por vocé, Mas que se morrer,
vocé possa chorar sem se lamentar e sofrer
sem se culpar.

Desejo por fim que vocé sendo homem,
Tenha uma boa mulher,

E que sendo mulher,

Tenha um bom homem.

E que se amem hoje, amanha e nos dias
seguintes,

E quando estiverem exaustos e sorridentes,
Ainda haja amor para recomecar

E se tudo isso acontecer,
N4o tenho mais nada a te desejar.

Dedico este poema ¢ este trabalho a minha
Familia. Em especial, para minha esposa,
Elcia, minha mde, meu pai, meus irmios ¢
meus enteados.

Dedico, também, a todos aqueles que de
alguma forma participaram deste trabalho,
principalmente ao meu orientador Valter.
Finalmente, dedico aos que, por qualquer
motivo estejam lendo esta tese.
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Curvas de calor especifico das impurezas, C,,, /k, , em fungdo da

temperatura, k,7 /D, sendo k, a constante de Boltzmann e, 1) a
meia-largura da banda de condugdo. Todos os parametros do
modelo sdo escalados por D . Nesta Figura, aumentamos o valor de
G , a partir de zero (bolas pretas). O comportamento mostrado pelas
curvas € tipico neste trabalho: com o aumento de G o pico das
curvas se deslocam para temperaturas menores (bolas azuis e
verdes), até que G atinja um certo valor, G =0.0102D (curva
vermelha), neste caso. A partir deste valor com o aumento de G as
curvas comegam a se deslocar para temperaturas maiores como
MOSEFA @ CUTVA TOSA. ...ttt e e e

Representagdo esquematica dos sitios equivalentes das impurezas
no metal. Os sitios estdo separados pela distdncia R, sendo a
origem do sistema a meia distincia entre 0S SitioS.................cc.coeee

A esquerda temos a representagio esquematica da banda de
condugio do metal. A banda ¢ isotropica e simétrica em relagdo ao
nivel de Fermi ( £, ) e com largura 2D . A direita mostramos os dois

niveis de energia das impurezas. Na Figura, &, é a energia da

impureza ¢ V representa a hibridizagdo entre os estados da
impurezas e a banda de conducdo. O espalhamento G ocorre
quando ha elétrons nas IMPUrezas.............c.occoeiovrioiioiiiiir e

Representagdo da assimetria por transformacgédo particula-buraco.
Tomando a relagdo de dispersdo linear para a banda de condugéo,
com energia variando de — D a D, elétrons (e ) e buracos () com
o mesmo modulo de energia £, mediada a partir do nivel de Fermi,
apresentam valores diferentes para o momento &, e k,,

TESPECHIVAMETIES. ... oottt ettt ae e

Banda de condugio discretizada logaritmicamente. As energias sido
medidas em relagdo ao nivel de Fermi , &, em unidades de meia
largura, D, dabanda. ...

Banda de condugio representada por alguns de seus niveis (centrada
no nivel de Fermi e com largura 2D ). Do lado esquerdo ela est4d em
escala ‘normal’, do lado direito a escala foi multiplicada por um
fator A. Observe que a estrutura de niveis perto do nivel de Fermi
$€ MANtEM CONSTANTE. ..........i ittt
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Representagdo esquematica dos auto-estados das impurezas. Temos
um auto-estado de duas particulas (um par e um impar) com energia
2¢,, dois auto-estados de uma particula com energia &, €um auto-

estado de zero particula com energia zero. Esta Figura representa
UM Cas0 €M qUE &, >0 i

Figura 4.2.1: Curva universal de calor especifico das impurezas em
funcdo da temperatura escalada. A linha cheia mostra o resultado
analitico. Os pontos vermelhos em °x’ mostram 0s resultados
obtidos da diagonalizagdo simples do modelo. Finalmente os pontos
circulares pretos sdo os obtidos pelo método iterativo do GRN. A
altura do pico ¢ o dobro de um sistema de dois niveis. A seta preta
indica 010cal dO PICO.......oo i

Suscetibilidade de carga em fungdo da temperatura. A curva se
comporta como esperado, saindo de uma flutuagdo 0,5 em altas
temperaturas (ver Eq. 4.2.5) e indo continuamente a zero conforme
a temperatura € abaixada, uma vez que nao ha flutuagdo de carga
em baixas temperaturas (so € acessivel o estado fundamental)...........

Curvas de calor especifico (a) e suscetibilidade de carga (b) em
fun¢do da temperatura mostrando o efeito da hibridizagdo ¥ no
nosso sistema em uma situagdo onde ndo temos espalhamento dos
elétrons da BC, G =0. Utilizamos S=0.7, o que equivale a
k.R=141. Os pontos em forma de circulos no grafico foram
obtidos pelo método iterativo do GRN. Os pontos em X’, que SO 530
mostrados nas curvas de C,, , sdo os obtidos pela diagonalizagdo

simples do modelo de NR. Finalmente, as linhas cheias representam
os resultados analiticos do modelo de NR Eq.(4.3.11) para C,,, ¢
Eq.(4.3.12) para Ty,,,. Notemos que a presenca de V' faz com que
tenhamos um pico para C,,, mesmo para &, =0 (circulos rosa). Isso

s6 ¢ possivel porque a hibridizagdo faz com que elétrons das
impurezas possam acessar niveis da BC diferentes do Nivel de
Fermi. Quando o valor de ¥ ¢é grande em relagdo & &, o seu efeito

predomina nas curvas de C, . A suscetibilidade tende a ir mais

rapidamente a zero com o aumento de J em baixas temperaturas. O
limite 0.5 para altas temperaturas também € mais lento para se
atingir com o aumento da hibridizag@o................c

Curvas de calor especifico dependente da temperatura (a) e
suscetibilidade de carga (b). Somente para hibridizagdo » =20.1D o
efeito da assimetria A é importante. Para A=0 todos os dados
concordam com as expressdes analiticas como tinhamos mostrados
na Fig. 43.1, tanto para C,,, /kB , como para k;Ty,,,. As inser¢oes
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mostram o comportamento linear de €, (ks e kpTx,,
(comportamento tipo liquido de Fermi) em baixas temperaturas,
onde 1 =k,T/D, para V' =0.1D e duas assimetrias, A =0 (linha

verde) e A=1(linha rosa), sendo as linhas funcdes lineares que
melhor ajustam nossos pontos numéricos nesta regido de
temperatura. Para altas temperaturas, kI >>¢,, 0s quatro estados

locais estio praticamente degenerados, gerando para a
suscetibilidade o limite 0.5. Para baixas temperaturas, ha somente
um estado local, assim, ndo ha flutuagdo de carga e a suscetibilidade
vai a zero. Como esperado, para altas temperaturas todas as curvas
s30 independentes de A ...

Calor especifico em unidades de k, e suscetibilidade de carga em

funcdo da temperatura. Devido ao deslocamento de fase introduzido
pelo espalhamento Coulombiano G a separagao do nivel de energia

efetiva £, € maior que a separagio normal ¢,. Para G=0.01D,
Eq.(4.4.18) e Eq.(4.4.19) ajustam nossos dados com & =-0.011D

e para G =0.1D elas ajustam os dados com £, =0.089D (ver

linhas tracejadas). As inser¢des mostram, no caso de G=0.01D,
quio rapido os primeiros estados excitados sao separados do estado
fundamental conforme as iteragdes, N, do GRN vdo de 1 até 15
{somente mostramos os valores impares de N Y

C,,, dependente da temperatura para valores de k,.R=1 (bolas
pretas) ou k,R =3 (quadrados vermethos). As linhas tracejadas sao
os ajustes usando a Eq. (4.4.18) com separagdo de nivel de energia
efetivo £, apropriado. Em (a) ¢, =-0.1D e o melhor ajuste €
£ =-0.09D. Os estados excitados de muitos corpos sao

levantados muito rapido depois das primeiras iteragdes do GRN,
como se vé na inser¢do. Assim, C,, ¢ totalmente independente de

k.R (e A, ndo mostrado). Em (b) &, = —~0.01D, resultando em um
& muito pequeno. Para k R=3, g, =-0.000122D e os primeiros
estados de H, sdo quase degenerados até N =7, como indicado

pela inser¢do. Isto introduz uma dependéncia com kR, observada
em C, , mas uma dependéncia muito pequena com A (n3o
ilustrada). Para k,R=1 os dados sdo melhores ajustados em baixas
temperaturas usando &, =—0.00023D e &; =—0.00029D em altas
temperaturas; o ajuste € ndo € bom proximo ao pico. Em (c)
g, =-0001D dando &; =0.0089D, com o estado fundamental
estando no sub-espago 1, =0. Os estados excitados sobem logo
apos N =3, assim C,,, € quase independente de k. R (e de A, ndo
IMOSETAA0). ... oo oeoe ettt ettt
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4.6.1

4.6.2

Curvas de calor especifico (a) e suscetibilidade de carga (b) como
fun¢des da temperatura para A=0 e diversos valores de G . Em
baixas temperaturas todas as curvas mostram o comportamento de
liquido de Fermi e sdo ajustadas pelas Eqs. (4.3.11) e (4.3.12) com

um ¢, apropriado. As insergdes exemplificam o caso de
G =0.0102D, com &, =-3.8-10"D para C,,, e &; =-1-10"D
para k,Ty,,, (linhas verdes), a linha azul é a interpolagdo linear dos

pontos . A razdo de Wilson ¢ R=1.0+0.05 para todas as curvas.
Para G=0.1D, o limite 0.5 de k,Ty,, ¢ alcancado para

temperaturas acima da escala mostrada.............

Dependéncia com a temperatura do calor especifico (a) e
suscetibilidade de carga (b) para dois valores de assimetria A. As
inser¢des mostram o comportamento de C,,, ¢ 1x,,, em baixas

temperaturas, e também mostram o efeito da assimetria neste limite.
As linhas mostradas nas inser¢des mostram fungdes lineares que
melhor se ajustam para cada caso. Com o coeficiente destas retas
podemos encontrar a razdo de Wilson que €, novamente R =1. Em

altas temperaturas C,,, € Ty,,, so independentesde A.................

Curvas de calor especifico. As setas indicam o comportamento das
curvas com o aumento de G a partir de G =0. Note que com o
aumento de G a curva se desloca para mais baixas temperaturas
(curva azul), até atingir um ponto de retorno (curva verde). A partir
deste ponto, continuando a aumentar o valor de G, os picos se
deslocam para temperaturas maiores (curva rosa). Os resultados
apresentados nesta Figura sdo obtidos pela diagonalizagdo de
Hamiltonianos quadraticos, mostrados como pontos em ‘X', € 0S
pontos obtidos pela técnica iterativa do GRN, que nos da o espectro
de muitos corpos (curvas com pontos em circulo)...................

Em (a) mostramos uma curva de calor especifico para
G =0.01D (circulos vermelhos) e uma para o valor de G,
G =0.0101889D (circulos verdes), para o qual ocorre um
comportamento diferente das demais curvas mostradas na Figura.
4.6.1, que é o aparecimento de dois picos. Observe a pequena
diferenca entre os G , 0 que mostra que esta ‘anomalia’ ocorre num
espago muito pequeno do espago de pardmetro do modelo. Em (b)
mostramos o que acontece com a suscetibilidade de carga. Note que,
no caso ‘andmolo’, a suscetibilidade tende a um, o que indica que 0s
subespagos (O =0(impureza vazia) e (J=2 (duas impurezas
ocupadas) estdo degenerados, o que da k,Ty,,, =1. Esse valor ndo

é alcancado, pois devemos lembrar que o STN esta acoplado a BC...
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4.6.5

Diagrama mostrando as energias mais baixas dos subespagos de
carga O=1, 0=2 e 0=0. Note que 0 estado fundamental na

Figura mais acima, G=0011D>G., €0 de carga O =0. Para
G =0009D <G, ha uma mudanga do estado fundamental,
passando a ser o de carga O =2. No valor exato de G, o estado

fundamental deve ser degenerado. Numericamente, sempre
estaremos um pouco acima ou um pouco abaixo de G, e o estado

fundamental sera um deles, de acordo com a precisio numérica que

Acima mostramos esquematicamente como ficariam os niveis de
energia com a inclusdo do termo de espalhamento. Note, nesta
Figura, que os espagamentos entre os sub-espagos ficam diferentes.
Particularmente, os sub-espagos n, =0 e n, =2 das impurezas

ficam praticamente degenerados enquanto que o sub-espago n, =1

fica como sua energia bem acima. Como esta diferenga passa a ser
de ordens de grandeza isso, reflete no grafico de calor especifico
como dois picos de altura menor. Como o método que trabalhos €
numérico, ele pode ndo ter precisdo suficiente para perceber que
esses niveis ndo sdo realmente degenerados..............cooooin

A Figura acima mostram curvas de calor especifico , em cima, €
suscetibilidade de carga, em baixo, quando temos uma pequena
hibridizacio entre banda e impurezas, V =0.001D. 0
comportamento aqui ¢ muito semelhante ao caso em que nao temos
hibridizagio. Até mesmo o surgimento de dois picos se repete aqui,
s6 que para um valor de G critico um pouco diferente do caso
anterior
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Resumo

Neste trabalho estudamos o modelo de Falicov-Kimball, que descreve duas
impurezas sem spin, localizadas e hibridizadas com elétrons de condugdo de um
metal hospedeiro, o que faz com que a valéncia flutuante seja algo intrinseco do
modelo. Os estados de condugio sido, tambem, espathados eletrostaticamente quando
uma carga estiver presente nos niveis locais das impurezas.

O estudo foi realizado através do calculo de propriedades termodindmicas do
modelo, mais precisamente, da analise do calor especifico e da suscetibilidade de
carga em fungdo da temperatura ¢ para varios parametros diferentes do modelo.

Para a obtengdo do espectro de energias do Hamiltoniano que descreve o
modelo, do qual as propriedades termodinamicas sio obtidas, utilizamos o Grupo de
Renormaliza¢gio Numérico com dois parametros de discretizagdo. Em nossos
estudos, mostramos alguns resultados que vio além da usual aproximagdo que
projeta todos os momentos no nivel de Fermi.

Comegamos nosso estudo da termodinamica do modelo analisando regides do
espaco de parametros onde o Hamiltoniano torna-se mais simples (regides onde ndo
ha hibridizagdo ou espalhamento eletrostatico) e, entéo, interpretagoes mais simples
dos dados s3o possiveis. Verificamos, por exemplo, que quando a hibridizagdo €
diferente de zero o sistema se comporta como liquido de Fermi para temperaturas
indo a zero. Para algumas escolhas de parametros o sistema tem o comportamento de
férmions pesados. Outro ponto a se destacar é que a razio de Wilson, definida aqui
como a divisio da suscetibilidade de carga pelo calor especifico, tem o valor

universal R =1, quando a hibridizacio esta presente.
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Abstract

In this work, we study the Falicov-Kimball model with two localized spinless
impurities hybridized with conduction electrons of a host metal, therefore, valence
fluctuation is intrinsic to the model. The conduction states are also electrostatically
scattered whenever a charge is present em the local levels of the impurities.

The study was realized computing thermodynamics properties of the model,
more specifically, we analyze the temperature dependent specific heat end charge
susceptibility for many different parameters of the model.

The Numerical Renormalization Group with two discretization parameters 18
used to obtain the spectrum of the model, from what the thermodynamics is obtained.
We discuss the importance of going beyond the usual approximation that projects all
momenta at the Fermi Level.

We begun our study of the thermodynamical properties analyzing values of
the parameters space, where the model becomes quadratic (that is, where
hybridization or Coulomb scattering are absent), and thus simple interpretations of
the data are possible. We verified, for example, that for non-zero hybridization, the
system shows Fermi liquid behavior at low temperature. The Wilson ratio, defined
here with the charge susceptibility instead of magnetic one, has the universal value
R =1, whenever the hybridization is present. For some choices of the model

parameters the model behaviors like heavy fermion.



Capitulo 1

Introducao

Sistemas fortemente correlacionados tém atraido muita atengdo tanto de
fisicos teoéricos como também de experimentais ja hd muitas décadas[1,2]. Este
interesse aumentou apos a descoberta de férmions pesados [3] e supercondutores de
alta temperatura [4]. Entre os sistemas fortemente correlacionados mais conhecidos
estido o Modelo de Anderson [1] e 0 Modelo de Kondo[2]. Inserido entre os sistemas
fortemente correlacionados estd o Modelo de Falicov-Kimball (FK)[5], também
chamado, as vezes, de modelo de Falicov-Kimball-Ramirez [6], que descreve uma

rede de elétrons localizados em orbitais do tipo d ou f interagindo com elétrons de

um metal hospedeiro através de um potencial de espalhamento. O modelo inclui,
também, uma hibridizagio entre os elétrons localizados e os elétrons de condugdo.

O modelo de FK &, desde sua introdugio em 1969 [5], um dos mais
populares exemplos de sistemas de elétrons com interagdes de curto alcance. Uma
grande quantidade de efeitos de muitos corpos em metais tem sido estudados, entre
cles estio transicdes metal-isolante, fendmenos de valéncia flutuante e ondas de
densidade de carga [7]. O modelo de FK foi criado para estudar a transi¢do
metal/semicondutor ¢ ¢ baseado, como dissemos, na existéncia de estados
localizados interagindo com particulas itinerantes, sendo, neste contexto, aplicado
para estudar muitas substancias, tais como: SmB;, Ti,0,, V,0,, VO, Fe,0, ¢
VO, [5]. Em seguida, Falicov, Kimball e Ramirez utilizaram o modelo para estudar
transi¢des metal-isolante[6], um tema que € investigado, até os dias de hoje, usando o
modelo de FK [8]

O modelo FK tem sido estudo em redes de uma[9,10], duas[11,12,13,14],
trés [5] e infinitas dimensdes[15,16,17,18]. Alguns resultados exatos sdo possiveis
em poucos casos[15,16,17,19]. Apesar de um grande numero de trabalhos nos
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Gltimos anos, este modelo, aparentemente simples, ainda esta longe de ser bem
entendido. Uma das controvérsias da literatura é se este modelo descreve ou ndo uma
transi¢do descontinua do numero de ocupagdo dos elétrons localizados como uma
funcdo da temperatura ou da energia do nivel localizado[20,21].

Nesta tese estamos interessados no célculo de propriedades termodinamicas
do modelo de FK. Mais especificamente, vamos mostrar curvas de calor especifico e
suscetibilidade de carga em fungio da temperatura em diversas situagdes de
pardmetros do modelo. Recentemente Farkasovsky [21] determinou o calor
especifico como fungdo da temperatura para o modelo de FK unidimensional usando
o método de diagonalizagdo exata de pequenos aglomerados. Na mesma linha do
artigo de Farkasovsky, Macédo et al também exploraram propriedade
termodindmicas do modelo de FK em uma rede unidimensional[22]. Uma
caracteristica comum destes dois trabalhos é que eles ndo consideraram a
hibridizagdo entre os elétrons localizados e os elétrons de condugdo.

Aqui seguimos uma linha um pouco diferente. Trabalhamos com um
modelo que considera apenas dois sitios com niveis de energia localizados
(impurezas), imersos num metal hospedeiro. Embora este seja um problema
particular em relagdo ao problema mais sofisticado de uma rede de impurezas, ele
ndo é trivial uma vez que consideramos a interagdo Coulombiana e um termo de
hibridizagdo entre elétrons de condug¢do e elétrons localizados. O trabalho foi
desenvolvido no espago dos momentos, ao invés do espago real, tradicional nos
trabalhos acima citados, sendo que nosso trabalho se baseia num espago
tridimensional. A técnica utilizada por nds para a diagonalizagdo do Hamiltoniano de
FK ¢ a do Grupo de Renormalizagdo Numérico [23], da qual falaremos em detalhes
no Capitulo 3.

Na préxima se¢do daremos uma nogdo de como € o Hamiltoniano do

modelo de FK de duas impurezas sem spin.

1.1 - O modelo de Falicov-Kimball de duas
impurezas sem spin

O modelo de FK ¢ baseado na existéncia de dois tipos diferentes de estados

eletronicos em um dado material: estados localizados, e estados livres (estados de
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Bloch). No modelo que trabalhamos o0s estados livres formam o nosso metal
hospedeiro, enquanto que 0S estados localizados serdio consideradas como impurezas
do metal. Nesse caso, considcraremos apenas duas impurezas nfo magnéticas
(afastadas entre si por uma distancia R ), ou seja, ndo consideraremos o papel do spin
no problema. A seguir definiremos o Hamiltoniano de FK para esse sistema, sendo

que ele pode ser dividido em quatro partes:
H=HbC+H,.+He_VP+H,._,,C, (1.1)

onde H, refere-se & banda de condugdo (BC), H, as energias das impurezas, H,_,
refere-se  hibridizacdo da BC com as impurezas ¢ H,,, ¢ o termo de espalhamento

devido a interagio Coulombiana entre as impurezas € 0S elétrons da BC. Cada um

dos termos de H ¢ definido e descrito abaixo:

H, = Zekc;ck» , (1.2)
k
H, =s,(d}d, +d;d,). (1.3)
H,,=GY¥" (R2)¥(R[2)d d +G¥ (- RI2)W(-R/2yd;d, (¥

H_ =v[¥' (®)2)d, +¥ (- R/Dd, |+ He., (1.3)

onde a Eq.(1.2) descreve a banda de condugdo com largura dec 2D, sendo ¢ um

operador de destruigdo de um elétron de condugio como momento & ; &; ¢a relacdo

de dispersdo. que depende apenas do moédulo do momento & , ja que consideramos a

banda isotropica, sendo medida em relagdo ao nivel de energia de Fermi, &,. A Eq.
(1.3) descreve dois niveis locais degenerados, d,, centrado em f?/ 2, e d,, centrado
em — R/2, tendo energia &,. O operador de campo Y(r)= ZEe’E e ;» que aparece

nas Eqgs. (1.4) ¢ (1.5), destr6i um clétron de condugdo no sitio 7. Os termos de
espalhamento proporcionais a G sdo descritos pela Eq. 1.4, sendo independentes do
momento devido a blindagem de curto alcance no potencial dec Coulomb. Esses
termos de espalhamento quebram a simetria particula-buraco. A Eq. (1.5) descreve a
hibridiza¢do entre os estados localizados das impurezas € os estados de conducdo,

sendo, entdo, responsavel pela mistura de carga entre a banda e as impurezas. Assim,



os operadores niimero de elétrons nas impurezas, n, = did, +d;d, , e nimero de
elétrons na banda de condugdo, n, =ZE cgc,; , nfo sdio conservados. Contudo, a

paridade ¢ conservada uma vez que 0 Hamiltoniano ¢ invariante pela transformag&o
Ro-Red ©d,.
Devido aos termos de hibridizagio em H, proporcionais a V, nem

n =d;d, nem n,=d;d, sio conservados. Assim, os termos de espalhamento
Coulombiano de H envolvem operadores quarticos da forma c;c;d/'d;, i=1 ou 2.

Isso requer procedimentos especiais para diagonalizar o Hamiltoniano. Nos
utilizamos, nesta tese, o Grupo de Renormalizagdo Numérico (GRN). Daremos uma
pequena visdo desta técnica na proxima se¢ao, sendo que os detalhes serfio discutidos
no Capitulo 3.

Como veremos nos resultados podemos explorar vérios subespagos do
modelo, tornando mais clara a fisica do problema. Veremos que sem a hibridizacdo
as propriedades termodindmicas tém dependéncia exponencial, refletindo ‘gaps’
entre diferentes ocupagdes das impurezas. Contudo, sempre que ha hibridizagdo, por
menor que seja, O sistema passa a ser comportar como liquido de Fermi, que pode ser
visto através do comportamento linear do calor especifico em baixas temperaturas.
Dependendo dos pardmetros utilizados, podemos ter comportamento do tipo
Férmions pesados. Essas mudangas de comportamento, mostram a riqueza fisica do

modelo de FK, sendo um dos motivos que justifica o interesse no seu estudo.

1.2 — Grupo de Renormalizacio Numérico

A técnica do GRN foi introduzida por K. G. Wilson em 1975 [23], para
estudar 0 modelo de uma impureza magnética diluida em metal, o chamado modelo
de Kondo. Logo em seguida, Krishina-Murthy et. al. aplicaram estd técnica no
estudo de propriedades estaticas do modelo de Anderson [24,25], que tem o Modelo
de Kondo como um caso particular.

Com a técnica original, havia dificuldades de se calcular propriedades
dindmicas, como densidade espectral do modelo de Anderson e, também,
propriedades termodinamicas, como calor especifico, nas quais a técnica introduzia

muitas oscilagdes na curva desta propriedade. Essas dificuldades foram contornadas
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através da generalizagdo da técnica feita por Oliveira ef. al. [26], que permitiu com
que se obtivesse as propriedades dindmicas do problema, assim como, eliminou as
oscilagdes das propriedades termodindmicas com um custo computacional muito
menor. Essa generalizagdo consiste, em se utilizar dois pardmetros de discretizagdo,
a0 invés de um utilizado por Wilson. Nesta tese, utilizamos essa generalizacgdo.

Problemas envolvendo dois centros espalhadores também foram bastante
estudados ultimamente[27,28,29,30,31]. Nesta categoria inserem-se o modelo de
Anderson de duas impurezas[31] e o Modelo de Kondo de tunelamento[30]. Nessa
mesma linha, tratamos o modelo de FK com duas impurezas.

O GRN ¢ um método para diagonalizar Hamiltonianos de sistemas com
varias escalas de energia. Uma parte importante do método é a discretizagéo
logaritmica do espectro de energia, sendo que essa forma de discretizagdo da banda
enfatiza energias proximas ao nivel de Fermi, regido de interesse nos metais.
Resumidamente, o método consiste em diagonalizar um Hamiltoniano de maneira
recursiva, considerando parte dos graus de liberdade de cada vez, sendo que em cada
etapa os parimetros do problema sdo reescalonados. Ou seja, defini-se uma

seqiiéncia H,, H,,..., H, de Hamiltonianos cada um representando uma escala de

energia do problema. A cada passo, com os autovalores e autovetores do

Hamiltoniano H, se constréi as bases para o Hamiltoniano seguinte, H,,, que sera
diagonalizado, dando seqiiéncia ao processo, o qual termina quando alcangamos a
escala de energia de interesse. Veremos no Capitulo 3 que apos feita a transformacao
dos operadores ¢ para novos operadores discretos, apenas o Hamiltoniano inicial,
H,, tera contido o acoplamento entre as impurezas ¢ a banda, fazendo com que ndo

cometamos erros significativos ao truncarmos o0 processo recursivo em um

determinado H . Assim, o GRN ¢ considerado uma técnica numericamente exata.

1.3 — Resumo dos Resultados

O modelo de FK, como vimos brevemente na secdo 1.1, tem os seguintes

pardmetros: £,, a energia dos niveis localizados (que descrevem as impurezas); V , a

intensidade da hibridizacdo entre os estados localizados e os estados de¢ condugio

(responsavel pela troca de carga entre esses dois tipos de estados); ¢ G , que indica a
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intensidade da interacdo de Coulomb dos elétrons das impurezas € oS elétrons de
condugio. Esses parametros sio medidos em relagio a D, a meia largura da banda
de conducdo. A discretizagdo da banda mais a linearizac¢do da relagdo de dispersdo

€, , neste problema envolvendo dois centros espalhadores, incluem mais o parametro
kR, onde k. é o modulo momento do elétron de conducdo no nivel de Fermi.

Para o calor especifico das impurezas, Fig.1.3.1, fixamos &,, V' € k.R e
variamos G a partir de G igual a zero. Vemos que Ocorre um pico nas curvas que €

devido ao sistema de trés niveis formado pelos estados das impurezas com energia

0, ¢, € 2¢,. Para G=0 ¢ V=0 (ndo mostrado na Figura) a curva tem uma
expressio analitica, como veremos em detalhe no Capitulo 4. Com isso, podemos

encontrar em que temperatura, 7,

., O pico ocorre,

sendo esta igual a
k,T,/D ~0.417¢,. Com este valor de maximo para o pico no caso das impurezas
livres, definimos um nivel efetivo de energia, ¢, como k.7, /D ~0417¢,, que

difere de &, com a variagdo do potencial de espalhamento.

~=.001D v=001D kR=14
1,0 -~ - et
| o G=0D \ |
» G=0.008D ,
0,84 * G=0.01D * . -
| ¢ c=0.0102D ’"{/ . |
» G=0.1D
0,6 - .
imp/kB ) 7
0,4 - T
024 -
0,0
10° 1x10°  1x10* 10° 10 10"
k,T/D

Figura 1.3.1: Curvas de calor especifico das impurezas, C,. /kﬁ . em funcdo da temperatura,

k,T/D, sendo k, a constante de Boltzmanne, D a meia-largura da banda de condugio. Todos os
parametros do modelo sdo escalados por D . Nesta Figura, aumentamos o valor de G . a partir de zero
(bolas pretas). O comportamento mostrado pelas curvas ¢ tipico neste trabalho: com o aumento de G
o pico das curvas se deslocam para temperaturas menores (bolas azuis ¢ verdes), até que G atinja um
certo valor. G =0.0102D (curva vermelha), neste caso. A partir deste valor com o aumento de G as
curvas comecam a se deslocar para temperaturas maiores COmo mostra a curva r1osa.



Vemos pela Figura que com o aumento de G as curvas se deslocam para
baixas temperaturas até atingir uma certa regido (um valor ‘critico’ de

G, =0.0102D, neste caso) €, entdo, se deslocam para temperaturas mais altas. Esse

comportamento de descida e depois subida dos picos com a temperatura esta ligado

ao fato de que G desloca os niveis de energia do sistema, com a conseqiiente
diminui¢io de &, até que haja cruzamento de niveis perto de G.. Apds esse

cruzamento os niveis continuam se deslocando, mas agora no sentido de se
afastarem, fazendo ¢, aumentar. Este comportamento das curvas com o aumento de
G esta indica pelas setas na Figura abaixo.

No ponto de retorno as curvas tém este comportamento diferente das
demais, que ¢ seu alargamento, com a conseqiiente diminui¢o do pico, uma vez que
a 4rea embaixo de cada curva, na escala logaritmica, deve ser a mesma, pois estd
ligada ao nimero de graus de liberdade das impurezas, que sdo quatro.

Outro ponto, é que este sistema tem um comportamento tipo liquido de
Fermi em baixas temperaturas, ou seja, o calor especifico € linear.

Devemos salientar que estes resultados ndo podem ser obtidos por técnicas

simples de diagonaliza¢do do Hamiltoniano.

1.4 — Organizacio Geral do Trabalho

Esta tese foi dividida da seguinte maneira:

No Capitulo 2 descrevemos o Hamiltoniano do modelo de FK, procurando
explicar em detalhes cada um dos termos que o compde;

No Capitulo 3 descrevemos o GRN, que ¢ uma técnica para diagonalizar de
maneira recursiva Hamiltonianos de metais com impurezas diluidas, sendo
considerada numericamente exata. Mostramos alguns detalhes de recentes avangos
na técnica que nos permitem ndo fazer a usual aproximagdo de considerar todos os

momentos k, dabanda iguais a0 momento de Fermi, k,;

No Capitulo 4 mostramos os resultados obtidos por nos. Talvez o leitor
menos interessado na técnica do GRN possa ir diretamente a este Capitulo. Contudo,
o entendimento de alguns pontos podem ficar comprometidos. O Capitulo 4 ¢

dividido em cinco principais segdes. As se¢des 4.2, 4.3 e 4.4 mostram casos especiais



do modelo, onde ele se torna quadratico € pode ser tratado, também, por técnicas
mais simples. Em alguns casos temos inclusive expressdes analiticas para comparar
nossos resultados numéricos obtidos pelo GRN. A segdo 4.5, mostra resultados
quando todos os parametros do modelo sdo diferentes de zero (ndo sendo mais
possivel, neste caso, tratd-lo de maneira simplificada). Finalmente, a se¢dio 4.6
procura mostrar em detalhes algumas dificuldades encontradas durante a execugdo
do trabalbo. Apesar de ndo termos solucionado essas dificuldades, acreditamos ter
‘cercado’ de maneira satisfatoria o problema;

No Capitulo 5 fazemos algumas consideragdes finais sobre o trabalho e

deixamos algumas propostas para tentar solucionar a dificuldade mencionada acima.



Capitulo 2

Modelo de Falicov-Kimball
de Duas Impurezas

O modelo de FK analisado por nos consiste de um metal hospedeiro e de

duas impurezas localizadas com orbitais do tipo d ou f. As impurezas interagem
eletrostaticamente com os elétrons da banda de condug@io (BC), que se hibridizam

com os estados das impurezas. Os sitios das impurezas estdo distanciados de R,
sendo que a origem das coordenadas ¢ adotada a meia distancia entre os sitios, para
que se possa explorar a simetria de inversio do problema, sendo o sitio 1 localizado
em §/2 e o sitio 2 em — f?/ 2. A Fig. 2.1 mostra uma representagdo esquematica dos

sitios onde as impurezas estdo localizadas.

metal

R
2
-7‘

0 =77 sitio 1

sitio 2

Figura 2.1 : Representagio esquematica dos sitios equivalentes das impurezas no metal. Os sitios estdo
separados pela distincia R, sendo a origem do sistema a meia distincia entre os sitios.



O Hamiltoniano que representa o modelo que estudamos pode ser dividido

cm quatro termos:
HFK:Hbc+Hi+Hi—bc+Hesp’ (21)

sendo H, referente & BC, H, as energias das impurezas, H,_, refere-se a
hibridizagiio da BC com as impurezas ¢ H,,, ¢ o termo de espalhamento devido a

interacdio Coulombiana entre as impurezas e os elétrons da BC. As segoes abaixo

detalham cada um desses termos.

2.1 — Hamiltoniano da Banda de Conducao

Os elétrons da BC sdo assumidos independentes. Dessa forma, o termo H, _,

que é o Hamiltoniano que descreve o metal hospedeiro, € escrito em linguagem de

segunda quantiza¢io como:

H, =) gc.c.,
’ ; KTk Tk 2.2)

onde c; € o operador que destroi um elétron na banda de condugdo com momento &
e energia ¢. Assim, H, nos da a energia cinética total da BC. Nesse modelo,

consideramos a BC do metal isotropica e simétrica em relagdo ao nivel de energia de

Fermi, &, , com largura 2D e adotamos ¢, =0 (ver Fig. 2.2).

i

el

-D

Figura 2.2: A esquerda temos o esquema da banda de conduggo (BC) do metal. A banda ¢ isotropica e
simétrica em relagdo ao nivel de Fermi (&) e com largura 2D . A direita mostramos os dois niveis de
energia das impurezas. Na Figura, &, ¢ a energia da impureza e V' representa a hibridiza¢do entre os
estados da impurezas e BC. O espalhamento G ocorre quando ha elétrons nas impurezas.



2.2 — Hamiltoniano da Impureza

No modelo de FK temos uma impureza localizada em R/2, com orbital

¢(R/2), ¢ outra em —R/Z com orbital ¢(— k/2). Esses orbitais sdo considerados

degenerados e, assim, o termo H, que representa as impurezas ¢ dado por:

H, =¢,(d}d, +d;d,), (23)

sendo d, o operador de destrui¢io de um elétron com energia £, na impureza do
sitio l(IE/ 2) e d, o operador equivalente do sitio 2(- ﬁ/ 2). Devido a hibridizagdo,

as impurezas variam sua ocupagdo entre vazia, com um elétron em uma das

impurezas ou com dois elétrons, um em cada impureza.

2.3 — Hamiltoniano de Hibridizac¢ao

O modelo permite a transferéncia de elétrons entre as impurezas € a banda

de condugdo, através do termo de hibridizagdo que € descrito por:

H, = sz(cge_i’z'mza'1 + c;(fe_'.';'("m’d2 + H.c.),
7 2.4)

onde H.c. significa Hermitiano conjugado ¢ R € a distancia entre as impurezas.
Como podemos ver, o acoplamento entre banda e impureza se d4 pela associagio de

operadores do tipo ¢;d, com i=1, 2. Com isso, ¢ permitido uma transferéncia de

carga do nivel da impureza para a banda e vice-versa, com uma taxa de acoplamento
dada por ¥, (ver Fig. 2.2). Este ¢ 0 mecanismo que permite que as impurezas

possam ficar vazias, com um elétron ou com dois.

2.4 — Hamiltoniano de Espalhamento

Finalmente, o termo H,,, na Eq. (2.1) € dado por:
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— GZ(C c- el(k—k')oR/Zci;—d1 +cg,cl;ei(k~k ) o(—R/Z)d;dZ ).

& (2.5)

O que este termo descreve € o seguinte: sempre que houver elétrons no sitio

R[2, d;d, #0, havera espalhamento de um elétron de condugdo de k para k',
através do termo c;c;. O mesmo acontece se houver elétrons no sitio — R/2,

quando, entdo, d,d, # 0.
Definindo o operador de campo

-\ ikeF
‘I’(r)—z’;:e ;s 2.6)

que destréi elétrons da BC no sitio 7, podemos escrever H,, como

H,, =GY' (R/2)¥(R[2)d d, +G¥ (- R/2)Y(-R/2)d;d,. 27

Esse ¢ o termo que descreve o espalhamento dos elétrons da BC através do
potencial de Coulomb quando ha elétrons em uma das impurezas ou em ambas. O
Parimetro G ¢ independente do momento e de curto alcance devido a blindagem
causada pelos elétrons de condugdo sobre as impurezas.

Note, pelas Egs. (2.3), (2.4) € (2.5), que se o Hamiltoniano possui
simetria de paridade, podemos observar isso fazendo Ro-Re d, <> d,. Podemos
notar, também que devido ao termo de hibridizagéo, (2.4), somente a carga total ¢

conservada n, =d/d, +d,d, + Z; c;c; - Devemos notar, também, que este modelo

ndo apresenta simetria particula-buraco, devido ao termo de espalhamento.

O modelo de FK assemelha-se ao modelo de Kondo de tunelamento num
meio metalico [32], por considerar um espalhamento Coulombiano entre elétrons
localizados e elétrons de condugio em problemas envolvendo dois centros
espalhadores. Assemelha-se, também, ao modelo de Anderson por considerar uma
hibridizagdo entre niveis localizados e estados de conduggo [1].

O objetivo do modelo de FK estudado por nos ¢ o de descrever o
espalhamento dos elétrons de condugdo pelas cargas localizadas nas impurezas.
Sendo assim, o spin ndo desempenha papel importante neste trabalho e, por isso, ndo

foi incluido. Mais recentemente, as Refs. [8,33], incluem efeitos de spin em seus
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trabalhos: um deles trata de transferéncia de carga numa transi¢io metal-isolante[33],
o outro da competicdo entre a separagdo de fase e a valéncia intermediaria classica
[8]. Porém, grande parte dos trabalhos que envolvem o modelo de FK, nao considera
o papel do spin.

Podemos, finalmente, perceber que para determinados valores do espaco de
pardmetros do modelo o Hamiltoniano torna-se quadratico, como, exemplo, quando
V=0 ou G=0. Nestes casos, o Hamiltoniano pode ser diagonalizado mais
facilmente. Porém, quando temos estes parametros diferentes de zero, teremos que

lidar com operadores do tipo quértico da forma cicpd'd,, i=1 ou 2, como mostra

o Hamiltoniano (2.5). Neste caso precisamos de técnicas mais sofisticadas para
diagonalizar o Hamiltoniano. No proximo Capitulo vamos ver em detalhes a técnica
utilizada por nds para a diagonaliza¢do do Hamiltoniano de FK. Como dissemos na
introdugdio, utilizamos o GRN, que ¢ uma técnica numericamente exata (ndo
perturbativa) € que serve para diagonalizar Hamiltonianos onde temos varias escalas
de energia envolvidas. Sua utilizagdo ¢ bastante apropriada para metais com

impurezas diluidas.
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Capitulo 3

Grupo de Renormalizacio Numérico

Neste Capitulo vamos mostrar a adaptagdo do Modelo a técnica do Grupo
do Renormalizagio Numérico (GRN) quando temos problemas envolvendo duas
impurezas [27,28,30,31]. Entre estes trabalhos, envolvendo dois centros vamos
destacar que estdo mais intimamente ligados a este, que s30 0 trabalho W. C. Oliveira
[34], que tentou mapear o modelo de Kondo de duas impurezas através do modelo de
Falicov-Kimball mostrado aqui, € o trabalho de J.L. N. Mello [35] que trabalho na
diagonalizagio deste Hamiltoniano. A técnica utilizada para a diagonalizagdo €
basicamente a mesma ja desenvolvida por Wilson [23] e consiste em transformar o
continuo da BC em um conjunto discreto de estados. Projetado nessa base discreta, o
Hamiltoniano do modelo ¢ diagonalizado por um processo iterativo. Contudo,
fazemos uso de recentes avangos da técnica, com as quais, ndo fazemos a usual
aproximagio que projeta todos os momentos para o Nivel de Fermi.

A conversio do continuo da BC para uma base que possa ser tratada
numericamente ¢ feita em dois passos. No primeiro, a banda € discretizada, porém, o
conjunto de estados gerado no processo € infinito. No segundo passo os estados sdo
truncados, gerando uma base finita.

Comecemos nossa adapta¢io do Hamiltoniano mudando, por conveniéncia,

os operadores que estdo em fungdo do momento, para operadores de energia.

3.1-Transformacio do Operador de Campo

Podemos reescrever o operador de campo Eq. (2.6) da seguinte maneira:

14



.
[SRR-H

- ikeR i
Y(R/2)= [dke 2¢;= [d%k [des(e-5)e 2cp=
- fDngp(g) c., (3.1.1)
no qual definimos
1 35 ikeR/2
C,. = d’ke d(e—¢)c;
1z p(g)f (e—&)¢; (3.12)
com
(3.1.3)

(€)= jd3k Se—-¢,) =4nk2(g)-d£,
de,

p(¢) ¢ a densidade de estados que aparece devido a normalizagdo do operador c,, .

Este operador destréi elétrons da BC com estados de energia ¢ e localizados em

R /2. Analogamente, temos
(3.1.9)

¥(-R/2)= [ de[p(e) e,

sendo
1 Like R
Cyp = Id3ke e RI2 S(e—¢€) ¢y
N P(E) (3.1.5)
Esses novos operadores obedecem individualmente as relacdes de
anticomutagdes convencionais
(3.1.6)

sty f= by, =862,

Contudo, eles ndo sdo ortogonais:

N . senfk(&)R]
{0159028,}: o(e—¢ )Wa (3.1.7)

uma vez que o lado direito desse anticomutador ndo se anula. Devemos, entdo,
construir novos operadores que realmente sejam fermidnicos. Para isso, vamos

aproveitar a simetria de inversdo do nosso modelo (trocar o indice 1 por 2 ndo altera

15



o problema) e escolher novos operadores com paridade bem definidas. Assim,

definimos os operadores

1 (Clg T c2g )

S6'+ =
A.(e) 2

(3.1.8)

sendo A, (&) fatores de normalizagio que dependem da energia e da separagdo entre

as impurezas e sdo dados por

sen(k(&)R)

k(&)R ) - (3.1.9

1
4,(6)= \/‘i“i

Por simplicidade de notagdo iremos de agora em diante escrever

A, (g) = A, . Porém, ndo devemos perder a nogdo que estes fatores dependem da

energia.

Com estas defini¢des, os operadores s,, e s, obedecem as relagdes de
anticomutag@o

{80o8, 3 ={8.550 }1=0 e {55 }=0(6—¢). (3.1.10)

Reescrevendo os operadores ¢,, e c¢,, em funcdo de s, e s5,., ¢

substituindo-os nos operadores de campo, obtemos:

W(&R/2)= [ de|p(e)(4,s,, £ 45,). (3.1.11)

Podemos, portanto, com os operadores de campo escritos acima, reescrever

facilmente o termo de espalhamento, Eq. (2.7), como

H,, =G [ dsdep(e) pe) (42 5,5, + A sis, _+

+A4, A s;s +A A sls, )did +

+GIfDd5 de’ m(z‘if S5iS,., +47 Se S,

~A A sls —A A s;s, )dd,, (3.1.12)

+ V-

e o Hamiltoniano de hibridizacdo como

H,_ = Vf;dgw/p(g) [4, 55.(d, +dy)+ A 5] (d~dy) ] He. (3.1.13)
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Tendo escrito H,, e H, em fungio dos operadores de energia, nosso

proximo passo sera reescrever a BC em fungdo desses operadores. Para que ndo

facamos uma digressdo, deixaremos os detalhes de como escrever H, em termos
dos novos operadores s,, no Apéndice A. Cabe observar aqui que H,, € H, , sdo
escritos em termos de s,,, que possuem paridade definida, isto é, os elétrons com

fungdes de onda sem paridade ndo se acoplam com as impurezas (eles ndo
influenciam no clculo de propriedades termodindmicas das impurezas). Portanto,

podemos desconsiderar os termos em H, que ndo tem paridade definida (que

aparecem uma vez que fizemos combinages lineares de fun¢des de onda simétricas
localizadas em cada centro espalhador, Eqgs. 3.1.8). Assim, em termos dos operadores

S, Hy, seescreve como

Hbc - fDdgg(s:‘;ngr +S:_S£,_). (3-114)

Veja que a transformagao R/2 > —R/2 transforma s,, —> *s,,, ver Eq.(3.1.8), de
maneira que por conservagdo de paridade H,, ndo pode conter termos do tipo s, s,

.
ous.s,,.

3.2- Hamiltoniano Completo

Escrevendo o Hamiltoniano completo em termos dos novos operadores
temos
H=[ dee(s)s, +sis,)+e(did +djd;)+
+ {V [* deJp(e) [4,57,(d, + dy) + A_s}_(d, - d,)}+ H.c}+
+G ([ dede Jple) ple) AsLs, + A2sLs, ldidy +dydy ]+
+G [ dede Joe) ple) 4, ALss +sis Ndid,-djdy). (32.0)
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Note que todos os termos sdo invariantes pela transformagio R/2 < —§/2 €
d, <> d,. Em particular, observe que 0 operadore s,, se acopla com a combinagdo
d, +d,, enquanto que s, se acopla com d, —d,; isso tudo para preservar a
paridade, portanto, ¢ sugestivo trabalharmos com os operadores

d,idz. 3129
N (3.2.2)

Fazendo essas consideragdes H fica:

d, =

H= [ des(ss,, +sis.)+&,(d/d +djdy)+

E+T €+

+ {\/5 4 fD de | p(€) [A+s:+d+ + A_s;_d»]+ H.c} +
+G ([ dede \p(e) ple) [AlsL,s, +Asi s, 1ldld, +dd ]+
+G [ dede p(e) ple)) A A Ls],s, +sis, Ndid +d'd,). (323

Nesse Hamiltoniano, os termos p(g) e A4, dependem da energia & . Porém,
como estamos interessados em propriedades termodindmicas em baixas temperaturas
(k,T << D), vamos considerar p(¢)constante € igual ao seu valor no nivel de

Fermi. Assim, temos

1
ple)= [dko(e—e,) = plep) =5 (3.2.4)
sendo esta Gltima consistente com a normalizagdo dos operadores de campo, Egs.
(3.1.1) e (3.1.4).

Em  muitos trabalhos  costuma-se  fazer a  aproximagdo

A4,(&) = A4,(¢,) ,[27,29,30]. Contudo, este procedimento para o modelo de Kondo de
duas impurezas, mostrou-se¢ ndo apropriado, uma vez que isso fazia com que o
modelo passasse a ter simetria particula-buraco e como uma conseqliéncia a
interacdo RKKY resultava sempre ferromagnética [29]. Seguindo trabalhos recentes

de Silva et. al. [28], ndo iremos fazer essa aproximagdo. Com isso, precisamos fazer

algumas definigdes. Comecemos por definir os operadores f,, como
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1

Jor = N fDdgAi ()5, (3.2.5)

uma vez que essas combinagles sempre aparecem nos termos de interacdo do
Hamiltoniano (3.2.1). Essas sdo combinagdes lineares dos estados de Wannier mais

localizados em torno de cada impureza. O fator de normalizagdo N, , obtido da

condig8o {fo’;, s Jop }= d,, » € dado por

N2 = [ dedl(e). (3.2.6)

Outro ponto a se destacar nesse processo ¢ a linearizagio do momento k(¢)

em torno do Nivel de Fermi, isto &, para levar em conta que 4, dependem da energia

&, expandimos k(&) até 1° ordem em ¢, dando:

k(e) :kF<1+A—f5), (32.7)
com
A=D/v k., (3.2.8)

sendo v, =(d¢/ ak)l ety © k, a velocidade e o momento de Fermi, respectivamente.

Isso resulta para as normalizagdes N, , Egs. (3.2.6), as seguintes expressdes:

2 = 2erRAE[SI((1+ A)kpR) — Si((1 = Ak R)]
= 2%, RA : (3.2.9)

onde S,(x) ¢ a fungfo seno-integral. Se o pardmetro A =0 nos temos a aproximacdo

usual k(&) = k(&) , implicando em

N2 =24} e, )=1£S, (3.2.10)
onde
g sen(kR)
k-R ’ (3.2.11)
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onde k. = k(&) é o mddulo do momento do elétron de condugio no nivel de Fermi.

Dessa forma, S da uma nog¢fo da distancia entre as impurezas. Quando S =0 temos
as impurezas infinitamente afastadas uma da outra (R — ®), ou com k. R em um
dos zeros da fungdo seno. Quando S =1 temos as impurezas localizadas no mesmo
sitio.

8(/{) A

D

v

»
L

Figura 3.2.1: Representagfio da assimetria por transformagio particula-buraco. Tomando a relagio de
disperséo linear para a banda de condugfio, com energia variando de —D a D, elétrons (e ) e buracos
(#) com mesmo modulo de energia ¢, medida a partir do nivel de Fermi, apresentam valores
diferentes para o momento %, e k, , respectivamente.

Para A#0, k(&) # k(—¢) (conforme Fig.3.2.1), teremos A4, com valores
diferentes para particulas ou buracos com a mesma energia. Este é o motivo pelo
qual A € denominado de assimetria na Ref. [28]. Iremos, nos nossos resultados
explorar alguns dos efeitos da assimetria no calculo de propriedades termodinimicas
do modelo FK. Feitas todas estas definigdes o Hamiltoniano (3.2.1) fica escrito
como:

H= [ dee(s),s, +sis,)+e,did, +didy)+

:+Se+
+~2V[N fid, +N_f;id +H.c]+
+G[foo:f0+ +N-2f0tfo_][d:d+ +d]d ]+

+ . N . 3.2.12
YGN N_[f5. fo + fo foulld7d, +d7d,], (3-2.12)

onde, para uma melhor praticidade computacional, escalamos o Hamiltoniano em

termos da semi-largura da BC, D, e fizemos a seguintes redefini¢Ges:

An



H g g 4 G
B_)H, B—-)g, b"——)e;"d, B—)V, —5—>G, (3.2.13)

que torna H adimensional; a nomenclatura foi mantida a mesma por conveniéncia.
Note que a BC ¢ um continuo de energia. Nosso proximo passo sera

discretizé-la.

3.3- Discretizacio Logaritmica

Como estamos interessados em propriedades do sistema em baixas
temperaturas (K ,T << D), vamos usar um método de discretizagéo da banda que
enfatize a regido de baixa energia. A BC do nosso modelo sera discretizada de modo
semelhante aquela feita por Wilson [23], sendo que o continuo de energia sera

substituido por um conjunto de pontos dispostos num intervalo de escalas de energia

logaritmica, conforme mostra a Fig. 3.3.1.

—1 —AF  —AT' AT AN A*
L1 l ETI TR i I
T }

ey

1 I | [ | 1

e

Figura 3.3.1: Banda de condugdo discretizada logaritmicamente. As energias sdo medidas em relagdo
ao nivel de Fermi , &, , em unidades de meia largura, D, da banda.

No procedimento original nio havia o pardmetro z, apemas A (
com A >1), que é a razio entre duas energias discretas consecutivas (quando A =1
o limite continuo é recuperado e o procedimento torna-se exato). O pardmetro z
generaliza a discretizagfo logaritmica, e pode assumir qualquer valor no intervalo

z,<z<z,+1, com z,>0. Sua introdugdo foi feita por Yoshida er. al. [26] e

possibilitou usar o GRN para calcular propriedades dindmicas, como densidade
espectral, sendo aplicado com sucesso a varios modelos [27,346]. Posteriormente,
descobriu-se que ele era capaz de eliminar oscilagdes originadas do método numérico
nas curvas de propriedades termodinidmicas [30,37], caracteristica limitante do

método tradicional.
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Seguindo o mesmo procedimento, podemos suavizar a curva de calor

especifico da seguinte maneira

i
C,p(T)= ICim,,(T,Z)dZ- (3.3.1)
0

O que se observa na pratica é que, para a maior parte das curvas, apenas
dois valores de z que diferem por 0.5 sdo suficientes para suavizar curvas obtidas

com A = 4. Portanto, podemos suavizar curvas de C,, , simplesmente fazendo [26]

(T,z=0.5)+C, (T,z=1.0)

Cim im,
Cimp (T) = z 2 ?

(3.3.2)

Esse é o chamado procedimento intercalado. Com ele, podemos eliminar as
oscilagdes sem usar A muito pequeno.

A discretizagfio logaritmica preserva uma caracteristica importante da BC
que ¢ a invaridncia por transformagSes de escala de energia proximo ao nivel de
Fermi (Fig.3.3.2). Contudo, a invaridncia ocorre agora por miltiplos de A conforme

mostra a Fig.3.3.1.

-7 AD

“cne——— - AD
Figura 3.3.2: Banda de condugfo representada por alguns de seus niveis (centrada no nivel de Fermi e
com largura 2D). Do lado esquerdo ela esta em escala ‘normal’, do lado direito a escala foi

multiplicada por um fator A . Observe que a estrutura de niveis perto do nivel de Fermi se mantém
constante.

Com a banda discretizada, temos que o m -ésimo intervalo de energia €
aquele compreendido entre A~ ¢ A”" (m =0,1,2,...), com excegdo do topo da
banda. Definiremos um conjunto completo de fungdes ortonormais @, , para cada

um desses intervalos:
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2ri

exp(x te), se A* <xe<l;

O (e)=1(1-A7)" 1-A
0, fora do intervalo, (3.3.3)
(m+2)/2 s AM+Z
. —é—ﬂz—exp(iz—zﬂj—m), se AV < kg < A
@ (e)=1(1-A") 1-A
0, fora do intervalo, (3.3.4)

onde t ¢ o indice da série de Fourier (—o <f <o, t inteiro) e +(-) indica a
defini¢io da fungfo para & positivo (negativo). Usamos também a condigéo da
fungdo ter o mesmo valor nos limites dos intervalos.

A expansio dos operadores s, (p =+,—) nessa base fica:

Sp = Z(apt(l):r +bptq):)+z(apmtq):rnt +bpmtd)r_nt)’
! m.t

(3.3.5)
e define os seguintes operadores fermidnicos e discretos
a, = L de[®; (&)]'s,, by = L de[®; ()]s,
Gy = |, A1 ()] S50 By = [ de (@, ()5, (3.36)

Quando 4, (¢) for aproximado por 4, (s, =0) € facil mostrar que em f,
Eq.(3.2.5), apenas os operadores com =0 comparecem. Assim, a exemplo da
formulagdo original de Wilson, operadores com ¢ #0 sdo desprezados. Em nosso
caso, com A, (&)no integrando de f, todos os operadores com ¢ # 0 contribuem,
embora devido ao termo exp(i22t£) quanto maior ¢ menor o valor da integral. Para
implementagdo do GRN deste ponto em diante devemos continuar a seguir o
procedimento padrdo de Wilson e desconsiderar todos os operadores com? #0. A
validade da ndio inclusdo destes operadores pode ser testada através dos resultados
onde nosso Hamiltoniano torna-se quadratico e também pelos resultados ja obtidos
em outros trabalhos que utilizaram este procedimento[28,31]. Assim, podemos

expressar H, , Eq. (3.1.14), com os operadores mantendo somente 0s termos com
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{=0. E ainda, sabendo que cada fungdo @(s) ¢ nula fora de seu respectivo

intervalo, podemos escrever H, como

H,, :ZEp(a;ap -b bp)+ZEpm(apm om = BB )
p

(3.3.7)

onde omitimos o indice ¢ =0 nos operadores. Sendo £, € E,, as energias médias

em cada intervalo, sendo dadas por

1+ AT
P2
E = 1+ Aﬂl) A-(mD)
pm 2 :

Substituindo os operadores (3.3.5) em f,, Egs.(3.2.5),

operadores a,,b,,a

Y. pm,bpm obtemos:

Jor =(a,a, b )+Z(apm pm T B om bom)>

com os coeficientes dados por

onde

A, (e)de . BN A ()de
? T (A=A TN
—(m+z) ~(m+1+2) >
Z _ ’[i\-(m+l+z) Ap(g)dg 1—4— _ K(m+z) Ap(g)dg
am (1_A—1)1/2 A*aniz‘ bpm (I_A—I)I/Z A’%ﬂ

24
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sendo N , uma constante de normalizago. Como conseqiiéncia da discretizagdo,
devemos substituir a normalizagdo N,, Eq. (3.2.9), da base continua, pela
normalizagio N ,» da base discreta, que é obtida impondo que {fy,,fo, =06, ,>

tendo como resultado:
= - T T2 g2
N12) = [Aap + Abp + Z_;)Aamp +Abmp] . (3313)
Com isso o Hamiltoniano fica:

H = ZEp(a;ap —b;bp)+ZEpm(a;mapm —b;mbpm)+
p pm
+2VIN. f;d, +N fpd +Hcl+g,ldid, +dd 1+
+GIN: fo fo. * N2 £ fo did, +dld T+
+GN N_fs fo. + fo fo ldid_+d d. ] (3.3.14)
O Hamiltoniano esta discretizado, porém, temos a BC expressa em fungéo

de uma série infinita. Por isso, nfio pode ser implementado computacionalmente. O

proximo passo no GRN é determinar um critério para que possamos truncar a série.

3.4- Truncamento

A BC esta expressa por uma série infinita dos operadores a,,b,, etc. €

todos eles se acoplam com a impureza. Para que possamos truncar a série, vamos
seguir o procedimento de Wilson para uma impureza [Ref.23, pag.813] e fazer uma

transformagdo unitaria do conjunto dos operadores (a »>D,58,p50,,) para um novo
conjunto de operadores ortonormais ( f;,, Sipoeees f,,p,...), onde f,, confinua a ser

dado pela Eq. (3.2.5), ¢ sdo os Unicos a se acoplar com as impurezas. Os demais

operadores se acoplam somente com seus vizinhos mais proximos, ou seja, f,, s€

acopla com f,,, ,[23]. Utilizando-se do novo método em que ndo se considera a
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aproximagio k(¢)=k;,ouscja A#0 [28], e destes novos operadores expressamos a

BC na seguinte forma tridiagonal:

Hb(,‘ = Z Z[gi,p(fntpfrﬂ—l,p + H'c') + gn,pfn-tpfn,p ]7 (34,1)

n=0 p=*

onde He. é o hermitiano conjugado. Dessa forma o Hamiltoniano H da Eq.

(3.3.14) fica

H = Z Z[g:,p(fnfpfnﬂ,p + HC) + gn,pfr:,—pfn,p]"-

n=0 p=%

+N2VIN, fiid, +N_fyd_+Hcl

+G[fo01f0+ + N—zfoth—][d:da— +djd—]+

+ GN+N—[fOthO— + fOtf0+][d:d— + d—+d+]+

+e,ldid, +dd_]. (3.4.2)
Quando se faz a aproximagio k(g)=k(e,)e para z=1, os coeficientes

gn » podem ser obtidos através da seguinte expressdo [23, pag. 814]

gn — A—n/Z[l_A—-(n+l)][1_A—(2n+l)]—l/2[1__A—(2n+3)]—l/2 [1+A—l]/2 (343)

Para os demais valores de z, os coeficientes &, , sdo obtidos numericamente [28],

sendo que para n grande ele apresenta o seguinte comportamento assintotico

o1+ AT et
Enp = A 5, n>>1, (3.4.4)
[
gn,p o A_"’ n>> 1’ (345)

ou seja, quanto maior n menor o elemento de matriz que conecta f, com f,,,. Isso

permite que trunquemos a série em n=N, tal que a menor energia de interesse (0

-N/2

menor k,T, no caso termodindmico) seja da ordem de A™"'°. Os coeficientes
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codiagonais, &, ,, tem exatamente 0 MESMO comportamento assintético do método
tradicional de Wilson [23], enquanto que os coeficientes diagonais, ¢,,, decrescem

mais rapidamente que 0s codiagonais. O célculo destes coeficientes ¢ todo numérico.
Para evitar erros de corte no processo computacional, deve-se trabalhar com alta
precisdo. Por isso, utilizamos rotinas do software MAPLE, que permite trabalhar
com um numero arbitrario de casas decimais (utilizamos 200 casas decimais).

Mesmo utilizando alta precisdo o procedimento para o calculo de ¢,, s6 ¢ estavel até

um determinado valor de 7= N,, , sendo este valor dependente do namero de casas
decimais mantidas no calculo, conforme mostrado na Ref. [38]. Para duzentas casas
decimais, referidas acima, N,, =9. Para n> N,, utiliza-se os limites assintoticos
dados pelas Eqs.(3.4.4) e (3.4.5). No Apéndice B daremos alguns detalhes a mais de

como se calcular numericamente os elementos de matriz &, , € G, ,-

A série truncada € dada por:

N-1
HY =X SMer (frp Loy tHE) 460 fop oy ] (3.4.6)

n=0 p=%

E conveniente, por motivos computacionais, fazermos com que 0 menor
elemento de matriz de H,' seja ordem da unidade. Por isso, vamos multiplicar o

Hamiltoniano completo, Eq. (3.4.2), pelo fator

N-1

2
AZ. (3.4.7)

1+ A

Assim, o Hamiltoniano do sistema fica

N1y
HN = A 2 {Z Z[Enz,p (fr:pfnﬂ,p + H'C') + En,pfr:pfn,p]-i_
n=0 p=%

+J2VIN, fid, +N_fid_+Hcl]

+GIN2f fo, + N2 S fo Ndid, +d d ]+

+GN N_Lfy fo + fo foulldid_+d d ]+

+&,[did, +d d_]} (3.4.8)
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onde

Enz _ 26‘,,,,, i 5" _ 2an1’ G’: 2G -,
R FYN PO+ AN 1+ A
Ve © ST (3:4.9)

H, é o Hamiltoniano completo discretizado, truncado e escalado. Na se¢do

3.6 vamos explicar o processo de diagonalizaggo iterativo desse Hamiltoniano.
Podemos observar em H,, que a BC € escrita em termos de operadores com

paridade definida, pois os elétrons que interagem com a impureza sdo apenas aqueles
cujas fungdes de onda tem paridade definida. A BC pode ser interpretada, entdo,
como tendo dois canais: o canal par, que possui elétrons com fungdo de onda par, € 0
canal impar, que possui elétrons com fungdo de onda impar.

O Hamiltoniano original H , Eq. (3.4.2), pode ser recuperado fazendo-se

1+A" -2
A 2 H,. (3.4.10)

H=[imD

Now

Devido ao fator de escala (3.4.7) devemos escalar qualquer grandeza que
seja comparada com as excitagdes da banda. Em nosso caso, temos a temperatura

como grandeza de interesse, sendo que ela aparece no fator de Boltzmann exp(— pH)
no calculo das propriedades termodinimicas. Como temos o espectro de H, , e ndo

de H , devemos calcular expressdes do tipo

1+ A7 -
A 2 Hy). (3.4.11)

exp(—pD

Para isso, nos definimos uma variavel adimensional S e deixamos para
escalar a temperatura como,

1+A" -

exp(—fD A2 H v)=exp(-BHy), (3.4.12)
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onde B ¢ um numero que deve ser escolhido proximo a unidade, ja que os menores
autovalores de H, sio da ordem da unidade. Dessa forma, temos
_ N-1 - N-1
1 1+A ) & 1 1+A" 59

D N2 B 5 T =—D A 3.4.13
KTy 2 g YkB 2 G4

Com essa relagdo obtemos a temperatura correspondente 2 faixa de energia
do intervalo considerado. A relagdo (3.4.13) mostra que quanto maior o valor de N

menor a temperatura associada a cle.

3.5- As Simetrias do Problema

O processo de diagonalizaggio € facilitado pelas simetrias do Hamiltoniano,
que definem as grandezas que sdo conservadas.
No modelo que estamos tratando € permitida a troca de cargaentreaBCea

impureza. Dessa forma, temos a conservagio apenas da carga total, ou seja,

N
Qy =d;d, +d;d, +z[fn4,—+fn,+ + foSu-ls (3.5.1)
n=0

que é a carga da impureza mais a carga da BC.
Uma outra caracteristica do modelo € a conservagdo da paridade, que vem

do fato do Hamiltonano ficar invariante quando feita a troca de posi¢do das
impurezas (R2 > —I_é/Z) e a troca de d, por d,. Dai vem o motivo de termos
escrito H, , Eq. (3.4.8), em fungdo apenas de operadores com paridade definida.

Trocando em miudos, a conservagio da paridade nos diz que se 0 elétron nas

impurezas troca de paridade a BC como um todo também troca.

3.6- Diagonalizacio Iterativa
A estrutura da Eq. (3.4.8) permite obter a seguinte relacfio de recorréncia:

3{Hyy=Hy, = Al/zHN +&yHy, +[g:\/,+f1\}L,+fN,+ +§;\/,-f1\7,—fN,—]= 3.6.1)
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onde

HNI = (f;,+fN+l,+ + fAT,—fNH,— + f]\J/r+1,+fN,+ + f]\}L+1,_fN,, ), (362)

£, =N e gh.=N"6,. (3.63)

A Eq. (3.6.1) é o ponto central do formalismo discutido até agora, e 3{H},

¢ conhecido como Transformacdo do Grupo de Renormalizaciio, sendo que ele nos

permite diagonalizar Hamiltonianos nfo quadraticos de uma forma iterativa. Assim,

o GRN ¢ baseado numa transformagdio que leva o Hamiltoniano H, em H,,,,

Eq.(3.6.1) genericamente temos 3[H,]1=H,,. Um ponto fixo H da

transformagdo 3 € um Hamiltoniano que se mantém invariante sobre essa

transformagdo. No GRN os pontos fixos sdo dados pela aplicagdo do operador 32

(aplicagio do operador 3 duas vezes), isto &, I [Hyl= Hy,,-

Um ponto fixo de 5?2 & caracterizado numericamente quando um conjunto
de auto-energias de muitos corpos se repete quando realizamos 0 processo iterativo
duas vezes . Nesse processo, quando N aumenta o Hamiltoniano muda de um ponto
fixo inicial para um ponto fixo final, passando por intervalos de N onde ocorre um
crossover. Essa analise é feita através de diagramas que mostram as primeiras
energias do sistema em fungéo de N (fluxo de energia). Para que haja o crossover ¢
necessario que o Hamiltoniano possua operadores denominados no GRN de
relevantes, irrelevantes ou marginais. Os elementos de matriz de um operador
relevante, por exemplo, cresce proporcionalmente @ A para uma poténcia positiva de
N . Para maiores detalhes ver Ref. 24, pag. 1018. Usaremos algumas dessas nogdes
na se¢do 4.4.

Para iniciar o processo iterativo diagonalizamos analiticamente H, dado

por:

A2H, =2V[N, foid, + N_fg-d_+Hc!]
+é[szoifo»r + N2 f fo lldid, +d d_]+
+GN,N_fo fo- + fo fo did_+d d ]+
+g,ldid, +d’d_]. (3.6.4)
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A base utilizada no processo iterativo ¢ dada em termos das quantidades

conservadas no problema, carga e paridade, sendo representada por

|NQ,NP,m) . (3.6.5)

onde NQ é o namero de carga total (BC + impureza), NP ¢ paridade do estado
( NP =0—par, NP =1—>impar), m ¢ o indice para diferenciar os estados com NQ e
NP iguaise N ¢ o sub-indice que indica se a base éde H,,H|, etc.

A relagdo entre NQ que aparece em (3.6.5) e o niumero de ocupagéo, No,

para H, ¢ dada na Tabela (3.6.1).

No 0 1 2 3 4
NQ 2 1 0 1 2

Tabela 3.6.1: Relagdo entre o namero de ocupagio da iteragio N =0 e o nimero de carga, NQ,

escolhido de modo a termos uma distribuigo de carga simétrica em cada iteragdo.
Apesar da representagio dada por (3.6.5) ser conveniente para o processo
iterativo, ela nfio ¢ a mais adequada para a diagonalizagiio de H . Para isso, vamos

utilizar uma representagéo dada por

|for > fo3d, 5 o), (3.6.6)

onde f,,, € a ocupagio da banda par(impar) e vale 0 oul,e d,, ¢a ocupagdo da
impureza par(impar) que, também, vale 0 ou 1. Como exemplo, a base ll ,0; 0,1>,
significa termos um elétron na BC par e um elétron na impureza impar. Assim,

. . 4 ~
existem dezesseis (2°) estados de base para H, que sdo separados nos seus

respectivos subespagos de carga € paridade, sendo o maior subespago com dimensdo

4x 4 e pode ser diagonalizado rapidamente. Mais detalhes da diagonalizagéio de H,

sdo dados no Apéndice C.

Nessa base, Eq.(3.6.4), os operadores do Hamiltoniano H, atuam da
seguinte forma: f;,, destroi um elétron da BC com paridade par (impar), d,

destréi um elétron na impureza com paridade par (impar). Em nosso modelo, a
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impureza pode estar vazia, com um elétron par ou impar, com dois, um par € um
impar.

Feita a diagonalizagdo de H, devemos a partir do seus auto-estados
construir a base para diagonalizar H, e assim sucessivamente. Dessa forma, tendo
diagonalizado o Hamiltoniano H,, construimos a base de H,,,, sendo que cada
auto-estado de H, gera quatro vetores de base de H ;. Isso porque da passagem de
H, para H,, podemos ndo acrescentar nenhum elétron de condugdo a um dado
autovetor de H, , acrescentar um elétron par ou um elétron impar e a ultima opgdo

possivel é colocar dois elétrons, sendo um par e um impar, de acordo com o esquema
dado pela Tabela (3.6.2). Nessa Tabela, 1 significa identidade. A redefini¢@o do
numero de carga na base da iteragdo N +1 ¢ apenas por conveniéncia computacional.
Cada um dos processos mostrados na Tabela (3.6.2) é identificado pelo tipo, 1, 2, 3
ou 4, conforme indicado. NP significa paridade opostaa NP . Vale observar que 0s

vetores de base de H ,,, gerados por esse procedimento, também séo autovetores de
H,, . Os elementos de matriz de H,,, sdo obtidos usando-se a relagdo de recorréncia

(3.6.1). No Apéndice C daremos, também, mais detalhes de como se obter os

elementos de matriz de H ,,,,, partindo da base construida dos autovetores de H,.

I|NQ NP m), =|NQ-1 NP ), Tipo |
funs]NOQ NP m),  =|NQ NP m), Tipo 2
frn |NO NP m), = ‘NQ NP n—1>N+l Tipo 3
Fonsfia |NO NP m), = |NQ+1 NP ) - |TiROS

Tabela 3.6.2: Esquema de como é formado a base da iteragdo N +1, partindo dos auto-estados de
H . Cada um dos auto-estados gera quatro vetores de base para a proxima iteragdo, sendo que cada

processo é identificado pelo tipo, como indicado. Nesta tabela I , significa operador identidade e NP
significa que o vetor gerado tem paridade oposta ao auto-estado que o gerou.

Vimos que a cada etapa do processo iterativo temos quatro vezes mais
estados que a etapa anterior. Esta progressdo gera um problema computacional, pois
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precisamos lidar com matrizes cada vez maiores na diagonalizagdo. Por exemplo,
para N =4 teremos uma matriz com dimensdo 4096x4096. Mesmo podendo
dividir esta matriz em subespagos menores, utilizando as simetrias do Hamiltoniano,
ainda teremos problema de armazenamento na meméria do computador. Por isso,
devemos realizar um corte nas nossas auto-energias, isto ¢, energias maiores que um
certo valor sio desconsideradas e os auto-estados correspondentes ndo sdo usados
para se encontrar a base da proxima iteragdo. Esse procedimento ndo afeta nossos
resultados, desde que estamos interessados em propriedades de baixas temperaturas.
Em algumas situagdes particulares de escolha de pardmetros do modelo, o
Hamiltoniano torna-se quadratico, por exemplo quando G =0. Neste caso, a
diagonalizagio do Hamiltoniano fica mais facil. Nesta situagdo podemos comparar O
espectro de muitos corpos obtido pelo método iterativo, discutido nesta se¢do, com O
espectro de particulas independentes que se obtém da diagonalizagio simplificada.
No proximo Capitulo, comegaremos a discutir os resultados obtidos por nos
no calculo de propriedades termodinimicas do modelo de FK. Comegaremos
analisando os casos em que o Hamiltoniano torna-se quadratico, onde podemos
comparar os resultados obtidos da diagonalizagdo iterativa do GRN com outros

obtidos por métodos mais simples.

33



Capitulo 4

Resultados

Neste Capitulo vamos mostrar os resultados obtidos para propriedades
termodindmicas, notadamente para o calor especifico e para a suscetibilidade de
carga do Modelo de FK de duas impurezas sem spin. Fizemos um estudo sistematico
dessas propriedades termodinamicas, comegando por explorar os casos mais simples
do modelo, onde ele se torna um Hamiltoniano quadratico, até chegarmos ao
Hamiltoniano completo. Nos casos quadraticos, pudemos comparar os resultados
obtidos pelo processo iterativo do GRN, com métodos mais simples de
diagonalizagio do Hamiltoniano. No caso em que ndo temos espalhamento
Coulombiano (G =0), pudemos comparar os nossos resultados inclusive com
resultados analiticos.

No final do Capitulo mostramos uma dificuldade encontrada numa pequena
faixa do espago de pardmetros do modelo, onde aparecem dois picos na curva de
calor especifico em fungdo da temperatura, sendo um deles notadamente espurio.
Tentaremos deixar claro o problema, na se¢do 4.6, embora ndo tenhamos encontrado
neste trabalho uma solugio satisfatoria para elimina-lo.

Vamos, a seguir, mostrar como ¢ feito o calculo do calor especifico. Seguindo
0 mesmo intuito que norteia os calculos de propriedades termodindmicas feitas
através do GRN, vamos calcular a contribuigdo da impureza ao calor especifico do
material. Na proxima se¢do, mostraremos como ¢ feita a definigdo para essa

contribuigio.
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4.1 - Calor Especifico e
Suscetibilidade de Carga

A contribui¢io da impureza para o calor especifico,C,,, ., é definida como o

calor especifico do sistema impureza + metal menos o calor especifico dos elétrons
de conducgdo do metal puro. Podemos escrever sua expressdo em termos da energia

livre das impurezas, F,, , como:

imp >

52
C;mp :—T_—O'Tz Empz (4_1‘1)
sendo
P:'mp = _kB T 11m (hl Tr e_BHN —lnTr e—'ﬁH”C)’ (4]2)

N>

onde H, ¢é dado pela Eq.(3.4.8), e H,, pela Eq.(3.4.6). O parametro B foi definido
na Eq.(3.4.13) e ¢ dado por

D 1+A™! A—(NT*‘)

ﬁ_kBTN 2 (3.4.13)

Esse calor especifico é calculado no ensemble grand-canonico onde fazemos
o potencial quimico igual a zero.

Substituindo a Eq. (4.1.2) na Eq. (4.1.1), obtemos

kz‘:p ZBZ[<E2>—<E>2_<E2>0+<E>(2)]EC—CO, (4.1.3)

onde (..) significa a média termodindmica sobre os estados das impurezas e de

conducio e <...>O a média sobre os estados de condugdo. Os valores médios das

energias sdo definidos como

_IrH, e PN
TreFiv 4.1.4)

(E)
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(), = Fhee .
0 Tpe Pl (4.1.5)

Da diagonalizagdo numérica de H, obtemos seu espectro de energia, 0 que
permite o calculo das médias presentes na Eq. (4.1.3). O calculo de C € trivial, ja
que o termo do Hamiltoniano que representa a BC do metal é quadratico.

Para termos uma visio melhor do modelo, calculamos também a

suscetibilidade de carga, definida como

. 2 2 2
ks T2 =1(07)=(Q) =(Q07) +(20)’ 1. 4.1.6)
onde O e O, sdo a carga total e a carga dos elétrons de condugéo, respectivamente,

e {..) simboliza novamente a média termodinadmica. A média a ser calculada em

(4.1.6) é simples, utilizando o procedimento do NRG, uma vez que o operador Q ¢
conservado (a carga € um nimero quintico em nossa diagonalizag@o). A
suscetibilidade de carga mede a flutuagdo de cargas das impurezas, sendo analoga 2
suscetibilidade magnética que mede a flutuagdo do spin ( basta substituir o operador
guzS. por Q).

Como pardmetros de entrada de nosso  programa  temos:

&,,V, G, kR, ¢ A O pardmetro G ¢ a interagdo Coulombiana entre os elétrons

das impurezas e os elétrons da banda, V' ¢ a hibridizagdo banda/impureza e &, € a

energia do nivel de cada impureza. Esses pardmetros sdo dados por unidade da meia
largura da banda de condugdo, D . Finalmente, A € o termo definido pela Eq.(3.2.8)
como assimetria. Lembramos, também, que temos os pardmetros de discretizagdo, A
e z, sendo que nesta tese utilizamos A =4 e dois valoresde z, z=05¢e z=1, a
ndo ser onde indicado outros valores.

Nas proximas se¢des mostraremos os resultados para C,,, e Ty, em fungdo

de k,T /D, quando variamos os pardmetros mencionados acima. Antes de irmos para

os resultados gerais para todos os pardmetros do modelo, vamos explorar trés setores
quadraticos do Hamiltoniano, onde temos interpretagdes fisicas mais simples.

Comegaremos na proxima se¢io com o caso trivial em que G =0 eV =0.
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42 —-Setor G=0eV =0

Vamos comegar nosso estudo de C,, e Ty,,, fazendo inicialmente G =0 e

intp
V =0 estudando apenas o comportamento destas duas propriedades neste caso mais
trivial. Quando G =0 e ¥ =0, o Hamiltoniano se reduz a um quadratico e pode ser
resolvido por uma técnica mais simples que o método iterativo do GRN. Com isso,
podemos comparar os resultados obtidos pelo GRN e, a partir dai, termos mais
confianca em nosso codigo computacional. Este caso possui, também, solugio
analitica o que torna este caso um excelente laboratorio para a nossa técnica € nosso
codigo.

Com G =0 e V =0, nosso Hamiltoniano se reduz a:

H=H, +e,(d;d, +d’d ). (4.2.1)

Assim, temos uma BC e um sistema de trés niveis (STN) de energia das impurezas,
como ilustrado na Fig.4.2.1 onde consideramos ¢, > 0. A Eq. (4.2.1) nos mostra que
temos simplesmente BC totalmente desacoplada das impurezas, uma vez que G =0
e ¥V =0. Como mostra a Fig.4.2.1, podemos ter um estado de duas particulas com

energia 2¢,, dois estados de uma particula (um par e um impar) de mesma energia,

£,, e um estado vazio com energia zero.
_+_ —_
@ .
€4 i .
-& o =t
£}

Figura 4.2.1: Representagio esquematica dos auto-estados das impurezas. Temos um auto-¢stado de
duas particulas (um par e um impar) com energia 2¢,. dois auto-estados de uma particula com energia

£, e um auto-estado de zero particula com energia zero. Esta Figura representa um caso em que
g,>0.

As expressoes analiticas para C,,, e Ty, para esse sistema sdo bastante
simples:

e—ﬁb‘d

C,
imp — 2 £ 2
kB (ﬂ d) (1+e—ﬂgd)2 (422)
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~pe, -3fi¢g,

+2e % te

(R (4.2.3)

e

kBTZimp = 2

Devemos ressaltar que o fator dois que aparece multiplicando em (4.2.2) vem do fato
de termos STN, como mostrado na Fig.4 2.1, o que faz com que tenhamos o dobro da
altura no pico do calor especifico. Podemos interpretar este resultado como se
tivéssemos dois picos sobrepostos, fazendo dobrar a altura do pico. Devemos

ressaltar, também, que essa ¢ uma fungdo universal de kBT/lgd , ou seja, se

dividirmos todos os conjuntos de pontos pelo seu respectivo ¢,, todas as curvas
coincidirdo.

Na Fig.4.2.2 mostramos a curva que representa a expressdo (4.2.2) através de
uma linha cheia. Os pontos pretos sio os obtidos pelo GRN iterativo na condigdo em
que ndo temos espalhamento e hibridizagdo. O resultado ¢ ainda comparado com 0
modelo quadratico, pontos em ‘x’ vermelhos, onde utilizamos este termo quadratico
quando diagonalizamos diretamente (ndo iterativamente) o Hamiltoniano quadratico,
assim é apenas para diferenciar do resultado obtido pelo método iterativo do GRN
que nos da o espectro de muitos corpos. A interpretagdo para esse resultado € a

seguinte: para baixas temperaturas, muito menores que &, /k, , apenas o estado de
mais baixa energia das impurezas é acessivel e, portanto, sendo a energia média
quase constante, C,,,, que ¢ a derivada da energia média, vai a zero. Com o aumento
da temperatura, os estados com um elétron e com dois elétrons passam a ser
populados, refletindo no calor especifico como um pico. Para temperaturas maiores
que &,, como ndo temos mais estados acessiveis para o elétron, a energia média

passa a ser constante novamente ¢ o calor especifico decresce. Ou seja, temos um

pico em C, , sendo que a temperatura em que este pico ocorre ¢ encontrada de

imp >
forma padriio, ou seja, derivando a Eq.(4.2.2) em relagdo a temperatura e igualando o

resultado a zero. O valor obtido para a temperatura do pico, 7}, (indicado pela seta

preta na Fig.(4.2.2)), ¢ o seguinte:
k,T,/D=0417¢,. (4.2.4)
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O sistema ¢ interpretado como tendo um ‘reservatorio de energia’ nas impurezas

representado pelo nivel ¢,.

10 V=0 G=C Picoem ~ 0.417

3 T T rryrry T T T T rrrr
o Método iterativo
Modeio de NR 1
0.8 - Analitico LI |
® L
- . -y
*
076 T [} -
. ._

- ' -

Cm/kB . .
0,4 . . .

. [ ]
. . . -

[
[ ] [}
- L 3 —
0,2 . S
] y ) ]
0‘. \“0
0,0 — Tt T ey Y
0,01 0,1 1 10
k,T/le,|

Figura 4.2.2: Curva universal de calor especifico das impurezas em fungio da temperatura escalada. A
linha cheia mostra o resultado analitico. Os pontos vermelhos em *x’ mostram os resultados obtidos da
diagonalizagdo simples do modelo. Finalmente os pontos circulares pretos sdo os obtidos pelo método
iterativo do GRN. A altura do pico é o dobro de um sistema de dois niveis. A seta preta indica o local
do pico.

A Figura 4.2.3 mostra a suscetibilidade de carga, onde também mostramos
sua universalidade neste caso em que ¥ =0 e G = 0. Devemos notar que temos trés
estados possiveis de ocupagdo das impurezas n, =2, n, =1 ou n, =0. Desta
forma, o subespago de Q = 2 é caracterizado por n, =2, o subespago de Q=1 por
n, =1, sendo que temos duas possibilidades para este caso, € 0 subespago de carga
zero por Q=0 por n, =0. Assim, podemos comecar analisando o valor da

suscetibilidade em altas temperaturas. Como o resultado liquido da Eq.(4.1.6) ¢
fornecer a suscetibilidade das impurezas, podemos entender o valor limite 0.5 para

altas temperaturas simplesmente calculando 7,,, para um STN isolado. Neste caso,

o sistema se comporta como se todos os niveis da impureza estivessem degenerados,
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uma vez que a escala de temperatura considerada ¢ muito maior que a diferenga de

energia entre os niveis dos trés subespagos:

2 2 2 2
(2 +2-()°+(0)° [2+2-140]° 1 para T — .

kp Ty, =
B Z:mp 4 16 2 (425)

Para entendermos o comportamento em baixas temperaturas, notemos que ou
o estado fundamental do sistema ¢ o subespago de duas particulas (para ¢, <0), ou €
de zero particula (para &, >0). Portanto, ndo havera flutuagdo de carga, pois

somente o estado fundamental ¢ acessivel e, entdo, a suscetibilidade vai

continuamente a zero.

V=0 G=0

L L] L] L LER] l' L] LS L ] L] L] LA S
e Meétodo iterativo
051 - Analitico ",.-»'“""“"
- " _
....
0,4 - S -
[ ]
- L 2 -
[
0,3 “ |
.

kBTXimp h ° )
0,24 . -

.
] . i

hd
0,1 . -
[ ]
' .o -
.’
0,0 L] L L] L] T LELJ T" “dl L § ¥ ¥ ;] L LS ] T L ) L4 LELEE ]
0,01 0,1 1 10
kBTlla d|

Figura 4.2.3: Suscetibilidade de carga em fungdo da temperatura. A curva se comporta como esperado.
saindo de uma flutuacio 0.5 em altas temperaturas (ver Eq. 4.2.5) e indo continuamente a zero
conforme a temperatura é abaixada, uma vez que ndo ha flutuacdo de carga em baixas temperaturas

(s6 é acessivel o estado fundamental).

Acrescentando um pouco mais de complexidade, iremos adicionar agora a
hibridizacdo no modelo. Isso sera feito na proxima se¢io.
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4.3 — Setor G =0: Hibridizacdo V = (

No calor especifico da Fig.4.2.2 e na suscetibilidade de carga da Fig.4.2.3
verificamos apenas o caso mais elementar, que foi considerar um STN desacoplado
da banda. O proximo passo € verificar qual o efeito da hibridizagdo nesse problema.
Esse ¢ o caso do Modelo de Nivel Ressonante que iremos discutir um pouco a seguir.
Com a hibridizacdo temos uma fisica muito mais rica do que no caso anterior, pois
podemos comparar a competi¢do entre dois parametros do modelo numa situa¢do
mais realista.

Temos, aqui, um duplo Hamiltoniano de Nivel Ressonante (um que
denominaremos de canal par e um de canal impar). Assim, o Hamiltoniano da

Eq.(3.4.8) fica:

N (N-1
HAQ/R =AZ {Z (&7 o S + SoSfon-tHe)+
=0

¥ GuiSmiSnn ¥ SuSo S 14 Eldld, +d d 1+
+ V2V [N, fod, + N_fid_+Hecl}. (43.1)

H Y ¢ um Hamiltoniano quadratico e, portanto, de particula independente.

Para diagonaliza-lo, podemos usar procedimentos mais simples que o iterativo
definido pelo GRN.

Antes de descrevé-lo, notemos que podemos escrever o Hamiltoniano da

Eq.(4.3.1) da seguinte maneira:

N-1
B A {0 fd, v He) v Bdid, )

N-1
CACfHY s fyd vHe)+Ed'd {= HY + HX, 432)

onde H ' representa o canal par (+) ou impar (-) da banda de condugdo. O termo

V', representa uma hibridizagdo efetiva com sua respectiva banda e € dado por:

vV, =2VN,. (4.3.3)
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Para diagonalizar o Hamiltoniano (4.32), definimos o vetor linha

Fr=(d.. £, fiiss fy.), €0 vetor coluna conjugado f . Temos, entdo, que

HX® = fTHRf, + fSHY S (4.3.4)

onde a matriz HY., de dimensdo (N +2)x(N+2), ¢ tridiagonal, sendo seus

elementos dados por

-

[HiR]l,l =&y, [HiR L. = [Hi_VR L =Vs. (4.3.5)
Os elementos diagonais da BC s&o dados por

[HY:1,, = 60200ns n=23..N+2, (436
enquanto os codiagonais sdo dados por:

[Hi:/{}i]nm = gn 5 + gn-35

~2" n+l.m n.m+l12

n=23,.N+2. (437

As matrizes definidas por H*® sdo agora facilmente diagonalizadas. Com sua
N+

diagonalizagdo, temos as energias de particula independente do modelo neste setor
(; = 0. Os Hamiltonianos acima comutam entre si, assim os estados de muitos corpos
podem ser construidos preenchendo-se o espectro de cada sub-espago de particula

independente. Desta forma, a fungdo de partigdo € o produto

z2=Z -7, (4.3.8)

Z,=Trexp(-f H,,). (4.3.9)

Isso oferece um maneira muito mais rapida de se obter as quantidades
termodinamicas do que a implementacdo completa (iterativa) do GRN, sendo esta

necessaria para a diagonalizagdo do Hamiltoniano quartico H ,, Eq.(3.4.8).

Outro ponto bastante interessante ¢ que este caso ainda possui solucdo

analitica para A =0, quando, entdo ¢,, =0. Esta solugdo € adaptada da obtida por

Schotte num problema de uma impureza com spin[39] dada por:
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C 2
m 288 _Ref— _[(25+1) x
k, kT 27k, T)

: ¢ : g
x P (Hz;szT (25 +1))-¥ (Hz;szT)]}’ (4.3.10)

onde W' ¢ a derivada da fungio digama [40]. No caso original de Schotte, &
correspondia a largura de linha T da impureza e a um campo magnético H aplicado
e era dado por: £=1"+iu,gH .

No nosso caso ndo temos o campo magnético, mas temos a energia do nivel

da impureza &,, de modo que podemos fazer £ =1"+ig, [35]. No artigo de Schotte,

a variavel s da Eq.(4.3.10) esta associada ao spin da impureza, porém, no nosso
problema podemos associa-la a paridade. Como temos dois graus de liberdade para a
paridade (par ou impar), nosso problema corresponde a um caso de spin 1/2, ou seja,
s=1/2. A {ltima observagdo a ser feita é que estamos trabalhando com um

problema com duas bandas o que faz com que possamos distinguir os termos de

hibridizacdo, ¥ , da impureza com cada uma das bandas. Isso dara origem a dois T
que podem ser diferentes, ¢ que chamaremos de I', = mpV? e T =nmpV?. Feitas

essas consideragdes chegamos a seguinte expressdo para o calor especifico:

. . 2 .
Conp _ Z > Re T, +is, _(l*p+150,)2 ‘P'[l+rp+16dJ |
k, S 2nk, T QrkyT) 2 27k, T (4.3.11)

Também para Iy, podemos adaptar a solugdo de Schotte para a suscetibilidade

magnética. Seguindo as mesmas redefinigdes feitas no paragrafo anterior temos:

1 {1 TI' +ie
ks T X oy =—5 D, Re{‘l’ [5+—Ll;—;j}
27 27k (4.3.12)

p=+-

Podemos, portanto, comparar nossos resultados numeéricos, e veremos que

concordam muito bem com a solugdo analitica.
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e Analise dos Resultados para A=0

Comecemos analisando o caso em que A =0, Fig.4.3.1. Neste caso, voltamos a

aproximagio em que S =senk,R/k.R. Nesta Figura, mostramos os resultados para

C,» € Tx,, Nela mostramos novamente um Ccaso onde s6 temos o STN
desacoplado da banda com valor de &, =0.001D (circulos pretos). Um outro caso
extremo que mostramos ¢ quando &, =0 e V' =0.1D (circulos rosa). Neste ultimo

caso. se nio houvesse a hibridizagdo ¥ ndo teriamos nenhum pico em C,, , sendo

seu valor nulo para qualquer temperatura, j& que todos os estados das impurezas
seriam degenerados. A presenga de J/ gera um mecanismo em que 0s elétrons da
impureza podem acessar niveis da banda diferente do nivel de Fermi. Com 1850

temos o aparecimento do pico em C, , porém, com uma forma mais alargada e,

consequentemente, com uma altura menor, ja que a area da curva, na escala
logaritmica, deve ser igual & In(w), onde w ¢é o nimero de graus de liberdade das
impurezas, que neste caso é quatro (temos quatro estados possiveis para as
impurezas).

A Fig.4.3.1 mostra também o comportamento das curvas de calor especifico

quando fixamos &, (neste caso &, =0.001D) e aumentamos J*. Note que com o

aumento de V , as curvas deixam o comportamento simples que tinhamos no STN e
passam a se alargar e diminuir sua altura devido ao aumento da largura dos niveis de
energia da impureza. Para valores grandes de ' o comportamento da curva € regido
basicamente pelo efeito da hibridizagdo, enquanto para valores pequenos de V' o
comportamento é apenas levemente alterado em relagdo ao STN.

Todos os resultados sdo comparados com os obtidos pelo Hamiltoniano
quadratico (4.3.2). Ja as linhas cheias sdo os resultados analiticos da Eq.(4.3.1 1), para

C,,p - Como podemos ver os resultados obtidos com o método iterativo reproduzem

muito bem todos os resultados obtidos analiticamente pelas, Eq.(4.3.11), ou

numericamente, diagonalizando o Hamiltoniano quadratico.
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Figura 4.3.1: Curvas de calor especifico (a) ¢ suscetibilidade de carga (b) em funcio da temperatura
mosirando o efeito da hibridizagio 1" no nosso sistema em uma situacio onde ndo temos
cspathamento dos elétrons da BC, G =0. Utilizamos S=0.7. o que equivale a k,R =1.41. Os pontos
em forma de circulos no grafico foram obtidos pelo método iterativo do GRN. Os pontos em X, que
s6 sdo mostrados nas curvas de C, . sdo os obtidos pela diagonalizagiio simples do modelo de NR.
Finalmente, as linhas cheias representam os resultados analiticos do modelo de NR Eq.(4.3.11) para
C,. € Eq.(4.3.12) para Ty, - Notemos que a presenga de 17 faz com que tenhamos um pico para
C,, mesmo para &, =0 (circulos rosa). Isso s6 ¢ possivel porque a hibridizagdo faz com que elétrons
das impurezas possam acessar niveis da BC diferentes do Nivel de Fermi. Quando o valor de 17 €
grande em relagdo a &, o seu efeito predomina nas curvas de C,, . A suscetibilidade tende a ir mais

rapidamente a zero com o aumento de }” em baixas temperaturas. O limite 0.5 para altas temperaturas
também ¢ mais lento para se atingir com o aumento da hibridizagdo.
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Para a suscetibilidade de carga temos, também, o comportamento esperado

com T,,, indo a zero em baixas temperaturas, uma vez que, novamente, somente o

subespago 1, =0 é acessivel (pois &, > 0 aqui). Para altas temperaturas, os valores

tendem a 0.5, ja que para estas temperaturas os quatro estados estdo praticamente
degenerados. Os resultados sdo comparados com os obtidos pela expressdo analitica

de Schotte Eq.(4.3.12). Outra vez, os resultados coincidem muito bem.

o Efeito da Assimetria (A =0)

Na Figura 4.3.2 comegamos a explorar o efeito da assimetria, A, no calor

especifico € na suscetibilidade de carga. A Fig. 4.3.2 mostra a dependéncia de C,,, €
T¥.,, com a temperatura para G=0, k.R=2, &, =-0001D, para duas

hibridizacdes ¥ e duas assimetrias, A=0 ¢ A=1. O efeito da assimetria ¢ visivel
para hibridizagdes tdo grandes quanto 0.1D. Para pequenos valores de V',
V' =0.01D, ndo vemos dependéncia apreciavel das propriedades termodindmicas
com A.Em altas temperaturas, as curvas com diferentes A tendem ao mesmo valor.

Tanto C,,, quanto 7y, mostram comportamento tipo liquido de Fermi em

baixas temperaturas, isto €, o calor especifico € linear e a suscetibilidade € constante,
como mostram as inser¢des da Fig.4.3.2. Nas inser¢des, ¢ significa t=4,7T/D,
sendo que mostramos as fungdes lineares que ajustam os pontos nesta regido de
baixas temperaturas para ¥ =0.01D e A =0 (reta rosa) ou A =1 (reta verde). Note
que as inclinagdes das curvas em baixas temperaturas sdo diferentes, uma vez que
temos relagdes de dispersio diferentes para cada valor de A. Como a inclinagio do
calor especifico esta relacionada com a massa efetiva dos elétrons, concluimos que
com o aumento de A ha uma diminui¢do da massa efetiva.

A razio de Wilson[23], € dada por:

_ 7 kT Xomy
3 Copp kg (4.3.13)
definida aqui como a suscetibilidade de carga ao invés da suscetibilidade magnética
(convenientemente, removemos o fator 4/ g’ da defini¢dio usual de R). A razdo R
da no limite 77— 0 o valor R=1, como pode ser obtido diretamente das

Eqs.(4.3.11) e (4.3.12) para quaisquer valores dos parametros do modelo (neste setor
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G =0). Nossos valores numéricos de R tém uma concordéancia de 2%, e também

mostram que R ndo depende nem mesmo de A.

= -0001D k.R=2 G=0

0,8 T T
| A 1 sk 0,15 | VvID A
_ =55t e 001 O
0,6 P Cmlle + 01 0
] ":_,p | : Joos 0.1 1
1 g’f‘-“ | on ———  Analitico
0.4 2!0 1,0x10° 2,0x10°

K, T/D B
Cimp/kB - # \\ -

/

0,2 - ._
0,0 = )

e 1=20%
0,5 1 2=16,7*t T

B xtnp
- {002
0,4 - )
-,’V/
0’3 - i o 0’90
T 5010 1.0x10 1,510
5 ximp - k,T/D

0,2 -

014 (0)

0,0_ } lllllll 4 ¥ Ill"ll L] 1 llllll'
10° 1x10° 1x10™ 10° 107 10"

k_T/D
B
Figura 4.3.2: Curvas de calor especifico dependente da temperatura (a) e suscetibilidade de carga (b).
Somente para hibridizagdo 1" >0.1D o efeito da assimetria A ¢ importante. Para A =0 todos os
dados concordam com as expressdes analiticas como tinhamos mostrados na Fig. 4.3.1, tanto para
C.. /ks . como para k,Ty, . As inser¢Scs mostram o comportamento linear de €, /kB e kTx,,
(comportamento tipo liquido de Fermi) em baixas temperaturas, onde 7 =k, 7T /D.para V =0.1D e
duas assimetrias, A =0 (linha verde) ¢ A =1 (linha rosa), sendo as linhas fung¢des lineares que melhor
ajustam nossos pontos numéricos nesta regido de temperatura. Para altas temperaturas, k,7 >>¢,. 0s

guatro estados locais estdo praticamente degenerados, gerando para a suscetibilidade o limite 0.5. Para
baixas temperaturas, ha somente um estado local, assim, ndo hé flutuagfo de carga e a suscetibilidade
vai a zero. Como esperado, para altas temperaturas todas as curvas sdo independentes de A .
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4.4 — Setor V =0: Espalhamento G = 0

Uma outra situagiio limite do nosso modelo ¢ quando o termo de hibridizagao,
V =0, e o termo de espalhamento, G # 0. Nesse caso ainda podemos comparar 0s
resultados obtidos pelo método iterativo com resultados obtidos por processos mais
simples, ja que podemos tratar este caso como um Hamiltoniano quadratico.
Vejamos como isso se d4. O Hamiltoniano de FK sem o termo de hibridizagdo ¢

dado por:

H, = A%{Hbc +egldid, +d;d, 1+
+G[N+:fo++fo+ + N?fotfo-][d;dx +djd, ]+
+GN N_Lf, foo + £ fo 1ld) d, —d;yd, ]}, (4.4.1)
onde, por conveniéncia, nos reintroduzimos os operadores d, e d,(ver Eq.3.2.2)
Embora este Hamiltoniano parega ainda muito complicado, ele pode ser tratado

quadraticamente se percebermos que H,, sem o termo de hibridizagdo V', comuta
com o namero de ocupagdo local das impurezas n, =d,d, e n,=d;d, Cada
numero de ocupagdo da impureza, n,, pode ter o valor #n, =0oul (com i =1ou2).
Assim, qualquer autovetor de muitos corpos de H,, tem o numero de ocupagéo total
das impurezas, n, =h, +n,, zero, um ou dois, ndo hia misturas em um unico
autovetor destas trés ocupag¢des, uma vez que ¥ = 0. Assim, podemos dividir H

em trés subespacos de carga das impurezas, sendo que cada um destes subespagos

sdo quadraticos. Desta forma podemos ter uma das trés possibilidades abaixo:
Subespaco de zero particula (n; =0):

Para n, =0 as impurezas estdo livres e o Hamiltoniano (4.4.1) € reduzido a

BC, uma vez que o segundo e terceiro termos se anulam. Com isso, temos
H,=H,. (4.42)

Neste caso temos o espectro de banda livre. Sendo assim, o espectro de energia
nio depende de £,R ou A, como veremos nos resultados. Lembrando que o
espectro total é composto de duas partes, uma representando a banda par e outra a
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banda impar, sendo que os autovalores s3o iguais neste caso € dados

aproximadamente por (para z =1):

2 + A
-1 A ? gn = 'n]—-l’
1+A + A (4.4.3)

onde n=—(N+1)/2,..,(N +1)/2, com os sinais acima sendo positivo se n>0 €

negativo se n < 0.
Subespaco de uma particula (n; =1):

Para n, =1 temos duas possibilidades, ja que o elétron pode estar na
impureza 1, n, =1 e n, =0, ou na impureza 2, n, =0 e n, =1 . Nestes casos, o

Hamiltoniano ¢ dado por:

Hy,=H, + gqdy d, +G[N3f0:f0+ + szotfo— +
+ N N_(fo'foo + Foo o )MV dy, (4.4.4)

sen =len,=0,ouse n =0 e n, =1, temos

Hy,=H, +&4d5d, +G[szotfo+ +szotf0- -
—N+N— (.foif()— + f()t.f(H )]d;dz (445)

Esses dois Hamiltonianos possuem o mesmo espectro de energias, sendo que
este espectro ¢ composto por uma banda livre ¢ uma banda espalhada por um
potencial espalhador G , tal qual problemas envolvendo um unico centro espalhador.
Isso pode ser verificado através da Eq.(4.4.4) ou (4.4.5) ap6s uma conveniente

rotagdo dos operadores f, , Novamente, o espectro ndo depende de k.R ou A,

sendo as energias dadas, também, aproximadamente, por [Ref 25, pag.1076]:

2 N-1 + -1
—1 A : gn = _A 1+ :
1+ A + Al (4.4.6)
7 & a defasagem das fungdes de onda provocadas por G , sendo dado por [25]
G
tan(izy) =—3A (4.4.7)
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Subespaco de duas particulas (n; =2):
Para n, =2, o Hamiltoniano fica:

Hy=H, + 2G[foo++fo+ + szoifo_]‘*' 2gy, (4.4.8)

uma vez que o terceiro termo do Hamiltoniano (4.4.1) se anula devido ao sinal
negativo entre os operadores das impurezas. O espectro, neste caso em que n, =2,
depende de k. R e A, desde que agora ambas as impurezas, uma em R/2 ¢ a outra
em —R/2, estdo ocupadas. Aqui, podemos ver que temos duas bandas espalhadas
com potenciais efetivos diferentes: uma banda sera espalhada por um potencial
efetivo dado por 2GN f_ e a outra banda por um potencial efetivo 2GN>. Com isso,

as energias agora sao dadas, aproximadamente, por:

1+ A + AEr (4.4.9)
com
27GN?
t ==
an(zy:) D (4.4.10)

Com as energias dadas por (4.4.3), (4.4.6) e (4.4.9), poderiamos encontrar a energia
media e a funcdo de partigdo, Z ,, de cada sub-espaco Com isso, apesar de ndo
termos um expressdo analitica de C,,,, teriamos o resultado obtido a partir destes
espectros de particulas independentes. Contudo elas sdo apenas boas aproximagdes,
mas n3o sdo exatas. Por isso, obtivemos o espectro de energias diretamente da
diagonalizagdo numérica dos H, (Eqs. (4.4.2), (44.4) ou (445) e (4438)). A

diagonalizagdo numérica dos H, ¢ extremamente rapida, uma vez que, como

dissemos, sdo subespacos quadraticos. Assim, mostraremos aqui os resultados
obtidos pela diagonalizacdo iterativa do GRN, comparada com o método quadratico

da diagonalizagdo de cada um dos subespagos descritos acima. Calculamos C,,

através da energia média do sistema como:
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dlg) 1 d(E)
AT kT dp (4.4.11)

onde (E) ¢ a energia média do sistema definida por

-BH
<E> _ TrHe =kBT2 dinZ

g (4.4.12)

sendo Z a fung¢do de parti¢do total do sistema. Devemos tomar cuidado neste ponto,
pois a fungdo de partigio total do sistema ndo sera o produto de cada um dos
subespagos acima, mas sim a soma dos tr€s, uma vez que, como vimos, temos trés

subespacos independentes em suas ocupagdes. Portanto,
Z:ZO+2ZI+ZZ’ (4413)

onde Z,, Z, e Z, ¢ a fungdo de partigdo (Z,,) de particula zero (n,=0), um
(n,=1) ou dois (n,=2) das impurezas, respectivamente. O fator dois que multiplica
Z, é devido a termos dois subespagos de carga um. A fun¢do Z,, e para um sistema

com niveis de particulas independentes ¢, (n,) da BC ¢ dada por

'ﬁzn_{ gl(nd)
Z, =ity e ,
; (4.4.14)

onde {n ]} representa a soma sobre todas as configuragdes. Neste caso, em que ndo
consideramos spin, n, =0 ou n, =1. A ocupagio total das impurezas € representada

por n, e pode valer, como vimos, 0, 1 ou 2 de acordo com o subespago considerado.

As energias da banda correspondentes a cada subespago também sdo rotuladas por

¢;(n,;) Com isso, a fungdo Z,, fica

Z, =e Prataf (14 Py
& [ ) (4.4.15)

Substituindo (4.4.15) e (4.4.13) em (4.4.12), obtemos para a energia média:

| 1
E)=
() Zy+2Z,+Z,

(ZoEg +22,E\ + Z,E,) — Ey, (4.4.16)



onde F,, E, e E, sdo as energias médias correspondentes a cada subespago. Na
Eq.(4.4.16) ¢ subtraida a energia média da banda livre, £, para que tenhamos a
contribui¢do das impurezas. A energia média de cada subespago € dada por

-Bej(ng)

3 sj(nd)e
<End>‘"d‘9d +Z (g Py (4.4.17)

No somatorio acima so entram as energias, ¢,(n,), da BC (energia da BC livre no
caso do subespago de carga zero, #,= 0, ou as energias da BC espalhadas nos outros
dois subespagos, n,=1¢e n,=2.

Obtida a energia média por (4.4.16), derivamos de acordo com a Eq.(4.4.11) e

obtemos C, . A dificuldade ocorre no calculo de Z,,, que aparece explicitamente
na energia média. Para calcular computacionalmente esta Z, ,, implementamos o

programa para diagonalizar o modelo através do software MAPLE, ao invés do
Fortran que foi utilizado para fazer o programa do processo iterativo do GRN. Com
1ss0, alcangamos temperaturas suficientemente baixas.

Comecemos agora a analisar alguns resultados de C,,, e de Ty, para dois
valores de G, e ¢, =0.0001D, Figura 4.4.1. Para &, >0, o estado fundamental
pertence ao subespago #, =0, uma vez que os outros subespagos tém energia
adicional ¢, ou 2¢,. O deslocamento de fase introduzido por G aumenta cada nivel
de energia dos subespagos n, =1 e m, =2, conforme mostram as Eqs.(4.4.6) ¢

(4.4.9), respectivamente, e, assim, aumentam seus estados fundamentais também, em

relagdo a n, =0. Assim, para valores positivos de &, o estado fundamental esta
sempre no subespago 7, =0, ndo importando o valor de G . Quanto maior G , maior
o nivel efetivo de separagio ¢, entre o subespago 1, =0 e os subespagos #, =1 ou
2. Desta forma, maior € a temperatura onde o pico de C,,, ocorre (e onde ocorre 0
ponto de inflexdo de 7z, ).

As inser¢des da Fig.4.4.1 mostram o diagrama de fluxo para os trés menores

niveis de energia de muitos corpos de H,, para G =0.01D, como fun¢do das

hn
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iteragdes, N, do NRG. Apos poucos N , os estados excitados ja estdo com a energia
NS

bem alta. Isto porque o operador relevante [23] §, = A *¢g,(d,d, +d,d,), presente

em H, , levanta as energias de qualquer estado com n, # 0, deixando os subespagos

que tenham uma dependéncia com k. R, isto €, aqueles com n, =2, com energia

maior. Isso explica porque as curvas da Fig.4.4.1 sdo fracamente dependentes de

k.R e A (exceto para k,7 ~ D onde aparece alguma dependéncia). Quanto maior
¢, mais rapido o operador &, levanta os estados excitados.

Até onde sabemos, ndo ha nenhuma expressio analitica para C,,,

ou TZimp
no setor ¥ =0, embora os subespagos de /1, assemelham-se aos bem conhecidos

Hamiltonianos com potencial de espalhamento. Contudo, descobrimos um bom

ajuste para os resultados utilizando as seguintes expressdes obtidas considerando-se

as impurezas livres (ver Eqs.(4.2.2) e (4.2.3)), mas com ¢, substituido por &,

. * . ,
efetivo £, ajustavel:

o P

Cimp * >
=2(Be;) —————
kg (1+e P52 (4.4.18)

e P 4 ppm2hea | o3Pk

kBTZimp =2 —ﬂr* R .
(1+e™”") (4.4.19)
Para G =0, isto é, impurezas livres, £, = £, e estas equagdes voltam a ser as exatas,

Eq.(4.22) e (423). As Eqs.(44.18) e (44.19) também s3o os limites das
Eqs.(4.3.11) e (4.3.12), respectivamente, do setor ¥ = 0. Os ajustes sdo mostrados na
Fig.4.1.1 por linhas tracejadas. Para G =0.1D o ajuste ndo ¢ tdo bom para o C,,,
para temperaturas k.7 >0.2D e para Ty,, em escalas k,I'>0.05D. Mas, para
G < 0.1D o ajuste € surpreendentemente bom para qualquer temperatura. Para G = 0

utilizamos a relagdo Eq.(4.2.4) para definirmos o nivel de separagio efetivo &, ou

seja:
k,T,/D=0417¢, (4.4.20)
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Figura 4.4.1: Calor especifico em unidades de k, e suscetibilidade de carga em fungdo da
temperatura. Devido ao deslocamento de fase introduzido pelo espalhamento Coulombiano G a
separagdo do nivel de energia efetiva ¢, € maior que a separacdo normal &,. Para G =0.01D,
Eq.(4.4.18) ¢ Eq.(4.4.19) ajustam nossos dados com &, =—0.011D e para G =0.1D elas ajustam os

dados com &, =0.089D (ver linhas tracejadas). As insergdes mostram. no caso de G =0.01D . qudo

rapido os primeiros estados excitados sdo separados do estado fundamental conforme as iteragles, N .
do GRN vio de 1 até 15 (somente mostramos os valores impares de N ).



Para valores negativos de &,, esperamos que o estado fundamental esteja no

subespago n, =2. Contudo, devido ao acréscimo de energia causado pelos
deslocamento de fase (lembremos que G > 0), o estado fundamental pode também
ser encontrado agora no subespago #n, = 0. Entdo, ha uma competi¢io entre ¢, e G .

A Fig.4.4.2 mostra o calor especifico como fung¢io da temperatura para G = 0.01D ,

kR =1(bolinhas pretas), £.R =3 (quadrados vermelhos) e trés valores de &,. NOs
mantemos A =0, desde que, para os parametros usados nestas Figuras, nio ha
dependéncia apreciavel com A, como vimos na Fig. 4.4.1.

Para ¢, =-0.1D, Fig 442(a), ¢,=-0.09D, tendo como estado
fundamental o subespaco 7, =2. Depois de algumas iteracGes N, o operador
relevante 9, separa aquele estado fundamental dos estados excitados com n, =0 e
I. A insergdo (a) mostra os trés estados de muitos corpos de H,, com menor energia.

Vemos que, depois de N =1, os estados excitados ja estdo destacados do estado

fundamental. Assim, o calor especifico € praticamente independente de 4. R ou A.
Para &, =-0.01D, Fig4.42 (b), o deslocamento de fase reduz ¢, para
valores muito pequenos, ¢, =-0.000122D , para k,R=3, e £, = —0.00026) para
k.R=1. O estado fundamental ainda estd no subespaco n, =2, mas agora sio
necessarias muitas iteragdes N, ou, equivalentemente, muitas décadas de
temperatura, para o operador relevante 3, levantar os estados excitados de muitos

corpos, como pode ser visto na inser¢cdo (4.4.2(b)). A mistura dos subespagos

n,=0,1 e 2 ¢ responsavel pela dependéncia de C,,, (e Ty,, ) com k.R. Isto,

imp
também introduz uma pequena dependéncia com A (ndo ilustrada). Isto lembra o
setor G =0, onde a hibridiza¢do misturava diferentes subespagos ¢ C,,, e Ty,
adquiriam uma dependéncia com k. R e A. (ver Fig.4.3.2).

Para ¢, =-0.001D, Fig.4.4.2(c), o deslocamento de fase levanta o nivel de
separagdo efetivo para &, =0.0089D, e o estado fundamental esta agora no
subespago n, = 0. §, levanta os estados excitados muito rapidamente, como mostra
a inser¢io (4.4.2(c));, C

novamente ndo depende de 4. R ou A.

imp >
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Figura 4.4.2: C,  dependente da temperatura para valo?es de k,R=1 (bolas pretas) ou k,R=3
(quadrados vermelhos). As linhas tracejadas sdo os ajustes usando a Eq. (4.4.18) com separagio de
nivel de energia efetivo & apropriado. Em (a) ¢, =-0.1D ¢ o melhor ajuste é ¢, =-0.09D. Os
estados excitados de muitos corpos sdo levantados muito rapido depois das primeiras iteragdes do
GRN, como se v€ na insergdo. Assim, C ¢ totalmente independente de k,R (e A. ndo mostrado).
Em (b) ¢, =—-0.01D. resultando em um ¢, muito pequeno. Para k,R=3. &, =—0.000122D¢ os
primeiros estados de /7, sfo quase degenerados at¢ N =7, como indicado pela insercdo. Isto
introduz uma dependéncia com k,R . observada em C, . mas uma dependéncia muito pequena com
A (ndo ilustrada). Para k,R=1 os dados sdo mclhor ajustados em baixas temperaturas usando
&, =-0.00023D e ¢, =—0.00029D em altas temperaturas; o ajuste nio é bom préximo ao pico. Em
(c) &, =—0.001D dando £, =0.0089D , com o estado fundamental estando no sub-espago n, =0.
Os estados excitados sobem logo apés N =3, assim C, ¢ quase independente de &, R (e de A, ndo
mostrado).
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Da Figura 4.4.1, ou das Eqs.(4.4.18) e (4.4.19), concluimos que, em baixas
temperaturas, o calor especifico tem um decaimento do tipo
o hed

C

mp ~——T2—, para T —0 (4.4.21)

e a suscetibilidade de carga se comporta como

TY iy ~ e?%  para T 0. (4.4.22)

Isso indica a existéncia de gap entre os diferentes estados fundamentais com

ocupagdo n, =0,1 ou 2. Assim, ndo ha razdo de Wilson constante neste setor.
Estudamos estes trés setores, onde podiamos comparar os dados obtidos

iterativamente com o GRN, com os obtidos por métodos mais simples. Veremos

agora alguns resultados para C,,, € T,,, com todos os parametros presentes.

4.5 — Resultados Gerais

Mostramos as curvas de €, e Ty,,, na presenca de todos os parametros , ou

seja, estamos considerando o efeito dos termos de espalhamento e de hibridizacdo
juntos. Neste caso, ndo temos como tratar o Hamiltoniano de FK como quadratico.
Assim, € necessario um procedimento especial para a diagonalizagio do
Hamiltoniano de muitos corpos, como o GRN utilizado por nés. Mas, explorando o
espago de parametros completo, nos certamente encontramos semelhangas com o
comportamento ja analisado perto aos pontos V' =0 ou G =0.

A Fig.4.5.1 mostra curvas de C,,,

e T'y,, para &, =—001D, V' =001D,
A=0, k.R=14 e varios G. Embora, devido & V', as ocupagbes #, ndo sejam
mais ‘bons numeros quénticos’, podemos dizer que para ¢, <0 o estado
fundamental tem sua principal componente no sub-espago n, =2. Para G indo de

zero (pontos pretos) a G =0.0102D (pontos vermelhos), o aumento no
deslocamento de fase, junto aos estados de muitos corpos pertencentes aos

subespagos n, =0 e n, =2, fazem com que ¢, decresca, fazendo o pico de C,,, em

fun¢do da temperatura também decrescer. Aumentando G, levantam-se todos os



auto-estados com componentes nos subespagos n, =1 ou n, =2, deixando o estado
fundamental principalmente com n, =0 . Interpretamos como sendo o crescimento

de & e, consequentemente, o pico de C,,, se desloca para temperaturas maiores.

mp
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1 ,0 T T rormm BN AR 20L (ENNR AL RLLLI N T rromy T T 07 ] G=0‘0080
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Figura 4.5.1: Curvas de calor especifico (a) ¢ suscetibilidade de carga (b) como fungdes da
temperatura para A =0 ¢ diversos valores de G . Em baixas temperaturas todas as curvas mostram o

comportamento de liquido de Fermi ¢ sdo ajustadas pelas Egs. (4.3.11) e (4.3.12) com um ¢,
apropriado. As insergbes exemplificam o caso de G =0.0102D . com ¢, =-38-10"Dpara ' ¢

10

&, ==1-10"D para k,Ty,, (linhas verdes), a linha azul ¢ a interpolagfo linear dos pontos . A razio

de Wilson ¢ R =1.0+0.05 para todas as curvas. Para G =0.1D, o limite 0.5 de k¥, 7y, ¢ alcangado
para temperaturas acima da escala mostrada.
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Pelas mesmas razdes, os pontos de inflexdo de 7y, se movem para
temperaturas maiores quando G aumenta de G=0 a G=0.0102D. Esse
deslocamento das curvas com a varia¢do de G ¢ indicado por setas na Fig. 4.5.1.

A Eq. (43.11) para C,,,, ou a Eq. (43.12) para Ty,,,, austam as curvas
numéricas exatamente quando G =0. Para outros valores de G, os dados sdo
ajustados por essas expressdes somente em baixas temperaturas (7 <<7,, onde T, €

a temperatura onde ocorre o pico de C,, ), usando a mesma hibridiza¢do V', mas

imp
com &, trocado por um ¢, apropriado para cada curva. As inser¢des da Fig.4.5.1,

mostram esse comportamento. Na inser¢do (a), mostramos C,,, para G =0.0102D,

imp
com o ajuste dado pela Eq. (4.3.11) (linha verde), sendo ¢, =-3.8-10" D . A fungdo
f1(linha azul), é uma interpolagio linear que melhor ajusta os dados nesta faixa de

temperatura. Note, pelo valor do coeficiente angular de f1, que C,  tem
comportamento de férmion pesado. Para 7y,,,, inser¢do(b), &, =-1-10"D ajusta

muito bem os dados de G = 0.0102D . Quanto maior G menores sdo os intervalos de
temperatura que aquelas equagdes ajustam os dados. A razdo de Wilson € calculada
em baixas temperaturas e o valor se mantém em R =1+ 0.09, para quaisquer valores

de G, g;, kyRouV #0.

Finalmente, a Fig. 4.5.2 mostra a dependéncia do calor especifico e da
suscetibilidade de carga com a temperatura para dois valores da assimetria A e

valores fixos para ¢,, ¥V, G e k.R. Como esperado, em altas temperaturas
(k,T >¢,) a assimetria é irrelevante, mas proximo ao crossover ou em baixas

temperaturas ela ¢ quantitativamente importante. As inser¢des mostram o

comportamento de férmions pesados de C,, e Ty, para os dois A. As Egs.

(4.3.11) e (4.3.12), que sdo exatas para G =0 e A =0, agora ajustam nossos dados

somente em baixas temperaturas com escolhas apropriadas de ¢; € V'~ no lugar de
&, e V. Oresultado para a razdo de Wilson &, a partir de nossos dados, R =1£0.02,

muito préoximo do valor exato R =1 obtido quando G=0 e VV #0 . As fungdes f, e

/, que aparecem nas inser¢oes, sdo ajustes lineares dos dados.
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Figura 4.5.2: Dependéncia com a temperatura do calor especifico (a) e suscetibilidade de carga (b)
para dois valores de assimetria A. As inser¢des mostram o comportamento de C,, € 7y, em baixas
temperaturas, € também mostram o efeito da assimetria neste limite. As linhas mostradas nas insergdes
mostram fungdes lineares que melhor se ajustam para cada caso. Com o coeficiente destas retas
podemos encontrar a razdo de Wilson que ¢, novamente R =1. Em altas temperaturas C, e Ty,

sdo independentes de A .

Na proxima se¢@o iremos mostrar algumas dificuldades encontrada por nés

num pequeno espaco de pardmetros.
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4.6- Dificuldades Encontradas

Nesta secdo, mostraremos uma dificuldade encontrada durante 0
desenvolvimento do trabalho. Ela envolve uma pequena faixa de pardmetros do
modelo, mas achamos de grande importancia mostra-la em detalhes nesta tese, uma
vez que ela ndio pode ser resolvida durante este trabalho, apesar de, como veremos,
termos ‘cercado’ bem o problema. Iremos aqui nos ater ao caso em que A=0.

Vamos ilustrar o problema comegando a mostrar o comportamento ja visto de

C.  em fungdo da temperatura. Na Fig. 4.6.1, fixamos V' =0 e variamos G .

imp
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Figura 4.6.1: Curvas de calor especifico. As setas indicam o comportamento das curvas com 0
aumento de G a partir de G =0 . Note que com o0 aumento de GG a curva se desloca para mais baixas
temperaturas (curva azul), at¢ atingir um ponto de rctorno (curva verde). A partir deste ponto,
continuando a aumentar o valor de G, os picos se deslocam para temperaturas maiores (Curva rosa).
Os resultados apresentados nesta Figura sdo obtidos pela diagonalizagdo de Hamiltonianos
quadraticos. mostrados como pontos em ‘X’. € 0s pontos obtidos pela técnica iterativa do GRN, que
nos da o espectro de muitos corpos (curvas com pontos em circulo).
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Na Fig.4.6.1 mostramos diversas curvas de C,,, € notamos que, variando G

as curvas se deslocam para baixas temperaturas até um determinado valor de G,
acima do qual as curvas se deslocavam para temperaturas mais altas. No ponto de

retorno dessas curvas, (', =~ apresenta uma certa ‘anomalia’ (ndo mostrada nesta

Figura), ou seja, um comportamento diferente do que acontece nos casos mostrados.
A Figura 4.6.2, mostra um caso tipico dessa anomalia, que € o surgimento de

dois picos em C,, . Apés varias tentativas para se encontrar o ponto de retorno das
curvas de C,,, com o maximo de precisdo possivel, notamos o surgimento destes

dois picos. Esses picos sempre ocorrem nesse ponto de retorno. Note pelo namero de

casas decimais de G, G =0.0101889D para S =0.7 e ¢, =-0.01D (Fig. 46.2),

que devemos ter uma sintonia fina para que os dois picos ocorram. Vamos
denominar esse valor de G como G, . Se variarmos levemente G, voltamos a ter o
aparecimento de apenas um pico. Note, também, que essa anomalia ndo esta ligada a
algum problema no programa iterativo, pois ele ocorre igualmente no modelo
quadratico (linha continua na Fig. 4.6.2(a)).

Neste caso onde ha anomalia temos, também, uma certa dependéncia de C,,,
com o parametro de discretizagdo A. Essa dependéncia nio é muito acentuada,

porém, destoa das demais curvas fora do ponto de retorno. Como exemplo, as curvas

de C_ mostradas na Figura 4.6.1 ndio se alteram mesmo quando variamos A de 4

imp
para 8. Ja a dependéncia com o parametro z ¢ bastante acentuada, sendo que para

valores de z >1.5 so temos um pico para o mesmo G .
Na Fig. (4.6.2(b)) aproveitamos para mostrar o que ocorre com Ty, para
G=G,. Como vemos, Ty,, também tem um comportamento diferente do

esperado. Para altas temperaturas o valor 0.5 esperado ¢ atingindo. Contudo,

conforme a temperatura diminui 7y,,, aumenta, tendendo ao valor um, indo depois a
zero. Isso sugere que ocorre no ponto de maximo de 7y,,, uma degenerescéncia do
estado fundamental entre os subespagos O =0 e () =2, pois neste caso temos
(2’ +(0)* 2
k, Ty, =————"———=

o 2 4
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sendo essa a unica combinacio que permite que Iz, atinja o valor 1.
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Figura 4.6.2: Em (a) mostramos uma curva de calor especifico para G = 0.010 (circulos vermelhos) €
uma para o valor de G, G =0.0101889D (circulos verdes), para o qual ocorre um comportamento
diferente das demais curvas mostradas na Figura. 4.6.1, que ¢ o aparecimento de dois picos. Observe a
pequena diferenga entre os G . 0 que mostra que esta ‘anomalia’ ocorre num espago muito pequeno do
espaco de parametro do modelo. Em (b) mostramos o que acontece com a suscetibilidade de carga.
Note que, no caso ‘andmolo’, a suscetibilidade tende a um, o que indica que os subespagos
O = 0 (impureza vazia) ¢ Q = 2 (duas impurezas ocupadas) estdo degenerados, o que da £, 7y, =1.

Esse valor nio ¢ alcancado, pois devemos lembrar que o STN esta acoplado a BC.

63




Note, na Figura, que Ty,,,, tende a um, mas ndo atinge esse valor, devido ao

fato do STN estar acoplado a BC. Esse comportamento pode nos dar uma pista do

porqué dos dois picos na curva de C,, .

Na tentativa de se estudar esse problema, olhamos como os niveis de energia
se comportam no processo iterativo, quando diagonalizamos sucessivamente 0s
Hamiltonianos H ,,, isto é, analisamos o diagrama de fluxo de energia do modelo.

A Fig. 463 mostra fluxos de energia em fungio de N no caso em que

g,=—-001D,V =0,8=07 evarios G . E mostrado apenas o que acontece com as

energias mais baixas dos subespagos de carga 0 =0,0=1¢ 0 =2.

1,8
154 .
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0,0

Energia
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0,3-
0,0

Energia

1.5

1,0 =

0,5 -

0,0 S e e i
1 3 5 7 N 9 11 13 15

Energia

Figura 4.6.3: Diagrama mostrando as energias mais baixas dos subespacos de carga O =1, O =2 ¢
(0 =0 . Note que o estado fundamental na Figura mais acima, G=0011D>G..éodecarga 0=0.
Para G =0.009D <G, hi uma mudanga do estado fundamental, passando a ser o de carga O =2 . No
valor exato de G, o estado fundamental deve ser degenerado. Numericamente, sempre estaremos win
pouco acima ou um pouco abaixo de G e o estado fundamental serd um deles, de acordo com a
precisdo numérica que temos.
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Podemos ver na Fig. 463 que para G =0.009D, portanto menor que
G. =0.0101889D, o estado fundamental do problema permanece como sendo
O =2, ou seja, podemos interpretar este resultado como sendo o subespago

duplamente ocupado das impurezas como tendo permanecido como estado

fundamental do problema, sendo este resultado verdadeiro para todo G <G, . Para
G maior que G, o estado fundamental passa a ser 0 =0, que corresponde ao
subespago vazio das impurezas. Este resultado vale para todo G maior que G.. No

caso do fluxo para G., o estado que permaneceu como fundamental com o
crescimento de N foi O =2. Contudo, para este G pode haver uma altera¢do deste
resultado, dependendo do pardmetro z escolhido (Na Fig. 4.6.2 usou-se z =1 ). Para
outro z o estado fundamental pode ser Q = 0. Isso indica novamente que os estados
vazio e duplamente ocupado podem estar degenerados para este G, porém, como

temos valores obtidos com uma técnica numérica, essa degenerescéncia esta dentro
de uma certa precisio. Como o método que utilizamos trabalha com energias
discretas, ele pode nio estar tendo precisdo suficiente para distinguir o verdadeiro
estado fundamental. Essa falta de precisio neste ponto do espago de parametros

poderia fazer surgir os dois picos de C,,, da Fig. 4.6.2.

n,=1
2d
. n,=0
4 n,=2

Figura 4.6.4: Acima mostramos esquematicamente como ficariam os niveils de energia para uma
escotha apropriada do termo de espalhamento. Note, nesta Figura, que os espacamentos entre 0s sub-
espagos ficam diferentes. Particularmente, os sub-espagos n, =0 ¢ n, =2 das impurezas ficam

praticamente degenerados enquanto que o sub-espago n, =1 fica como sua energia bem acima.

Como csta diferenga passa a ser de ordens de grandeza isso, reflete no grifico de calor especifico
como dois picos de altura menor. Como o método com que trabalhos € numérico, cle pode ndo ter
precisdo suficiente para perceber que esses niveis ndo sdo realmente degenerados.

Com esse cenario, podemos estabelecer um critério para achar em que pontos
do espago de pardmetros do problema fisico poderemos ter degenerescéncia do
estado fundamental (pelo menos para ¥ =0), e como conseqiéncia essa

sensibilidade de C,

, COM Os pardmetros numéricos (A e z ). Denotando por E.(Q)

a energia do estado fundamental do subespaco de carga (J, teremos:
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E-(Q=0)=)¢,(0=0) (4.62)

E(Q=2)=2¢,+ 6(0=2), 463)
&p<0 0.

onde ¢&,(Q) sdo as energias da BC do subespago de carga Q obtidas da

diagonalizagdo numérica dos Hamiltonianos quadraticos, Egs. (4.4.2), (44.4 ou
4.4.5) e (4.4.8), (cujas diagonalizagOes sdo extremamente rapidas).

O valor critico G € achado da condigao

EF(QZO):EF (Q: 2), (4‘6'4)

’

para &,, S, A e z dados. Para os parametros utilizados na Fig4.6.2, isto €,
g,=-001, §$=07, A=8 e z=1, esse critério fornece G, =0.010181935D,
muito proximo do valor G, =0.0101889D determinado por tentativas para se achar
o ponto de retorno diretamente das curvas de C,,,, .

Esse critério pode prever onde ocorrera o ponto de retorno das curvas de C,,,
para outros pardmetros, quando V' =0 . Por exemplo, com &, =0.01D, §=07,
A=8 e z=1 temos G, =—0.009831D, valor esse que confirmamos gerando uma
familia de curvas de C,,,. O critério permite, ainda, que se estude esse ponto de

retorno em fungdo do pardmetro z de discretizagdo e, dai, entender porque os dois
picos aparecem para certa faixa de valores de z .

Por se tratar de um calculo numérico, qualquer valor de G, por mais preciso
que seja, sera maior ou menor que o valor exato de G, (no computador, qualquer
parimetro tem sempre um numero finito de casas decimais), assim, numericamente
no processo iterativo do GRN um dos estados fundamentais sera escolhido.

Das muitas curvas de C,,,, bem como das de Ty, que analisamos, nao

encontramos indicios claros que possa haver outros subespagos degenerados, que ndo

sejam os de 0 =0 com Q0 =2.
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Figura 4.6.5: A Figura acima mostra curvas de calor especifico . em cima, e suscetibilidade de carga.
em baixo, quando temos uma pequena hibridizacdo entre banda ¢ impurezas, 17 =0.001D. O
comportamento aqui é muito semelhante ao caso em que ndo temos hibridizagdo. Até mesmo o
surgimento de dois picos se repete aqui. SO que para um valor de G critico um pouco diferente do
caso anterior.

Um caso ainda um pouco mais complicado é quando todos os parametros
estio incluidos como na Fig. 4.6.5 que mostra curvas de calor especifico num caso
onde a hibridizagio é pequena (}'=0.001D). Como pode ser esperado, o
comportamento das curvas aqui segue o mesmo padrdo de quando temos apenas O
termo de espalhamento G , incluindo ainda o aparecimento de dois picos no calor
especifico para uma pequena faixa de valores de G . O que ocorre aqui, neste caso, €

que o valor de G, ¢ um pouco alterado. A Fig. 4.6.5 mostra, também, a

suscetibilidade de carga para este caso, indicando que ainda ha degenerescéncia do

estado fundamental do problema.
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Capitulo 5

Conclusdes e Sugestoes

Neste trabalho estudamos o modelo de Falicov-Kimball com duas impurezas
sem spin que espalham eletrostaticamente cargas de conducio e estdo hibridizadas
com a banda de condugdo. O estudo foi feito através do calculo da contribui¢do das
impurezas ao calor especifico e a suscetibilidade de carga. O Grupo de
Renormalizagdo Numérico com dois parimetros de discretizagdo foi utilizado para
diagonalizar o Hamiltoniano do modelo ¢ obter a dependéncia com a temperatura das
quantidades termodindmicas. A razdo de Wilson, definida com a suscetibilidade de
carga ao invés da suscetibilidade magnética, tem valor universal R =1.

Fizemos uso de recentes avangos do GRN, indo além da usual aproximagdo

que faz os momentos da banda k(&) = k. Aqui linearizamos a fung@o k(&), o que
afeta a defini¢io dos operadores que se acoplam com as impurezas Jo.p - Isso ndo

muda nenhuma simetria do modelo, ao contrario do que acontece no modelo de
Kondo de duas impurezas. Assim, nenhuma modificagdo profunda na termodindmica
foi introduzida, além das modificagdes quantitativas apresentadas.

Nos analisamos quatro diferentes subespagos do modelo. O primeiro, foi o
caso mais simples, pois ndo incluia nem a hibridizagdo, nem o termo de
espalhamento de Coulomb. Este subespago € bastante simples e serviu como um
laboratorio para verificarmos nossos resultados. O segundo subespago, incluindo
somente a hibridizagio, nds apresentamos uma expressdo analitica para o calor
especifico e para a suscetibilidade de carga. O modelo mostra, nesta situagdo,
comportamento liquido de Fermi em baixas temperaturas refletindo as excitagdes
particula-buraco proximo ao nivel de Fermi na banda de condugdo. Para o terceiro

subespago, que inclui somente o espalhamento de Coulomb, sugerimos uma
68



expressdo empirica simples para ajustar nossos dados, usando somente um parametro

ajustavel, ¢;. A contribuigdo da impureza para o calor especifico, € para a
suscetibilidade de carga, tem uma dependéncia exponencial em baixas temperaturas,

refletindo o ‘gap’ de energia (da ordem de €,) entre excitagdes com diferentes
nimeros de ocupagio 7n,. No quarto subespago, todos os pardmetros do modelo

estdo presentes € nosso ajuste empirico € bom apenas em temperaturas muito baixas

e usando dois pardmetros ajustaveis, V' e &,. Apesar da competi¢do entre a

hibridizacdo e o espalhamento de Coulomb, nés concluimos que sempre que a
hibridizagdo esta presente, 0 modelo mostra comportamento Liquido de Fermi.

Particularmente interessante, porém, nio totalmente resolvida neste trabalho,
foi o surgimento de dois picos no calor especifico quando os parametros do modelo
atingem determinados valores, sendo esta faixa de valores muito pequena, cOmo
pudemos verificar pelos nossos dados numéricos. Como uma sugestao para trabalhos
futuros fica a investigagio desta faixa de pardmetros através do calculo de outras
propriedades, como, por exemplo, a densidade espectral, que ¢ uma propriedade
dinimica, ao invés das termodindmicas que nos concentramos nesta tese.

Finalmente, outra possibilidade em estudo ¢ a adaptagdo do Grupo de

Renormalizacdo Numérico para que se amplie o niimero de impurezas no modelo.
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Apéndice A
Transformacio da Banda de Conducao

Agora iremos mostrar como fica H,, em termos dos novos operadores s,. O

primeiro passo sera expandir os operadores ¢, em harmonicos esféricos

1
Ck :—I;ZYlmcklm’ (A])

Im

onde k ¢ o médulo do momento k., que aparece devido a normalizagdo de ¢.. O

eixo z & tomado ao longo da linha que une os sitios.

Assim,

H,, = Id3k g C.Cp = ZZ:Idk £, CrimCiim- (A2)

Apenas os elétrons com m =0 precisam ser considerados em H, . Isso

porque os demais ndo se acoplam aos estados d, e d,, visto que temos simetria
cilindrica em torno do eixo z .

Levando em conta esse fato e a isotropia da banda de condugdo, escrevemos

1
Cr :;ZYZOCM, (A.3)

sendo ¢, = ¢, . Assim,

H, = Id3k £, Cicp = z{:!dk £, CpCp- (Ad)

Vamos fazer uma mudanca do operadores c¢,,, dependentes do momento, para novos

operadores fermionicos dependentes apenas da energia ¢ da seguinte maneira:
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de

Cy = ;l,;csz . (A5)

O fator +/%/, aparece para normalizar c¢, de forma que a relagdo de
anticomutagdo {c,,c }=6,0, ¢ obedecida. Substituindo a Eq. (A.5) em (A.4)
obtemos:

H,, =ZI_DD ¢ de ¢, (A.6)
!

Para que possamos expressar o operador ¢, em fungdo de s, € s,_, devemos voltar

as expressdes de ¢;, € ¢,., Egs. (3.1.2) e (3.1.5), que relembrando sdo dadas por:

1 3, iFeR/2
¢, = d’ke ole—¢g,)c; 312
1 \//?(«9)I o G12

= Id ke R S(e—g,)c,.

CZS
V/’(“’ (3.1.5)

e reescrevé-las da seguinte maneira:

e, kR = kR
:le«/21+1]l(—2—)cg, e C,, :Z(—l)l«/21+1],(—2—)cd, (A7)
=0 1=0

onde utilizamos o fato que as fun¢des de onda plana da forma e’ podem ser
expandidas em termos das fungdes de Bessel j,(kr) e dos harmdnicos esféricos ¥,

usando a formula de Bauer:

I 'r kR
¢ z (20 +1) j,(— 5 Wy (A.8)

Substituindo, agora, as relagdes (A.7) na defini¢o de s, , (3.1.8), obtemos:
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1 &, . (kR
Ssi:-g—glli 2Ii +1.]li(—§—)cdi’

+ (A.9)
sendo I, =0,2,4,... el =135, .. Essas equagoes sdo da forma
sép-——Zup, c,» (A.10)
1
sendo
1 . kR (A.11)
u, = A—I[ /21 +1j, (—2-—)515(_1), ; se p=-+
+
ou
1. kR (A.12)
", =—i' N2l +1}, (-—)5_1’(_1),; se p=-—.
A 2
Esses coeficientes obedecem a relagéo de ortogonalidade
i A.13)
Zupl u —§pp\, (A.13)

por isso, podemos fazer uma transformagio ortonormal na Eq. (A.10) , obtendo

assim o operador ¢, em termos de s,
=N A14
Cy =D Uy S, (A.14)
2

Observando que H,,, € definido por operadores com paridade definida, isto €,
os elétrons com funcdes de onda sem paridade ndo se acoplam com as impurezas
(eles ndo influenciam no calculo de propriedades termodindmicas da impureza),

podemos desconsiderar os termos em H, que ndo tem paridade. Assim, em termos

dos operadores s,,, H,, se escreve como

D . D N (A.15)
H, = ZI_Ddg E Uy U S8, —ZI_Ddggsgpsép,
P

ppl

(A.16)

- &

H, =[d TS, s
e =), ce(s,,8,, +5,.5.).

Justificando, assim, a Eq. (3.1.14).
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Apéndice B

Tridiagonalizacio da Banda de Conducao

Como conseqiiéncia da definigdo dos operadores f,., Eq.(3.2.5), sem a
aproximagdo A, (k(&)) = 4, (k.), a BC no contexto do NRG adquire os coeficientes
diagonais ¢, ., além dos coeficientes codiagonais ¢, ., modificados em relagdo ao

procedimento original de Wilson. Daremos a seguir os principais passos para obter
os novos coeficientes.

A discretizagdo logaritmica da BC € feita utilizando-se dois pardmetros, A e

z. Para cada intervalo m como o A" <lg/D|<AT™, m=012,., nos
definimos operadores discretos a,,, se €20, ou b,, se £<0. Para o primeiro

intervalo no topo da BC, isto €, A <g/D <1, definimos, respectivamente, 0s

operadores fermidnicos b, e a,. A BC ¢é diagonal nesta base e ¢ escrita como,

H, = Z E (aja,—byb,) +Z E,(a,d,, ~b.b,.),
P pm

(B.1)
onde as energias sdo dadas por
1+A™
Ep = 5 (B.2)
e
1+A™ s
Ep, =—2—-A( ) (B.3)

Da projegdo dos operadores f,, nesta base, obtemos

73



f;)p =(apap +ﬁpbp)+2(apmapm +ﬁpmbpm ’ (B4)

m=0

onde temos os coeficientes

D N o (B.5)

apl 14 (I_A—:)I/Z ’

A (mo) )
[s A1 elde (B.6)

m+z

(I_A—I)I/ZA_ 2

apml = NP

Os coeficientes N , nestas equagdes normalizam os operadores f,, .

Passamos, agora, da base {a 220,50 .0 pm} para uma nova base, {f"p }, através
de um procedimento de Lanczos, tendo os operadores f,, como ponto de partida.

Feito isso, ficamos com a seguinte BC tridiagonal:

Hbc = Zgjp(f‘}:pfnnq,p +H'C')+gnpfntpfn,p’ (B7)
n=0, p=t
com
An+2An
np 5 B.8
g g An+l ( )
€
Znﬂ ZSn
Ep = ] .
i An+l An (B 9)
sendo
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¢p.0 e ¢p.n—2 ¢p.n—1
¢p,l e ¢p~n—l ¢p~n+2
A, =det
¢p,n—l ¢p.2n—3 ¢p.n—2 (B 10)
€
¢p.0 e ¢p,n—2 ¢p.n
¢pq1 ¢p,n—1 ¢p,n+1
A, = det

Gpnt o Ppans Ppnn (B.11)

Os elementos de matriz ¢, sdo dados por

p.n

'/’/}p.n = E; [ail +(—1)naf7.2 ] +Z E;.m[a;,m.l + (—1)na;.m.2] . (B 12)

Para evitar erros de corte no processo computacional, devemos trabathar com
alta precisio (com, pelo menos, 200 casas decimais). Felizmente, os limites

assintoticos de ¢,, € £,, para n>>1 s&o atingidos muito rapidamente e sdo dados

por:
1+A7 .
6‘np = 7 Al—h_n/za n>> 19 (Bl3)
&
G A, n>>1.

(B.14)

Estes limites garantem uma rapida convergéncia da soma na Eq. (3.4.8), definindo

assim o Hamiltoniano truncado H .



Apéndice C
C.1-Diagonalizagio do Hamiltoniano H

No Capitulo 3, segdo (3.6) vimos que o GRN utiliza um processo iterativo
para resolugio do Hamiltoniano. Para iniciar o processo, parte-se de um

Hamiltoniano, H ,, simples que contém o acoplamento entre a impureza e a banda.

No nosso problema H, é dado por (3.6.4) ou como colocamos a seguir Eq. (C.1)

AN2H, =2V[N, fid, + N_frd_+hc]
+GIN. foifor + N2 fo fo ldid, +did 1+
+GN N_Lfs foo + fo fo lldid_+d d, ]+
+E[dld, +d’d ]} €1

Como vimos, podemos representar a base de H,, de duas maneiras, como segue
INQ NP b), =|fo. fo:d,d). (C.2)

Dividindo H, em subespagos de carga e paridade e utilizando a base

| fo. fo:d, d_) para diaganaliza-lo, obtemos:
o Sub-espaco NQ =-2, NP = PAR

Nesse caso sO temos um estado de base, consequentemente, ja € autovetor de

H . O autovetor também sera representado por INQ NP a> »» sendo que utilizamos

o indice a, ao invés de b, como em (C.2), para identifica-lo como auto-estado.

Nesse caso, portanto, o vetor de base coincide com o auto-estado, e € dado por:

-2,0,1), =(0 0;0 0). (C3)
O autovalor sera representado por E(NQ, NP,a), sendo que neste caso vale
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E(=2,0,1)=H,|0 0;0 0)=0. (C4)

« Sub-espaco NQ =-1, NP = PAR

Os estados de base sdo:

{|00;10);10;00)}. (C.5)

Nessa base a matriz que temos que diagonalizar €

[ g, ﬁVN+j

\/EfNJr 0 (C.6)

Essa matriz pode ser facilmente diagonalizada. Na pratica, apesar da simplicidade,
essa matriz ¢ diagonalizada numericamente. Como dissemos, anteriormente

designamos seus autovalores por E(NQ, NP,a). Abaixo mostramos os autovalores e

os correspondentes autovetores, escritos na representacao ;NQ NP a>0 e na

representacio | Soo Jfoid, d,>,

Autovalores Autovetores Autovetores

NQ NP a), s fy:d.d)
E(-1,0,1) -1,0,1), @,[0 0;1 0)+5,|1 0,0 0)
E(-1,0,2) 1-1,0,2), a,|0 0,1 0)+b,|1 0;0 0)

Os coeficientes a,, b,, a, e b,, também sdo encontrados numericamente,

sendo que eles serdo utilizados para encontramos os elementos de matriz

(NO,NP.af,.

NQ,NP,a>(J (ver tabelas C.1 e C.2, no final do apéndice), e os

elementos de matriz O<N§ ,NP.a\f;. f,.|NQ,NP,a), (ver Tabelas C.3 e C.4) uma

vez que como veremos na secdo C.2 € necessario conhecer os elementos genéricos

(NO.NP.a|f, .|NO.NP.a), e  (NO.NP.a\fy.f.[NO.NP.a), para

prosseguir com o método iterativo.
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« Sub-espaco NQ =—1, NP = Impar

A seguir mostramos o estado de base deste sub-espago, a matriz a ser

diagonalizada e os autovalores e autovetores correspondentes.

Estados de base:

{{00;01);]01;0 0} }. (C.7)

e Matriz a ser diagonalizada:

z, 2N
NG 7 A I (C.8)
e Autovalores e autovetores:
Autovalores Autovetores Autovetores
[NQ NP a), \for fo:d.d)
E(-111) -1LL1), ;|0 0;0 1)+4,|0 1,0 0)
E(-112) -112), €,/0 0;0 1)+d,|0 1,0 0)
o Sub-espaco NQ =0, NP = Par
e Estados de base:
{o1;01) ;1051004 (C9)
e Matriz a ser diagonalizada
g,+GN* GN,N_
GN,N_ &, +GN*J (C.10)

e Autovalores e Autovetores:

Autovalores | Autovetores Autovetores
[NO NP a), o fozd.d)
E(0,0,1) 0,0,1), e,|0 1;0 1)+ £,|1 051 0)
£(0,0,2) 0,0,2), e,[0 1,0 1)+ f,]1 0,1 0)

« Sub-espaco NQ =0, NP = Impar

e Estados de base:
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§01:1 0);]1 050 1):]0 031 1);[1 1:0 0)f. (C.11)
e Matriz a ser diagonalizada
g, +GN> GN,N.  —2VN_ —20N,
GN.N. & +GN? 2UN, 2PN
~J2N_ 2N, 28, 0
~2UN,  N2UN. 0 0 (C.12)
e Autovalores e Autovetores:
Autovalores | Autovetores Autovetores
|NQ NP a), Joo fozd. d)
E(0,L]) 0,L1), vet(1,1)[0 1;1 0)+ver(2,)[10;0 1)+
+vet(3,)|0 0;1 1)+ver(4,1)[11;0 0)
£(0,1,2) 0,1,2), ver(1,2)[0 1;1 0)+ver(2,2)[10;0 1)+
+vet(3,2)|0 051 1)+ver(4,2)]11;0 0)
£(0,1,3) 0,1,3), vet(1,3)[0 1;1 0)+ver(2,3)[10;0 1)+
+vet(3,3)0 0;1 1)+ver(4,3)[11;0 0)
E(0,1,4) 0,L,4), vet(1,4)|0 1;1 0)+ver(2,4)10;0 1)+
+vet(3,4)|0 0;1 1)+ver(4,4)]11;0 0)

e Sub-espaco NQ =1, NP = Par

o Estados de base:

{lo1;11) 5 [1 1,014 (C.13)
e Matriz a ser diagonalizada
28, +GN? —2VN,
—\/EVN+ £, +G (C.14)
e Autovalores e Autovetores:
Autovalores | Autovetores Autovetores
|NQ NP a), oo fosd, d.)
E(1,0,1) 1,0,1), 3|0 1;11)+5h11;0 1)
E(1,0,2) 1,0,2), a,|0 1;1 i+b,[1 1,0 1)
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. Sub-espaco NQ =1, NP = Impar

e Estados de base:
{os1n) ;110
e Matriz a ser diagonalizada

2, +GN? —2VN_
~2VN.  E+G )

e Autovalores e Autovetores:

(C.15)

(C.16)

Autovalores | Autovetores Autovetores
|NQ NP a), /oo fozd.d )
E(1,0.1) ILLI), ¢,|1 0;10 1)+d,|11;1 0)
£(1,0,2) 11,2), |1 051 1)+d,]11;10)

e Sub-espaco NQO =2, NP = PAR

Nesse caso s6 temos, novamente, um estado de base. Portanto, o vetor de base

coincide com o auto-estado, e € dado por:

2,0,1), =|0 0;0 0),
sendo seu autovalor dado por:
E£(2,0,)=(28,+G).
Tendo diagonalizado H ,, temos que calcular os elementos
(NQ,NP,a|f, ;| NO,NP,a),,
¢ os elementos

(NO,NP.a

fofos| NO,NP,a),,

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)

que serdo utilizados na iteragio N =1. As Tabelas (C.1) e (C.2) mostram todos os

elementos para f,, e f, , respectivamente. Ja as Tabelas (C.3) e (C.4) mostram

todos os elementos para f,. f,, e f, f, ,respectivamente.
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U (=201, ]-101), X

2| (-201f,,]-102), b,

3 ,(=10,1]7,,]0,0,1), a,- f,

4 | (-102|£,.|0,0.0), a,- f,

51 (-101]/,.]0,0.2) a - f,

6 ,(-1,0,2£,,10,0,2), a,- f,

7 LL1| /o, |O.L1), c,-vet(2,1)+d, -vet(4,1)
8 J(—LL2|fo,[0.L1), c, -vet(2,1)+d, -vet(4,])
9

10| (-LL2|£,[02), | c¢;-ven(2,2)+d, -vel(4.2)
11 L~ LL1 5, |0,13), c,-vet(2,3)+d, -vet(4,3)

of
<

12 (- L1,2|£,.]0.1.3), c, -vet(2,3)+d, -vet(4,3)
131 (-LL1fy,[0.1.4), ¢, -vel(2,4) +d, - vet(4,4)
141 (=112]f,,[0.L4), | c;-vel(2,4)+d,-vel(4,4)

(= LL1f,]0.1,2) c, - vet(2,2) +d, -vet(4,2)

15 o<0’0’1}f0+ 1’071>o bl 5z
16 0<O’0’2!f0+ 1’0’1>0 El ‘e,
7] (001]£,[102), b, &
18 ,{0,0,27,,]1,0.2), b, ¢,
19 RORR{FIRRIR ¢, -vet(3,1)+d, -vet(1,1)

20 ,{0,1,2] £, 111

21 {0,137, |LL1

22 (0,1,4f,.|LL1
<

¢, -vet(3,2)+d, -vet(1,2)
¢, -vel(3,3)+d, -vet(1,3)
c, -vet(3,4) + 671 -vet(1,4)

0

)
>0
)
)

0 (]
23 L0115, 111,2), ¢, -vet(3,1)+d, -ver(l,])
24 (0.1.2]f5,[11,2), ¢, -vet(3,2)+d, -vet(1,2)
25 (0,13 15, [1,1,2), c, -vet(3,3) +d, - vet(1,3)
26 {0.L4|f, 11.2), c, -vel(3,4)+d, -vet(1,4)
27 | (L0,1)£5,]2,0,1), a,
28 | (1,0,2[f,,]2,0.1), a,

Tabela C.1: Esta tabela mostra todos os elementos de matriz dada pela Eq.C.19 para f, da iteragio

N =0. Esses elementos sdo utilizados para se encontrar os elementos de matriz da iteragio N +1.
conforme esquema mostrado no segdo C.2.
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F(200f |- 1L, d,
{

2| (=201]f|-1L2), d,

|, LI joo),

41 (- 112|f0_|0,0,1>0 ¢, e

50, (-LL1]/,]0,0.2), ¢, -e,

6 0< \0 0 2>0 Cy e,

T (- 10,1 _|o,L1), a, -vet(11)— b, - vet(4,1)
8 | (-102[f,_[0LL), | a,-ver(Ll)=b,-ver(4])
9| J(-101]f]0.1,2), a, -vet(1,2) —b, - vet(4,2)
10 (-1, _lo,1,2), a, -vet(1,2) —b, - vet(4,2)
11

,(=10,1]£,_|0,L3)

(- a, -vet(1,3) — b, -vet(4,3)
121 (-102|f,

(-

(-

a, -vet(1,3) - b, -vet(4,4)

0

13),
)

13 . 10,1]f0_\0,1,4 . a, -vet(1,4)— b, -vet(4,4)
141 (-10.2|f,_[0L4), | a,-vei(L4)=b,-ver(4,4)
151 (0L1]f, 10,1, a, -vet(3,1)— b, -vet(2,])
161 {012]f,[10.0), a, -vet(3,2) - b, -vet(2,2)
171 {0,13f,_[L0,1), a, -vet(3,3)— b, -vet(2,3)
18| {014]f, |10,1), a, -vet(3,4) - b, -ver(2,4)
190 {0L1]f, |1,0.2) a, -vet(3,1)— b, -vet(2,])
20| (0,12f, 1,0,2), a, -vet(3,2)—b, -vet(2,2)
211 (0,13 fo_]l,0,2>0 a, -vet(3,3)—b, -vet(2,3)
22| {0,1,4]f, |1,0.2), a, -vel(3,4) = b, -vet(2,4)
23 ,(0,0,1]£,_LL1) -d,-f,

241 (0,0.2]f, |LLY), ~d, - f,

25| {0,01£,.|11,2), -d,-f,

26 (00, 12), ~d, - f,

27| (LL1)£, [2,0.0), -

28| L2 200, %

Tabela C.2: Esta tabela mostra todos os elementos de matriz dada pela Eq.C.19 para f,_ da iteracdo

N =0 . Esses elementos sdo utilizados para se encontrar os eclementos de matriz da iteragdo N +1.
conforme esquema mostrado segdo C.2.
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UL (=205 for|-2,0.1), 0

21 (L0015 £ =100, b, -b

31 -L02|f5 fo |- L0, b, -b,

41 (-1L02]f5 £ -10.2), b, -b,

S| (CLLISS foo |- LLI), 0

6 | (=1L2[/% for |- LLI), 0

7 CL2s f 1), 0

81 (0,01]fy: fo,]0,0.1), firh

91 (0,02]f5 £5,]0.0.0), farh

101 (0,0,2|/5: £0,]0,0,2), fafa

11 0<(),1’1 1o fou 0,1’1>O vet(2,1) - vet(2,1) + vet(4,1) - vet(4,1)
12 0<0’1’2] 1 fon (),1>1>O vet(2,2)-vet(2,1) + vet(4,2) - vet(4,1)
13 0<o’1,3 o fo. 0)1}1)0 vet(2,3) - vet(2,1) +vet(4,3) - vet(4.,1)
14 0<0’1’4 1 fou 0’1’1>0 vet(2,4)-vet(2,1) +vet(4,4) - vet(4,1)

15 . <0’1’ 2 lfoi fos ‘ 0,1,2>0 vet(2,2)-vet(2,2)+vet(4,2) - vet(4,2)

16 . <0’1,3 1o fos (),1,2>0 vet(2,3)-vet(2,2) +vet(4,3)-ver(4,2)
17 . <0’1,4| I fos 0’1,2>0 vet(2,4)-vet(2,2) +vet(4,4)-vet(4,2)
18 0<0’1’3 1o f0+\()>1,3>0 vet(2,3)-vet(2,3) +vet(4,3) - vet(4,3)
19 0<0,1,4 1o fo +l(),173>0 vet(2,4)-vet(2,3) +vet(4,4) - vet(4,3)
20 0<0’1,4 o fo. 0,1’4>0 vet(2,4)-vet(2,4) +vet(4,4) - vet(4,4)
20} (L01f for|LO), b, -b,

22| (L0.2]£ S 101), b, b,

B0 (10.2]/5 £,.11.0.2), b, -b,

24 SLLL for fo [ 1LY, ¢,-¢, +d,d,

251 (LL2)/ fo | LLT), ¢, ¢ +d,-d,

26| (LL2|f5 fou[LL2), ¢, ¢, +d, d,

271 (201]f fo.|2:0.0), 1.0

Tabela C.3: Esta tabela mostra todos os elementos de matriz dada pela Eq.(C.20) para f, f, da

iteragio N =0 . Esses elementos sdo utilizados para se encontrar os elementos de matriz da itera¢do
N +1, conforme esquema mostrado na segiio C.2.
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P 2007 fo|-2,00), 0

2 (Lo f fo|-100), 0

3 (FL02|fy fo-|-10.0), 0

(=102 £ fo-|-1,0,2), 0

S LU fo |- 1LY, d,-d,

6 | (-LL2|f fi|-1L1), d,-d,

T L2l A fo |- 102), d,-d,

81 ,0,01]17 f,-]0,0.1), € €

o1, {0,0.2] £y fo-]0,0,1), €€

104 {0,0,2|f £,.10,0,2), €€,

11 . <0’1’1 ‘ fik fo ] (),1,1>0 vet(1,1)-vet(1,1) +vet(4,1) - ver(4,1)
12 . <0’1’ 2 ‘ it [071,1>0 vet(1,2)-vet(1,1) + vet(4,2) - vet(4,1)
13 . <0,1,3 J £ fo 10,1’1>0 vel(1,3) - vet(1,1) + vet(4,3) - vet(4,1)
14 . <0’1’4' i fo ’ 0’1,1>O vet(1,4)-vet(1,1) + vet(4,4) - vet(4,1)
15 . <0,1> 211k fo lo’l’ 2>0 vet(1,2)-vet(1,2) +vet(4,2) - vet(4,2)
16 . <0,1’3 ‘ 1o fo [ 051,2>0 vet(1,3)-vet(1,2) + vet(4,3) - vet(4,2)
17 . <0’1’4’ 1o fo ‘ 0,1, 2>0 vet(1,4)-vet(1,2) +vet(4,4)-vet(4,2)
18 . <0,1’3 l £l fo ' 0’1’3>0 vet(1,3) - vet(1,3) + vet(4,3) - vet(4,3)
19 . <0,1,4‘ folfo 0,1,3>0 vel(1,4)-vet(1,3) + vet(4,4) - vet(4,3)
20 . <0,1’4 il £ ' 0,1,4>0 vet(1,4) -vet(1,4) +vet(4,4)-vet(4,4)
2EE (LO|fy fo [LOY), a, -a +b, b,

221 (L0.2|f) 1101, a,-a +b,-b,
231 (L0.2|f £,.]1,0,2), a, a,+b,-b,
240 (LLfS fo [LLL), d,-d,

250 L2)f £ LLY), d,-d,

261 (LL2|f) £ [1LL2), d, -d,

271 (2,001 f,-]2,0,0), 1.0

Tabela C.4: Esta tabela mostra todos os elementos de matriz dada pela Eq.(C.20) para f, f, da

iteragdo N =0. Esses elementos sio utilizados para se encontrar os elementos de matriz da iteragio
N +1, conforme esquema mostrado na secio C.2.
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C.2-Obtencdo dos elementos de matriz de
H »., a partir dos autovetores de H

Como explicamos no Capitulo 3, feita a diagonalizagdo de H, devemos a
partir do seus auto-estados, construir a base para diagonalizar H, e assim
sucessivamente. Dessa forma, tendo diagonalizado o Hamiltoniano H,, construimos

a base de H, ,, sendo que cada auto-estado de H,, gera quatro vetores de base de

+1
H .., como explicamos na segdo 3.6. A Tabela (3.6.2), que mostra como ¢ montada
essa base de H,., a partir dos auto-estados de H, ¢ reproduzida abaixo (por

comodidade mudamos o numero da Tabela aqui). Nesta Tabela, lembramos que, /
significa identidade. A redefini¢do do nimero de carga na base da iteragdo N +1 ¢
apenas por conveniéncia computacional. Cada um dos processos mostrados na tabela
(3.6.4) ¢ identificado pelo tipo, 1, 2, 3 ou 4, conforme indicado. NP significa

paridade oposta a NP . Vale observar que os vetores de base de H,, gerados por

esse procedimento, também sdo autovetores de H .

I|NO NP m) — =|NQ-1NP m),  |Tipo1
fya.|NQ NP m) — =|NQ NP m), |Tipo2
fia |NQ NP m)  =|NQ NP m)  |Tipo3

foaiFua |NO NP m) =~ = 1NQ+1 NP m>m Tipo 4

Tabela C.5: Esquema de como ¢ formado a base da iteragdo N +1, partindo dos auto-estados de 7.
Cada um dos auto-estados gera quatro vetores de base para a proxima iteragdo, sendo que cada
processo ¢ identificado pelo tipo, como indicado. Nesta tabela 7 , significa operador identidade ¢ NP
significa que o vetor gerado tem paridade oposta ao auto-estado que o gerou.

Os elementos de matriz de H,, sd3o obtidos usando-se a relagdo de
recorréncia (3.6.1). Chamando de ®" qualquer um dos operadores I, fy. ., fy._

ou fy. .fu._ e identificando, por simplicidade de notagao, um auto-estado de H

por [Q>V , temos que os elementos de matriz sdo do tipo:
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(@

O'H,,,0%|Q), =A""E (b, q +
+§N~P[N <Q’ f;p\Q>m N+ <O l®tf}\7+1,p®+!O>A*+1 +

N

+N+1 <O ®'ff\t+1,p®+ lO>N+1 N <QI fx’\Zv19>N ] +
' , C-ﬁ LY
+§N-P N <Q ’*f;];’fNP‘Q)N N+1 <O‘® ®+ '0>N+1' ( “Y
O elemento
N+ <O\®fV+l.p®+.O>N+1’ (€22)

que aprece na segunda linha da Eq. C.20 ou o elemento
1+ + 23
N+ <0‘®fN+Lp® ‘O>N+1 (€23

que aparece na terceira linha da Eq. C.20, valem 0, 1 ou -1. Por exemplo, se

®'= fy,,.e0 = [, fv._,poderemos ter o seguinte elemento de matriz

N+1 <O l.fl’\r’+l,+1fN+If.fz\*’+ 1,+.f1\4fr+1,7‘ O>N+] = (C24)
=7 N+l <O lfN'H,«LffJH&./;\«’H,nfl\;ﬂf I O>N” =-L

Ja o elemento

v41(0/©'07(0) (C.25)

N+1?

que aparece na ultima linha de C.20 ¢ diferente de zero somente ©' for o complexo
conjugado de ©".
Dessa forma, concluimos da C.20 que para seguir o procedimento recursivo

precisamos conhecer e guardar para a proxima iteragdo os elementos

W

Iy ou (@

Sl (-26)

e os elementos

(@

f:\;y pr

Q>N~ (C.27)
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Portanto, conhecendo os autovalores de H,,, £, (), e os elementos dado pelas Egs.
(C.25) e (C.26), encontramos H ,,,, que é diagonalizado e, em seguida, passamos a
iteragdo (N +2), repetindo o procedimento.

Vale ressaltar, ainda que o termo H,, da relagdo (3.6.1) faz com que os

elementos de matriz sejam n3o nulos somente para algumas combinagdes de tipo. A

Tabela (C.6) seguir mostramos essas combinagdes.

..(NO NP m';2|H,,|NQ NP m;1) =
Tipo 2 com 1 ' o +
:é:NN<NQ NP m|fy. .NQ‘H NP ma>N
Tipo 3 com 1 N+1<NQ NP m';3’HN] NQ NP m; 1>N+1 -
=&, (NQ NP m)|f; |NQ+1 NP m,),
Tipo 4 com 2 N+1<NQ NP m';4|HNf }NQ NP m; 2>N+1 -
=&y (NQ-1 NP m|fy |NQ NP m,),
N+1<NQ NP m’;4IHN1 lNQ NP ”’;3>v+1 =
Tipo 4 com 3 . %
=&y (NQ-1 NP m)|fi |NQ NP m,)

Tabela C.6: Combinagdes de tipos que geram um resultado diferente de zero no termo ndo-diagonal
(1 ,,) da relagdo de recorréncia da Eq. (3.6.1).
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