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Resumo

Neste trabalho abordamos os processos de perdas colisionais por mudanga de
estrutura fina e por escape radiativo. Estes processos sdo importantes por serem os
principais fatores limitantes da densidade e da permanéncia de 4tomos confinados
em armadilhas magneto-o6pticas. A utilizagdo do formalismo de Wigner nos possi-
bilitou tratar a dindmica dos graus de liberdade internos do sistema de forma pura-
mente quéntica, enquanto tratamos os graus de liberdade translacionais de maneira
semiclassica. Com este formalismo deduzimos equagdes inéditas para uma colisdo
unidimensional e desenvolvemos um algoritmo, também inédito, para a resolucio

numérica de tais equagdes.



Abstract

In this work we study the collision loss processes caused by fine-structure
change and radiative escape. These processes are important because they limit the
density and the confinement time of atoms in magneto-optical traps. The use of
the Wigner-function formalism allows us to treat the internal degrees of freedom
purely quantum mechanically, while treating the dynamics of the external degrees
of freedom quasi-classically. This dissertation employs this formalism to derive for
the first time, quasi-classical equations describing one-dimensional cold collisions,
including dissipation due to spontaneous emission, and an algorithm, also for the

first time, to solve numerically the mentioned set of coupled equations.
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Capitulo 1: Introducio

O principal objetivo deste trabalho foi o estudo de processos colisionais envolvendo
atomos frios. O Instituto de Fisica de S&o Carlos tem tradigdo no aprisionamento e resfri-
amento de 4tomos através da utilizagfo do laser. Em particular, neste instituto tém-se feito
experiéncias com nuvens de atomos alcalinos confinados por um dispositivo conhecido
como armadilha magneto-6ptica. Nesta armadilha uma nuvem atémica é aprisionada numa
regido (em torno da origem de um sistema de coordenadas) em que trés pares ortogonais
de feixes laser contrapropagantes se cruzam e, onde o campo magnético, devido a presenga
de bobinas colocadas em configuragio anti-Helmholtz, é minimo. Esta nuvem pode atin-
gir temperaturas de apenas algumas centenas de microkelvins e densidades da ordem de
10" atomos por centimetro ctibico. O resfriamento de 4tomos e suas aplica¢Ges renderam
a Chu, Cohen-Tannoudji e Phillips o prémio Nobel de fisica de 1997[1]

Uma importante motivagio para o estudo de processos colisionais entre 4tomos confi-
nados € que colisdes frias mediadas por fotons ressonantes sio processos dissipativos. Isto
pois o par de dtomos colidentes tem tempo bastante para absorver fotons e emiti-los espon-
taneamente, perdendo, assim, energia. Podemos ilustrar tal afirmagio se tomarmos como
exemplo o sédio. Atomos de sédio a temperatura tipica de Tp = 240u K (chamada de tem-
peratura de resfriamento Doppler), tém velocidade média de apenas 51cm/s, podendo viajar

somente 81A durante o tempo de vida de seu estado excitado que € de 16ns. A distincia
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interatdmica para a transi¢gdo D2 do sodio é de cerca de 938A; assim, podemos calcular
o tempo de duragdo de colisdes frias, que € da ordem de (938A)(51 cm/s)~184ns, um
tempo consideravelmente mais longo que o periodo em que a emissdo espontinea ocorre.
A repopulagéo do estado excitado durante a colisdo também se torna freqiiente para inten-
sidades tipicas dos feixes laser em armadilhas magneto-6pticas. Esses processos sdo, em
geral, causadores de perdas. As perdas colisionais de 4tomos confinados em armadilhas re-
stringem o tempo de confinamento e a densidade de 4tomos aprisionados. Assim sendo, a
dindmica colisional de 4tomos frios ¢ um importante objeto de estudo. Estaremos especial-
mente interessados nos dois principais processos causadores de perdas, que sdo o escape
radiativo e a mudanga de estrutura fina, explicados a seguir.

Primeiramente falaremos do escape radiativo. Consideremos um atomo em seu es-
tado excitado de simetria P acelerado em dire¢do a outro 4tomo em seu estado fundamental
de simetria S. Ap6s ganharem uma certa quantidade de energia cinética relativa, pode haver
emissdo espontdnea pela “quase-molécula”. Esta transicdo radiativa ndo afeta, essencial-
mente, 0 movimento relativo dos atomos e tem como efeito produzir dois 4tomos em seus
estados fundamentais com energia cinética relativa maior do que quando se aproximaram
pela primeira vez, cada atomo do par colidente recebe 0 mesmo acréscimo de energia. Se
este acréscimo de energia cinética relativa for maior do que a profundidade em energia
potencial da armadilha magneto-Optica, o par de 4tomos escapa da nuvem aprisionada no
processo conhecido como escape radiativo.

A mudanga de estrutura fina ocorre da seguinte forma. A emissdo espontinea pode

deixar de ocorrer. Quando isto acontece para um par atdmico em colisdo, sob a a¢o de
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um potencial atrativo, durante um periodo suficientemente longo, o par atdmico pode se
aproximar o suficiente para que haja a mudanca de estrutura fina. Suponhamos que a
“quase-molécula”, no inicio da coliséo, corresponda a um atomo excitado no estado de
simetria 2P; /2 € a outro no estado fundamental 2 /2- A curva de potencial atrativa que
se correlaciona assintoticamente com este estado cruza, num ponto R., com a curva de
potencial repulsivo que se correlaciona assintoticamente ao estado de dois atomos, um no
estado excitado 2P/, € o outro no fundamental 25;/,. Assim, existe uma probabilidade
ndo nula de que a “quase-molécula” mude de estado eletronico em torno de R, ¢ passe
a sofrer dissociagdo por causa da interagdo antiligante. Ao se separar, os dois atomos
ganham energia cinética relativa por causa da aceleragdo sobre o potencial repulsivo. Cada
um dos atomos idénticos recebe o mesmo acréscimo de energia cinética. Este aumento
¢, em geral, suficiente para que o par atdmico escape da nuvem confinada, no fenémeno
conhecido como colisdo de mudanca de estrutura fina. No caso do sédio, por exemplo, o
ganho de energia cinética € de cerca de 12K, enquanto que a armadilha magneto-éptica tem
profundidade tipica da ordem de 1K [2].

Neste trabalho trataremos preferencialmente das colisdes de mudanga de estrutura
fina. Para tanto, utilizaremos um modelo de trés curvas de potencial para colisGes entre
atomos de sodio. Nossos desenvolvimentos serdo feitos langando méo do formalismo de
Wigner [3] [4] [5], onde podemos tratar a dindmica externa do problema de maneira quasi-
classica enquanto que os graus de liberdade internos continuam puramente quénticos, o que
¢ uma simplificagdo importante no tratamento de sistemas onde vérios canais participam

do espalhamento. Fizemos assim a evolugdo temporal, na representagio de Heisenberg, do
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operador de Wigner segundo procedimento analogo ao descrito por Cook [6] € obtivemos
um conjunto de equagdes diferenciais acopladas como mostrado no Capitulo 2.

Em seguida, no Capitulo 3, fizemos um breve apanhado dos métodos numéricos uti-
lizados para a resolugéo do sistema de equagdes acima. O principal deles é conhecido como
método do operador partido, uma variante do método de Euler, onde podemos separar as
equagdes diferenciais em duas ou mais equagdes. Este método foi rebatizado por nés como
método do operador partido com trajetdrias, uma vez que uma das equacgdes resultantes
€ uma equagdo classica de trajetoria, a equagdo de Liouville. Neste ponto acrescentare-
mos, também, termos de decaimento com o objetivo de fazer uma abordagem ao escape
radiativo.

No Capitulo 4, por sua vez, apresentaremos os resultados obtidos numericamente
para resolug¢do das equagdes diferenciais, mostraremos os graficos de populagfio de cada um
dos trés estados e a evoluggo da fungfio de Wigner durante todo o processo colisional. Este
algoritmo nos permite monitorar a dindmica colisional, o que ¢ inteiramente novo uma vez
que os outros formalismos nos fornecem apenas resultados de estados estacionarios, com

excegdo do método de Monte Carlo quéntico de pacotes de onda, que demanda recursos

computacionais de forma demasiada [7].
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2.1 O Formalismo de Weyl-Wigner

Desde o advento da mecénica quéntica vem se buscando uma maneira de se representar um
sistema quantico através de fungdes de distribuigdo simples andlogas as da mecénica clas-
sica, ou seja, sem a utilizagdo de operadores quanticos, utilizando ao invés disso fungdes
dependentes somente das varidveis de estado z ¢ p. Classicamente, um sistema pode ser
descrito por uma fungfo de distribuigio de probabilidade P, (z, p,t) dependente somente
das varidveis z de coordenada e p de momentum, e do tempo £. O valor médio de uma

fungdo qualquer A (z, p), associada a um observavel fisico A, neste caso, é dado por

Wa= [ o [dpAp) Patapt).

Quanticamente o valor médio, ou esperado, de um operador A (£, p) associado a um

observavel A é dado por

sendo que p (t) € o operador densidade de estado que descreve o sistema quéntico em

questdo e que € definido como

onde |¢ (t)) ¢ a fungdo de estado do sistema.



Capitulo 2: Desenvolvimento Teérico 6

Seria interessante que, dado um sistema quéntico, houvesse uma expressao A(z,p)
associada ao operador A e uma fungo de distribuigdo de probabilidade Py (, p,t) asso-
ciado a p (t) (veja que A (z,p) e P (z,p,t) ndo sdo operadores, pois dependem somente
dos valores classicos de z e p, servindo o indice @ apenas para indicar a procedéncia da

distribuiggo) tal que

Alz,p) = A,

PQ (.’L‘,p,t) = p(t)v

(A)g = /daz/dpA (2.p) Po (z,p, 1)

Devido ao principio de incerteza de Heisenberg, é impossivel determinarmos uma
fungdo Py (z,p,t), pois é impossivel determinarmos simultaneamente a posi¢do € 0 mo-
mentum da particula. Mesmo assim, varias propostas foram feitas para se derterminar
fun¢des com propriedades semelhantes as esperadas para g (z,p,t). Estas fungdes sdo
conhecidas como fungdes “quase-probabilisticas”. A primeira delas foi introduzida por
Wigner em 1932 [3] com a intengdo de estudar corre¢des quénticas para a estatistica clas-
sica. A relagdo entre o operador A (%, p) e sua fungdio correspondente A (x, p) é dada pela

transformada de Weyl 8], que sera estudada adiante.

2.1.1 A transformada de Weyl

Principios

A descrigdo de um sistema quantico mapeado no espago de fase é possivel se, €
somente se, a cada operador A qualquer, existir uma correspondente fungéo A (z, p).
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Tal correspondéncia é feita via transformada de Weyl.

Dado um operador A podemos escrevé-lo como

Az/dm/dpA(:c,p)A(w,p), (2.1)
sendo
A(z,p) = %_L / du (z +u| Alz — u) exp (_2i§u> (2.2)
e
A(z,p) = 2/du exp (%) |z + u) (z —ul. (2.3)

As expressoes (2.2) e (2.3) sdo, respectivamente, a transformada de Weyl e uma base de
operadores.

De uma forma totalmente equivalente podemos fazer

A(z,p) = ;1;3 / dv (p + | Alp — v) exp (2’;) (2.4)

A(z,p) = Q/dvexp (#27;;”’) ip+v) (p— .

A base de operadores (2.3) ainda pode ser escrita como

. R\ 0 . R
A (z,p) = 2mhexp {(2—) 83:8;0} §(z—2)6(p—p). (2.5)

Esta forma, substituida em (2.1) nos da

A:27rh/dz/dp6(:c——i:)6(p—f)) {exp [(%) 3228;0] A(a:,p)}.
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Esta expressdo mostra que, para encontrarmos o operador A a partir de sua transformada de

Weyl A (z, p), devemos inicialmente calcular exp [(%) 5%2—})} A (z,p) e depois substituir
as variaveis z e p pelos operadores Z e p, respectivamente com a ressalva de se escrever os

operadores de coordenada a esquerda dos operadores de momentum.

2.1.2  Propriedades matriciais de A (z,p)

Através da expressdo para o operador A (z, p) podemos calcular seus elementos matriciais

y

(o1l B (ep)loah =5 (- | 2522 ) exp | T2,

Caso particular

{x1] A (z,p)|z1) =6 (x — x1).

(il A7) Ip2) = 6 (p— [”1 ;”D exp [—z—(?il—:h—@f} @

Caso particular

(1| A (z,p) Ip1) =6 (p— p1).-

iii)

N y ﬁ 82
(1] A (,p) Ipr) = Varhiexp (”;fl) exp [2— 2 ap] S@—2)6(p-p); (27)

v)

1

57 | @A (2,p) = o) (al; (28)
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sr [ dzh(w0) = ) . 29)

Destas definigdes temos
Tr [A (m,p)] —1, (2.10)

Tr {A ('Tlvpl) A (352;172)

—_—

= 27hé (2, — x3) 6 (p1 — p2) , (2.11)
Tr [A(21,01) B (22,p2) A (@3, p5)| =

= 4 exp {2—7.: (P2 — p3) &1 + (p3 — 1) 22 + (P1 — P2) 153]} - (2.12)

Tais equacdes serdo uties na obtensdo do trago de operadores a partir de suas tranfor-

madas de Weyl.

2.1.3  Traco de operadores a partir de suas respectivas transformadas

Dados operadores A e B, cujas transformadas de Weyl sdo, respectivamente, A (z,p) €

B (z, p), temos, conforme os elementos de matriz de A (z,p), que

Tr [A] = /da: / dpA (z,p)Tr [A (m,p)] = / dz / dpA (z,p) . (2.13)
Esta propriedade do trago € obtida ao substituirmos (2.10) na equagdo acima.

Através de (2.11) podemos encontrar o trago do produto dos operadores AeB:

Tr [AB] = /dm/dp/d:c1/dp1A(:E,p)B(z1,p1)Tr [A (m,p)A(ml,pl)] =
= /da:/dpA (z,p) B (z,p). (2.14)

E particularmente interessante para nds calcularmos o trago do produto AA (z,p):
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Tr [AA (x,p)] = /d$1/dp1A($1,p1)T7‘ [A (mlapl)A(xvp)] = 27hA (z,p) =

1

Tr [AA (z, p)] . 2.15)

Este resultado, aliado a expressdo (2.12), nos possibilita encontrar uma forma simples

para [A, B} e {A, B} , que ficam como

{A,B] :4i7rh/da:/dp{sin [-g (%2%; — %%)]}A(m,p)B(x,p)A(w,p),

(2.16)

PR h (0420 0409P A
{A,B} = 47rh/da:/dp {COS [5 (—3;51; - G_pga;)} } A(z,p) B(z,p) A(z,p).
2.17)

, . A . . ~
Os indices nos operadores (ex.: %;) indicam em qual das fungdes estes atuam.

2.1.4 A funcido de Wigner

A fungdio de Wigner nos ¢ dada quando tomamos a tranformada de Weyl do operador

densidade. Através de (2.2) ou (2.4) temos

W (z,p,t) = 71’_17‘_; du (z + u| p(t) |z — u) exp (—Q—Z}?i) (2.18)
= %ﬁ/dv {(p+v|p(t)|p—v)exp (22’;):1:). (2.19)

Ou ainda, por (2.15),
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W (z,p,1) = %Tr {p (t) A (m,p)] . (2.20)

Das formas (2.18) e (2.19) temos (estas formas foram escolhidas por ser mais fécil

observar as propriedades a seguir, porém todas sdo equivalentes)

/ dpW (z,p,t) = 1 (2, )%,

/da:W (z,p,t) = |¢(p,t)12,

sendo ¥ (z,t) = (z | (t)) (fungio de amplitude de probabilidade na coordenada de posi¢éo)

e ¢(p,t) = (p|¢p(t)) (fungdo de amplitude de probabilidade na coordenada de momen-
tum).

Integrando a fungdio de Wigner nas duas variaveis, temos

[ s [aw (@p = [aslpieof = [alo@ar

Para obtermos o valor médio de um operador A num sistema quintico descrito pela fung@o

de estado |9 (1)) ,

(Ay=wwiAw®) =1 [p()A].

Pelo formalismo da transformada de Weyl temos, segundo (2.14), que o valor médio de A

pode ser obtido fazendo

<A> - /da:/dpA(a:,p)W(a:,p,t),

sendo A (z, p) a transformada de Weyl do operador A.
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Pela definicdo (2.20), utilizando a forma do operador A (z,p) apresentada em (2.5)

e tomando o trago no segundo o espago dos momenta
1 .
Wiapt) = 5= [ dp il () Afap) Ip) =

1 A\ 6°? )
= W (@,5,0) = e [(2—) Mp} exp (-,5) o)V (o1).  221)

Se, por outro lado, utilizarmos as mesmas expressdes, porém, tomarmos o trago se-

gundo o espago das coordenadas, teremos

Wiapt) =5 / dzy (21 7 (£) A (m,p) |21) =

h 2 )
e [(—2—) | (—7”) & () (). (222)

Podemos ver que o lado direito da expressdo (2.21) ¢ exatamente o complexo conju-

= W (z,p,t) =

gado do lado direito da expressdo (2.22). Isto nos leva a concluir que a fungéo de Wigner ¢

sempre real.

Outra caracteristica da fungfio de Wigner esta relacionada ao seu modulo. Através de

sua defini¢do temos
1 . 2ipu
W (e,pt) = — /du (z +ul p(t) |z — u) exp (—_) N

éW(m,p,t):}%/dud)" (x — u,t) Y (z + u,t) exp (_?ﬂ) =

h
o WP < {2 [au-uop {2 [adserwor) -
= W (@,0,0] < -+

2.1.5  Outras propriedades da funcio de Wigner

Da defini¢do da fungio de Wigner dada em (2.18) temos
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2ipu

W (z,p,t) h/du m+u}pt)lm—u)exp<——ﬁ—).

Supondo que |+ (t)) possa ser escrito como uma combinagdo linear dos auto-estados |n)

de um hamiltoniano H, temos

p () =) an(t)In),

0 que nos levara a uma expressdo de p (t) da seguinte forma:

=Y"> " an(t)a}, (t) In) (m],

que substituido na expressdo para a equagdo de Wigner ficara

W @,t) =33 e (1) 005 [ autoalm) (s - wexp (- 22) =

= W (2,p,1) ZZan a () — /du¢;(1—u)¢n(x+u)exp(—Qi}’i’“),

sendo ¢, (z) auto-funcoes do hamiltoniano do sistema.

Podemos definir

Wmn (2, D) =

2 [, @ oo+ wexn (-2

e a funcdio de Wigner podera entdo ser escrita como

(2.p,1) ZZ an (t) @}, (t) wmn (2, D).

As fungdes wyy, (z,p) formam um sistema ortogonal completo no espago de fase

(z,p), com as seguintes propriedades

6m m’énn’
/da:/dpwm o (Z,D) Wi (2,p) = —oh (2.23)



Capitulo 2: Desenvolvimento Teorico 14

§(z' —2)6(p —
ZZ w:n,n (xlvp,) Wmn ($7p) == (w :;?ﬂ'h(p p) . (224)

Utilizando estas propriedades podemos encontrar as amplitudes de ocupag@o de cada

fungio wymn (, p) de uma dada fungio de Wigner W (z, p, t) :

o (1) 35, () = 21 [ do [ dp, (@0) W (@11
Através desta formula é facil encontrar a probabilidade de ocupagéo de um determi-
nado nivel de energia de um sistema quéntico através de sua fungdo de Wigner. Assim, a

probabilidade de que, num determinado instante ¢, o sistema se encontre no nivel energético

k sera

Pe () = |ax (t)|* = 27h / dz / dpw’, (z,p) W (z,p,t) . (2.25)

2.2 Modelo Simplificado para Trés Curvas de Potencial

Colisdes frias mediadas por fétons ressonantes sdo processos inerentemente dissipativos
porque os pares de dtomos colidentes tém tempo suficiente para absorver fotons e emiti-los
espontaneamente, perdendo energia irreversivelmente para o reservatério de modos vazios
do campo eletromagnético. Por exemplo, consideremos dois atomos de sddio, um no estado
fundamental, de simetria S, € 0 outro no primeiro estado excitado, de simetria P. Estes

atomos interagem assintoticamente de acordo com a interagdo dipolar ressonante

3
V (R) = tahy (2?&%) , (2.26)

Aqui, )\, é o comprimento de onda da transigdo D2 do sddio, v € a taxa de emissdo espon-

tanea do estado excitado em unidades de freqiiéncia angular, a ¢ uma constante adimen-
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sional da ordem da unidade € R ¢ a distancia interatdmica. Notemos também que esta
intera¢fio pode ser positiva ou negativa, dependendo da orientagdo relativa entre os ele-
mentos de matriz dos momentos de dipolo elétrico atdmicos. Temperaturas realisticas de
amostras de atomos aprisionados em armadilhas magneto-6pticas sio usualmente da ordem
da chamada temperatura de resfriamento Doppler, Tp, dada por [2]

hry

kgTp = 5

(2.27)

onde kg ¢ a constante de Boltzmann. As equacdes (2.26) € (2.27) mostram que V (R),
comparado com a escala natural de energia neste contexto, kgTp, € apreciavel (V (R) ~
2kTp) quando R ¢ daordem de A, /2. Esta distancia interatdmica é cerca de 938A paraa
transi¢do D2 do sodio, mostrando o carater de longo alcance deste tipo de colis&o. Atomos
de s6dio a Tp ~ 240pK tém uma velocidade de apenas 51cm/s, podendo viajar apenas 81A
durante o tempo de vida de 16ns do estado excitado. Estes niimeros mostram claramente
que a duragdo de colisdes frias, (938A)/ (51 cm/s) = 184ns, € consideravelmente mais
longa do que o periodo médio de cerca de 16ns dentro do qual a emissdo esponténea ocorre.
Além do decaimento espontineo, a repopulagéo do estado excitado durante a coliséo se
torna freqiiente para intensidades tipicas dos feixes laser em armadilhas magneto-opticas
e qualquer descrigdo tebrica completa deste tipo de espalhamento deve ser capaz de tratar
esta caracteristica unica do regime frio.

Assintoticamente, a energia potencial (2.26) atrativa ou repulsiva corresponde a uma
aceleragdo de um atomo em relagdo ao outro muito maior do que quando ambos os ato-
mos estdo em seus estados fundamentais que, neste caso, sdo acelerados de acordo com o

potencial de Van der Waals 1/ RS (atrativo). Consideremos um atomo em seu estado ex-
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citado de simetria P acelerado em direcfio a outro em seu estado fundamental de simetria
S. Ap6s ganharem uma certa quantidade de energia cinética relativa, pode haver emissio
espontdnea pela “quase-molécula.” Esta transi¢fo radiativa ndo afeta o movimento rela-
tivo dos atomos e, portanto, o efeito deste processo radiativo € produzir dois 4tomos em
seus estados fundamentais com energia cinética relativa maior do que quando ambos se
aproximam sem jamais serem acelerados pelo potencial 1/ R? da equagdo (2.26). Se este
acréscimo de energia cinética relativa for maior do que a profundidade em energia potencial
da armadilha magneto-Optica (tipicamente correspondente a ordem de 1 Kelvin), o par de
atomos escapa da nuvem aprisionada e este processo de perda atdmica € conhecido como
escape radiativo.

A emissdo espontinea é um processo aleatorio, que pode ocorrer ou ndo durante um
especificado intervalo de tempo. Quando a emisséo espontinea deixa de ocorrer para um
par de 4tomos em colisfio segundo a interagio assintdtica (2.26) atrativa durante um periodo
de tempo suficientemente longo, o par atdmico pode se aproximar o bastante para que o
estado assintético de dois atomos sofra mudanga de estrutura fina. Este fendmeno pode
ser descrito da seguinte forma. Suponhamos que o estado da “quase-molécula” no inicio
da colisdo corresponda, assintoticamente, a um atomo excitado em seu estado de simetria
2Py/2 e outro atomo em seu estado fundamental de simetria 2S12. A curva de potencial
atrativa que se correlaciona, assintoticamente, com este estado de dois 4tomos cruza, inevi-
tavelmente, com a curva de potencial repulsivo que se correlaciona, assintoticamente, ao
estado de dois atomos em que um dos atomos esta em seu estado excitado de simetria 2P /o

e 0 outro, em seu estado fundamental de simetria %S} ;. Seja este ponto de cruzamento
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R.. Na verdade, por causa da interagdo spin-Orbita, o cruzamento em R, é um cruza-
mento evitado. Assim, ha uma probabilidade ndo nula de que a “quase-molécula” mude de
estado eletronico em torno de R, e passe a sofrer dissociag@o por causa da interagdo antili-
gante deste novo estado interno. Ao se separar, 0s dois atomos colidentes ganham energia

cinética relativa por causa da aceleragdo sobre o potencial repulsivo (2.26):
2Py5 + 2812 — P2 + 2S1/2 + energia. (2:28)

Como estamos considerando atomos idénticos, cada dtomo recebe 0 mesmo acréscimo de
energia cinética e, para alcalinos, este aumento ¢ suficiente para que o par atdmico escape
da nuvem confinada. A este fendmeno de perda atomica da armadilha da-se o nome de
colisdo de mudanga de estrutura fina. Para o sodio, por exemplo, o ganho em energia
cinética de cada atomo corresponde a aproximadamente 12K, mais do que suficiente para
escapar de uma armadilha magneto-Gptica com profundidade tipica da ordem de 1K [2].
Estamos interessados em colisdes entre atomos alcalinos idénticos aprisionados em
uma armadilha magneto-6ptica. Como espécie tipica, tomemos o so6dio. A densidade facil-
mente obtenivel de 10'° atomos por centimetro cuibico da amostra confinada, estimamos
uma distancia interatomica média da ordem de 5 X 10%A. O comprimento de onda térmico

¢ definido por

h
V2rmkgT’

onde m ¢ a massa de cada atomo, h = 2rfi e T é a temperatura da amostra. Este compri-

Ar = (2.29)
mento & da ordem do comprimento de de Broglie para uma particula de massa m € energia
cinética kgT. Para o caso do sodio confinado em uma armadilha magneto-Optica tipica,

tomando 7' = Tp ~ 240pK encontramos Ar =~ 250A. Assim, em média, o gas € classico
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e obedece 2 estatistica de Maxwell-Boltzmann, pois os atomos estdo longe do regime de
degenerescéncia quéntica em uma armadilha magneto-optica tipica. Desta forma, a grande
maioria das colisdes sdo binarias ¢ os atomos colidentes iniciam a colisdo apenas quando
se aproximam de uma distancia da ordem de A, /2m = 10004, como discutido acima.

Notemos que estas colisdes acontencem em uma regido espacial em torno do minimo
do campo magnético quadrupolar introduzido pelas bobinas anti-Helmholtz, como men-
cionado acima. Para simplificar, todos os trabalhos da literatura que consideram o prob-
lema de perdas por colisdes frias de atomos confinados [2] desprezam a presenga do campo
magnético, supondo que a variagio deste em torno da origem ¢é desprezivel na escala de dis-
tancias em que as colisdes ocorrem (~ 1000A). Considerando que os campos magnéticos
em armadilhas magneto-Opticas tipicamente possuem um gradiente da ordem de 10G/cm,
vemos que estes campos variam da ordem de 104G em 1000A (extensdo da regido em
que uma colisdo acontece), implicando uma variagdo da freqiiéncia de transigio atdmica
por efeito Zeeman menor do que 1kHz, desprezivel completamente. Assim, desprezamos
o efeito do campo magnético no centro da armadilha magneto-Optica onde a amostra se
localiza.

Como ha um conjunto de feixes laser presente, hi bombeamento 6ptico dos niveis de
energia ressonantes dos atomos distantes entre si e, portanto, quando a colisdo € iniciada, as
populagdes dos niveis excitados ja séo diferentes de zero. O campo elétrico presente se deve
aos feixes laser que se encontram no centro da amostra atbmica. Todas as polarizagdes estdo
presentes ¢ todos os feixes tém a mesma freqiiéncia wy, (ignorando a largura espectral da

ordem de 1MHz de um feixe laser). Além disso, a intensidade de um feixe laser tipicamente
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utilizado em uma armadilha magneto-Gptica é da ordem de 100mW/cm?, o que implica em
uma densidade de aproximadamente 10° fotons por centimetro cubico. Pelo principio da
correspondéncia, este campo elétrico € classico. Por simplicidade consideraremos apenas
—

uma polarizagio do campo elétrico e escolheremos F, (R) como a amplitude de apenas
um feixe laser se propagando em uma Gnica dire¢do, o que podemos aproximar a uma onda
plana. Desprezaremos, ainda, a incluséio de campo quantizado e trataremos o caso em que
a repopulagiio do estado excitado pode ser desprezada, isto €, o caso de baixa intesidade do
laser de prova. No presente modelo, consideraremos que apenas dois estados eletronicos
da “quase molécula” s3o acoplados via interagdo com o campo de prova.

Como simplificacfo, consideraremos o caso artificial em que a colisdo se d4 em uma
dimensio, o que ndo muda o formalismo empregado, que pode ser facilmente generalizado

para o caso de trés dimensdes, o que nos da o seguinte Hamiltoniano (Apéndice A):

2

H = §—;+[v1 ()] 55" + [Va (2)] 318 + (V& (2)] 6"

—1hQ {[exp (—iwyt)) 8" + [exp (iwpt)] 3} + - (6" +6) . (2.30)

onde A é o acoplamento, via interagdo com o laser, entre os niveis |1) e |2) € hsx o
acoplamento entre os niveis de estrutura fina |2) e |3). Mais tarde, no Capitulo 3, sera

adicionado um acoplamento entre os niveis |1) ¢ |2) na forma de decaimento.
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2.3 Evolucdo da Funciio de Wigner para o Modelo de Trés
Curvas de Potencial

Nesta segfio buscamos calcular as equagdes de movimento de Heisenberg relevantes para
nosso problema. Para tal seguiremos um procedimento semelhante ao feito por [6]. O
calculo detalhado é feito no Apéndice B.

Acima mostramos que, para uma amostra de sodio aprisionada magneto-opticamente,
o comprimento de onda térmico ¢ da ordem de 250A e que, portanto, comparado com a
distancia interatdmica média de cerca de 500004, implica que o gas obedece a estatistica
classica. No entanto, 250A n#o ¢ muito menor do que a distdncia, da ordem de 1000A, em
que a colisdo fria comega. Neste caso, podemos descrever o movimento relativo dos dto-
mos colidentes por uma trajetdria cldssica? Qudo realistica uma tal aproximagdo seria?
Um dos principais objetivos desta 4rea de pesquisa € obter respostas a estas questoes de
maneira quantitativa, inclusive no caso de termos mais do que apenas duas curvas de poten-
cial envolvidas. Neste ponto é que a importancia do operador de Wigner se torna aparente,
pois esta ferramenta nos permite investigar estas questdes de uma maneira muito conve-
niente. Dado que a dinimica dos graus de liberdade internos da “quase-molécula” &, por
sua propria natureza, puramente quéntica e, portanto, ndo ha uma aproximagao semiclas-
sica para este aspecto do problema que possamos adotar sem perder informagéo relevante,
devemos ser capazes de introduzir aproximagdes semiclassicas aos graus de liberdade ex-
ternos, isto &, ao movimento relativo, da “quase-molécula,” sem afetar sua dindmica quén-
tica interna. O operador de Wigner ¢é a ferramenta adequada para este tratamento, como

ilustramos com um operador hamiltoniano simples do tipo
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A~ :p:t

H, + Ve (2) .
2p

Segue das propriedades do operador de Wigner [6] que este hamiltoniano pode ser expresso

o= [io [ [E v ) Flom),

implicando equagdes de movimento de Heisenberg da forma

como

0 z O . +o0 / o /
(—a—t 4 b= ) f(z,p2) =/ dpl.J (z,p. — pl) f (z,7)),

u oz oo

com

s [ ) (- 5]

h)
Se expandimos V., ( + %) no integrando desta expressdo em poténcias de &, J (z,p:)
pode ser expressa em uma série de poténcias de A, que pode ser truncada apds termos uma

expressio até a ordem que desejarmos. Assim, por exemplo, até ordem zero de A obtemos

OVer (z) 96 (p2)

resultando na equagdo de Liouville classica para o operador de Wigner:

6 Pz 8 N - av;:z: ($) af (@Pz)
(5 ) f o = 2R

Entdo, se utilizamos a expansdo dos operadores p2/2u e Vi 23 (2) em termos do
operador de Wigner na equagéo (2.30), podemos examinar aproximagdes semiclassicas do
movimento relativo até qualquer ordem de /, mantendo a dindmica quéntica interna intacta.
E também importante dizer que, nesta aproximago os %'s do estado inicial, se presentes,

ndo sdo afetados pela evolugdo aproximada. Por esta razio adotamos a abordagem em
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termos do operador de Wigner. Vemos aqui que, na auséncia da dindmica quantica dos
graus de liberdade internos da Equagdo (2.30), por exemplo, o limite i — 0 na expansdo
de J resulta na dindmica classica para os graus de liberdade translacionais. Tivéssemos

continuado a expansio para ordens maiores de /i, teriamos obtido corregdes quénticas ao

movimento translacional.

A evolugdo do operador de Wigner para (2.30), como calculado no Apéndice B,

resulta no seguinte conjunto de equagdes:

8 Y4 a _ 1 a
(E-!—p%)/’n(mypvt) = V;,(Iﬂ)a—ppu(m,p,t)‘i—

+i€2 [’Pw(%iﬂ» t) + P21(357P7 t)] ) (2.31)

a P 8 . ! a
(& + ;%) p22(‘r7p7t) - ‘/8 (iL’) 'a—pp22($7p7t) +
+i2 [p12(2, P, ) — pou (2, Py 1)) +

1
+? [P23($7P,t) — p32(T, P, t)] ) (2.32)

0 P 0 o ’ a
(a*;%) psleimrt) = Vi (@) gpsle,p )+

¥4
+_§- [,032(517,]), t) - p23($’p1t)] ) (233)

g po | - ! 0
(a + _—) p21(map7t) = 5 [V:a (LL') + va (.’E)] 5;[)21(37,]),” +

p oz
V. -V
+i |A— (=) 3 g(:v)} Pz, p,t) +
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+7‘Q [p11($7p7 t) - p22('1;ap7 t)] -

1

~Zpar(a,p,1) (234)

0 P 0 _ 1 ! 4 9
(a + ;%) plZ(mvpvt) - § [V;a (:L‘) + Vy (.’L‘)] 5};p12($,p,t) +

Wy A_Ve(m);;vg(x)]

p12($apat) +
+i2 [pao (2, p, t) — p1a(z, 0, 1)) +
1
+?,013($,p, t): (235)

8 Y4 5 - 1 7 / 0
(5 +25) ulent) = 3@ +Vi @) oot +

o[- Bt

h P23(117,p, t) +
13
+'2“ [p33(w,p, t) — pas(z, D, t)] +

+1;Qp13(l',p, t)v (236)

a p 8 1 1 / 8
(a N ﬁ%> palespt) = 5V (@) 4V ()] ghpnlant) +

Velz) - Vi
+i |3 + (=) s @) paa(x,p,t) +

1
+? [p22(fl3,p7t) - ,033(33,]7, t)} -

—’l:ngl(l’,p,t), (237)

0 p 0 1 ’ / 0
(a + ;EE) ps(z,p,t) = 9 [Vg () +V; (m)] -a—gpm(m,p,t) +

IFSC-USP *="'50 Sh.5258° o
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V. Az
+i |A 4+ g(m)h (=) p31(z,p,t) +

1 :
'—"‘é_p21(‘7:ap’ t) +ZQp32(l',p, t)v (238)

6 Y4 (9 1 7 / a
(a + ;%) ,013(1',]?, t) = 5 [‘/g (iE) +Vi (CE)] 5}—)p13(1‘,p,t) +

—i [A+ ot V(o) ; Vi(x)] pia(z,p, t) +

(324 .
-——2—p12(37,p7 t) +'I/Qp23($,p,t). (239)

onde os p,; sio as fungdes de Wigner conforme definido no Apéndice Be Vj (z) = Vi (z),
Vo(x) = Vo (z) — hwp eV (z) = V3 (x) — fwg + hsre A = wp, — wo.

Note que o presente modelo ndo inclui termos de decaimento, os quais podem ser
incluidos futuramente com a inclusdo de termos dependentes de um fator I

Podemos reescrever as equag¢des acima na forma geral:

Opy(@.pt) __pOpy(®:p:t) Opy(z.pt) | 1
T Y S 10 he v ; (Hispr; — Hijpa) (2.40)

n
comi=1,..,3ej=1,.,3 onde F1,(z) = V] (2), Fos(z) = V/ (z) , F33(z) = V] (2),
Fio(z) = Fan(z) = §[Vi(2)+ V] (@)], Fa(a) = Fulz) = [V (@) +V ()] e
Fos(z) = Feolx) = 5[VI(z)+ V/(2)]. A resolugio deste sistema de equagdes difer-

enciais devera ser feita através do método do operador partido.
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3.1 Forma Matricial

Utilizando a representagio de Heisenberg para fazermos a evolugéo temporal do operador
de Wigner [3], segundo o Hamiltoniano deste problema, seguindo [6], € ainda, tomando
apenas os termos até ordem zero em £, na dindmica dos graus de liberdade translacionais,
chegamos ao seguinte sistema de equagdes diferenciais acopladas, calculadas no Apéndice

B, que podem ser escritas matricialmente como:

= LU+ MU, (3.41)

onde o operador L faz a evolugdo externa do sistema que foi tomada como classica na

aproximagio feita no Apé€ndice B, e € denotado por:

L=- (V—F), (3.42)
onde V e F' sdo dados por:
~ . 0
v=Pi 2 (3.43)
u Oz

onde I, é a matriz identidade 9 x 9 e
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(Fu 00 0 0 0 0 0 0)
0O F, 0 0 0 0 0 0 0
0 0 Fs 0 0 0 0 0 0
) 0 0 0 B 0 0 0 0 0 |,
F=| 0 0 0 0 F 0 0 0 o0 |2 (3.44)
0 0 0 0 0 Fy 0 0 o |9
O 0 0 0 0 0 Fy 0 0
0O 0 0 0 0 0 0 Fy 0
0 0 0 0 0 0 0 0 Fg)

onde, como ja definido anteriormente, Fy;(z) = V] (z), Fn(z) = V] (z), F(z) =

V! (), Fia() = Fu(e) = 1 [V!(2) + V} (2)] , Fisle) = Fua(e) = 1 [V} (&) + V/ (a)]
¢ Fip(z) = Fiale) = 1 [V} (¢) + V/ ()]

U ¢é a matriz das fungdes de Wigner dos trés estados e suas respectivas coeréncias.

( P1i\Z, Py
P12\ T, P,
P13\, P,
21\, D)

(z,p,t)
(z,p,1)
(z,p,1)
(z,p,1)
92(, P, 1) . (3.45)
(z,p,t)
(z,p,1)
P32(T, P, 1)
(z,p,1)

-
fl
> o

P23\ T, P,
P31

P32
P33\T, D,

Por fim, M é o que faz a evolug@o interna do sistema, que continua sendo puramente
quéntica, contendo os acoplamentos entre os niveis e gerando as possiveis transi¢des de

niveis:
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[0 =@ 0 i@ 0 0 0 0 0 \
—iQ —iAp % 0 i@ 00 0 0
0 X Ay 0 0 @ 0 0 0
) i 0 0 iAp - 0 ¥ 0 0
M=| 0o i@ 0 -2 0 & 0 —X 0 |, (346
0 0 i 0 i ily 0 0 —iX
0 0 0 =X 0 0 —iAy —iQ 0
0 0 0 0 —iX¥ 0 —iQ —ilp iX
\o o o0 0o 0o —¥ 0o i 0 )

onde Ajq, Ay3 € Aog so as diferengas energéticas entre os niveis e sdo definidos abaixo:

1 (Ve = V)
AIZ — LA FL 3
- V. v
A13 = A+X—(gh )}a
[ Vi- V.
Agg = X—(—E—)}

3.2 Resoluciio das Equacdes Diferenciais

3.2.1 Operador Partido com Trajetorias

O método escolhido para resolver o sistema de equagdes diferenciais (3.41), mostrado
acima, foi o método do operador partido. Segundo tal método o sistema de equagdes difer-

enciais,

9| &,

pode ser decomposto em
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oU s
— = L 3.47
oUu A
— =M 3.48

desde que saibamos como cada operador, L e M, evolui segundo as equacdes (3.47)
e (3.48). Assim, o método consiste em dizer que se E; (U(0), At) é uma maneira de
evoluirmos (3.47) de um tempo ¢ = 0 até um tempo ¢t = At e E(U(0), At) é uma
maneira de evoluirmos (3.48), também de ¢ = 0 até ¢t = At, entdo, a evolugdo de (3.41),

dado seu valor em ¢ = 0 ¢ obtida da seguinte maneira:

~

U(At) = Ey [Ei(U(O),At), At] .

Ou seja, num primeiro passo desprezamos o operador M e evoluimos apenas com L
det = 0 atét = At. O resultado obtido desta forma sera utilizado como condig¢#o inicial
para a proxima evolugo que se dara em M, desprezando-se, entdio, o L. Como resultado,
temos a solugdio de (3.41) a menos de um erro da ordem de (At?) a cada passo. Este
processo € repetido tantas vezes quanto se queira, sempre utilizando como valor inicial o
resultado do passo anterior.

Este ¢ um método particularmente 1til, quando se conhecem solugdes analiticas para
(3.47) e (3.48). Em nosso caso, no entanto, por ndo possuirmos solugdes analiticas de tais

equagdes utilizaremos métodos numeéricos na resolucdo das mesmas.
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3.2.2 Evolu¢io com L

29

A equagdo (3.47), em nosso caso, ¢ escrita como um sistema de nove equagdes diferenciais,

visto que L e U séo dados por (3.42) e (3.45). Essas nove equagdes sdo da forma:

op(z,p,t) | p Oplz.p.t)
at m oz

Op(z,p,t) _

- V(a) LY

0,

que nada mais € do que a equacdo de Liouville.

Sendo (z, p,t) no espago de fase, usando a notagéo

0
P1($17$2,$3) = a—P(xhﬂ'?z:IB),
I
P2(9517I27$3) = 8_;172 (z1, T, T3),
Ps(Ilvmz,ﬂUs) = a—mP(-’El,mz:fEa),

para qualquer (1, o, x3). Para encontrar p(z, p, t) tal que:

b
p3($7p7t) + ;pl(zvpv t) - V/(m)pQ(xvpa t) =0

para qualquer (z, p, t). Consideramos, entdo, x4 (), pa(A) € ta(A) tais que:

ac-l)\—ifct()\) = %Pcl(/\),
Zpa(Y) = ~V'(za(N),
L) = 1

(3.49)

(3.50)
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Assim,
d . 8 d:vcl()\) 0 dpd()\) 0
dAp(wcl()‘)7pcl(/\)atcl()‘)) = 8td(/\) d\ 8230[()\) + X\ apcl(/\)

Xp(:Ccl(/\) ) pcz(/\), tcl()‘))’

ou seja:

%P(%I(A),Pczu),tcl()\)) = py(za(A), pa(N), tal(N) +

pa(A)

+ p1(za(N), pa(N), ta(N)) +

_V,(xcl(/\))pQ(xCl(/\chl ()‘)7 tcl()‘))
Como a Eq. (3.50) vale para quaisquer (z, p, t), entdo, vale para (x4 (), pa(A), ta(A))
e portanto,

d

P@a(A),pa(N), ta(N) =0

o que nos leva a

p(za(A), pa(A), ta(A)) = p(xa(0), pa(0),ta(0)),

escolhendo (z.(0), pa(0), ta(0)) = (z, p, t), temos

d

atcl()\) =1= tcl(/\) =t+ A

2 p(Za(A), pa(A), t + A) = p(za(0), pa(0), t(0)),

para qualquer A. Assim, escolhendo A = —t, vem:

p(z,p,t) = plza(—t), pa(—t),0).
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E(%xcm—t) - iw(—t), 3.51)

d

mpcl(“t) = —V'(za(-t))- (3.52)

assim, mostramos que basta resolvermos as equagdes (3.51) ¢ (3.52), para obtermos o reul-
tado de (3.49). Tais equagdes sdo equagdes diferenciais acopladas e descrevem uma tra-
jetoria classica. Por esta razéo, o método foi rebatizado como método do operador partido
com trajetorias.

Uma vez que essas equagdes descrevem uma trajetoria classica e que para qualquer
tempo t, p(z, p, t) é constante numa trajetoria classica, para determinarmos p(z, p, t) basta
determinarmos p(z(—t), p(—t),0).

Para tal, basta regredirmos z(0) = z(—t) e p(0) = p(—t). Esta regressdo sera
feita pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem [10], por ser este um método bastante
simples e adequado na resolugfo de sistemas acoplados.

Uma vez conhecidos os valores z(—t) e p(—t) é ainda necessério se fazer uma inter-
polagdio para obter p(z(—t), p(—t), 0). Optamos por fazer uma interpolagfo bidimensional

simples, pois a fungfo p(z, p, t) deve ser suave.

3.2.3 Evolu¢io com M

A evolugio com M sera feita utilizando novamente o método do operador partido. Assim,
separaremos o operador M em outros dois operadores, que possuem solugfo analitica. Um
deles, contendo os termos de acoplamento entre os niveis V. e Vy, que sdo acoplados via

laser de prova, € o outro contendo 0s acoplamentos entre os niveis de estrutura finaV,eV,.
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A evolugdo em M é dada pela equacdo

ou .
=M
ot v,

32

sendo M definido como em (3.46). Podemos entio separar o operador M = M+ Mo

Assim, a equagdo (3.48) se torna:

oU ~ - -
Y (M12 + M23) U.
Utilizando o operador partido:

oU -

— = MU

aé 12V,

ou A

— M.

5 23U

Estas equagdes possuem solugdo analitica simples. Tais solugdes estdo apresentadas

no Apéndice C.

E neste ponto que podemos acrescentar termos de decaimento no problema, onde, ao

invés de separarmos o sistema em apenas duas partes, acrescentamos outro operador que

provoca decaimento que serd chamado M., uma vez que o decaimento ocorre apenas do

estado excitado para o estado fundamental. Assim,

% — (Nt + Wt + N15,) 0.

Dessa maneria, teremos também a equag#o para o decaimento:

cuja solugdo analitica, que € trivial, também € apresentada no Apéndice C.
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3.3 Consideracdes sobre o Algoritmo

Como pudemos ver, o método do operador partido com trajetorias nos possibilita separar a
equagdo que descreve a evolugdo temporal da fungdo de Wigner em duas partes: uma parte
classica, descrita pela equagdo de Liouville, e outra quantica, que descreve a dindmica
interna do problema. Através deste método € possivel obter o valor de cada componente
da fun¢iio de Wigner em todo espago de fase e, para cada instante de tempo, desde que
evoluamos alternadamente a parte classica e cada uma das trés partes da equagdo quéntica,
para cada intervalo de tempo, até obtermos a evolugdo de um tempo £; até um tempo ¢y.

Desta maneira podemos acompanhar a evolugio do sistema durante todo o processo,
inclusive na regido de cruzamento onde esperamos que ocorra a mudanga de estrutura fina.

E importante salientar que foi necessério fazer uma mudanga de coordenadas nos
pardmetros envolvidos no problema, uma vez que seria impossivel trabalhar computa-
cionalmente com grandezas de ordem muito pequena, como, por exmplo, no caso de A,
que no CGS teria ordem de 10727,

Segue uma descri¢do, passo a passo, do programa desenvolvido por nés em FOR-

TRAN 90 para o calculo de tais equagdes, utilizando os métodos descritos acima.

e Em primeiro lugar determinamos os valores iniciais z;, p; € t; € finais zf, py e ty,

para sabermos o intervalo no qual estaremos trabathando;

e Determinamos, a seguir, os passos Az, Ap e At, com os quais evoluiremos nossas

coordenadas espaciais e temporais, obedecendo os valores de precisdo desejados
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sem, no entanto, ignorar as limitagdes computacionais de maneira a néo tornar o

calculo demasiadamente dispendioso;

Em seguida determinamos uma malha no espago de fase. E necessario ter o cuidado
de escolher um nimero de pontos satisfatorio para descrever uma curva suave,

sempre levando em conta a capacidade de memoria do computador;

Calculamos os valores numéricos de A, {2, 3¢, A, bem como os potenciais e demais

parametros envolvidos para o caso de representarmos atomos de sédio;

Enfim, determinamos o valor inicial das fungdes p,,, (z(0), p(0),0) como uma

distribui¢do gaussiana, como serd mostrado no préoximo capitulo;

Fizemos, entfo, a evolugdo em L de P (2(0),p(0),0) = p,, (z(At), p(At), At),

que foi tomada como condi¢fo inicial da etapa seguinte;

Em seguida fizemos a evolugdo em M, de P (z(At), p(At), At) =

P2 (z(At), p(At), At), que foi tomada como condigdo inicial da etapa seguinte;

Em seguida fizemos a evolugio em M, de Pr(z(At), p(At), At) =

p2 (z(At), p(At), At), que foi tomada como condigdo inicial da etapa seguinte;

Em seguida fizemos a evolugdo em M}, de 523 (z(At), p(At), At) =

pL, (x(At), p(At), At), que foi tomada como condigdo inicial da etapa seguinte;

Assim, os quatro itimos passos sdo repetidos até que se obtenha p,, (z,p, t7);
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e A saida de dados ¢ feita de maneira a obtermos também valores intermediarios
de p,,; por exemplo, a cada nAt transcorridos. Assim, podemos acompanhar
a evolugdo das fungdes p,,, €, a partir dai, estimar a taxa em que a mudanga de

estrutura fina ¢ o decaimento ocorrem.

35



Capitulo 4: Resultados e Discussoes

Neste capitulo apresentaremos os principais resultados obtidos com a resolugdo numérica
das equagdes diferenciais mostradas no Capitulo 2. Os resultados aqui apresentados estardo
com as unidades transformadas para um novo sistema de unidades, uma vez que no es-
tariamos aptos a trabalhar computacionalmente com grandezas de ordens muito baixas,
sendo assim necessario adaptar nosso sistema de unidades. Os fatores de conversdo desse

novo sistema se encontram a seguir. A mudanga de unidades foi feita de maneira a termos

h=1,
Ar = 2.

Levando em conta que dois 4tomos de sodio estdo colidindo, os fatores de conversdo para

0 novo sistema de unidades sdo:

Unidades Transformadas CGS
Posiciio 1(unid.) ~1,7%x 107 %cm
Massa 1(unid.) ~ 3,8 x 107%¢
Momentum 1(unid.) ~ 6,3 x 107%22¢cm/s
Tempo 1(ns) 107%s
Energia 1(unid.) ~ 1,1 x 107 18erg

Como dito anteriormente, nosso modelo foi feito fazendo uso de trés curvas de po-

tencial que sdo as seguintes:

Vi (z) = % — KA — AE,.
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T
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X

1.Curvas de potencial.

com os seguintes valores no CGS:

e =~ 1,49 x 10~ Berg,

o~4,76 x 10~%cm,

Ar —3,14 x 1091,
C3 = 6,46 x 10 3%erg.cm?,
AFEjs = 3,41 x 10~ Perg.

Especificamente no caso do sodio as curvas V, e V, se cruzam aproximadamente nos
508ay € as curvas V; e V, se cruzam nos 63ay. Para valores menores que 50aq as curvas
acima deixam de ter um comportamento suave, uma vez que ambas V; e V, sfo singulares na
origem. Para evitar uma variagdo brusca de energia, a medida que se evolui um intervalo
Az pré-determinado, quando z — 0, inserimos no algoritmo uma barreira de potencial

infinita proxima aos 60ag, 0 que causa uma reflexfio total da onda, sem perdas [11]. Assim
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sendo, a inclusdo da barreira de potencial ndo prejudica a observagéo dos resultados uma
vez que a fungdio de Wigner passa pelos dois cruzamentos relevantes antes de ser refletida.

Como condic#o inicial para a fun¢do de Wigner usamos uma distribui¢do gaussiana

da forma

r — Ty 2 0'2 — Do 2
p(z,p,0) = W—lhexp [—%] exp [__(ﬁﬁé_?’)_}

que, como podemos ver, obedece ao principio da incerteza de Heisenberg, ja que
AxAp > h.

Esta distribui¢io inicial é centrada em zy = 8(unid.) o que corresponde a aproximada-
mente 2512ag, € po = —1.77(unid.) o que corresponderia a aproximadamente —1.12 x

10~21em/ s, que é negativo pois a distribuigdo anda em diregdo a origem de z.
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2.Gréfico da distribui¢do inicial.

O grafico acima mostra a distribui¢do inicial p (z, p,0) com os parametros fixados

acima.
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4.1 Sistema sem decaimento

Por enquanto nfio levaremos em conta o decaimento. Assim, comegaremos nosso sistema

apenas com o estado fundamental V; populado:

P11 (.T,p,O) = p(m,p70)7
P22 (337pa O) = 07
ps3 (z,p,0) = 0.

Faremos aqui a andlise da dindmica das populagdes dos trés estados. As populagles

sdo dadas por:

h(t) = / dp / dzpyy (z,p,1),
P(t) = /dp/dwp22 z,p,t),
P(t) = /dp/dmp33 z,p,t).
Aqui utilizamos
=0,

N~1,24 x 10%°s71,
x = 1,11 x 10257%,
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3.Grafico da dindmica das populagBes quando ndo ha decaimento.

O grafico acima mostra a dinAmica das populagdes dos estados fundamental, inter-
mediério e excitado. Como aqui néio ha decaimento, as populagdes dos niveis fundamental
e excitado oscilam devido ao acoplamento via laser de prova, ¢ a populagao do estado in-

termediario oscila com a do estado excitado devido a presenga do acoplamento de estrutura

fina.
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4.2 Sistema com decaimento

Uma vez que incluimos termos de decaimento, vamos comegar nosso sistema populando

apenas o excitado correspondente a V, de onde ocorre o decaimento. Desta forma, comegamos

com
pll (mvpv O) = Oa
P22 (.’L‘,p,O) = p(mupao)a
psz (z,p,0) = 0.

com

I'=1,25x 107s7},
Q=498 x 108571,
x~ 1,11 x 1012571,
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Primeiramente, vamos fazer a analise da dindmica da fungdo de Wigner para o trés

niveis com a presenca do decaimento.

Fungdo de Wigner

4.Fungdo de Wigner no estado excitado apos 10ns.
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5.Fungiio de Wigner no estado intermediario apos 10ns.

¢O DE BIBLIO ECA

IFSC'USP SER\“INFORMACI\O

44



Capitulo 4: Resultados e Discussdes 45

Fungio de Wigner

6.Funcgdo de Wigner no estado fundamental apos 10ns.

Passados 10n.s vemos que tanto p,; (z, p, 10) , que corresponde ao estado fundamen-
tal, quanto p45 (z, p, 10) , que corresponde ao estado intermedidrio, possuem valores difer-
entes de zero apesar de terem iniciado o processo com populagéo zero. Ja p,, (z,p, 10),
que iniciou o processo com a Gaussiana da Fig. (2), ja perdeu populagdo, primeiramente
para o estado excitado acoplado por (2 e posteriormente, para o intermediario acoplado por

X
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Ap6s 60ns as fungdes de Wigner dos trés niveis estdo evoluindo da seguinte forma.

Fungdo de Wigner

7.Fungdo de Wigner no estado excitado apos 60ns.
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4.0x10°

3.0x10°

2.0x10°

1.0x10°>

0.0

Fungiio de Wigner

-1.0x10°

2.0x10°

3.0x10°

8.Fun¢do de Wigner no estado intermediério apos 60ns.

47
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1.0x10"

8.0x107 [

6.0x102 |1

Fungdo de Wigner

40x102 { ]

2.0x107

9.Fung¢&o de Wigner no estado fundamental apos 60ns.

Ap6s 60ns vemos que a populagéo no estado fundamental ja é bem maior, por con-
seguinte, a do estado excitado tem diminuido significativamente. As distribuigdes ja se
aproximam da origem de z € comegam a passar pelos cruzamentos. Note que a func¢io de
Wigner do estado intermedidrio asume valores negativos para determinados valores de z e
p, o que € perfeitamente possivel uma vez que ndo estamos falando de fun¢fo de onda mas
sim de uma fung&o quase-probabilistica que pode assumir valores negativos em estados nio
classicos desde que a integral sobre p e z, que nos fornece a probabilidade de ocupacio, se-
gundo Eq.(2.25), seja sempre positiva. Isso acontece proximo dos 60ns pois a medida que
a distribuigdo se aproxima da regido do cruzamento a probabilidade de transi¢do aumenta,

cria-se, entdio, uma coeréncia o que justifica os termos negativos.
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Ja no final da colisdo temos:

2.0x10™

By ox10°

00

Fungao de W

-1.0x10*

-2.0x10™

10.Fungio de Wigner no estado excitado apds 200ns.

49
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1.0x10° 1T

50x10™

@

Fungio de Wigner

e
o

-5.0x10*

11.Fungdo de Wigner no estado intermediario apos 200n.s

50
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12.Fungfio de Wigner no estado fundamental ap6s 200n.s.

Aqui vemos as fungdes de Wigner nos trés estados apds 200ns, ja no final da colisio.

A perda de populagfio do estado excitado € visivel. Aqui as distribui¢Ges ja se afastam da
origem de x. Todas elas ja tiveram seus momenta invertidos ou pela barreira de potencial
inserida por nos, ou pelo potencial repulsivo como é o caso do estado intermediario, onde
ha, muitas vezes a inversdo de momentum antes da chegada na barreira de potencial. O
grafico acima do estado fundamental ilustra muito bem, a reflexdo na barreira de potencial.

Note também, que novamente a funcio de Wigner dos estados intermedidro e excitado

possuem partes negativas o que ¢ perfertamente normal.



Capitulo 4: Resultados e Discussdes 52

Para entender melhor a dindmica das populagbes veja o grafico de populagdo dos

niveis que ¢ apresentado a seguir.

I T T T 1 T T T
10 | ~ S -~
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A 04} _
02 -
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13.Grafico da dindmica das populagdes quando ha decaimento.

Neste grafico, os niveis intermediario e fundamental come¢cam com populagéo zero,
e o nivel excitado com populagdo 1, a populagdo do nivel excitado decai com o passar do
tempo para o fundamental, e vem a se estabilizar préxima de zero. Antes disso, enquanto
ainda existe populagdo no nivel excitado, notamos uma oscilagdo de popula¢do entre os
niveis excitado e intermedidrio, devido ao acoplamento de estrutura fina. Assim que o nivel
excitado perde sua populagéo, a populagdo do nivel intermediario para de oscilar e também
se estabiliza, mas com um valor um pouco superior. Existe também aqui o acoplamento
entre o fundamental e o excitado via laser de prova, que € quase imperceptivel, uma vez

que tem freqiiéncia muito menor. Com este modelo vemos que o decaimento € o processo
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dominante, sobre a mudanga de estrutura fina, ¢ deve portanto contribuir mais para as

perdas em armadilhas magnéto-Opticas.
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Para entender melhor como os processos colisionais, de escape radiativo e mudanga
de estrutura fina contribuem para o aumento da energia cinética dos atomos em colisdo e
por conseguinte as perdas em armadilhas, vamos examinar os graficos a seguir que mostram

a distribui¢do de momemtum antes e depois da coliséo.
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14.Gréfico da distribui¢do de momentum no estado fundamental antes da colisdo.

O grafico acima mostra a distribuicdo de momentum no estado fundamental antes
que a colis@o ocorra. Note que a curva esta distribuida em momenta de modulos entre 0
e 5 (unid.). Vemos também que p(p) tem valores menores que no grafico a seguir; isto
porque este nivel comegou com populagéo zero e vem ganhando populagio por causa do

decaimento.
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15.Gréfico da distribuicsio de momentum no estado fundamental apoés a colisdo.

O Grafico acima mostra a distribuigio de momentum no estado fundamental apos
a colisdo. Note que existe uma certa quantidade de atomos com momentum de modulo
maior que 5(unid.), o que ndo existia antes da coliso, mostrando assim que alguns atomos
tiveram tempo suficiente de ganhar energia cinética no potencial excitado (que ¢ atrativo),
antes de decair. Estes atomos decairam e chegaram, entdo, ao potencial fundamental com

energia cinética superior, o que pode causar a perda conhecida como escape radiativo.
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16.Grafico da distribui¢io de momentum no estado intermedidrio antes da colisdo.

O gréfico acima mostra a distribui¢do de momentum antes da colisdo no nivel in-
termediario. Novamente, vemos os valores distribuidos em momenta de modulo entre 0 e

5 (unid.).
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17.Gréfico da distribuigio de momentum para o estado intermediario apos a colisdo.

O Griéfico acima mostra a distribuicdo de momentum para o estado intermediario
apos a colisdo. Assim como no caso anterior existe uma quantidade de atomos com mo-
mentum de mddulo superior ao que possuiam antes da colisdo. Se estes atomos tiverem
energia suficiente para escapar da armadilha, esta perda ¢ denominada de perda por mu-
danga de estrutura fina. Note que a ordem de grandeza desta distribui¢do € menor do que
a da distribuigfo no estado fundamental. Isto mostra que menos atomos envolvidos neste
processo devem escapar se comparados com a quantidade dos mesmos que deve escapar
via escape radiativo.

Devemos ressaltar que em nenhum dos dois casos o acréscimo de energia foi sulfi-
ciente para causar o escape de uma armadilha magneto-Optica real, que tem profundidade
tipica da ordem de 1K, o que exigiria um momentum da ordem de 114(unid.). No en-

tanto, € possivel notar aqui 0 mesmo comportamento fisico que é esperado quando trata-
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mos os processos colisionais de a&tomos frios. E importante ressaltar também que este é um
modelo simples e até mesmo ingénuo no tratamento de tais processos, mas uma vez desen-
volvido tal método e implementado poderemos, no futuro, sofisticar o modelo levando em
conta pardmetros que aqui, nesta primeira abordagem, foram desprezados, e assim, chegar
o mais proximo possivel dos resultados obtidos em laboratério.

Podemos, entdo, calcular a fracdo de atomos que escapa de uma armadilha magneto-

optica.

o

N /dp (161 (B, 00)* + |62 (p, 00) | + |3 (p, 00) ")

F.
= /dp/ dzW (z,p, 00) .
P, —00

onde Pc é o momentum critico para escape da armadilha, ou seja , o valor minimo de

momentum que o atomo tem que ter para escapar da armadilha magneto-dptica.
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Se aumentarmos o decaimento em 10 vezes, teremos o seguinte grafico
['=1,25 x 108571,

0~ 4,98 x 108571,
x =~ 1,11 x 1012571,

T T T T T
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18.Grifico de populagio durante a colisdo com decaimento 10 vezes maior.

Vemos aqui, como era de se esperar com o aumento da taxa de decaimento, que a
troca de populagdo entre os niveis excitado e fundamental, se da ainda mais rapidamente.
Podemos notar que a oscilagdo de populagdo entre os niveis excitado e intermediario é
ainda menor € como o nivel excitado perde populagdo muito rapidamente, ndo héa tempo
para que a mudanga de estrutura fina ocorra e por isso o nivel intermediario fica ainda

menos populado.
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5.1 Contribuic¢oes originais deste trabalho

e Neste trabalho obtivemos os primeiros resultados para colisGes frias utilizando o

formalismo de Wigner.

e O algoritmo inédito, desenvolvido e implementado por nos, podera ser utilizado para

calculos futuros de modelos colisionais mais sofisticados.

e Os resultados obtidos aqui com este algoritmo mostram que os processos colisionais

sdo mesmo fendmenos dissipativos.

5.2 Conclusdes importantes a respeito do modelo

Desenvolvemos, utilizando o formalismo de Wigner, um conjunto de equagdes diferenci-
ais inéditas no tratamento de colisdes frias. Resolvemos estas equag¢fes numéricamente,
fazendo uso de um algoritmo, também inédito, desenvolvido por nds durante o desenrolar
deste trabalho. O algoritmo se mostrou eficiente para o céalculo de sistemas deste género.
E importante dizer que este algoritmo também foi exaustivamente testado para sistemas os

quais a solucio analitica é conhecida e teve resultados compativeis.

SERYV
IFSC-USP *="V'53 25,024t <o
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Apresentamos, entdo, alguns dos resultados obtidos com este algoritmo para o sis-
tema de trés niveis proposto no Capitulo 2. Primeiramente, sem colocar os termos de

decaimento analisamos a dindmica das populagdes dos trés niveis.

Em seguida, utilizando os termos de decaimento, fizemos a analise da dindmica
colisional, observando os graficos da fungio de Wigner no espago de fase para diferentes
tempos de colisdo. Também analisamos, neste caso, a dindmica de populagdes dos trés
niveis.

Por fim, fizemos a analise das distribui¢des de momentum antes e depois da coliséo.
Vimos que tanto o processo de mudanga de estrutura fina como o processo de escape radia-
tivo proporcionam um aumento da energia cinética o que, em muitos, casos pode causar a

perda de 4tomos em uma nuvem confinada.

5.3 Sugestdes para trabalhos complementares

Agora que o programa foi implementado com sucesso poderemos no futuro, como um pos-
sivel doutorado, generalizar os calculos para o caso tridimensional, isto ¢, incluindo os
graus de liberdade de rotagdo da “quase-molécula”. Comparar os resultados com as pre-
vistes da teoria de Landau-Zener e com as previsdes baseadas na matriz de espalhamento
obtida pela resolugdo da equag¢io matricial de Schrédinger correspondente, e até, incluir
corregdes quénticas para o movimento traslacional, incluindo termos de ordens maiores de

h na expanséo de Jpn.
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Apéndice A: Calculo do Hamiltoniano

A interacdo do laser com os dtomos, desprezando os efeitos de transi¢des proibidas pelas

regras de seleg@o de dipolo, €:

—_ = —
Hoa=—-d, Ep(Ry1,t)— do- Ep(Rat), (6.53)

— . — —> —
onde d ; é o operador de dipolo do atomo 1 e d ; é referente ao atomo 2; R, e R, sdo

os operadores posi¢do dos atomos 1 e 2, respectivamente.

Em todos os trabalhos desta area, para simplificar o tratamento, considera-se apenas uma
polarizag&o do campo elétrico presente e escolhe-se a amplitude E, (R) como a de apenas
um feixe laser propagando-se em uma unica dire¢do e aproximado por uma onda plana,
E,(R) = E.explik; - R], com E; constante e k;, o vetor de onda do feixe. O indice
g corresponde a polarizagdo descrita pelo versor &, = &, (RL) , que pode ser ¢ = +1
para polarizagfo circular € ¢ = 0 para linear; &, = &, (RL> ¢ definido em relagdo ao
eixo de propagacdo k: (& ¢ tomado perpendicularmente a k;). Este seria o caso de um
experimento real em que se desligam os feixes aprisionantes e introduz-se um feixe laser

de prova da forma

_  — ECA — — E* — —
B (R, t) = 272 0xp (z k.- R —ith) + =& exp (—i k.- R +ith) . (6.54)

Portanto,
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E'C . — —
HL—A = ——2— exp(—ith) €q " d 1 €exXp (Z k L Rl)
EC . — —
— exp (—iwrt) ey - d gexp (z k. Rg)
* — — —
——;exp(ith)E’;- dlexp (——ikL' Rl)
: ) - — end —
2% exp (iwit) € - d pexp (—z kL RQ) . (6.55)

Aqui supomos que o campo elétrico varia muito pouco na regido do orbital eletrdnico,
S _
de forma que podemos calcular E ,, sobre o operador posigdo de cada centro de massa

atémico e ndo sobre a posi¢do de cada elétron sem maiores transtornos.

Assim,
E ik ]
— = — — —
Hi, o = ——éfexp(sz- RCM—zth>€q- d 1 exp ! 2L (Rl— RQ)
’ - |
— — — — -
—?Cexp(sz-RCM~zth>'e\q- d 5 exp 12L-(R2—R1)
5 - _k_, 2
* — — — ] — —
_—;exp(ikL RCM+zth)a;- diexp | L (R2~ Rl)
- E? -
* — — — ) — —
—ZCexp(ikL RCM+Zth)’e‘;- d o exp ZZL (RI—R2> ,
L i
— —
— <R1+ RZ) N — —_—
onde Roy = 5 e, fazendo a coordenada relativa r = (Rg - Rl),
E E
— — —>
H, s = ——2-C—exp(sz RCM—zth)Eq dlexp<—ZéL 7)
E *
— — —
_?cexp(LkL RCM—zth)’éq d 5 exp (Z 2" 7)
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.__}
E* - — —  k
—éexp(ikL- RCM+ith)eq- d 1 exp (Z L ?)

2
E %
* —_ = — ]
—=Fexp (z k- RCM—I—ith)E;- d 5 exp (—7’ 2L : 7’) . (6.56)

A interagdo dtomo-atomo € dada por

Haoa = V(7DD A+ Ve (7)) 12 (2

+Va (|77]) 13) (3] + Fose (13) (21 + 12) (31) , (6.57)

onde V; (’7]) ¢ a interagdo correlacionando-se, assintoticamente, com ambos os atomos
2¢ . — . 2 2 ) —
em seus estados 251 5; V2 (| 7'|) correlacionando-se com 253 +* Pya; V3 (| 7'|) com
2812 +2 Py, e, por fim, hsc é igual a separagfio entre as energias dos termos 2P /5 € 2P /9
/ /2€p g parag g / /
devida a interag@o spin-orbita.
Assim, 0 Hamiltoniano total é:
_—.)
2 -2
P b

— _ _ 6.
oM +2/~L+HA A+ Hp_a, (6.58)

H=

, . . , “ 1A . — , .
onde 4 € a massa reduzida de dois 4&tomos idénticos, p € o momenum relativo e M = 2m

¢ a massa da “quase-molécula”.

Agora algumas aproximagdes devem ser levadas em conta. A titulo de simplificagdo faze-

_.)
 k .
L ~1ma equacdo (6.56). Ainda na mesma equagdo, desprezamos

mos exp (i

_***) — . —> .
0 termo exp (iz k- RCM), pois tomamos R ¢ |¥o) = 0, no referencial do centro

de massa, para o instante inicial, ¢ supomos que este auto-estado seja estacionario du-

rante o espalhamento, o que € equivalente a fazer a aproximagdo de que o centro de massa
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da “quase-molécula” sofra um deslocamento lento comparado com a escala de tempo da

Pém
2M

o Hamiltoniano total, utilizando as equagdes (6.56) € (6.57) com as devidas aproximagoes,

dinamica colisional relativa. Esta hipotese nos leva a aproximagdo = 0. Escrevendo

obtemos:

2

A = gﬁ V(DI A+ Ve (7)) 12) 2

+V5 (| 7]) 13) (3] + fuse (13) (21 + 12) (31)

*

E —
26 exp (iwrt) €, - d um, (6.59)

c —~ —>
5 exp (—iwpt) ey d p —

— — - — — — —
onde d py = d 1+ do= D)2+ D% 12)(1]e Dy = (1] d » |2). Podemos, ainda,
e
A DM)

reescrever a equagdo acima, definindo a frequéncia de Rabi (2 = o7 =e

os operadores § = |1) (2|, 8" = [2) (1|, 6 = [2) (3] e &1 = |3) (2] dos estados internos da

“quase-molécula’:

P’ .. 4 )
H = 2 + [Va ()] 88" + [Va ()] '8+ [Va(r) o'

o
hse

— kO {[exp (—ith)] st + lexp (ith)] ‘§} + 2

(6" +6) . (6.60)
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Diferenciais

Podemos escrever nosso Hamiltoniano em termos do operador de Wigner,

)
i

//dxdel flz,p) 1) (1] +
//dmdp[v; Fa,p)2) 2|+//dxdpv3 o) f (z,p) 13) (3] -

— 182 {{exp (—iw )] [2) (1] + [exp (iwt)] 1) ([} + _712_ (13) (21 +12) (3]) -

Fazendo a evolugdo temporal do operador de Wigner, segundo a equacio de Heisenberg,

of (=, - ~
D) 2 Flap), 8], (7.61)

teremos

3f((;t%l’) _ .%[f( ), px]+—{ Fl(z,p) //dzdp[Vl(ﬂ: wp)|1>(|]+

1-
+ﬁi (z,p) //da:deg xp|2)(|:|+

+{1ﬁ (,p) //dzdp[vg f (z,p)13) <3l}

+2 |7 @p) =R (fexp (<iwost)] [2) (1] + fexp )] 1) 21} +

+% -f (z,p), EZE (13) (2] +12) <3|)} ;

o que, calculando termo a termo, ¢
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%L [f(wap)g{} = // dm’dp’% [f(:c,p) ,f(I',P')]
i)

[f @), [ dedptvi @1 F @p) 1) 1| =) 1} [ ' (@0 =) P,

w P en. [[ wovE e e) - el [ @@ -0 e,

ih :f(x’p)’// dadp (V3 («)] f (,p) 13) <3|? = [3) <3|/dp’J33 (z,p— ) f (z,9),

% [f(a:,p) , —h {{exp (—iwt)] |2) (1} + [exp (iwpt)] 1) (2|}] — 0,

i P S ez o] -

Vemos, aqui, que o resultado dependera da evolugdo dos operadores |1) (1] f(x, D),
12) (2] f(m,p) e |3) (3| f(w,p) e estes, por sua vez, dependerdo de |1) (2| fA(z,p),

12) (3] f(m, p)e|3) (1] f(x, Pp), € assim sucessivamente, até obtermos o conjunto de equagdes

acopladas:

<%+§8%) f(z,p) = /dp’|1><1|J11(ar,p—p’) f(z,p) +
+/dp’ 12) (2] Joz (,p — ¥) f (2, 7)) +
+/dp’l3> (3] Jaz (z,p — ) £ (2,7), (7.62)
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(aat + 558‘) I fen] = ma /dp’Jn (2,p =) f (z,9) +
+i2 [— exp (—iwt)] |2) (1| f (z,p) +
+iQ [exp (iwrt)] [1) (2| F (z,p) - (7.63)

De maneira analoga calculamos as equagdes:

(%+ 55%7) [|2> <2|J?(5’77P)] = 12) (2‘/dP'J22 (z,p—P) F (z,0) +
+iQ [exp (—iwrt)] |12) (1] f (z,p) —

—iQ [exp (iwrt)] 1) (2] f (z,p) +

PZ@ e - e fEn, a8
(5 +235) [ eiFan)] - 3|/dpJ33 ) Flap)) +
FE B - B e FEn.  769)

Note que, nas Equagdes (7.63), (7.64) e (7.65) aparecem os operadores |1) (2] f(x, D),

12) (1] f (=, p), |2) 3| f (z,p) e |3) (2| f (z,p), 0 que nos leva a calcular as equagdes sub-

seqiientes:

(5:+255) 0 @FE@n)] = el [ @ ey -nFes)+
+iQexp (—iwrt) |1) (1 J;\(fE;P) -

—iQexp (—wwt) |2) (2] J?(%P) +
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-0 61 F (ap), (7.66)

12) (1] /dp'Jm (z,p —p) f(x,Pl) +
+i1Qexp (iwt) |2) (2| f(map) -
—iS2exp (iwrt) 1) (1] f (z,p) +

+Z13) 11 F(o,p) (7.6)

3) (2| / d Jua (z,p — ) F(2.0) +
+ifdexp (—iwrt) |3) (2| f (z,p) +

FER - B EIT @, 068

12) (3] / v/ Jos (2,7 — p) (0, 7) —

—iQexp (iw.t)|1) (3] f (z,p) +

YR el-p el fEy. 06

Novamente, no resultado das Equagdes (7.66) € (7.67), aparecem os operadores |1) (3| f(a:, D)

e 13) (1] j?(a:, p), 0 que nos leva a calcular as duas ultimas equa¢des de maneira a obter um

sistema de equagdes diferenciais acopladas:

1) (3] / df s (2,7~ p) F (a,0)) +
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+iQexp (—iwt) |2) (3 ]?(37719) -

-~y @ fen, (7.70)

<% + %%) [;3) WFn| = 1B / dp' Jay (w,p — ) f (z,P) +
+iQexp (iwrt) |3) (2] ]?(xvp) +
22 (1 F (@) a7

A fungo J,,, (z,p) ainda pode ser escrita como

S (3,9) = (f)f’; Un ) (22 - v -2y exp (—-2—;?)] L am

U; (k) \/_/sz (r) exp( z’;‘”)

Expandindo (7.72) em série de poténcias e efetuando as integragdes em z € p’ teremos

/ AP pr (2,12 8) Joun (2,9 — 1) =

S 0T [V ) Ve 0)] et
B 2kk! dzk dzk op* '

Conseguimos, desta maneira, uma série de poténcias de £ para [ dp'p,., (z,p,t)

k=0

Jmn (z,p — P'). Assim, tomando os termos referentes a k = 0 e k = 1 temos
/dp’pmn (2,0, t) Jon (z,p — P) =

~ (1) [Vin (@) = Vi ()] oy (2,0, 1)



Apéndice B: Célculo das Equagdes Diferenciais 72

2 dzx dz Op

Definindo, ainda, V,, (z) = V4, V. (z) = Vo — lwg e V; (z) = V3 — Awg + e, onde fuvg € a
diferenca de energia entre os estados atdmicos de simetrias 2P; 5 ¢ 2S; /5 € hisr é a separagiio

entre 2Py /2 ¢ 2Py 2 . As equagdes de (7.62) a (7.71) possuem os seguinte valores esperados:

+V/ (@) (657 (@,p))] (7.73)
(3-22) s - (i)
—iQ <exp (—iuJLt)?fA(%P)> +

i <exp (iwit) 5T (z, p)> , (1.74)

(5:+ 250) (55T @m) = Vi@ (357 ) +
+i2 <exp (—iwpt) ﬁf($>P)>
—i) <exp (iwit) 5F (m,p)> +

+%‘ <(3T _ 3) Flz, p)> , (1.75)
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e <(a - 3*) Fz, p)> , (7.76)

0 po 10

(5 + 25z ) (0 a5 (o)) = 3o [V (0) 4V, o)

<exp (iwrt) §f(a:,p)> +

i [a - BN
<exp (iwrt) ’S\f(ma P)> -

- <exp (iwpt) 55 f (x, )> +
+iQ <(ss ~5%) (=, )> (7.77)

335 W@+ V] @)
<exp —iwrt) ’*f (z p)>
SINSACEIAE)
<exp(—ith) s (z, p)> +

+2 (exp (~iwn) 815 F (2,0)) +

—iQ) <(s 5 — ss :1: p)> (7.78)
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+i£2 <&\T§f exp (—iwyt) f(:v,p)> , (7.79)

(3+32) en) - 1omersvin )

e BN
+%‘ ((555-3') F(a.p)) -

—i0 <§a exp (iwrt) f (z, p)> , (7.80)

D 1P 0N loxp (iwst) 36T (a,p)) =
(5 5as) € )

b 5 Vs @) +V, (@)

g

;
<exp (1w t) ?&\J/c\(z,P)> +

+i [A+%+V9(ﬂf);Vi(x)}

<exp (iwrt) %f(x, p)> +

13

—in <3f(m, p)> , (7.81)

(% + %aﬂm) <exp(~ith) Ef?f(z,p)> = 12 I:‘/; (z) +V/ (33)]
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+if <a’f flz, p)> , (7.82)

onde V, (z) = Vi (z), Ve (2) = Va (x) —hwo e Vi (z) = V3 (z) — hwo + hsre A = w, — wo.
Chamando os valores esperados do operador de Wigner de py;(z,p,t) = <§§Tf(3:, p)> ,
paa(z,p,t) = <’§*§f(:v,p)> , P33, p,t) = <3*3f(w,p)> , pra(@,p,t) =

(exp(=iwit) 7 (2,9)) 1ol p,t) = (exp (=iwit) ' F (@.9)) . pis(,p,1) = (717 (z,)),
e seus respectivos complexo conjugados py, (z, p, t) = pi(z,p, 1), p3,(z,p,t) = pis(z,p,t)

e p3o(z,p,t) = phs(z,p, t) obtemos

0 P 5 - / 0
(a + ;5;) pu(z,pt) = Vy(z) 8p911(5'3ap7 t)+

+iQ [—p12(2, P, t) + por (2,0, 1)), (7.83)

0 po o 0
(5+25) pulept) = Vi@ gom(@pt)+
+7’Q [p12(.’l,',p,t) - pZI(m’pa t)] +

1
+? [p23(x7pat) - p32($7pat)] ’ (784)

6 P 8 o ! 8
(52 + ;55) P33(33ap)t) - ‘/z (Z’) app33($’p7 t) +

1
+_2— [p32(l',p,t) - p23($,p,t)] ) (785)

6 p 8 1 ! / a
<5¥ + ;%) p21(l‘,p,t) - 5 [Ve (SE) + Vg (33)] a—ppm(x’p’t) +
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V. -V,
+i |A — (a;) 5 g(a:) P21($,Pat)+

+i§2 [pll(xvpvt) — pao(z,p,t)] —

1

——2—p31(:v,p, t)a (786)

8 P a 1 ! ! 8
(& + ;%) p12($7pa t) = 5 [V:z (‘T) + ‘/g (.CI?)] a_ppm(:r’p’ t) +

. Velz) -V, (z
—i |A - ()h Q() p12($7p7t)+

+1S2 [p22($)p7t) - Pn(zap; t)] +

157
+?P13($,p, t)a (787)

0 D 0 1 ' ! 0
(a + ;@) pas(z,p,t) = ) [Ve (z) + V (2)] 6—13‘923(5”7177 t) +

. Vi(z) — V. (z
—t = ()h @) P23(37ap,t)+

13r
+? [p33(x7p: t) - P22(5'37P7t)] +

+iQp13($7pvt)7 (788)

0 D 0 1 ! U 9
(5422 ) patept) = 3@+ V@) 2 pualop, ) +

Ve (z) - Vi(z)

+l ”+ A p32($apat)+

1¢
+—2— [,022(.27,p, t) - p33(x,p, t)] -

—i{0p3 (z, p, t), (7.89)
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p 0

;%) p31(:r,p, t) =

p 0

+ ;%) p13(1‘,p,t) =

-;- [Vg' (z) + V/ (SC)] agppm(wap’ t) +

Vo (2) = Vi (2)
h

+i |A+ 2+ p31($7p7t)+
¥4 ]
_?p?.l(x:pv t) + lQp32($7pa t)a (790)

3 V)4V @)] sl ) +

Vo (2) — Vi (2)
' h

__?pu(xvpa t) +iQp23(II:,p,t). (791)

=1 I:A+%+ :l p13(.’L‘,p,t)+



Solu¢des Analiticas

Apéndice C

Com a separagdo da equagfo

(8.92)

cm

(8.93)

(8.94)

pelo uso do operador partido, chegamos a duas equagdes diferenciais que possuem solugdes

analiticas, uma vez que
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e
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o oo NWo T

>N

[3)
OOOA._ATAOO.ZOO

NO O O O OO

4

o
0&21@200 cooco

SO o oo oo oo

|
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o
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Apb6s algumas manipulagdes simples, chegamos 4 solugdo da equagio (8.93), que é apre-

sentada a seguir.

9) .
mﬁ%ﬂz%mMH;ﬁWWWmew+
&{Aw

4wy

Re [p12($ap’ O)] +

—gmmeMPmmmmwhmmm%m

A

p12(z,p,t) = Relpiy(z,p,0)] - Ulfz Im [p,5(z, p, 0)] sin (2wiat) +
Ay | Ap
+4w12 {4&112 Re [p12($7pa 0)] +

—%mmeMkmmww@meww+

+i {Im [p;5(z, p, 0)] cos (2w;t) +

JANP) Q
22 Relprle,p0)] ~ 5 Relpy (o, 0)) +

— Re [pyy(z, p, 0)]] sin (2wr2t) }

Az+A M2l Ags
ps(z,p,t) = { {[(44—23) + —52)} “'21_} p13(z,p, 0)+
12

szs(fc p,0 A13 + Aog Al2
/\12 exp - 7 t “+

{{AB — [(M) - ]}1)13 T, P:0)+

A2

Qpas(z,p,0) Dz + Ao A12
+ g exp 4 ¢ —~4 —7 te,

p21($7p7 t) = pIQ(x7p7t)7
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Q2 .
p22($7p7 t) = p22(‘r7p7 0) - C—U—IQIm [pIZ(x7pﬂ 0)] s (2w12t) +

Q [ Ap

Q
+w—12 {4w o Re [912(127,]?, 0)] - 2w_12 Re [pu(a:,p7 ())] +

— Re[pzy(z, p, 0)]} [cos (2wrat) — 1],

1 A 3+A + Are] Z’él_& p1s(z, D, 0
paa(z,p,t) = {{ [< ) 2)\]12 2 } 13 )+
~—7:§2p23(:1"7p7 O) A13 _ A13 + A23 B lA
A2 2 4 52

( | A1z + Ao A12
sl 1))

+{{i%§—i[(A3+A )—1%2]},013xp,o)+

iQpgs(x, p, 0)} {A13 [(Am + A23) )\12] }
+
A12 2
L ox ; Az + Ap + )\_12_
Q P 4 2

p31($7p7 t) = P§1($ap, t):

p32(1.)p7 t) = p;Q(m7p7 t)')

,033('T,p, t) = :033(1'72)7 O)

O valor de w5 ¢ dado por
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A 2
Wig = (_Zl_%) + QZ.

Da mesma forma obtivemos as solugdes analiticas para (8.94)

pi(z,p,t) = py(z,p,0),

([(4555) + 8] = ) pale.0.0) - Fpu(sp.0)
t =
p12(z, p,t) Ag3

o {(2)- 5

n {52 - [(@Iﬂ) — %&] } p1a(z,p,0) + £py3(z,p, 0)

A23

A2+ Ags A23
oo s [(22772) + 7)o}

. {?’ [(ALZ%QQ) +A§l] _Zézu}pl2(mapa0) —Z%p13(l‘,p,0)
p13($7p7 t) - /\23

_A—}g _ Aj2 + A3 _@

2 4 2
b [(2232) 2]

X 4 2

(A= [(228) ~ 39} 0 (0,p.0) + i2psg (e, 0)

@_ App + Ay +§z_§

2 4 2
of(255) ]y

X 4 2

p21<$,p, t) = pI2($ap’ t)?

31
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X .
po(z,p,t) = pylz,p,0) - 2ns Im [py3(, p, 0)] sin (2wast) +

X Ags
+2w23 {4w Re[pys(z,p,0)] +

e (e ot O] oo (o) — 1,

A .
—Em [pa3(z, p, 0)] sin (2wast) +

p23($apv t) = Re [p23($,p, O)] 4(4}23

A23 { A23

4(4)23 4(.4)2

Re [py3(z, p, 0)] +

+;l;— [Re [poa(2, p, 0)]]} [cos (2wast) — 1] +

. A
i {1 (2, 5,0 cos () + {22 Relon(a,p.0)+

o (R (e ) f s 2t}

p31(a:,p, t) = p;l(xvpat)a

p3a(T,p, t) = pio(z,p, t),

p33(T,0,t) = pag(z,p,0) + 5=~ Im [pa3(z, p, 0)] sin (2wast) +

X
2was3

X ADS
Yrns {4w23 Re [p23(z p, 0)] +

e Relpa(o,.0)] | foos (2ust) — 1,

onde
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2
Wog — (%‘23) + QZ.

Incluindo os termos de decaimento na Eq. (8.92) teremos ainda uma outra equagéo a solu-

cionar:
ou .
o~ Ml
onde
0 0 0 0 Iy 000 0\
0 - 0 o0 0 0000
0 0 0 0 0 0000
) o 0 0-= 0 0000
My=]10 0 0 0 -TIy 00O0TO0],
0 0 0 0 0 0000
0 0 0 0 0 0000
0 0 0 0 0 0000
\o 0 0 0 0 0000/
que possui solugdo analitica simples:
pu(z,p,t) = [l —exp (=T21t)] poo(z, p, 0) + pyy(z, p, 0),

Iy
plg(z,p,t) = €exp <—7t) P12(37ap70),

pis(z,p;t) = pi3(z,p,0),

[y
por(T,p,t) = exp —— t) pul@,p,0),
paa(z,p,t) = exp(—Tat) pyo(z, p,0),
pZB(l‘apvt) = p23(x7p70)a
pSI(x;p7t) - p31(I’p70)a

P32(37:Pat) = /732(37’?70)7
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ps3(z,p,t) = ps3(z,p,0).

84



