UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
INSTITUTO DE FIiSICA DE SAO CARLOS

Pedro de Castro Diniz

Estado fundamental e modos coletivos de um
condensado de Bose-Einstein dipolar aprisionado em uma

casca esférica

Sao Carlos

2020






Pedro de Castro Diniz

Estado fundamental e modos coletivos de um
condensado de Bose-Einstein dipolar aprisionado em uma

casca esférica

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduagao em Fisica do Instituto de Fisica
de Sao Carlos da Universidade de Sao Paulo,
para obtencao do titulo de Mestre em Cién-
cias.

Area de concentragao: Fisica Bésica

Orientador: Prof. Dr. Emanuel Alves de Lima
Henn

Versao corrigida

(Versao original disponivel na Unidade que aloja o Programa)

Sao Carlos
2020



AUTORIZO A REPRODUCAO E DIVULGACAO TOTAL OU PARCIAL DESTE
TRABALHO, POR QUALQUER MEIO CONVENCIONAL OU ELETRONICO PARA
FINS DE ESTUDO E PESQUISA, DESDE QUE CITADA A FONTE.

Diniz, Pedro de Castro

Est ado fundanmental e nobdos col etivos de um condensado
de Bose-Einstein aprisionado emuna casca esférica /
Pedro de Castro Diniz; orientador Emanuel Al ves de Lina
Henn - verséo corrigida -- S8o Carlos, 2020.

87 p.

Di ssertacdo (Mestrado - Programa de POs-Graduacdo em
Fisica Basica) -- Instituto de Fisica de Sdo Carl os,
Uni ver si dade de S&o Paul o, 2020.

1. Fisica atémica . 2. Condensado de Bose-Einstein. 3.
Interacdo Dipolar. 4. Arnmadil ha tipo bolha. I. Henn,
Emanuel Alves de Lima, orient. |I. Titulo.




AGRADECIMENTOS

Obrigado Emanuel, Aristeu e Eduardo pela imensa ajuda e direcionamento.

O presente trabalho foi realizado com o apoio da Coordenacao de Aperfeigoamento

de Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) Cédigo de financiamento 001.

Agradego também as agéncias de fomento CNPq e FAPESP.






RESUMO

DINIZ, P. Estado fundamental e modos coletivos de um condensado de
Bose-Einstein dipolar aprisionado em uma casca esférica. 2020. 87p. Dissertacao
(Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos, 2020.

Consideramos o estado fundamental e as excitagoes colectivas de um condensado de
Bose-Einstein dipolar numa armadilha tipo bolha, isto é, um potencial de confinamento
esfericamente simetrico em forma de casca. Por meio de um ansatz gaussiano para a parte
radial da fun¢do de onda e uma expansao em harmonicos esféricos para a parte angular,
fomos capazes de obter expressoes analiticas para a energia total do sistema, que foram
minimizadas em relagao aos parametros variacionais. Determinamos as propriedades do
estado fundamental no caso em que as particulas interagem por interacao de contato
isotropica de curto alcance e também por interagoes dipolares anisotropicas de longo alcance
no limite de casca fina, demonstrando a existéncia de perfis de densidade anisotrépicos em
regimes fortemente dipolares. Ademais, com o estado fundamental em maos, empregamos a
abordagem de Sum Rules para estudar os modos de monopolo, quadrupolo bidimensional,
tridimensional e dipolo. Encontramos desvios significativos em relagdo aos casos nao
dipolares, identificando assim tracos uteis para a deteccao experimental das propriedades

de excitagao do sistema e da interacao de dipolo-dipolo.

Palavras-chave: Fisica atomica. Condensado de Bose-Einstein. Interacao dipolar. Arma-
dilha tipo bolha.






ABSTRACT

DINIZ, P. Ground state and collective modes of a dipolar Bose-Einstein
condensate trapped in a spherical shell. 2020. 87p. Dissertacao (Mestrado em
Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2020.

We consider the ground state and collective excitations of a dipolar Bose-Einstein conden-
sate in a bubble trap, i.e., a potential for spherically symmetric shell-shaped confinement.
By means of a gaussian ansatz for the radial part of the wave function and an expansion
in spherical harmonics for the angular part, we were able to obtain analytical expressions
for the total energy of the system, which were minimized in relation to the variational
parameters. We determined the properties of the ground state in the case where particles
interact by short range isotropic contact interaction and also by long range anisotropic
dipolar interactions at the thin shell limit, demonstrating the existence of anisotropic
density profiles in strongly dipolar regimes. In addition, with the ground state at hand,
we employ the Sum Rules approach in order to study the monopole, two-dimensional,
three-dimensional quadrupole and dipole modes. We found significant deviations from
non-dipolar cases, thus identifying useful features for the experimental detection of the

excitation properties of the system and the dipole-dipole interaction.

Keywords: Atomic physics. Bose-Einstein condensate. Dipolar interactions. Bubble Trap.
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1 INTRODUCAO

O fendémeno de condensacao de Bose-Einstein tem se mostrado uma &rea rica de
crescente interesse. Desde sua proposicao, feita em 1925 por Albert Einstein baseado em
trabalhos anteriores de Satyendra Nath Bose,! até sua primeira realizacao experimental
em 1995,%% o conceito de condensados de Bose-Einstein (abreviados como BEC em inglés)
teve um papel valioso no desenvolvimento da fisica moderna. Dentre os numerosos avangos
feitos ao longo dos anos, podemos citar as observacoes de redes de vértices,* a transicao
de fase quantica Mott-surperfluido em redes 6ticas,” a transicio BCS-BEC,° o colapso

Bose-nova’ 8-10

e, mais recentemente, a observagao de um supersélido em gases dipolares.
Para mais, tratamentos que consideram interacoes mais gerais que as de campo médio
possibilitaram a investigacao da influéncia que flutuagoes quanticas exercem no estado

11-13

fundamental e excitacoes coletivas de BECs dipolares, assim como revelaram o carater

auto-ligado'* das solucoes de droplets.

De um ponto de vista pratico, dispomos hoje de técnicas que nos permitem
manipular gases quanticos de diversas formas. Dentre estas, comegarei citando o aspecto
geométrico de BECs, que pode ser modificado por meio de técnicas de aprisionamento
com grande liberdade. Conceitualmente, é simples notar que a escolha de uma armadilha
determina o formato da nuvem atdomica. O caso em que isso se mostra de forma mais
evidente é no regime de Thomas-Fermi, situacao na qual a energia cinética dos atomos
pode ser desprezada quando comparada com a energia de confinamento. E bem sabido que,
neste limite, a funcao de onda do condensado herda a dependéncia espacial do potencial

da armadilha.'®

Como um primeiro exemplo da importancia da exploracao de aspectos geométricos
em BECs podemos citar um assunto de atual interesse na comunidade que é o estudo
da influéncia que topologia exerce nas propriedades da matéria.'®!” Dada sua grande
versatilidade, condensados possuem neste contexto a vantagem de que sua topologia pode
ser alterada meramente via deformagdes geométricas ao passo que em outros sistemas
estas transig¢oes topoldgicas frequentemente realizam-se em espacos de natureza mais

abstrata.'®19

Outro fator do qual temos grande controle e que também exerce um papel na
propriedades geométricas de BECs sao as interagoes interatomicas. O primeiro passo
natural ao se dar quando consideramos gases de Bose nao ideiais ¢ a inclusao da interacao
de contato, que nada mais é que a parte de curto alcance da interagao de Van-der-Walls.
Em virtude de sua natureza, por meio de teoria de espalhamento é possivel mostrar que o
parametro mais relevante na descricao deste tipo de sistema quantico é o comprimento

de espalhamento de ondas-s, costumeiramente denotado por a,. De uma perspeciva
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experimental, somos capazes de manipular este parametro fazendo uso de Ressonancia
de Feshbach.?>*' Fundamental no estudo de BECs, por meio da aplicacdo de campos
magnéticos uniformes na nuvem atomica esta técnica nos permite alterar a magnitude
da interacao de contato, alternar entre carateres repulsivos e atrativos e até "desligar" a

interagao.

Por uma outra perspectiva, em gases polarizados de espécies atémicas de altos
valores de momento de dipolo como Erbio, Cromo ou Disprésio a interacio de dipolo-dipolo
exerce importante influéncia. Diferentemente das interagoes usuais de curto alcance, a
interacao dipolar é de longo alcance e portanto exerce um efeito global no condensado. Disto
e de sua anisotropia segue que gases dipolares aprisionados em armadilhas isotrépicas em
geral tendem a assumir um formato anisotropico. Por exemplo, sabe-se que gases dipolares

harmonicamente aprisionados tem a tendéncia de se alongar na direcao de polarizacio.??

Estas caracteristicas dos gases dipolares se mostram ainda mais interessantes
quando combinados com o controle que temos sobre as forgas de contato via ressonancias
de Feshbach. Visto que para um determinado valor de campo magnético as interagoes
de contato sao "desligadas', o condensado é dominado pela interacao dipolar. Um outro
ponto é que condensados nao dipolares tornam-se instaveis para valores negativos de
comprimento de espalhamento, o que faz com que estes colapsem, produzindo assim o
fenomeno de Bosenova.?® J4 condensados dipolares, por terem essa tendéncia de se alongar
na dire¢cdo de polarizagao, quando aprisionados em armadilhas tipo "panqueca" ainda
apresentam estabilidade para a, < 0, possibilitando o estudo de condensados neste tipo de

regime de interacoes de curto alcance atrativas.

Uma conclusao que podemos tirar disso tudo é que a investigacao de geometrias nao
convencionais ¢ particularmente interessante no caso de gases polarizados. Da anisotropia
da interacao dipolar associada com as iniimeras possibilidades de armadilhamento, uma
vastidao de fendmenos fascinantes emergem. Apesar dessa versatilidade a realidade é que
esse tipo de pesquisa é relativamente recente de modo que um amplo relevo de problemas

analiticamente simples ainda esta para ser explorado.

Neste trabalho focaremos nossa aten¢ao a um tipo exotico de armadilha, a armadilha
tipo bolha ou, em inglés, bubble trap. Como o nome sugere, esta ¢ uma armadilha que
restringe os atomos a uma regiao espacial no formato de casca esférica. Veja que, nessa
geometria a densidade da nuvem atomica ¢ nula no centro distinguindo-a, no que tange a
topologia, de condensados cuja geometria é aquela da esfera cheia, produto de armadilhas

harménicas. Visto que cascas de condensado sao esperadas em misturas de Bose-Fermi?* 26

27-29

e redes Opticas esta é uma geometria que vem ganhando crescente interesse no decorrer

dos dltimos anos.

A pouco tempo foi conduzida uma tentativa de produzir um condensado em forma

de bolha por meio uma técnica de aprisionamento que efetua uma deformagao adiabatica
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de uma armadilha magnética por meio de emissoes de radio-frequéncia.’3? Concluiu-se,
de acordo com as previsoes tedricas, que tal geometria nao é alcancavel em experimentos
realizados na Terra em virtude da auséncia de mecanismos que compensem a forca gravi-

tacional, que leva os dtomos a se concentrarem no "fundo'da regiao esférica.

Meq
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Figura 1 — Atomos se concentrando no fundo da armadilha para diferentes valores de
gravidade

Fonte: SUN; PADAVIC; YANG; VISHVESHWARA; LANNERT.?

Apesar desta complicacao, um grande avango experimental foi dado recentemente:
foi enviado um laboratério de atomos frios para a Estacao Espacial Internacional, assim
expandindo certos limites inerentes a experimentos realizados na Terra. Dentre um vasto
conjunto de experimentos planejados para ambientes de micro-gravidade esta a realizacao
do bubble. A disponibilidade de tal ambiente desencadeou uma série de esforcos teodricos

com o intuito de desvendar as dindmicas de expansao e modos coletivos deste sistema.?3 3

Foi apontado que a transicao topoldgica na qual o condensado torna-se oco evidencia-
se na forma de uma clara assinatura em diversas frequéncias de modos coletivos.?® Isto
ocorre pois na situagao em que o condensado passa a ser oco, e portanto adquire uma
superficie de contorno adicional, as frequéncias de excitacao sao redistribuidas entre as
duas superficies externa e interna. Tal descoberta proporciona uma estratégia sélida para a
deteccao experimental da mudanca topoldgica, visto que técnicas padrao de imageamento

nao seriam capazes de detectar uma regiao oca.

Neste mesmo trabalho foi feita uma investigacao tedrica acerca das mudancas
no estado fundamental e modos coletivos da nuvem atdémica sujeita a uma transicao
geométrica continua de uma esfera cheia para uma superficie esférica aproximadamente
bidimensional. Foi demonstrado que de acordo com que a casca vai ficando mais fina,
modos coletivos angulares de baixa frequéncia manifestam-se. Notavelmente, estes modos
tanto nao ocorrem em armadilhas cheias como voltam a desaparecer quando o condensado

se torna bidimensional, sendo este um trago exclusivo do regime em que a casca tem
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espessura finita. Vale notar que apesar de ser bem sabido que condensacao de Bose-Einstein
nao ocorre em sistemas bidimensionais planos®® foi demonstrado teoricamente que sistemas
2D curvos nao sé podem apresentar temperaturas criticas finitas positivas®” como que no

limite bidimensional a temperatura critica é de fato superior a da casca fina.?®

Nota-se que estes trabalhos que miram num entendimento mais profundo de con-
densados em forma de casca compartilham um importante traco: os a&tomos interagem
somente via interacao de contato, que ¢é isotrépica e de curto alcance. A invesigacao de
BECs que apresentam interagoes anisotropicas de dipolo-dipolo aprisionados em cascas
esfericamente simétricas nao s6 é uma extensao natural de tal problema como nos apre-
senta caracteristicas tinicas: ao mesmo tempo que o armadilhamento é aproximadamente
bidimensional, a interacao de dipolo-dipolo tem carater tridimensional. Além disso, por
esta se tratar de uma interagao de longo alcance e, portanto, global, de sua anisotropia
segue que a simetria esférica do sistema é quebrada. O estado fundamental e os parametros
de estabilidade de tal configuracao foram investigados numericamente® para um conjunto
muito especifico de pardmetros de aprisionamento em um contexto mais geral que focou-se

em anéis e vortices.

Nesta dissertagao investigamos o estado fundamental e os modos coletivos mais
importantes de BECs em formato de casca com interacoes dipolares anisotrépicas e de
longo alcance no limite de casca fina em uma armadilha bubble forte sem a presenca
de gravidade. Escolhemos nos focar neste limite pois este evidencia as consequéncias

particulares trazidas pelo efeito reciproco entre a bubble trap e a interacao de dipolo-dipolo.

Esta dissertacao se organiza da seguinte maneira: o segundo capitulo consiste numa
breve revisao de conceitos béasicos como o fendmeno de condensacdo, o método variacional
e as interagoes que serao utilizadas. No terceiro capitulo estabelecemos o nosso ansatz e
calculamos detalhadamente a energia total do sistema. No quarto capitulo mostramos os
resultados do procedimento de minimizagdo da energia e obtencao do estado fundamental
para diversos regimes de interagao dipolar. No quinto capitulo fazemos uma breve revisao
do método de Sum Rules e, por meio deste, calculamos a frequéncia dos modos coletivos
mais importantes. No sexto capitulo exibimos os resultados para as frequéncias dos modos

coletivos calculados também para diferentes regimes de interacao dipolar.

Como um resumo dos resultados obtidos, mostramos que o estado fundamental
exibe simetria azimutal e que para regimes fortemente dipolares os atomos tendem a se
concentrar na regiao equatorial. Notamos também que, devido a natureza da interacao
de dipolo-dipolo, a espessura da distribuicao angular satura-se a partir de um certo
valor de interacao dipolar, comportamento que foi confirmado por meio de um modelo
simplificado de geometria plana. No que diz respeito aos modos coletivos, observamos
grandes desvios em relagdo aos casos nao dipolares, obtendo assim importantes evidéncias

uteis na deteccao experimental das propriedades de excitagdo do sistema. Ademais, nossos
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resultados numéricos mostraram boa concordancia com os resultados obtidos por meio da

abordagem hidrodindmica para regimes nao dipolares.*?
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2 TEORIA BASICA

2.1 Gases de Bose ldeais

Considere um sistema homogéneo de N particulas bosonicas e volume V. Seja \il(r)
o operador destruicao de particula na posicao r satisfazendo as rela¢des de comutacao
de bosons. Este operador, denominado operador de campo, desempenha o mesmo papel
da funcao de onda em teoria de primeira quantizacao e, portanto, quando considerado
juntamente com as relagoes de comutagao apropriadas constitui todo o ferramentario
necessario na descri¢ao de um sistema quantico arbitrario. Em sistemas de muitas particulas,
no entanto, é mais conveniente a utilizacdo de um objeto mais sofisticado construido a

partir de \Tf(r), a matriz densidade de uma particula. Sua definicao é
n(r ) = (i (r)T(r"))

sendo que todas as particulas do sistema devem ser levadas em conta no calculo da média
e, por isto, o produto final deste processo mimetiza um objeto de uma tunica particula.
Fundamentando-nos neste novo operador somos tanto capazes de estabelecer uma defini¢ao
precisa da nocao de condensacao de Bose-Einstein como também da obtencao de relacgoes
que iluminam algumas consequéncias deste fendmeno e como exatamente este equivale a
conceitos como fungao de onda macroscépica e estados coerentes da matéria. Primeiramente
notemos que no limite termodinamico, por argumentos de simetria de translagao temos
que, em geral, os valores da matriz densidade dependem somente da separacao s = r — r’.

Segue deste fato e do teorema de Fourier a seguinte identidade

1

Wrr7) = n(s) = o [ @ nip)e

onde n(p) representa a distribui¢do de momentos do sistema. Podemos agora nos restrigir

a condicoes de particular interesse.

E crucial termos em mente que no contexto de BEC o termo condensacio nio
implica, como o nome pode erroneamente sugerir, que estamos necessariamente nos
referindo a sistemas que possuem altos valores de densidade de matéria. Pelo contrario, a
realidade é que BECs frequentemente sao realizados em gases extremamente rarefeitos.
O real significado de condensacao é o de que um niimero macroscopico das particulas
constituintes do sistema ocupam o mesmo estado quantico, isto é, se "condensam'neste
estado. Assim, é evidente que tal fendmeno s6 ocorre em sistemas bosonicos em virtude do

principio de exclusao de Pauli.

Vejamos agora como o fenémeno de condensagao de reflete na matriz densidade.

Primeiramente, notemos que a ocupacao macroscopica de um estado quantico pode ser
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facilmente descrita pela seguinte distribuicdo de momentos

n(p) = Nod(p) + f(p)

onde Ny >> 1 é o niimero de ocupagao do estado fundamental e f(p) pode ser considerada
sem perda de generalidade como sendo uma funcgao suave. Nessas condigoes é simples notar
que o valor da matriz densidade tende a uma constante ao considerarmos coordenadas

espaciais arbitrariamente distantes, isto é

s — o0 = nY(s) = Ny/V = ny.

A este fendbmeno é dado o nome de ordem de longo alcance fora da diagonal ou,
ODLRO, do inglés off-diagonal long-range order. Uma vez que para um sistema infinito
ODLRO ocorre se e somente se houver ocupac¢ao macroscopica, como € simples de se

verificar, segue que estes conceitos sao equivalentes.

Mostraremos agora que condensados sao estados coerentes. Seja H o hamiltoniano
do sistema, 1); seus autoestados e a; os operadores de criagdo de uma particula no autoestado
de indice 7. O operador de campo pode ser escrito

U(r) =3 bi(r)a = vo(r)ao + > vi(r)a.
i i#0
Note que, uma vez que a grande maioria dos atomos se encontra no estado fundamental é
razoavel desprezarmos a parte do operador de campo que nao corresponde ao condensado,

que equivale a aproximagao
\i/(fr) ~ o (T)adg.

Como estamos tratando de um sistema de muitas particulas temos que Ny >> 1 e, portanto,

Ny + 1 ~ Ny. Disto e das propriedades conhecidas dos operadores @, a' segue que
U(r)[¥) ~ o(r)|¥)

onde ¥y = /Nytby. Note que a expressdo acima nada mais é que a definicio de um
estado coerente, mostrando assim que condensados sdo estados coerentes. Ao autovalor
¥y do operador de campo daremos o nome de parametro de ordem ou fung¢do de onda do
condensado. Para um condensado de Bose-Einstein ideal homogéneo, é simples obtermos
a forma explicita para a fun¢do de onda. Fazendo uso do conceito de estado coerente,

podemos escrever a matriz densidade como
n (v r") = Ui(r") Ty ().

Do fato de que o sistema deve exibir ODLRO segue que a fun¢do de onda do condensado

tem a forma

Uo(r) = /nge” : v €R
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Veja que este resultado possui uma peculiaridade: a fase v, apesar de arbitraria, tem
um valor definido. Esta é uma caracteristica marcante de estados coerentes, e decorre
diretamente do fato de que o nimero de particulas do sistema é mal definido. Com efeito,
é possivel demonstrar formalmente que existe um principio de incerteza envolvendo o

nimero de particulas de um sistema e sua fase complexa.*’

Assim, vemos que o cédlculo da func¢ao de onda de um BEC ideal homogéneo é
simples. Na préxima se¢do apresentaremos um método que nos permite obter a funcao de

onda de condensados mais realistas.

2.2 Gases Bosonicos Inomogéneos

O motivo pelo qual a discussao de BECs nao homogéneos é importante é a de
que estes sao realizados experimentalmente por meio de armadilhas e, consequentemente,
possuem dependéncia espacial ndo trivial. Além disso, precisamos de um tratamento que
inclua os efeitos das interagoes entre os atomos. Num sistema como este, encontrar a
funcao de onda do condensado nao é descomplicado como no caso de um gés homogéneo.
Mas podemos fazer uso do conceito de estado coerente para derivar de maneira simples
um método que nos permite encontrar o parametro de ordem. A este procedimento é dado

o nome de método variacional.

Sabe-se que o hamiltoniano de um sistema quantico geral pode ser escrito em

termos dos operadores criacao e aniquilagao da seguinte forma

A A h2Vv? A 1 A A A

= dr o) V) W) + / @1 7 Vigg(r — v/ )BT () () () (1)
R3 2m 2 R3

onde V4, corresponde ao potencial de aprisionamento e V;,; é o potencial das interagoes

interatomicas. Da suposi¢ao de que o sistema em questao trata-se de um condensado e,

portanto, de um estado coerente, segue imediatamente que a energia variacional Ey =
(Y|H ) corresponde a

h2
Ey=—— | & v;v3y, +/

2m R3 R3

&1 Vigap|Wol* + / Prd®r’ Vip(r — ") |[Wo(r) 2 Wo(r) [

R3

Note que por meio de um ansatz adequado para ¥, que contera os parametros
relevantes na descri¢ao do sistema, podemos calcular as expressoes acima explicitamente, de
forma que no fim do procedimento a energia Fy dependerd unicamente destes parametros.
Ora, por estarmos tratando do estado fundamental, basta minimizarmos a expressao para
a energia em relagdo aos parametros variacionais, obtendo assim nao so a forma explicita
do estado fundamental como também sua energia. Esta sera a estratégia que utilizaremos

nesta dissertagao na obtencao da funcao de onda do condensado.
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Vale citar que esta técnica pode ser aplicada para uma funcao de onda arbitraria.
Para tal, visto que o processo de minimizacao deve respeitar a condi¢ao de normalizacao
N = [ |[¢h]*d®r é necessario considerar o multiplicador de Lagrange . Esta quantidade
1 tem a interpretacao fisica de potencial quimico, isto é, se trata do custo energético
associado ao acréscimo de uma particula no sistema. Ao resultado deste procedimento de
minimizacao dé-se o nome de Equacdo de Gross-Pitaevskii, sendo esta a equagao central

no estudo de condensados de Bose-Einstein:

h*V?
(_72777, + ‘/;Tap + ‘/;ff - N)¢0 =0

onde
Verr 2/ d*r Vie|thol®
RS

Frequentemente, o potencial de aprisionamento utilizado ¢ o potencial harmonico Vi, o<
r%. Neste trabalho, utilizaremos a armadilha tipo bolha, ou bubble trap, cujo potencial

corresponde a
V R 2 2.1
Bubble = 577%00(7" —710)" (2.1)
que nada mais é que um potencial harmdnico esfericamente simétrico cujo ponto de minimo
esta deslocado de uma distancia ry. Nesta expressao temos dois parametros importantes
na descri¢ao do sistema: a frequéncia da armadilha wy define a espessura da casca esférica,

enquanto que ry define o raio médio do condensado.

A seguir definiremos os demais potenciais associados ao nosso caso de estudo.

2.3 Interacoes

Em gases rarefeitos o alcance das forcas interatomicas é muito menor que a distancia
média entre particulas, fixada pela densidade n = N/V. Isso faz com que possamos
considerar arranjos de apenas duas particulas interagindo com boa aproximacao. Outra
consequéncia importante é a de que a distancia entre particulas é suficientemente grande
de tal modo que a utilizacao da expressao assintotica para a funcao de onda, fixada pela
amplitude de espalhamento, é sempre justificada. Esse tratamento tem a vantagem de
que todas as propriedades ligadas a interacao de contato em um dado sistema podem
ser expressas unicamente em termos da amplitude de espalhamento de forma que uma
descricao mais detalhada destas interacoes de curto alcance é desnecessaria. Ademais, dado
que estamos interessados no estudo de BEC devemos considerar temperaturas abaixo da
temperaura critica T¢. Nesse regime de temperaturas os valores de momento relevantes
sao limitados superiormente de tal forma que a amplitude de espalhamento independe da
energia do sistema e portanto pode ser aproximado pelo seu valor de baixa energia que

de acordo com a teoria de espalhamento é determinado unicamente pelo comprimento de
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espalhameno de ondas-s a, enquanto que ondas orbitais mais elevadas como p, d ou f sao
suprimidas devido a barreira centrifuga presente nestes sistemas ultra-frios. O potencial

que é tipicamente utilizado na descrigdo desse tipo de interacao tem a forma

_ Anh*a,

Vs = o(r—7')

m

e é chamado pseudopotencial de contato.

Note que Vs, por construcao, corresponde a um potencial isotrépico e de curto
alcance. E importante ressaltar que o pardmetro a; pode ser variado experimentalmente
via a aplicacao de campos magnéticos. Essa técnica, denominada ressonancia de Feshbach,
fornece grande controle experimental sobre a interacao de contato, de forma que em
principio podemos tanto alternar entre comportamentos repulsivos e atrativos quanto

"desligar" essa interacao.

Nos tultimos anos consideravel interesse surgiu no estudo de outro aspecto da
estrutura interna das particulas constituintes de gases ultra frios: o momento de dipolo.
Se este for suficientemente grande, as resultantes forcas provenientes da interacao de
dipolo-dipolo podem influenciar ou até mudar completamente as propriedades de BEC em

gases bosonicos. A interagao entre dois dipolos é descrita pelo potencial

Neste trabalho consideraremos um gas monoatomico com m; = g = msy. Além disso
consideraremos o caso em que todos os dipolos apontam na mesma direcao. Escolhendo
nosso sistema de coordenadas como aquele cuja dire¢ao do versor 2 coincide com a dire¢ao

de polarizagdo obtemos

pop? (1 —3cos?0
4 r3

Vaa =

sendo que # representa o angulo entre a direcao de polarizagao e o vetor que liga os dipolos,

como ilustrado na figura a seguir:
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Figura 2 — Interacao entre dois dipolos
Fonte: LAHAYE; MENOTTI; SANTOS; LEWENSTEIN; PFAU.*

Com o fim de quantificarmos a forca da interagao dipolar para uma dada espécie

atomica é ttil a definicao de alguns parametros. Primeiramente, podemos definir

. Caam
QAdd = 19772
onde Cyy = pop?. Note que este objeto, que possui dimensao de distancia, nos d4 uma
medida do valor absoluto da for¢a da interacao dipolar. Contudo, visto que os sistemas
fisicos de interesse também apresentam interacao de contato, a grandeza que realmente
determina as propriedades destes deve ser uma medida da forga relativa entre estas duas

interagoes. Assim, é natural definirmos a quantidade

L agq  Cag
€dd = -

as 3¢

Dessa forma, para que fendmenos ligados a interagao dipolar possam ser detectados é
necessario que €44 seja um numero apreciavel. Vale apontar que as constantes introduzidas
na definicdo de ayq sao tais que um condensado dipolar homogéneo com €45 > 1 apresenta
instabilidade e colapsa. Valores tipicos de €44 sao 0.007 para Rubidio, 0.16 para Cromo
e 1.3 para Disprosio. Neste ponto, é crucial ressaltarmos que apesar de estes valores
serem fixos para uma dada espécie atomica, dado que possuimos controle experimental do
comprimento de espalhamento de ondas-s por meio de Ressonancia de Feshbach, segue
automaticamente da definicdo de €43 que temos liberdade em controlar os efeitos dipolares

no condensado.

Comentemos agora sobre alguns destes efeitos, comegando pela anisotropia da inte-
racao de dipolo-dipolo. E simples notar que dipolos numa configuracao "lado a lado" (1)
experienciam forga repulsiva. Ja dipolos numa configuracdo "head to tail'(——) experien-
ciam forca atrativa. Ademais, visto que a interacao dipolar ¢ de longo alcance da forma 3

segue que mesmo para temperaturas proximas do zero absoluto as componentes de ondas



25

parciais nao s6 sao finitas como acoplam-se umas as outras devido a anisotropia. Por isto,
tal potencial nao pode ser simplificado para um potencial de contato. Estas duas carac-
teristicas acarretam em interessantes dependéncias nas propriedades de BECs dipolares.
Em particular, a geometria de um condensado, determinada pelo armadilhamento, é uma
caracteristica de grande relevancia. Por exemplo, sabe-se que condensados nao dipolares
se tornam instaveis para comprimentos de espalhamento negativos, produzindo assim o
fenébmeno de Bosenova, que se trata do colapso do condensado e da dindmica subsequente.
Ao confinarmos um condensado dipolar numa armadilha harmodnica este tende a se alongar
na direcao de polarizacdo. Uma consequéncia interessante disto ¢ a de que condensados
aprisionados em armadilhas do tipo "panqueca" mantém sua estabilidade para uma faixa

de valores negativos de a.
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3 ESTADO FUNDAMENTAL

3.1 Bubble Ansatz

A fim de utilizarmos o método variacional na obtencao do estado fundamental
precisamos determinar a priori um ansatz que ao mesmo tempo descreva adequadamente
a geometria de casca fina e também permita as acomodagoes angulares da densidade do
condensado ao longo da superficie esférica devido as interagdes anisotrépicas dipolares.
Primeiramente, note que de modo geral a geometria de casca esférica isotropica pode ser

facilmente descrita por uma func¢ao pico da forma

\I/Trial (T) = Af [T — RO]

Ry

sendo Ry o raio médio da nuvem atdmica, R; sua espessura ¢ A uma constante de
normalizacao. Tipicamente a forma especifica de F é aquela obtida via aproximacao de
Thomas-Fermi que, no caso de uma armadilha harmoénica corresponde a porgao positiva
de uma parabola invertida. No entanto, dado que estamos interessados no limite de casca
fina, situagdo na qual a contribuicdo da energia cinética é apreciavelmente maior a das
outras energias, segue que esta aproximagcao nao ¢ adequada. Por este motivo utilizaremos
um ansatz gaussiano que nao s6 ¢ mais adequado neste regime de energia cinética como

também foi a funcao teste utilizada em trabalhos aos quais compararemos nossos resultados
xz2/2

para limites niao dipolares.?® > Sendo nosso ansatz radial da forma F(z) = e~ segue
que no limite de casca fina, isto é, Ry >> R; este possui a importante propriedade
. Ry Rj 9 Ry 5 [Ro
I _B0g, f[ —1]:5 1 3.1
i |- 7] = o (0] =sa-1) G
?%0
0

sendo u = /Ry e § a fungao delta de Dirac.

Tendo estabelecido a dependéncia radial do nosso problema podemos agora definir
a forma da dependéncia angular. Note que diferentemente da imposicao feita no comporta-
mento radial, que queremos que apresente simetria esférica explicita, desejamos expressar
o comportamento angular de forma completamente arbitraria de maneira que este nos sera
revelado apds o processo de minimizacdo. O modo mais simples e pratico de expressarmos
qualquer dependéncia angular na superficie de uma esfera é através das autofuncgoes do
operador momento angular ao quadrado, os esféricos harmonicos. Assim, a funcao teste a

ser utilizada no decorrer deste trabalho é escrita como

2
Wriat(7) = Aexp l—fR%(u _ 1)21 < h(0, )
1
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sendo h expressa como a combinagao linear dos harmonicos esféricos Y,
m
¢) =D anY"(0,9)
Im
cujos coeficientes a; ,,, respeitam a condi¢do de normalizagao

Al pam =1 (3.2)
Im

requisitada pela regra de Born. E importante notarmos que como os ay,m definem completa-
mente a distribuicao angular de ¥r,;,; segue que nestes estao toda a informagao necessaria
na obtencao do estado fundamental e portanto estes serao os parametros variacionais.
Note que, uma vez estabelecidas todas as caracteristicas relevantes do nosso sistema, como
espécie atomica, frequéncia da armadilha, etc, a energia do sistema dependera exclusiva-
mente dos a;,,. A dltima etapa necessaria para o estabelecimento da nossa funcao teste é

a determinacao da constante A, que obteremos a seguir via condi¢do de normalizacio

N = / B2 ()0 (),

sendo N o ntmero de dtomos presentes no condensado. A partir de agora expressare-
mos todas as integrais envolvendo a fun¢do de onda em coordenadas esféricas. Nestas

coordenadas e substituindo ¥ (&) por Wr.q () a expressao acima se torna

~R AN
/ ridr / dQ]—“Z 7 0} S ar V| Y am;
R+ 1 U'm/ I,m

sendo o angulo sélido total delimitado pela superficie esférica e Rt o conjunto dos
numeros reais positivos. Ademais, note que do fato bem conhecido de que podemos, sem
perda de generalidade, adicionar uma fase complexa arbitraria a func¢ao de onda segue
que A pode ser considerado um numero real positivo por conveniéncia. Rearranjando a
expressao acima obtemos
2 r— R() /
N=A> "> a; ,alm/ rdrJF? [R} / aQy,m )y
Lm U';m/ 1 Q

Neste trabalho sempre utilizaremos a seguinte convenc¢ao de normalizacdo de harmonicos

esféricos
/dQ( VL S .
Q

onde 0y, simboliza a delta de Kronecker. Desta convengao e da restrigao (3.2) imposta

ao0s a ., segue que

N = A2 Z Z al’ /alm/ QdT.FQ |: RO:| 5l’ lél’m
R+ Ry

’

Lm U',m
= A? Z azkmaz,m/ r2drF? [T _ RO}
lm 7 R+ Rl
:AQ/ r2dr F? T_RO] :
R+ Ry
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Aplicando a mudanca de varidveis r = Ryu e substituindo a forma funcional de F obtemos

N:ﬁ%/

R+

2
udu exp [—O(u — 1)2]

Aplicaremos agora o limite de casca fina. Fazendo uso da identidade (3.1) temos

N = AQR?)/ u*du RlﬁcS(u —1)

- Ry
R
:Amgg%:ﬁ%mw;
0

donde concluimos que no limite de casca fina a constante de normalizacao A é

VN
B Ro\/ R17T1/4

e podemos finalmente escrever a forma final de Wrp,;q; :

A

N R2
Uppiat(1) = ————exp | ——=(u — 1)?| x mY; " (0,
1) = e 5= 1| X (0,0
Tendo nossa func¢ao teste em maos podemos prosseguir com o calculo da energia

total do sistema.

3.2 Energia de Confinamento

Comecaremos pelo termo mais simples, a energia de armadilhamento. O procedi-
mento que serd apresentado a seguir é praticamente o mesmo que foi feito na secao de
normalizacdo. Isso se da pelo fato de estarmos lidando com um potencial de aprisionamento

isotréopico. A energia da armadilha é dada por

Epubbie = /dgxq’*(w)qf(CC)VBubbze

Ao substituirmos a expressao para Vg, dada por (2.1), e W(x) obtemos

1 —R AN
Epubbie = AZ/ TQd?"/ df (MW(Q)(T - 7‘0)2) F? [TO] Z ay o Yy Zaz,mY}m
R+ Q 2 Rl m! I,m

veja que, pelos mesmo argumentos utilizados na secao anterior, a parte angular desta

expressao ¢ trivial. Logo, temos que

1
Epubbie = §A2M OJS /

r2dr(r —ro)* F* [T — RO}
R+

Ry
substituindo a forma funcional de F e realizando a mudanca de variaveis r = uRy obtemos
2

1 To R
§A2Mw(2]R8 /]R+ w?dr(u — R—O)2 exp l—R(%)(u - 1)2] :
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Aplicaremos agora o limite de casca fina e substituiremos a exponencial por uma delta de

Dirac

1 Rlﬁ To
§A2Mw§R8 I w?du(u — Rﬁ)Qé(u —1)

0 R+ 0

donde segue imediatamente que

1 T
EBubble = 5,421\40033315%1\/7?(1 — FO)Z
0

Substituindo a constante A obtemos a expressao final para a energia de aprisionamento:

To

N
Epubbie = EMW(%R?)O - R )2
0

E importante que ressaltemos a diferenca entre rq e Ry. O primeiro se trata do minimo de

potencial da armadilha enquanto que o segundo ¢ o raio médio da nuvem atomica.

3.3 Energia Cinética

Para o cédlculo da energia cinética utilizaremos a seguinte expressao

hQ 3 2
Bun = oy [ @2 1990

onde ||v|| deve ser entendido como a norma do vetor complexo v definida como sendo

loll =, /> vive.
i

2

Em coordenadas esféricas temos

oV (r)
or

2

oV (r)
o0

1
r?

VW) = ‘ 1 ‘&If(fr)

9¢

sendo |z|? = z*z a norma usual de niimeros complexos. Assim, a energia cinética se expressa

r2sin?6

como uma soma de trés integrais correspondentes a cada uma das derivadas parciais da
funcao de onda. A seguir calcularemos cada um desses termos comecando pelo termo da

derivada radial. Avaliando esta diretamente obtemos

8%5” _ 4= F) ;%%RO) exp [—(r ;R?) ] X h(8, 9).
Logo
/d% oV (r) ’ :/ Ter/ dQ‘—A(T — Ry) exp l_ (r — RO)W h(9, }) ; =
R+ Q
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onde mais uma vez a integral angular é trivialmente igual & unidade. Trocando para

coordenadas radiais sem dimensao obtemos
N R} / 9 R2
—— widu(u — 1) exp | ——2(u — 1)?] .
A estratégia a ser utilizada neste passo serd a de primeiro obtermos a expressao anali-

tica desta integral e depois analisaremos seu comportamento no limite de casca fina. E

relativimente simples verificar que a integral acima resulta em

N R} [T (202 4 3) (exf(a) + 1) + 2e
VT R l 8a’ 1

onde @ = Ry/R;. No limite casca fina, isto é, no regime em que a >> 1 é razodvel

considerarmos as seguintes aproximagoes

0 0
N R} | Jma?(2+ 3/ (exfer™' +1) + 27 a
V7 R} 8a®

resultando em

NRy Vi_ N

ViR 28 T 2R

/ A3z

Faremos agora o segundo termo, correspondente a derivada na direcao polar:

/d3 ! /]R+ Qd/dQﬂAexp[ (QRQ)]X(%( )
— [ i ew [_“]f‘))] < [ aoounio. o)

2
:AQRO/ du exp [—Rg(u— 1) ] x/dQ\ﬁgh(e, ?)|?
R+ R Q

e, portanto

N
- 2RY

v (r)|?
or

2

Neste caso, a integral radial é elementar. Aplicando o limite de casca fina em sua expressao

analitica obtemos

~
~

s [ VERi (xRt T] + 1) )
Ro( g ) | av1aiho. o)

AQﬁRl/dQ|8g )P = N /dQ|89
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0 que nos leva a
2

= — [ dQ|0yh(0, ¢)|
R%Q |9<7¢>|

ov(r)
00

1
3

Antes de tratarmos da integral angular notemos que a parte radial do proximo termo a ser

calculado, aquele resultante da diferenciacao de W com respeito a ¢, possui esta mesma

dependéncia radial que acabamos de calcular. Segue imediatamente que o termo azimutal

3 1 ov(r)
/d Y2 sin® g 0¢

Podemos agora escrever o resultado preliminar

_I* Ny Rj 2, 0sh(0,9)?

A seguir resolveremos a parte angular da expressao acima. Substituindo a forma explicita

de h(0, ) obtemos
[ a0 [\aahw, 9 +
Q
SN a4 wam / o l(ae ;"’)*agylm+(
Q

U'm’ Iym

tem a forma
2

2
N [ glon.0)
R3 /o sin? 0

Kin

sin? 6

9,h(6. ¢)|2] _

DY ) O Y™
sin? 0

Utilizaremos agora as seguintes identidades facilmente verificaveis via regras elementares
de diferenciacao:

v
( L 62 89[sin069Ylm]

Iy % m 1 . m’\* m
(GoY"™ ) 0pY)™ = —— Oplsin O(Y;™ )" 0pY"] —

(DY ) 05Y™ = 05 [(Vy") 0| = (Vi ) 03Y,™

Note que os primeiros termos de cada uma das identidades acima resultam em zero quando
integrados no angulo sélido. Isto decorre trivialmente do teorema fundamental do célculo

associado a natureza periédica dos integrandos. Consequentemente

(a(b l/m/)*a(z)ygm‘| _ / dQ( lzﬂl)* [_ag[sinéﬁngm] _ aggylm
Q

sin? 6 sin 0 sin? @

/ 00 [(ae Y
Q

A seguir o motivo destas manipulagoes ficard claro. Veja que o termo entre colchetes
do lado direito da equacao acima nada mais é que a representacao espacial do operador

momento angular ao quadrado aplicado no seu autovetor, o harmonico esférico ¥,

L2y =11+ 1)Y™
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Substituindo a equacdo acima na integral angular obtemos
/ AQUY ) U1+ 1)Y™ = 11+ 1)0p s Om
Q

que nos leva a solucao surpreendentemente simples

) 2
/ d§2 [k%h(@, )‘ M] Z Zal, 1y mél/ m/(S[ ml(l + 1 Zazmal,ml(l + 1)
Q

S 0 U'm' Iom lym

Substituindo o resultado acima em (3.3) obtemos, finalmente, a energia cinética do sistema:

NhR? { R?

EKmeMR% 2R Zalmalml(l+1)}

3.4 Energia de contato

A energia de contato é dada por

Es=3 [ dafue)
2 Jos

substituindo nosso ansatz e passando pra coordendas esféricas fica

9/ 7"2dr/dQ
2 Jr+ 0

9 4ap3 2 Rj _
A'R) [ wPduexp|—2— (u— 1) dQ
2 R+ Rl

Aexp[—( R ]Xzalm 0,0

Zalm 7

O resultado analitico da integral radial é

R2
/ w?du exp [—QRg(u - 1)2] =
R+ 1

Ry V2R, 2R2
TR% (\/ 2T (4Rg + R%) (erf( Rl ) + 1) + 46 Ry R()Rl

que no limite de casca fina se reduz a

R2 vV 27TR1
/}R+ u?du exp [—2}_{(12)(71 - 1)2] — o

e portanto

Eéng4Rgv27rR1 x/dQ

2Ry

> a0, 0)
I,m

 rgN?
9 /dQ Zalm 0.6

47TR2R1
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Tratemos agora da integral angular. Primeiro, expandiremos o integrando da seguinte

forma
4

= Z Z Z Z all’mlal2’m2a2‘37m3a2‘47m4}/2?“YE;”Q(YE;”E*)YEZM)*

l1,mq l2,ma l3,m3 ly,my

> amY" (0, ¢)
Ilm

de maneira que a integral angular é expressa
4

. * * mimamsmag
/dQ - Z Z Z Z allymlal27m2al3,mga‘l4,m4All lo I3 g
Q

l1,mq l2,ma l3,m3 ly,my

Z al,mYEm (‘97 (b)
I,m

onde

l1 1o I3 la

p = [ vy ey
Q

Precisamos, portanto, calcular os nimeros A. Com este fim, utilizaremos a propriedade do

produto de harmonicos esféricos

2l 1)(21 )20+ 1
T.oee,0) = Y, B R LRI D,
lm

holy IN(L b 1 S
bt e Yo

sendo os objetos entre parénteses os simbolos 3-J de Wigner, cujas propriedades encontram-

(3.4)

se no apéndice. Veja que ao substituirmos esta identidade na definicao dos A reduzimos a
integral de um produto de quatro harmonicos esféricos a uma soma envolvendo a integral
de apenas dois harmonicos esféricos, sendo esta simplesmente igual ao produto de deltas

de Kronecker devido a condicao de normalizacao. E facil verificar que este procedimento

4
I, 20 + 1
mimomsmy __ Jj=1%) Z(Zl + 1)><

1 l2 I3 U1y 47T

resulta em

Im
i Iy 1 i s l I3 Iy 1 I3 Uy l
0O 0 O m; Mo —m 0O 0 O ms M4 —M

Devido as propriedades dos simbolos de Wigner podemos nos livrar do indice de soma m

obtendo

p
mimamgmy __ —Hj:l 2+ 1 Z(?l +1) (lg lg l) ( - | ) "

B l 0 mi My —(m1+m2)

11 1o I3 Iy 47T
I3 1y 1 I3 Iy l 5
0 0 0 ms MMy —(TTL1 + mg) mtme,matm



35

Segue que a energia de contato é dada por

mimomsmy
E5 2 Z Z Z Z ay mlal27m2al3 msal4 ma =l l2 I3 Iy
\/87rR R,

1,m1 l2,me l3,m3 la,ma
3.5 Energia de interacao dipolar

Dedicaremos esta secao para o calculo da energia de interagao dipolar. A partir de

agora utilizaremos a seguinte notagao para a densidade do condensado

Assim, a energia de interacao de dipolo-dipolo tem a forma

Euy = / / d*r d*r' n(x)Vyg(x — ' )n(x’)
RS JR3

A seguir conduziremos algumas manipula¢des mateméaticas que simplificardo enormemente
o calculo de Eyq. Seja Vyy(k) a transformada de Fourier do potencial de interacao V()

sendo hk = p. Segue do teorema de Fourier que
/ d3k‘ V:id(k)e—ik-(w—x’)'
R3

Note que estamos usando a convenc¢ao que concentra os fatores de 27 somente na transfor-

Via(w — a') = (27)?

mada direta. Substituindo a expressao acima na férmula de Ej; obtemos

Eia = / / FPx &' n(x)Vi(x — x')n(x)
R3 JR3

/R3 /R3 d'o d's’ n(a) <( 2m)? / a°k Vdd(k)e_ik.(w_ﬂ)) n(x')

@ /IR &k Vialk) /R d m()e /R B (@)
~ / &’k Vaa(k)n(k)n(—k)

]R3

onde n(k) denota a transformada de Fourier da densidade n(r). A grande vantagem que
temos ao expressarmos a energia dipolar no espago de Fourier é a de que um simbolo de
integracao é eliminado. O preco a se pagar é o de que precisamos calcular Vyy(k) e n(k)

explicitamente. Comecemos pela transformada de Fourier do potencial de interacao.

3.6 Calculo de V(k)

Nesta etapa utilizaremos a seguinte identidade de operadores, sendo esta frequente-

mente utilizada no estudo de interacoes dipolares

1 I Y R |
g, = Su = 3EE S00() (3.5)

T dmx Ao’
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onde 0; representa a operagao de diferenciacao parcial em relagao a coordenada z; ,x = |x|
et; = |&. E interessante notar que a identidade acima expressa a relacéo entre o potencial
de Coulomb, no lado esquerdo da equacao, e o potencial de interacao de dipolo-dipolo
no lado direito. A demonstracao segue do teorema da divergéncia Gauss. Aplicando o

operador transformada de Fourier F em ambos os lados desta equagao obtemos

1 5 — 3dui; 1
F {—aiajm} —F [J“ﬂ + 5ij5(m)] .

A3 3
Rearranjando os termos e fazendo uso da propriedade F[0; f] = —ik;[F[f] temos que
0ij — 3T:4; 1 1
IF LY — klkIF — *51"
[ Ao’ ] 7 4wzl 377

Como ja foi dito anteriomento estamos interessados no caso em que todos os dipolos se
encontram alinhados com a dire¢ao 2. Fazendo portanto a restricao ¢ = 7 = z e comparando
com (3.5) obtemos
1 1
Vik) = Cu (128 [ ] - 5)
de maneira que o problema de calcularmos a transformada de Fourier do potencial de
interacao dipolar se reduz ao calculo da transformada de Fourier do potencial de Coulomb.

Para este fim utilizaremos a identidade de Schwinger

i _ 1 v—1_—af
@ T(v) /deg o

Ao substituirmos esta em F[1/x] o cdlculo se torna elementar

1 1. 1 1 5
F ] :/ deiezk.aj :/ de ezkz-w — / de/ d 71/26—§w e@k.w
z R3S T r:  Va? I'(1/2) Jgs R+ &8
1 2 1 NN
e dé‘ £*1/2 </ d?’l‘ e*fa: elk-m) - dé 571/2 <> T
VT Jrt R3 N VE
o[ g
=7 Bt §2 T k2
1 1
Fl—| = —
{47?33} k?
Consequentemente

_ 2 1]_1>_Cdd 3k
V(k)_Cdd(kzFLm 3)" 3 \Re )

Finalmente, ao expressarmos a formula acima em coordenadas esféricas (k, O, ¢y) e notando

/16
?)COS2 (9k —1= ?’N}/QO(Q;C, gbk)

que
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obtemos o simples resultado

V(k) = 146; Caa Y5 (O ¢r) (3.6)

Calcularemos a seguir a transformada de Fourier da distribuicao de densidade do conden-

sado

3.7 Calculo de n(k)

Neste passo utilizaremos a expansao

e = 4r N il G (kr)Y™ Q)Y ()

Im

sendo j; a funcao esférica de Bessel e €2 uma abreviacdo para as coordenadas angulares
(0, ¢) de ambos os espagos direto e de Fourier. Tal resultado é imediatamente verificdvel
via aplicacao do teorema de adicao de harmonicos esféricos na expansao em ondas planas
de Rayleigh. Fazendo uso desta relacao e ja substitiundo ¥(r) explicitamente temos que a

transformada de Fourier da densidade n(x) fica

n(k) — /R @ ()
= /RS Bx U(r) U(r) e*®

- R
= /Rd d3r (AQFQ |:7an0:| Z Z all,m1a?2,m2}/l;nl (Q)Yl;ng*(gD) %

l1,mq l2,m2

(47T > i, (kr)Y, e (Q)Y," (Qk))

l3,m3

2 - m
S ar Y By V()
{li;m;}

(/ fwﬁJM%FQV;;%
R3 1
= 471'.,42 Z z'l3alhm1 y;ms (Qk) X

*
Ay ms Ly
{l;;m;}

@@ (@)

(/R+ r2dr g, (kr)F? V ;%1ROD (/Q . WTI(QM?Q*(Q)ET*(Q)>

onde escolhemos denotar {l;, m;} = Iy, mq,ls, ma,l3, m3 por compacidade. Resolveremos

agora a integral angular, que a partir de agora sera denotada por A. Utilizando novamente
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a propriedade (3.4) obtemos

Apmama / 4 Y Q)Y Q)Y (Q)

l1 12 I3
:/de/lnl(Q)Z 2L+ 1)L +1)204+1) (lp I3 1\ (1 13 1
. Lm Am 0 00 mg M3 —M
_Z\/(2l2+1)(2l3+1)(2l+1) lo 15 L\ [1y I3 1
Am 00 0)\me mg —m

Il,m

x (=)™ /Q dQ Y2 (Q)Y,™(Q)
l I3k
mo M3z —My
Loy Iy
—my Mo M3
e [T ) (b BY (0 n b B
Am 0 0 0)\~(mz+ms) my my) """

sendo os dois ultimos passos consequéncias das propriedades dos simbolos de Wigner.

:éml,méll,l

= (-1

47

=(-1)™ M by I3 L
4m 0 0 0
0 0 o)

T2 (2% + 1) (h Ly s

Resumindo os céalculos acima, temos

Amlmgmg

ma+ms3 ?:1 (QZZ + 1) ll l2 l3 ll lg l3
Ihle I3 — (_1) A 5m1,m2+m3
4 0 0 O —(m2 + mg) mo M3

(3.7)

Concluimos assim o calculo da parte angular. Embora ainda reste a parte radial a

ser resolvida nao o faremos no momento. Ao invés disso, a compactaremos como

Tik) = /R e (k) [7%]

1

(3.8)
e assim, podemos escrever n(k)

n(k) = 41 A* Z il3all7m1az‘2’m2Aﬁlg2g3$3(/{:)YZTT’(Q;C).
{li;mi}

Tendo em maos todas as transformadas de Fourier necessarias podemos agora conduzir o

calculo da energia de interacao dipolar.

3.8 Calculo de E;

Antes de prosseguirmos sera conveniente compactarmos nossa notacao visto que

as expressoes que surgirao serao demasiadamente grandes. Primeiramente, lembremos da
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expressao para a energia dipolar

B = 2(2;) / @k Vaalk)n(k)n(—k). (3.9)

segue do calculo feito na subsecao anterior que

n(k)n(—k) = (47TA2 Z il?’all,mla;‘z,mZA?flggf;Sjlg(k)Y};”S(Qk)) X
{li;m;}

(47TA2 Z (_i>16 A1y my a?;,m5AlTZ4lrg517?6 ‘7l6 (k)YzZLG (Qk>)

{ljm;}

Reorganizando o lado direito da expressao acima obtemos
167T2./44 Z Z il3 (_i)lﬁ iy my a?;,mz al4am4azk5,m5 X
{li;ma} {ljmy}
Am1m2m3Am4m5m6 s (k))%e} (k)anS (Qk)}/l;ne (Qk) .

l1 ZQ l3 l4 15 l6
Agora, renomearemos todos os coeficientes da expressao acima da seguinte forma:

- * * mM1MmM2ms A Mm4amsme
C{lk,mk}— A1y m1 Ay g Uama Qg ms My 15 15 Az4 5 I

sendo {lx, my} uma abreviagdo para a colegao de todos os doze indices [;, m;. Dessa forma,

podemos escrever

Byn(—k) = 167241 3" i55(—0)Cya Ty () Ti (B Y ()Y ().
{lk,m}

n

—~

Assim, segue da relagao acima, de (3.6) e de (3.9) que a energia dipolar é

(217T)3 /R @k Vak)n()n(—K)

x (1679,44 > z"3<—z‘>lfﬂc{zk,mk}m3<k>%6<k>n?3<9k>n;”6<ﬂk>)

{lk ,’H’Lk}

Egq =

DO

CddN2 167 X .
- 71-233}{% T5 Z Zl3(_Z)16C{lk7mk} /R+ k*dk tzs(k)tze(k)x
{leymu}

[ a0y @yis)
Qp
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Note que como Yy apresenta simetria azimutal sendo portanto uma fungao real temos
que a parte angular da expressao acima possui a mesma forma dos A, definidos por (3.7).

Segue imediatamente que
| dou @Y @0 = A
Ademais, das propriedades dos simbolos de Wigner (Apéndice A) temos
AP0 = AT (815 + Otgv2its + Otg—2,5)-

Logo

CddN2 167 . N mam
w=spip\ a5 o D Cumy AL
04l {lk,me}

</ k2dk L713 (k>‘7i6 (k)> (513716 + 613+2,16 + 5l3*2716)
R+

CddN2 167 mame 0
= 2 RIR? E Z C{lkvmk}Alg 3l6 %y X

</ dek ‘-7l3(k>\7l6(k)> (6l3,l6 - 6l3+27l6 - 6l3_2716)
R+

sendo que na tultima igualdade foi usado que

T L
—1 se l3 = l@ +2

Trabalharemos agora nas integrais radiais, o ultimo passo do calculo das energias. Pri-
meiramente, veja que embora estas dependam dos indices (I3, ls) ndo ha necessidade de
calcularmos tal integral geral visto que as deltas de Kronecker s6 sao diferentes de zero
nos trés casos correspondentes a lg = I3 e [ = I3 £ 2. A seguir calcularemos as integrais

radiais correspondentes a cada uma destas situacoes comecando pelo caso mais simples,
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isto é, aquele em que lg = l3. Da defini¢ao (3.8) dos J; temos

/ K2k Ji(k)Ti(k) = / K2 dk ( / r2dr ji(kr)F? {T_RO
R+ R+ R+ Rl

)x
(/R+ r2dr’ g, (kr! )F2 [T R1R01>
i [ ac [ it -] x
[ v iteor [

_ 22 [fo, ] g2 [Bo,
RO/R+/R+dUdUUu}— [R1( 1)]]—‘ [31(U 1)
- 2d¢ ji(&u) 5i(&v)

X

sendo que a tunica manipulacao significativa feita foi a de trocar as coordenadas de

integracao para varidveis adimensionais. Utilizaremos agora a identidade
. . T
§2deji(Eu)ji(€v) = ﬁfS(U —v) (3.10)
R+ u

donde segue que

2 3 a2 [Ro, 2 [Ro,
[mkdkj, R/W/Wdudvvu}" {Rl( 1)]? {Rl(v 1)}

/ €2d€ jy(€u) ji(Ev)

—R3/ / dudv v*u?F? [—Z( —1)] F? H;O(v—l) X
R+ JR+ 1 1
ﬁé(u — U
— 0y 01
5 /]R+ uuF R (u—1)
3 2
_ Tl du u? exp l—Zgg(u - 1)2]
R+ 1
R R 2R i
- % o (\/27r (4R + RY) (erf <\/}_%1 0) + 1) +de RORl)
0

que no limite de casca fina se reduz a

3/2 2
/ K2k Ji(k)Ji(k) ~ Wim
R+
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Trataremos agora do caso lg = I3 — 2. De forma semelhante ao caso anterior temos

/ K2dk Ty(k) i (k) =

R} /]R+ /R+ dudv v*u®F? [gl( )} F? [g?( —1) 2d¢ ji(§u) ji-2(&v)

R+

Utilizaremos agora a propriedade

20—1

Ji2(z) = Ji-1(z) — giz)

que implica em

1

[ —
f d¢ ji(&u) ji—a(§v) = / f d¢ ji(&u) (2

20 —
AL cae e
(Y R+

Y —jz<sv>>
w) ji—1(&v) — - E2dEji(Eu) i (&v)

A primeira integral da ultima igualdade pode ser solucionada analiticamente resultando
em 7/4 enquanto que a segunda se trata da identidade (3.10). Fazendo uso disto e do

procedimento realizado no caso lg = [3 observamos que

/R+ K2dk Ji(k) Rf”/R+ /IR+ dudv v F? {gl( )] 72 Eﬁ( —1)} x

(S0 )

3 _
= R07r(211)/ u?duJF? {Ro(u —1) / vdvF? {Ro(v — 1)}
R+ R]_ R+ Rl

4
- / K2dk Ji(k)Ji(k)
R+
_ Rg”(m —1) 2 2 @ / 2 &
== /Wudu}" {Rl(u—l) R+vdv}" {Rl(v—l)}

_ / Rk TR F(R).

restando apenas as integrais triviais envolvendo as gaussianas F. A primeira delas corres-

ponde a

/]R+ wduF? [Z(l)( — 1)] = /R+ w?du exp [_gg(u_ 1)2]

R Ry 4
1 =y
= (ﬁ (233 + Rf) <erf <R1> + 1) + 2 i R0R1>
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que no limite de casca fina aproxima-se

R VTR,
2duF? [0 -1 } ~
/R+ u duF R (u ) R

enquanto que a segunda é

Ry R2
/]R+ vdv F? {Rl(u - 1)] = [R+ vdv exp? [_R(%(U — 1)21

VAR 1 R?
o 18)9

sendo @) a funcdo Gamma regularizada. Esta dispoe da propriedade

. 1
lim @5 w) =0

donde segue que no limite de casca fina temos

Ry NG
d]-'ﬂ —1]%
/R+U12 R1<u ) o

Assim, concluimos que, no limite de casca fina

30(2] — 1 2 3/2 2R2
/ K2k (0 Foa(k) ~ R3m( )  wR?  7/%2RIR,
R+

i R 4
_ mR{R(21L-1) R, 7**V2RiR,
- 1 Ry 1
5 R2 3/2
_ V2R ( Tior— 1) _ 1)
4 2 Ry

O 1ltimo caso a ser considerado, aquele em que lg = I3 4+ 2, segue imediatamente do

anterior. Basta substituirmos a variavel muda [ por [ 4+ 2 e obtemos

2R2R, /2
/ K2k Jm(kmka(
R+
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Podemos agora substituir as integrais envolvendo os J na expressao da energia dipolar
obtendo

OddN2 167

Bg=—2" [
W rRIR\ 45

msameg 0
Z C{lkvmk}Alg lg 2 X

{lk)mk}

(/ dek \7l3(k)\7l6(k)> <5l3,l6 - 5l3+2,l6 - 513_27l6)
R+

_ CaaN? |16 m*2V2R{R, T c Amame 0
WQRéR% 45 4 {le;mi Mg 1g 2

{lesmi}
Ry R
o (s
2CddN2 0
[ C m Am3m6
3\/ER3R1 {lkzmk} {llw k} I3 lg 2

Ry R,
{513,,6+ (1—1/ (21+3)R )5l3+2,ﬁ+ (1—,/2(21—1)}% )513 2,6}.
0

Finalmente, temos que a expressao para a energia dipolar no limite de casca fina é

Eijy=——7im— Cit i AT30 %
dd 3 ’_10R2R1 {l%k} {lemi X 1s 2

R R
|:6137l6 + (1 - \/;(2[ + 3) R1> 513+2,16 + (1 - \/g<2l - 1) R0> 5l3 2l6:|

E assim, concluimos todos os calculos das energias. Deste ponto podemos somar

todos os resultados parciais de forma que a energia total
Etotat = Epuvbie + Excin + Es + Fag

pode ser minimizada numericamente. Note que uma vez estabelecidos todos os parametros
relevantes do sistema restarao apenas os coeficientes a;,, a serem determinados. Como
uma ultima observagao, é simples notar que a energia total do sistema trata-se de um
polinémio de ordem 4 dos coeficientes a;,, e, portanto, algoritmos simples de minimizacao

podem ser aplicados. O método de minimizacao utilizado foi o método de ponto interior.*!
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4 RESULTADOS: ESTADO FUNDAMENTAL

Antes de apresentarmos os resultados sera conveniente ganharmos um pouco de
intuicdo sobre o nosso sistema, em particular, sua distribuicdo angular. Ao reconhecermos
que o parametro de ordem deve exibir certas simetrias decorrentes da natureza das
interacoes presentes, simplificacoes na expressao da energia total sdo nao s6 possiveis como
de grande conveniéncia no que concerne ao custo computacional requerido no processo de

minimizagao.

Figura 3 — Representagao do bubble com os dipolos alinhados na direcao z
Fonte: Elaborada pelo autor

Em todos os resultados obtidos nessa sessao utilizaremos os seguintes parametros:

e Massa atomica do disprésio : M ~ 2,5 x 1072 kg

o Frequéncia de armadilhamento: wy = 200 x 27 Hz ~ 1,2 kHz

h
wo

~5,7%x 107"m

o Espessura da casca: Ry = aysc=

e Minimo de potencial da armadilha : Ry = 20R; ~ 1,1 x 107° m

e Ntumero de dtomos : N = 10*
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4.1 Simetrias

Sabe-se que tanto a interacao de contanto quanto a armadilha relacionam-se a
potenciais isotrépicos e, portanto, se estas fossem as tinicas interagoes presentes no sistema
esperariamos observar distribui¢oes igualmente isotropicas, isto é, esfericamente simétricas.
Contudo, uma vez que estamos tratando de atomos que possuem momento de dipolo
apreciavel, é natural inferirmos que a configuracao do estado fundamental apresentara

anisotropia similar a do potencial de interagao dipolar.

A primeira caracteristica mais evidente é a de que V, apresenta simetria azimutal,
ou seja, nao depende de ¢. Ora, visto que a distribuicao angular se trata de uma combinacao
linear de harmonicos esféricos, da suposicao de que esta reflete as simetrias de Vy; segue

imediatamente que os coeficientes a;,, com m # 0 devem ser identicamente nulos, ou seja
A m = 0Vm 7é 0.

Além disso, é igualmente simples notar que a interacao de dipolo-dipolo também apresenta
simetria de reflexdo em torno do plano z = 0 e, a vista disso, devemos observar os

coeficientes com indice [ impar anularem-se
A +1,m = 0VieN

Para testar ambas hipoteses, minimizamos a energia sem restri¢ao aos valores de [ e m para
[ < 4 e foi observado que, de fato, todos estes coeficientes sdo nulos. Dessa forma, deste
ponto em diante, consideraremos apenas coeficientes a;o com [ par ao invés de considerar
m € [—I,1] para cada indice [ € N em todos os somatoérios o que resultaria numa grande
ineficiéncia computacional visto que a maioria dos termos calculados ndo contribuiria no
valor da energia. Vale apontar também que, além destes tultimos, outros termos anulam-se

como consequéncia das propriedades dos simbolos de Wigner.

4.2 Critério de truncamento do ansatz

Conduziremos agora uma aproximacao necessaria na obtencao dos resultados
numeéricos por este método. Esta baseia-se no fato de que todas as somas presentes na
expressao da energia sao, em principio, séries. Uma vez que, evidentemente, nao é possivel
somarmos infinitos termos, precisamos de um critério para escolhermos um bom L, a
partir do qual contribuigoes irrelevantes na energia podem ser seguramente descartadas de

maneira que a distribuicao angular pode ser escrita como

Lma?{:

h(97 ¢) ~ Z ay }/20(97¢)

=0

O critério utilizado foi o de minimizar a energia para diferentes regimes de interacao

dipolar e para valores crescentes de L,,,, até o ponto em que o resultado deixa de variar.
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A seguir, exibimos os valores minimos de energia como funcao de L;,qz:

0.52 |
ba
"z ", & €;,,=1000
3 050 =W g I S S = €,,=100
= : 4 £,4=10
= 048} - dd
_E-'j . . ¥ ¥y x L L B i F E-n:h:| =3°
t;‘::: 9.45— ; ; g L 8 Edd=4
o4 4 £,4=2
I ¥ d— ——k * = 3
—s 3
0 1 2 3 4 5 86 7 8 9 10
Lmax

Figura 4 — Energia como func¢ao de L,,q.
Fonte: Elaborada pelo autor

Baseando-nos no grafico acima concluimos que as contribuig¢oes com L,,q. > 6
deixam de ser relevantes para qualquer valor positivo de €44. De fato, nao ha motivo para
se esperar contribui¢oes na energia para valores muito elevados de | dado que as interagoes
possuem apenas componentes Y e Y3, sendo sensivel esperar [ = 0,2 como sendo 0s mais

relevantes, de acordo com os resultados.

4.3 Distribuicao Angular

Podemos finalmente observar o estado fundamental do sistema. A seguir, exibimos
os resultados para o estado fundamental calculados para L,,., = 6 em diversos regimes
de interacao dipolar. Como nosso ansatz define a distribui¢do radial como uma gaussiana
centrada em Ry e a distribuicao azimutal ¢ homogénea, mostramos apenas a distribuigao

ao longo de uma linha que percorre o angulo polar 6.
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0,35
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Figura 5 — Distribuicao angular da densidade para diversos valores de €44
Fonte: Elaborada pelo autor

Veja que de acordo com que €4g se aproxima de zero temos que a distribuigao
angular tende a uma fun¢ao constante assinalando o cardter isotropico da distribuicao de
densidade do condensado no limite nao dipolar. Ademais, a medida em que €4 aumenta
observamos uma deformacao continua da distribuicao angular até uma funcao pico centrada
em 0 = m/2.

O motivo pelo qual se d& o estreitamento da distribuicdo angular é de simples
compreensao: decorre da anisotropia da interagao dipolar. Em primeiro lugar, sabemos
que um par de dipolos dispostos lado a lado experienciam forca de repulsao. Ora, visto
que restringimos os dipolos a se orientarem paralelamente ao versor Z segue que atomos
localizados nas redondezas dos polos da superficie esférica, isto é, 6 =7 e § = 0, terdo a
proclividade de afastarem-se uns dos outros de forma que a partir de um certo valor de
€49 a densidade tende a anular-se nestas regides. Para mais, nas proximidades da regiao
equatorial 8 = /2 os dipolos tendem a configurar-se "um em cima do outro'de forma que a

interacao por eles experimentada tem agora carater atrativo promovendo uma acomodacao
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em torno desta regiao. A figura abaixo ilustra estas situagoes:

Repulsive at
the poles

equator

Dipeoles concentrating at the equator

Figura 6 — Atomos se concentrando em torno do equador devido & interacdo de dipolo-
dipolo
Fonte: Elaborada pelo autor

E importante salientarmos que tal comportamento da acomodagao dos atomos em
torno da regiao equatorial distingue-se do que ocorre em gases quanticos dipolares em
armadilhas harmonicas dado que nestes ultimos a nuvem atomica tende a alongar-se na
direcao de polarizacao. Logo, temos neste resultado uma demonstragao da relevancia da

geometria nas propriedades de condensados dipolares.

Uma outra caracteristica notavel é a de que a largura da distribuicdo angular
satura-se para regimes dipolares muito fortes. Note que as curvas correspondentes a
€qqa = 100 e €44 = 1000 sao praticamente iguais, sugerindo assim a existéncia de uma
largura minima a partir da qual a aglomeracao de atomos em torno do equador deixa
de ser energeticamente favoravel. Este efeito advém do carater repulsivo da interacao
de dipolo-dipolo. Para mostrar que, de fato, este comportamento ocorre exclusivamente
devido a interacao dipolar, dedicaremos a proxima se¢ao no desenvolvimento de um modelo
simplificado cujo proposito consiste em reobter o efeito de saturacao da espessura da

nuvem para regimes fortemente dipolares.

4.4 Toy Model

O modelo consiste num BEC confinado em uma geometria quasi-bidimensional,
onde a distribuicao de densidade é homogénea na direcao x e tem perfil gaussiano nas
diregoes y e z, sendo y a dire¢do mais confinada com largura . Comegaremos com uma

faixa de tamanho 2L na direcao x com o intuito de fazer L. — co quando for conveniente.
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Podemos entender, de forma pictérica, que este modelo é como se cortassemos a regiao
'equatorial’ do bubble e a "desenrolassemos" de forma a criar uma regiao planar. A figura

a seguir ilustra este conceito

7z
Toy Model
X
h - ‘

Figura 7 — Representagao esquematica do nosso toy model
Fonte: Elaborada pelo autor

Para descrevermos este sistema, utilizaremos o ansatz

.2 2
Aexp [_a] exp l—} se x€[—L,L|

0 se x¢[—L,L]
A condigao de normalizacgao fica

N(L) :/R3 Pz n(x)=A /Rdzexp [—;‘22] /Rdyexp [—;;2] /_Lde

——
V2o \/ﬂﬁ 2L

= 4rwo LA

Note que escolhemos denotar o niimero de particulas N como uma fun¢ao de L. O motivo
disso é o de que, como ja dissemos, queremos que o sistema exiba densidade constante ao
longo da direcao x. Definimos, entao, a densidade de dtomos na dire¢ao x como sendo

N(L)

A=

= 4dnof3

e impomos a restricdo de que A é uma constante. Dessa defini¢do segue que a constante de
normalizacao é

A
 Anof’
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Seguiremos agora com o caclulo das energias do sistema, comecando pela energia de
interacao dipolo-dipolo. Como j& vimos, a maneira mais simples de efetuarmos esse célculo
é fazendo uso da expressao (3.9). Devemos, portanto, calcular a tranformadas de Fourier

da densidade do condensado:

n(k) = /R3 d*x n(x) e**

A/d 22 zkz/d y2 ik-y/L iky T
= zexp|l——=| e"* exp |——=| e e
R P 202 R yep 232 —-L

2sin k, L
= A (g e—0k2/2 «/27r) (5 6—52’65/2\/277) %

sin k, L

ko

232 5212
:/\ecrkz/2eﬁk:y/2x

Note que n(k) é uma funcao par, ou seja, n(k) = n(—k). Feito isso, podemos agora

facilmente computar a expressao para a energia dipolar

(217r)3 /R3 d*k Vag(k)n(k)n(—k)

Eqgq =

DO

1
= &k Vg (k)n(k)?
2(2m)3 /Rs aa(k)n(k)
)\2 Cdd 3 3]€2 22 21.2 sinzk L
— - z _ 1 —O0TRy _ﬂ ky 727
2(27)° 3 /de L= © e TN TR

Neste ponto, com o intuito de simular condi¢oes periddicas de contorno consideraremos

L — oo. Com este fim, serd ttil definirmos a densidade de energia

. E
U = 7

donde segue que

Ugg = vc’dd/ Bk (31{:3 - 1) 6_02k26_62k5 y %
R3

2(2m)3 3 k? k2L
Perceba que a fungao senoidal presente no integrando da expressao acima trata-se de uma
funcao pico. De fato, é possivel demonstrar formalmente que vale a seguinte identidade
L2
sin”(ax
fi S2(07)

a—0o0 37205

= 7(x).
Isto posto, é natural considerarmos a aproximacao

2 2
Uy ~ )\Cdd/ >k <3kz — 1) e~ e 70 (ky)
R3

227)° 3 k2

A2 Caa 3k2 2.2 2.2
X e T

1672 3 Jpa O <k§+k§ ©
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Esta ultima integral pode ser resolvida analiticamente, provendo a expressao para a energia

de interacao dipolar.

)\2 Cdd 25—0’

Uas ™ 16273 oB(o + B)

Calcularemos agora a energia de contato. Temos

Es = g/ d*z n(x)?
2 Jus

2 L
— g.A/dZ 6_22/02/dy e—y2/52/ dx
2 Jr R ~L

g\ L
" 16720232 ( \/_> ( \/_>
_ gNL
1670
C g B g
U = fé "~ 16m0f

Por conseguinte, temos que a energia total de interacao ¢

Uint = Us + Ugq
g2 N Cu 28—
16mcB 16w 3 oB(c + )

_g)\2< 20— 0 )
~ 167 \oB ' ““oB(o + )

Desejamos agora encontrar o valor de 0 que minimiza a energia. Ora, basta resolvermos

(%(1 pe B 28— o )

5501 ) =0

0=0min

que resulta em

Edd—l

(1 + 2€4q + \/3€dd(1 + Qﬁdd)>
Omin = B

E interessante notar que este resultado aponta a existéncia de uma relacdo linear de
proporcionalidade entre o valor de o,,;, e o valor de espessura  do quasi-plano. Além
disso e, de maior importancia para a nossa analise, é o fato de que a razao entre estas duas
quantidades tende a um valor finito ao aplicarmos o limite de €53 — 00, que é exatamente o
resultado qualitativo que esperdvamos obter. Outra caracteristica que vale a pena salientar
é de que 0,,;, s0 esta definido para e¢5g > 1, sendo que para €54 = 1 encontramos uma

divergéncia.
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Com este resultado em maos podemos agora compara-lo com os resultados numéri-
cos. Para tal, fizemos a seguinte analise: primeiro, foi feito um ajuste gaussiano nas curvas
correspondentes a distribui¢do angular do condensado na armadilha tipo bolha de maneira
que para cada valor de €55 pudemos extrair a largura a meia altura de cada uma dessas
gaussianas, sendo estas representativas da espessura angular do condensado bubble em
todos os regimes dipolares considerados. Com estes valores, foi feito um grafico da largura
a meia altura em unidades de m x FW H M versus €44. A estes pontos foram sobrepostos os
resultados para o,,;, que acabamos de obter para o quasi-plano dipolar. Feitas as devidas
adaptacoes, isto é, convertendo o,,, em unidades adequadas e identificando = R;

obtemos os seguintes resultados

0,55

0,90 A - m  Gaussian fit FWHM i

045; " - <= - toy model I

S 0,40 1 w .
© |

20,351 !

= | .
T 0,30 3 i
= 0,25 \ !
0,20 - . ]

J | L

0,151 Poo. I

0,10 A
0,1 1 10 100

Figura 8 — Comparando os resultados do toy model com o bubble dipolar
Fonte: Elaborada pelo autor

Vemos assim que este modelo simplificado nao sé concorda qualitativamente com
os resultados do bubble como também apresenta boa concordancia quantitativa, sendo

que a pequena discrepancia encontrada é naturalmente justificada pela diferenca das
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caracteristicas geométricas dos dois objetos em questao, o plano e a esfera, uma vez que,
obviamente, quanto maior for a espessura angular do condensado na superficie esférica

pior é a aproximacao deste para um segmento plano.

Concluimos entao que o fendomeno de saturagao da espessura do condensado nao
se restringe apenas ao caso do bubble, mas apresenta-se também numa geometria planar.
Ademais, devido a concordancia quantitativa presente nos dois casos, inferimos que tal
comportamento advém da natureza dipolar das interacoes. E natural esperarmos tal
saturacao, dado que a interacao de dipolo-dipolo possui tanto carater repulsivo como
atrativo e, portanto, nao seria energeticamente favoravel o colapso do condensado na
regiao equatorial. Em outras palavras, a estabilizacao da espessura angular do condensado
nada mais é que uma consequéncia do balanceamento espontaneo dos carateres atrativos e

repulsivos presentes em interagoes dipolares.

Terminamos, assim, todas as consideragoes a serem feitas a respeito do estado
fundamental do sistema. Dedicaremos o restante dessa dissertacdo ao calculo e analise de
alguns modos de vibrag¢ao do nosso sistema, levando em conta como estes se modificam

concomitantemente a interagao dipolar.
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5 MODOS COLETIVOS

5.1 Descricao do Método

Tendo em maos o estado fundamental do sistema podemos utiliza-lo na obtencao de
frequéncias correspondentes a certos modos coletivos de oscilacdo em torno do equilibrio.
Para este fim utilizaremos o método denominado Linear Response Function, sendo este
valido no caso de modos de baixa energia. A seguir discorreremos brevemente acerca da
metodologia. Mais detalhes do formalismo podem ser encontrados em.***3 Primeiramente,

sera conveniente expressarmos o operador hamiltoniano da seguinte maneira

% pi’
H= Z{ 2M

onde o indice ¢ identifica o i-ésimo atomo e Vyy é o potencial de interagao dipolo-dipolo,

+ ;MwQ(Tz'—To)2 + 2[95(Xi—xj) + Vdd(xi_xiﬂ}

dado por

Denotaremos os autoestados do sistema por |n), de forma que a equacao de autovalores é
H|n)=FE,|n) : E,<E,1 ¥YneNU{0}

e utilizaremos a notacgao usual para a frequéncia de transicdo entre dois estados hw,,, =
E,, — E,. Consideremos agora um operador de excitagao arbitrario F', a partir do qual

definimos o p-ésimo momento de excita¢do como sendo

my = 3 |{01F|n)|* (Fwno)"-

O primeiro passo para o entendimento do método a ser utilizado é reconhecer que
como wig < wpg ¥V n < 1 por construgao, temos que a razao entre os momentos ms e my
¢é, a menos de um fator multiplicativo, sempre maior ou igual ao quadrado da frequéncia

de excitacao do estado fundamental ao primeiro estado excitado, isto é

9 o [OIFI) [ + Xz1 [0 Fn) P (wno/wi0)® 1 mg
wip < Wi 5 5 =35
[(O[F[1)[2 + X521 O F[n) [*(wno/wi0) A2

e portanto é natural definirmos a quantidade

huouprer — ms
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como representando um limite superior para a energia de excitacao Fyy correspondente ao
operador F'. Saliento que embora a quantidade w"PP*" nao seja rigorosamente idéntica a
frequéncia de excitacao a realidade é que seus valores apresentam excelente concordancia
com os calculos hidrodinamicos e medigoes experimentais para gases quanticos com e
sem interacao de dipolo-dipolo aprisionados em armadilhas harmonicas. Com base nisso,
identificaremos w"PP?" com a frequéncia real de excitacao. Contudo, perceba que para
calcularmos o momento m, segundo sua defini¢cao precisamos ter conhecimento de todos
os estados |n) e suas respectivas energias, de forma que tal procedimento é, em geral,
impraticavel. Felizmente, foi demonstrado*? que podemos reescrever os momentos m; e

mg da seguinte forma:

(OI[F™, [H, F]|0)
(Ol |[F", H],[H. [H, F]]|0)

N

-1
2

Assim, os Unicos objetos necessarios na obtencao dos momentos de excitagao e, consequen-
temente, de w"PP?" sao o estado fundamental, o operador hamiltoniano e o operador de
excitagdo. Agora, estando estabelecidas as bases metodologicas, podemos prosseguir com

os calculos para as frequéncias de interesse.

5.2 Modo de Monopolo

Comecaremos pelo padrao de oscilagao mais simples, o modo de monopolo. Este
modo corresponde a contragoes e expansdes do condensado ao longo das trés diregoes
espaciais que se dao de forma que a simetria esférica do sistema é preservada para qualquer
instante de tempo. Por este motivo, este modo também é informalmente conhecido como

"breathing mode". O correspondente operador hermitiano de excitacao é simplesmente
FO = Z 7"22.
i

Prosseguiremos agora com os cdlculos dos momentos de excitacao relacionados a este

operador. A fim de obtermos o momento my precisamos primeiro calcular o comutador

2ih h
HF]l=— 2= - {i.i }
[H, Fol = 57 2 [P, 7]] MZZ: X pit o
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Feito isso, basta calcularmos

2ih
[F07[H FO 7ZX1 p17 z

22h —2ih) le X3

donde segue que my é

1 2h2 2h2
e = SR UL R) = Fp S0 = TN )
que no limite de casca fina se reduz a
2h?
mi = ﬁN 2

Perceba que neste calculo nao foi necessario considerar o potencial de armadilha-
mento dado que este possui apenas dependéncia espacial e, por conseguinte, comuta com o

operador de excitagao. Ja para o momento mg, este nao é o caso. Precisamos do comutador

2ih pi2 1
[H,[H,Fo]]——ﬁ [Z <2M+2MW +9]2<:Z5 —Xj)),%:xk'l)k]
. _22h 1 2 . 1 2 2 o 2
- M(m ;[pl ) Xj pl} §Mw zi:XI ' [pl 7<Tz TO) ]
= 9>~ (3 - [1, 05 — x7)] + %5 - [Py, 01 — x3)] )
i<j
2h? 1 9 9
= ﬁ(—ﬂsz + Mw?*) (rf —1riro) +QZZ(Xk Vi (i —XJ)))
i i 1<j k
Consequentemente

HF[;[’ H]’ [H [H Fom ZJL\;Q (]\14 Z[pi27xi ' pi] + MWQ in ' [ph (Ti - TO)Q]

+ QZZ<X1 - [p1, Xk Vid (x5 — XJ)]))

z'<j k,l
Zpl +Mw22 — ror;)

+g Z Z{val (xk-Vké(xi — XJ)>})

i<j kil
4Rt 2
= W(ﬂ Z pi’ + Mw? Z(Zr? — 77

+9 > {(x = x7) V((xi —x3)- Vi(xi — x7)) })

1<j



58

Observando esse resultado, constatamos que o momento ms é dado por

2k

ma 3 {(1F]. H) [, 18, Rll) = 575 (4(7) + 20N 5%) - MaPro(r) + 1)

Onde

I=93 [ @) [ @oynie)6—x)-9 (- x3) Vol — )]

1<j

:gZ/d3R /dSXn(R+X/2)n(R—X/z)[X-v(X-va(X))}

sendo R = %(Xi +x;) a coordenada de centro de massa e X = x; — X; a coordenada
relativa. Deixaremos o tratamento desta integral para o apéndice visto que as manipulagoes
necessarias para tal sdo demasiadamente extensas. Somando os resultados (B.6) e (B.8)

do Apéndice B, temos que

I=g> [ @RIN*R)=9(H,)

i<j
Substituindo o resultado acima na expressao de ms obtemos
2h4
M?
Desejamos agora aplicar o limite de casca fina. Como base na experiéncia adquirida ao

{4(T> + MW?N(20) - ro(r))+ 9<HS>} .

ms =

calcularmos os termos de energia é simples notar que, neste limite, (r") ~ ry V n € N,

Logo, temos que

my~ T {4<T) + Mw?Nri + 9(H,)

E assim, podemos escrever a expressao para a frequéncia de excitacdo de monopolo no

limite de casca fina:

Wmon = - ~w
h N Mr3w?

1 fmy ¢4<T) + Mw?Nr2 + 9(H,)

my

Neste ponto devemos salientar que apesar de termos realizado os calculos levando em
considera¢ao apenas a interagdo de contato podemos simplesmente substituir (H) por
(Hs + Hgq) no resultado final. Em vista disso, temos que a frequéncia de monopolo do

bubble dipolar é dada por

1 [ms \l4(T) 4 Mw?Nr2 + 9(Hi)

Wmon = % ~w
R\ my NMrduw?
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5.3 Modo de Dipolo

Consideraremos agora oscilagoes do centro de massa do condensado nas trés dire¢des

espaciais, x,y e z. Os correspondentes operadores hermitianos de excitagao sao

F,, x Z(a:a)l

com o = z,y, z. Notavelmente, sabe-se que as frequéncias associadas ao modo de dipolo
independem das interacoes interatomicas. Ora, assim como nos calculos do modo de
monopolo, é evidente que os comutadores associados a m; independem da interagao visto
que estes contém apenas operadores espaciais. J& nos comutadores relacionados a mg isso

nao é tao direto. Todavia, ao realizarmos o célculo direto de [Hypy, [Hint, F']] vemos que

Y ZV J')7prk] — s Z Pays V. _Xj)]

1<j z<]k
h? 0
=7 V(x;
8xk( (xi — ;)
-y (0w~ )5 O vix)
— Z<] ik — ]k: 0X
=0

onde o somatoério em k trivialmente se anula no ultimo passo, pois ha um termo com
k =1 eum com k = j. Assim sendo, podemos ignorar os termos de interacao nos calculos
referentes a este modo. Seguiremos agora com o calculo de m; para oscilagoes na dire¢ao

z. Temos

1 ih
H, F, = —— ,
i @
F![H,F,)] = — = —N
[ | pr“xz i
1 NR?
= L(FL R = oy

E agora, para calcularmos mgs precisamos do comutador
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ihw?
[H,[H,F]]: 9 Z[pxia(ri_r())ﬂ
= B2 (r; — i
w(r TO)T’Z'
= h2w? 1_@ ;
w( Ti)x

donde segue que

ih3w?

(#7518 (5P| = =5 3 (e ] = rolps 2)

h*w?

r2 — g2
= M Z 1—7’0 3

)

sendo que utilizamos a definicao
2 2 2, .2
_ 7 v 7 7
Je =m0 ~g Tt =r0) T
T - T

i

Disto segue que o momento mg é

m3 = ;<HF£=H]: [H, [H, F,]]]) = NQFL]\;}2

e portanto temos que a frequéncia de excitacao é dada por

(1= OLI00l210))

1 1/2
o= o =y (1 - <O|J$|O|O|Jz|0>>

Evidentemente, podemos generalizar o resultado para oscilagoes em y e z, bastando

substituir o operador J, por J, (a = x,y, z), definido por

2 ()2
Jo =10 fi = o rgXI)a
Z ;

Note que, em todos os casos, a frequéncia de oscilacao é estritamente menor que a frequéncia
da armadilha (w,,w,,w, < w). Além disso, em virtude da simetria azimutal do estado

fundamental, temos que w, = w,, mas espera-se, em geral, que w, seja distinta das outras

duas.
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5.4 Operador de Quadrupolo 2D(|m| = 2)

Esse modo corresponde a uma excitagdo em que a componente z permanece estatica,
enquanto as componentes x e y expandem e contraem fora de fase e, em face deste carater
essencialmente bidimensional, nomearemos este modo de "modo de quadrupolo 2D". O

operador associado é da forma

Finj=2 = Z[((w + dw)? — w2)}x? + {((w —dw)? — w2)}yi2 ~ 2w 0w Z(xf —y?)

7

Ignorando constantes multiplicativas temos:

Finjmz = Y (47 — 47)

%

Facamos agora os célculos dos comutadores. Temos

1

— _2]\2? Z(xlpxl - yipyi)
2ih

1, F) = 7 S (b))

S (i +d)

de maneira que o momento m; ¢é

(17 ) = 2 (0 + o))

)

N | —

mi =

que, ao reconhecermos a simetria azimutal do sistema, reduz-se a
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Ja os demais comutadores sao

[H,[H,F]] = —2]\? [Z (;}; + ;Muﬂr? + gZ(S(Xi — xj)) ,Z(mkpmk — ykpyk)]

j<t k
22h
= { (pxla szl pyl YiPy; ) MWzZ( pxw z - yi[pyﬂyl?])

—QZZ< B[Py, 0 )]_yk[pyk75<xi_xj)])}

-5 @,WWZ (=)
+g;< Ya%(XU}
(P!, H),[H,[H, F))|= %’ [%j(xkpmk - ykpyk),;{]b(pi -7

+Mw2(x?—y?)+gz< ;X(S( ) - 82/5( >>}]

i<j

4in3 ] 1

+gz< [PX, ai((S(X)]—i—Y[Py?Yg/MX)]—crossterms)}

1<)

4Rt | 2 9 x? — 12
:W{MZ(px +p;)+2Mw Z[ <1_m)+r° 27

1

+gX(x a[ 85(){)} 1y [Y 0 6(X)]—2XY O 5x)
i< oXL 0X oYL oYy 0XaY

onde r?, = 22+ y?2. Note que, pela simetria azimutal do problema, o valor médio do tltimo
termo se anula, de maneira que ele ndo contribui para ms. Acrescente-se, ainda, que o
mesmo argumento aplica-se para termos de interagao dipolar e, em virtude disso, nao

precisamos considera-lo. Temos entao que mg vale

4Rt

i {4<TL> +2NMuw < (- 0)>}

que no limite de casca fina fica

ms =
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Segue que a frequéncia de excitacao para o modo de quadrupolo 2D é

Wim|=2 /2

5.5 Modo de Quadrupolo 3D (m=0)

Por fim, o ultimo modo de oscilacao que consideraremos sera o modo de quadrupolo
3D, correspondente ao movimento de expansao e contragao do condensado na diregoes
x,y acompanhados de expansoes e contragoes na dire¢cao axial z em oposicao de fase e
de diferente amplitude. Neste ponto é importante ressaltar que na auséncia de simetria
esférica, que é removida pela interacdo de dipolo-dipolo, existe um acoplamento entre
o modo de quadrupolo 3D e o modo de monopolo. Para transpormos essa dificuldade
seguimos o procedimento feito em,** que consiste basicamente em escrever um operador
de excitacao mais geral que engloba os dois modos, como sera exibido a seguir. A parte

radial, isto ¢, as componentes simétricas x,y do operador sao escritas como

(2

Fo= 25 [t 0 = o] (a2 4 42) e Mo Y2+ 52)

Ja a parte axial é

F.~ Mwiw) (—az})

1

sendo o papel da constante o o de diferenciar a amplitude relativa das oscilagoes
radial e axial. Tal parametro sera determinado a posteriori de modo que ao maximizarmos
a expressao final para a frequéncia em relacdo a a obtemos a frequéncia de monopolo
e, analogamente, ao minimizarmos em relacao a « obtemos a frequéncia de quadrupolo
3D. Aponto aqui que embora exibiremos somente o resultado numérico do processo de
minimizacao, a frequéncia de monopolo também foi obtida por este método e os resultados

sao essencialmente os mesmos obtidos segundo o procedimento descrito na secao 5.2.

Sendo assim, podemos agora somar as duas partes, ignorando constantes multipli-

cativas, obtendo

Freo = Z(:cf +yl — azf)

)

Ao contrario dos outros modos, nao exibiremos aqui o calculo dos comutadores

associados a este operador visto que as resultantes expressoes sao por demais extensas e,
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ainda, decorrem do mesmo algoritmo utilizado para os demais casos. A expressao para a

frequéncia do modo de quadrupolo 3D resulta em

| HRUTL) + @*(T2)) + 2MwgN (2(2%) + 0*(2%) — () + 4(/2 = 1)*(Vine)
fmi=0 7= = 2MwZN ((22) + a2(z2))

onde

R
Q—O<x2+y2+a2zz—
r

(m2 +y? — a222)2
r2

Concluimos assim todos os calculos tedricos relativos as frequéncias de excitacao.

Podemos agora contemplar os resultados.
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6 RESULTADOS: FREQUENCIAS DOS MODOS COLETIVOS

6.1 Modos de quadrupolo

A seguir exibimos os resultados para as frequéncias de trés modos coletivos. A
linha pontilhada preta representa o modo de monopolo e a linha continua preta o modo
de quadrupolo 3D. Visto que para regimes nao dipolares espera-se que estas frequéncias
sejam da ordem da frequéncia de armadilhamento escolhemos representar o eixo vertical
como w/wy, sendo este o eixo vertical a esquerda na imagem. J& para a frequéncia de
quadrupolo 2D escolhemos utilizar valores absolutos de frequéncia dado que este modo de
oscilagao exibe frequéncias muito menores que wy na armadilha bubble, como discutiremos
sem demora. Para mais, em todos os casos o eixo horizontal representa ¢;; de forma que
pontos a direita correspondem ao regime nao dipolar enquanto que pontos proximos da

origem correspondem a €z5 — 00.

89,00
1,0 v v v v v
0,9 -\N\ - 88,90
0,81 J e —— - =—18885
wquadZD (sdd - °°) E
- - 88,80
0,7
R o
3 o ‘ 3
- 88,70 C:,U
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Figura 9 — Frequéncias dos modos de quadrupolo e do modo de monopolo
Fonte: Elaborada pelo autor

Comecaremos discutindo o modo de quadrupolo 2D. Certamente, o aspecto mais

notavel a respeito deste modo é o de que sua frequéncia é substancialmente menor do



66

que a frequéncia de armadilhamento uma vez que tais valores tao baixos nao ocorrem
em geometrias convencionais, como a da armadilha harmonica cujos modos apresentam
frequéncias da ordem de wy. De fato, foi demonstrado®® que ao utilizarmos o formalismo
hidrodinamico para o caso de uma casca fina nao dipolar de espessura finita observamos o

surgimento de modo coletivos puramente angulares e de baixas frequéncias dadas por

w(l) B

Wo Ry

I(1+1)/3,

onde a frequéncia de quadrupolo, com [ = 2, resulta em aproximadamente 88, 8H z
em excelente concordancia com os resultados numéricos do bubble no limite nao dipolar,

como pode ser observado no grafico.

E interessante ressaltar que tais modos de baixa frequéncia ndo sé nio ocorrem
em armadilhas harmonicas como também nao ocorrem no caso em que a espessura da
casca tende a zero, como pode ser facilmente verificado na expressao acima. Assim, tais
modos de vibragdo ocorrem exclusivamente em condensados em forma de casca fina, porém
de espessura finita. Temos neste resultado, portanto, uma fascinante demonstracao da
relevancia que a geometria pode exercer nas propriedades de gases quanticos assim como
uma confirmacao tedrica da existéncia desse tipo de fendmeno nao trivial por meio de uma
metologia alternativa a hidrodindmica. Como uma tltima observagao acerca deste modo,
aponto que a deteccao da influéncia da interacao dipolar neste nao é promissora visto que

a variacao de sua frequéncia como funcao de €y é sutil.

Passemos agora para o modo de monopolo. Vemos que este de fato exibe frequén-
cias muito proximas da frequéncia da armadilha, com desvios de até 1 por cento, em
boa concordancia com os resultados obtidos®® para o bubble nao dipolar, este estando
representado como a linha pontilhada logo abaixo dos pontos do monopolo. Assim como
o modo de quadrupolo 2D, embora exista uma variacao da frequéncia de monopolo que
acompanha a mudanca na forca de interacdo dipolar, esta é muito ténue e, portanto, este
modo nao ¢ um bom candidato para a deteccao de interacao dipolar em BECs. No entanto,
é necessario enfatizar que a diminuicao da frequéncia de monopolo que acompanha o
aumento da forca de interacao dipolar é um comportamento notavelmente diferente do
que ocorre em gases quanticos dipolares em armadilhas harmonicas visto que, neste casos,
a frequéncia de monopolo é sempre maior para um gas dipolar do que para um géas nao

dipolar.

Por fim, vemos que o modo de quadrupolo 3D distingui-se dos outros dois modos
apresentados no que concerne a influéncia da interagao dipolar: no limite nao dipolar
observamos uma frequéncia muito menor do que a frequéncia da armadilha, em contraste
com o que ocorre em armadilhas harmonicas. Além disso, este modo exibe uma variagao

substancial de acordo com que €45 aumenta, marcando um sinal claro da interacao dipolar e,
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por isto, concluimos que este modo é o mais promissor com respeito a deteccao da interagao
de dipolo-dipolo em condensados de Bose-Einstein em armadilhas bubble. Infelizmente,

neste caso nao temos calculos hidrodinamicos para comparar nossos resultados.

Acreditamos que as variagoes nas frequéncias que acompanham a mudanca na
interacao dipolar se tratem principalmente de um efeito geométrico. Explicaremos em
detalhes o porque disso, mas antes, sera instrutivo olharmos para os resultados dos modos
de dipolo uma vez que que nestes a interpretacao geométrica é de entendimento mais

simples que nos demais casos.

6.2 Modos de dipolo

Exibimos a seguir um grafico contendo duas curvas: a curva preta corresponde a
oscilagoes do centro de massa do condensado nas direcoes x,y que, pela simetria azimutal
do sistema, coincidem, e a curva vermelha corresponde a oscilagoes do centro de massa na

direcao z.

0,8
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Figura 10 — Frequéncias dos modos de dipolo
Fonte: Elaborada pelo autor

Note que devido as simetrias do sistema os modos em z,y se diferenciam forte-

mente do modo de oscilacdo em z. Os modos radiais tendem a apresentar uma frequéncia
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crescente com o aumento da interagao dipolar enquanto que o modo em z apresenta
uma frequéncia decrescente. Naturalmente, os dois modos tendem a coincidir no regime
nao-dipolar dado que, neste caso, o sistema passa a ser esfericamente simétrico e nao temos,
portanto, nenhuma direcao espacial privilegiada. Como ja aludimos na se¢ao anterior,
tal efeito se da por motivos geométricos, e a explicacao é a seguinte: como ja vimos, o
aumento da interagao dipolar causa um estreitamento da densidade do condensado em
torno da regiao equatorial da superficie esférica. Por outro lado, temos um armadilha-
mento isotrépico e, consequentemente, a forca restauradora causada pelo aprisionamento é
esfericamente radial em todos os pontos do condensado. A mistura destas duas caracte-

risticas é o que da a variac¢ao nas frequéncias de oscilagao, como ilustrado na figura a seguir:

i

Y 4

Figura 11 — Oscilagoes do centro de massa sao afetadas pela geometria do sistema
Fonte: Elaborada pelo autor

Voltemos nossa atencao a oscilacao na direcao z. Note que, quando os atomos se
concentram em torno do equador e pequenas oscilagoes ocorrem nesta direcao, temos que
as forcas restauradoras da armadilha configuram-se perpendicularmente ao movimento
de oscilagao, de forma que o armadilhamento efetivo é mais fraco. Uma outra maneira

de se entender isso é o de que localmente os dtomos proximos do equador "enxergam'um
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potencial mais achatado na direcao z e, consequentemente, de menor frequéncia associada.

O caso das oscilagdes em x,y é perfeitamente analogo. Visto que quanto mais
préximas do equador oscilagoes cilindricamente radiais ocorrerem, mais alinhado com as
forcas restauradoras serd o movimento e, por conseguinte, quanto mais atomos proximos
do equador oscilando nesta direcao, maior torna-se a curvatura da parabola efetiva
influenciando o condensado como um todo. Ressalto aqui que, no caso dos modos de dipolo,
é claro que estas variagoes nas frequéncias acorrem devido as deformagoes geométricas sem
qualquer relacao direta com a interacao dipolar em si visto que as expressoes para estas
frequéncias de dipolo nao carregam dependéncia explicita da interacao dipolar, somente
do estado fundamental que, por sua vez, é afetado pela interacao dipolar essencialmente
no aspecto geométrico. Este mesmo raciocinio aplica-se para todos os modos de oscilacao

visto que a forma do estado fundamental é crucial no calculo destes.

E interessante notar que este mesmo efeito de alteracio nas frequéncias de oscilacio
devido a alteragoes geométricas também ¢ evidenciada no estudo da transicao da armadilha
harmonica para a armadilha do tipo bubble.>> Embora neste trabalho a transicao topoldgica.
tenha um papel crucial nas propriedades dos modos coletivos, esta mesma importancia
nao se evidencia nos casos de estudo aqui apresentados, o que é razoavel uma vez que a
relevancia fisica da transicao topoldgica armadilha harmonica— bubble é a do surgimento
de uma nova superficie interna no condensado que, por sua vez, promove uma redistribuicao
das frequéncias de oscilagao tanto radiais quanto superficiais. Veja que, embora haja uma
transicao topoldgica no bubble dipolar na situagao em que a densidade torna-se nula nos
polos, esta mudanca nao se evidencia nas frequéncias de oscilacao pois estamos trabalhando
exclusivamente no limite de casca fina e, portanto, nao temos um surgimento de novas

superficies.

Por 1ltimo, ressaltaremos o aspecto mais interessante dos resultados obtidos para os
modos de dipolo que € o de que estes distinguem-se substancialmente dos resultados obtidos
para uma armadilha harmonica. De acordo com o teorema de Kohn, oscilagoes do centro de
massa em BECs aprisionados em armadilhas harmonicas sempre apresentam frequéncias
iguais a frequéncia da armadilha indepedentemente das interagoes inter-atomicas. Além
disso, foi demonstrado via equagoes hidrodindmicas que para o bubble sem interacao dipolar
estas frequéncias tendem a zero no limite de casca fina,* também em desacordo com
nossas observagoes. Com o intuito de entendermos melhor nosso resultado, este modo foi
investigado por meio da linearizacao das oscilagoes do condensado em torno da densidade
de Thomas-Fermi no contexto hidrodinamico. Com esta abordagem foi possivel obter

formulas analiticas para as frequéncias de dipolo associadas as trés dire¢oes espaciais:

Wr.y,z Ry, 1
— = — —{(0]|-10).
wWo N<‘r‘>

Note que nao so as trés frequéncias sao idénticas como estas tendem a zero no limite de
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casca fina. A diferenca entre a expressao acima e o resultado obtido na se¢do se¢ao 5.3
consiste num termo aditivo dentro da raiz da forma (z?/r?). Por um lado, este termo
nos mostra que a solugao obtida via Sum Rules d4 uma frequéncia de excitacao diferente
de zero mesmo no limite de casca fina e, por outro lado, garante que esta é maior que a

solu¢ao hidrodinamica, como o esperado.
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7 CONCLUSAO

Os condensados de Bose-Einstein em armadilhas bubble representam uma impor-
tante conquista experimental recente, assim estimulando importantes desenvolvimentos
tedricos no contexto da interagao de contato isotrépica e de curto alcance. Expandimos
o entendimento dos gases quanticos ultra-frios, investigando a influéncia da interacao de
dipolo-dipolo de longo alcance e anisotrépica no limite de uma casca fina, com os dipolos
alinhados com a direcao z. Por meio de um ansatz gaussiano para a parte radial da funcao
de onda e uma expansao em harmonicos esféricos para a parte angular, fomos capazes de
obter expressoes analiticas para a energia total do sistema, que foram minimizadas em
relagdo aos parametros variacionais. A respeito do estado fundamental, descobrimos que a
configuracao de equilibrio exibe simetria azimutal e as particulas tendem a se acumular
ao longo da regiao equatorial da superficie esférica. Tal fen6meno nada mais é que um
reflexo do fato de que a interacao de dipolo-dipolo distingue apenas uma dire¢ao, aquela
em relagao a qual os dipolos estao alinhados. Essa é uma caracteristica fundamental do
limite de casca fina, visto que no caso de uma armadilha harmonica, os atomos tendem a
se acomodar "um em cima do outro", de forma que a nuvem adquire a tendéncia de se
alogar ao longo da direcao de polarizagdo. Confirmamos esta propensao por meio de um
modelo simplificado de geometria plana quasi-2D, mimetizando a vizinhanca do equador na
situacdo de uma casca esférica cuja razao entre seu raio e sua espessura tende a infinito. As
excitagoes coletivas foram investigadas com a ajuda da abordagem de Sum Rules. Desvios
apreciaveis em relagao aos casos nao dipolares foram evidenciados, provendo evidéncias
importantes para a deteccao experimental das propriedades de excitagao do sistema e
do inicio do limite de casca fina. Como resultado, a primeira demonstracao de efeitos
dipolares em gases bosonicos aprisionados em bubbles, como realizada aqui, pode servir

como um guia para futuras investigacoes tedricas e experimentais.

Sobre as perspectivas futuras, temos como primeiro objetivo extender o limite de
casca fina, investigando o comportamento do estado fundamental do condensado dipolar
ao longo de toda a transicao de esfera cheia até o limite casca fina, de forma similar ao que
foi feito em.?® Esperamos ver neste estudo situacoes intermedidrias entre a acumulacao
de atomos em torno do equador, caracteristico do limite de casca fina, e a situacao
em que a nuvem tende aos pdlos da casca, como o que acontece em armadilhas cheias.
Assim, o préximo passo natural serd a investigacdo dos modos coletivos ao longo desta
transicdo geométrica, mas para este fim, sera necessario a utilizacdo de uma abordagem
hidrodinamica, de modo que obteremos nao sé as frequéncias dos modos coletivos como
também as variacoes de densidade associadas a cada modo de vibragao. No presente

momento, estamos trabalhando na mesma analise que esta descrita nesta dissertacao, mas
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para gases fermionicos.
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APENDICE A - SIMBOLOS 3-J DE WIGNER

Lembramos aqui que os simbolos 3-j de Wigner

Ly s
myp Mo Mg

sao0 iguais a zero a menos que:

e Mm; € [—ll,ll]
U] m1+m2+m3:0
o |l =1 <3 < |+ 1o

e (h+l+13) €.

Ademais, os mesmos possuem a propriedade de permutacao de indices

ll l2 l3 _ (_1)ll+l2+l3 12 ll l3
mip Mg Mg Mo MMy M3
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APENDICE B - INTEGRAIS ENVOLVENDO DERIVADAS DA §

Para calcular alguns momentos, é necessario resolvermos integrais do tipo:

/d3a:j Xk Vio(x; — x5) f ()

Para tentar resolver essas integrais, comecemos com os casos unidimensionais:

—00

Definindo a coordenada relativa X = z; — x;, temos os casos:

k=i /;O —dX df‘;(a(X)) Z‘;if(a:i —X) = f'(x) (B.1)
k= /+: _dx di(((S(X))Ziif(xi ~X) = — () (B.2)
k#i,5:0 (B.3)

Analogamente, em 3 dimensoes:

/d?’xj xk-Vk(5(Xi — Xj))f(Xj)
= (0 — Oj1) / d* X %,V (8(X)) £ (x: — X)
= (0, — O31.) / d* X 200 (6(X) ) (31 — X)

=(0ik — djk)

: / X D (21a6(xs — %5) (35 — X)) - / X 5(X)D (e (xi — X))}
:(52 - (Sj ) :/ dSX V- (Xk(S(Xi - Xj)f(Xi — X))—/d3X 5(X)v (ka<Xi — X))]

=(0i — 0jk) # dS-x10(x; — x;5) f (x5 — X))—V- (ka(xi B X))‘X:O]

=3 = 856) [0 = B0 = 8,0)(9) + 30V F )|

=(0ik — Ojp)xxc- V[ (x3) — 3(6ire + 0ji) f (x5) (B.4)
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Onde V ¢ o gradiente na coordenada relativa X = x; — x; e os indices gregos
denotam componentes de um vetor (e estao somados de 1 a 3). Podemos expandir o

seguinte termo:

X-V[X-V6(X)| = Xo0a[X5050(X)]
= Xo(0aX3)050(X) + X0 X50a[050(X)]

= X00a0(X) + XoX50.056(X) (B.5)

Integrando o primeiro termo:

/ X n(+)n(=) Xa0a6(X)

#dSan(+)n(—)Xa(5(X) - / 0 X 0u [ Xan(+)n(—)]5(X)

=0-(3n*(R) +0) = —3n*(R) (B.6)

Onde usei a nota¢ao compacta: n(+£) = n(R + X/2). J& o segundo termo envolve
derivadas de segunda ordem na 0(X). Para integrarmos por partes, queremos reduzi-lo a

termos com derivadas de primeira ordem (ou ordem zero). Nao é dificil verificar que:

n(+)1(=)0050(X) = —12n(+)n(=)d(X) = 8n(+)n(~) XaDarphad (X)
—2n(+)n(—) X X50a[n(+)n(-)]950(X) + Zo (B.7)

Onde Z, sao termos cuja integral em d>X se anula (de superficie ou da forma

X4§(X)). Finalmente, integrando (e fazendo direto as integragoes por partes):

/ BX n(+)n(—) Xo X 50.955(X)

— —12n%(R) + 88a[Xan(+)n(—)]’ +205 [ X5 X o0a (n(—l—)n(—))H

X=0 X=0

— —12n%(R) + 8x3n(R) + 0 = 12n%(R) (B.8)
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APENDICE C - MOTIVACAO E TRANSFORMADA DE FOURIER

Queremos estender os resultados do apéndice anterior para o caso de um termo de
interagao mais genérico que dependa apenas da coordenada relativa V(X), em especial, a

interacao dipolo-dipolo Vy4(X).

Analogamente & interagao de contato, aparecem valores médios de operadores da
forma,

X-V[X-VV(X)|= Xa0aV(X) + X0 X50005V (X)

Novamente, integrando o primeiro termo:

/ BX n(+)n(=) XadoV (X)
# 45 n(+)n(—) XV (X) — / X 0. [ Xan(+)n(—)|V(X)
=0— {3/ EXV(X)n(+)n(-) —|—/d3X V(X)X 00a [n(+)n(—)}} (C.1)

Onde o termo de superficie permanece nulo (assumindo que V(X) nao exploda
para |X| — o00), o primeiro termo entre chaves aparece como um multiplo do valor

médio de V' (X), mas o tltimo termo nao se anula trivialmente, como no caso particular

V(X) = §(X).

Entretanto, é possivel verificar o anulamento desses termos através de uma trans-
formada de Fourier. Definimos aqui a transformada direta (e inversa) de uma funcao g(x)
como:







83

APENDICE D - APLICACAO A TERMOS DERIVADOS EM PRIMEIRA
ORDEM

Para uma fungio genérica f(x) temos

/ d%V(x)xaai[f(X)] = / deV(X)xaaia / (Qf)’;?ﬂ S (k)
- ] Gt 09V ke
iy TNTTIN

- / &k f(k)ka aia / (2f>§/2 XY (x)

= /d3k f(k)kaaia[f/(—k)} (D.1)

V(k .. .
Em particular, teremos que essa integral se anula caso ka he () seja identicamente

nulo. No caso do potencial dipolo-dipolo (V' = V), temos:

De modo que:

0 ‘7dd<k) 2
0k, i

—k — k2 — k2 + |k|? 0
[k|* -
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APENDICE E - APLICACAO A TERMOS DERIVADOS EM SEGUNDA
ORDEM

Trataremos dos termos do tipo

/ d*X V(X)XaX30.05 [n(+)n(—)}

Por compacidade, usarei a notacao Q(f) = % e Ol = %. Temos entao:

/ d*x V(X)xamgaém)aéz) [f(x)}

. A3k ok
:/di”x\/(x)xa%a&x)aé)/@ )3/2 * f( )
d3x dgk‘ . . ik-x
d3x d3k 0\ (ik 1a(k’)@(k) ikex
Gy BV () ihe) k) 50000, e

. Br
= / &k f(k)kaksoP 0 / L XV (x)

_ / @ F (ks 0 P00 V()| (E.1)

Novamente, uma condicao suficiente para que essa integral se anule é que k, kg@ék)f)ék) {f/(k)}

seja identicamente nulo. No caso V' = V,, temos as derivadas:

~ 2k2 - 2k |k‘2 — 2k, k>
w2k w2k 2k
O Waa = —pihe 0V o
- 8k?2 1 - 8k?2
(k)\2 _ z ]{32 — “lk 4> (k) q(k) — z k’ k’
(0:7) " Vaa |k|6< =~ Kl 0,0y Vaa = TR
8k? /1 5 ~ 8k? /1 5
(k‘) 2 — z [ _~ 2 v 2 2 (k) (k;) — z [ _~ 4 v 2 2
(027) Vaa G (4k§|k| 1Kl +kz> 95 02" Vaa G <4k§|k| 1Kl +kz>

(E.2)

Levando em consideragao que as derivadas comutam, e que os resultados sao

simétricos por troca x <> y, ficamos com a expressao:
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sk 1

ks 07 0)] = g {2H20 4 L f = (k2 RDIKI? + 2082 + )R

s
= kP
s
= kP

=0

1
— (2RI + Il PR + k)
) 1
{((kg R+ 2002 R2RE + R = (2 K+ Rk + 4|k|4}

) 1
{ (= S+ S}
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APENDICE F - RESULTADO

Dessa maneira, temos que o resultado da integragao sobre termos de interacao
dipolar resulta, de maneira idéntica ao caso da interagao de contato (egs. B.6 e B.8), num

multiplo do valor esperado da energia (dipolar) no estado fundamental:

/d3X X-V[X-VVi(X)] = 9/ PX n(R+ X/2)n(R — X/2)Vye(X)

De modo que ao considerar o termo dipolar nas expressoes de frequéncias de
excitagao, basta substituirmos os valores médios da energia de contato (Hy) por valores

médios da energia total de interagao (H;p;)
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