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Resumo

Neste trabalho estudamos o magnetismo no modelo de Hubbard em uma dimenséo ( 1DMH)
via Teoria do Funcional da Densidade (DFT). Dentro desse contexto, abordamos trés tépicos:
(7) Baseados numa recente proposta de generalizagao da DFT para magnetismo nao colinear,
estudamos numericamente por meio de diagonalizacao exata o comportamento magnético do
IDMH adaptado para o caso nio colinear. (i) Desenvolvemos e aplicamos o formalismo da
DFT para magnetismo nio colinear no espago discreto e comparamos os resultados do célculo
do sistema Kohn-Sham (KS) com os obtidos no passo (i) através da diagonalizacio exata. Aqui
testamos uma proposta de aproximacao para o funcional de troca e correlacao no estado de
onda de densidade de spin (SDW). (#) Construimos e testamos uma aproximacao da densidade
local (LDA) para o funcional de troca e correlagao baseados na solucao exata do modelo de
Hubbard homogéneo, dada pelo Ansatz de Bethe (BA). Comparamos os resultados do cilculo
numérico oriundos da BA-LDA com os provenientes da diagonalizagao exata, obtendo resultados
satisfatérios tanto para o estado SDW como para vdrios sistemas nao homogéneos (impurezas,
super-redes, potencial bindrio e potencial degrau). O bom acordo entre a diagonalizacao exata e
a DFT mostra que esta 1iltima pode ser aplicada com sucesso nos casos em que a diagonalizacao
exata ¢ invidvel.

Paralelamente, adapatamos o formalismo da DFT-SDW, usado no passo (i) para aplicacio
em célculos ab initio de estrutura de bandas na aproximacao Muffin-Tin. Ob jetivando, nesse 1il-
timo contexto, desenvolver as equagoes matemaéticas necessarias para a implementacao numérica

desse método, fornecendo assim o formalismo necessdrio para futuros cdlculos ab initio.



Abstract

In this work we study the magnetism of the Hubbard Model in one dimension (1IDMH)
via the Density Functional Theory (DFT). In this context, we considered three different phys-
1cal context topics: (i) based on a recent generalization proposed to DFT for non-collinear
magnetism, we performed an exact numerical diagonalization in order to study the magnetic
behavior of the 1IDMH; (i) we developed and applied the DFT formalism, using the Kohn-Sham
(KS) scheme, for non-collinear magnetism in the discreet space and we compared the results
with those obtained in the step (i) through exact diagonalization. In that approach we tested
an approximation for exchange and correlation functional in the framework of the spin density
wave state (SDW); (i) finally, we built and tested a local density approximation (LDA) for the
functional of exchange and correlation based on the exact solution of the homogeneous Hubbard
model, given by the Bethe Ansatz (BA). We compared the results of BA-LDA obtained from
the numerical calculation using the exact diagonalization, yielding satisfactory results for the
SDW state, as well as several inhomogeneous systems (impurity, super-lattice, binary and step
potential). The good agreement between exact diagonalization and DFT shows that this last
can be applied with success in the cases the diagonalization exact is not viable.

We also adapted the DFT-SDW formalism, used in the step (i), for applications in ab initio
calculations of band structure in the Muffin-Tin approximation. Our goal, in this last context,
is to develop the necessary mathematical equations for the numerical implementation of this

method, thus provinding the necessary formalism for future ab initio calculations.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

Nesta tese nos dedicamos ao primeiros testes numéricos de uma recente extensao da Teo-
ria do Funcional da Densidade (Density Functional Theory - DFT) que trata do magnetismo
nao-colinear. A DFT tradicional reduz o problema de se calcular o estado fundamental de
um sistema eletrénico interagente & solucao de um conjunto de equagdes de particulas inde-
pendentes, conhecidas como Equagoes de Kohn e Sham. Combinada com a Aproximacio da
Densidade Local (Local Density A pprozimation - LDA) a DFT fornece um ponto de partida para
se calcularem as propriedades do estado fundamental de sistemas eletronicos nao-homogéneos.
Praticamente quase todos os cdlculos de estruturas de banda, em particular, se apéiam nesse
procedimento. A teoria foi originalmente desenvolvida para tratar sistemas eletrénicos normais
e diamagnéticos, mas ela foi mais tarde generalizada. Sistemas para- e ferromagnéticos, por
exemplo, exigiram uma generalizacio que considera como varidvel fundamental, além da den-
sidade eletrénica n(r), a magnetizacao m(r) = nq(r) — n(r) [1]. Uma outra generalizacao,
mais recentemente, expressou as energias como funcionais da densidade eletrénica n(r) e da
densidade de corrente Jj(r) para levar em conta campos magnéticos externos [2].

Recentemente, mais uma generalizacao, desenvolvida em nosso grupo de pesquisa, conside-

rou (além da densidade eletrénica) uma outra densidade, a densidade staggered, como varidvel

1
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fundamental para descrever antiferromagnetismo (Antiferromagnetism - AFM) [3, 4]. Em ma-
teriais com antiferromagnetismo itinerante, a interacao de troca d4 origem a Ondas de Densi-
dade de Spin (Spin Density Wave - SDW) [5]. Tais materiais nao apresentam magnetizacao
externa, mas a ordem magnética pode ser comprovada por uma variedade de métodos experi-
mentais [6, 7]. Nas tltimas décadas uma grande variedade de trabalhos, tanto experimentais
como tedricos, contribuiram para o entendimento das propriedades do antiferromagnetismo
itinerante, caracterizado por SDW’s. As SDW’s siio estados fundamentais de metais em que a
interacao elétron-elétron reduz tanto a simetria rotacional como a translacional do sistema. O
estado fundamental ¢ caracterizado por uma modulacao periédica da densidade de spin, deter-
minada por um vetor de onda da ordem de 2kF, onde kr é 0 momento de Fermi. Fsse tipo de
estrutura foi primeiramente proposto por Overhauser [5] para o gds de elétrons homogéneo. O
mais conhecido sistema nao-homogéneo que apresenta este tipo de comportamento é o Cromo,
cujas propriedades magnéticas tém sido alvo de muitas investigacoes baseadas no estudo das
SDW’s, nas 1iltimas décadas. Nao obstante, vérias propriedades do metal puro e de suas ligas
ainda permanecem obscuras [6, 8, 9]. O magnetismo nao-colinear ocorre também na SDW
helicoidal no Fe fecc [10], em diversos compostos de terras raras [11, 12], em pontos quanticos
[13], em supercondutores orgénicos [7, 14] e em Lag_4Sr;CuOy_5 [15].

Tradicionalmente calcula-se a estrutura de banda de tals sistemas com a DFT generalizada
para incluir a densidade de magnetizagao (Spin DFT - SDFT )- No entanto, a SDFT padrao
nao descreve a SDW nao-colinear e também nao considera correlagoes AFM néo-locais. Estudos
recentes tém mostrado que para o caso da SDW em Cr, o formalismo padrao encontra graves
dificuldades [16]). A SDFT foi generalizada por Kiibler [17] e Sandratskii [12] para descrever tais
situacGes nao-colineares, porém sé funciona quando combinada com a LDA comum e nio leva
em conta correlagoes nao-locais. Neste trabalho implementamos e testamos um procedimento

alternativo 3, 4] que leva em conta além da densidade de particulas n(r) a chamada densidade
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staggered pg(r,r’) definida em termos dos operadores de campo como,

ps(r, ') = (Tl(r)T (1)), (1.1)

em que ( ) denota o valor esperado. Esta varidvel permite incluir os graus de liberdade nio-

colineares no formalismo, e ao mesmo tempo facilita o tratamento de correlagoes nao-locais.

1.2 Teoria do Funcional da Densidade para Magnetismo

nao-colinear e o Modelo de Hubbard

A fim de realizar os primeiros testes para esse novo procedimento da DFT, utilizamos um dos

mais interessantes modelos para sistemas fortemente correlacionados - o modelo de Hubbard

unidimensional (1D),

H=— Z (tichgcja + hC) +U Znﬁnil, (12)

tjo

em que, como usual, ¢} (¢io) refere-se ao operador de criagao (aniquilacio) de um elétron no
sitio 4 com spin o e n,;, = cjacw ¢ o operador nimero. ¢ € {1, 1} denota as duas orientacoes de
spin e a sigla h.c. significa hermitiano conjugado. O primeiro termo representa a contribuicao
devida a energia cinética e o ltimo a contribuicao devida as correlacoes eletronicas. Esse
modelo possue solugio analitica no caso homogéneo ou, no caso de nao-homogeneidades, pode
ser diagonalizado numericamente, servindo como um ‘laboratério’ teérico no qual podemos
estudar aspectos fundamentais da DFT. O tratamento do modelo de Hubbard unidimensional
pela DFT permitiu que obtivéssemos resultados para a energia do estado fundamental que além
de interessantes por si mesmos, dao margem a uma comparagao instrutiva entre os resultados
exatos e os obtidos por diferentes aproximacoes para a energia de troca e correlacao (ezchange

and correlation - XC) [18, 19]. Nesse contexto, desenvolvemos e aplicamos, juntamente com
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Lima [20], Capelle e Oliveira, um funcional XC que mostrou-se robusto para diversas nio-

homogeneidades [21, 22]. Assim, transformamos a andlise do modelo de Hubbard, com todas

as ramificagoes que comporta, no prato principal desta tese.

1.3 Teoria do Funcional da Densidade para Magnetismo

nao-colinear e o Método Linear Muffin Tin Orbital

Paralelamente, desenvolvemos o formalismo da nova abordagem da DFT para aplicar em
cdlculos ab initio de estrutura de bandas na aproximacao Muffin- Tin-Aproximacao da Esfera
Atémica (Atomic Sphere Approzimation - ASA) [23]. Nosso objetivo, nesse 1iltimo contexto, foi
desenvolver as equages matematicas necessérias para a implementacao numérica desse método,

sem no entanto concretizar essa aplicacao.

1.4 Principais Resultados

Nesta secao apresentamos os principais resultados encontrados. Mais detalhes serio dados

nos capitulos seguintes.

1.4.1 Prova do Teorema Fundamental da Teoria do Funcional da

Densidade

Conforme mencionado na Secao(1.1), inclufmos interacoes AFM em nossos calculos. Assim,
na construgao do teorema da DFT para o Hamiltoniano de Hubbard, Eq.(1.2), adicionamos um

termo que descreve essas interagoes AFM,
HS = Z (Sijc:irchl + hC) 5 (13)

%
sendo S;; o campo staggered. Esse termo adicional é semelhante ao que integra a construcao

da DFT a partir de primeiros principios, que ser4 discutido no Capftulo 2. O método de prova
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nao segue a prescricao tradicional de Hohenberg e Kohn [18] mas a dada por Levy na década

de 70 [24]. Como resultado:

1. Provamos o teorema de Hohenberg-Kohn [18] para este Hamiltoniano.
2. Obtivemos a equacao de Kohn-Sham [19] para este Hamiltoniano.

3. Obtivemos (i) a expresséo explicita para a energia total ¢ (ii) os potenciais efetivos de

particula independente para este Hamiltoniano.

A diferenca essencial entre este trabalho e o desenvolvido por Capelle e Oliveira [3, 4] & que
aqui estamos trabalhando com sitios discretos, enquanto aquela anélise se volta para um espaco
continuo. Convém também notar que nossa abordagem difere das tradicionalmente empregadas

na anélise do modelo de Hubbard [25, 32].

1.4.2 Instabilidade

Por meio de diagonalizacao exata, estudamos também a instabilidade do modelo frente ao
termo adicional aplicado (denominado de campo staggered S). Na Fig.(1-1) ilustramos o com-
portamento da energia total exata como funcao do campo staggered infinitesimal. Observamos
que para um mimero de sitios (L) impar - com condigoes de contorno periédicas e banda semi-
preenchida (n = % = 1, sendo N o nimero total de particulas) - o modelo acomoda uma
SDW, pois quando tomamos S — 0, encontramos para o estado fundamental uma densidade
staggered. Tal SDW pode ser entendida em termos de frustragoes AFM [26]. J4 para L par,
em constraste, nenhuma SDW ¢ formada. Como mostra o grafico menor, a energia do estado
fundamental diminui quadraticamente com o campo staggered. A densidade staggered, vai a
zero no limite S — 0. A energia do sistema pode ser representada por uma expansao de Taylor

da forma,
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No estudo da estabilidade temos que,

OE[S] _

5 E® 4 2E®S 1 3OS 4 (1.5)

Quando temos L fmpar o sistema é frustrado e

—65—)8:0 =Y <0, (16)

como efeito, uma suscetibilidade staggered é formada. Para L par obtemos

oL [S]) ~0, (1.7)

oS

sem a formacao de uma SDW.

1.4.3 Funcional de Troca e Correlacao para o Sistema de Kohn e

Sham

O sucesso dos célculos da DFT se deve em grande parte & aproximagio usada para a energia
de XC. Nesse sentido desenvolvemos e aplicamos uma LDA, baseada na solugio ansatz de Bethe
(BA) exata do modelo [33]. A BA-LDA mostrou-se muito eficiente quando comparada com a
unica LDA existente na literatura, desenvolvida por Gunnarsson e Schénhammer (GS-LDA),
para a DF'T- Hubbard [29]. Igualmente satisfatéria foi a comparagéo com os resultados exatos
para os mais diversos sistemas que podemos estudar com o modelo de Hubbard, tais como:
Impurezas, potencial binrio, potencial degrau, super-redes, etc... Aspectos fisicos fundamentais
como o problema do gap de energia [34], localizacao de Anderson, spin glass e interacio RKKY,
também podem ser estudados via DFT-Hubbard. Como a BA-LDA foi definida a partir da
solucao no limite termodinimico, ela torna-se melhor 4 medida que o tamanho do sistema
aumenta. Aqui encontra-se a grande vantagem da DFT: podemos atingir cadeias bem superiores

(L ~ 3000 ou mais) as de qualquer outro método.
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Figura 1-1: Energia do estado fundamental para o modelo de Hubbard de L-sitios em 11) em func¢io
do campo staggered para U/t = 3en = N/L = 1. O gréfico principal mostra resultados para L fmpar
(L =N =5e7). A sequéncia horizontal de pontos mostra que a energia do estado fundamental,
medida de seu valor S = 0, é proporcional ao campo staggered. O grafico menor mostra os resultados
para L par (L = 6 e 4). Aqui, a sequéncia horizontal mostra que a energia, medida do valor de S = 0,
diminui quadraticamente com o campo staggered. [26]

Na construcao da BA-LDA utilizamos uma parametrizagao para a energia total do modelo

(ver Capitulo 4) definida por,

B 1) = 22U [ ﬁ?;j,)], (1.8)

sendo J(U) uma funcio a ser resolvida e n = & a densidade de particulas. Na Fig.(1-2)
mostramos, no gréfico menor, a nossa parametrizacao para a energia total (Eq.(1.8)) em com-
paragao com a solugao numérica das equacées integrais de Lieb-Wu [35]. No grafico principal

fazemos uma comparacao entre a nossa BA-LDA e a GS-LDA [29] com relagio a diagonalizacao

SERVICO DE BIBLIOTECA
IFSC-USP INFORMACAQ
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exata do modelo. Esses bons resultados, nos deixaram confortaveis com relaco a aplicabilidade

da DFT no modelo de Hubbard.

1.4.4 Cdlculo Tight-Binding para o Hamiltoniano de Kohn e Sham

Realizamos aqui dois tipos de célculos tight-binding para o sistema de Kohn e Sham (KS):
e DFT - tradicional

Aqui aplicamos o funcional de XC para alguns sistemas importantes (e interessantes),
como mencionado na segao anterior. Do ponto de vista contemporéneo, destacamos as super-
redes de Hubbard' cujo interesse tém crescido enormemente nos ltimos anos devido ao avancgo
da nanotecnologia. Espera-se que tal sistema possa dar contribuigoes significativas para o
entendimento dessa nova drea da fisica. Uma das questdes que precisam ser respondidas é qual
o comportamento da densidade na interface entre as células, e a dificuldade encontrada pelos
métodos tradicionais refere-se ao mimero de células que se pode utilizar.

E conhecido que as super-redes necessitam de um mimero significativo de células? para
atingir o limite termodinamico, e isso a DFT pode fornecer uma vez que resolvemos um sistemas
de particulas independentes no célculo autoconsistente. Do ponto de vista do nosso trabalho,
podemos realizar tais redes sem nenhum problema significativo, tanto numérico como tedrico.
Na Fig.(1-3) apresentamos os resultados da densidade em funcao dos sitios da rede para uma
super-rede com L = 50, N = 30 e trés valores de U : U = 0 (linha preta), U = 0.5 (linha
vermelha) e U = 10 (linha azul). No grafico principal podemos observar que nos sitios onde
existe repulsao coulombiana (i = 15 e i = 35) os elétrons tendem a ser expulsos para sitios
afastados e a densidade oscila em torno do valor de n = NL- = % = 0.6. A medida que

aumentamos o valor de U, a densidade eletrénica nesses sitios diminui e no limite de U/ — oo

cal aproximadamente para a metade (n = 0.3), uma vez que a dupla ocupacao agora é invigvel.

LA definicio e uma descrigao detalhada sio dadas na Se¢do(4.3.6) do Capitulo 4.
2Célula aqui é o menor tamanho do sistema em que podemos repeti-lo periodicamente.
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Figura 1-2: Figura principal: Energia total calculada da BA-LDA (circulos azuis) e diagonalizacao
exata (cfrculos pretos) versus o tamanho do sistema para o modelo de Hubbard, com condigées peri-
6dicas de contorno e preenchimento n = N/L =1 / 2. Menor: Energia total do modelo de Hubbard
infinito como funcio de n para diversos valores do parametro de interacao U. As linha cheias repre-
sentam a nossa parametrizac 20 e os simbolos sio os valores obtido da solucao numérica das equagoes
de Lieb-Wu. Para U = 0 ou U = 0o a parametrizagado é exata.

Esse comportamento ¢ consistente com o nosso resultado. Como exemplo da potencialidade da
DFT em atingir cadeias bem maiores, no grafico menor ilustramos o mesmo célculo para uma

rede com 1000 sitios.
e DFT - SDW

Aqui trabalhamos com uma base de spinores, pois a densidade staggered acopla as com-
ponentes up e down do spin. Testamos uma outra aproximacao, denominada de Ua [4], para o
funcional de troca dependente apenas da densidade staggered, conforme descrita nos capitulos

precedentes. Na Fig.(1-4) apresentamos os resultados do célculo KS para a energia do estado
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Figura 1-3: Figura principal: Densidade eletronica versus o sitio 4 para um L fixo e trés valores de
U (U = 0 preto, U = 0.5 vermelho e U = 10 azul). Para U = 0 a densidade ¢ n = 0.6 em todos os
sitios. Quando ligamos a repulsdo eletronica, a densidade nos sitios com U (i = 15 e i = 35) diminui
e nos outros sitios oscila em torno de n = 0.6. Para U — o0, n &~ 0.3 uma vez que agora a dupla
ocupagao é proibida. No gréafico menor ilustramos o mesmo célculo para uma rede com L = 1000
sitios, ilustrando a potencialidade da DFT em atingir um mimero muito grande de sftios.

fundamental em func¢do do tamanho da rede de spins. Os circulos vermelhos representam a
solugao exata do modelo e os azuis resultados oriundos do sistema KS. Podemos observar uma
concordancia razodvel. Na figura menor ilustramos o mesmo céleulo incluindo, além da BA-
LDA, a aproximacao Uc. Com a inclusao dessa nova aproximacio podemos observar que os
valores da energia para os sitios impares melhoram e para sitios pares permanecem inalterados,

consistente com a andlise da instabilidade descrita na Segao(1.4.2).
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Figura 1-4: Célculo KS de uma cadeia unidimensional de I sitios versus diagonalizacio exata com
condi¢Ges periddicas de contorno. Os resultados mostram a eficiéncia das aproximacdes usadas para o
funcional de XC. Os valores dos parametros foram: n =1, U/t = 3, v/t = 0, S/t = 0.001 e o = 0.2.
Figura principal: BA-LDA. Figura menor: BA-LDA+Uq.

1.5 Organizagao Geral do Trabalho

Este capitulo fez uma introducao geral aos problemas que abordamos e alguns conceitos que
introduzimos serao discutidos com mais detalhes nos capitulos seguintes. Apresentamos de uma
forma sucinta os principais resultados encontrados durante o desenvolvimento desta pesquisa.
Feito isso, descrevemos a seguir a estrutura desta tese.

O Capitulo 2 traz um breve histérico da DFT, originalmente desenvolvida por Hohenberg,
Sham e Kohn, e em seguida descreve detalhadamente o novo procedimento do funcional da den-

sidade staggered. Aqui mencionamos a nossa contribuicao para a expressio da energia total.
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No Capitulo 3 apresentamos o modelo de Hubbard e toda a ferramenta numérica utilizada (e

necesséria) para sua diagonalizacao exata. Particularmente, essa etapa consumiu a maior parte
do tempo, visto que nao tinhamos nenhuma experiéncia em diagonalizar sistemas quénticos no
espago real. A parte principal da tese encontra-se nos Capitulos 4 ¢ 5. Como na teoria do
funcional da densidade pecisamos de um funcional para a energia de troca e correlagio para
resolver as equagoes de Kohn e Sham, apresentamos no Capitulo 4 um funcional deduzido a
partir da solugao exata do modelo para este fim. Depois aplicamo-lo a vérios sistemas inter-
essantes. O Capitulo 5 apresenta os resultados para o modelo com o termo staggered para
dois casos especificos: (i) um campo com fase uniforme e (ii) um campo com uma fase nio
uniforme. O resultado principal est4 na Se¢ao(5.7.2), em que descrevemos a qualidade das apro-
ximagoes utilizadas para o funcional de troca e correlagao. O Capitulo 6 descreve as equacdes
bésicas do método Linear Muffin Tin -ASA, adaptado para magnetismo nio-colinear e a den-
sidade staggered. Para finalizar, o Capitulo 7 traz as conclusdes gerais, bem como apresenta
sugestoes para trabalhos complementares aos resultados obtidos neste trabalho. Nos Apéndices
mostramos alguns detalhes importantes da pesquisa, mas que nao se justificam incorporé-los

ao corpo principal desta tese.



Capitulo 2

Teoria do Funcional da Densidade para

Magnetismo nao colinear

Neste Capitulo fazemos um histérico qualitativo da Teoria do Funcional da Densidade, origi-
nalmente formulada por Hohenberg, Kohn e Sham, e em seguida apresentamos a nova proposta
de generalizacao da DFT para incluir antiferromagnetismo itinerante. Embora tal proposta foi
desenvolvida por Capelle e Oliveira, concomitantemente a nossa pesquisa, faremos aqui uma
descrigao detalhada do procedimento, visto que esta sers & primeira tese escrita sobre o assun-
to. Também demos uma pequena contribuicio na correcio da expressao para a energia total,

descrita na Secao(5.5).

2.1 Um Breve Histérico da Teoria do Funcional de Ho-

henberg, Kohn e Sham

A equacao bésica para qualquer cdlculo de sistemas de muitos elétrons é a equacao de
Schrédinger. Sua forma é muito simples, porém resolvé-la exatamente é impossivel, pois, trata-
se de um sistema de elétrons itinerantes. Portanto, como o movimento de um elétron é acoplado
ao movimento de todos os outros elétrons, para estudar tais sistemas usam-se métodos aproxi-

mativos. Aqui encontra-se um dos principais desafios da fisica da matéria condensada: encon-

13
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trar uma aproximagao boa e vidvel que contenha a fisica essencial envolvida num problema e

obter a solugao mais precisa possivel.

O procedimento mais utilizado é assumir que cada elétron move-se em orbitais indepen-
dentes, determinados por um potencial de campo médio - potencial efetivo - que modela o
efeito de todas as outras particulas do sistema, bem como de qualquer outro potencial externo
atuando no sistema. A funcéo de onda total ¢ entao escrita como um produto anti-simetrizado
de orbitais de particulas independentes e a equacio de Schrodinger é separada em muitas
equagoes de um elétron. Com essas fungoes de onda de particulas independentes podemos cal-
cular o potencial efetivo e resolver para um novo conjunto de fun¢oes de onda num processo
iterativo. Este é o método desenvolvido separadamente na década de 30 por Douglas Hartree,
Vladimir Fock e John Slater; € é a base conceitual do hoje bem conhecido método de Hartree-
Fock [36]. Significativas inovagoes foram feitas no método e ele foi o mais utilizado até a ltima
década. Na Figura(2-1) fazemos uma comparacio ilustrativa desta afirmacao. A pesquisa foi
feita no banco de dados INSPEC. O aumento observado no uso da DFT (em azul) ¢é devido
a vérios fatores, dentre os quais destacamos: (i) resultados encontrados utilizando a DFT sio
mais precisos e (i) aumento na capacidade de armazenamento de meméria dos computadores.

Em 1964 Walter Kohn e Pierre Hohenberg, trabalhando na Ecole Normale Supérieure de
Paris, formularam um teorema no qual provaram que o efeito de um potencial externo sobre
a energia do estado fundamental de um sistema de elétrons interagentes pode ser expresso in-
teiramente em termos da densidade eletrénica [18]'. Assim toda a informac@o a respeito da
estrutura eletrénica estaria contida na densidade e néo se precisaria conhecer a funcao de onda
de muitos corpos. Isto é uma grande simplificacao pois, pode-se trabalhar methor com trés vari-
aveis (n(r), r = x,y,2z) do que um conjunto enorme de variaveis (¥(ry,rs,- -+ ,ry)) necessdrio
para descrever uma grande quantidade de elétrons. Além do mais, a densidade eletrénica pode

ser encontrada usando o principio variacional, gracas a existéncia de um funcional? (uma funcgao

LEsta Secéio segue os passos da Ref. {37].
2Enquanto uma fung@o é uma regra que atribui um nimero f(z) para um mimero z, um funcional é uma
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Figura 2-1: Aumento no nimero de trabalhos publicados utilizando a Teoria do Funcional da Densida-
de (azul) em comparacio com a Teoria de Hartree-Fock (vermelho). Esse aumento dréstico torna-se
mais acentuado a medida que a tecnologia aumenta a capacidade de armazenamento de meméria dos
computadores.

de uma func¢ao) da densidade cujo minimo ¢ a energia exata do estado fundamental. Anos antes,
Llewllyn Thomas e Enrico Fermi desenvolveram uma idéia similar de representar o problema
atomico em termos da densidade eletrénica. O trabalho de Kohn e Hohenberg coloca essa idéia
numa base matematica mais rigorosa. Embora potencialmente poderoso, o teorema original
de Hohenberg e Kohn nao fornecia uma receita simples para se calcular a densidade eletrénica
do estado fundamental do sistema de elétrons interagentes. Tal aplicacao da teoria se tornou
possivel somente um ano depois.

Quando Kohn retornou da Franca, envolveu seu pés-doutorando, Lu Sham, no mesmo pro-

regra que atribui um nimero F(f} a uma funcéao f. Por exemplo, h[¥] = <\Il '1/1\7 I ‘Il> é um funcional da funcéo

de onda ¥, dado o Hamiltoniano H.
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blema. Juntos formularam um esquema computacional, conhecido como equacgoes de Kohn e

Sham (KS), para resolver numericamente o problema formulado em termos dos funcionais da
densidade [19]. Este esquema reduz o problema de muitos corpos a solucao autoconsistente de
um conjunto de equagoes de um corpo. Embora essa transformacao seja formalmente exata, a
sua implementagao exige aproximacoes, pois, as equacoes de KS envolvem derivadas funcionais
nao conhecidas da energia de interacao, expressa em termos da energia de troca e correlacao
Exc[n]. Nesse processo mostraram também que a aproximagao do funcional da densidade é
equivalente ao procedimento de Hartree, mas com uma importante melhoria: a interacao de
troca e correlacao, que sao ignoradas por Hartree, sdo incluidas no esquema de KS. Aqueles
dois artigos de Kohn - um com Hohenberg e o outro com Sham - mostraram uma nova direcao
para os cdlculos de estruturas eletronicas.

Contudo, precisar-se-fa agora especificar o funcional de troca e correlacao. Basicamente
substituiu-se um problema insolével por outro. Porém, pelo fato de focalizar a densidade
eletronica, a aproximacao do funcional da densidade teve profundo impacto na solucao de prob-
lemas fisicos e quimicos, conduzindo ndo somente a simplificagGes computacionais mas também
a uma melhor compreensao conceitual. Um exemplo disso é a aproximacao da densidade local
introduzida nesse formalismo por Kohn e Sham, que trata a interacao de troca e correlacao co-
mo se a densidade fosse constante dentro de uma pequena regiao local. A LDA tem sido muito
util aos fisicos da matéria condensada nestes quase 40 anos. Ho je a DFT é usada para calcular
propriedades estiticas, dinimicas e termodindmicas nao somente de cristais mas também de
muitas outras classes de materias tais como, sélidos amorfos, liquidos e biomoléculas [38, 39, 40].
Existe na literatura uma grande variedade de trabalhos sobre DFT-tradicional. Uma excelente
revisao pode ser encontrada nas referéncias [41] e [42]. Vale a pena mencionar aqui que Walter

Kohn foi agraciado com o Prémio Nobel de Quimica de 1998, pelo desenvolvimento da DFT.
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2.2 Novo Procedimento para Magnetismo Nao Colinear

2.2.1 Introducgao

O comportamento de estruturas magnéticas nio colineares foi primeiramente descoberto
experimentalmente [11, 43]. Estudos teéricos deste fenémeno foram quase que completamente
realizados no quadro de modelos de Hamiltonianos, assumindo momentos atémicos localizados
[43]. Em contraste, magnetos colineares foram intensamente estudados usando cdleulos de
primeiros principios [18, 19, 17, 44]. Isto talvez seja porque a ordem magnética nio colinear
pareceu ser um tanto exética e rara. No entanto, atraiu muito interesse no final dos anos 70 e
mnicio dos anos 80 quando tornou-se claro que a teoria de Stoner®, que explica as propriedades
do estado fundamental muito bem, falha ao descrever o comportamento de magnetos itinerantes
para temperaturas maiores que zero. Uma diferenca essencial entre magnetos colineares e nao
colineares ¢é esta auséncia, no caso nao colinear, de eixo de quantizacao de spin comum para
todo o cristal. Como resultado, cada estado de um elétron no magneto nao colinear deve ser
tratado como um spinor.

Uma melhor compreensao do magnetismo nao colinear do tipo de ondas de densidade de spin
estimulou diversos esforcos nestes tltimos 40 anos. Recentemente, o interesse tem aumentado
devido & descoberta desse tipo de ordenamento em compostos orgénicos e supercondutores de
alta temperatura critica. Na natureza, o 1inico elemento que apresenta uma SDW (incomensu-
rével) é o Cromo (Cr) puro® tornando-se assim um protétipo ideal para estudos sobre SDW. A
introducao de pequenas quantidades de impurezas no Cr tem levado a uma melhor compreensao

do estado SDW, porém também tem levantado novas questoes, que na sua maioria ainda nao

0 critério de Stoner do magnetismo, N{ep)l > 1 em que N (er) é a densidade de estados local por spin
e I é o parémetro de Stoner, descreve a, condigao de instabilidade do estado ndo magnético com relacdo a um
estado ferromagnético. O critério acima nao garante que o estado ndo magnético se mantém para N (er)] <1,
pois podem existir outros tipos de instabilidades. Um exemplo tipico é o caso do Cromo bee que nio satisfaz o
critério de Stoner, porém apresenta um momento local espontdneo com um arranjo SDW.

40 Cr metélico é um antiferromagneto itinerante, descrito por uma SDW incomensursvel com a rede recipro-
ca, caracterizado por um vetor de onda ) = ( 27") (1£6), no qual a é o espacamento da rede € § é o parimetro
de incomensurabilidade.
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estao completamente resolvidas. Caminhando nesse sentido, descrevemos nessa Secao a nova
abordagem da DFT para estudar tais sistemas magnéticos. A natureza nao local das corre-
lacoes antiferromagnéticas e possiveis nao colineariedades no espaco de spin sao incorporadas
via uma nova varidvel fundamental, a densidade staggered, que juntamente com a densidade de

particulas suplementa a teoria do funcional da densidade.

2.2.2 Densidade Staggered

A motivacao principal para a escolha desta nova varidvel advém da teoria para o estado SDW
desenvolvida primeiramente por Overhauser em 1960 [5]. Overhauser mostrou que o estado
paramagnético de um gés de elétrons homogéneo era instavel, quando tratado na aproximacao
Hartree-Fock (HF), possibilitando a formaciio de uma SDW helicoidal estaciondria. Tal estado
SDW possui uma energia total menor que a do estado paramagnético. Rigorosamente falando, o
resultado de Overhauser est4 relacionado com a escolha dos orbitais de particula independentes
HF como sendo spinores, ao invés de simples produtos das partes espaciais e de spin, como na
aproximacao de HF padrio [36]. Essa escolha, cohecida como método generalizado Hartree-
Fock (Generalized Hartree-Fock Aprozimation - GHF ), permite que os auto-estados do sistema
nao sejam autofungdes simultdneas do spin, sendo capazes de descrever configuracoes de spin
nao colineares, conduzindo geralmente a uma diminuicao da energia total. Tais orbitais sao
também a base das modernas aproximages para mangetismo nao colinear [12]. Dentro do GHF

a energla de troca é definida por,

Fy = _E/dT/drIZ h’aa’(rar,)|2 (2 1)
x 2 ~ jr—r| )

em que,
N

Yoo (T, 1) = Z U;(r', 0")¥(r, 0), (2.2)

H
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¢ a matriz densidade, sendo N o mimero de particulas total do sistema. Reescrevendo a Eq.(2.1)

numa parte diagonal no spin e uma nao diagonal temos,

B B R O T e
-gfar [ b: e (23)

em que ¢ denota spin oposto de o.

Definindo, neste contexto, a densidade staggered ou magnetizacao staggered pg(r,r') por,

70’0"(1‘11‘/) = ’YLT(rI I‘)

ps(r,r) = Z\P W, ). (24)

Assim, substituindo a Eq.(2.4) na Eq.(2.3) encontramos que,

/M/W[ u%mrn+MmﬂF_ 25)

Ir —r/| Ir — r'|

O primeiro termo da equagao acima é a conhecida energia de troca paramagnética do formalismo
HF padrao. J4 o segundo termo, expresso em termos de pg(r, '), ¢ de agora em diante chamado
de Hartree Staggered e denotado por Ux[pg]. Observe que sua contribuicéo para Ex é negativa,
resultando também numa contribuicao que reduz a energia total. No caso do gés de elétrons
homogéneo ele conduz ao mecanismo para a transi¢io para o estado SDW. Assim, a inclusao
desta varidvel permite tratar exatamente uma importante parte da energia de troca e correlacao
que tende a estabilizar a SDW. Portanto, espera-se que a densidade staggered seja mais natural
para descrever estados ndo colineares, uma vez que o mesmo leva em conta explicitamente
correlacoes nao locais dependentes de spin entre particulas nos sitios r e r'.

Uma motivagao independente para se introduzir esta densidade é fornecida por uma analogia
com supercondutividade [46]: da mesma forma que um estado com valor médio \/I\q (r)(I\llf(r’ )

diferente de zero diminui a energia com relacio a um estado paramagnético pela formacao
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de um estado singleto de elétrons (resultando num estado fundamental BCS®), um estado
com valor médio ‘TIJ{(r)\/I\I 1(r') diferente de zero diminui a energia do estado fundamental por
emparelhamento de elétrons-buracos num estado tripleto que é caracteristico dos estados AFM
e SDW [6, 7]. No Apéndice(A) fazemos uma comparacéo entre o presente formalismo e o da
DFT para supercondutores.

Em suma, para escrevermos uma generalizacao da DFT para tratar AFM nao colinear

devemos considerar que:

(i) os orbitais de particulas independentes sejam spinores e nao simplesmente um produto

das partes espacial e de spin;
(%) tenha a densidade staggered como uma das densidades bésicas e

(#i1) seja capaz de descrever correlagoes antiferromagnéticas nao colineares e dependentes de

spin.

2.2.3 Teorema de Hohenberg e Kohn Generalizado

O Hamiltoniano para a qual a DFT foi originalmente desenvolvida é dado por,
H=T+U+V, (2.6)

em que,

r=Y" / dri! (r) (- h;:) U, (r), (2.7)

¢ a energia cinética e,

<D

-2 r [ dr'Ul(r) @, (r 1 T r
N 2;/d /d \IIU( )‘Illf( )Ir_rf’\lja’( )\IIG( )7 (28)

®Na realidade p,(r,1’) estd relacionada com o pardmetro de ordem BCS via uma transformacao particula-
buraco.
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¢ a interacao Coulombiana. Finalmente,

Z / drvs(r) — u] ¥l (), (r), (2.9)

sendo v, (r) e 1 0s potenciais externo e quimico, respectivamente.
A fim de construir uma generalizacio da DFT e satisfazer as trés condigoes da secao anterior,
introduzimos no Hamiltoniano a matriz densidade (Eq.(2.2)). Assim, substituindo na Eq. (2.9)

‘7 por,

Z/dr/drvw (r, )T (r) @, (1), (2.10)

ao!

podemos separar v,,/(r,r’) em partes diagonal e nio diagonal no espaco de spin e assumir que

a parte diagonal ¢ local na posi¢ao do espaco,
Voo (T, 1) = (U5 (1) = p)650/8(r — ¥') + Syou(r, 1) 6541 (2.11a)

Comparando com a Eq.(2.9), identificamos v, (r) como o potencial externo, sendo Spo (1, 1)

uma caracteristica da presente aproximagéo, chamado de potencial staggered. Substituindo na

Eq.(2.11a) a Eq.(2.10) temos,

Z/drva(r Ul (r /dr/drSTl (r r)\IIT( r)¥, (r)
+ / dr / dr'S 1 (r', r) T (r) T+ (r). (2.12)

Com as definicoes,

Ar) = Z Ul (r) T, (r), (2.13)
ﬁs(rv r,) = \IJHI‘)‘IIL(I. )7 (214)
S(I‘I, I') = SlT (I‘I, I') (215)

SERVICO “F E!”“Jl 1CTECA
IFSC-USP SERVICo oF pine
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e a propriedade de simetria®,

SlT(r7 ')t = STl(rla r), (2'16)

podemos escrever (2.12) como,

f/\’z/drv(r)ﬁ(r)+/dT/drl [S(r, x)ps(x, r') + hoc], (2.17)

em que h.c. denota o hermitiano conjugado. O primeiro termo descreve o acoplamento da
densidade eletronica n(r) com o potencial externo v(r) e o potencial quimico . De uma forma
similar, o iltimo termo da equagéo acima, descreve o acoplamento da densidade staggered com
um potencial staggered externo S(r,r’).

Portanto, escrevemos o Hamiltoniano de muitos corpos SDW como,

A=T+U+V+8+8" (2.18)
em que o primeiro termo ¢ dado pela Eq.(2.7), o segundo pela Eq.(2.8) e os trés tltimos pela
Eq.(A.1) do Apéndice A.

A inclusio deste potencial permite escrever explicitamente o Hamiltoniano em termos da
densidade staggered. Portanto, agora é simples adaptar (ou melhor, generalizar) a prova orig-
inal do teorema de HK - que se baseia na reduciio a um absurdo - para a Eq.(2.18). Assim

escrevemos,

ﬁ |1/)GS> — EGS '¢GS> ’ (2_19)

em que 1°° se refere a funcao de onda do estado fundamental (ground state - GS). A solucao
desta equacao mostra que ¥“° ¢ um funcional dos campos externos {ve(r), S(r,1")}. As cor-
respondentes densidades do estado fundamental sio dadas pelo conjunto {n®S, pCeY.

Agora consideramos um estado fundamental /¢S # 4% produzido pelos campos externos

SA hermiticidade do Hamiltoniano exige que Soro(r',1)* = Sp10 (v, 1) e v(r)* = v(r).
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{vg(r), S'(r, 1)} # {vs(r), S(r,r')}. Este estado conduz as densidades {n'¢8 pG%}. O Hamil-

8

toniano que contém {v}(r), S'(r,r')} é denotado por H'. Aplicando o principio variacional para

o Hamiltoniano H temos,

EGS _ <¢Gsl ﬁles> < <leSI ﬁlleS>’
<¢IGSI ﬁ/ ‘¢/Gs> + <¢/G5| ﬁ _ ﬁ/ I¢IGS>>

= [GS + <¢/Gs! [’_‘I N ﬁ/ |,¢/Gs> , (2.20)
e de forma ansloga para o Hamiltoniano H’ ,

BIGS <¢/GS| ﬁllleS> < <,¢}G3l ﬁ/lwcs>’
- <¢GS' ﬁlwcs> + <¢05|ﬁ1_ ﬁW)GS>7

= B4 (| I — H |y®5). (2.21)

Somandos as Egs.(2.20) e (2.21), subtraindo E®S 4 E'CS ¢ calculando os valores esperados das

densidades obtemos,

/dr (n%*v — ] + 0/’ — v]) < /dr/dr' (0[S — 8] + pL[S" — 8)) + h.c., (2.22)

em que todos os argumentos foram suprimidos para facilitar a notacao.

Assumindo que (n%® ,05%) = (n'@8 , P9 temos uma contradigio, 0 < 0, mostrando que
a suposigao, ¥'%% #£ %% ¢ incorreta. Isto significa que ¥ é um funcional das densidades
do estado fundamental. Consequentemente estas densidades contém uma completa informacao
sobre o estado fundamental do sistema. Uma vez que as mesImas sao, por construcao, funcoes de
%%, se estabelece um mapeamento entre elas e as fungoes de ondas para o estado fundamental.

Portanto, concluimos que:

(i) A fungdo de onda do estado fundamental é um funcional do conjunto das densidades
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{n9%,p5%}, isto &, ¥ =y ln,ny, p,].

(%) A energia do estado fundamental pode ser escrita como
Elny,ny, p,] = Ey + Eg + Fuxlns,ny, p,], (2.23)

em que o funcional de Hohenberg e Kohn Fy; x é definido como o valor esperado no estado
fundamental

Fay = (95| T - U |55y) (2.24)

e E, e Fg sao os valores esperados de VeS +8 T, respectivamente. O funcional F. HK €

universal no sentido de que independe dos potenciais externos {vs,S}.

(#) O funcional da energia do estado fundamental é minimizado pelas densidades {n<S, pgsi.

Estas trés afirmacoes finalizam a prova do teorema de HK generalizado para a DFT-SDW.

2.2.4 Equacoes de Kohn e Sham Generalizadas

Para obter a equagao de particulas independentes, que permite tratar exatamente o funcional
da energia cinética T, em termos dos orbitais de particulas independentes, introduzimos um
sistema auxiliar que permite mapear o sistema, interagente por escolha adequada dos potenciais

efetivos veg, (r) € Sea(r,r'). O Hamiltoniano deste sistema é descrito por,
Hy =T, + Vig + Sug + S, (2.25)

em que 7T, é definido na Eq.(2.7) e os trés iiltimos termos sdo definidos na Eq. (A.1) do Apéndice
A com veg, (T) € Ser(r, ') substituindo v, (r) e S(r, 1').

Como consequéncia dos termos ‘/I\q(r)\ll} (') e \/I;I(r)\/l;y(r’) que aparecem via Sz e ‘irﬁ,
o Hamiltoniano da Eq.(2.25) nao ¢ diagonal no espago de spin. Assim, para diagonalizd-lo

fazemos uma transformacao canénica dos operadores de campo ¥, (r) para novos operadores
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de quasi-particulas 7y,

onde os coeficientes .., precisam ser determinados e em que n = ko é um conjunto completo
de mimeros quénticos. Esta transformacgao acopla spin up e spin down do mesmo modo que a
transformacao de Bogolubov acopla particula e buraco na supercondutividade [48].

A transformacao (2.26) diagonaliza a Eq.(2.25) se os coeficientes satisfizerem,

-~

he dr'...Seg(r, 1’ n n
{7 / - #(r, ) Pnt | _ 6 Pnt , (2.27)
f dr'...S4(r',r) Pegy Pny Pn|
em que,
- \v£&:
heﬁa = <__2_ + Veto (r) _ /1') . (2.28)

Estas sao as desejadas equagées de Kohn e Sham -SDW. Os potenciais efetivos sio determinados

por,
_ ,_n(r') | SEXEn p
Vefio (T) = vo(r) + / dr ] 5n(e) (2.29)
€
* ! red
Seﬁ(r, l‘l) — S(l‘, l',) _ Ps (I‘, I‘) 6EXC [n:ps] (230)

jr—r]  bpg(r,x)

em que EX8[n, ps] é o funcional de troca e correlacio reduzido e ¢ definido por,

rjn(r (r,r’
Flnpo = Tl pol 45 [ ar [ar S0 far [arslCOIBOE) | e, ) 03

r—r|

As densidades so expressas em termos das autofuncoes da Eq.(B.13) por,

=D Pho(£)Pns (r) (2.32)

pS(ra r/) = Z (10:17(1')(10111 (I‘l), (233)
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em que a soma ¢ estendida a todos os orbitais acupados. Essas equagoes sao resolvidas de
maneira autoconsistente juntamente com as Fqs.(B.13). Para finalizar esta se¢ao, nos Apéndices
(B) e (C) obtemos detalhadamente a equacao de KS e as expressoes para os potenciais efetivos,

respectivamente.

2.2.5 Expressao para a Energia Total

O teorema de Hohenberg e Kohn generalizado garante que a energia total do sistema de
elétrons interagentes ¢ um funcional exato das densidades (n,pg). Portanto a energia total

pode ser calculada por,

E[n, ps] = T[n, ps] + Vext[n] + Uln, ps] + (Sext[ps] + c.c.). (2.34)

O problema agora é encontrar o funcional da energia total. Kohn e Sham resolveram este
problema extraindo da equacao acima (sem o termo staggered) todos os funcionais conhecidos

[19]. Procedendo de maneira andloga obtemos,

E[TL, pS] = TS [na pS] + Vext {n] + UH [’I’L] + UX [pS] + (Sext [pS] + C‘C) + EXC [TL, pSL (235)

em que Tg[n, ps] é o termo de energia cinética nao interagente, Uy [n] e Ux[pg] sdo os termos
Hartree e Hartree Staggered (ver Apéndice C) e, todas as contribuigoes da energia de troca e
correlacao nao conhecidas sao colocadas no funcional Fxc(n, ps]. Agora somando e subtraindo

os campos Hartree e troca e correlagao,

Eln,ps] = Tsn,ps] + / drn(r) (Vexs (r) / / dr’ ‘:)_"rq / dr / dp' P\E T |"|Sr(r_i,)|‘

+ / dr / dr’ [pg(r, 1) Su (1, 1) + c..] £ / drn(r)vs (r) + / drn(r)vxo(r)
:I:/dr/dr’ [os(r, T)Su(r, 1) + c.c.] :I:/dr/dr' los(r, r')Sxo(r,x') + c.c]

+Excln, pg- (2.36)
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Usando as Eq.(C.8) e (C.9) do Apéndice C para os potenciais efetivos e apés um pouco de

4lgebra encontramos,

Es
Eln,ps] = ;*S[n,ps] +/drn( ) (Ver (1) /dr/dr [ps(r, 1 )S4(r, r)+cc]
/drn r)uxc(r) — —/ /d ’nl(rr_nS' /dr/dr [ps(r, r')Sxc(r, 1)
tecl /dr/d ""S (r,r) +Exc[n ps]. (2.37)

Para finalizar, observemos que a energia do estado fundamental do sistema nao interagente é
simplesmente a soma das energias dos orbitais ocupados. Assim,

n(r)n(r’ lps (r, )|
Eln,pg] = an /dr/d’ E— /drn vxcr)—{-/d'r/d' g

n,ocup

- /dr/dr’ [ps (r, ' )Sxc(r, 1) + c.c.] + Excln, pg). (2.38)

Portanto, uma vez resolvida a equacao de KS para uma dada aproximacao do funcional de troca
e correlagao, a equagao acima pode ser imediatamente resolvida. Note que se Sxc = ps=0a

Eq.(2.38) se reduz a bem conhecida expressio para energia total da DFT padrio.

2.2.6 Funcional de Troca e Correlagio Exc[n]

Uma das principais tarefas na DFT ¢ encontrar uma aproximagao boa e vidvel para o fun-
cional de troca e correlagao Exc(n, pg]. Tradicionalmente utilizamos a famosa LDA em que a
energia de troca e correlagio ¢ tratada como se a densidade fosse constante dentro de uma

pequena regiao local, sendo igual a densidade do gds de elétrons com densidade nho™ = n(r),

Exoln] ~ BLBA[n] = / (r)ckomy (2.39)
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€ consequentemente,

dshom
vxe(r) & vkt [n(r)] = 58" + n(r )”Wa (2.40)

em que e29" = £1°0(n) ¢ a energia de troca e correlacao por elétron, do gas de elétrons homo-

geneo com densidade n, que é conhecido precisamente da teoria de muito corpos. vxc(r) é o
potencial de troca e correlacao.

Como inclufmos uma varidvel que leva em conta possiveis nao colineariedades do sistema,
nao podemos de imediato aplicar a LDA, uma vez que a mesma foi formulada dentro da DFT
tradicional nao incorporando assim a densidade staggered. Portanto, precisamos de uma apro-
ximagao para considerar os efeitos das correlagoes staggered. Dentre as vérias propostas para a
dependéncia de pg apresentadas por Capelle e Oliveira, utilizamos em nosso estudo do modelo
de Hubbard a aproximacao U« [3]. Os motivos que nos levaram a optar por tal aproximacao
foram: () sua simplicidade e (ii) seu sucesso na aplicagao a dois modelos simples [3] (o gas de
elétrons em uma dimensao com interacao de curto alcance e o gés de elétrons com interagoes

de Coulomb).

Primeiramente vamos reescrever a Fq.(2.31) definindo alguns termos,

Flny,ny, ps] = Ti[ny, ny, ps] 4+ Unlng, n)] — Ux[ps] + Exgng, ny, ps), (2.41)

em que,

Unlny,n|| = /dr/d ! Ir_r'l (2.42)

¢ a repulsao eletrostatica padrao (termo Hartree) e

Ux[ps] =/dr/d Ps(r, T)p3(r, 1')’ (2.43)

v —r|

chamamos de termo Hartree staggered em analogia a Eq.(2.42). Este termo resulta da parte

nao diagonal da energia de troca do método Hartree-Fock generalizado [3].

Podemos observar que o termo Hartree staggered nao foi incluido no E5S[ny, ny, pg], Eq.(2.31),
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mas tratado de forma andloga ao termo Hartree padrao. Desta maneira, definimos o funcional

de troca e correlagao por,

Exclng, ny, pg] == —Ux[ps] + ExSIng, ny, pgl. (2.44)

Uma primeira aproximacio que pode de imediato ser feita é considerar que o primeiro termo
da equacao acima representa a contribui¢do mais importante para as correlaces staggered nao
locais. Desta forma, o segundo termo do lado direito da equacio acima pode ser aproximado

pela tradicional LDA em termos somente de n. Assim,
Exclne,ny, ps] & —Uxlps] + Exg" [ny,n ], (2.45)

em que Ex2A[n;,n|] é a aproximacao da densidade local.

Contudo, com o uso direto do termo Ux [ps] juntamente com a LDA podemos superestimar
as correlagoes staggered. Como a dependéncia dessas correlagoes foram desprezadas no funcional
ExZ*ny,ny] e, do gés de elétrons, sabemos que Ux[pg] induz uma SDW [3], a maneira mais
simples em contornar isto é modificar o primeiro termo do lado direito da Eq.(2.45) de tal forma
que a dependéncia de pg no segundo termo seja aproximadamente levada em conta. Assim, no

mesmo espirito da popular aproximagao X« temos,

Exclnt,ny, ps] & —alUx[ps] + Ex2A [ne,ny], (2.46)

em que « ¢ um pardmetro ajustdvel’. Esta ¢ a aproximacao Uc.

"Diversos critérios para ajuste do pardmetro a podem ser propostos. Um exemplo é a comparagao com o
Ansatz de Bethe para o sistema uniforme.
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2.2.7 Ciclo Autoconsistente

Descrevemos aqui os passos necessdrios para se obter a autoconsisténcia no sistema Kohn-

Sham.

1. Biscolhemos uma aproximacao para o funcional de troca e correlacio Fxq[n, ps] e calcu-
lamos a derivada funcional vxc[n, ps(r) € Sxc[n, pg](r, '), a partir das Egs. (C.3) e (C.5)

do Apéndice C.5.
2. “Chutamos” algum valor inicial para as densidades ny(r) e PsolT, ')

3. Calculamos veg[n, ps](r) € Ser[n, pg](r, r') das Egs.(C.8) e (C.9) do Apéndice C.5, respec-

tivamente.
4. Resolvemos a Eq.(B.13) do Apéndice B para estes potenciais.

5. Usamos as Eqs.(2.32) e (2.33) para construir as novas densidades, 7, (r) e ps1(r,r’) dos

orbitais resultantes.

6. O critério de convergéncia foi encontrado? (convergéncia na energia total)

(a) Sim: vai para o passo 7

(b) Nao: usamos a nova densidade para iniciar o cilco a partir do passo 3.
7. Calcula-se as quantidades primérias resultante da convergéncia

(a) Densidade do estado fundamental n®(r).

(b) Densidade staggered do estado fundamental pd(r, r').
8. Calcula-se vdrias quantidades secundarias, tais como

(a) Energia do estado fundamental £%5(da Eq.(5.5))

(b) Estrutura de banda Kohn-Sham.
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(c) Constante de rede, etc.

(d) Pardmetro de ordem AFM e vetor de onda da SDW.



Capitulo 3

O Modelo de Hubbard e Métodos

Numeéricos

Neste Capitulo apresentamos (i) o modelo de Hubbard, que foi o modelo escolhido para
fazer os primeiros testes do novo procedimento da DFT para magnetismo nio-colinear e (i)
todo aparato numérico utilizado na diagonalizacao exata do mesmo, a fim de comparacoes com
resultados numéricos advindos do sistema Kohn-Sham. A organizacao do Capitulo é a seguinte:
Na Secéo(3.1) apresentamos o modelo de Hubbard. Na Secao(3.3) damos uma breve descricao
do método de forca bruta, destacando aqui a implementacio numeérica da invaridncia transla-
cional, uma descrigao qualitativa sobre o operador translacional é dada no Apéndice D. Na
Segao(3.4) descrevemos o algoritmo de Lanczos. Na Secéio(3.5) descrevemos o armazenamento
esparso de matrizes, que foi de suma importancia dentro de todo o processo numérico e, por
fim, na Secio(3.6) descrevemos a diagonalizacio iterativa que foi considerada como um cél-
culo auxiliar para verificarmos os resultados numéricos das segbes anteriores. Posteriormente
pretendemos aplicé-la no formalismo do Grupo de Renormalizacio da Matriz Densidade, que
¢ uma das técnicas numéricas mais poderosas para estudar sistemas eletrénicos fortemente

correlacionados.

32
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3.1 O Modelo de Hubbard

Consideramos um modelo que é simples o suficiente para permitir uma solucio exata ou,
pelo menos, muito precisa do problema de muitos corpos e que ao mesmo tempo contenha
suficiente complexidade para ser capaz de esclarecer a fisica do sistema real. O mais popular, e
provavelmente o modelo fisico mais simples para descrever elétrons itinerantes correlacionados
sobre uma rede, é dado pelo bem conhecido Modelo de Hubbard.

O modelo de Hubbard é um dos mais interessantes na drea de sistemas fortemente cor-
relacionados por ser aplicével em diversos fenémenos fisicos tais como: ferromagnetismo [49],
ferrimagnetismo [50], liquido de Tomonaga-Luttinger [51], antiferromagnetismo [52], supercon-
dutividade [53] etc. Esse modelo pode ser resolvido exatamente em uma dimensio por Ansatz
de Bethe ou, no caso de inomogeneidade, para pequenos clusters permitindo assim explorar

alguns aspectos fundamentais da DFT.

3.1.1 Definicao do Modelo de Hubbard

Consideremos que um cristal real possa ser representado por uma rede de tamanho L, for-
mada por um conjunto de sitios 4, j, ... , € que cada sitios dessa rede represente um dado sitio
atémico do cristal. No modelo de Hubbard padrao esta situaciio é consideravelmente simpli-
ficada assumindo que cada dtomo possui apenas um orbital eletrénico e que o correspondente
estado orbital ¢ nao-degenerado [54]. A idéia por trés dessa hipétese é que os elétrons em ou-
tros estados nao desempenham papel importante para a fisica de baixas energias que estamos
interessados e podem ser desconsiderados em uma primeira aproximacao, conforme ilustrado
na Fig.(3-1).

O Hamiltoniano de Hubbard ¢ definido, em linguagem de segunda quantizacao, pela soma
[55],

H = - Z <tz‘jCIGng + hc) + U ZniTnii, (3.1)

tjo
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= 0=0=0=0 =
OROXIOROR

L ® *—©

a)

Figura 3-1: Diagrama esquemético que explica a filosofia da descricdo tight-binding. Em (a) temos
um atomo multieletronico com diferentes orbitais. Em (b) temos um sélido que nada mais é que uma
justaposicao de dtomos. Nele os elétrons nos orbitais mais externos (preto) tornam-se itinerantes,
enquanto que os elétrons nos 6rbitais mais internos (vermelhos) permanecem mais localizados no
sftio atémico. Em (c) consideramos os elétrons nas orbitas intermedidrias (azul), que assumimos
desempenhar papel essencial na determinagéo de varios aspectos da fisica de baixa energia do sistema.
Ja& em (d), se as érbitas azuis sdo nao-degeneradas, temos um modelo de rede em que os elétrons
podem permanecer no sftio ou saltar de um sitio ao outro da rede [54].

+ - ~ - . ~ ’
em que, como usual, c;, (¢;;) refere-se ao operador de criacio (aniquilacio) de um elétron no
sitio 4 com spin ¢ e n;, = czacw ¢ o operador mimero. o € {1, |} denota as duas orientactes de

spin. Os operadores c;e Cic obedecem as relagoes de anticomutacao,

{clnrcior} = 81 (3.2)

{C;-r(” C}U’ = {Cw,CjUr} = 0’ (3_3)

sendo {A, B} = AB + BA.

Neste modelo a dindmica dos elétrons de valéncia é estabelecida pela competicao de dois
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termos simples. O primeiro termo representa a contribuicio devido a energia cinética e é

responsavel pelo hopping eletroénico entre os sitios. Quando i = j temos i tiiczacia, que
representa o potencial externo. Os elementos de hopping t;; sao reais e satisfazem & condicao

de simetria t;; = ¢;;, e sao dados por,

ti; = t(R; — Ry) = /45*(1‘ - R <—%V2 + ‘/;xt(r)) ¢(r — R;)dr, (34)

no qual ¢(r — R;) sao as fungdes de Wannier centradas na posicio R; do sistema estudado.
Nao ¢ dificil mostrar que o espectro de energia do Hamiltoniano é invariante sob mudanca de
ti; — —t;; [33].

A segunda contribuicdo no Hamiltoniano representa a repulsiao de Coulomb local que atua

entre dois elétrons que ocupam o mesmo sitio atémico. O parametro de interacao U é real e

U > 0. Seu valor é dado por,

U:% / / 4;; e 1N, o (3.5)

v —r|

A importéncia relativa entre energia cinética e a energia de Coulomb pode ser caracterizada
pelo pardmetro adimensional U/t.

Apesar de sua simplicidade, este Hamiltoniano tem desempenhado um papel importante
no entendimento de propriedades de muitos corpos de metais e, particularmente, de sistemas
magnéticos em uma e trés dimensoes. A literatura sobre o modelo de Hubbard é muito extensa
e diversificada. Do ponto de vista de cluster fisicos e em conexio com o presente trabalho,
as referéncias [25],27] e [28] sdo particularmente relevantes. Gunnarsson e Schénhammer uti-
lizaram o modelo de Hubbard no estudo do problema do gap [29, 30] e subsequentemente para
comparar a superficie de Fermi-Kohn-Sham com a superficie de Fermi exata [31, 32]. Miguel
at al. utilizaram esse modelo para estudar o magnetismo nao colinear via aproximacao nao

restrita de Hartree Fock [56]. Neste trabalho utilizamos o modelo de Hubbard para testar a
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proposta de generalizacao da DF'T [3, 4], descrita no Capitulo 2, e estudar, consequentemente,

a formacao de onda de densidade de spin colinear e nao colinear.

3.2 Métodos Numéricos

Com métodos numéricos podemos diagonalizar o Hamiltoniano e calcular seus autovalores,
possibilitando comparacoes com resultados obtidos analiticamente ou uma anélise da solugio
do problema. Para tanto escrevemos o Hamiltoniano do sistema em uma base apropriada; a
partir desse ponto, a diagonalizacao ¢ feita de forma direta, obtendo-se todos os autovalores e
autovetores. Esta abordagem, por ser direta, é conhecida como for¢a bruta. A desvantagem
deste processo é que a matriz do Hamiltoniano cresce exponencialmente com o tamanho da
rede L; portanto, mesmo para cadeias ainda pequenas temos matrizes de grande dimensio, o

que torna a sua diagonalizacao impraticdvel. Por exemplo, para banda semi-preenchida, ou seja

N N
n= —IE = 1 e S, minimo, a dimensao do espaco de Hilbert D = é D = 853776,

Ny N,
2044656 e 11778624 para N = 12,13 e 14 respectivamente. N denota o nidmero de elétrons da
rede e N, o mimero de elétrons com spins 0. Consegue-se por métodos diretos diagonalizar
matrizes de dimensoes méximas aproximadamente entre 4000 e 4800. Para estudarmos cadeias

maiores, usamos o método proposto por Lanczos [57], onde calculamos os autovalores mais

baixos e alguns estados excitados.

3.3 Forca Bruta com Implementacao de Simetrias

A idéia principal foi construir um programa que diagonalizasse o Hamiltoniano do modelo de
Hubbard sem usar métodos numéricos mais sofisticados, utilizando apenas parte das simetrias

do modelo. Neste método, recorremos aos seguintes recursos matematicos e fisicos:
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3.3.1 A Base

O primeiro passo é escrever a nossa base adequadamente. Consideremos uma cadeia com L
sitios; cada sitio pode ter quatro diferentes configuragoes que sao representadas por mimeros

inteiros entre 0 e 3, da seguinte forma

p &0
T |e|1
| |el2]|
TLje|3

ou seja, vazio (0), um elétron com spin up (1), um elétron com spin down (2) e dois elétrons
(3).

Cada sitio pode ter quatro configuragoes e como temos L sftios, o mimero total de estados é
4%, Para representar todos os estados, vamos utilizar o intervalo de mimeros inteiros entre 0 e

4% — 1. Qualquer mimero inteiro nesse intervalo é escrito na base 4 na forma,

n = a040 + 01141 +...+ GL_14LA17 (36)

em que a; sao numeros inteiros entre 0 e 3. Para calcularmos a¢ devemos dividir o mimero
n por 4, e o resto da divisao ¢ o coeficiente ag, com o resultado da divisao podemos calcular
ay, dividimos este resultado por 4, e o seu resto é o a;, seguimos pegando cada resultado e
dividindo novamente por 4 e a cada resto da j + 1 divisdo fornecerd o valor de a;. Escrita a

base dessa maneira, cada valor a; vai representar a configuracao do sitio 7 + 1.

3.3.2 Ordenamento dos Operadores

Uma questao importante que surge ao trabalhar com cadeias quanticas é a maneira como
iremos ordenar os estados [59]. Esta questao ¢ irrelevante em Hamiltonianos bosénicos, pois os

operadores associados ao modelo obedecem as relagoes de comutacao, j4 operadores associados
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a férmions obedecem a relagoes de anticomutacao e devemos ter uma atencao maior nesses

casos. Para entender a razao disto, vejamos o exemplo:

11,9,0),

em que |@) representa o vacuo, pode ser descrito
T Tt T
C}CLC:TQ 10y , c;lchcn |6) ou €q1%3,C1¢ 0),

que diferem apenas por um sinal. Desta forma devemos escolher um ordenamento (seja ela
qual for) para representacao do espaco de Fock. Escolhemos, por convenciio nossa e a partir de
agora, que os operadores de criacao atuam com prioridade nos sitios de indices mais baixos e

com elétrons com spin up, conforme ilustrado abaixo,

Sitiod | ¢l |0)

9) 19)
0 | < 19)
1) | di19)

11T CITCL 1)

Esta ordem ¢é importante para se calcular os elementos nao diagonais do Hamiltoniano que, no
modelo de Hubbard, terao valor 4+t ou —t. Na base que escolhemos - espaco de ocupacio dos
elétrons - o termo de interagao ¢ diagonal e nao gera nenhum novo estado quando aplicamos,

por exemplo,

5
US” cheicle [11,0,1,0,11) = 2U|11,6,1,0,11) .
=1

Ja o termo de hopping produzira vérios termos. O mimero de termos produzidos depende
do particular estado em que se estd fazendo a aplicagio. Cada elétron com spin ¢ (1 ou |)

mover-se-a ao sitio vizinho se este nao estiver ocupado por um elétron de mesmo spin o.
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Figura 3-2: Tlustragao pictérica da separagéio da matriz em blocos diagonais.
3.3.3 Simetrias

Como a dimensao da matriz a ser diagonalizada cresce exponencialmente com o tamanho
da rede (4%), j4 com poucos sitios (L ~ 6) estaremos ultrapassando a capacidade de meméria
dos computadores convencionais. Assim para estudarmos cadeias maiores é imprescindivel
utilizarmos as simetrias envolvidas no hamiltoniano, tais como conservacao do nimero total
de particulas N, conservagdo da componente S, do spin, conservagio do nimero de pares,
conservagdo do spin total S, conservagdo da carga axial J e etc.

Além dessas simetrias, que como convém lembrar cada hamiltoniano possui as suas, temos
também as simetrias associadas a geometria das cadeias quanticas em s1, tais como simetria
por reflexdo e simetria translacional. Portanto precisamos conhecer de maneira qualitativa as
simetrias envolvidas no Hamiltoniano que se quer diagonalizar.

Cada simetria possui um determinado operador © que comuta com o hamiltoniano H, ou
seja,

[H,0] =0. (3.7)
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Estas simetrias separam o Hamiltoniano em subespacos identificados por autovalores de O, re-

sultando uma forma bloco diagonal para H, conforme ilustrado na Fig, (3-2). Se vérias simetrias
estao presentes no modelo estudado e seus operadores @ comutam entre s1, podemos combin4-
las de forma a reduzir ainda mais a dimensdo de cada bloco-diagonal. Desta forma é possivel
atingir cadeias um pouco maiores. Dentre as muitas simetrias que podemos utilizar, vamos

descrever a seguir as utilizadas neste trabalho:

Conservagao da Carga Total

O modelo de Hubbard conserva o mimero de elétrons com spin up e spin down (conservacao
da componente S* do spin). Com a introducéo do campo staggered perdemos esta conservacao,

porém, o mimero de particulas total continua a ser conservado. Assim,

[H, 1\7] —0, (3.8)

sendo N = Do ¢! ciy 0 operador ntimero de particula.
Conservacao do Spin Total

Podemos implementar ainda a conservacéo do spin total, o que serd feito na Secao(3.6) ao

discutirmos a diagonalizacao iterativa. O spin total em termos dos operadores de destruicao e

criagao é dado por,

~ — 1
S? = Z S-S, = Z [5 (S+S; +578F) + s8], (3.9)
7 %)
em que,
St o= chea,
S, = den, (3.10)

1
_ 1 t
SZZ = 5 (ciTc’iT — cilcil) .
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Conservagao do Pseudospin

Esta conservagao se deve & simetria particula buraco (particle-hole - ph), o que implica que
um nivel duplamente ocupado tem a mesma energia que um nivel vazio. Ela pode ser gerada
por uma transformagio ph que envolva somente um tipo de spin, isto é ¢;; — (—1)1;(321 [60, 63].

O operador carga possui as mesmas relagoes de comutacao do spin definidos por,

o= Y,

%

J,; = Z(—l)icilcﬁ, (311)

> 1 t t
Ji = —2— ZZ: (CiTCiT + Cucil - 1) ,

em que J? faz a distin¢ao entre os niveis vazio e duplamente ocupado. De forma andloga ao

spin total, também a implementamos na Se¢ao(3.6).

Invariancia Translacional

Com a conservacao de carga acima mencionada, reduzimos a dimensao das matrizes que
queremos diagonalizar no espaco de Hilbert associado a H. Este setor ainda pode ser separado
em subsetores para cada valor do momentum total k. A separacao por setores de momento sé
pode ser feita quando o valor de k do sistema é conservado, isto é, o sistema seja invariante por

translagao. Como k pode assumir valores, sob condigoes de contorno periédicas,
k=— (3.12)

sendo ¢ um inteiro entre 0 e L. — 1, o resultado serd uma separacao adicional em L novos setores
disjuntos. Chamamos de representativo o estado a partir do qual geramos todos os outros
pela aplicagao do operador translacao. Para escolhermos o representativo, separamos um dos
nimeros n que representa cada estado, conforme a FEq.(3.6). Geralmente, o representativo

escolhido é o menor ou maior nimero. No nosso caso, escolhemos o menor, e a partir deste
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L] 4t N S, | T(k=0)

16 6 4 2
64 20 9 3
256 70 36 10

1024 | 252 | 100 20
4096 | 924 | 400 68
16384 | 3432 | 1225 175
65536 | 12870 | 4900 618

O ~J[ OO =] W O

Tabela 3.1: Tlustracéo de como a dimensdo do espaco de Hilbert diminui & medida que as simetrias
vao sendo aplicadas. Na Tabela temos L = N.

escrevemos a nova base que ¢ autoestado do operador translacao 7. Com os representativos de
cada conjunto de invariantes, escrevemos os auto-estados de 7, e nesta base, H tem a forma
bloco diagonal. Separada adequadamente a nossa base, calculamos os elementos de matriz de
H, e diagonalizamos entdao H por setor de momento. Na Tabela (3.1) ilustramos o efeito de
aplicarmos a simetria de translacio juntamente com a conservacao do niimero total de particulas
e conservacao da componente S, do spin para vérios sitios e podemos observar como a dimensio
do espaco de Hilbert diminui significativamente ao aplicarmos estas simetrias. No Apéndice D
descrevemos de uma maneira mais elaborada as relacoes para o operador translagao.

Em resumo, escrevemos o Hamiltoniano que pretendemos estudar em uma base apropriada
que explore as simetrias do problema e, a partir deste ponto, a diagonalizagdo do mesmo ¢é feita
de forma direta, obtendo-se todos os autovalores e autovetores. Esta abordagem, por ser direta,

€ bem conhecida como diagonalizacao por forca bruta com simetrias.

3.3.4 Um exemplo pratico

Com a finalidade de aplicar o procedimento a um exemplo simples e interessante, vamos
diagonalizar uma cadeia linear de trés sitios e trés elétrons. Este exemplo ilustra bem a im-
portancia de utilizar as simetrias existentes no sistema e consequentemente explorar algumas
propriedades fisicas deste pequeno cluster. Utilizando apenas a conservacao do mimero total de

particulas temos uma matriz 20 x 20 para ser diagonalizada. Isto numericamente é simples, mas

SERVICO DE BIBLICTECA
IFSG-USP INFORIEADAD
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i Base 4 | ¢ Base 4
1 023) | 11| |103)
2 013) | 12| |122)
3 032) 13 | |121)
4 |]031) 14 | |112)
5 |1]203) |15 | |111)
6 | ]222) 16 | |130)
7 |]221) |17 | |302)
8 212) |18 | |301)
9 211) 19 | |320)
10 | |230) | 20 | |310)

Tabela 3.2: Todos os estados possiveis j para o sistema contendo L = N = 3. Mostramos também,
em negrito, os estados que conservam os mimero de elétrons up e down (Ny =2 e N; = 1)

a medida em que aumentamos o mimero de sitios, torna-se computacionalmente impraticével.
Vamos mostrar que explorando as simetrias do modelo podemos diagonalizé-lo mais facilmente,

Jj4 que o espaco de Hilbert no setor desejado é menor.

O Hamiltoniano em questéo conserva o mimero de elétrons up e down (N, = 3, ¢l ¢;5)
[H,N,] =0, (3.13)

com 1sso a dimensao da matriz diminui para 9. Na Tabela(3.2) mostramos os 20 estados na
representagao da base 4. Destes estados destacamos os que conservam o nimero de spin para
cima e para baixo, que consideramos como Ny =2e N| = 1.

Aplicando agora o operador translacao a esses estados, vemos que,

1 10 17 1
e T S e T B S B
|023) — |230) — [302) — |023)
5

5 3 19

~ N ~= —~=
203) 5 fos2) I5 f3200 2 To03),
7 8 12 7
N 7 NN 72 AN g3 N
|221) — 1212) — ]122) — |221).
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Desta forma quebramos a matriz a ser diagonalizada, em trés submatrizes 3 x 3. A base é

1 k 2k
|¥y) = %[1 + WM + W77 [023), (3.14)
1 k 2k
y) = —\/—§[1+wT+w T?] |032), (3.15)
|¥3) = i[1+w’“7+w2k7“2] |221) (3.16)

P

com w* dado pela Eq.(D.19) do Apéndice D. Vamos calcular o bloco em cada setor do momento.

Primeiramente precisamos calcular todos os elementos de matriz, assim

Hl\II1> = t|\P3)—tw"k‘\Ilg)+U{\Ill>,
H|Ty) = —t|¥y) + tw > |Ty) + U |Ty),

H i\I/?,) = —tw*% |\I’2> + tw‘k I‘I/2> .

Desta forma temos uma matriz bloco-diagonal em setores do momento, dada por

U twh=1) t(w?*-1)
He=| tlw™*-1) U t(l—uof) |- (3.17)
w2 -1) t(1—wk) 0

Para ilustrar, vamos considerar ¢t = 1.0 ¢ U = 2.0. Portanto temos,

o k=0;
20 0 O
Ho=] 0 20 0 |, (3.18)
0O 0 0

cujos autovalores sao,

Ep =0.0,2.0,2.0 (3.19)
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o k=1,
2.0 1.0(w? —=1) 1.0(w?-1)
Hi=| 1.0w?t-1) 2.0 1.0(1—wl) |, (3.20)
1.0(w™2-1) 1.0(1 —w™) 0
cujos autovalores sao,
Ey =-1.91,1.39,4.52. (3.21)
o k=2
2.0 LO(w!' —1) 1.0(w?-1)
Hy=1] 1.0(w™-1) 2.0 1.0(1-wt) |, (3.22)
10w ?2-1) 1.0(1—-w) 0
cujos autovalores sao,
FEy=1.91,1.39,4.52. (3.23)

Chamamos a atencao novamente para o fato de que agora precisamos diagonalizar apenas
trés matrizes 3 X 3, ao inves de uma 20 x 20. Implementando a matriz da Eq.(3.17) num
programa de manipulacao simbélica, como por exemplo o Maple ou Matlab, podemos, plotar a
energla do estado fundamental em fungao de U/t, conforme mostrado na Fig.(3-3). Da figura
podemos observar que & medida que aumentamos a repulsao eletrénica, a energia do estado
fundamental aumenta até uma valor limite. Como o Hamiltoniano ¢ invariante por inversao de
spin, o espectro de energia que encontramos para Ny = 2 e N =1 é idénticoao do N; =1 e
N, = 2. Para os estados com N; =3 e N =0 (N, =3 e N; = 0) temos energia igual a zero.

Desta forma diagonalizamos toda a matriz 20 x 20.

3.4 O Algoritmo de Lanczos

Em muitos problemas fisicos, nao é necessario o conhecimento de todo o espectro mas apenas

o estado fundamental e seus primeiros estados excitados. Nestes casos o método de Lanczos
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Figura 3-3: Energia do estado fundamental do modelo de Hubbard para uma cadeia linear de trés
sitios e trés elétrons como fun¢ao da repulsio eletronica U.

[67] é muito til, pois permite a obtengao destes valores sem precisar diagonalizar matrizes de
dimensoes grandes'.

Em 1950 Cornelius Lanczos publicou um algoritmo para determinar alguns autovalores e
autovetores de matrizes simétricas, por meio da construgao de uma base de vetores ortogonais
e uma submatriz tridiagonal [57]. Como erros de arredondamento o tornava numericamente
instavel, foi considerado na ocasiao como mais um processo de tridiagonalizacao de matrizes [65,
67]. No entanto, devido ao trabalho de C. Paige em 1971, que demonstrou que o algoritmo de
Lanczos com algum processo de reortogonalizagao é muito bom e muito rapido para diagonalizar
matrizes esparsas e de grande dimensao [66], hoje ele muito utilizado e estudado. A grande

aplicabilidade do algoritmo é que os primeiros autovalores sao obtidos em poucos passos, quase

I Esse método consiste, basicamente, em achar, por construcio, uma base na qual o Hamiltoniano tenha uma
forma tridiagonal. Isso significa que ao invés de armazenar ¢~ x ¢~ elementos temos que guardar apenas 2¢%,
onde ¢ € o niimero de estados por sitios. O restante desta segao segue a referéncia [58].
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que mdependentemente da dimensao do problema.

3.4.1 Descrigao do Algoritmo

O método foi formulado para resolver o problema de autovalores,

(A—- M)z = o, (3.24)

em que A é uma matriz real e simétrica de dimenszo n x n, I é a matriz identidade de dimensio
n X n, A &€ o autovalor, z é o correspondente autovetor e 0 & o vetor nulo.
O método determina uma base de vetores ortogonais Q que sao construidos a partir de uma

sequéncia de vetores muito especial,

(TOJ A’I"(), A2’I°0, A3r07 e >Aj71r0) 5 (3.25)

conhecida como sequéncia de Krylov, sendo j < n justamente a dimensio da matriz tri-
dimensional a ser diagonalizada. Observe que os vetores desta sequéncia sao construidos a
partir da matriz A e de um vetor aleatério 1. Ortogonalizando-se os vetores desta sequéncia

obtém-se a base dos vetores ortogonais Q de dimensio (n x j),

(41,92, 93,94, , q;) - (3.26)

Projetada nessa base, a matriz A ¢é tridiagonal e tem dimensao (4 x 1), isto &,

zjj = szxjAnannxj- (327)
A construcgo desta submatriz é feita da sequinte forma:

(¢) Determina-se os vetores g;1 e 7; (vetores de Lanczos) e os elementos da matriz tridiagonal

a;j e B;4;. A cada passo incrementa-se a submatriz tridiagonal T;_; obtida no passo
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anterior uma linha e uma coluna,

a; By 0 0 0 O
By a2 B3 0 0 O
T, - 0 B3 a3 B, 0 O ;
0 0 B, 0
0 0 O B;
| 00 0 0 55 o |

(#) E, ao mesmo tempo, incrementa-se de uma coluna, a matriz de vetores ortogonais,

9 9 43 - gj-1 g

Q=

Em cada passo j de Lanczos tem-se um novo problema de autovalores e autovetores de

dimensao reduzida, na forma padrao

(T; - 0I;) s = o, (3.28)

em que T); € real, simétrica e tridiagonal de dimensao (j x j), I, é a matriz identidade de dimen-
sa0 (j X j), 8 é o autovalor e s ¢ o correspondente autovetor. Assim podemos, ao final de cada
passo, determinar aproximagoes para os autovalores e autovetores da Eq.(3.24) por meio dos
autovalores e autovetores da Eq.(3.28). A matriz T; é incrementada em cada passo, e conforme
J — n os autovalores de T convergem para os autovalores de A. A convergéncia dos autova-
lores A é mais rdpida para ambos os extremos do espectro de A, isto &, a convergéncia é mais

rapida para os menores ¢ para os maiores autovalores da Eq.(3.24). Os autovetores de (3.24)
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sao determinados por uma combinacao linear da base de vetores ortogonais @, incrementada

no item (¢), ou seja,

z=Q);s. (3.29)

Na tabela abaixo apresentamos as equagoes que definem um passo do algoritmo de Lanczos
para o problema de autovalores padrao, definido por Eq.(3.24).

O processo ¢ iniciado com um vetor aleatério Ty

1. Impoe-se

qo = 0, (3.30)
,61 = 4 /’]‘67‘0’ (3.31)

T
= —. 3.32
q 3, ( )

2. Para j =1, 2.. repete-se

7 = Ag;, (3.33)
Q; = qf)l'_‘jv (334)
r; =T; — B;q;1 — a;q;, (3.35)
By =y/roro,= |5, (3.36)

”"‘.
g1 = 6—]— (337)

i

O método de Lanczos pode ser usado com ou sem aproveitamento das simetrias descritas nas
segoes anteriores. Geralmente o que define se utilizaremos o método de Lanczos é a dimensao

da matriz a ser diagonalizada. Por exemplo D 2 1000.



3.5 Armazenamento esparso de Matrizes 50
3.5 Armazenamento esparso de Matrizes

O armazenamento de uma matriz esparsa é uma quest3o intrigante em programacao. Uma
matriz esparsa é aquela em que nem todos os elementos estao realmente presentes ou sao
necessarios. Sua utilizacao se faz necessédria quando (i) as dimensées das matrizes sio relativa-
mente grandes (possivelmente excedendo a memoéria disponivel), (i) nem todos os elementos
das matrizes sao usados. Essas condigoes se devem ao fato que as matrizes podem consumir
uma grande quantidade de memdria, uma vez que o seu armazenamento estd relacionado ex-
ponencialmente com seu tamanho. Por exemplo, uma matriz de 10 x 10 precisa de apenas 100
bytes de memdria, uma matriz 100 x 100 necessita de 10000 bytes de memdria, j4 uma matriz
1000 x 1000 necessita de 1000000 bytes de memdria, claramente um ndmero significante para
a maioria dos computadores.

Existem vérios esquemas de armazenamento para matrizes esparsas. O mais comumente
usado ¢ o chamado Compressed Sparse Row (CSR). Nesse esquema, os valores dos elementos
nao nulos de uma matriz esparsa A e seus indices de colunas sio armazenados em dois vetores
VAL e COL, respectivamente. A dimensao de VAL e COL & igual ao mimero de elementos
nao nulos de A. Um vetor linha, ROWPN TR, de dimensio D? é usado para armazenar o
ntimero de elementos néo nulos por linha. Assim, a posicao de cada elemento da matriz esparsa
¢ unicamente definida. Por exemplo, se temos uma mariz A de dimensio 5,

- -

b

[
© O e = oW
N o o o o
=T TN
cC o o O W
©C ©o o M ot

2D & a dimensédo da matriz
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De acordo com o esquema CSR, VAL e COL sao escritos como,

VA£=[34574247897],

coc=[14513513312],

e o vetor linha é armazenado na matriz,

ROWPNTR=[3 6 8 9 1 .

Note que o primeiro valor de ROWPN TR implica que depois de lermos trés entradas de VAL,
passamos para a segunda linha de A. Em seguida, apés lermos seis entradas de V. AL passamos
para a terceira linha de A e assim sucessivamente, O tltimo valor de ROWPNTR é sempre

igual a dimensao do vetor VAL.

3.6 Diagonalizacao Iterativa

Uma outra técnica numérica que implementamos em nossos estudos é a da diagonalizacao
iterativa. Como pretendemos aumentar o tamanho L de nossa rede e atingirmos, na diago-
nalizacao exata, o maior nimero possivel de sitios, necessitamos utilizar todas as simetrias
disponiveis do nosso modelo(veja Se¢do(3.3)). Na forma como construimos o cédigo de com-
putador temos dificuldade em implementar as simetrias do spin total S eo pseudospin ou
carga axial J. Essas simetrias sao, no entanto, facilmente implementaveis no método iterativo.
Desta forma atacamos o problema por este caminho. Os célculos foram feitos para o Modelo de
Hubbard padrao, isto ¢, homogéneo e sem campo staggered. Mais detalhes do método podem
serem obtidos na referéncia [70].

Na diagonalizagao iterativa usamos a seguinte relaciao de recorréncia para o Hamiltoniano,

Hyi1i=Hy +1 (CLUC(NH)a + h.c.) +Unninng, (3.38)
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sendo Hy dado por,

N N
Hy =t Z (czoc(iﬂ)a + h.c.) +U Z Tt N - (3.39)

=1 =1

Conhecendo os autovalores e autovetores de Hy encontramos os autovalores e autovetores de
Hy,1- Estd € a idéia principal do processo iterativo.

O Hamiltoniano Hy possui simetrias que facilitam a diagonalizagao. Usaremos duas quan-
tidades conservadas em Hy como discutidas na Secao(3.3): o spin e a carga axial. O spin, em

termos dos ¢, ¢ dado por [60, 63]

- 1
Sy = 5 Z (CchnT - CI;WHL) ;
Slj\Ll = Z C:ﬂ‘cﬂl’ (340)

- i
SN = chlch'

n

A carga axial é aqui definida por,

. 1
Jy = 2 Z (c;Tch + Cizlcnl - 1) ,

n

Ty = ) (-D)lecl, (3.41)

n

Iy = Y (=) enicar

n

A carga axial possui as mesmas relagoes de comutacao do spin. J5, fornece a carga do sitios n

fato que justifica a denominacgao do operador J2 de carga axial. A seguinte relacao de comutacao
é obedecida

[H,J*] = £UJ*. (3.42)
Porém, como [H, J%] = [H, J*] = 0 para qualquer valor de U, implica que a caracterizagao dos

auto-estados de H em termos dos autovalores de J2 e J* é sempre possivel. Além disso, o fato

que J* sdo auto-operadores de H sempre nos permite obter energias dentro de um multipleto
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com um dado J da relagao [60, 63],

HI|J,J —n) =H(IT )|, J) = (Bgs —nU)|J,J —n), (3.43)

em que 0 < 2 < J e E;; € a energia do estado de J, mais alto.
Como Hy comuta com 52, S%, J% e J% , seus estados serao denominados pelos mimeros
quénticos referentes a esses operadores. Como os subespagos com diferentes s, s,, j, J. sao

independentes podem ser diagonalizados em blocos.

Os auto-estados de Hy serao representados por,

|7, 32,8, 8257 i) (3.44)

em que r distingue os estados de base do mesmo subespacoe i =1,2,3 e 4 indica a forma pela

qual o estado foi construido. Os estados construidos sao:

'j7j2)87823r>N ‘j7j2787825T;0>N7

i ldr gz 8827y = 14028, 82,m Dy
C}Vl lj7j2787827T>N = lj7j2737827'r; »L)N:
CIVTCTN‘L |j7j2>3>sZ7T>N = |j7j2737827T;T~L>N' (34'5)

A base de estados de muitos corpos de Hy 1 serd obtida por meio dos autovetores de Hy da
seguinte forma: a partir de um autoestado de Hy, construimos quatro estados de base para
Hp 41 que serdo combinagoes lineares dos estados acima cujos coeficientes sao os coeficientes de
Clebsh-Gordon para a soma de um spin qualquer com um spin 1/2 [71]. Na Fig.(3-4) ilustramos
os vérios subespacos dispostos em eixos coordenados. Se um dado ponto (2J,25) representa
um possivel subespaco da iteragao N + 1, a sua base serd formada pelos subespaco da iteracao
N representados pelos pontos a norte (N), sul (S), leste (L) e oeste (O) do mesmo. Procedendo

assim obtemos estados com nimero quénticos bem definidos que sao auto-estados de S 2 5%,
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J%, J% e Hy, cujas combinacoes sao

1
_’]z__.

.o\ 172
- N
5,328, 82,m Dyyn = (D7 (J—-]Z> i=3

1
2] 5)37827T;T~L>
-\ 1 1
+(] ]Z> ]_§7j2+§781827r;0>]v7
1/2
.. s+ s, .. 1 1
7,72,8,82,72) vy = ( ) J’]z,s*—sz*§77";T>
N
+

2s 2’
>l/2

1 +1 |
Sz 5: 7 )
Ty
- KT 1
|]7]2>8782)T;3>N+1 = S+2 ]7]ZJS+§>SZ—“—2_)T;T N
s—sz—i—l
2542

Lo Lo
2782 27T) N>

N

.] .]Za

j7j273+

iy
. , N1 (J— 3 +1 11 )
riesssaridhun = 07 (FEEE) T G- gesritt)
/2
j+4. + 1) 11 _
+< 2]+2 ) ]+21.72+2a8)8277'1Tl N

O Hamiltoniano Hy possui 2N estados que podem estar vazios ou ocupados dando 4V autove-
tores. Os 4 x4~ gerados pelo procedimento acima para a base de Hy_; também sio autovetores

de Hy?®. Uma vez construida a base, precisamos calcular os elementos de matriz de Hy .,

<jlyjzy s, 3277',1 OIHN+1OT |]7 j27 8, 82, T) ) (346)
em que O denota qualquer um dos operadores CIN 1) cIN 1), ou CIN +1)TCIN 1)L Substituindo

a Fq.(3.38) temos a seguinte relacgao,

(QOHN O™ Q) = +En(Q)éaaboo +t (|, Q) (9] O'cn11)0O" [0)

+ (0] O'cly 11, O" [0) (V] eno |), (3.47)

3Deve-se observar que cada estado gerado j4 é, por construcéo, autoestado dos operadores S2, S5, JK,, Iy
Na realidade temos bem menos autovetores, pois estamos utilizando as simetrias do problema.
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2J

Il Subespago para iteragido NV +1
[0 Subespago para iteragio NV

>
28

Figura 3-4: Representacéo pictérica da construgio dos subespacos na diagonaliza cdo iterativa. O
conjunto dos possiveis subespacos de mesmo j e s ¢ formado, para a itera ¢do N + 1, a partir dos
subespacos a N, S, L e O que correspondem 4 iteracio N,

com ) = j, j,,$,8,,T corresponde a um estado qualquer do Hamiltoniano Hy. Desta forma,
conhecendo os autovalores Ey () de Hy ¢ os elementos de matriz (] ek, [Q2) (ou (] ens 12))
determinamos Hy 1. O préximo passo é diagonalizar Hy 1 € passar para a iteracaio N +
2, repetindo o mesmo procedimento. Na expressdo acima temos que (f)| O'cni1yeOT|0) ou
(B O’c}NH)a(’)T |0) vale 0 ou 1.

Os elementos diagonais sao dados por,

3

N+1 <j7j2985527r;1lHN+1 |j7j17s7827r;1>N+1 =

o1

T a1 Jz: 8,82, |,
J 2:.7

. 1
(]7]2}3_ §)SZ>T) +[];

. 1
<]7]Z:S+_7327r +U>

S

N+1 <j7j2157827r;2lHN+1 ljajl;syszar;2>N+1 =

S

N+1 <j:jz:3>sz:r;3|HN+1 lj,jz,S,SZ,T;3>N+1 = 2

. . N
N+1 <],]z78,32,7';4l HN+1 ,]7.727’97 SZ)T;4>N+1 = EN (]+§)JZ737827T> + 2U. (3'48)
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Para os elementos nao diagonais (os dois primeiros tltimos termos da Eq.(3.47)) o célculo é
um pouco mais trabalhoso. Pelo teorema de Wigner-Eckart! podemos explicitar a dependéncia
da componente z em termos dos coeficientes de Clebsch-Gordon [71]. Assim, os termos nao

diagonais sao expressos por,

. , . 2 \'*/. 1 o1
<]7]2:s732:r;1lHN+1 IJ;]z;sasz,r;2> = - 2]+]- .7-5787,’1 |TN’ ]78—5)7‘ ’
. . 27 \'"?/ 1 |
(],]Z,S,SZ,T,;”H]\H,llj,jz,S,Sz,T;?)) = _(2.7;']_1) <J—§787”J |TN‘ .778+—2—:T>7

. . 2s 1/2 ) 1
(],]Z,S,Sz,TI;Q’H}\H_l U:]Z7s)szﬁr;4> = (_1)N+1 <*> <J’3__”r, ITN‘

2s+1 2

.+1
-, 8,T
J 9% ’

i+ g0 49)

[T |

) . 2s+2\"? /. 1
<.]7]2737‘9277J;3|HN+1 IJJJZ)SJSZJT;4> = (—1)N <2S+1> ]78+§7TI

em que (j',s',7'| |Tnx||j,s,7) s@o os elementos de matriz invariantes da N-ésima iteracio e
os fatores multiplicativos seus respectivos coeficientes de Clebsch-Gordon. Com isso podemos
diagonalizar Hy 1, cujas energias sao dadas por En1(J, 8, w) € os auto-estados sio, obviamente,

combinacoes dos auto-estados de Hyy,

15,8,y 11 = > Uialw,m3) |5, 8,7,1) (3.50)

em que w faz a distingao entre os autovetores do subespaco (j,5) e U é uma matriz ortogonal.
Da mesma forma, na N + 1-ésima iteracao precisamos calcular os elementos invariantes para
a N + 2-ésima iteracao. Entdo o cédleulo de (j',s',w'| |Tn 1] |4, s, w) leva ao célculo, de acordo

com a Eq.(3.50), dos elementos
G, s, i Tl |4, 8,739) . (3.51)

Noqua.ldevemoster'rzr’;j’:j:t%; s’=s:i:%ei’eidevemser1(=>2,1¢=>3,

40 teorema de Wigner-Eckart é uma ferramenta importante, pois separa as propriedades puramente ge-
ométricas das propriedades fisicas contidas no elemento de matriz invariante.
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2 < 4 e 3 <= 4 para um resultado diferente de zero. Portanto temos os seguintes elementos

Invariantes,

9i 4 1\ /2
0 —1/2Ls+1/2,;2| [Tyl lj, s,m51) = “( ]2:: ) ’
9i 4 1\ /2
(G—1/2,5=1/2,7;3||Tn3a] |4, 8,751) = _<%) ’
25 + 1) /2
(G-1/2,5s =1/2,7;4]|Tn1alld, s,752) = (= 1)N+2< 822 ) ’

/
. _ 2541
(1-1/2,8 +1/2,r;4| [T 11| 4, 8,73 3) = (‘1)N+l<2s+2> '

Uma vez Hy,1 diagonalizada, teremos a matriz dos autovetores U, e assim montamos os

elementos de matriz invariantes para Hyo:

<j/J Sf;w,l ‘TN-Q—II ,.71 Saw ZZ w T 7’ uj,s(wa'r; ’L) <j,a 8l>lr,; ?',l |TN+1| |]7 s, 7] 7’>

ri v

2 1 ]{;:2ses’=s+l
= 7+ Z Ll (W' k)U; o(w, ;1) com 2
23 g ’ k=3ses =s—1

k=3ses =s+ 1
= —(=1)NV#! 2841 1 (W, DU; (w,7; k)  com i s 3.52
28/ + 1 Uiy »

k—2ses—s—§

Entao, coma as Fqs.(3.48), (3.49) e (3.52), podemos diagonalizar o modelo e obter os au-
tovalores e autovetores de maneira iterativa. Veja que explorar as simetrias é importante. No

entanto, esse método nao compete com o primeiro procedimento, descrito na Secao(3.3), que

consideramos nos cdlculos aqui realizados.



Capitulo 4

Teoria do Funcional da Densidade para

o modelo de Hubbard

Neste capitulo vamos apresentar um funcional de troca e correlacao (exchange and corre-
lation - XC), proposto para estudar o modelo de Hubbard unidimensional, e suas primeiras
aplicagoes a alguns exemplos simples. Esse funcional foi desenvolvido por Lima [20], junta-
mente com Capelle, Oliveira e o autor. Concentramos esforcos mais na parte numérica do
célculo enquanto que Lima investigou mais a parte analitica. Fizemos os primeiros testes com-
parando os resultados com os da solucao numérica das equagoes de Lieb e Wu [33] para o
modelo e, posteriormente, com os da diagonalizacio exata.

A organizacao deste capitulo é a seguinte: Na primeira secao fazemos uma breve exposicio
do formalismo da DFT para o caso discreto, deixando os detalhes para o préximo capitulo.
Na Secao(4.2) apresentamos a proposta de um funcional de troca e correlacgo. F inalizando, na
Secao(4.3) aplicamo-la ao modelo de Hubbard em trés sistemas simples: (?) na presenca de uma
impureza, (i) submetido a um potencial bindrio e (i) submetido a um potencial degrau e (iv)
super-redes. O objetivo com essas aplicagdes é testar a potencialidade de nossa aproximacao
para o funcional de XC. No futuro pretendemos estudar com mais detalhes esses sistemas para
cadeias grandes, em geral bem maiores que as de qualquer outro método, tais como: Grupo

de Renormalizacao da Matriz Densidade, Monte Carlo Quéntico, Diagonalizacio Numérica e

58
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etc. Isto se deve ao fato de que resolvemos um sistema ‘ficticio’ de particulas independentes,

denominado de sistema Kohn e Sham (KS). Nessas aplicacoes podemos explorar muita fisica
Interessante, porém como ja dito, nosso objetivo, por enquanto, é apenas testar a aproximacao.
Cabe ressaltar que o desenvolvimento e implementagao deste funcional se faz necessirio pois,
de acordo com a Eq.(2.46), precisamos de um aproximacao para o funcional de XC que leve em

conta apenas a densidade eletrénica.

4.1 Equacoes de Kohn e Sham

O teorema bésico da DFT tradicional (sem densidade staggered) - teorema de Hohenberg
e Kohn - diz que a energia total (e outras propriedades do estado fundamental do sistema de
elétrons interagentes) ¢ um funcional universal da densidade eletrénica, que entdo substitui a

funcao de onda como varidvel bésica. No caso discreto o mimero de ocupacao,

me= 0 (W] chei |0), (1)

g

desempenha o mesmo papel que a densidade n(r) no formalismo tradicional®.

Apesar do teorema ser potencialmente poderoso, nao fornece um procedimento para resolver
a equagao de Schrédinger para o sistema interagente. A simplificacao essencial foi feita por
Kohn e Sham, em que o célculo do estado fundamental do sistema real de muitos elétrons
interagentes é rigorosamente substituido por um sistema bem mais simples de elétrons nao
interagentes movendo-se em um potencial efetivo vz (r). Desta forma a densidade do estado
fundamental para o sistema real ¢ dada pela densidade do sistema ficticio nao interagente e a

energia total do estado fundamental por um funcional da densidade dada por,

Z Eln;] = Z Tin] + Z Enuln) + Z vin; + Z Exclni), (4.2)

'De agora em diante o chamaremos simplesmente de densidade.
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em que ), Ti[n;] é a energia cinética do sistema nao interagente, ., Ex[n;] é a energia de

Hartree e ), Fxc[n;] é a energia de troca e correlacio. A equacao de Schrédinger correspon-

dente ao sistema nao interagente - sistema KS - &,

H, = —t Z czgcjg + Z vl . (4.3)
( i

ijyo

O potencial efetivo ¢ dado por,
v ] = vilna] + o7 [na] + X C[ndl, (4.4)

sendo que v;[n;] é o potencial externo, v} [n;] é o potencial Hartree e

. BEXC [nz]
N anz ’

v; [l (4.5)

o potencial de troca e correlagdo. As duas principais complicaces do sistema KS sao que
o potencial efetivo: (i) é um funcional da densidade, desta maneira as equagoes devem ser
resolvidas de maneira autoconsistente e (i) deve, na pritica, ser aproximado, uma vez que
nao conhecemos o funcional de XC. A primeira complicacio é um problema técnico que pode
ser resolvido para qualquer grau de precisao desejado; a segunda, um problema tanto técnico
como conceitual. Tradicionalmente utilizamos uma aproximacéo formulada por Kohn e Sham

conhecida como LDA, conforme descrita na Segao (2.2.6) do Capitulo 2.

4.2 Funcional de Troca e Correlacao

Na DFT toda a correlagio que nao conhecemos é descrita por um funcional XC. O sucesso nos
cdlculos de DFT depende, obviamente, da aproximacao utilizada para este funcional. Dentre
as aproximacoes mais conhecidas temos LDA [41] com suas extensoes para sistemas com spin

polarizados [1] e incluindo gradientes [72]. Para o caso discreto, os pioneiros em apresentar
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semelhante funcional foram Schénhammer e Gunnarsson (SG) [29] . A LDA de SG é dada por,

ExAn) = —cuy ni?. (4.6)

Observe que esta aproximacao envolve o expoente %, tipico da aproximacao local para troca.
A constante C ¢ determinada pelo caso de banda totalmente preenchida, isto é, N = 2L.

A aproximagao apresentada aqui muda o paradigma em se construir tais funcionais. A
maioria das aproximagoes para o funcional de XC foram feitas, de certa forma, baseadas no gés
de elétrons homogéneo. Porém existem outros sistemas fisicos, igualmente interessantes, que
possuem solugoes analiticas exatas ou pelo menos uma solugao nmumérica muito precisa. Essas
solucoes podem ser usadas para se construir funcionais do tipo LDA e aplicadas para estudar

estes modelos em situagoes nao homogéneas. A seguir apresentamos a proposta.

4.2.1 Solucao Exata do Modelo de Hubbard: Equacoes de Lieb e
Wu

O Ansatz de Bethe (BA) considera que a fungio de onda pode ser escrita com uma super-
posicao de ondas planas. As ondas planas séo escritas em fungao de certos parametros que sio
interpretados como pseudomomentos. Esse formalismo fornece uma solucio exata para vérias
quantidades fisicas dentro do modelo de Hubbard em uma dimensao [33, 35, 75, 76, 77]. Lieb
e Wu resolveram exatamente o modelo para uma magnetizacao fixa. De acordo com eles, o

estado fundamental ¢ descrito pelas equagées acopladas de fungoes de distribuicao, o(A) e p(k),

B B ! '
/ SUU(A./\)dA = omp(k) + / quo(A)dA N @7)
-Bu?2+16(sink — A) put+4(A-A)
B 8ua(A)dA
omp(k) = 1+ cosk / , 48
pk) o _pu?+16(sink — A)® (48)
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em que o u = U/t e os parAmetros B e () sao determinados pelos vinculos,

Q N
[ ko) = (4.9)
/Z dvo(A) = % (4.10)

Pela transformada de Fourier de o(A) e usando o teorema de Lieb ¢ Mattis? desacoplamos estas

equagoes e encontramos

1 1 Q / , 0o etw(sink—sink’)
plk) = 5o+ gpeosk | (k) | dwpmm (4.11)

Resolvemos numericamente esta equagao integral e para obter a energia usamos a férmula,

E Q
— =-2 cosk/ dkp(k). (4.12)
L o

Para o modelo, basicamente temos trés casos limites:

(4) Sistema nao correlacionado (U/t = 0) cuja energia é dada por,
E 4
— = ——sin (En) : (4.13)
em que n = .

(é4) Sistema infinitamente correlacionado (U/t — c0) cuja energia ¢ dada por,

E 2
E = —; sSin (7Tn) . (4.14)

(#ii) Banda semi-preenchida, istoén =1, e qualquer que seja o valor da correlacao U a solugio

20 teorema diz que o estado fundamental do sistema é um singleto, ou seja, LVEJ‘ = %, 0 que corresponde a
B = oc0. {50]
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¢ [78],
E © o Jo(w)dh(w)
tL _4/0 W (1 + eww/2)’ (418

em que Jo(w) e Ji(w) sdo as fungdes de Bessel de zero e primeira ordem, respectivamente.

4.2.2 Aproximacao Bethe Ansatz - LDA para Exc [n]

Na construgao da aproximacao BA-LDA utilizamos os limites dados na secao anterior para

parametrizar a energia total por sitio, como uma funcio de U e n. Essa parametrizacao tem a

forma,

26(U)

Eioe (,U) = —

sin { [;(TZ)} , (4.16)

em que 3(U) é determinado por,

Bsin (f) = o /Ooo duo-Tol@)N1(w) (4.17)

I} w (1 + ewu/2)’

de forma que para n = 1 a Eq.(4.16) torna-se exata. Chamamos a atencao para o fato de
que G(U) é determinado uma tnica vez para um dado valor de U , isto é, a determinacao de
B & feita fora do ciclo autoconsistente da DFT. Podemos observar também que para 3 =1e
£ = 2 a expressao ¢ exatamente igual as Eqgs.(4.14) e (4.13) respectivamente. De fato estes
sa0 os mesmos valores de § calculados, para os itens (i) e (ii), pelas Egs.(4.16) ¢ (4.15). Para
os valores intermedidrios, resolvemos a equacio integral de Lieb ¢ Wu e comparamos com o
resultado obtidos pela parametrizacao. Os resultados sao muito satisfatérios, conforme podemos
observar na Fig.(4-1).

Para determinarmos a energia de troca e correlagao por sitio £824(n,U) da expressao para a

energia total (4.16), utilizamos a Eq.(4.2) de forma que,

exa[n; U] = Eln, U]~ Tiln, U] — Exln, U], (4.18)
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Figura 4-1: Resultados da diagonaliza ¢do numérica da equacao integral de Lieb e Wu (pontos)
comparada com os resultados obtidos pela parametrizacdo (linhas cont fnuas), dada na Eq. (4.16),
para alguns valores t fpicos de U/t. Para 3 = 1 (U/t = 0), a energia é dada por -2 sin (%n)

™
enquanto que £ = 2 sin (7n) para # = 2 (U/t = o).

Como o termo Hartree é dado por,

Baln U} _ U, (4.19)
L
a energia total por,
D) 1
[72’ ul_ —2tB sin(nf) (4.20)
e a energia cinética do sistema nao interagente por,
Tin, U = 0] 4 /7
= ——tsin (=i :
7 sin ( 5 n) (4.21)
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obtemos que a Eq.(4.18) pode ser escrita na forma

1
5

sin (On) + %tsin (gn) - gn2. (4.22)

exclm; U] = —2 1

Para finalizar, na mesma filosofia da LDA para o gés de elétrons homogéneo, construfmos uma

aproximacao tipo LDA para o modelo como,

(4.23)

n—n;

Exg ™A n; U] =) exém U]

Com esta expressao para o funcional de XC, as propriedades do estado fundamental de modelos
tipo Hubbard sujeito a diferentes nao-homogeneidades podem ser calculadas da, DF T, conforme
apresentamos na Se¢ao(4.3). Um ponto interessante para se destacar é que um funcional com
esta forma ja havia sido antecipado por Schénhammer, Gunnarsson e Noack em seus estudos em
semicondutores [29]. Contudo, esses autores nio forneceram um expressio analitica conforme
a Eq.(4.16). A BA-LDA, Eq.(4.23), que é muito precisa para o caso homogéneo, mostrou-
se robusta para o sistema nao homogéneo. No entanto a mesma nao contempla densidades
maiores que a unidade, pois foi definida para o intervalo 0 < n; < 1. E portanto necessirio
considerar n; > 1. Para isso, fazemos uma transformacio particula buraco (c;; — (—1)%c] ) no

Hamiltoniano, que leva n; — (2 — n;). Assim, a BA-LDA para o intervalo 1 < n; < 2 fica,

RNl =Y [—%tsin 18(2—n)] + %tsin [g 2- ni)} - %(2 - n,-)2J . (4.24)

=1

Uma dificuldade que surge no célculo KS ¢ a questdo da descontinuidade do potencial de
troca e correlagao, quando n; = 1. Essa descontinuidade j4 foi discutida exaustivamente na
literatura [29, 30, 31]. Na Figura (4-2) mostramos o comportamento da energia do estado
fundamental para o modelo de Hubbard ndo homogéneo em funcao da energia de correlacao
com nao homogeneidade 6 fixa. Note que acima de um determinado valor de U/ , denominado

de Ug (critico), o célculo KS nao converge, sendo incapaz de reproduzir tanto a energia como
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a densidade do estado fundamental do modelo. Essa situacao ocorre quando n; — 1. Desta

forma o potencial efetivo v¢[n;] nao reproduz a densidade do sistema interagente.

-0.5
L . . 9
[ .
- °
:
i s
3 L]
-1 o
E/tL | .
L ]
n [ ]
—-1.5 +—
]
- R’ljc
i d
-2 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0 1 2 3 4 5 6

Figura 4-2: Energia do estado fundamental do modelo de Hubbard submetido a wm potencial bin4rio,
para 6 = 2, L = 7T et = 1, em funcio da energia de correlacido U/. Os circulos pretos sao resultados
da diagonaliza cao exata e os circulos azul séo resultados do célculo KS. Note que a partir de um
determinado valor de U, chamado de U, o célculo KS nao apresenta solucao numérica. Para valores
de U menores que Uy vemos uma boa concordéncia entre as curvas.

Para exemplificar, consideremos o caso que o potencial externo v;,, é maior que o potencial

externo v;. De acordo com a definigao de v, Eq.(4.4), temos,
U
v — v = (i — o) + 5 (e —na) + (057 — 07 . (4.25)

Definindo § = #5— obtemos,

U 1
T =6+ T (niy1 —ng) + 5 (viG — v, (4.26)
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com 6% > 0 e nit1 < n;. Para valores de U acima de Ug ocorre que 8T <0 implicando em

Mit1 > Ny, que € fisicamente inaceitdvel, o potencial mais repulsivo deve possuir uma densidade
menor que o potencial menos repulsivo.
Para o caso de banda semi-preenchida temos uma expressao explicita para Ug. Quando

U — Ug temos 6T — 0, com Nit1 = 17 e n; — 1%, Desta forma, a Eq.(4.26) fica,

_ 1 : XC . XC
0=6+ 3 <ni£2}1~ Uiy — n}l_x}}r vit ). (4.27)
OELDA

A diferenca do potencial de troca e correlagao, viC€ = —an—, € dada por,

U
vfﬁrcl X% = —2tcos [B(U) niyq] + 2t cos (gniﬂ) — Gt
U
—2t cos [ (U) (2 — 1s)] + 2t cos [g (2— n,-)] -5 @-m).  (428)
Como n;,1 — 17 e n; — 17 conclufmos que,
lim v — lim vF¢ = —dtcos [3 (Uc)] — Ue. (4.29)
Ni+1—17 Ty —
Substituindo a Fq.(4.29) na Eq.(4.27) chegamos a expressao,
Uo

6= — +2tcos [B(Uc)], (4.30)

2

que determina o Ug em funcio do pardmetro . Essa equacao est4 plotada na Figura (4-3). Nela
observamos que (i) existe uma regido para qual o sistema KS apresenta solucao fisica (U < Ug),
(i4) temos uma regido na qual o sistema KS nao converge (U > Uc) e (i) a curva representa
a situacao que n; = 1 ou, U = U, contextualizado desta forma o problema apresentado pela
BA-LDA. Nesse contexto estamos elaborando uma proposta para solucionar o problema. Cabe
mencionar aqui que todos os diagramas apresentados a seguir foram calculados na regizo com

U<Uc.
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10

8 NAO CONVERGE

U/t i

Figura 4-3: Energia de correla ¢iio U para o modelo de Hubbard em fun ¢ao da nao homogeneidade §
do sistema. Nesse diagrama podemos observar duas regides bem distintas. A primeira situada abaixo
da curva, U < Ug, indica a regido na qual o sistema KS apresenta solu ¢ao numérica. A segunda
fica acima da curva e representa a situa ¢io em que o cdlculo KS nao converge. Note que a curva
representa a situacdo que n; — 1, ou seja U — Uc.

4.3 Aplicacoes

4.3.1 Sistema homogéneo

Uma vez que a parametrizacao, Eq.(4.16), é muito boa quando comparada com a solucao
de Lieb e Wu, conforme mostramos na F ig.(4-1), o préximo passo seria aplicar a Eq.(4.23) ao
cdlculo do sistema KS de uma cadeia linear homogénea de [ sitios.

Na Fig.(4-4) mostramos os resultados obtidos do sistema KS em comparacao com os da
diagonalizacao exata (DE). Eles concordam razoavelmente bem, e conforme aumentamos o
nimero de sitios tornam-se mais precisos. Este comportamento era esperado para valores de L

muito maiores uma vez que a parametrizacao foi obtida do resultado exato, que foi deduzido no
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Figura 4-4: Comparagéo dos resultados obtidos para a energia do estado fundamental via diagonali-
zagao exata (sfmbolos pretos) com os obtidos do sistema Kohn e Sham (sfmbolos vermelhos) para o
modelo de Hubbard com % = 1. Figura principal: U/t = 6. Figura menor: U/t = 3.

limite . — oc. No entanto para cadeias pequenas (L > 5) o resultado ja é surpreendente. Com
a diagonalizacao exata nao podemos nos aproximar deste mimero (L — 00), por mais simetrias
que possamos utilizar. Porém, e este ¢ o ponto principal, temos o sistema KS que a principio
fazemos tao grande quanto desejarmos. Por exemplo para L — oo, U /t =5 en =1 obtemos
da solugao numérica das equagoes de BA o valor —10 * E;_,, = 4.8643 enquanto que para o
sistema KS e L = 2000 sitios o valor —10 * Ej_sp0 = 4.8632, que é impressionante. J4 na
Fig.(4-5) mostramos os resultados para U/t = 6 ¢ n = 1, com condigdes de contorno periédicas

(figura maior) e condi¢oes de contorno aberta (figura Imenor).
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Figura 4-5: Energia do estado fundamental do modelo de Hubbard em funcao de L. Figura principal:
condi¢oes periédicas de contorno, % = %, U=6et=1. Os circulos vermelhos sdo resultados do
célculo KS e os circulos pretos sdo resultados da diagonaliza ¢do exata. Para o sistema homgéneo a
BA-LDA é essencialmente exata, como podemos verificar dos resultados numéricos. F igura menor:
mesmo que figura principal, porém com condicdes de contorno aberta.

4.3.2 Impureza no Modelo de Hubbard

Impurezas desempenham um papel importante em sistemas eletrdnicos fortemente correla-
cionados, em particular em uma dimensao, onde uma pequena quantidade de defeitos no metal
pode mudar drasticamente suas propriedades. Nestes sistemas, o problema com Impurezas es-
t4 relacionado ao potencial de espalhamento [81] e também, recentemente, a experimentos de
pogos quénticos [82]. Virias técnicas, tais como bosonizagio, grupo de renormalizacao, teoria
de campo conforme tem sido utilizadas para estudar os efeitos das interagdes dos elétrons de

condugao com a impureza [83]. Uma dificuldade encontrada com este tipo de problema ¢ a
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Figura 4-6: Energia do estado fundamental do modelo de Hubbard com uma impureza, para T =5

U =6, Viup = —5et =1em funcéo de L. Os circulos azuis séo os resultados utilizando condigoes
de contorno abertas e os circulos vermelhos utilizando condigGes de contorno periédicas. Note que a
convergéncia ocorre para cadeias maiores que 1000 sitios.

lenta convergéncia para o limite termodinamico. Para incluir impurezas no Hamiltoniano de

Hubbard introduzimos o termo,

Himp = Vimp Z CTL/QUCL/%r (431)

que representa a contribuicao de uma impureza para o sistema. v, é o potencial da impureza
e, para tornar os graficos simétricos, inserimos tal impureza no meio da cadela de tamanho L.

Na Figura (4-6) mostramos a convergéncia para o limite termodinadmico do sistema. Observe
que precisamos de um mimero expressivo de sitios para haver a convergéncia na energia em trés

casas decimais. A figura ilustra resultados para cadeia aberta e cadeia periédica.
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Figura 4-7: Densidade eletronica do modelo de Hubbard com uma impureza em funcio de L, para

—]z—r = %, U =35, Vimp = —1,t = 1 com condi¢des de contorno aberta e condi¢des de contorno periédica

(ccp). A linha continua é apenas um guia para os olhos. Podemos observar oscilacdes de Friedel devido
a impureza e devido a superficie. Note que para ccp néo temos as oscilacdes devido a superficie, as
unicas oscilagoes que aparecem sao devido a impureza.

A distribuigao da densidade para 201 sitios estd mostrada na Fig.(4-7). Trés aspectos sao
interessantes: (%) o primeiro ¢, como deviamos esperar, um pico acentuado no sitio da impureza,
(i4) o segundo s@o as oscilagoes de Friedel [84], acentuadas pelos efeitos da superficie. Vé-se
que ocorre uma blindagem na impureza, que desloca cargas superficiais e esse deslocamento de
cargas causa as oscilagoes. Essas oscilagoes ficam reduzidas, conforme ilustrado na Figura (4-
7b), quando utilizamos condi¢oes de contorno periédicas, uma vez que nao temos mais superficie
e (iii) o terceiro sao as oscilagoes de Friedel devidas a impureza.Um outro aspecto interessante é
podemos simular o efeito da impureza no modelo, quando tratamos com condi¢des de contorno

aberta, considerando a superficie como impureza.

P SERVICO DE BH"E'\:!OTECA

‘FS[}-U?\ (EanRACAO
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O problema da impureza ilustra bem uma 4rea em que a BA-LDA pode ser 1til, uma vez
que sistemas do tamanho exigido para atingir o limite termodindmico sao dificeis de estudar

com métodos tradicionais, em particular para condigoes de contorno periédicas.

4.3.3 Potencial Bindrio

Neste caso, acoplamos no Hamiltoniano de Hubbard, Eq. (3.1), o termo bindrio

6 )
Hyyy = 2 Z(—l)lCLCw, (4.32)

em que 6 é o grau de ndo homogeneidade do sistema.

Gunnarsson e Schénhammer também analisaram esse tipo de potencial nos seus estudos
sobre a DF'T em cadeias quénticas e discutiram uma LDA numericamente exata para o sistema
homogéneo [28]. Os resultados para o potencial binario com § = 2, sio mostrados e comparados
com a diagonalizagao exata na Fig.(4-8). Das Figs.(4-4) e (4-8) podemos concluir que (i) a BA-
LDA ¢ rasoavelmente precisa para sistemas pequenos, porém, (it) torna-se melhor para sistemas
grandes. Note que a conclusao (i) implica que a BA-DFT & a tinica entre os métodos que
podem ser aplicados ao modelo de Hubbard que torna-se melhor com o aumento do tamanho

do sistema, que ¢ o oposto do observado em métodos tradicionais.

4.3.4 Potencial Degrau

Um outro exemplo interessante sao os efeitos de superficie no metal. Introduzindo no Hamil-

toniano um termo da forma,
Hstep = Ustep Z ngcia; (4.33)
o
em que,
0 para i< L/2

Ustep = s (434)
v para i>L/2
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Figura 4-8: Energia do estado fundamental do modelo de Hubbard com potencial bindrio, para ccp,

% = -;—, U=6,6=—-2et =1 em funcio de L. Os circulos vermelhos sao resultados numéricos

utilizando a BA-LDA, os circulos verdes utilizando a GS-LDA, Eq.(4.6). Os c irculos pretos sao
resultados da diagonaliza ¢ao exata. Os resultados mostram que a BA-LDA concorda bem com a
diagonalizacao num érica e que torna-se melhor 4 medida que aumentamos o mimero de sitios da
rede. Também podemos observar que seus resultados sao melhores que os da GS-LDA.

podemos extrair, dentro do modelo de Hubbard, algumas caracteristicas da superficie do ma-
terial que, no caso esta localizada no ponto % que é a regiao delimitada pelo viacuo e o metal.
Na Figura(4-9) comparamos as energias do estado fundamental do sistema KS com as energias

da diagonalizagao exata. Os resultados estao em excelente concordancia, consequéncia direta

da qualidade da BA-LDA.

4.3.5 BA-LDA versus Aproximacgao de Schénhammer-Gunnarsson

Verificada a eficiéncia do funcional para os sistemas homgéneo e nao homogéneo, fizemos

uma comparacao com o funcional proposto na década de 80 por Schonhammer-Gunnarsson [28],
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Figura 4-9: Energia do estado fundamental do modelo de Hubbard com um potencial degrau, para

condi ¢oes de contorno periédica, lVL— = %, U =86, |vi] =|vs] =1 et =1em funcio de L. Os circulos

vermelhos sao resultados do célculo KS e os circulos pretos sao resultados da diagonalizacio exata.
Note que j& para poucos sitios os resultados sdo praticamente exatos.

conforme dado pela Eq.(4.6). Esse funcional tipo LDA que eles propuseram tem frequentemente
conduzido, na prética, a resultados decepcionantes [73] e foi criticado por ndo ser uma LDA
propriamente dita, uma vez que nao foi baseada na solugio exata do sistema homogéneo de
referéncia [74]. A comparacéo estd ilustrada na Fig.(4-10), onde observamos é que o nosso
funcional, dado pela Eq.(4.23), ¢ melhor que o de Schénhammer-Gunnarsson. No grafico menor
mudamos o valor da correlacao U.

Com estas aplicagoes fizemos um bom teste para a BA-LDA. No préximo capitulo vamos
apresentar os resultados obtidos utilizando o funcional BA-LDA juntamente com a aproximacao

Ua para o funcional de XC dependente da densidade staggered.
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Figura 4-10: Comparacéo entre o tradicional funcional de troca e correlacdo ad hoc de SG e o
proposto pela Eq.(4.23) para dois tipicos valores da correlacdo. Figura principal: U /t = 6. Figura
menor: U/t = 3. Podemos observar qualitativamente que o nosso funcional é melhor.

4.3.6 Super-Redes de Hubbard

Nas 1ltimas duas décadas o estudo de multicamadas magnéticas tem atraido muito interes-
se, principalmente com o desenvolvimento de novos materiais por técnicas de deposicao mais
precisas. Um dos aspectos estudados é saber como se d4 o comportamento entre camadas adja-
centes de tais materiais. No modelo de Hubbard podemos simular essas camadas por repeticoes
periddicas de células com diferentes correlagoes eletronicas [85]. O modelo para a super-rede
consiste de uma arranjo periédico de Ly sitios (‘camadas’) com acoplamento repulsivo U e
Ly sitios livres (U = 0), conforme ilustrado na Fig.(4-11). A maioria dos métodos utilizados
na resolugao dessas super-redes limitam-se a cadeias relativamente pequenas e tais estruturas

necessitam de um mimero relativamente grande de células para atingir o limite termodinimi-
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Figura 4-11: Uma super-rede de I = 12 sitios e Ly =2e Ly = 1: Osc frculos brancos representam
os sitios livres (U; = 0) e os azuis os sftios repulsivos (U; > 0) [85].
co’. O céleulo KS atinge esse limite sem nenhum problema significativo. Como um exemplo,
mostramos na Fig.(4-12) os resultados da densidade em funcgao do sitio 7 para uma super-rede
com L = 50, N = 30 e trés valores de U (figura principal) e L = 1000, N = 250, U = 10 (figura
menor). No grafico principal podemos observar que nos sitios onde existe repulsao coulombiana
(2 = 15 e i = 35) os elétrons tendem a ser expulsos para sitios afastados e a densidade oscila
em torno do valor de n = % = % = 0.6. A medida que aumentamos o valor de [/ , a densidade
eletronica nesses sitios diminui e no limite de I/ — oo cai aproximadamente para a metade
(n &~ 0.3), uma vez que a dupla ocupacao agora ¢ invigvel. Esse comportamento é consistente
com o nosso resultado. Como exemplo da potencialidade da DFT em atingir cadeias bem
maiores, no grafico menor ilustramos o mesmo célculo para uma rede com 1000 sitios. J4 na
Fig.(4-13) fazemos uma comparacio com os resultados exatos do DMRG* para a super-rede
com Ly = 2 e Ly = 6. Os parametros utilizados foram: [/ /t=6,N=120,L=160¢ condigoes
de contorno aberta. Observe que os resultados da BA-LDA concordam muito bem os resultados
do DMRG, evidénciando novamente a qualidade de nossa parametrizacio.

Com esse tltimo exemplo, finalizamos as nossas aplicagoes, esperando ter feito wm bom

teste para a BA-LDA. No préximo capitulo iremos utilizé-lo, juntamente com a aproximacao

Ua, para o modelo de Hubbard - SDW.

*Dependendo do tamanho da célula que pretendemos repetir periodicamente, o DMRG encontra dificuldades
para atingir redes grandes.
4 Agradecemos o Prof. Dr. André Luiz Malvezzi por ter fornecido os dados numéricos do DMRC.
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Figura 4-12: Figura principal: Densidade eletrénica versus o sitio ¢ para um L fixo e trés valores de
U (U = 0 preto, U = 0.5 vermelho e U = 10 azul). Para U = 0 a densidade é n = 0.6 em todos os
sitios. Quando ligamos a repulséo eletronica, a densidade nos sitios com U (i = 15 e 4 = 35) diminui
€ nos outros sitios oscila em torno de n = 0.6. Para U — 00, n & 0.3 uma vez que agora a dupla
ocupagao é proibida. No gréfico menor ilustramos o mesmo célculo para uma rede com L = 1000
sitios, ilustrando a potencialidade da DFT em atingir um mimero muito grande de sitios. As linha

continuas sao apenas um guia para os olhos.
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Figura 4-13: Densidade eletrénica n; em funcéo do sitio 4, para uma super-rede com L = 160,
N =120, Ly= 2, Ly=6 e U/t = 6. As linha pretas s&o os resultados do cdlculo DMRG e as linhas
vermelhas do célculo Kohn e Sham. Podemos observar que a concordancia é muito boa.



Capitulo 5

Teoria do Funcional da Densidade -
Ondas de Densidade de Spin no
Modelo de Hubbard

Este capitulo descreve uma das primeiras aplicagoes, nao ab initio, do novo procedimento
da DFT-SDW para magnetismo nao colinear. A idéia foi estender a formulacio continua da
DFT-SDW para o caso discreto e aplicd-lo ao modelo de Hubbard. A estrutura do capitulo é
a seguinte:

Na Segao(5.1) apresentamos o modelo de Hubbard adicionado a um campo staggered,
definindo o sistema utilizado para tal aplicacdo, demonstramos na Secio(5.3) o teorema de
Hohenberg e Kohn e na Secao(5.4) encontramos as equagoes de Kohn e Sham para o Hamil-
toniano do sistema em estudo. Na Seciio(5.5) deduzimos a expressao para a energia total do
sistema. Finalizando o capftulo, nas Seg6es(5.6) e (5.7) estudamos a instabilidade da SDW por

meio de diagonalizacao exata e aplicamos o sistema Kohn-Sham-SDW, respectivamente.

80
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5.1 DFT-SDW para o Modelo de Hubbard

Para representar um sistema em que a quebra esponténea de simetria resulta em uma den-
sidade staggered, adicionamos um campo artificial no Hamiltoniano da Fq.(3.1). Tal campo
acopla as componentes up e down do spin, permitindo assim a formacao de densidade stag-

gered. O Hamiltoniano utilizado é dado por,

H = Z tijczgcja + Z T),;ngcig + U Z niTnil + Z (S'LJCITch -+ hC) , (5.1)

(if)o zj

em que (7j) indica uma soma sobre todos os vizinhos préximos, v; denota o potencial externo e

t;; = t;; = —t. O 1iltimo termo representa o campo staggered o qual pode ser representado por,
Se; = Sy exp (i) , (5.2)

sendo ng sua intensidade e 6,; uma fase nao uniforme.

Fisicamente um acoplamento deste tipo corresponde a uma das seguintes situagoes: (i) Um
estado fundamental nao colinear, tal como a SDW helicoidal no Fe fec. () Excitacoes fora do
estado nao colinear, como sélitons em ferromagnetos ou magnons em antiferromagnetos. (4i)
Um estado colinear com eixo de quatizagao de spin diferente do eixo de polarizacao (exemplo,
um ferromagneto polarizado ao longo do eixo z, mas com z sendo o eixo de quantizacao de
spin). Para este trabalho, desenvolvemos e testamos a DFT para o modelo dado na Eq.(5.1)
no caso (i), que é o mais interessante no momento. Primeiramente estudamos por meio de
diagonalizacao exata, a instabilidade do sistema submetido a este termo adicional, que no caso
foi tratado como um termo infinitesimal. Os resultados desse estudo mostram que o mecanismo
da frustracao gera o aparecimento de uma SDW, que reduz a energia do estado fundamental.
Em seguida aplicamos o esquema de Kohn e Sham, juntamente com as aproximagoes BA-L.LDA
e Uaq, para testar o novo procedimento da DFT-SDW e subsequentemente comparamos com os

resultados obtidos por meio de diagonalizacao exata. Quando mencionarmos o procedimento
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da DFT-SDW para o modelo, estaremos nos referindo ao Hamiltoniano da forma (5.1) sem

especificar dimensionalidade ou configuracao do sistema.

5.2 Definicao das Densidades

E essencial, como pré-requisito da teoria, definir as densidades de uma forma clara [25]. No
espaco de Hilbert é conveniente usar os operadores de campo em segunda quantizacao, que
enfatiza a anti-simetria de todos os estados. O operador de campo U} (r) cria uma particula

localizada na posicao r em um estado de spin o,
(', 0’| T} (r) [véicuo) = 6,46(r — r'). (5.3)
Podemos expandir os operadores em termos de qualquer base ortonormal {¢},
) = D61 (), (5:4)

em que ¢! e ¢ sdo os operadores de criagao e destruicao respectivamente. Os operadores de

campo obedecem a relacao de anticomutacao,

{@;(r), @U,(r')} = 650 6(r — 1) (5.5)
Assim densidades correspondentes a um estado |¥) sdo da forma:

(2) Densidade eletronica
n(r) = (¥|A(r) |T) = Z n:% (r)eh, (r), (5.6)

sendo,

n =Y (¥|clci0 |T). (5.7)
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O operador densidade local é definido por, em segunda quantizacao por,

Ar) = Z\Iﬁ T, (r)
= ZZQS r)el cio com i =17 (5.8)

1,4/

(#) Densidade staggered
Ps ( ) <\I’|pS r I',) |\IJ> szj (5'9)
em que,

pi; = (Y| C;rrcjl o). (5.10)

O operador densidade staggered é definido como,
Z 91 (r)e,(r')chcjy. (5.11)

A dependéncia da energia total, no caso discreto, sobre os coeficientes das densidades é uma
fun¢ao e nao um funcional, porém consistente com a terminologia usual, continuaremos sempre
empregando o termo funcional e todas as densidades consideradas sdo da forma (5.7) e (5.10).
Na préxima secao demostramos o teorema generalizado de Hohenberg e Kohn. A prova original
do teorema, conforme demonstrada no Capitulo (2), baseia-se no reductio ad absurdum. No
entanto, seguiremos aqui uma prova mais ‘elegante’ dada por Mel Levy em 1979 que consiste

na constraint search [24], ou seja, uma procura restrita.

5.3 Teorema de Hohenberg e Kohn Generalizado

O teorema de Hohenberg e Kohn Generalizado (HKG) para este formalismo afirma que:

(i) O valor esperado de qualquer observével O & um funcional apenas das densidades eletroni-
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ca n® e staggered p? do estado fundamental,

(Tn°, ]| O |E[n°, p3]) = O[n®, 4] (5.12)

em que o subscrito significa estado fundamental.

(#) As densidades do estado fundamental, n° ¢ p8, minimizam o funcional da energia total

E[n’ps]'

(é61) O funcional da energia total pode ser escrito na forma

Eloop = #1433 (S 4 ) (.13

em que F[n, pg] é uma funcio universal da densidade.

Usamos basicamente o principio de energia minima para o estado fundamental. Este princi-
pio - ou melhor método de Rayleigh-Ritz - garante que a energia do estado fundamental é
encontrada por minimizagéo do valor esperado do Hamiltoniano. Assim,

Eln, pg] == Jmin (7] H|T). (5.14)
—n,pg

Desta forma, primeiramente especificamos todas as densidades e entao procuramos a energia
minima sobre todas as fun¢es de onda de muitos corpos que conduzem a estas densidades.
Fixamos os campos externos durante todo processo.

Usando a forma explicita do Hamiltoniano, Eq.(5.1), e a definicio dos coeficientes das
densidades, Eqs.(5.7) e (5.10), a Eq.(5.14) resulta em,

En,pgl = min (U] -t Z CinCic +U Z Nt |U) + Z’U,n + Z (Sijps; + c. ¢.). (5.15)

Iq’)_"’L’pS (7’.]



5.4 Equagoes de Kohn e Sham Generalizadas 85
Podemos agora definir o observivel F por,

Fi=—tY ceig+UY Rahi, (5.16)
(ij)o %

obtendo assim a forma (5.13). F[n, pg] ¢ universal no sentido que independe dos potenciais

externos. Isto completa a prova do teorema de HKG para o modelo.

5.4 Equacoes de Kohn e Sham Generalizadas

O teorema de HK sugere que, se conhecida a forma analitica exata de E[n, pg], podemos
encontrar a energia do estado fundamental pelo principio variacional. Tal principio minimiza
o funcional sob a restricio de conservar o mimero de particulas. Todavia nao fornece um
procedimento para isso.

A simplificaciio essencial é obtida pelo esquema de Kohn e Sham (KS), que supde que
a densidade do estado fundamental do sistema interagente pode ser gerada alternativamente
pelo estado fundamental de um sistema ficticio de elétrons nao interagentes movendo-se num
potencial efetivo. Tal sistema equivalente pode ser usado para calcular a energia exata do
estado fundamental e a simplificacdo reduz o problema a um problema efetivo de um corpo.

Este Hamiltoniano de particulas independentes é dado por,

He =1 Z ¢l cjo + vaﬁc;cw + Z (Sf]ﬁcIchl + h.c.) . (5.17)
(i) io ij

O estado fundamental do sistema de muitos corpos é suposto nao degenerado, mas o formalismo
da DFT-SDW pode ser estendido para incluir estados degenerados [3, 4].

Neste contexto, os coeficientes das densidades sao,

n; = Z Z (| clycia |04 (5.18)

v=1 o
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€
N

Pij = Z (4] cZTchl [04) (5.19)

=1

em termos das funcgoes de onda de particulas independentes (cp,y) que correspondem aos N
menores autovalores £, de H,. A energia do estado fundamental do sistema nao interagente é

um funcional de n; e p;; e pode ser escrita como,

sn, pg] = Zsﬂ, —th” + Zv n; + Z (85T py; + c.c.) (5.20)

(15)

sendo n;; = Efyvzl > <g0,y| ¢l cio |c,07> a densidade de hopping. Devido ao teorema de HKQG, este

funcional deve ser estaciondrio sob variacao infinitesimal (67; e 6p;;) das densidades. Portanto,

BES [na pS]
OLsln.psl _ _ Z T o = 21
B Bngm % Nij | + vy Oem =0 (5.21)
c
8Es [n7 pS] a
—1 'O = 0. 5.22
8plm 8iolfm Z ? ( )

{29}

Desejamos ‘mapear’ o sistema interagente neste sistema nao interagente. Para tanto, pri-
meiramente, separamos o termo de (7) energia cinética néo interagente, (i) a energia de Hartree

e o (7ii) termo de Hartree staggered, do funcional da energia interagente, Eq.(5.14). Assim,

’I’I, pS _—tznlj+ Z?’L _UZIPZ|2+ZU1"~L+Z ZJpz]+cc +EXC[n pS] (5 23)

em que o funcional Exc|[n, ps] incorpora todos os efeitos de troca e correlacao nao incluidos nos

termos de Hartree e é formalmente definido por,

Exc [n'aps] = ?’L pS tzn'bj - Z’I’L + Uz |pz|2 (524)

(i)

Novamente E[n, pg] deve ser estaciondrio sob variacao infinitesimal én® ¢ §p2. Desta forma,
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obtemos,
=vrC n,pg]
o —
aE[nJPS] a aEXC[n7pS] 5 25
o :_tan Znij +Ue5em+Une5em+-—ar =0 (5.25)
£ £ (55) m n:ngm
e
::Sfjc [n,ps]
———
OE[n, pg] 9 OLxc[n, ps]
=y Y nis| = Uply + Som + 20 Ps] =0, (5.26)
Bp m 3p m =~ ? i apem
¢ ¢ {i5) pS:p?m
XC

em que v;°[n, ps] e S3C[n, ps] denotam os potenciais de troca e correlacao das respectivas
densidades.
Comparando as Egs.(5.21) e (5.22) com as Eqgs.(5.25) e (5.26) respectivamente, definimos

os potenciais efetivos por,

0T = ;£ 0 +0X%n, py] (5.27)

e
S5 = Sij — Upj; + S5°In, pg, (5.28)
em que v ;= %ni e Si}; = Upj;. Estas expressoes para os potenciais efetivos podem ser usadas

para calcular as densidades, Eqgs.(5.18) e (5.19), de forma autoconsistente.

5.5 Expressao para a Energia Total

Uma das mais importantes propriedades do sistema de muitos corpos ¢ a energia do estado
fundamental. O teorema de HKG garante que essa energia é um funcional das densidades.
Entretanto nao fornece uma expressio explicita nem diz como determinar esse funcional. Isso
¢ um problema tipico em DFT: Se conhece que certa quantidade é um funcional das densi-
dades, mas néo se conhece como é a forma desta dependéncia. Felizmente no caso do estado

fundamental podemos encontrar uma expressao relativamente facil.



5.5 Expressao para a Energia Total 88

O valor esperado do Hamiltoniano de muitos corpos conduz a seguinte expressao,

Eln, ps] = Tln, p] + vex[n] + Uln, ps] + (Sext[ps] + c.c.). (5.29)

O funcional da densidade exato T'|n, pg] nao é conhecido. Um caminho para contornar este
problema ¢ introduzir no lugar dele o funcional T [n, ps] e incluir a diferenca T'[n, ps]—T[n, ps] no
funcional Exc como j4 feito na Fq.(5.24). A definigao (5.24) do funcional de troca e correlacao

permite reescrever a €xpressao acima como,

Eln, ps] = Ti[n, ps] + veu[n] + Unln] + Uxlps] + (Sexilpg] + c.c.) + Excln, pg]- (5-30)

No formalismo de KS podemos escrever esta expressao em termos dos potenciais efetivos. Para
este fim, reescrevemos a Fq.(5.30) adicionando e subtraindo os campos Hartree e troca e cor-

relacao,

En,ps] = th”qLZv,anr 2” —UZ[pZP_;_Z ZJp”-l,-cc :!:Zv n;

(24)
¥ Z Lt ec) £ Z’uzxcni ¥ Z S5Cps; + c.c.) + Excln, pgl, (5.31)
ij i ij

Eln,ps] = th,]+Z vl—i-v -|—’UXC i + Zn —Zv n; — zvxcnl
+Z ij - Sg + S;gc)p'q + C. C UZ |pz]2 + z zgpzj + C. C

- Z S3Cps; + c.c.) + Excln, pgl. (5.32)

Utilizando as expressoes (5.27) e (5.28) para os potenciais efetivos e realizando algumas sim-
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plificagoes algébricas obtemos,

Eln ps] = _t anj + ZU n; + Z Saﬁng vacnl -7 Zn + UZ lpz'2

- Z(Si);cpij +ee)+ EXC[”: Ps)- (5.33)
tJ

Finalmente note que a energia do estado fundamental do sistema nao interagente, E,, & sim-

plesmente a soma das energias dos estados ocupados. Assim,

Eln, ps] = Z én —Un — Ux — ZU i — Z(Sx'cpij +c.c.) + Excln, pg], (5.34)

n,0cc
em que,

U
= Z n? (5.35)

Ux := —UZ i (5.36)

Desta forma, dado uma aproximacao para Fxc, a Eq.(5.34) pode ser imediatamente calculada,
uma vez resolvido as Equacdes de Kohn e Sham. Portanto, uma aproximacao boa e vidvel para
o funcional de troca e correlagao é fundamental para o sucesso dos cdlculos de DF'T, justificando
assim o Capitulo 4 dedicado a tal aproximacao. Para Syc = py = 0 esta equacao se reduz a

expressao bem conhecida para a energia total da DFT tradicional [38].

5.6 Instabilidade da SDW - Diagonalizacao Exata

Para estudar o comportamento do modelo de Hubbard na eventualidade de uma quebra
espontanea de simetria, gerando uma densidade staggered, diagonalizamos exatamente o Hamil-
toniano generalizado dado pela Eq. (5.1). O modelo diagonalizado é a versio unidimensional
com condi¢ao periédica de contorno (cpc), onde consideramos, em uma primeira aproximacao,

um campo staggered atuando apenas entre os vizinhos préximos. Para esta etapa, utilizamos
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os recursos numéricos descritos detalhadamente no Capitulo 3.

5.6.1 Campo Staggered com fase uniforme

Preliminarmente consideramos uma fase uniforme para o campo staggered. O Hamiltoniano

estudado ¢ dado por,

H=—t Z (czacj,, + h.c.) +v Z czacia -+ Z (Sc}}cjl + h.c.) + UZ NNy, (5.37)

{id).o i (i)
com a condicao de tomarmos o limite de S — 0 no final da diagonalizacao exata. Neste
contexto, podemos eliminar a fase do campo staggered por uma transformacio de gauge. Assim
para um campo S = |Sy|e*, supomos uma transformagao da forma,

i . T =t 1
a;p = €¥leyy; a; = e ey,

ey 1 g
a;; = eYigy; a; =e "’lcil,

em que impomos ¥ — ¢, = ¢. Substituindo no Hamiltoniano acima encontramos,

H=—t Z (azaaj,,_ + h.c.) + vZa;aw + | So| Z (azrajl + h.c) + UZ i, (5.38)

(ij)o ()

T

em que N;, = a a,,.
A interpretacio disso é simples: uma fase uniforme equivale a um campo magnético uni-
forme, apontando em direcao do plano zy. A transformacéo de gauge equivale a uma rotacao
dos eixos nesse plano. Por 1850, assumimos, como um primeiro passo, um potencial real’ con-
forme dado pela Eq.(5.38).
A questao investigada na diagonalizacio exata foi: para um campo staggered pequeno temos

uma densidade staggered? Isto ¢, perturbando o sistema podemos encontrar um estado com

energia menor que o estado fundamental do sistema nao-perturbado?

sto ndo é possivel, entretanto, no caso de um campo com fase nio uniforme.
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A resposta depende de ser par ou fmpar o mimero de sftios. Para um nimero par de sitios

nao se encontra densidade staggered no limite de S; — 0. Assim a energia para Sy = 0 é
essencialmente igual® & energia para Sy = 10~7. No gréfico menor da Fig.(5-1), a energia do
estado fundamental diminui quadraticamente com o campo staggered. A densidade vai a zero
no limite de Sp — 0. Para confirmar essa observacéo, nada melhor do que examinar funcio de

onda. Assim, para L =N =2, U/t =5 e v = () temos:

(a) So=0

U= Zaigoi =0.3710,70) +0.60T,1) —0.60], 1) +0.37(1],0) . (5.39)
(b) So =107

= Z aip; = —0.3710,71) — 0.60|T, |) +0.60|},1) — 0.37|1],0). (5.40)

O coeficiente da densidade staggered ¢ dado por

P = (lche; [) =Y v (4] clyes) [0m) (5.41)

im

Portanto encontramos que,

0 So=0
P12 = pa1 = (5.42)
0 So=10"7.

Desta forma a perturbacao com o campo nao gera nenhuma densidade staggered. A medida que
aumentamos o valor de Sp surge uma densidade staggered que nio deve ser interpretada como
espontanea, mas sim como uma resposta artificial do sistema induzida por um campo staggered

artificial, que agora ¢ da ordem dos outros parametros do Hamiltoniano.

2A diferenca é essencialmente da ordem de S2 — 1014,
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Figura 5-1: Energia do estado fundamental para o modelo de Hubbard de L-sitios em 1) em funcao
do campo staggered para U/t =3, v J/t=0en=N /L =1. O gréfico principal mostra resultados
para L fmpar (L = N = 5 e 7). A sequéncia horizontal de pontos mostra que a energia do estado
fundamental, medida de seu valor S = 0, é proporcional ao campo staggered. O grafico menor mostra
os resultados para L par (L = 6 e 4). Aqui, a sequéncia horizontal mostra que a energia, medida do
valor de S = 0, diminui quadraticamente com o campo staggered.

Para um niimero impar de sitios e condigoes de contorno periédicas aparece frustacao an-
tiferromagnética, como mostra a Fig.(5-2). No caso simples que estamos considerando, nem
é necessério invocar esse conceito. De fato, para um mimero fmpar de sitios o spin do estado
fundamental é maior que 1 e é degenerado [26]. Assim quando Sp = 0 o sistema permanece
em seu estado fundamental, uma vez que este é o estado mais estdvel. Ja para uma pequena
perturbaciio (Sp = 1077) o sistema gera esponténeamente um estado de mais baixa energia
que no caso é o estado SDW colinear. Podemos também verificar este comportamento na

Fig.(5-1) onde vemos que para L impar a energia do estado fundamental diminui linearmente
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Figura 5-2: Comportamento do modelo de Hubbard na presenga de uma pequena perturbacao stag-
gered e sujeito a cpc. Em (a) temos um ndmero par de sitios e conforme o argumento dado no texto
o sistema permanece nesta situacio, pois esta é a configuracdo de mais baixa energia. Para o caso (b)
temos um mimero fmpar de sitios e quando impomos as condi¢des de contorno periédicas, o sistema
tende a encontrar uma configuracio energeticamente mais favoravel, que no caso é a SDW colinear.

com o campo Sy. Como Sy — 0, a densidade staggered p; ;1 ~ gg{; permanece diferente de
zero. Para interpretar esta instabilidade primeiramente notemos que para L fmpar o modelo
tem, como ja dissemos, estado fundamental de spin degenerado, uma degenerescéncia que €
devido a uma competicio frustada entre interagoes antiferromagnéticas. Para Sp = 0, os dois
estados degenerados podem ser classificados por sua componente S,. O campo staggered acopla
estes dois estados e quebra a degenerescéncia. O autoestado resultante possui uma densidade
staggered.

Para confirmar analisamos também a sua funcao de onda. Para L =N =3, U/t =5 e

» = 0 encontramos,

0 So=0
p1e = —0.11
Pij = 3 N . (5.43)
p31 = _0.12

A questdo que agora precisamos enfrentar ¢ se essa instabilidade para L = N fmpar se

mantém quando a fase de Sy varia de sitio para sitio.
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Figura 5-3: Energia do estado fundamental do modelo como funcao do campo staggered com fase nao
uniforme. Para I, = 7 a dependéncia com a fase é mais acentuada do que para [ = 8. Os parametros
utilizados foram: U/t =5, v/t=0et=1,n=1.

5.6.2 Campo Staggered com fase nao uniforme

Para o campo complexo com fase nao uniforme, acoplamos o termo,

Hs =Y (Seclyes +he), (5.44)

(£5)

em que consideramos a dependéncia de S, da forma,

. 2mm
Sy = exp <ZL — 16) , (5.45)

sendom = 0,1,.., [ — 1.

Um campo desta natureza permite, ao contrario do caso anterior, a formacao de uma SDW
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nao colinear. Na Fig.(5-3) mostramos a dependéncia da energia em funcao do campo staggered,

para dois valores de m (m =0 ¢ m = 1). Os célculos foram realizados para L =7 e 8 sitios,
U/t = 5 e banda semi-preenchida. Novamente o comportamento para L par e L impar sao os
mesmos da Fig.(5-1). Observa-se também uma dependéncia da energia com a fase do campo,

evidenciando a formacao da uma SDW nao colinear.

5.7 Resultados do Calculo Kohn-Sham

Nesta secao, descrevemos os resultados do sistema KS para a DFT-SDW. Testamos também
mais uma aplicacio para a aproximagao BA-LDA e a primeira aplicacao para a versao discreta

do funcional de troca, dado pelo primeiro termo do lado direito da Eq.(2.46).

5.7.1 Aproximagoes Ua e BA-LDA

Para resolver as Eqgs.(5.18), (5.19), (5.27) e (5.28) precisamos de uma aproximagao para o
funcional de XC. Com a introducao da densidade pg e do termo Hartree Staggered, levamos em
conta nao colineariedade e no localidade de uma forma mais direta do que na DFT tradicional.
Em contrapartida, agora o funcional de XC depende, além de 7, de pg. Uma primeira aproxi-
magcao, embora grosseira, é substituir Fxc[n, ps] por uma expressao que depende somente de 7.
e multiplicar Ux por uma pardmetro ajustével «, para compensar subsequentes erros. Embora
essa aproximacao Uca é similar, filosoficamente falando, ao método semi-empirico X ¢, as cor-
relacbes de Coulomb sao incluidas com mais detalhes, uma vez que a parte que depende de n

no funcional Fxc , pode ser, como exemplo, a LDA. Asim, em nossos célculos consideramos,

Excln, ps] = Exlps] + Exc” [n, (5.46)

sendo que para Ex2*[n] utilizamos a aproximagao descrita na Secao(4.2).
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A versao discreta para a aproximacao Ua fica,

Ex[ps] = aUx|ps], (5.47)

com a energia Hartree staggered,

Uxld =~ Y Ini (549

O coeficiente ¢ é um parametro ajustédvel da mesma forma como na aproximagao X« de uma
cdlculo DFT ab initio. Em particular, o valor de a = %, que no convencional método Xa

corresponde somente a energia de troca, nao tem qualquer significado especial aqui.

5.7.2 Susceptibilidade Staggered

A Fig.(5-4) mostra o comportamento do sistema KS para uma rede unidimensional de L
sitios em comparacio com a diagonalizagao exata (com condigoes de contorno periédicas).
Primeiramente podemos observar que os resultados utilizando tanto a aproximagao Uc como
a BA-LDA concordam razoavelmente bem com os da diagonalizacao exata ja para L > 5. Os
resultados para L fmpar sao quantitativamente melhores. Isto se deve ao fato que para esse caso
o sistema acomoda uma SDW. Na Fig.(5-5) mostramos a energia do estado do IDHM com U = 5
e um mimero par de sitios na rede, sujeito a um campo de intensidade S = 0.5 ¢ L = 12. Na
presenca deste campo, a componente S, do spin total nao se conserva, resultando num esforgo
computacional maior na diagonalizacio exata. Vemos que um valor de o negativo fornece a
melhor concordéincia entre os resultados aproximados e os exatos. O fator « corrige o termo
Hartree Staggered levando em conta aproximadamente correlacoes nao incluidas explicitamente
no funcional da densidade. Esse valor negativo significa que o sistema nao quer acomodar uma
SDW forgada pelo campo externo aplicado, sendo a densidade staggered do sistema na Fig. (5-5)

devida inteiramente ao campo externo S.
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Figura 54: Célculo KS de uma cadeia unidimensional de L sitios verus diagonalizacao exata. Os
resultados mostram a eficiéncia das aproximacdes usadas para o funcional de XC. Os valores dos
parametros foram: U/t = 3, v/t =0, S/t = 0.001 e o = 1. Figura principal: BA-LDA. Figura
menor: BA-LDA + Ua.
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Figura 5-5: Energia total do 1DHM com U=5¢en=0.5 na presenca de um campo staggered
S =0.5. Os circulos pretos sdo os resultados da diagonalizacao exata e os circulos vermelhos da
aproximacao BA-LDA+Ua com a= —0.02.

Cabe mencionar que a aproximacao Ua para a dependéncia de pg no funcional (5.46) é
menos sofisticada que a BA-LDA para a dependéncia de n. Entretanto, a quantitativa con-
cordancia entre os valores aproximados e os exatos, adicionado ao sinal fisicamente o correto
para o valor de o, mostra que a primeira fornece um razoével ponto de partida para futuros
aperfeicoamentos. J4 a segunda, podemos concluir que permanece computacionalmente vidvel

também em situacdes na qual a inomogeneidade ocorre no espago de spin.



Capitulo 6

Generalizado Linear Orbital
Muffin-Tin - Aproximacao Esfera
Atdémica para Magnetismo Nao

Colinear

6.1 Introducao

Este capitulo est4 relacionado apenas com o Capitulo 2, e refere-se 4 uma possivel generali-
zacao do método Linear Muffin-Tin Orbital na Aproximacao da Esfera Atémica (LMTO-ASA)
para tratar cristais com estruturas magnéticas nao colineares em célculos de primeiros princi-
pios. O objetivo deste capitulo é fornecer as equagdes bdsicas do LMTO-ASA adaptado a
DFT-SDW e densidade staggered, a fim de uma futura implementacao numérica. A generali-
zagao do LMTO-ASA foi baseada na recente proposta da DFT para magnetismo nao colinear
[3, 4]. Nao colineariedade em geral conduz a uma reducéo da simetria translacional do cristal.
No caso incomensuravel, ela destrof essa simetria. Aqui porém, estamos interessados em ondas
de densidade de spin comensur4vel de forma a manter a aplicabilidade do teorema de Bloch.

Na Secio(6.2) apresentamos a equacao de Kohn e Sham generalizada para tais estruturas.

9
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Na Secao(6.3) fazemos uma descrigao dos métodos linerares e na Secio(6.4) obtemos a equacao

secular ¢ o Hamiltoniano do método LMTQO-ASA.

6.2 Meétodos de Calculos de Estrutura Eletronicas

Em célculos de estrutura de bandas queremos resolver a Equacao de Schrédinger, tipicamente
aproximada por uma equacao monoeletronica. Na DFT, essa equacao é chamada de Equacao
de Kohn-Sham. Na nova proposta para DF'T e magnetismo nao colinear resolvemos a equacao
de KS generalizada para levar em conta correlagoes antiferromagnéticas. Portanto, em DIF'T -

SDW resolvemos a equagao,

H; f . dr'Seg(r, ) Uiy . Ui 6.1)
[ ... dr'S(r,r) H, Vi Yy
em que H, = (-%2 + Vgeg — u), com ¢ =1] denotando o spin. S.g(r,r’) € o chamado campo
staggered.
Supondo que o arranjo do micleo é periddico e que os potenciais efetivos obedecem a condigao

de periodicidade,

'Uaeﬂ"(r + T) = Uaeﬁ(r) (62)

Ser(r + T, ' + T) = Seg(r, '), (6.3)

em que T & um vetor de translagao arbitdrio da rede cristalina. Uma consequéncia direta dessa
condicao é o famoso teorema de Bloch. Assim, cada solucao da Fq.(6.1) pode ser rotulada por

um vetor k tal que,

Vo (r) = exp(ik - 1) (1),
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em que uy, (r) tem a mesma periodicidade da rede cristalina, isto &,

Uko(r + T) = uke (1).

Devido & essa condicao, a regiéo de vetores k pode ser limitada 4 cela primitiva da rede reciproca,
conhecida como primeira zona de Brillouin.
Para resolver a equacdo de KS, Eq.(6.1), expandimos as fungdes de onda de um elétron

como,

wnko’(r) = Z cinkUXika; (64)

em que 7 € o indice de banda e os X;,, satisfazem a condigio de Bloch. Para os coeficientes

Cinko Obtemos,

Z {h'chnkTXjkT + / ...dr' eﬁ(rar,)cjnklxj‘kl} = ZenkcjnkTXjkT
7

J

Z {hlcjﬂlejkL + / L drSG(T r)cjﬂkTXjkT} = ankcjnlejkl'
J

J

Contraindo & esquerda com (x| temos,

Z {(Xikrl H; lXjkT> Cinkt + <Xile / .. dr'Seq(r, r') |Xjkl> Cjnkl} = ank <Xik1‘ lXjkT> Cjnk?

] J

J
Z {(Xikl' / . 'drlsgﬂ(rla r) ,XjkT) Cinkt + <Xikil H, !Xjki> Cjnkl} = ZSnk <Xikl lXjkl) Cink|,

J J
ou seja,
E <Xm| H; IxjkT> — Enk { Xkt ,Xm> <Xm| S dr'Se(r,r) |Xjk1> Cinkt | _ 0
J <Xz‘kl, f . dr'S(r, r) |XjkT> <Xikl| H, IXjkl> — Enk <Xikl lXjkl> Cink]
(6.5)
em que,

<Xz‘ka IXjko> = /QXika(r)X;ka(r)d&rJ (66)
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(X [Hol X)) = / Xieo (T X i (£)PT 6.7)
Q

<Xm

/ o dr'Seg(r, 1)

Xjki> = /Q/Q, XikT(r)Seﬁ(rarI)X;kl(rl)d37"ld37"
Sikt k- (6.8)

€ (1 o volume da cela primitiva. As energias ¢, sao determinadas pela equacao secular,

X | Hr [Xgur) = Enk (e D) (x| -+ - d0Saar(0,1) )
K| - 'S0 0) i) (o) HL X ) — Enk Xy, [ Xt

det =0. (6.9

Os vérios métodos usados em célculos de estrutura de bandas podem ser diferenciados de acordo
com a escolha das fungoes de base {x;i,}. A melhor escolha ¢ a que utiliza 0 menor mimero

de tais func¢oes para a descricao da funcio de onda de um elétron Yo (T)-

6.3 Meétodos Lineares

Os métodos lineares foram originalmente desenvolvidos [23] para suprir dificuldades inerentes
dos métodos tradicionais em geral, tais como; Método Celular [86], Tight Binding [87], Ortho-
gonalized Plane Wave [88], Linear Combination of Atomic Orbitals [89], Pseudopotential [90] e
particularmente dos métodos Augmented Plane Wave [91] e Korringa-Kohn-Rostoker [92] que,
na época, permitiam solugoes do problema de estrutura de banda para uma grande variedade
de materiais'. Estes métodos conduzem a determinantes seculares de matrizes cujos elementos
depéndem da energia.

A caracterfstica principal dos métodos lineares é que nao existe uma dependéncia implicita

da energia caracteristica nos elementos de matriz do determinante secular, ou seja, a equacao

! Basicamente temos trés tipos de métodos usados para determinacdo da estrutura eletrénica dos sélidos:
(1) métodos baseados em fungdes de ondas parciais dependentes da energia ( KKR, APW), (i) métodos com
funcdes de base fixas (LCAO) e (iii) métodos lineares [23].
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secular torna-se linear na energia. Portanto envolve somente o problema usual de autovalores-

autovetores para fungoes de base nao ortogonais. O procedimento de diagonalizacao conduz
a todos os autovalores e autovetores simultaneamente nio sendo necessirio examinar o deter-
minante secular em funcio da energia para encontrar os zeros do problema. Assim o cédlculo
exige menos esfor¢o computacional que os outros dois métodos citados em particular. Tal ca-
racteristica deve-se ao fato de que as funcoes de base utilizadas sdo independentes da energia
caracteristica (E) do problema e sao construidas a partir de uma combinacao linear das funcoes
Y15 (Evo,T), que sao as soluges da parte radial da equacao de Schrédinger, e de sua derivada,
$1o (e, ) para uma arbitréria, porém fixa, energia E,,,.

Para finalizar, vale a pena mencionar que tais métodos frequentemente combinam uma ou
mais caracteristicas dos métodos tradicionais como por exemplo, o método Linear Augmented
Plane Wave (LAPW) combina todas as vantagens do método OPW, frequentemente usado

para semicondutores, com as do método APW tradicional.

6.3.1 Aproximacao da Esfera Atémica

Um dos modelos mais notéveis para os sélidos é a Aproximacio Muffin-Tin (MT) para
o potencial cristalino V(r). Sabe-se que num cristal o potencial é esfericamente simétrico na
regiao préxima ao micleo e aproximadamente constante fora desta regiao [93, 94]. Assim, dentro

da filosofia da aproximacio MT esquematicamente mostrada na Fig.(6-1), temos:

1. Dentro de esferas centradas em cada sitio atomico (regido atémica (A)) que nao sobrepdem-

se, o potencial é considerado ser esfericamente simétrico.

2. Na regiao intersticial (I) fora das esferas muffin-tin o potencial é considerado constante

Vo-

Na maioria dos metais a regido fora da esfera é uma fracéo relativamente pequena do volume

da célula unitaria e a aproximacao muffin-tin é muito boa. Entretanto, no grupo IV rede de
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v} vt

Figura 6-1: O potencial Muffin-Tin (isolado) V'(r)[97]

diamantes semicondutores, por exemplo, h4 uma ligacao direcional e o modelo muffin-tin nao é
muito bom. As solucoes da equagao de Schrodinger, Eq.(6.1), (para S = 0) sao entao fornecidas
pela teoria de espalhamentos que separa o problema em (1) uma integracdo da equagao radial
dentro de cada esfera muffin-tin e (i) cdlculo da constante de estrutura que por sua vez depende
da energia cinética E — Vp dos elétrons livres na regiao intersticial e contém informacoes sobre
a posicao das esferas muffin-tin [95].

Um outro modelo simplificado que tornou-se popular no célculo de estrutura eletrénica ¢ a
Aproximacéo da Esfera Atémica (ASA). A idéia essencial da ASA consiste em (7) usar potenciais
simetricamente esféricos dentro da esfera e (ii) desprezar a energia cinética eletrénica F£ — Vg na
regido intersticial. Do ponto de vista numérico, a ASA remove a inconveniente regiao intersticial
e substitui a integral sobre todo o espago por uma soma sobre todas as esferas de Wigner-Seitz
que podem ser consideradas como aproximacoes para a célula de Wigner-Seitz do sélido.

Do ponto de vista teérico, a superposicao das esferas atémicas é desprezada na ASA eo

problema ¢é tratado como esferas muffin-tin com uma regiao intersticial entre elas. A Eq.(6.1)
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torna-se, com a inclusao do campo staggered,

V24 Vir(r) = E  [...dr'Sg(r,r) Py(r)
f e dl"S;{(I' ,I') —V2 + VRL(r) - F 1/)1(1')
~V*,(r) = 0, rel (6.10)

=0 rc A

Observe que a funcio ¢, (r) satisfaz a equacao de Laplace na regiao intersticial como uma
consequéncia direta do desprezo da energia cinética. Temos em cada esfera centrada no sitio R

um potencial Vg, (r) esfericamente simétrico e podemos escrever o potencial V(r) da Eq.(6.10)

como,

r) = Z Vie (1) rr < S, (6.11)

em que sg ¢ o raio da esfera atomica (raio de Wigner-Seitz). Para uma tnica esfera a equacao

de Schrédinger correspondente para uma dada energia F é

—V*+Vpi(r) = E  [...dr'Sp(r,r) Pt (r, B)
[ dr'Sy(r',r) V24 VR (r)-E @rp,(r, E)
~V%p,(r) = 0, rel (6.13)

=0 reA (612

em que L = ¢m é momento angular com orbital £ (¢ = 0,1,2,...) e m o mimero quintico
magnético. R denota a esfera atémica.
Na regiao intersticial a equagao de Laplace ¢ invariante por rotacao do sistema de coorde-

nadas, permitindo solugoes da forma,

Prio(T) = ay(r)YL(T), (6.14)

sendo a,(r) a parte radial e Y7(T) a parte angular dada pelos harménicos esféricos. A equacio
radial é,
2 20 N 2041)
or2  ror r2

a(r) =0, (6.15)
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cujas solugoes sao,

KRL(’I") = Kg('l")YL(?), Kg(T‘) = (-a—) (regular) (616)

Tr

Jre(rr) = Jre(rr)YL(TR), Jre(TR) =2—(271+—1—) (%)if (irregular).  (6.17)

Na parte de dentro da esfera (r < sr) as solugoes também podem ser separadas em uma

parte radial e uma parte angular,

©rLe (T E) = Qrgo (r, E)YL(?)- (6-18)

Na parte angular temos os harménicos esférico e a parte radial conduz a seguinte equagao,

=0,

—;’—:2— %%—l—‘z—(‘}ll%—vm(r) —F f...dr’SR(r,r’) chLT(r,E)
[ ... dr'Sy(r',r) — 222 LMD GV ()~ B )\ ¢ (r B)
(6.19)

cujo comportamento assintético quando r — 0 nos permite distinguir as solugdes regulares

Creo (T, E) o rt das solucoes irregulares Opo (T, B) 1

Nesta analise supomos que o
campo staggered é bem comportado, a singularidade é devida apenas ao primeiro termo.

Do ponto de vista fisico, a ASA representa um modelo razoédvel somente para um numero
infinito de esferas atomicas (condigao de espaco preenchido). Entretanto, no sentido de de-
senvolver uma teoria aplicdvel a sistemas sem simetria translacional, devemos considerar um
ntimero finito de esferas atémicas e com a regiao intersticial I de volume infinito. Tais sistemas

nao tém, em geral, qualquer conexao com sistemas fisicos reais tais como &tomos ou moléculas,

porém sao inevitdveis para uma formulacao matemaética correta.
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Figura 6-2: Representacdo da fun ¢ao de base %1, A parte desta funcdo que penetra na esfera
atomica de raio R chamamos de ‘cabeca’ e a parte que fica situada fora da esfera chamamos de ‘cauda’.
Tal fun¢do é continua em todo espago.

6.3.2 Orbital Muffin-tin

Consideremos que as autofuncoes da Eq.(6.10) podem ser escritas como,

P, (r) = ZaRLX%La(r7 E), (6.20)

em que a funcao de base x§ . (r, £) sao os orbitais muffin-tin e estd relacionada com orbital
L =¢m (£ =0,12,.) e ositio R. agry sdo os cocficientes da expansao. Na Fig.(6-2)
representamos uma esfera isolada de raio R e a funcao x%1o(r, E). Nela observamos duas
regides bem distintas, a saber: (i) a parte da funcao que estd fora da esfera é frequentemente
chamada de ‘cauda’ e (ii) a parte que penetra na esfera de ‘cabeca’.
Consideramos para a cabega de X% 1, (T, F£) uma combinaggo linear de ondas parciais ¢ 14 (rgr, F)

e de suas derivadas ¢ g;, (TR, F) em relagio a energia, sendo, conforme demonstraremos abaixo,
as mesmas ortogonais entre si e ao estados de caroco na esfera R. Tal combinacao deve ser con-
tinua e diferencidvel no contorno da esfera (r = sg). J4 a ‘cauda’ de Xg,(r, F) é determinada

resolvendo a equacao de Laplace, sendo sua solucao irregular no infinito dada por,

KRLcr (I‘) = Kg(r)YL(?), (621)
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Figura 6-3: Para as outras esferas do cristal substituimos a parte da ‘cauda’ que entra nas esferas
por combinagdes lineares de ondas parcias e suas derivadas nessas esferas, obtendo assim a funcao de
base X(}z ;. modificada ortogonal a todas as esferas do cristal.

em que,

K(r) = (iym (6.22)

TR
é a parte radial e Y, (T) sao os harmonicos eféricos que satisfazem a condicao de ortonormali-

dade,

/ Y (E) Y (F)d%F = 61 (6.23)

O parametro de escala a, que em geral é escolhido como sendo o raio de Wigner-Seitz do
material, é introduzido para obtermos funcoes adimensionais na Eq.(6.21).

Para o caso geral, isto é o de muitas esferas atémicas, substituimos a parte da cauda que
entra nas outras esferas por combinacoes lineares de ondas parciais nessas esferas, resultando
assim em uma funcao X%, (r, F¥) ortogonal aos estados de caroco de todas as esferas do cristal,
conforme ilustrado na Fig.(6-3).

Procedendo desta maneira, representamos as fungoes X' ., (r, £) em todo o espago por com-
binacdes lineares de Qg . (Tr, ) € @, (TR, ) uma vez que na aproximacao ASA desprezamos

os intersticios entre as esferas. Assim podemos escrever,

Xkio (T Bv) = ¢pie(r, EV)YL(TR) + Z ¢(}2’L’a’(?R’)YL('FR’)h’(I)%’L’U’,RLm (6.24)
R'L'o’



6.3 Métodos Lineares 109

em que,

Qb(]]%’L'a’(?R’) = @R'L'a’(?R') + QOR’L’U’('FR')O(I){’L‘U’: (6-25)

sendo que h%;, o' RLs € 0% 1.+ dependem das condigoes de contorno nas esferas [93, 94]. A parte

angular, dadas pelos harménicos esféricos sao definidas como normalizadas & unidade.

6.3.3 Linearizacao da Energia

Vamos derivar algumas propriedades da solugao @y, (r, E) e sua derivada ¢py, (r, E) com

relacao a energia. Derivando com relacao a energia a Eq.(6.10), obtemos para uma das compo-

nentes do spin,

HT‘PRLT(Ta E)+/d7"SR(7">"'I)90RLl(T,>E) = ESDRLT(Ta E),

8 ! !/ ! a
oF, {HT(PRLT(T) E) + /dT SR(T,T)‘PRLL(T 7E)} = 9E [E‘PRLT(T, E)] )

[HT —E,,] @RLT(Ta E)"‘/dT'SR(T; T’)(;QRLL(TI:E) = SORLT(T: E)

De uma forma geral temos,

Hy,—FE f .- -d""SR(T7 ') ‘PRLT(TB E) _ SORLT(T, E) (6 26)
f - -dT’Sf%(T’:T) H —-F cleLl(IrJ E) ()ORLL(r) E).
com,
SR
/ Orie (T E)PrLig (r, E)r2dr =0y OLL (6.27)
0
e
SR
/ SbRLa (Ta E)QORLG’(Ta E)Tzd’r = 07 (628)
0

SR
/ QbRLo (Ta E)SbRLa' (Ta E)’l"2d'f' ~ 07 (6’29)
0



6.3 Métodos Lineares 110

1(r,E)
(o

< Pna
<90na

Linearizar as Eqgs.(6.26) implica em linearizar a fungéo @g,, (r, I/) em torno de alguma energia

4gma
90m0'> - /dr(pna T L /dr,s(r’rl)‘pma’(rl’E)’
('Pma’> = /dl‘(,@na T, E gma (T E)

90m0,> = Suomor- (6.30)

0 ©»

)

E = E, g, escolhida de acordo com o problema estudado. Desta maneira, fazemos uma

expansao de Taylor até a primeira ordem na energia,

0
(1, ) = o)+ 2222 ()t (6:31)
EVO'

em que Qg (1) = Qﬁ%‘gﬁ. Observemos que as fungoes,

P Rreo (T) = PRec (r, Ev,RﬂU)J Qbea (T) = (ibRéa('rl Ev,R@U)’ (632)

claramente satisfazem todas as relacoes vélidas para @ g, (r, E) € @ g, (1, E), isto é, a condicao

de normalizacgao,

SR
/ SORZO' (’I“, EVO‘)‘;DRZ’U’(Ta E,,a)’f'2d’l" - 660’628’; (633)
0

a relacao de ortogonalidade,
IR
[ nnlt B Buohr?er =0, (6.34)
0

R
/ (»lea (Ta EVU)QbRea'(Ta Eua)TQdT ~ 0, (635)
0

e a relagao para o Wronskiano,

{SOR@U(T)7S.0RIU(T)}‘T:3R =—L (636)
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Considerando agora também a dependéncia angular podemos escrever,

QORLO'(I') = PRreo (T)YL(?)> (JbRLa(r) = Slea(T)YL(?)v (637)
que satisfazem,
HT - EI/T f e dT,SR(rv I'/) gbRLT (l', EVT) _ SDRLT (I', EVT) (6 38)
S dr'Sy(r,x) H — B, Prry(r, By)) @ry(r, Eyy).

andlogas as FEqs.(6.12) e (6.26) respectivamente.

6.4 Generalizado Linear Orbital Muffin-Tin-ASA na Base

Canonica

Vamos descrever nesta secao a generalizacao LMTO-ASA na base canénica. O nosso interesse
¢ descrevé-lo em uma base mais localizada, chamada de tight binding e na base ortogonal.
Porém, por questao de simplicidade optamos em estudar primeiro na base canodnica. Além
do mais o formalismo LMTO-ASA permite realizar tais transformagoes de base de uma forma
relativamente simples.

No LMTO-ASA primeiro construimos a func¢ao de base escolhendo um conjunto de fungoes,
denominadas de funcoes envelope, que estabelecem o comportamento nos contornos das esferas.
Estas funcoes devem ser continuas e diferencidveis em todo o espaco. Dessa maneira, podemos
considerar como funcao envelope a prépria cauda do orbital Muffin- Tin, definida por uma parte

£—

radial proporcional a r ¢!, Isso é possivel visto que a cauda e o préprio orbital Muffin-Tin

possuem exatamente o mesmo comportamento nos contornos das esferas, conforme ilustramos

na Fig.(6-4). Portanto a fun¢io envelope serd dada pela solucao irregular da equacao de Laplace,
Eq.(6.21),

a
o0 .
KRLU_ (
Tr

)Hl Y.(tR), (6.39)
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> « Solugdo irregular da equagio de Laplace

Orbital Muffin-tin

Figura 6-4: Representacdo da funcao envelope na base can énica. A linha tracejada representa a
solucao irregular da equa ¢éo de Laplace (cauda) e a linha continua representa o orbital Muffin-Tin.
Observe que possuem 0 mesmo comportamento no contorno.

em que o simbolo co indica que a fun¢ao é definida em todo o espaco.
Vamos agora expandir a ‘cauda’ da funco envelope em termos de funcoes regulares cen-

tradas nas outras esferas R’,

Kpro = — Z Trove (TR) SR rE T > SR, (6.40)
RIL!

em que o indice 0 denota a base canénica. As fungoes J%,,,(rr/) sao nulas fora das esferas R’ e

no interior das mesmas sao dadas por,

—~ 1 TR £
J%ILIO.I (T'Rl) = Jg,e,(rR:)YLI(rR:), J]%IZI(TR’) - m (TR) . (641)

Os coeficientes SY,,, 5, sdo chamados de constante de estrutura canénica? e sao explicitamente

dados por [96],

1 |
0

SR’L’,RL = —GL’,L

VA

“Estes coeficientes dependem apenas da estrutura do material, ou seja, da distincia entre os 4tomos dividida
por um pardmetro de escala a.

R-R’

a

l7+€,m’—m(R - RI)? (642)
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em que,

(20 + 1)(20+ 1) (€ + 0 +m' —m)l(€+ & —m/ +m)!]?

— (__1\+m~—1
Gron = U 2 | G o T D (@ + )@ = ) s )T =)

(6.43)

Com isso escrevemos a fungdo envelope associada ao sitio R em termos de Kgy (Eq.(6.21))

centrada em RLo e uma expansao nas demais esferas (Eq.(6.40)),

Ko = Ko = Y Toupio (Pr)S% 1 - (6.44)

RILIUI

Para obtermos as funcoes envelope de uma determinada esfera ortogonais a seus estados
de carogo substituimos, conforme mencionado na Secao(6.3.2), as funcgoes envelope por com-
binagoes lineares das fungées @p,, (1) € ¢r,, (r) que satisfazem as propriedades descritas na
Secao(6.3.3) e mantém as mesmas condigoes impostas pela fugao envelope, ou seja, continuidade
e diferenciabilidade nos contornos. Tal procedimento é conhecido na literatura como augment.

Desta forma expressamos x%g,, de forma andloga a Eq.(6.44),

X#Lo (FR) = Prer (rR)Y2(FR) — > Proror(TR) YL (FR) By g1 1o (6.45)
R'L'c’
em que,
QbORlLIJI(TR‘) = (‘leL/UI('rR) + (pRILIO,I(TR)O(I)zILIa.I- (6.46)

Os parémetros hf;.,1 1, € 0%, 530 determinados de modo que x5, (rr) satisfaca as condicoes
de contorno estabelecidas pela fungio envelope K9 . Na préxima secao vamos mostrar como

se determina esses pardmetros, que definem a base canénica.

6.4.1 Determinacao dos Parametros o° e h°

Para deteminar 0° e h? relacionamos as partes radiais (Eqs.(6.22) e (6.41)) da funcao envelope

com a combinacao linear de @y, (r) e ¢ reo () de forma que elas sejam as mesmas no contorno,
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ou seja, em 7 = sg. Para tanto vamos utilizar a expressao,

f(r) = [a(r)W(F(r), b(r)) = br)W(£(r), a(r))] W(a(r), b(r)) ", (6.47)

que relaciona uma funcdo f(r) com uma combinagio linear de duas fungoes a(r) e b(r).

W(a(r),b(r)) & o Wronskiano de a(r) e b(r) calculado em r = sy e dado por,

W(a(r),b(r)) = s%[a(sp)t'(sr) — @'(sg)b(sr)] - (6.48)
Utilizando a definicao de derivada logaritimica,

D{f(sn)} = i) = s L) (6.49)

fica,

W(a(r),b(r)) = sra(sr)b(sr) [D{b(r)} — D{a(r)}]. (6.50)

Utilizando as Fqs.(6.47) e (6.50) e um pouco de dlgebra (ver Apéndice E), determina-se as

seguintes expressoes para h° e o°,

W(KR[AD(P a) 2 2
h'(l)-'lLa,R’L’a’ = l:_W(KRLa;Qb?I;Za) R Vi Z W(Jg'L'a'aSOR'L'U')S%'L',RLW(JI%'LIUI;‘PR'L'U') a

a
R'L'g!
(6.51)

W(J.g’L’G'” QbR'L’O")
W(J]%’L’a") SDR'L'G")

0(})2111/01 = (6.52)

Portanto encontrado os coeficientes h% LoR'Lic' € 0%, Lo @ Nossa base candnica estd completa-

mente determinada,

X°)™ = lo) (1+0"%) + |@) 1. (6.53)
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6.4.2 Parametros de Potencial

Na Eq.(6.51) temos termos que dependem apenas da estrutura do material S® ¢ termos
que dependem apenas do potencial W. A fim de fazer esta distingio de forma mais clara é
comum no LMTO introduzir alguns pardmetros, denominados pardmetros de potencial [98], na

Eq.(6.51). Para tanto, introduzimos os pardmetros C° e A°, de forma que a Faq. (6.51) fica

h’(})?La,R’L’a’ = (Chro — Eyo) bo08rpr L1 + A%LUS%I, A/ A% o, (6.54)

comi,

W(KgiLo, ORLy)
W(KRLU7 Sb(})?Lo)

2
V AOR.La = \/;W(Jng(PRLo)- (6-56)

Os parametros introduzidos dependem apenas das condicoes de contorno na esfera e do raio de

0 _
CRLO’ — EVU -

(6.55)

Wigner-Seitz do material, desta maneira dependem também do potencial.

6.4.3 O Hamiltoniano H? e a Matriz de Sobreposicao O

Como a nossa base canonica estd completamente determinada, podemos encontrar as ex-
pressoes para a matriz hamiltoniana H° e a de superposi¢io O°. Do cédleulo variacional

temos,

H?%L,R’L’ = <XRLTI H; IXR'L'T>OO + <XRLT| /dT’S(T, TI) IXR'L’L)OO

+ <XRL1I H, ,XR’L’1>OO + <XRLL| /dr'S*(r, r') IXR’L’T>OO (6.57)

OORL,R’L’ = <XRLT !XR’L’T)OO + <XRL1 lXR’L'l>OO'

Substituindo a Eq.(6.53) nas expressoes acima e utilizando as propriedades descritas na
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Secdo(6.3.3) com as definicoes,

SRLoR/ Lo’ / dr / Ar'Qhre (r)S(r, 7)o prpie (1),
Stwanvor = [ dr [ 43, (S 0o (),
A;RLU,R’L’U’ = / dr / d’""ﬁ;zLa(r)S(7"7 TI)‘PR'L'J'(T,);
g;{La,R’L’a’ = /dr/dr’ga}na(r)é‘*(r, )P ('),
§RL0,R’L’0’ = / dr / dT’Sb;zLa(’”)S(T: T,)SbR'L'a'(’"I),
§;2LU,R'LIG' = / dr / ar'Ohre (r)S*(r, M) (r'),
Sunrve = [dr [ a5, 080, ),
_gRLo,R’L’a’ = / dr / ar'ohre (r)S*(r, r)ore ('),
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obtemos,

0 < 0 0
HRL,R'L’ - Z h‘RLT,RLT Z [SRLT,R’L’i + SRLT,R’L’lOR’L’T} hR’L’T,RLT
RL

0 0
- Z [SELT,R'M + SELT,R'L'TOR'LIL] hpip), Rt
RL

R'L

S 0 0
+ g [SRLT,R’L’U’ + SRLT,R’L’U’OR'L'G’} heirio Ly

RIL’U,
- Hy """ RL SR”L” ",R'L'| +SR L'q" R’L’LO(I)?’L’T h’(l)%’L"T,RLT
R LRL1
RILI RIILII H
ot [ 0 0
B Z 2: P pgn mps [SR e mry T Skrrrer R’L’TOR’L’l] W, Ret
RIL! RNLHO_H
j : j : . % . 0
+ h " u RLT /dTC‘DR//LHU// (HT d H‘L) @R'L'lhR'L'l,RLT
RILI It tH
E E PR ] 0
"‘l" hR”L” " RLT /dTSORHLHO_II (HT - Hl)SORILlloRlLllhRIL/l’RLT
R/Ll RI/LII "
o ~ —
+ E , § , h'];”L”a-” RL1 [SR”L”U”,R’L’U’ + SR"L"G”,R’L’a’o(ll%’L'a’] h(})Z’L’a’,RLL
R/Lla-l RHLII "
ot ot 0t
+ E hprp 1,RLY R 't R’L'T RLt T Z W LRLTOR’L’lhR'L’J, RL?
R'L! RIL

2 : E: I 0 0
- hR LM G _RLT RT“L“(T” [SR”L”U”,RILIl + SR”L”O‘",R’L',LOR’L’T} hR’L’T,RLT

R!L! RIILH "

T [l 0 0
- Z Z hR 'L"¢" RL? Oprprg" [SR”L”U”,R’L’T + S;%"L"O",R’L’TOR'L’l] hR’L’J,,RLT

RILI RIILII 1

T
+Z Z hR L“U“ RLT R L“ 1" /dTSDENLNO,H (HT Hl) R’L’Lh'R'L’l RLT

RILI RIILII 1"

ol 0 0
+Z Z hR”L” " RLOR L 0" /dr@z”L”o” (Ht = Hy) ¢ris O Arrsy et

RILI RIILII i

ot 0t 0 0
+(E,,l — E )ZhR % L,RLTOR’L'LORIL’lhRIL’LRLT
R'L!

2 : E : 0 0 o 0 0
+ h Tll L's" JRL?} RTHLH " |:SR”L”0”7RILIO-I + SR”L”(T” RILIGIORILIO-I] h’R’L’U’,RLl

RVLI RH LN i

+E,,TO% L,r'r T termos da componente down do spin.

+ Z [/ droppy (Hr — H)) @y + /dT‘P;zLT (Hy — H,) ‘PR'L'LO%'L'L] h‘(l)%’L’L,RLT

(6.58)
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e

0 0 0 0 0 1 0 0 t 0 0
Ogrrrr =1+ 0gpthpps per + (ORLThRLT,R’L’T) + (ORLTh‘RLT,R’L'T) Oprthrrt Ry (6.59)

Uma vez determinada as matrizes H® e O° podemos resolver a equacao secular do LMTO-
ASA

(H® - B,0° b, = 0. (6.60)

a partir do qual determinamos a estrutura eletrénica do cristal. Convém observar aqui que
pretendemos realizar o nosso cédlculo no espago direto o que s6 é possivel se a matriz hamil-
toniana for localizada. Tal localizacao nao estd garantida ao usarmos a base canénica, porém

podemos realizar transformacoes de base e obter fungGes mais apropriadas.
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6.4.4 Caso Tradicional

Convém verificar se as Eqs.(6.58) e (6.59) recaem na expressao tradicional do LMTO-ASA.

Para tanto fazemos, na FEq.(6.58), S = 0. Assim,

RL RL = Z h’RLT,RLT

+ Z [/ dropry (Hy — H)) @iy + /dTSD;zLT (Hy — H)) SOR'L'LO(J)WL' h’R’L’l RL?

R'L’

ot o * . 0
+Z Z hR”L"G”,RLT/dT(PR”LHUH (HT _Hl)SOR’L'lh’R’L’J,,RLT

RIL/ R”L”a”

Of .k 0 0
+Z Z hR"L”a”,RLT/dr(’DR”L”G” (HT _Hl)@R’L’loR’L’lh’R'L'l,RLT

RILI R LII H

ot 0
+ Z hR L't,R1° R L ThR’L’T rLt T Z thL 1, RLTOR’L’lhR’L’l RL1T

R'L’ R'L
ot (U3 * . . 0
+ Z Z hR”L”U",RLTOR”L”d” /d'f'(PRHLHUH (HT Hl) (pR'L’lh’R’L’J,,RLT
R'L' '[!
* (¢] 0
+Z Z h LMo RLT Lo /d’l"(,ORuLnUu (HT - Hl)(‘pR’L'loR’L'lhR'L'l,RLT
R'L' R 5"

0
By~ Bu) Z hR L'|,RLt R L LOR’L’lhR’L’l,RLT
R'L’

+E,;0%; pip + temos da componente down do spin.
TRL,R'L p
Como hY,;, +'.r1o € dlagonal no espaco de spin para o caso tradicional, chegamos a

0 _ 30 ot 0t 0 0
Hpppp = PRritrey + hR'L’T,RLTOR'L'Th’R’L’T,RLT + EvtOgp i

+termos da componente down do spin.

0 _ 0 0 0 0 i t
Orprr =1+ 0gpePpipn pir + (ORLTh’RLT,R’L’T) + (ORLTh’RLT R’L’T) ORLTh’RLT rrt>  (6.61)

que sa0 as expressoes obtidas para o caso de magnetismo colinear [99, 100].



Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

7.1 Conclusoes

Neste trabalho desenvolvemos e aplicamos o formalismo da DFT-SDW para o modelo de
Hubbard. O objetivo foi testar a potencialidade do novo procedimento fornecendo assim os
primeiros testes para a teoria. Tais testes podem auxiliar no entendimento (4) de propriedades
fundamentais da DFT-SDW e (ii) na sua aplicabilidade para célculos de estrutura de bandas.

Os resultados iniciais obtidos da diagonalizacio exata do modelo de Hubbard-SDW foram
satisfatérios, indicando a viabilidade do formalismo. Apés o estudo numeérico exato do efeito
do campo staggered no modelo de Hubbard, mostramos também que a aproximacgao Uca, no
cédlculo Kohn-Sham, é uma razogvel aproximacao para a dependéncia staggered do funcional
de troca e correlacao podendo ser aplicada inicialmente num cdlculo ab initio. H& um outro
fator importante em nosso trabalho: além do teste mencionado inicialmente, elaboramos uma
aproximagcao para o funcional de troca e correlagao, o BA-LDA, que mostrou-se razodvel quando
aplicado a sistemas com inomogeneidades. A LDA tradicional foi construida baseada no gés
de elétrons homogéneo, j4 a BA-LDA muda o referencial em se construir essas aproximacoes,
conforme discutido na Secao(4.2.2). Comparamos a BA-LDA com a LDA ad hoc de Gunnarsson
e Schénhammer e pudemos quantificar a qualidade de nossa aproximacio.

Em termos do cilculo ab initio, reescrevemos as equagoes bdsicas do LMTO-ASA para

120
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estados de ondas de densidade de spin, ficando apenas a questao da implementacao numérica

em aberto. Contudo, j4 estamos trabalhando nesse sentido.

7.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

H4 duas diferentes vertentes que podem ser desenvolvidas na continuidade deste trabalho.
A primeira refere-se & realizagao de um célculo de primeiros principios, que é essencial para
o entendimento completo e concretizacao final da DFT-SDW. Esse célculo deve ser necessari-
amente auto-consistente e exigird um cédigo computacional de estrutura de banda no espago

real (ou reciproco), tal como o LMTO-ASA. Os principais passos aqui seriam:
1. Reescrever o cédigo computacional para resolver uma equagao Kohn-Sham AFM 2 x 2.
2. Implementar a aproximacao para o funcional U« (Eq.(2.45)).

3. Realizar um célculo auto-consistente.

Com isso, poder-se-4 estudar materias tais como o Cr ou y-Fe, que sao exemplos cldssicos
de dois diferentes tipos de estados SDW (SDW quase linear com multiplas componentes e
SDW helicoidal, respectivamente). Existem na literatura vérios célculos para esses materials,
permitindo assim testar e analisar a nova aproximagao da DFT comparando com os resultados
de métodos tradicionais. As modificacoes essenciais que deverao ser feitas, por exemplo em

comparacao com o LMTO-ASA, sao:

o Auto-estados que sao spinores (que permite o tratamento do magnetismo nao colinear).
e A dependéncia da densidade staggered no funcional de troca e correlacao.

e O fato que as novas equacoes de Konh-Sham para o estado SDW contém um operador

integral.
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Essa futura implementa¢do numérica permitird incorporar pela primeira vez na DFT a

quebra de simetria e as correlagoes antiferromagnéticas, que sao caracterisiticas dos estados
SDW| de uma forma natural no célculo ab initio.

A outra vertente pode ser ramificada em virios tépicos de pesquisa. Com o funcional
proposto no Capitulo 4 pode-se, em principio, aplicé-lo a diversos sistemas fisicos interessantes.
Um exemplo tipico e atual é o caso de super-redes de Hubbard, conforme descrito na Secao
(4.3.6). Com um célculo Kohn-Sham pode-se atingir cadeias da ordem de 3000 sitios (ou
mais), sem nenhum custo computacional substancial. Cabe ressaltar que com o método mais
poderoso nessa 4rea de sistemas fortemente correlacionados, o DMRG, néo podemos atingir essa
quantidade, que ¢ extremamente importante, pois, tais sistemas atingem o limite termodin&mico
muito lentamente. Um outro sistema igualmente importante é o caso de uma rede aleatéria de
spins, os chamados spin glass, que sao interessantes do ponto de vista fisico. Dentre vérias outras
possibilidades podemos destacar: localizagao de Anderson, liquido de Luttinger, impurezas
magnéticas, interacao RKKY [101] etc. Vemos que esse tépico é extremamente amplo e rico,

podendo gerar diversos trabalhos cientificos relevantes.
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Apéndice A

Analogia entre DFT para
Supercondutividade e DFT para

Magnetismo nao Colinear

As expressoes para a DFT-SDW proposta por Capelle e Oliveira sao quase idéntica as pro-
postas na DFT para a supercondutividade [46]. Comecemos comparando as densidades e os
potenciais. A equacio para o potencial externo do supercondutor, andloga a Eq.(A.1) é dada

por,
Vi = / dro(r)i(r) + / dr / dr' [A (e, v) (e, ) + hel, (A1)

com o potencial de pares A(r, ') e densidade anémala X(r, r') (ou parAmetro de ordem). Ambas

sao quase idénticas, diferenciando por:
1. Definicior X(r,r') = Us(r) ¥, (r') <= ps(r,r') = TL(r)¥ (r').
2. Simetria: A(r,r') = A(r',r) < S(r,r') = S;(r,r') = S;(r', ).

3. Localizacao do complexo conjugado sobre um integral dupla.
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A equacao de Kohn-Sham para supercondutores sao do tipo das equagoes de Bogolubov-de
Gennes,
/ﬁs dr’ ... Ag(r, v Uy, Up,
? / 2 a(r, ') . | (A2)
[dr' .. A(r,r) —hg; Un Un,

muito semelhante a Fq.(A.1). O potencial effetivo de pares nao local, que acopla as componentes
particulo e buraco do spinor tipo Nambu (u,(r), v, (r))”, replete o efeito de tamanho dos pares
de Cooper (comprimento de coeréncia) da mesma forma que o potencial staggered nao local,
que acopla as componentes de spin up e down do spinor tipo Pauli (QDT (r), o, (r))T, reflete os

efeitos de tamanho das correlagoes antiferromagnéticas (comprimento de coeréncia AFM).



Apéndice B

Detalhes da Obtencao das Equacoes de
Kohn-Sham

Neste apéndice derivamos detalhadamente a equagao de Kohn-Sham (KS) para sistemas

magnéticos nao colineares. Comecemos escrevendo o sistema nao interagente dado por,
Heﬁ = ’I‘s + ‘/eﬁ' + Seff + ngf, (B-]-)

em que ‘Zﬁ' e geﬁ representam os potenciais efetivos.

O Hamiltoniano acima ¢ nao diagonal no espago de spin, consequéncia do termo staggered
que quebra a simetria S,. Como é um Hamiltoniano quadrético, sua diagonalizacao nao requer
processos intrincados como o método iterativo, descrito no Capitulo 3 para o Hamiltoniano de

Hubbard. ﬁs pode ser resolvido por um procedimento simples onde é escrito por,

ﬁeﬁ = Zgn’y;{f}/n + EO: (B2)

em que &, sao os autovalores, ¥ ¢ uma constante e n denota um conjunto completo de nimeros
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quanticos. Entao os operadores que diagonalizan Heg sao combinacoes dos operadores 7,,,

‘I}T(r) = Zsorn’)lna

¥, (r) = }: (‘PrkT’YT + Safkﬂ’l) ) (B.3)

em que n foi denotado por ko. Calculando os comutadores [\IJT (r), ﬁeﬁ] e [\IJ 1(r), ﬁeg] obtemos,

[@T(r),ﬁeﬁ:‘ :/ﬁeﬁ‘IIT(r) +/dr'Seﬁe(r, )P, (r')

[\Ill(r) ] — ha ¥, (r) + / dr' S, (r, 1) U4 (1), (B.5)

3 ﬁeﬁ
com ﬁeﬁ = (— LAY Ve (T) — u). Substituindo a Eq.(B.3) nessas equagoes encontramos,

2m

St [ Hn| =3 [ﬁssonm + / dr’Seﬁ(r,r')sonm} (B.6)
e
> #nl ['vn,ﬁeﬁ] =y [ﬁswmn + / dr’Se*ﬁ(T,r’)sonm} : (B.7)
Como
[Vn,ﬁeﬁ} = &nVn; (B.8)
temos,
Y Gntenta = [ﬁeﬁsonm + / dr'Sea(r, r’)sonﬂn} (B.9)
e
it = 3 [fentum+ [ 'S (B.10)

Simplificando ambos os lados obtemos,

o~

EncpnT = h’s(pnT + /dr,Seﬂ“(ra T,)Sﬁnl (Bll)
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e

EnPp, = /i\Lsc,om + /dr’S;’ﬁ('r, r’)gom. (B.12)

Escrevendo na forma matricial torna-se,

o~

he dr' ... Se(r, 1’
jig) f - ff( ) Pnt —¢, Pn1 7 (B13)

[dr' ... S84, r) hegy Pny Pn|

que sao as equagoes de Kohn-Sham desejadas.



Apéndice C

Detalhes da Obtencao dos Potenciais

Efetivos

Vamos aplicar o teorema de HK generalizado para encontrar expressoes explicitas para os
potenciais efetivos veg, (r) € Seq(r,r’). A correspondente energia para o sistema interagente,

Eq.(2.18), é dado pela Eq.(2.35). Assim,
E=T + U + ‘/ext + Sext + S:xt = TS + ‘/ext + UH + UX + Sext + Se*xt + EXC- (C-]-)

De acordo com o teorema de HK generalizado, essa energia é um funcional das densidades
n(r), ps(r, ') e minimizada pelas densidades do estado fundamental (n°(r), p3(r,r’)). Portan-
s Ps

to, temos

o _ s 10 r T,n(r)n(r’) 6 (1) (Ve (T) —
bn(r) ~ dn(r) 26n(r)/d /d | — | +6n(r)/d (r) (Vs () = 1)

+gﬁé(;5 {Sea|ps(r,T)] + Siglps(r, r')] + Ux|ps(r, r)]}

6EXC [n(r), Ps (I‘, I',)]
+ on(r)

=0 (C.2)
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resultando em,

=wy (r) =wxe(r)
_ s nEn(r) 6Exc[n<>p< o)l
0 gy o) [ EEED SRR e

em que definimos os potenciais Hartree e de troca e correlagao, respectivamente. Da mesma

forma,

OF 6T 6 . .
6ps(r,r’) 5Ps(r r') {Vexs ()] + Uni ()] + Sy lps (r, )]}

ops(
psrr’)
Sex d d
6psrr [/ / (r,t)p,(r, 1) /r/rpsrr|_r/|
, ps(r, )]
)

8 Exc[n(r )( _o, (C4)

resultando em,

=:8g (r,r') =:Sxc (r,r')
5T, Rr)  Bxol(n) panr)]
0= —F—— 4+ S ’ ) - : : ’ ’ )
8pg(r,1') + Sexe (1, 7) lr — 7| * én(r) (€9

em que definimos os potenciais Hartree staggered e troca e correlagao staggered, respectiva-
mente.
Procedendo da mesma maneira para o sistema nao interagente, Eq.(2.25), as equagoes re-

sultantes sao,

6Ty
0= %) + Verr(r) — po (C.6)
€
8Ty ,
0= m + Seﬂ(l', r ) (07)

Assumindo que as densidades do Hamiltoniano interagente possam ser obtidas do estado

fundamental do Hamiltoniano nao interagente, as respectivas equacoes devem ter as mesmas

solugoes. Comparando a Eq.(C.3) e Eq.(C.5) com Eq.(C.6) e Eq.(C.7) encontramos que as
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densidades sdo idénticas se os campos efetivos sao dados por

Vetts [1()] = o [n(x)] + va[n(r)] + vxo[n(r)] (C.8)

Sealps(r, )] = Sexilps(r, ¥')] = Sulps(r,r')] + Sxclps(r, ¥))- (C.9)



Apéndice D
O Operador Translacao

Dado um sistema fermiénico qualquer, a aplicagao do operador translacao desloca todas

particulas da posicao i para i + 1 [63],
T|a1,a2,--- LG5, 000 ,AN) = |aN,a2,"' yQitl, 0 ,aN~1>; (D-l)

onde usamos condigoes periédicas de contorno.

Se o potencial é invariante sob translagao,
TWT =V, (D.2)

podemos dizer que o Hamiltoniano do sistema ¢é invariante sob translacao, pois, na realidade o

termo de energia cinética é invariante,
T 'HT =H. (D.3)
Em outras palavras dizemos que ‘H e 7 comutam entre si, ou seja,
M,T] = 0. (D.4)

No entanto 7 nao é hermitiano e pode ter autovalor complexo (de médulo 1). Observe que
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T e H podem ser diagonalizados simult4neamente. Considere |f) um autoestado de T e H [61],

o0

|0> = Z e*f |/‘L> 1 (D5)

p==00

em que f é um mimero real que pode variar entre —7 ¢ 7. Atuando 7 com temos,

TI)= > e*Tlpy= > *|u+1). (D.6)
H=—00 p=—00
Fazendo 4 — p + 1, obtemos
Ty = Y &V,
u=—o0o0
T)10) = e %)0). (D.7)

Para o nosso sistema, ou seja, uma cadeia linear de L sitios e n férmions teremos o seguinte:

1. Considere uma rede com L = 4, com o seguinte estado |3210). Aplicando o operador

translacao encontramos

73210y = |0321),
T%|3210) = |1032),
7°%|3210) = |2103),

74|3210) = |3210). (D.8)
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2. De uma maneira geral para um dado estado |a1,as, -+ ,a;_1,8;, 0541, *+ ,an) temos,

T|a1,a2,--- y Ai—1, Qi Qig1,°° ,aN> = |aN70'1;"' s Bi—2, A1, Qgy ,aN71>

TQ|G1,CL2,"' 3 A1, Qg Agp1, 0 0 ,aN> = |aN71;aN;"' ; Ai—3,A5—9,Q51,° ** ;aN—2>
7 — .

T |a1,a2,--- y Ai—1, Qg5 Big1, c 0t ,GN> = |aN+1—j:a1a"‘ yAij—1, Qi j, Qg g, * :aNf.])
N

TV |ay, a9, ,@i-1,8i,Qix1,*+ ,QN) = |G1,82,  * ,0i 1,05, 8i41,"* ,AN) - (D.9)

Continuando com L = 4 e com os estados apresentados no

nova base ortonormal’

item 1, queremos gerar uma

1
oy = 71 [c113210) + ¢ [0321) + €3 1032) + ¢4 |2103)] , (D.10)
1
(¥| = ﬁ [e1 (3210] + c2 (0321] + ¢35 (1032] + ¢4 (2103]] , (D.11)
2 2 2 2
<\Il| \IJ> — |C1| + |C2[ Z [C3l + IC41 . (D.12)
Sabemos também que,
T = exp (—z’p’.ix) . (D.13)
Como estamos tratando de um problema unidimensional temos,
T =exp (—z%) . (D.14)
Observe das expressoes (D.8) e (D.9) que,
7L =1. (D.15)

LObserve que {¥| tem a mesma energia dos ket’s que o formam.
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D.1 Mudanca de Base

Considere |) um dos vetores do espago de Hilbert anteriormente selecionados para o mimero

de elétrons total [62]. Desejamos construir uma base em que o operador translacao seja diagonal.

Considere |¥) |

1 _
0) = o [lo) + T [o) + WT)?[@) + -+ + (WT)* )] - (D.16)
p
Aplicando 7 temos,
1
T¥) = 55 [Tle) +wT )+ T ) + -+ TH o),
©
WTI) = o [WT I) + T |) + WP T3 ) o+ P ITE T 4t )],
[
1
WT|0) = 3o [WT o) + T o) + TP ) - + T T 9)] . (D7)
¥
Assim,
wT [¥) = |T),
1

Note que |¥) é autoestado de 7 com autovalor w; lembrando que,

9
w = exp (ﬂ> . (D.18)
L
No caso de k qualquer temos,
w* = exp (?k) (D.19)

Tlp(k)) = — lo(k)), (D.20)
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em que @(k) representa um estado de momento k.2

D.2 Aplicacoes Sucessivas de T

Se tomarmos um estado |o(k)) e aplicarmos sucessivamente o operador translagao, esta

aplicacao deve satisfazer a seguinte relacao,

T"|o(k)) = |p(k))

ou

T =1.

Entretanto pode existir a seguinte situacao,

T (k) = lp(k)) -

Assim,

TL = 7TV,

Th (k) = T T |p(k)) =T " |p(k)) = lo(k)) -

Observe v que deve satisfazer a relagao,

L =my m=1,23,...,

ou seja, v tem que ser divisor de L. Caso contrario nao existe y # L.

(D.21)

(D.22)

(D.23)

(D.24)

(D.25)

2Destacamos o fato de W,, nem sempre ser igual a V'L, inclusive podendo assumir valores complexos.
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D.3 O Coeliciente de Normalizacao W,

Quando o sistema possui y # L o coeficiente de normalizacao difere de VL. Veja os exemplos

(| 0) =

(v v =

b) v =2

(U] o)

[1 + wkT + w2kT2 + w3kr]~3 + w4kT4 + w5kT5] |90> ,

»——\ﬁé‘r—x

[1 + w*kT—l +w42k7v2 +w—3k7-'73 +w~4kT—4 +w~5ka5] (Spl’

*

3

A

Wi [1+w3’°+1+w3’“+1+w3’“+w'3’9+1+w*3’“+1+w‘3’“+1],
L2

1

o [6+ 3 (W +w™)].

[1 + wkT+ w2kT2 + w3kT3 + Ld4kT4 + w5’“T5] I@>

[1 _}_wAkT—l —{—w‘%T“? +w‘3kT—3 +w—4ka4+w—5kT75] (‘10|

3

S *

1
—_ IW |2 [1+w2k+w4k+1+w2k+w4k+w—2k+1+w2k+w72k
©

41 _{_w2k +w74k +w~2k +1 +L¢)_4k __I__w‘2k + 1] .

Assim devemos tomar cuidado com o fator de normalizacao, quando v # L. De uma forma

geral quando vy # L, o termo de normalizac¢do ao quadrado possui a seguinte forma,

W(n, k)|* = L+2(L—7) cos(yw)+2(L—27) cos(2yv)+. . .4+2[L—(n—1)7] cos[(n—1)yv], (D.26)
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em que,

N =

L
> (D.27)

v=""Tk. (D.28)



Apéndice E

Verificacao de algumas relacgoes

utilizadas no método LMTO-ASA

Neste apéndice demonstramos as relagoes apresentadas no Capitulo 6. Incluimos tais cdlculos
por serem razoavelmente simples e, principalmente, intrutivos no entendimento das ferramentas
necessérias para escrevermos a DFT-SDW neste formalismo. Para facilitar e nao sobrecarragar

a notacao omitiremos alguns indices que julgamos desnecessérios no desenvolvimento.

E.1 Determinagao da matriz h°

Vamos primeiramente determinar a matriz h’. Como pretendemos fazer um augment da

funcao envelope, observamos da fungao de base,

.0

Oco 0

XRLe = $PRLo T E ‘PR'L'U'YL’hR'L'a',RLa: (E.1)
R'L'a!

.0
que a forma mais ébvia seria realizar tal aumento em termos de ¢y, € Qpi1- Desta maneira

da funcao envelope,

0
KRofo = Krro — § J{I)z'L'o'S?sz',RLa (E2)
R'L'¢’

expandimos Kgr, € J;., de acordo com a Eq.(6.47). Considerando:
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- U
(Z) f(’f') = KRLO’ » a(r) = ¥YR1oc € b('l”) = YRLo temos,

0

| 0
Prio W (KRio, ‘PRLUO) — ¢rieW(Krio, Pris) . (E.3)

W(SbRLav (PRLU')

KRLG‘ -

Da identidade (6.36) chegamos a,

.0 .0
Kgrre — ‘PRLUW(KRLU: ()ORLO') - (PRLUW(KRLW(PRLU) (E4)

.. .0 ,
(7/7/) f('f') = _J%ILIGI, a:(T) = Pr'Lig' © b('f') = @Rr'Lio’ temos

0

0
. 70 . 70 .
—J%,L,U, - (,OR/LIUIW( JR/LIUI, (PRILI(;TI) (’DRILIO-IW( JR'L’U” (,DRILIUI) - (E,5)

W(S.OR/LIUJ’ (}DR,LIOJ)

.0
Das Egs.(E.1) e (E.2) observamos que tanto Jg., como @pi.,: estdao centrados em
0
R'L'd’. Assim vamos aumentar J% ., em termos de ¢ gy, considerando que tenham as

mesmas derivadas logaritmicas nos contornos que, de acordo com a Eq.(6.50), significa

.0
W(_J}O%’L’O"(IOR’L’U’) - 0 (E.G)

Substituindo as Eqgs.(6.36) e (E.6) na Eq.(E.5) encontramos

.0
J]O%/L/a.l — QOR’L’U'W(J??,’L’U” QORIL/U/). (E?)

Agora, substituindo as Egs.(E.3) e (E.7) na funcao envelope K37, Eq.(E.2), obtemos,

.0 .0 .0
K& = ¢rioW(Krio: Prre) = Prie W (KRLos PRLs) — Z CrpoW (Lo SDR'L'U')SOR'L',RL-
R'L'c’
(E)
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Comparando a expressao acima - que fornece a expansao da funcao envelope - com a fungao de

base x%7,, obtemos a seguinte relacao,

1
X(l)%oZa = - .0 KRLO’
W(KRLo,PrLs)
0 W KRLG‘)()D 0 1
= ®¥RLs ~ ¥PRLo ( (?L + Z (PR’L’W(JI%’L’ Cr1)Swr LRLT 0 .
W(KRio; Pris) RLo W(KRL; PreL)
Pode ser mostrado que,
1 2
0 = EW(JRLG’ QORLU): (Eg)

W(KRLUJ QbRLa)

resultando em,

-0 W(KRL(DQD a-
XRLa YRLs ~ PRLo RL + Z ‘PR'L' ’W(JR’L’ H PRI )S%’L’ RLW(JORLG:SORLU)
KRL(T;(PRLU) R'L'g’

(E.10)

Comparando com
0 = + | o ho E.1l
lXRLU> | RLo) YRLo ) "RLo,R' Lio"» (E.11)

obtemos,

W(KRLg,ﬁp cr 2
h??,La,R'L'a' = [_W(K = ) W R'L'a'>90R'L' ')SR’L’ RLW(JRLmWRLo) ol
RLa;‘PRLa
(E.12)

0
em que W(Kgrs), W(©r1,) € W(J%,,) sao matrizes diagonais.

E.2 Determinacao das matrizes o'

Passemos agora para o célculo de ¢°. Da Eq.(E.7), sabemos que,

0 .0
‘]R’L"U" - (pRILIaIW(J%ILIUI’ ('PR’L’U’)‘ (E.13)
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U
Como gy, € definida por,

0 .

’ 0
Cripe = PriLe’ T PRLGOR Lo (E.14)

.0 :
vemos que Jg 1, €sté relacionado com Qpiy,4, que por sua vez est4 relacionada com Qg i, €

Qg Entdo, expandimos J3 ., em funcao de uma combinacao linear entre Qs € Pripigr-

Desta forma,

(Z) f('f') = J?{'L’o" , a(T‘) = (PRILIaIe b(?") = YRrR'L'¢! temos,

JIOWLIO_, _ @R’L’G"W(‘]%'L’o" 3 (.pR/L’G") - CA.D'R'L'U’W(JOR'L’U” (JOR’LIO'I) ) (E.IS)
W(Pripo PriLG")
Utilizando novamente a Eq.(6.36) encontramos,
Tzt = CrioW(Tirion PriLor) — CrioW(TrLio, PriLor)) (E.16)
0
que comparada com a Eq.(E.13) determinamos uma expressao para Qpipi:
-0 ) W(Jz(:)z'L/ ) SbR'L'a’)
@//UIZ_QD/:UI+§011/ g . (E.17)
R'L R'L R'L'c W(ngLlaly ‘,DRILIG-I)

Agora comparando a equagao acima com a Eq.(E.14) encontramos o coeficiente o,

W(JI(?E’L’UH S‘OR’L’U') )
W(‘]IO?,’L’UU Criziar)

(E.18)

0
ORILIUI =

Uma vez determinado os parametros em fun¢do das condigoes de contorno do cristal

podemos escrever H® e O° em termos destes pardmetros.
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E.3 Determinacao das matrizes H’ e O’

Do célculo variacional, temos

H?{L,R’L’ = <XRLT‘ H; .XR’L’T>OO + <XRLT‘ /dT’S(Ta 7',) |XR’L’L>OO

+ <XRLL| H, lXR'L'1>OO + <XRLL‘ /dr’S*(r, ') IXR’L’T>OO (E.19)

O%L,R'L' = <XRLT lXR’L’T>oo + <XRLJ, |XR’L'L>OO'

Vamos calcular para uma das componentes do spin.

Para a funcao de base xr, €screvemos,

lXRLT> = ‘SORLT> + Z <|¢R1L'a'> + loriLo) 0(1){’L'a’) h(l)z'L'a',RLT (E.20)
RILIO-I

|XrL,) = |(10RL1> + Z (1PRipen) + PR ONrior) PR L
R'L'g’

em cue definimos gy, (T, Byt) = Orio € Pripo(TR) = @Pripe Para nao sobrecarregar a no-

tagio. Substituindo as Eqgs.(E.20) em

(HT - EVT) Xrrt T /dr'S(r, "'I)XRLL ) (E-21>

temos,

(Hy — Evr) |@rer + Z (Prrvior + PrRUCOR L) h’(I){’L’U’,RLle
R'L'o’
+/d’l"’8(7""[‘l) (PRLL + Z (S‘bR’L’G’ +(10R’L'0’O‘I}{’L’O") h(l):l'L'O",RLL] . (E.22)
R'L'¢!

Reagrupando os termos da Fq.(E.22) e aplicando as propriedades das Eqs. (6.12) e (6.26) en-
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contramos,

=0
B
” ™~

(HT —_ E,,T) (‘ORLT + /dT,S(T7TI)(‘0RLi + (HT — EUT) Z ((;DRILIO-I + QOR’L’U'O(I)Q’L’O") h’%’L'G',RLT

R'L'e’

+/d'l"’8(7"”r‘l) E ((’pR[L(gl"!“(pRIL/UIO%ILIa-I) h%ILIUI’RLl.

R'L's!
Resultando em,
,,T) E R’L’a’ —+ QOR/L/ IORILI ) hR’L’O’ ,RLT
R'L'c’
! l § : P (4] 0
—+ / d'r S(T, T ) ((pRILla: + (pRILIO-IORILIa-I) hRILIo-I,RLl-
R'Lic!

Somando no spin temos,

z (HT - EVT) SbR'Lfrh?z'L'T,RLT + Z (HT - EvT) @R/L'Lh(z)z'L'l,RLT

RL R'L
0 0
+Z Loy ('PR’L’TOR’L’ThR’L’T RLT+Z Hi — Evt) ¢y Orinr gy mit
R'L! R'L
+ Z /dT,S T 7") ((pRILIo.I +(’0R1Ll IOR(LI )hRILI ".RL| *
R'L's

Aplicando novamente as propriedades das Egs.(6.12) e (6.26) encontramos,

Z [‘PR/L'T - /dr S(r,r )@R’L’l} Wit rer + Z Hy — Eyt) @iy W rir

RILI R/Ll
! 0 0
—_ Z/d'r S T, 7' (’DRIL/lORILIThRILIT RL? + Z HT EVT) SOR’L',LOR'L'J,h'R'L’L,RLT
R'L’ R'L'

-+ Z /d'f'ls T, T) ((’ORILIO—I + (pRILIO-lORILI I) hR!LI ' RL|"

R'L'ag’
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Manipulando,

Z [(,ORILIT - /dT’S(T’ T’)('pR/L/l] h’(l)T'L’T,RLT + Z (HT — E,/T j: Hl :t EUL) (le’L'lh'(I)z'L'l,RLT

R'L! R'L’
0 0
- Z/dT,S 7' T' R’L'J,OR/L/ThR’L’T,RLT + Z (HT - EVT :t Hl :I: Evl) (PRIL’.LOR'L’lhR,L’J,,RLT
R'L! R'L'
+ Z /d'f"ls T 7“) ((’DRILIO-/ + (,DRILIO-/ORILI 1) hRILI " RL| 3
R'L'o

Z [(,DRILIT - /d’I"'S(T, T,)('bR’L’l:l h(})?’L’T,RLT + Z (Hl - Eyl) ¢R’L’lh%/L'l,RLT

R'L R'L
+ Z (HT - Hl) ‘PR'L'Lh?z'L'L,RLT + 2 (Evl - EuT) SbR'Lflh(I)z'L'l,RLT
R'L! RL

! 0 0
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temos,
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Utilizando as propriedades das funcoes @1, (1) € @ gip (1) € definindo algumas fungoes temos,
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Resultando em,
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Simplificando novamente,
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+FE,+0° 4 termos da componente down do spin . (E.23)
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De forma ansloga obtemos para O
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onde fizemos a aproximagao de que o termo il drop & pequeno [100]. Agora vamos fazer mais
uma aproximacao: se os termos o°h® forem também pequenos, entao as Eqgs.(E.24) e (E.23)

tornam-se,

0%~ 1, (E.25)
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+FE,+ + termos da componente down do spin. (E.26)
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desta forma nesta aproximacao a base fica ortogonal.




