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Resumo

A teoria da percolagio tem se revelado muito 1til no tratamento de iniimeros
fenémenos da natureza. Devido a sua grande versatilidade, esta teoria é objeto de in-
tensa pesquisa. Aqui, propomos novas formas de percolagao e as estudamos através de
simulagbes numéricas.

Na primeira parte do nosso trabalho, investigamos a estrutura dos aglomerados
gerados pelo modelo de percolagdo por invasao miltipla. Estimamos os valores das di-
mensdes fractais do esqueleto, do esqueleto eldstico, dos pontos de estrangulamento e dos
menores caminhos, como funcio dos parimetros do modelo. Por ter uma estrutura geo-
métrica bastante estabilizada, o modelo chamado de otimizado pode vir a ser muito Gtil
no tratamento de problemas com dilui¢do da mecénica estatistica.

O modelo de percolagdo atenuada foi concebido para permitir que, durante o pro-
cesso de invasdo, os poros grandes possam também ser ocupados. Esta ocupagao ocorre
com uma probabilidade que diminui quando o tamanho do poro aumenta. Estimamos
cuidadosamente os limiares de percolagdo e construimos os diagramas de fase correspon-
dentes. Verificamos que os limiares de percolagdo do nosso modelo nio satisfazem a
conjectura de Galam e Mauger.

Estudamos o efeito da inércia em fluidos escoando através de meios porosos incor-
porando uma caminhada de N passos ao modelo de percolagéo por invasao. A magnitude
da inércia é proporcional ao parametro N, que representa o nimero de poros sequencial-
mente invadidos apés a ruptura do perimetro, em cada etapa do processo. Investigamos
este modelo em duas e trés dimensdes. Verificamos que no caso bidimensional, as caminha-
das de N passos sao facilmente bloqueadas, o que leva ao surgimento de um limite superior
para o nimero de passos efetivamente realizados. Nossas estimativas das dimensdes frac-
tais dos aglomerados (como fungio do parimetro N), indicam que este modelo pertence
a uma classe de universalidade diferente daquela da percolagdo por invaséo ordindria.

Propomos um modelo de percolagio para tratar um processo de solidificagao de
dois fluidos imisciveis na presenca de impurezas méveis. O movimento das impurezas
ocorre devido a uma interacdo repulsiva de curto alcance observada experimentalmente
por Uhimann, Chalmers e Jackson (UCJ). Dependendo das concentragoes de fluidos e
impurezas, pode haver a formagio de uma fase sélida que percola todo o sistema. Cons-

trufmos o diagrama de fases deste modelo no espago das concentragoes ¢ calculamos seus



expoentes criticos. Nossos resultados indicam que o modelo pertence & mesma classe de
universalidade que a percolagio ordinaria.

Finalmente, estudamos um processo de percolagdo por invasido na presenga de
impurezas que se movem segundo o mecanismo UCJ. Encontramos um valor critico para a
concentragao de impurezas acima do qual ndo mais existe percolagdo. O perfil de aceitagdo
aproxima-se de uma funcio de Heavyside, com o ponto de descontinuidade dependendo

da concentragao de impurezas.



Abstract

Percolation theory provides a quantitative and conceptual model for the under-
standing of many natural phenomena. Here, we present new kinds of percolation and
study them using Monte Carlo simulation techniques.

We start studying the cluster, the backbone and the elastic backbone structures
of the multiple invasion percolation for both the perimeter and the optimized versions.
The behavior of the mass, the number of cutting sites and loops are investigated and
their corresponding scaling exponents are estimated. By construction, the mass of the
optimized model scales exactly with the gyration radius of the cluster - we verify that
this also happens with the backbone. Our simulation shows that the red sites almost
disappear, indicating that the cluster has achieved a high degree of connectivity.

We propose a new kind of invasion percolation which permits that, besides small
pores, large pores being also occupied. In our model, the occupation probability of a pore
diminishes with the pore’s size. We estimate their corresponding percolation thresholds
and show that they do not satisfy the Galam and Mauger conjecture.

In order to take into account the inertia of the invader fluid, a new kind of invasion
percolation is introduced. In this model, which we named N-steps invasion percolation,
the inertia forces are controlled by the number N of pores (or steps) invaded after the
perimeter rupture. The new model belongs to a different class of universality and has its
fractal dimension depending on N. A blocking phenomenon takes place in two dimensions.
It imposes an upper bound value on N. For pores sizes larger than the critical threshold,
the acceptance profile exhibits a permanent tail.

We also introduce a model for the solidification process of two immiscible fluids
interacting repulsively with mobile impurities on a two dimensional square lattice. In the
space of the fluids and impurities concentrations the phase diagram exhibits a critical curve
separating a percolating from a non-percolating phase. Estimated values for the fractal
dimension and the exponent § of the order parameter, reveal that the critical exponents
do not vary along this curve, i.e., they are independent of the impurities concentration.
The universality class we find is that of the ordinary percolation.

Finally, based on the main ideas of the dynamic epidemic and invasion percolation
models, we propose a model to describe the cleaning process of a dirty porous medium by

fluid injection. An analysis of the acceptance profiles strongly indicates that this model



is a kind of self-organized system.
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Capitulo 1

Introducao

Desde sua proposi¢io por Broadbent e Hammersley [1] e Domb (2], os modelos de
percolagio tém sido extensivamente estudados tanto na sua versio por ligagoes [1] quanto
na versao por sitios [2]. Estes modelos utilizam argumentos probabilisticos classicos e nao
possuem hamiltoniana de interagio. Em geral, trabalham com aglomerados de particulas
ou estados. Representam, hoje, um excelente laboratério para o estudo de fendmenos
criticos e de transicoes de fase tanto pela sua simplicidade conceitual quanto pela facilidade
de simulagido nos computadores atuais.

Em um modelo de percolacdo, os sitios ou ligagdes de uma rede sao ocupados
com uma probabilidade p, formando aglomerados. Quando um aglomerado forma um
caminho que conecta os lados opostos desta rede, diz-se que o sistema percolou. Se
o valor da probabilidade de ocupagao for mudado sistematicamente, o sistema exibird
uma mudanga de comportamento, com a formagdo, no limite termodindmico, de um
aglomerado infinito. O valor da probabilidade de ocupagio em que isto ocorre é muito
bem definido e é denominado limiar de percolagao ou probabilidade de ocupagao critica
p.. Assim, a percolagido pode ser interpretada como uma transicdo de fase geométrica.
Numa analogia aos sistemas de spins, a probabilidade de percolacéo seria a magnetiza¢ao
e o tamanho médio dos aglomerados corresponderia a suscetibilidade magnética.

No estudo dos modelos de percolagcio, diferentes técnicas tém sido adotadas:



1. Introducgao 2

expansdes em séries [3], matriz de transferéncia [4], grupo de renormalizacio [5] e método
de Monte Carlo [5, 6]. Os resultados encontrados mostram que os expoentes criticos
associados & percolacio obedecem ao principio de universalidade. Para a percolacao, o
termo universalidade é bastante amplo, e significa ndo somente que os expoentes criticos
dependem basicamente da dimensdo e do alcance das interacoes {nao sendo relevante o
tipo de rede), mas também que os expoentes 530 os mesmos tanto para a percolagao por
sitios quanto por ligagoes.

Nas tdltimas décadas foram propostos novos modelos de percolagdo, o que ampliou
sobremaneira a sua utilizacdo como importante ferramenta teérica. A percolagdo no seu
formato original passou a ser conhecida como percolagao ordindria. Exemplos de variantes
do modelo de percolacio mais utilizadas atualmente séo a percolagao direcionada (7, 8], a
percolacio eldstica [9, 10], a percolagdo quantica [11] e a percolagdo bootstrap [12]. Estes
modelos sdo aplicados nos mais variados campos sendo iteis na investigagao de sistemas
que envolvem a cinética dos fons de célcio no interior de organismos vivos [13], crescimento
urbano [14], escoamento de fluidos através de melos porosos [15], a evoluco temporal das
galaxias [16], etc. Uma breve discussdo destes modelos ¢ apresentada no Apéndice A.

Um importante descendente da percolagao ordindria € a percolagao por invasao
[17]. Este modelo foi introduzido por Wilkinson e Willemsen em 1983 para estudar o
deslocamento de dois fluidos imisciveis através de um meio poroso. Trata-se de um pro-
cesso dinamico onde a formacio de um aglomerado se faz através da selegao de caminhos
de menor resisténcia ao escoamento. Usualmente, um fluido de baixa viscosidade (que
chamamos de invasor) é injetado em um meio poroso ocupado anteriormente por um flui-
do de alta viscosidade (defensor). Dependendo da taxa de injeg¢do, o sistema pode ser
encontrado em dois regimes distintos, nos quais as forcas dominantes sao de natureza

viscosa ou capilar. A descrigio tedrica destes regimes baseia-se em dois modelos: o DLA

(Diffusion-Limited Aggregation) [18] que descreve o deslocamento rdpido quando as forcas
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viscosas sdo dominantes e a percolagdo por invasao, que se aplica quando o fluido escoa
lentamente, com dominio das forgas capilares. Originalmente, a percolagdo por invaséo foi
fundamentada na verificagio experimental de que a igua, ao expulsar o éleo das rochas,
o faz primeiramente através dos poros de menor didmetro. Associando-se o tamanho dos
poros a niimeros aleatérios distribuidos aos sitios de uma rede, temos a dindmica da in-
vasdo: ocupamos, um a um, os sitios (poros) com o menor mimero aleatério (tamanho)
associado.

A medida em que o fluido invasor avanga, é possivel que regides de fluido de-
fensor sejamn totalmente circundadas formando aglomerados desconectados das bordas do
sistema. Quando fluido defensor é incompressivel, estas areas aprisionadas nao podem
ser invadidas e temos o assimm chamado modelo de percolagio por invasao com aprisiona-
mento. Acredita-se que este modelo pertenga a uma classe de universalidade diferente da
percolacio ordindria. Por outro lado, na situagdo em que o fluido defensor ¢ compressivel,
temos o modelo de percolagao por invasao sem aprisionamento, que se encontra na mesma
classe de universalidade que a percolagao ordindria.

Com o passar do tempo, varias modificacoes do modelo de percolagao por invasao
(que passaremos a chamar de percolagao por invasao ordindria) foram propostas. Estas
modificacdes consideram, por exemplo, a a¢do de campos gravitacionais [19], o fluxo em
alguma diregéo privilegiada [20], fenémenos de formagao de dedos viscosos (fingering) em
solos [21] e efeitos de temperatura [22, 23].

Embora muitas variacoes do modelo original de percolacao estejam disponiveis
na literatura, existem ainda diversos problemas que podem ser investigados sob a luz da
teoria da percolagdo. Por isso, apresentamos neste trabalho, novas formas de percolacao
que podem ser aplicadas a diferentes sistemas. Estas novas formas de percolagéo ilustram
a riqueza das idéias da percolagdo e tem como objetivo aproximar, cada vez mais, 0s

modelos teéricos do mundo real. Neste sentido, o primeiro modelo apresentado ¢ a nossa
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percolagdo por invasao multipla [24]. Este modelo, que serd apresentado com detalhes nos
capitulos 1 e 2, simula a invasao simultanea de varios sitios. Como dissemos anteriormente,
nos modelos de percolagdo por invasao os sitios sdo invadidos um a um. Entretanto, nao
é razodvel pensar que na natureza isto realmente ocorra. Uma hipétese mais plausivel
é que vérios sitios sejam invadidos simultaneamente. Recentemente, propomos possiveis
formas de invasdo mdltipla [24], lancando mao de alguns ingredientes fisicos tais como
o fluxo do fluido através da interface e as relagdes de escala entre a massa (nimero de
sitios) e o raio de giragdo dos aglomerados.

Os modelos de percolagio por invasdo muiiltipla foram caracterizados através do
calculo das dimensdes fractais dos aglomerados formados, e dos mecanismos de cresci-
mento, analisados com base no perfil de aceitagao dos sitios ao aglomerado. Mostramos
que, em duas dimensdes, dependendo do fluxo de fluido, nossos modelos geram estruturas
fractais com dimensdes que interpolam continuamente valores de % (como na invasao or-
dinéria) a 2 (aglomerados compactos). No entanto, o conhecimento das dimensdes fractais
dos aglomerados ndo é suficiente para caracterizar o sistema sob o ponto de vista de suas
propriedades de transporte. Em geral, as propriedades de transporte em meios desordena-
dos sio determinadas por uma estrutura conhecida como esqueleto do aglomerado [5, 25].
O esqueleto do aglomerado é formado pela unido de todos os caminhos auto-exclusivos
que unem dois pontos do sistema que pertencem a0 mesmo aglomerado. Enquanto as
propriedades de condutividade elétrica e permeabilidade sao diretamente determinadas
pelo esqueleto [5], os processos que envolvern tempos de primeira visita estdo relacionados
com o comprimento dos menores caminhos entre dois pontos do aglomerado (26, 25].

Neste trabalho, apresentamos uma descrigdo detalhada da estrutura interna dos
aglomerados da percolagdo por invasao miltipla [24, 27], calculando os expoentes de es-

cala relacionados ao esqueleto do aglomerado, ao comprimento dos caminhos minimos,

a0 nlmero de ciclos e pontos de estrangulamento. Estes expoentes caracterizam total-

S :
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mente o modelo de invasdo miltipla e podem ser utilizados no estudo das mais diferentes
propriedades de transporte relacionadas a estes aglomerados.

O problema de escoamento de fluidos através meios porosos surge nos mais diver-
sos campos cientificos, envolvendo virias dreas como engenharia, ciéncia de solos, ciéncia
de materiais entre outras {15]. Embora este seja um problema bastante antigo, vérios
pontos ainda ndo foram bem entendidos. A teoria da percolacdo € hoje reconhecida co-
mo uma linguagem natural para tratar problemas que envolvem o escoamento de fluidos
através de meios porosos. Muitos modelos de percolagio tem sido propostos com o intuito
de esclarecer o fenomeno do deslocamento de fluidos em sistemas onde a conectividade
dos poros exerce papel dominante.

A hip6tese fundamental destes modelos ¢ que a probabilidade de ocupagao de
um poro, p, seja proporcional a pressao capilar p.. Com isso, pode-se estabelecer uma
correspondéncia direta entre a probabilidade de ocupagao dos sitios € a pressao capilar
nos poros. Esta hipétese baseia-se na observacao de que, durante o escoamento de um
fluido através de um meio poroso, os poros menores sio preferencialmente ocupados. Um
dos primeiros modelos de percolagdo para o deslocamento de fluidos através de meios
porosos foi sugerido por Larson et al [28, 29]. O meio poroso é representado por uma
rede de sitios cujos tamanhos sio aleatoriamente distribuidos. Este modelo assume que
o processo de deslocamento do fluido é determinado somente pelas forcas de capilaridade
e que todas os sitios acessiveis ao fluido tém tamanhos minimos associados, iguais a um
certo valor Tmip. Com isso, o fluido pode escoar somente através de um aglomerado
conectado por estes sitios acessiveis ao fluido. No entanto, em sistemas reais, isto nao é
totalmente verdade. Tém sido apontado que, em muitos processos, o deslocamento dos
fluidos depende também da pressio com a qual o fluido invasor é injetado [15, 30]. A
combinacgio das pressoes capilar e a pressio externa responsdvel pela injecdo do fluido

invasor também é importante e pode fazer com que poros grandes sejam ocupados.
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Introduzimos um modelo de percolagdo para o escoamento de fluidos que permite
a ocupacao de poros de qualquer tamanho. Em nosso modelo, que chamamos de percolagdo
atenuada, um aglomerado de fluido invasor é formado ocupando, preferencialmente, os
poros de menor tamanho. O aglomerado de fluido invasor ocupa o meio poroso invadindo,
um a um, os poros cujos tamanhos sdo menores do que um valor p pré-determinado. No
entanto, se o tamanho associado ao poro (r) for maior do que p, o sitio correspondente
pode ainda ser ocupado, mas com uma probabilidade que diminui com o aumento der. A
escolha da forma mateméatica que expressa a distribuigdo de probabilidades de ocupagao
é arbitrdria, mas baseada na observagao experimental de que, quanto maior o tamanho
do poro, menor sera sua probabilidade de ocupagao. Através de simulagtes numéricas,
mostramos que a introdugio desta regra adicional ndo muda a classe de universalidade do
sistema, que é a mesma da percolagdo ordinaria. Estimamos numericamente os limiares de
percolacio do nosso modelo e verificamos que eles dependem néo somente do tipo de rede
e da dimensio do sistema, mas também de um pardmetro w introduzida na distribuicao
de probabilidade de ocupagdo. Estas probabilidades de ocupagao criticas nao obedecem
a férmula supostamente universal, proposta recentemente por Galam e Mauger [31].

Uma outra questio interessante relaciona-se com o papel das forgas inerciais que
agem no escoamento dos fluidos. Quando um fluido desloca-se livremente podemos, em
geral, identificar dois regimes de escoamento. No caso de deslocamento lento, diz-se que
0 escoamento ocorre no regime estaciondrio ou laminar. Porém, quando a velocidade
aumenta, o escoamento passa, abruptamente, ao regime turbulento {32, 33]. Em meios
porosos, observa-se experimentalmente que a transicdo entre estes regimes de escoamento
ocorre de forma gradual, com a existéncia de uma regido de transiao entre os regimes
de escoamento laminar e turbulento. Tém sido apontado que, nesta fase intermediaria,
as forcas de inércia exercem papel fundamental [32]. Este problema tém sido investigado

através de modelos continuos, resolvendo numericamente a equacio de Navier-Stokes (34,
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35, 36). Por outro lado, nenhum modelo discreto que leva em conta a inércia do fluido foi
proposto até hoje. Introduzimos aqui um modelo de percolagio por invasio modificado,
que busca considerar a inércia do fluido deslocado. Neste modelo, que chamamos de
Percolagio por Invasio com Caminhadas de N passos [37], o fluido invasor néo'pé.ra
instantaneamente apés romper a diferenca de pressdo capilar, ao contrario, ele segue
adiante, invadindo 4reas préximas ao local de ruptura. Concretamente, isto aumenta a
velocidade de deslocamento manifestando os efeitos das forgas inerciais no escoamento dos
fluidos. Atribuimos a magnitude destes efeitos a um parametro N, que ¢é a quantidade
de poros ocupados em cada etapa do processo de invasdo. Caracterizamos nosso modelo
em funcdo deste parametro, analisando as possiveis dependéncias das dimensoes fractais e
ntmeros de coordenacio dos aglomerados com N. A introdugao do parametro N conduz
nosso modelo a classes de universalidade diferentes daguela da percolagao ordinaria.

Grande parte dos estudos de processos fisicos em sistemas desordenados conside-
ra 0 meio estitico e inerte. Recentemente, Vandewalle e Ausloos [38] introduziram um
modelo de solidificagio que descreve o avanco de uma interface solida. através de um meio
poroso e que interage repulsivamente com impurezas que podem mover-se pelo sistema.
Neste modelo, as impurezas que estdo em contato com a interface sélida sdo empurradas,
levando 4 formacdo de agregados que agem como obstdculos ao avanco da interface. Existe
uma concentracdo critica de impurezas, r§, acima da qual todos os aglomerados solidi-
ficados sdo finitos. A concentracao de impurezas z§ é um ponto critico deste modelo e
sinaliza para. a existéncia de uma transicao de fases semelhante & percolagdo: para z > I
nio existem aglomerados sélidos que atravessam o sistema. Embora o ponto critico deste
modelo, conhecido como modelo epidémico dinamico, seja diferente daquele da percolagao
ordinéria (z. > p.), ambos os modelos estio na mesma classe de universalidade.

O modelo epidémico dindmico mimetiza uma observagao experimental feita em

1964 por Uhlman, Chalmers e Jackson (UCJ)[39]. UCJ investigaram a interagao en-
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tre particulas de impurezas e uma interface sélido-liquido que avanca através de uma
fase liquida. Para cada tipo de particula, eles encontraram uma “velocidade de avanco
critica”, abaixo da qual as impurezas sdo totalmente rejeitadas pela interface e acima da
qual a impurezas ficam aprisionadas na fase sélida. Comportamentos semelheantes tem
sido observados em diferentes sistemas, incluindo a formagao de compositos supercondu-
tores [40, 41], aprisionamento de bolhas de gds durante processos de solidificagdo [42] e
comportamento de células biolégicas na interface gelo-dgua [43, 44, 45]. Muitos destas
observacdes tem sido teoricamente tratadas via modelo epidémico dinamico (38, 40, 42]

Neste trabalho generalizamos o modelo epidémico dindmico introduzindo, além
das impurezas méveis, uma fase inerte. Assim, nosso sistema é composto por trés “fa-
ses”: uma fase solidificante A, uma fase inerte B e impurezas I, ligadas pelo vinculo
T4+ zp + zr = 1, onde z; é a concentragao das particulas do tipo j. O modelo que
chamamos de percolagio dindmica [46] apresenta um diagrama de fase no espago das con-
centracdes. Resultados das simulagbes mostram que nosso modelo estd na mesma classe
de universalidade que a percolacao ordindria.

Implementamos, também, um modelo de percolagdo por invasdo na presenca de
impurezas moveis. Ao contrdrio do modelo epidémico dindmico, onde o aglomerado re-
sultante é fractal somente no ponto critico, na percolagdo por invasao dinamica os aglo-
merados sio fractais em todo o intervalo [0,z5], onde é possivel encontrar aglomerados
gue percolam o sistema.

Nos préximos capitulos, apresentamos nossos resultados detalhadamente, anali-
sando os novos modelos sob o ponto de vista da teoria da percolagdo. Os novos modelos
aqui apresentados ilustram a riqueza da teoria da percolagdo e como esta teoria pode ser
utilizada para tratar processo fisicos que acontecem no mundo real. Por fim, apresen-
tamos também nossas conclusdes e algumas perspectivas para futuras aplicagoes destes

novos modelos de percolagao.



Capitulo 2

Percolacao: Conceitos Fundamentais

2.1 O que é percolagao ordinaria?

Considere uma rede finita formada por sitios que podem assumir dois estados:
vazio ou ocupado. Cada sitio poder estar ocupado aleatériamente com uma probabilidade
p ou vazio com probabilidade (1 — p), independentemente do estado de seus vizinhos. Ao
conjunto de sftios primeiros vizinhos ocupados chamamos de aglomerado. Obviamente, o
alcance da formagao dos aglomerados pode envolver segundos, terceiros vizinhos, etc. A
teoria da percolacio trabalha basicamente com o nimero e as propriedades destes aglo-
merados. Neste trabalho, estaremos envolvidos com a percolagdo de primeiros vizinhos.

Se o parametro p for mudado sistematicamente no intervalo [0, 1}, o sistema apre-
senta uma mudanca de comportamento, passando de um estado onde todos os aglomerados
sio finitos para outro, onde existe um aglomerado que conecta os lados opostos da rede.
Quando isto acontece, dizemos que o sistema percolou. O fato mais notdvel dos modelos
de percolagio é a existéncia desta concentracao ou pardmetro de ocupagao abaixo do qual
a fracdo de sitios ocupados est4 confinada a uma regiao finita da rede.

Uma rede infinita apresenta um ponto critico bem definido em um parametro de
ocupagdo p = p.. No limite termodindmico, p. é conhecido como limiar de percolacao

ou probabilidade de ocupacio critica. Os aspectos mais interessantes dos modelos de

percolacdo estdo nas vizinhangas de p,, que corresponde ao surgimento de um aglomerado
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infinito. Assim, a percolacdo pode ser interpretada como uma transigao de fase geométrica:
acima de p, existe um aglomerado infinito enquanto abaixo de p. todos os aglomerados
sdo finitos. Com isso, as ferramentas utilizadas no estudo das transigoes de fase induzidas
pela temperatura podem ser aplicadas na investigagao dos problemas de percolagao.

Além da percolagao por sitios, descrita acima, existe também a percolagido por
ligagoes. Nela, cada ligagdo pode ser ocupada com probabilidade p, ou permacecer vazia
com probabilidade (1 —p). Neste caso, um aglomerado é um conjunto de sftios conectados
por ligacdes ocupadas. Acredita-se que a percolagao por sitios e a percolagao por ligacoes
pertencam 4 mesma classe de universalidade.

Apesar da simplicidade da defini¢ao, os problemas de percolagio sio muito dificieis
de serem resolvidos analiticamente. Resultados exatos sao conhecidos apenas para alguns
casos particulares. No entanto, um grande nimero de técnicas tem sido usadas para
aumentar nosso conhecimento sobre o fenémeno da percolagdo. Dentre estas técnicas
podemos citar a matriz de transferéncia (47), expansoes em séries [3], teoria de grupo de
renormalizacio [5] e simulagGes de Monte Carlo [5, 6]. Neste trabalho estaremos sempre
envolvidos com simulacdes e, por isso apresentamos 0s passos essenciais para a construgao
do aglomerado de percolagdo. Atribufmos a cada elemento de uma matriz (que representa
a rede) um ntmero aleatdrio r, distribuido uniformemente no intervalo [0,1]. Visitamos
cada sitio da rede, percorrendo linhas e colunas da matriz, ocupando aqueles cujo numero
aleatério associado é menor do que o parimetro de ocupagio p fixo. Desta forma, varios
aglomerados se formam na rede. Finalmente, checamos se algum destes aglomerados
conecta as extremidades opostas do sistema.

A determinacdo dos valores dos limiares de percolagio através de simulagoes é
feita através de tentativas sucessivas de diferentes valores de p. Intuitivamente, esperamos
que seja mais facil construir aglomerados que percolam em sistemas pequenos. Durante as

simulacdes isto realmente acontece. O limiar de percolagdo em redes finitas de tamanho
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Rede pe (sitios) | p. (ligacoes)
Quadrada | 0.5727460 0.5
Triangular 0.5 0.347296
Honeycomb 0.6962 0.65271
Kagomé 0.652703 | 0.5244053
Pentagonal 0.6471 0.5800
Octagonal 0.5 0.3237
bowtie 0.547518 0.4045
Penrose 0.5837 0.4770
Octag-quim. 0.585 0.478
Octag-ferro. 0.543 0.402
dodec-quim. 0.628 0.538
dodec-ferr. 0.617 0.4950

Tabela 2.1: Limiares de percolacdo nas versdes de sitios e ligagoes para redes bidimensio-
nais.

L, (p1), se desloca para valores menores do que o valor real, p.. Como redes infinitas
nio podem ser simuladas, necessitamos de uma cuidadosa extrapolacao de p; para o
limite termodindmico. Além disso, os limiares de percolacdo em redes finitas devem ser
calculados como valores médios, obtidos a partir de um nimero muito grande de ensaios
de tal forma que o erro estatistico seja diminuido ao minimo possivel.

Reunimos, nas tabelas 2.1 e 2.2, os valores para os limiares de percolagao para
diferentes tipos de rede, para dimensdes 2 < d < 6, nas versoes de percolacao por sitios e

ligagGes. Os valores tabelados forma retirados da Ref. [48].

2.2 Principais grandezas da percolagao

A ocupacao dos sitios durante a simulagio da percolagao € um processo aleatorio.
Depois da ocupacio dos sitios, a rede contém muitos aglomerados de diferentes tama-

nhos (neste caso, tamanho refere-se ao niimero de sitios que compoe o aglomerado). Um
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Rede p. (sitios) | p. (ligagoes)
Cibica 0.311604 | 0.2488126
bee 0.2458 0.1802875
fec 0.1994 0.1201635
hep 0.1990 0.1199
3d Kagomé 0.3899 0.2709
Diamante 0.3895 0.3893
4d Cubica | 0.196901 0.1680
4dbcc 0.1037 0.074
4d Kagomé 0.2715 0.177
4d Diamante | 0.2978 0.2715
5d Cibica 0.1407 0.1181
5d bec 0.0446 0.033
5d Kagomé 0.2084 0.130
5d Diamante | 0.2252 0.2084
6d Cubica 0.1079 0.0943
6d bec 00199 | —————
6d Kagomé 0.1677 | — - ———
6d Diamante | 0.1799 | — ————

Tabela 2.2: Limiares de percolacio nas versoes de sitios e ligagoes para redes de dimensdes
3<d<6.

aglomerado contendo s sitios pode apresentar diferentes configuragdes geométricas (invari-
antes sob translacdo). Em geral, estas configuracdes sdo denominadas “animais” de rede.
Cada animal de rede possui um perimetro ¢ definido como o niimero de sitios vazios que
sdo primeiros vizinhos do aglomerado. Se o niimero de animais g,; corresponde ao nuimero

de diferentes configuragdes de um aglomerado de s sitios com perimetro ¢, a quantidade

ne(p) = Y _ gup*(1— )" (2.1)
t
é o niimero médio de aglomerados de s sitios por sitio da rede. Aqui, a soma é feita sobre
todos os possiveis perimetros t.
Quando os animais de rede sdo adequadamente contados, n,(p) representa a dis-
tribuicdo do ntimero de aglomerados que contém s sitios por sitio da rede para o problema

de percolacao. Neste caso, existe uma hipdtese, a qual tem sido verificada numericamente,

IFSC_US SEHVI{JNOF gi!:ElMBA‘::\ -'OO TEO«
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de que o comportamento assintético da distribuigao n,(p), € regido pela equagéo (5]

s T parap=p.
ny(p) = (2.2)
s7f(s?(p—pc)) parap# pe,

que define os expoentes criticos 7 e o.
A partir desta hipétese de escala, podemos calcular todos os momentos M; da

distribuigdo, 0 que permite caracterizar o sistema completamente. Estes momentos sao

calculados usando a relacao

Mi(p) =Y _ $*n,(p). (2.3)

Frequentemente, os momentos Mj, sdo relacionados as propriedades criticas do
sistema. Por exemplo, o parimetro de ordem do problema de percolagao ¢ a probabil-
idade de percolagdo P(p), definida como a probabilidade de que um sitio, escolhido
aleatoriamente, pertenca ao aglomerado infinito. J4 a probabilidade de que um sitio

escolhido ao acaso seja ocupado e pertenga a um aglomerado finito é

Mi(p) =) sn.(p), (2.4)

onde o aglomerado infinito deve ser excluido da soma.

Com isso, a probabilidade de percolagao pode ser escrita como

P(p)=p— Y sn,(p)- (2.5)

Para p < p, a probabilidade de percolagio € nula uma vez que todos os aglomera-
dos sdo finitos. Porém, para valores de p maiores do que p., P(p) aproxima-se rapidamente

de 1. Na regido critica, a probabilidade de percolagio aproxima-se de zero segundo uma

lei de poténcia [5]
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P(p) ~ (p - pc)’ (2.6)

onde 3 é o expoente critico associado.
A fragio w, = sn,/ ., sn, de sitios dos aglomerados finitos, que pertence aos
aglomerados de s sitios, corresponde a probabilidade de que um aglomerado finito con-
tenha exatamente s sitios. Isto permite escrever o tamanho médio do aglomeracdn ©

como

S = Zwss = M (2.7)

Novamente, o aglomerado infinito deve ser excluido da soma. Na regido da criticalidade,
o tamanho médio do aglomerado diverge de maneira andloga & suscetibilidade magnética,

e assim, podemos definir um expoente critico -y através da relacao

S~ (p-p)". (2.8)
Outros momentos M;, também podem ser relacionados com as propriedades criticas
do sistema. Em particular, considere o momento My(p) = 3, n5(p), que fornece o niimero

total de aglomerados formados. Pode ser demonstrado [5] que, na regido da criticalidade,

M, possui um termo nio analitico do tipo

MQ ~ (p - pc)2—° (29)
onde o é um expoente critico.
Préximo 3 transicao de fase, o comportamento dos sistemas pode ser descrito

pelos expoentes criticos o, 8 e . Estes expoentes nao sao independentes ja que eles

podem ser relacionados com o e T através das relagoes de escala
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ﬂz(T;Z), 2_a=(L;_1)e ,y:‘_('ra‘_?’)_ (2.10)

Com o aparecimento de um aglomerado infinito (que ocorre em p = p.), a
distincia média entre dois sitios pertencentes a0 mesmo aglomerado ou comprimento de
correlacdo ¢ apresenta uma divergéncia. Na regido critica, podemos associar um expoente

critico v & divergéncia do comprimento de correlagao

£~ lp—pel™. (2.11)

O aglomerado percolante é um objeto fractal {5, 49]. Sua massa média (M) escala
com o tamanho da rede L, ou, de maneira equivalente, com seu raio de giragao Rg através

de uma poténcia nao inteira

(M) ~ Rg"r. (2.12)

Dr é a dimensio fractal do aglomerado e esté relacionada aos expoentes criticos através

da relacdo de escala

Dp=d-— -g (2.13)

onde d é a dimensdo Euclideana do sistema.

O conceito de universalidade se mantém nos problemas de percolagao. A univer-
salidade aqui significa nio somente que os expontes criticos independem da estrutura da
rede, mas também que eles sio os mesmos tanto para a percolagdo por sitios quanto por
ligacoes.

O modelo de percolacio ordiniria pode ser mapeado no modelo de Potts g —
estados, no limite ¢ — 1, e pode entdo ser resolvido exatamente para o caso bidimensional
[47]. Assim, em duas dimensoes, os expoentes criticos sao conhecidos exatamente. No

entanto, para dimensdes superiores ainda ndo ha solugio exata e os expoentes criticos
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Ezpoente | d=2 | d=3 | d=4 [ d=5 | Bethe(d > 6)
« -2/3 | -0.62 | —0.72 | —0.86 -1
B 5/36 | 041 | 0.64 | 0.84 1
¥ 43/18 | 1.80 1.44 1.18 1
u 4/3 | 088 | 068 | 0.57 1/2
o 36/91 | 0.45 0.48 0.49 1/2
T 187/91 | 218 | 2.31 | 241 5/2
Dp 91/48 | 2.53 | 3.06 | 3.54 4

Tabela 2.3: Expoentes criticos para a percolagio ordindria. Os resultados para d = 2 e
para a rede de Bethe sao exatos.

sio obtidos através de métodos numéricos. A Tab.2.3 reune alguns expoentes criticos do

modelo de percolacao.

Nos tltimos anos novos modelos de percolagdo foram propostos, e o modelo original
passou a ser conhecido como percolagdo ordindria. Além dela, existem hoje outras formas
de percolagdo igualmente importantes: a percolagdo direcionada [60, 51], a percolagdo
bootstrap [52, 53], a percolagio eldstica [9, 10] e a percolagio quantica[11]. No Apéndice A
apresentamos uma breve descri¢do dos modelos de percolacdo mais comuns. A percolagao
por invasdo [17], usada com frequéncia no decorre deste trabalho, sera discutida com

detalhes nas préximas segoes.

2.3 Geracao de aglomerados percolantes: o método
de Leath

Quando p > p., a ocupagdo aleatdria de sitios ou ligagGes de uma rede pode
gerar, além do aglomerado percolante, um grande niimero de aglomerados finitos. Em
muitas aplicagdes, estamos interessados somente no aglomerado percolante. Hoshen e
Kopelman [54, 55) desenvolveram um algoritmo eficiente para a identificacdo de todos

os aglomerados, e que pode também ser usado para eliminar os aglomerados finitos da
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rede. No entanto, o algoritmo requer uma segunda consulta a todos os sitios da rede,
aumentando o tempo computacional necessdrio para a simulacao.

Na prética, é mais conveniente construir um aglomerado percolante diretamente,
a0 invés de ocupar aleatoriamente os sitios de uma rede e entao selecionar o aglomerado
de interesse. A construgdo deste aglomerado pode ser feita facilmente utilizando o método
desenvolvido por Leath [56] e Alexandrowicz [57]. Neste método, comegamos a construcdo
de aglomerado a partir de uma semente colocada no centro da rede. Os sitios primeiros
vizinhos desta semente sio promovidos a “sitios de crescimento”. A cada passo, um
sitio de crescimento é aleatoriamente escolhido e ocupado com uma probabilidade p, ou
bloqueado com probabilidade (1 — p). A lista de sitios de crescimento é entdo atualizada,
com a eliminagio do sitio selecionado anteriormente e a inclusao de novos sitios que,
eventualmente, tornam-se disponiveis para ocupacao. Este processo ¢ repetido por um
niimero M de passos (ou de forma equivalente, até que o aglomerado atinja as fronteiras
da rede). Para valores de p muito baixos, a lista de sftios de crescimento ¢ totalmente
exaurida, o processo ¢é interrompido € o aglomerado fica finito. Porém, quando escolhemos
p = p,, a estrutura gerada tem caracteristicas equivalentes aos aglomerados percolantes
criticos. Outro caso interessante surge quando escolhemos p = 1. Neste caso, recuperamos

o chamado Modelo de Eden [58], que sempre gera aglomerados infinitos e compactos.

2.4 Percolagao por invasao

A percolag@o por invasao € um processo dinamico, introduzido por Wilkinson e
Willensem [17] motivado pelo estudo do escoamento de dois fluidos imisciveis em um meio
poroso. Muitos meios porosos podem ser representados convenientemente como uma rede
de poros unidos por gargalos estreitos. Este meio idealizado pode ser visto como uma rede
regular, na qual sitios e ligacbes correspondem a poros e gargalos respectivamente. Na

percolagio por invasio, um aglomerado de fluido invasor é construido através da sele¢do
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de caminhos de menor resisténcia ao escoamento, ou seja, os fluidos deslocam-se devido
somente & diferenca de pressdo capilar.

Considere o processo onde um fluido, de baixa viscosidade, é injetado em um
meio poroso ocupado anteriormente por um fluido de alta viscosidade. Dependendo da
taxa de injecdo, as forgas predominantes podem ser de natureza viscosa ou capilar. O
DLA ( Diffusion-Limited Aggregation) [18, 59] descreve o deslocamento répido, quan-
do as forcas viscosas sio dominantes. A percolagdo por invasao € indicada quando o
fluido escoa lentamente, sob o dominio das forgas de capilaridade. O movimento pode
ser considerado como um conjunto de saltos discretos nos quais, a cada passo, o fluido
injetado (invasor) expulsa o fluido mais viscoso (defensor) do menor poro disponivel na
interface. Associando-se o tamanho dos poros a ntimeros aleatérios distribuidos em uma
rede temos a dinamica da invasio: ocupamos, um a um, os sitios (poros) com o menor
ntimero aleatério ( tamanho) associado. Uma realizagao experimental economicamente
importante deste modelo é a recuperagéo de petréleo de rochas através da injegao de dgua
(30, 60).

A simulacdo de um processo de percolagdo por invasao consiste em acompanhar
o movimento da interface invasor-defensor enquanto ela se desloca através do meio, para
uma distribui¢do de poros fixa. Quando o fluido invasor avanca, é possivel que ele cir-
cunde completamente algumas regides do fluido defensor, formando regides totalmente
desconectadas das bordas do sistema. Se o fluido defensor for incompressivel, esta regiao
passa a ser proibida para o fluido invasor. Esta situacio foi estudada por Wilkinson e
Willensem, dando origem ao modelo de percolagdo por invasdo com aprisionamento.
No entanto, quando o fluido defensor é considerado completamente compressivel, temos
o modelo de percolagao por invasdo sem aprisionamento.

Descrevemos abaixo, os passos basicos de um algoritmo de percolagao por invasao:

i - A cada sitio de uma rede, associamos um nimero aleatério r, distribuido
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uniformemente no intervalo [0, 1). Admitimos que esses nimeros aleatdrios sejam propor-
cionais ao diametro dos poros;

ii - Selecionamos sitios por onde o fluido invasor ¢ injetado, ou seja, a semente do
processo de invasao;

iii - Identificamos os “sitios de crescimento” (sitios que podem ser invadidos).
Estes, estdo ocupados por fluido defensor mas sao primeiros vizinhos de sitios preenchidos
com o fluido invasor, ou seja, pertencem ao perimetro do aglomerado de fluido invasor;

iv - Em cada etapa da invasao a interface avanca para o sitio de crescimento que
possui o menor niimero aleatdrio associado. A lista de sitios perimetrais € atualizada e o
processo de invasdo continua até que o aglomerado atinja as fronteiras da rede.

No caso da percolagdo por invasao com aprisionamento, {€mos uma regra adi-
cional:

v - Sftios de crescimento no interior de regides completamente circundadas pelo
fluido invasor nao podem ser ocupados.

Desta forma, quando consideramos a possibilidade de aprisionamento, nem todos
os sitios vizinhos 3 interface sdo disponiveis para a invasio. Em geral, a questdo do
aprisionamento de uma regido envolve uma pesquisa global do sistema [54, 55, 61] e
requer um algoritmo que identifique tais regioes. Em geral, programas deste tipo sao
complexos e consumidores de grande tempo de computagao.

Quando o fluido invasor forma um caminho conectando os lados opostos do sis-
tema, dizemos que ele percolou. Neste ponto, é interessante comparar o processo de
percolacio por invasdo com a percolagao ordinria.

Na percolagdo ordinéria, um aglomerado pode ser formado pela ocupagao aleatoria
de sitios com uma certa probabilidade p. Dependendo do valor desta probabilidade de

ocupacio, pode ou ndo haver a formagio de um caminho que atravessa a rede. Na per-

colaciio por invasdo, ndo existe o parimetro p. A interface sempre avanca ocupando o
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menor poro disponivel em seu perimetro. Em geral, durante a construgdo do aglomera-
do, sitios com nidmeros aleatdrios associados pequenos tornam-se disponiveis na interface.
O processo de invasdo é interrompido quando o invasor atinge a borda da rede. Este
sistema exibe invaridncia de escala tanto no espaco quanto no tempo, evoluindo auto-
maticamente para o seu ponto critico [62, 63, 64], constituindo-se, assin, em um modelo
critico auto-organizado [65].

Simulaces tém mostrado que o nimero de sitios invadidos, ou seja, a massa do

aglomerado da percolagdo por invasdo, aumenta com o tamanho L da rede da seguinte

forma.:

M(L) ~ LP*, (2.14)

No limite assintético, D é a dimensao fractal do aglomerado.

Quando a regra de aprisionamento ndo ¢ levada em conta, a dimensio fractal dos
aglomerados invasores coincidem com as dimensoes fractais dos aglomerados percolantes
criticos da percolagio ordindria. Porém, quando a regra de aprisionamento é considerada,
verifica-se a que a universalidade pode ser quebrada [66]. Os expoentes criticos calculados
para para redes bidimensionais sao bastante sensiveis ao fenémeno de aprisionamento. Isto
pode ser entendido lembrando que, devido ao aprisionamento, o mimero de sitios invadidos
guando o fluido invasor percola é menor do que no caso sem aprisionamento. Em geral,
quando aumentamos o tamanho da rede, o nimero e o tamanho das regides aprisionadas
sio maiores. Conceitualmente, isto diminui a dimenséo fractal do aglomerado final, sendo
seu valor estimado em Dy = 1.82 [17). Em estudos experimentais da percolagao por
invasdo com aprisionamento, Lenormand e Zarcone [67] mediram as dimensoes fractais
dos aglomerados encontrando valores no intervalo 1.80 < Dr < 1.83.

O caso tridimensional é objeto de estudos ainda hoje. Aqui, a regra de aprisio-
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namento tem efeito muito menor uma vez que para aprisionar regides de fluido defensor,
o invasor deve formar superficies fechadas. Quando o fluido invasor percola, o numero de
sitios invadidos é praticamente indistinguivel do caso sem aprisionamento uma vez que
as regides aprisionadas sio pequenas [17). Desta forma, ndo podemos detectar diferencas
significativas entre dimensdes fractais dos aglomerados da invasdo com aprisionamento e
da percolagio ordindria. No entanto, outros expoentes criticos relacionados com a per-
colagdo por invasio com aprisionamento tém sido calculados e utilizados na identificagao
das classes de universalidade.

Os resultados mais recentes, apresentados por Sheppard et al [66] em 1999, apon-
tam para o seguinte cendrio. Em duas dimensdes, a percolagao por invasdo € caracterizada
por duas classes de universalidade: uma para a invasao com aprisionamento, e outra, co-
incidente com a percolagdo ordindria critica, para o caso de invasio sem aprisionamento.
O caso tridimensional revela uma situacio diferente. A percolagdo por invasio de sitios
com e sem aprisionamento pertence a mesma classe de universalidade que a percolacao
ordinéria. Porém, surpreendentemente, a percolagio por invasao de ligagOes com apri-
sionamento estd em uma outra classe de universalidade, como ja havia sido apontado
recentemente por Porto et al [68].

O mecanismo de formacio dos aglomerados na percolagao por invasao, pode ser
analisado através do perfil de aceitagao ay(r) [17]. Introduzido por Wilkinson e Wil-
lensem, o perfil de aceitacao é definido como a razao entre o numero de niimeros aleatérios
no intervalo [r,7 + dr] aceitos no aglomerado e o total de numeros aleatorios que estao
neste intervalo e que tornaram-se disponiveis para invasao.

Formalmente o perfil de aceitagdo pode ser escrito como

anl(r) = (n® de n° aleatorios [r,r + dr] aceitos no aglomerado);
v (n° de n°* aleatorios disponiveis em [r,7 + dr])L

(2.15)
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Figura 2.1: Perfil de aceitagio para a percolacdo por invasio de sitios na rede quadrada.

onde o sfmbolo (...); denota média de ensaios realizados sobre aglomerados construidos
em redes de tamanho L.

Na Fig. 2.1, mostramos o perfil de aceitagao para a percolagdo por invasao sem
aprisionamento. Podemos ver que todos os niimeros aleatdrios pequenos que se tornam
disponiveis para a invasdo sdo aceitos no aglomerado, enquanto os numeros aleatorios
grandes sdo rejeitados. A Fig.2.1 indica que, no limite de uma rede infinita, o perfil de
aceitacdo tende a uma funcdo degrau cuja descontinuidade estd em um numero aleatério
r.. Isto significa que todos os sitios com 7 < 7. sdo invadidos. O valor de 7. coincide
com o limiar da percolacéo ordinaria, ou seja, 7. = p. [69]. Este fato, juntamente com a
coincidéncia das dimensdes fractais dos aglomerados construidos na percolagdo ordindria e
na percolacio por invasio (sem aprisionamento), leva a comunidade cientifica a acreditar
que esses aglomerados sejam equivalentes. N&o existe, porém, nenhuma prova direta
desta conjectura. Um aglomerado tipico construido através da percolagao por invasao

sem aprisionamento, simulada em uma rede quadrada de tamanho L = 401, pode ser
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Figura 2.2: Aglomerado tipico de um processo de invasao sem aprisionamento. O processo
de invasdo comeca no centro da rede.

visto na Fig.2.2

A introducdo da regra de aprisionamento produz mudangas drasticas nas carac-
teristicas do sistema. O perfil de aceitacdo ndo se aproxima de uma fun¢do degrau, uma
vez que muitos sitios que seriam invadidos ficam aprisionados. Assim, o perfil de aceitacao
ndo exibe descontinuidade, pelo contrario, passa continuamente de um valor finito para
oo (r) = 0, em algum ponto r.. No entanto, a fragao de ocupagao total deve coincidir com
o limiar da percolagdo ordinaria. Esta coincidéncia acontece pois a regra do aprisiona-
mento eventualmente impede que alguns sitios com nimeros aleatérios associados r < 7.
sejam invadidos, mas ndo obriga que sitios com r > 7, ndo sejam ocupados.

No caso tridimensional, o perfil de aceitagdo apresenta um ligeiro afastamento
em relagdo a uma fungdo degrau. Porém, neste caso, o desvio é pequeno comparado

a0 caso bidimensional. Este desvio pequeno acontece pois, como as regioes aprisionadas
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sdo pequenas, restam dentro delas poucos sitios com ndmeros aleatdrios pequenos e que
foram proibidos de serem invadidos. Neste caso, o ponto onde o perfil de aceitagao se
anula coincide com o limiar da percolagdo ordindria [17, 70].

Por se tratar de um bom candidato a descrever o processo de deslocamento de flu-
idos através de meios porosos, os modelos de percolagio por invasio tém recebido bastante
atenciio. Vérios pesquisadores tém apontando evidéncias experimentais que corroboram
as predigoes do modelos de invasao [67, 71]. Mesmo do ponto de vista tedrico, muito tra-
balho tem sido dedicado & compreensao das propriedades fundamentais dos aglomerados
gerados pelos processos de invasdo. Furuberg et al [72] estudaram a probabilidade Q(R, t)
de que um sitio, a uma distancia R do ponto de injecao, seja invadido no instante de
tempo t. Eles concluiram que uma lei de escala dinamica governa o comportamento de
Q(R, t). Esta lei pode ser escrita matematicamente na forma

D
=),

Q(R,t) ~ 17 f( (2.16)

onde f(u) ¢ uma fun¢io de escala que comporta-se como flu) ~u™ para (u << le
f(u) ~ u=® para (u >> 1). Esta funcio de escala dindmica implica que os sitios com
maior probabilidade de invasio estdo dentro de uma regiao de tamanho linear R ~ tﬁlF.
Através de uma andlise do desenvolvimento temporal da percolagdo por invasio, Roux e
Guyon [64] argumentam que os expoentes g, € ap sao dados pora; =leay =7+0 —
- )

Devido a sua versatilidade, os modelos de invasdo tém sido estendidos também
para meios continuos [73], desordenados [74, 75] e meios com desordem correlacionada

[76]. Na préxima secio apresentamos o modelo de percolagao por invasao maultipla [24],

que permite a invasdo simultdnea de varios sitios.
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2.5 A percolacao por invasao miiltipla

No modelo de percolagdo por invasdo, em cada passo do processo apenas um sitio
da rede é invadido. Porém, com o passar do tempo muitas modificacdes foram propostas.
Através delas foram introduzidos o efeito do campo gravitacional [69, 19, 59], o fluxo em
alguma direcdo privilegiada (20}, fendmenos de formagdo de dedos viscosos (fingering) em
solos [21] entre outras. Recentemente, estudamos o efeito da invasao simultanea de varios
sitios da rede, o que torna o modelo mais realistico e préximo dos experimentos. Em
particular propomos dois novos modelos de percolagao por invasdo miltipla [24], os quais

batizamos de modelo perimetral e de modelo otimizado.
2.5.1 O modelo perimetral

A idéia mais simples e natural de introduzir a invasao simultinea de vérios sitios
é considerar que o fluxo de fluido invasor seja proporcional ao perimetro do aglomera-
do. Para isso, introduzimos um parametro ¥ (F € [0,1]) que representa a fragdo de
sftios perimetrais a serem invadidos em cada passo da invasdo. Assim, se o perimetro
do aglomerado em alguma etapa t de crescimento for M,(t), o nimero de sitios a serem
invadidos na préxima etapa serd NSI(t + 1) = FM,(t), ou seja, o fluxo de fluido através
do perimetro é constante. A invasao destes NST sitios obedece 3 regra de capilaridade,
ou seja, sao invadidos os sitios com os menores nimeros aleatorios associados. Quando
F = 0 (ou NSI < 1), nosso algoritmo obriga que um tnico sitio seja acrescentado ao
aglomerado. Obviamente, o caso F' = 0 corresponde a invasao ordindria.

Verificamos que, para todos os valores de F' # 0, o ritmo da invasio é tao grande
que todos os sitios disponiveis no perimetro sdo ocupados, resultando sempre em aglo-
merados compactos. Para a rede quadrada, estes aglomerados assumem a forma de um

losango inscrito na rede.

Com o intuito de diminuir o ritmo da invasdo, introduzimos o seguinte calculo

|FSC_USP SERVI?NOFgFE‘MBAI(B;;IOOTECA
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Figura 2.3: Dimensao fractal dos aglomerados do modelo de invasao multipla para dife-
rentes valores do parametro F.

para o numero de sitios a serem invadidos: seja N,(t) o nimero de sitios que compoe 0
perimetro do menor retangulo que contém o aglomerado de invasio na etapa ¢ do processo.
No passo (t + 1) invadimos um niimero de sitios correspondente a uma certa fracdo F
deste perimetro, ou seja, NSI(t + 1) = FN.(%).

Variando o parametro F, os aglomerados evoluem de uma forma ramificada seme-
lhante & da percolagdo ordindria para uma forma circular quando F ~ 0.35. Finalmente,
tornam-se estruturas compactas com a forma de um losango inscrito na rede para F' > 0.5.
Do ponto de vista da dimensao fractal, este procedimento garante uma mudanca continua
de D no intervalo [3,2].

O perfil de aceitagdo deste modelo aproxima-se de uma funcao degrau, mas neste
caso, r. mostra uma clara dependéncia com F, evoluindo continuamente de 1, = p. em

F = 0 até r, = 1 quando F = 1. Desta forma, nosso modelo perimétrico de invasao

miltipla constitui uma interpolagdo continua entre os aglomerados da percolagdo por
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Figura 2.4: Perfis de aceitaciio do modelo de invasio miltipla para diferentes valores do
parametro F'.

invasao ordindria e o caso compacto.
2.5.2 O modelo otimizado

O modelo que denominamos otimizado [24], consiste em construir aglomerados
cujas dimensoes fractais possam ser controladas. A idéia é criar um modelo de crescimento
que, em qualquer instante, obedeca a relagdo de escala M ~ RgP. Aqui, D é interpretado
COmo um mero parametro que pode assumir qualquer valor real no intervalo (0, co). Nosso
algoritmo de otimizacdo requer que D coincida com a dimenséo fractal dos aglomerados.

Para construir o algoritmo de otimizagio da percolagdo por invasdo, precisamos
que, em uma etapa (t) do crescimento, sejam conhecidas algumas caracteristicas do aglo-
merado, como a sua massa M (t), o seu raio de giragdo Rg(t) e a sua massa perimetral
M, (2).

Organizamos os sitios de crescimento M, (t) em ordem crescente de seus niimeros

aleatorios associados. Assim, cada elemento situa-se em uma posigio k (1 < k < M, (1))
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de uma lista que chamamos de lista de sitios de crescimento.

Para cada membro da lista, calculamos o raio de giragdo do passo posterior
(Rg(t + 1)) se todos os sitios até a posicdo k da lista fossem invadidos. Conhecendo
este novo raio de giragio, podemos calcular também a massa que o aglomerado deveria
ter no passo (t+1). Na pritica, esta massa, que chamamos de massa esperada do aglome-
rado e denotamos por M,, é obtida da seguinte forma. Em uma etapa de crescimento ¢, a

massa e o raio de giracio do aglomerado estao relacionados através da relagdo de escala

M(t) o« (Rg(t))°. (2.17)

Na préxima etapa de crescimento esta relagao deve ser mantida, ou seja

M{t+1) « (Rg(t+1))°. (2.18)

Assim, na etapa £ + 1, a massa esperada deve ser

M,(t+1) = M(t) (5’%;(—;1—)) (2.19)

Em geral, esta quantidade é diferente da massa reslmente possivel (M(t +1) =
M(t) + k) uma vez que o aglomerado sempre cresce por um nimero inteiro enquanto a
massa esperada pode assumir qualquer valor real.

O caleulo do nimero de sitios a serem invadidos é feito com uma pesquisa através
de toda a lista de crescimento, onde procuramos o valor de k para o qual a massa esperada
esteja mais proxima possivel da massa real, ou seja, procuramos 0 valor de k que coincida
com min |M,(t + 1) — M(t + 1)].

A simulacio deste modelo em um rede quadrada mostra que, variando o parametro

D, podemos identificar trés regimes de crescimento distintos:

i - Na regido 0 < D < 1.89, para que a lei de escala seja satisfeita, o valor ideal
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do ntimero de sitios a serem invadidos corresponde a menos de um sitio. Entretanto o
algoritmo proibe que isto ocorra e o crescimento se faz como na invasdo ordindria. Neste
sentido, dizemos que o sistema ¢ frustrado e a dimensao fractal ndo pode ser controlada.

#i - Para D no intervalo 1.89 < D < 2, o algoritmo de otimizac¢do ¢ perfeitamente
satisfeito. Nesta regiao as dimensdes fractais dos aglomerados coincidem com o parametro
D em toda etapa de crescimento e em qualquer escala, isto €, a dimensao fractal é um
parametro estével durante todo o crescimento do aglomerado e nao somente em um limite
assintético. A Fig.2.5 mostra a evolugio da massa do aglomerado, como funcio de seu raio
de giragdo, em um experimento tipico da percolagao por invasao ordindria e do modelo
otimizado com D = 1.89. Em nosso modelo, a relagio de escala ¢ mantida durante todo o
processo de crescimento, sem a necessidade de efetuar médias sobre muitos aglomerados.

i1 - Quando D > 2 o sistema é novamente frustrado. No entanto esta frustracao
ocorre de maneira bastante diferente daquela da regidgo 0 < D < 1.89. O crescimento
dos aglomerados, na maioria das etapas, acontece cOmo na invasao ordindria. Entretanto,
em algumas etapas, uma grande quanti‘dade de massa é repentinamente acrescentada ao
aglomerado (bursts).

Como as dimensdes fractais dos aglomerados do modelo otimizado podem ser
sintonizadas no valor do pardmetro D (regidgo 0 < D < 1.89) e mantém-se fixas durante
todo o processo de crescimento, os aglomerados podem ser muito uteis no tratamento
estatistico de problemas que envolvem sistemas diluidos. Por exemplo, um grande pro-
blema no estudo de sistemas de spins definidos sobre redes diluidas € que a determinagao
das propriedades fisicas do sistema envolve, em geral, duas médias: uma média térmica
para a obtencio das fungbes termodindmicas € uma outra média geométrica, feita so-
bre as configuracoes de desordem, ou seja, sobre diferentes fractais [6]. As quantidades
termodindmicas avaliadas para apenas uma configuragio geométrica ndo podem ser con-

sideradas representativas, uma vez que ocorrem grandes flutuacdes de um fractal para
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Figura 2.5: Comparagdo da evolugdo das massas dos aglomerados do modelo otimizado
(D = 1.89) e da invasdo ordindria.

outro. Nosso modelo pode gerar estruturas desordenadas com dimensoes fractais pré-
determinadas e cuja estrutura é completamente estabilizada. Isto significa que as relagoes
de escala obedecidas pelas nossos aglomerados sao vélidas em qualquer instante, e nao
somente no limite assintético. Assim, durante a simulagdo de algum modelo definido so-
bre estes fractais, a necessidade de média geométrica pode ser diminuida ou até mesmo
eliminada [27, 77].

Embora os mecanismos de crescimento e a principais propriedades dos modelos
de percolacao por invasido multipla ji tenham sido investigadas, resta ainda caracterizar
os aglomerados segundo suas propriedades estruturais [78]. Muitas das propriedades de
transporte em meios desordenados dependem da estrutura interna dos aglomerados. A

determinacao e caracterizagio destas estruturas sao os assuntos do nosso préximo capitulo.



Capitulo 3

Caracterizacao dos aglomerados da
percolacdo por invasao miultipla

3.1 Estrutura interna dos aglomerados de percolacao

Os aglomerados percolantes criticos sdo frequentemente usados como protdtipos
de meios desordenados para a simulagdo de uma variedade de fenémenos fisicos. Os exem-
plos mais comuns incluem a propagagao de epidemias [13], o escoamento de fluidos através
de meios porosos [15] e a difusdo de particulas em sistemas diluidos [79]. A morfologia
complexa dos aglomerados exerce um papel fundamental nas principais propriedades de
transporte de carga e massa e, muitas vezes, estas propriedades nao podem ser descri-
tas totalmente em funcio somente das caracteristicas geométricas dos aglomerados. Em
muitas circunstincias, faz-se necessirio o conhecimento detalhado da estrutura interna
do aglomerado. Andlises detalhadas da estrutura interna do aglomerados percolantes
criticos mostraram que ele apresenta uma variedade de subestruturas auto similares [5], e
que as propriedades fisicas dos sistemas definidos sobre estes aglomerados relacionam-se
diretamente com as propriedades geométricas destas subestruturas.

Provavelmente, a principal subestrutura do aglomerado seja o seu esqueleto (5].
O esqueleto do aglomerado é constituido pela unido de todos os caminhos auto-exclusivos

que conectam dois pontos P; e P separados por uma distincia R comparavel ao compri-
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mento de correlacao £ {25, 26). Isto significa que se submetermos os pontos P, e P, a uma
diferenca de potencial, podemos identificar o esqueleto como o conjunto de todos os sitios
do aglomerado que conduzem corrente. Os ramos que nao contribuem para o transporte
de carga sdo chamados pingentes e podem ser descartados (exceto no caso de escoamento
de fluidos escoando com altas velocidades onde aparecem, nos pingentes, zonas de tur-
bilhonamento, as quais possuem grande influencia no processo de deslocamento do fluido
[34, 35]). Assim, o esqueleto, sozinho, determina a condutividade de toda a estrutura
desordenada existente entre estes dois sitios.

Uma vez que é o responsdvel pelas propriedades de transporte em meios desor-
denados, o esqueleto dos aglomerados da percolagao ordindria tém sido objeto de estudos
extensivos. Varios modelos foram propostos para tentar descrever a estrutura do esqueleto
dos aglomerados. Em particular, trés modelos merecem destaque:

(a) O modelo de nés e ligagbes proposto por Skal e Shklovskii [80] e, indepen-
dentemente, por de Gennes [81], é um modelo que vé o esqueleto como sendo formado
por cadeias lineares de sitios ocupados (conexdes). Os pontos onde as conexdes se juntam
formam nds. Neste modelo, os nés estariam separados por uma distancia da ordem do
comprimento de correlacio. Em uma imagem pictérica, o esqueleto seria parecido com
uma rede de pesca. O modelo de nés e conexdes descreve muito bem os sistemas com
dimensdo d > 6, mas falha em sistemas de baixa dimensao (2<d<6).

(b) O carpete de Sierpinsky: Gefen et al [82] propuseram um modelo de esqueleto
exatamente oposto ao modelo de nés e conexdes . Aqui, o esqueleto é uma estrutura fractal
onde somente sftios multiplamente conectados sdo permitidos, enquanto as cadeias lineares
sao desprezadas. Este modelo ¢ exatamente soliivel, mas fornece bons resultados somente
para sistemas de baixa dimensao.

(¢) O modelo nés-conexoes e bolhas: Através de simulacdes numéricas, Stanley

[26, 83] observou que os sitios do backbone poderiam ser divididos em duas categonas:



3.1 Estrutura interna dos aglomerados de percolagao 33

conexdes ou cadeias lineares de sitios ocupados e bolhas de sitios multiplamente conectados
(bolhas). O modelo nés-conexdes e bolhas é um modelo hibrido, no qual agregados de
sitios multiplamente conectados (como proposto por Gefen) sio mantidos juntos pelas
cadeias praticamente unidimensionais de Skal,Shklovskii e de Gennes. Estudos recentes
tém mostrado que este modelo apresenta resultados muito bons para diversos sistemas,
constituindo-se no modelo de esqueleto aceito atualmente pela comunidade.

As propriedades geométricas dos esqueletos dos aglomerados percolantes criticos
tém sido estudadas por diferentes métodos, incluindo expansoes em séries e métodos
de Monte Carlo [5]. Nao existe, porém, nenhum calculo analitico para os valores das
dimensoes fractais. As estimativas numéricas mais precisas apontam para os valores Dg =
1.647(4) [84] para sistemas bidimensionais e Dp = 1.74(2) [85] para o caso tridimensional.

Quando os dois pontos P, ¢ P, do esqueleto sdo submetidos a uma diferenca
de potencial, é possivel identificar alguns sitios pelos quais passa toda a corrente. Se
algum destes sitios for removido, todo o escoamento de carga cessa. Do ponto de vista
geométrico, o aglomerado separa-se em pelo menos dois aglomerados finitos totalmente
desconectados. O ntimero de tais sitios, conhecidos como pontos de estrangulamento ou
red points, escala com o tamanho da rede com um expoente D, (N, ~ LPr) [83, 86, 87].
Utilizando o mapeamento existente entre o modelo de percolagao por ligagdes e o modelo
de Potts (g = 1), Coniglio [87] demonstrou que, para sistemas bidimensionais, D, = 2
onde v é o expoente critico associado ao comprimento de correlagao. Segundo o modelo
nés-conexdes e bolhas, os pontos de estrangulamento podem ser interpretados como bolhas
formadas por apenas 1 sitio.

Enquanto os pontos de estrangulamento sdo sitios indispensaveis para o trans-
porte de carga, nas regides multiplamente conectadas existem muitas rotas paralelas ou
ciclos por onde o escoamento pode ocorrer. Do ponto de vista estritamente geométrico,

ciclos podem ocorrer em todo o aglomerado e nio somente no esqueleto. Imagine que,
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em um aglomerado cada par de sitios primeiros vizinhos ocupados estejam conectados
por uma ligagdo. Como resultado, um aglomerado de M sitios forma um grafo conec-
tado por N, ligagbes. Muitas vezes, podemos facilmente identificar ciclos elementares
(ou seja, ciclos que ndo contém outros ciclos) nestes grafos. O nidmero de ciclos (ou
nimero ciclomético), N, relaciona-se com o nimero de sitios dos aglomerado e com o
niimero de ligacdes presentes através de uma equagao conhecida como férmula de Euler
[47): N;= Ny—M+1. Por exemplo, um aglomerado de quatro sitios ocupados embebidos
em uma rede quadrada pode formar um ciclo se houverem quatro ligacdes conectando os
pares de primeiros vizinhos. J& em um aglomerado de seis sitios e sete ligagdes, podem
haver dois ciclos. Um aglomerado percolante critico pode ser interpretado com um grande
grafo conectado, onde é possivel a existéncia de N; ciclos. Na criticalidade, o niimero de
ciclos escala com o tamanho da rede com um expoente Dy; (N = L?).

Podemos ainda identificar outra grandeza importante para o aglomerado e o es-
queleto: o menor caminho ou “distancia quimica " Lmin [79] entre dois pontos. Esta
grandeza, como o proprio nome sugere, é definida como o comprimento do menor caminho
que conecta dois sitios P, e P, pertencentes ao aglomerado percolante e que estao separa-
dos distancia Euclideana R. Geralmente a distancia quimica é maior do que a distancia
Euclideana entre estes pontos uma vez que regides que nao pertencem ao aglomerado de-
vem ser contornadas. Esta quantidade escala com o tamanho do sistema segundo uma lei
de poténcias, sendo Dyin seu expoente critico. Uma série de relacoes de hiperscala tem
sido propostas com o intuito de relacionar Dpx a outros expoentes criticos da percolagao,
mas, até agora, sem sucesso. Embora nio exista, ainda, um calculo exato, estimativas
numéricas muito precisas apontam para o valor Dy = % para sistemas bidimensionais
(84].

Uma outra subestrutura do aglomerado, chamada de esqueleto eldstico [86], é

definida como a unido de todos os menores caminhos que conectam os dois sitios P; e Ps.
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O esqueleto elastico é responsdvel pela transmissao de tensoes mecanicas (elasticidade da
rede) quando o sistema é submetido a forcas externas [9].

Em geral, as propriedades eldsticas do sistema dependem do tipo de tensao aplica-
da. Feng e Shen [9] encontraram que, quando o aglomerado é submetido a forgas angulares,
o médulo de Young apresenta um comportamento critico idéntico ao da condutividade,
isto é, anula-se com o mesmo expoente. Neste caso a existéncia do esqueleto eldstico
garante a elasticidade de toda a rede. Porém se as forcas aplicadas forem puramente
centrais, o0 médulo de Young da rede ndo exibe o comportamento critico esperado. Neste
caso, a transmissdo das tensoes mecdnicas é descrita por um novo tipo de percolagao,
conhecida como percolagio de rigidez (ver Apéndice) que leva, inclusive, ao surgimento
de novas classes de universalidade [10, 88].

Assim como o esqueleto do aglomerado, o esqueleto eldstico também possui pontos
de estrangulamento, cujo ndimero escala com o tamanho da rede segundo uma lei de
poténcias. Seu expoente de escala é D, ainda néo foi determinado.

O conceito de dimensédo fractal do aglomerado e suas subestruturas é hoje bem
estabelecido. No entanto, nos tltimos anos, distribuicdes de probabilidades para estas
estruturas tem despertado bastante interesse da comunidade cientifica. Como exemplos
destas distribuigés podemos citar a probabilidade P(M, R) de que exista um aglomerado
de massa M em uma regido cujo tamanho linear é R, ou ainda, a probabilidade P(lsin, R)
de que dois pontos P, e P, separados pela distancia euclidana R sejam conectados por uma
distancia quimica Ly [79]. Por meio de simulagdes numéricas, Neumann e Havlin {78, 89]
sugeriram que estas distribuigdes obedecem a fungdes de escala de um inico parametro
(no caso do aglomerado, z = E"ﬁ’;) Recentemente, Stanley et al [90] mostraram que o
esqueleto e o esqueleto eldstico também obedecem a fungdes de escala, com o parametro

Ms ex= Mg

T RDB RDE "

Existe um consenso de que as distribui¢cdes de probabilidades sao escritas como
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P(M; R) = M7 f(57) (3.1)

onde M; é a massa da estrutura e D; sua dimensdo fractal. O termo M;' surge da
condi¢do de normalizagao [ P(M;, R)dM; = 1. A funcdo de escala, f(z) tem a forma
#(z) ~ z%ezp(—ca?).

Em resumo, o esqueleto e o esqueleto eldstico sdo as estruturas mais importantes
dos aglomerados percolantes criticos e a determinagao de suas propriedades podem levar
a um melhor entendimento de tais objetos. Os parimetros relevantes a serem medidos
sao a massa, 0s menores caminhos, o nimero de pontos de estrangulamento e 0 nimero
de ciclos. Na crititicalidade, estas quantidades escalam com o tamanho da rede segundo
uma lei de poténcias. Desta forma, podem ser caracterizadas pelos seus correspondentes
expoentes de escala [86], calculados através de um andlise do comportamento assintético
das grandezas relevantes ou utilizando as distribui¢oes de probabilidade.

Neste capitulo, apresentamos um estudo detalhado das estruturas do esqueleto
e do esqueleto eldstico dos aglomerados da percolagio por invasdo miultipla [24, 27, 77],
tanto para modelo perimétrico quanto para o otimizado. As propriedades estruturais dos
aglomerados da. percolagdo por invasio ordindria, que surge como um caso particular de
nosso modelo perimétrico (F = 0), sdo investigadas pela primeira vez. Nossos resultados
corroboram a crenca de que os modelos de invasao ordindria de percolacao ordindria
pertencem a mesma classe de universalidade. Neste trabalho, a identificacdo das subes-
truturas do aglomerado foram determinadas utilizando um algoritmo conhecido como o
método das queimadas (burning method) introduzido por Herrmann et al [86), e que sera

discutido na préxima segao.
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3.2 O método das queimadas

Existem, disponiveis na literatura, vérios algoritmos eficientes que podem ser
utilizados na identificagdo dos esqueletos dos aglomerados. Em geral, a escolha do algo-
ritmo a ser utilizado depende das grandezas de interesse do usudrio. Alguns algoritmos,
baseados em métodos recursivos e inteligéncia artificial (91, 84], sGo muito eficientes na
identificacdo do esqueleto e da distincia quimica, mas que falham ou devem ser adaptados
para o cilculo dos pontos de estrangulamento e identificacio de ciclos nos aglomerados.
No entanto, um algoritmo proposto por Herrmann et al [86], conhecido como método das
queimadas ou burning method, permite a identificagdo praticamente simultinea de todas
as estruturas do aglomerado. Este algoritmo é composto por trés etapas ou queimadas,
descritas abaixo.

a - Primeira queimada: Escolhemos dois pontos P; e P, separados por uma
distancia comparavel ao comprimento de correlagao. No passo £, o sitio P, é queima-
do adquirindo um indice 1; no passo i, todos os seus primeiros vizinhos ocupados sdo
queimados e adquirem um indice de valor 2. No passo i1, todos os primeiros vizinhos
ocupados de sitios queimados no passo t; (e que ainda nao foram queimados) recebem
um rétulo i + 1. O processo termina quando todos os sitios do aglomerado tiverem sido
consultados. Tal procedimento nos permite obter o comprimento do menor caminho entre
os pontos P, e Py, lmin, correspondente ao nimero de passos necessarios para queimar o
sitio em P,. Além disso, o niimero de ciclos do aglomerado pode ser avaliado simplesmente
contando o nimero de vezes que um mesmo sitio é queimado no passo 1.

b- Segunda queimada: A segunda queimada permite a identificagio do esquele-
to eldstico do aglomerado e seus pontos de estrangulamento. Nesta etapa do algoritmo,
partimos do ponto P, e queimamos todos os sitios cujos indices 7 sdo menores do que os

dos sitios queimados no passo anterior. Com esta condi¢ao, somente os sitios do esqueleto
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eléstico sio escolhidos. A massa do esqueleto eldstico é o niimero total de sitios queimados
durante este processo, enquanto o nimero de pontos de estrangulamento corresponde ao
niimero de passos em que somente um sitio é gueimado.

¢ - Terceira queimada: Nesta etapa do algoritmo construimos o esqueleto do
aglomerado a partir do esqueleto eldstico. A queimada ¢é feita a partir dos sitios F; onde
ciclos foram fechados durante a primeira queimada (os sitios do esqueleto eldstico devem
ser excluidos). Nos ciclos, um sitio pode ser queimado no passo ti41 se o seu indice for
menor do aquele queimado no passo anterior. Este ciclo pode fazer parte do esqueleto
somente se ele alcancar o esqueleto eldstico por mais de um caminho, caso contririo ele é
um pingente. Este procedimento de queima deve ser repetido até que nenhum sitio possa
ser acrescentado ao esqueleto. Com isso, podemos obter o nimero de sitios (massa), o
niimero de ciclos e o niimero de pontos de estrangulamento do esqueleto.

Uma amostra visual do resultado obtido pode ser vista na Fig.3.1. Nela os pin-
gentes sdo assinalados em cinza enquanto o conjunto colorido representa o esqueleto. Os
pontos de estrangulamento do aglomerado s&o mostrados em vermelho e cor-de-rosa. O
conjunto de cores amarelo, vermelho e cor de rosa representa o esqueleto elastico, sendo
que seus pontos de estragulamento estao assinalados em cor de rosa.

Geralmente, este processo de queimadas consome muito tempo de computagao,
principalmente durante a fase de construgao do esqueleto. Normalmente, o tempo de
computacio requerido aumenta quadraticamente com o nimero de ciclos do aglomerado.
Recentemente, Porto et al [90] introduziram melhorias no método das queimadas, elimi-
nando algumas redundancias existentes no processo de queima dos ciclos e sua inclusao
no esqueleto. Com isso, o tempo de computagao € reduzido, dependendo linearmente do
nimero de ciclos.

Utilizando o método das queimadas original, estimamos todas as grandezas rela-

cionadas aos aglomerados da percolagio por invasio miltipla. Através das relacoes de
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Figura 3.1: Amostra das estruturas identificadas pelo método das queimadas.

escala entre estas grandezas e o tamanho da rede, podemos calcular os expoentes de es-
cala para diversos valores dos pardmetros F' e D dos modelos perimétrico e otimizado.
Particularmente, investigamos as mudancas das propriedades fisicas das estruturas devido

a variacao dos parametros F' e D.

3.3 O modelo perimétrico

No modelo perimétrico de percolagio por invasao multipla, a invasao é controlada.
pelo perimetro do retdngulo no qual o aglomerado estd inscrito: invadimos um numero
de sitios correspondente a uma fracao F' deste perimetro. Variando o pardmetro F', os
aglomerados evoluem de uma forma ramificada (F' = 0) para estruturas compactas quando
F > 0.5. Com isso, a dimensao fractal (D) muda continuamente no intervalo [35, 2] [24].

Aqui, estudamos o comportamento fractal esqueleto, esqueleto eldstico, menores

caminhos, pontos de estrangulamento e niimero de ciclos para aglomerados crescidos a
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Figura 3.2: Logaritmo da Massa do Esqueleto (Mp) versus o logaritmo de L. A inclinagdo
da reta é uma estimativa da dimenséo fractal do esqueleto

partir do sitio central de uma rede quadrada.
3.3.1 O esqueleto e o esqueleto elastico

Atualmente, acredita-se que a percolagdo por invasaoc ordindria corresponda &
percolagio ordindria critica (17, 70]. Porém, embora os pontos criticos e as dimensoes
fractais coincidam, os aglomerados ndo sao necessariamente os mesmos. Estranhamente,
nenhum calculo dos expoentes criticos do esqueleto e esqueleto elastico dos aglomerados da
percolagio por invasdo havia sido realizado. Desta forma, nosso primeiro passo consistiu
em estudar as estruturas dos aglomerados da invasao ordinaria e comparar seus expoentes
com os da percolagio ordindria.

Para o esqueleto, os dados sdo de boa qualidade e podemos facilmente obter o
valor Dp(F = 0) = 1.64(1) para a dimensao fractal. Este valor é totalmente compativel
com aguele obtido por Grassberger para a percolagio ordinaria [84]. Porém, durante a

andlise dos dados referentes ao esqueleto eldstico, constatamos a necessidade de introduzir
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correcdes de escala devido a efeitos de tamanho finito. Para isso, adotamos o método da
razdo descrito por Herrmann e Stanley [92). Neste método, para cada par de valores
sucessivos de L, calculamos um expoente efetivo D.s(L) através da inclinagao local de
In(M) z In(L). Em seguida, extrapolamos o valor do expoente para o limite L = o0
através do grafico Dy (L) versus L—!. Utilizando este procedimento, encontramos, para
F = 0, o expoente Dg = 1.17(4). Este valor que estd em boa concordincia com aquele
obtido por Herrmann et al [86] para a percolacéo ordindria: Dg = 1.10(5). Este proce-
dimento também foi adotado no estudo dos aglomerados gerados para outros valores de
F.

Na Tab.3.1 reunimos todos os expoentes para varios valores de F. Com o aumento
de F', a dimensdo fractal do esqueleto tende rapidamente a 2. Por outro lado, o esqueleto
eldstico tende a uma reta que une o centro da rede ao ponto onde o aglomerado toca a
fronteira e, com isso, sua dimensao fractal tende rapidamente a 1. Os valores para as
dimensdes fractais tanto do esqueleto, quanto do esqueleto eldstico foram confirmados
através do cdlculo das distribuicBes de probabilidade P(M;, R) [78]). O valor D; para o
qual todas as curvas, estimadas para diferentes tamanhos de rede, colapsam em uma s6
curva coincide com os valores dos expoentes calculados via comportamento assintdtico.

Uma amostra destas curvas pode ser vista na Fig.3.3 para F=0.

3.3.2 Os pontos de estrangulamento

O ndmero de pontos de estrangulamento, N, escala com o tamanho da rede L

como (83]

Ny ~ LD'- (32)
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F

Dy

D,

D { D min

0.01)

1.88

0.77

1.98 | 1.14

0.0@

1.64

0.77

1.72 | 1.14

0.0®

1.17

1.08

1.19 | 1.14

0.1

1.98

0.38

1.99 | 1.05

0.12

1.89

0.38

1.92 | 1.05

0.1®

1.05

1.10

1.17 | 1.05

0.2(0

1.99

0.29

1.99 | 1.05

0.212

2.00

0.29

2.00 | 1.05

0.2

1.02

1.08

1.11 { 1.05

0.3

1.98

0.07

1.95 | 1.04

0.3®

2.00

0.07

1.94 | 1.04

0.30)

1.03

1.03

1.12 | 1.04

0.4

1.99

0.05

1.97 | 1.02

0.4

2.00

0.05

1.97 | 1.02

0.4

1.01

1.01

1.00 | 1.02

0.5

2.00

0.00

2.00 | 1.00

0.5

2.00

0.00

2.00 | 1.00

0.58)

1.00

1.00

0.00 | 1.00

Tabela 3.1: Expoentes de escala para o modelo perimétrico. (1) - Aglomerado, (2) -

Esqueleto, (3) - Esqueleto Eléstico
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Para o caso da percolagio ordindria, o expoente relacionado ao comportamento
critico de N, foi calculado exatamente por Coniglio [87] (Dr = 1=9.

A anslise dos nossos dados indica que séo necessdrias corregoes de escala do
mesmo tipo que aquelas feitas para o esqueleto eldstico. Nosso resultado, obtido para
a percolagio por invasio, D (F = 0) = 0.77(2) estd em boa concordancia com o valor
exato do modelo de percolagdo ordindria. Quando aumentamos o valor de F, o expoente
D, diminui, e tende ao valor D, = 0 quando F' = 0.50. Isto indica que os pontos de
estrangulamento desaparecem para estruturas compactas.

Para o esqueleto eldstico obtivemos o valor D, = 1.08(5) para a invasao ordindria
(F = 0). Porém, com o aumento de F' o esqueleto elastico tende a distancia euclideana
entre o centro e a borda da rede. Assim, todos os sitios pertencentes a ele sao pontos de

estrangulamento e entdo D, — 1.
3.3.3 Os ciclos

Em redes regulares o nimero de ciclos ¢ facilmente calculado. Considere uma
rede regular bidimensional de tamanho L e nimero de coordenacdo g, com condigoes
periédicas de contorno. Existem, entdo, M = L? sitios e 1L? ligacoes. Utilizando a
férmula de Euler podemos concluir que o niimero de ciclos é da ordem de L%. Porém, em
aglomerado fractais, onde uma ligagao s6 pode existir entre dois sitios primeiros vizinhos
ocupados, o célculo de Ny ndo pode ser feito diretamente. O algoritmo das queimadas
permite que o nimero de ciclos seja avaliado durante a construgao do esqueleto. Neste
algoritmo, N; corresponde a0 numero de vezes que tentamos queimar um mesmo sitio (ja
queimado) durante um dado passo i do algoritmo.

Verificamos que nimero de ciclos N; escala com o tamanho da rede como

Ny~ L™, (3.3)
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Variando nosso parametro F no intervalo [0, 1), podemos investigar como D se
comporta quando o aglomerado passa de percolante critico (Dr = 1.89) a compacto
(Dr=2).

Avaliamos ¢ niimero de ciclos aglomerado, do esqueleto e do esqueleto eldstico.
Para esta grandeza, os dados sdo de boa qualidade nao havendo necessidade de correcoes
de escala.

Tanto para o nimero de ciclos do aglomerado quanto do esqueleto, o expoente
D, aproxima-se rapidamente de 2 quando F' aumenta, como era previsto pela férmula de
Euler.

Para o esqueleto eldstico, este expoente aparentemente aproxima-se de 1 quando
F aumenta. No entanto isto ndo é verdade: como o esqueleto elastico tende a uma
reta quando F' aumenta, o nimero de ciclos deve diminuir. Na Fig.3.4 mostramos um
aglomerado tipico para F' = 0.40 e L = 401. Nesta figura vemos que o esqueleto eldstico
comega no centro da rede e segue aproximadamente como uma reta até encontrar um
obstaculo. A partir deste obsticulo uma espécie de “bifurcagao ” aparece aumentando o
niimero de ciclos. No limite termodinamico isto s6 pode ser evitado tomando-se F' > 0.5.

Neste caso, o expoente D; cai abruptamente a zero quando F atinge o valor F' = 0.5.
3.3.4 Os menores caminhos

O comprimento do menor caminho lmin escala como

bmin ~ Limin- (3.4)

Naturalmente, o expoente Dy, é 0 mesmo para o aglomerado, esqueleto e es-

queleto eldstico. Nossa estimativa, Dpin(F = 0) = 1.14(4), é muito préxima do valor
mais preciso encontrado por Grassberger (Dpmin = 1.1307(4)) [84] e que sugere o valor

Dpin = & para a percolagio ordindria. Recentemente, Schwarzer et al [93] estudaram
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Figura 3.4: Aglomerado tipico do modelo de invasdo perimetral com F' = 0.40 em uma
rede L = 401. Podemos ver o surgimento de bifurcagdes que colaboram para o aumento
do ntimero de ciclos do esqueleto eléstico.
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Figura 3.5: Gréfico de P(lnin, L) contra ly;,/LPm» para a percolacdo por invasio or-
dinéria.
as propriedades estruturais dos aglomerados da percolagdo por invasdo, encontrando os
valores Dy, = 1.133(5) para o caso onde ndo ocorre aprisionamento e Dy, = 1.213(5)
para o caso onde o aprisionamento é levado em conta.

Na Tab.3.1 mostramos os valores de D,,;, para diversos valores de F. Vemos
claramente que Dy,;, aproxima-se de 1 quando F' — 0.5. Isto significa que o comprimento

do menor caminho coincide com distancia euclideana entre P, e Ps.

3.4 O modelo otimizado

No modelo otimizado [27, 77] os aglomerados sdo construidos de tal forma que,
durante todo o processo de crescimento a relagdo de escala entre massa e raio de gi-
racio (M ~ RgP") seja obedecida. Como dissemos anteriormente, quando D € [%,2]
a dimensao fractal do aglomerado coincide com o valor de D, enquanto que fora deste

intervalo o sistema é frustrado.
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L | AM/M | N,/N,
51 | 009 | 21
101 | 0009 | 24
201 | 0.017 | 36

Tabela 3.2: Comparacio entre nimero de ensaios nos modelos perimetral e otimizado
necessarios para obtencio do mesmo desvio relativo de massas dos aglomerados. Aqui,
utilizamos N,(L = 51,101) = 100 e N,(201) = 15.

No intervalo [%, 2] nossos aglomerados t8m uma estrutura completamente esta-

bilizada, isto é, possuem dispersao de massa muito pequena. Para se ter uma idéia da
magnitude desta dispersao, fizemos um estudo comparativo entre o nimero de ensaios rea-
lizados no modelo perimetral N, e o niimero de ensaios no modelo otimizado necessarios
para se obter o mesmo desvio padrao relativo nas massas do aglomerado. Um resumo dos
resultados pode ser visto na Tab.3.2. A razao -’1% mede quantas vezes o nimero de experi-
mentos realizados no modelo perimetral excede os ensaios realizados no modelo otimizado

quando impomos um desvio padrio relativo nas massas igual a AM/M.

Como modelo otimizado gera estruturas bastante estdveis, investigamos as pro-
priedades das subestruturas de nossos fractais efetuando o crescimento de apenas um
aglomerado. Em nossas simulagoes, o crescimento deste vinico aglomerado foi interrompi-
do a cada 50 etapas, quando entdo medimos sua massa, seu esqueleto e raio de giragao.
Para medir estas grandezas, necessitamos de dois pontos: fixamos P, no centro da rede
enquanto P; correponde a um sitio na fronteira do menor retangulo que contém o aglome-
rado. O menor caminho foi medido entre estes dois pontos. Note que quando mudamos
o tamanho do retangulo, o ponto P, muda de lugar uma vez que o aglomerado cresce.
Isto dificulta bastante a andlise do comportamento de escala do caminho minimo e do

esqueleto eldstico.
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Figura 3.6: Gréafico logaritmico da massa do aglomerado, ndmero de ciclos do aglomerado
e massa do esqueleto contra o raio de gira¢io de suas respectivas estruturas.

3.4.1 O esqueleto

91

Investigamos o modelo otimizado na regido D € [,

2]. Aqui a dimensdo fractal
do aglomerado coincide com o pardmetro D. O esqueleto também obedece a relacio
de escala Mp ~ RgP?  como pode ser visto na Fig.3.6 (lembre-se que esta relacio foi
imposta somente para o aglomerado). Na Tab.3.3 apresentamos as dimensoes fractais do
esqueleto (Dp) para vérios valores de D. Observe que para D = 1.89, a dimensao fractal
da invasdo ordindria, obtivemos Dp = 1.74(1) que é maior do que o valor deste expoente
para a invasao ordindria. Isto significa que, embora as dimensoes fractais dos dois modelos

coincidam, os aglomerados sdo intrinsicamente diferentes uma vez que seus esqueletos sao

diferentes.
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D Dr | D; | Duin
1.89M | 1.89(1.74 | 1.17
1.89@ | 1.74]1.63 | 1.17
1.91MW [1.91 | 1.78 | 1.05
1.91@ 182|172 1.05
1950 11.95(1.83| 1.00
1.95@ [ 19311821 1.00
2.0000 12.00|2.00! 1.00
2.002 11.99 | 1.99 | 1.00

Tabela 3.3: Expoentes de escala para o modelo otimizado. (1) - Aglomerado, (2) - Es-
queleto.

3.4.2 Os pontos de estrangulamento

Para os aglomerados construidos através do modelo otimizado, o niimero de pon-
tos de estrangulamento é muito pequeno. Ele ndo obedece a uma lei de poténcias. Por
exemplo: quando construimos um aglomerado para redes de tamanho L = 51, 101, 151,
201, 251, 301 e 401 e contamos o nimero de pontos de estrangulamento obtivemos respec-
tivamente N, = 1;8;8;1:6;3;7. Efetuamos, também, médias sobre virios aglomerados.
Para D = 1.89 e L = 201 encontramos gue o niimero médio de pontos de estrangulamen-
to, {N;) ~ 9, é insignificante comparado & massa média dos aglomerados ({M) ~ 15000).
O ndmero de pontos de estrangulamento € tao pequeno que a probabilidade de desconec-
tar totalmente um aglomerado removendo um sitio aleatoriamente, ¢ praticamente nula.
Quando aumentamos D, a razao %—% diminui. Assim, o algoritmo otimizado destroi
os pontos de estrangulamento aumentando a conectividade dos aglomerados. Este desa-
parecimento dos pontos de estrangulamento indica que o modelo de nés-conexdes e bolhas

nao pode ser usado para descrever o esqueleto dos aglomerados do modelo otimizado.

3.4.3 Os ciclos

O ntimero de ciclos escala com o raio de giracdo dos aglomerados segundo a lei

de poténcias:
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N, ~ Rg"™. (3.5)

O dados referentes ao niimero de ciclos tanto de aglomerado quanto do esqueleto
sio de muito boa qualidade. Os dados para o nimero de ciclos do aglomerado podem ser

vistos na Fig.3.6. Podemos ver na Tab.3.3 que, como era esperado, ambos 0s expoentes

tendem a 2 quando D — 2.
3.4.4 Os menores caminhos

A determinagio dos expoentes relacionados com os caminhos minimos nos aglo-
merados do modelo otimizado é um pouco mais dificil, devido as grandes flutuagdes de
lnin- Aqui, a relagdo de escala néo é obedecida de forma estabilizada, e execugdo de médias
sobre alguns experimentos sao necessarias. Com isso, podemos determinar os expoente

de escala Dy, através da relacao

Lnin ~ RgD""'". (3.6)
Na Tab.3.3 vemos que & medida em que o aglomerado torna-se compacto, 0
expoente diminui até atingir o valor D,;, = 1. Isto ja era esperado, uma vez que o

caminho minimo tende a uma reta que conecta o sitio central & fronteira da rede.
3.5 Conclusoes

Utilizamos o método das queimadas para identificar e analisar o aglomerado, o
esqueleto e o esqueleto eldstico gerados pelos modelos de percolagao por invasao multipla.
Determinamos os expoentes de escala da massa, pontos de estrangulamento, ndimero
de ciclos e menores caminhos destas estruturas tanto do modelo perimétrico quanto do

otimizado. Investigamos o comportamento destes expoentes para diferentes valores de F’

e D. O modelo perimétrico, tem como caso particular a percolagao por invasao ordinaria.
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Nossos resultados mostram que, neste caso, os expoentes criticos associados as subestru-
turas do aglomerado coincidem com o0s respectivos expoentes da percolagao ordindria.

O modelo otimizado exibe propriedades importantes: a massa do esqueleto escala
exatamente com o seu raio de giragio e os pontos de estrangulamento desaparecem. O
aglomerado e o esqueleto possuem estruturas cuja dispersao de massa e muito pequena,
comparada ao modelo perimétrico. Isto permite que, outros sistemas fisicos, como por
exemplo, sistemas de spins, definidos sobre estes fractais possam ser simulados pratica-

mente sem a necessidade das médias geométricas, feitas sobre um ensemble de aglomera-

dos.



Capitulo 4

Percolacao Atenuada

4.1 Introducao

Qs problemas relacionados com o escoamento de fluidos através de meios porosos
surgem nos mais diversos ramos da atividade humana [15]. Hoje, grande parte do nosso
conhecimento sobre o escoamento de fluidos através de meios porosos esta diretamente
relacionado com a teoria da percolagdo. Este modelo tedrico exerce um papel fundamental
na caracterizacio das propriedades estatisticas do escoamento de fases fluidas.

A modelagem do escoamento de fluidos através de meios porosos utilizando as
ferramentas da percolacdo estd baseada na hipétese de que a probabilidade de ocupagao
de um poro, p, é proporcional & pressao capilar pe,. Sem esta hiptese seria dificil
estabelecer uma correspondéncia direta entre a probabilidade de ocupagao dos sitios e a
pressao capilar nos poros. Com isso, para modelar o processo de escoamento, consideramos
a idéia de que os poros ocupados sdo aqueles que estao submetidos & maior pressdo capilar
e, além disso, assumimos que o processo de deslocamento do fluido através do meio poroso
é totalmente determinado pelas pressoes capilares. Como a pressao capilar € inversamente
proporcional ao raio do poro, entre todos os poros acessiveis ao fluido em cada etapa do
processo, aquele que possui 0 menor raio serd ocupado. Porém, nas simulagbes dos modelos
de percolagdo, permite-se a ocupagao dos poros que nio excedam um raio pré-determinado

p (a probabilidade de ocupagéo). Neste caso, uma vez escolhido o valor da probabilidade

53
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de ocupacio, os poros cujos raios sao maiores do que p sido imediatamente considerados
inacessiveis ao fluido. No entanto, em sistemas reais, isto nao ¢ totalmente verdade. Tem
sido apontado que, em muitos processos, o deslocamento dos fluidos depende também
da pressao com a qual o fluido invasor é injetado [15, 30]. Quando a pressao externa
age em conjunto com as pressdes capilares, a interface entre os fluidos move-se para os
poros que minimizam a resisténcia ao escoamento. Entretanto, isto ndo significa que poros
grandes sejam totalmente rejeitados: a combinagdo das pressoes capilar e externa também
é importante e pode fazer com que poros grandes também sejam invadidos.

Neste capitulo apresentamos um modelo dinamico de percolacdo que permite a
ocupagio de poros de qualquer tamanho. Assim como ocorre na percolagdo por invasao,
em nosso modelo um aglomerado de fluido invasor € formado ocupando, preferencialmente,
os poros de menor tamanho. No algoritmo computacional, o aglomerado é construido
ocupando, um a um, os sitios perimetrais cujos tamanhos 7 (0 < 7 < 1) sdo menores do
que um tamanho p pré-determinado. No entanto, se 0 nidmero aleatério associado ao sitio
for maior do que p, este sitio pode ainda ser ocupado, mas com uma probabilidade que
diminui com o aumento de . A escolha da forma matemética que expressa a distribuicao
de probabilidades de ocupacdo (para r > p) é arbitraria, mas baseada na observacao

experimental de que, quanto maior o tamanho do poro, menor seré sua probabilidade de

ocupagao.

4.2 O modelo de percolagao atenuada

A percolagdo por invasdo é reconhecida com um dos melhores modelos para des-
crever o deslocamento lento de dois fluidos imisciveis através de meios porosos. Sua
principal vantagem sobre os modelos baseados na percolacio ordindria é o seu cardter
dindmico. Existem ainda outros modelos bastante populares que podem ser usados para

tratar o escoamento de fluidos e que se aplicam em condi¢des de escoamento rapido e



4.2 O modelo de percolagio atenuada 55

viscoso. Entre eles, podemos citar o DLA [18] e o modelo de Eden [58]. Em particular,
simulacbes baseadas no modelo de Eden nao levam em conta os efeitos de capilaridade
uma vez que qualquer sitio do perimetro do aglomerado pode ser ocupado. Em uma vari-
ante deste modelo, o método de crescimento de Leath, sitios com tamanhos associados
maiores do que um certo valor pré-estabelecido sao proibidos de serem invadidos, sendo
permanentemente bloqueados. A escolha de uma probabilidade de ocupagao em p = p,
leva & formacdo de aglomerados equivalentes aos da percolagao ordindria.

Apresentamos aqui um modelo dindmico de percolagdo que, em sua simulagéo,
atiliza o método de crescimento de Leath [56, 57 com um ingrediente adicional, baseado
nas idéias do modelo de percolagdo por invasdo {17]. Neste modelo, que chamamos de
percolagdo atenuada, sitios com qualquer tamanho associado podem vir a ser ocupados,
sendo que os maiores sitios tem menor probabilidade de ocupagdo. Na pratica, relaxamos
a regra de ocupagdo, onde um sitio escolhido é imediatamente ocupado ou blogueado,
dependendo do seu tamanho. Na percolagao atenuada, se o sitio escolhido tiver um
niimero aleatério associado r menor do que um valor pré-determindo p ele é ocupado.
Porém, sitios cujos tamanhos associados sao maiores do que p ndo sao imediatamente
rejeitados. Eles podem ainda vir a ser invadidos, mas com uma probabilidade de ocupagao
que diminui quando o tamanho do poro aumenta. Obviamente, existern muitas formas
de relaxar a regra de ocupagdo e a escolha da melhor regra ainda nao é clara. Assim,
consideramos a forma mais simples relaxagao da regra de ocupagao: sitios cujos tamanhos
r associados sao maiores do que p sdo ocupados com uma probabilidade da forma (1—r)v.

Em nossas simulaces geramos aglomerados a partir de uma semente colocada
no centro da rede. Em cada etapa do processo, escolhemos aleatoriamente um sitio do

perimetro do aglomerado e o ocupamos segundo uma distribuicdo de probabilidades dada

por
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r<
fr)= { (1 j ¥ sze T >_pp (4.1)
Aqui, p é uma probabilidade de ocupacao fixa e w é um parametro externo que pode
assumir qualquer valor no intervalo [0,00]. Se um sitio consultado ndo for ocupado, ele
¢ entdo bloqueado, sendo eliminado da lista de sitios disponiveis para ocupagao. Desta
forma, os sitios sdo invadidos sequencialmente, como na invasio ordindria, mas, ao invés
de consultar todo o perimetro, escolhemos um sitio aleatoriamente e 0 ocupamos segundo
a distribuicio de probabilidades dada pela Eq.4.1. Dependendo dos parametros p e w,
pode ndo haver sitios disponiveis para invasao e 0 processo é interrompido, caso contrario,
a ocupagdo continua até o que o aglomerado atinja as fronteiras da rede. Com isso,
esperamos que exista uma transicdo de fases separando uma fase onde o fluido invasor

percola de uma outra, nao percolante.

4.3 Simulacoes numéricas

4.3.1 Diagramas de fases

Efetuamos simulacdes numéricas do modelo de percolagio atenuada para redes
em duas e trés dimensoes. Para sistemas bidimensionais, utilizamos redes de tamanho
L = 101,201,401,801 e 1601, enquanto os sistemas tridimensionais foram simulados com
L = 51,75,101,151 e 201. Em ambos 0s casos os desvios estatisticos nas massas dos
aglomerados sao menores do que 2%.

Para investigar o surgimento de transicoes de fase, estudamos a fragao de aglo-
merados que atingem as fronteiras da rede F(p). Avaliamos esta quantidade como funcao
de p para valores fixos do parametro w e para diversos tamanhos de rede. Uma amostra
de nossos resultados pode ser visto na Fig.4.1. Esta figura sugere a existéncia de uma

transicao de fases em um ponto p. separando uma fase percolante de uma fase nao per-
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Figura 4.1: Fracdo de aglomerados percolantes como funcio de p para diferentes tamanhos
de rede e w fixo em w = 0.93.

colante.

Os valores dos limiares de percolagdo podem ser estimados através de uma anilise
cuidadosa dos pontos de inflexdo da curva F(p) contra p. A medida em que aumentamos
o tamanho da rede, estes pontos de inflexdo aproximam-se do limiar de percolagdo. Em
simulagdes, o tamanho de nossas redes sdo limitados e, por isso, devemos usar métodos de
extrapola¢ao que levem em conta os efeitos de tamanho finito para calcular corretamente
pardmetros criticos do sistema [6]. Um algoritmo muito ttil para tais extrapolages é
o BST [94]. Este algoritmo nos permite extrapolar quantidades fisicas que convergem
obedecendo a uma lei de poténcias do tipo G(L) = G(0c0) + ALY, e funciona muito bem
mesmo para sequéncias curtas (em nosso caso, dispomos de uma sequéncia com apenas 5
valores).

A determinacao dos pontos criticos p, para vérios valores do parametro w nos
permite construir o diagrama de fases no espaco p. — w. Este diagrama pode ser visto

na Fig.4.2 para as redes quadrada e cubica simples. Nestes diagramas, vemos que existe
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um valor minimo para o parametro w (Wpin) abaixo do qual o sistema estd sempre na
fase percolante, mesmo que p = 0. Acima de Wy, 0 limiar de percolagdo p, aumen-
ta, aproximando-se da probabilidade de ocupacdo critica da percolagio ordinaria. Na

verdade, p. coincide com o limiar da percolagao ordindria quando w = oo.
4.3.2 A estrutura dos aglomerados

Os aglomerados gerados pelo modelo de percolagao atenuada sdo objetos fractais.
Para determinar a dimensdo fractal associada, medimos a massa média dos aglomerados
percolantes criticos ({(M)) e seus respectivos raios de giragao (Rg) para valores fixos do
parametro w. Uma amostra dos nossos dados pode ser vista na Fig.4.3 para as redes
guadrada e ctbica simples. Os valores das dimensoes fractais podem ser estimados calcu-
lando as inclinacoes dos graficos In{{M)) contra In(Rg). Os valores das dimensbes frac-
tais assim calculados mostram-se sempre 0s mesmos, independentemente do parametro
w, sendo que seu valor coincide com aquele da percolagio ordinaria critica (Dr = % para
sistemas bidimensionais e D = 2.53 no caso tridimensional). Este resultado sugere forte-
mente que o modelo de percolagdo atenuada pertence 5 mesma classe de universalidade
que a percolagio ordindria. No entanto, nao podemos afirmar que isto seja realmente
verdade, uma vez que determinamos apenas um expoente critico do modelo.

Além da dimensdo fractal, avaliamos também o mimero de coordenagao médio
dos aglomerados percolantes. Este nimero de coordenagao ((z)) corresponde ao nimero
médio de sitios primeiros vizinhos ocupados de um sitio qualquer do aglomerado. Sabe-
mos que esta quantidade foi investigada numericamente para as redes quadrada e cibica
simples para o caso da percolagdo ordindria por ligacoes. Na criticalidade, o nimero de
coordenagio médio dos aglomerados foram estimados em (z) = 2.239 £ 0.012 em duas
dimensdes e (z)= 2.079 & 0.016 para d = 3 [95]. No caso da percolagio por sitios, so-

mente os aglomerados de invasdo sem aprisionamento foram investigados, encontrando-se
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raio de giragao.



4.3.3 O perfil de aceitacao 61

o valor (z) = 2.51 +0.01 para aglomerados embebidos na rede quadrada [24]. Para efeito
de comparacio, apresentamos os valores encontrados para a percolagao atenuada definida
nas redes quadrada e cibica. Estes valores sdo, respectivamente, (z) = 2.51 +0.01 e (z)

= 2.31 % 0.01, sendo independentes do valor do pardmetro w (na regido {Wmin, 00}).
4.3.3 O perfil de aceitacao

Uma maneira simples de analisar os modelos de percolacdo para o deslocamento
de fluidos é avaliar seu perfil de aceitagdo. Definido por Wilkinson e Willemsem no
contexto da percolagio por invasdo, o perfil de aceitacdo é a razdo entre o nimero de
mimeros aleatérios no intervalo [r,r + dr] aceitos no aglomerado e o niimero de nimeros
aleatérios nesta faixa que se tornaram disponiveis para ocupagdo. Esta grandeza nos
fornece informacoes sobre o tamanho dos poros que séo ocupados durante o processo de
invasdo. Na Fig.4.4 temos uma amostra do perfil de aceitagdo para nosso modelo. Nesta
figura vemos que, embora os sitios sejam escolhidos aleatoriamente, todos os sitios cujos
ntimeros aleatérios associados sao menores do que p., € que tornaram-se disponiveis para
ocupagio, foram invadidos. Porém, quando r > p., 0 grafico do perfil de aceitacdo exibe
uma cauda, devido a presenca do termo polinomial (1 —7)* na probabilidade de ocupacao
dos sitios. Como era esperado, sitios com nimeros aleatérios associados muito proximos
de 1 sdo, na maioria, rejeitados. Para valores grandes do pardmetro w, o perfil de aceitagao
aproxima-se de uma fungio degrau, como a invasdo ordindria, e o limiar de percolagao
pe aproxima-se de p.. Por outro lado, quando w dimimui, a largura do platé também
diminui, desaparecendo completamente quando w = w,. Comportamentos semelhantes

sao observados em todos os tipos de rede simulados.
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Figura 4.4: Perfil de aceitagdo para a percolagao atenuada definida sobre uma rede quadra-
da.

4.4 Foérmulas universais para os limiares de perco-
lacao

Embora o comportamento critico da transi¢do de percolagio seja hoje bem en-
tendido, o cdlculo das probabilidades criticas de ocupagdo ainda resiste a determinacoes
exatas. Valores exatos para os limiares de percolagdo sio disponiveis somente para al-
gumas poucas redes bidimensionais. As redes quadrada, triangular e honeycomb [96]
possuem pontos criticos calculados exatamente para a versao de percolagao por ligacoes,
enquanto as redes triangular e Kagomé sao resolvidas exatamente para a percolacido por
sitios [96]. Em dimensGes maiores do que 2, nenhum limiar de percolacdo é conhecido
exatamente (exceto a drvore de Cayley).

Muitos dos resultados encontrados sugerem que os limiares de percolacao depen-
dem, basicamente, da dimens@o d do sistema e do niimero de coordenacio da rede (g).

Com isso, vérias férmulas empiricas relacionando p., d ¢ ¢ tem sido propostas. Sahimi
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et al [97] propuseram a férmula p. = m para a percolagdo por sitios, enquanto
Vyssotsky et al [98] sugeriram p, = (—d_"l—)q para a percolagao por ligacdes. Porém, ambas
as férmulas nio sio satisfatérias para todas as redes, especialmente em baixas dimensoes.

Recentemente, Galam e Mauger [31] postularam uma unica férmula que fornece
os limiares de percolacio tanto para a versdo por sitios quanto por ligagoes, para todas

as redes e em qualquer dimensao. Sua férmula é uma lei de poténcias escrita como

pe = pol(d ~ (g - 1)] ™, (4.2)

com b = a para a percolagio por ligaghes e b = 0 para a percolagdo por sitios. Os
pardmetros [po;a) classificam as redes em grandes classes. Na primeira classe, estao
as redes regulares quadrada, triangular e honeycomb, caracterizadas pelos conjuntos de
parimetros [p; = 0.8889;a = 0.3601] para a percolagdo por sitios e [po = 0.6558;a =
0.6897) para a percolagio por ligagoes. A rede bidimensional Kagomé, juntamente com
as redes hiperciibicas 3 < d < 6, constitui a segunda classe com [py = 1.2868; a = 0.6160]
e [pp = 0.7541;a = 0.9346] para as versoes por sitios e ligagOes respectivamente. Di-
mensodes superiores, junto com a arvore de Cayley pertencem 3 terceira classe. Aqui,
[6 = 2a — 1;py = 2°!] tanto para a versao de percolagdo por sitios quanto por ligagoes.

A conjectura de Galam e Mauger foi estendida para redes aperiédicas e anisotré-
picas [99, 100], fornecendo resultados satisfatérios para um grande nimero de redes. No
entanto, tem sido argumentado que somente a dimenso e o nimero de coordenagao da
rede podem nao ser suficientes para a determinagdo precisa dos limiares de percolagio [101,
102]. A base da argumentagao reside no fato de que existem redes diferentes, com a mesma
dimensao e ntimero de coordenacio que apresentam diferentes limiares de percolagio
[99, 102].

Nosso modelo de percolagdo atenuada fornece uma maneira simples de testar a
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Figura 4.5: Limiares de percolacio (sitios) como fun¢do de (d — 1)(g ~ 1) em escala
logaritmica.

formula de Galam e Mauger, pois dispomos de uma variedade de limiares de percolagao que
dependem nao somente do tipo de rede e da dimensao do sistema, mas também de outros
parametros do modelo. Assim, determinamos cuidadosamente os limiares da percolagao
atenuada como funcio do parametro w. Em seguida, testamos se estes limiares obedecem
a equacdo de Galam e Mauger. Uma amostra dos nossos resultados pode ser visto na
Fig.4.6. Embora os pontos criticos do nosso modelo tenham sido estimados apenas para
alguns tipos de rede, vemos claramente a equagao proposta por Galam e Mauger nao é
satisfeita. Desta forma, nosso modelo apresenta limiares de percolagio em total desacordo

com a conjectura de Galam e Mauger.
4.5 Conclusoes

Introduzimos um modelo de percolacio para escoamento de fluidos através de

meios porosos que permite a ocupagio de poros de qualquer tamanho, sendo que os poros
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Figura 4.6: Limiares de percolagdo (sitios) para a percolagdo atenuada como funcao de
(d — 1)(¢ — 1) em escala logaritmica.
menores sao preferencialmente escolhidos. Os ingredientes de nosso algoritmo computa-
cional é o método de crescimento de Leath-Alexandrowicz acrescido de uma nova regra de
ocupacao. Escolhemos esta regra de tal forma que a probabilidade de ocupagio diminua &
medida em que o tamanho do poro aumenta, o que estd de acordo com observagoes expe-
rimentais. Em nossa regra de ocupagio, que tem uma forma matemaética arbitrdria, mas
que leva em conta conceitos fisicos ligados a pressdo capilar e a pressao externa respon-
sével pela injecdo do fluido invasor, a probabilidade de ocupagao cai algebricamente com
o tamanho do poro. Verificamos que a introdugéo de um pardmetro adicional na proba-
bilidade de ocupacgio ndo muda a classe de universalidade do sistema, que é a mesma da
percolacio ordindria.

Estimamos os limiares de percolagao do nosso modelo e verificamos que eles de-
pendem nao somente do tipo de rede e da dimenséao do sistema, mas também do parametro

w introduzido na distribuicao de probabilidade de ocupagao. Estas probabilidades de ocu-
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pacdo criticas ndo obedecem a férmula proposta por Galam e Mauger.



Capitulo 5

Percolacao por invasao com
caminhadas de N passos

5.1 Introducao

O estudo tedrico do escoamento de fluidos através de meios porosos utiliza, ba-
sicamente, dois tipos de modelos: continuos e discretos [15]. Nos modelos continuos,
aplicamos as leis fisicas para escrever as equagoes diferenciais que descrevem o transporte
de massa, momento e energia. Quando resolvidas com as condigdes de contorno apro-
priadas, as solucOes destas equacoes fornecem uma descri¢ao detalhada do processo de es-
coamento. Neste caso, as propriedades macroscopicas do sistema, tais como a velocidade
de escoamento, a queda de pressio e oé coeficientes de transporte, sdo calculadas como
médias das quantidades microscopicas correspondentes. Estas médias devem ser tomadas
em um volume pequeno quando comparado ao volume total do sistema, mas grande o
bastante para que as equacoes de movimento sejam véalidas. Realizando médias em todos
os pontos do espago podemos obter as grandezas macroscopicas do sistema. Em geral,
esta grandezas obedecem a lei empirica de Darcy [32]. No entanto, resolver as equagoes
de movimento é um problema dificil, mesmo para os sistemas mais simples. Por outro
lado, sistemas muito simplificados ndo sao suficientemente precisos para a determinagao

dos parametros relevantes. Os modelos continuos apresentam limitages, principalmente

67
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quando existem correlagoes de longo alcance ou em sistemas onde a interconectividade do
meio exerce papel dominante. Existe, hoje, uma vasta literatura sobre o escoamento de
fluidos em meios porosos, enfocando os métodos de resolugio das equagdes de movimento
e sua validade, bem como os principais resultados experimentais observados [15, 32].

Os sistemas discretos, por sua vez, representam o meio poroso como uma rede de
poros e gargalos, sendo muito Wteis no tratamento de sistemas onde a interconectividade
dos poros e as correlagdes sdo importantes. A idéia original de representar o meio poroso
como uma rede é bastante antiga {1], mas somente nas dltimas décadas procedimentos
sistematicos e rigorosos foram desenvolvidos para mapear, em principio, qualquer meio
poroso em uma rede equivalente de sitios (poros) e ligagdes (gargalos). Uma vez feito
este mapeamento, o sistema pode ser estudado em detalhes. Em particular, os conceitos
da Mecanica Estatistica tem sido aplicados com sucesso a diversos sistemas, sendo que
a teoria da percolagéo [5] tem sido apontada como a linguagem natural para a descrigao
dos efeitos de conectividade do meio poroso, escoamento e difusio de fluidos. As ferra-
mentas que a teoria da percolacgao utiliza para descrever as propriedades macroscopicas
efetivas dos sistemas envolvem, fundamentalmente, conceitos fractais e multifractais além
de relacbes de escala. Porém, os modelos discretos também apresentam algumas limi-
tacdes. A principal delas é o grande esforgo computacional necessario para a simulagao
de sistemas realisticos.

Neste capitulo apresentamos uma discussdo sobre um tema que vem ocupando um
espaco consideravel na literatura: o papel da inércia no deslocamento de fluidos através
de meios porosos. Primeiramente, discutimos alguns resultados teéricos obtidos recen-
temente através dos modelos continuos, comparando-os com observagoes experimentais.

Em seguida, introduzimos um modelo discreto para o problema e apresentamos nossos

resultados.
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5.2 O papel da inércia no escoamento de fluidos através
de meios porosos

O escoamento de um fiuido Newtoniano, continuo e incompressivel pode ser mi-

croscopicamente descrito pela equagio de Navier-Stokes [32]

Vp = pVu - pu-Vu (5.1)

onde p é a densidade do fluido, é p a viscosidade, u é o campo de velocidade e p € a
pressio. Esta equacio pode ser deduzida aplicando as leis de Newton ao movimento
de um fluido, levando em conta que a velocidade de escoamento depende tanto do tempo
quanto da posigao. Na equagdo de Navier-Stokes, o termo uV*u representa a forga viscosa
enquanto o termo pu- Vu é o responsével pelos efeitos inerciais, uma vez que ele descreve
o momentum transportado no movimento do fluido.

Os papéis relativos desempenhados pelas forgas viscosas e inerciais sobre o com-
portamento do sistema pode ser expresso em fungao de uma quantidade adimensional
conhecida como ndmero de Reynolds. Para o escoamento em tubos, cujo comprimento
caracteristico é o seu comprimento I, as forgas viscosas sao da ordem de pU {onde U é a
velocidade média do escoamento), enquanto as forgas inerciais sdo proporcionais a plU?.
O numero de Reynolds, Re = %, expressa a razio entre estas forcas. Muitas vezes, Re ¢
usado como critério para distinguir entre os regimes de escoamento laminar e turbulento
[32]. Quando Re é pequeno, a viscosidade exerce um papel dominante, suavizando peque-
nas nio homogeneidades que se desenvolvem durante o escoamento. O termo inercial pode
ser desprezado e o fluido escoa no regime laminar. Neste caso, verifica-se que a velocidade
média de escoamento (volume de fluido que escoa por unidade de 4rea transversal do tubo,
por unidade de tempo) relaciona-se com a queda de pressao no sistema através de uma

relacdo linear, conhecida como equagdo de Hagen-Poiseuille. Porém, quando o nimero
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de Reynolds é grande, as forgas inerciais dominam o escoamento. Ocorre a formagao de
grandes instabilidades e o fluido escoa de forma turbulenta. Em geral, a transi¢ao entre os
regimes de escoamento laminar e turbulento ocorre de forma abrupta. Existe um consenso
de que esta transi¢do ocorre quando Re ~ 2100.

As equacdes de Navier-Stokes podem ser aplicadas para fluidos escoando atraves
de meios porosos, fornecendo uma descrigao completa do sistema. Entretanto, em muitas
situacdes, a solu¢do exata desta equagdo é impossivel devido, principalmente, a presenca
dos termos nio lineares. Além disso, na maioria dos casos, falta-nos o conhecimento de-
talhado da estrutura do meio poroso. Desta forma, temos que lancar mao de solucoes
numéricas, além de usar algumas aproximacgoes. Em tais casos, ¢ extremamente impor-
tante estimar as ordens de grandeza de cada termo da expressao, a fim de avaliar se algum
deles pode ser desprezado, o que pode facilitar os calculos. Quando o termo inercial é
desprezado, ou seja, no regime de baixas velocidades, a velocidade média do escoamento
de fluido através do meio poroso (U) relaciona-se com a queda de pressao (AP) no sistema.

através de uma relacao conhecida como Lei de Darcy, expressa matematicamente como

_AaF _ v (5.2)

onde & é a permeabilidade do meio e p a viscosidade do fiuido.
A lei de Darcy especifica uma relagao linear entre a velocidade de escoamento e
a queda de pressio no meio poroso. Entretanto, esta lei possui limitagoes e sua validade
é frequentemente discutida. Desvios em relacdo a dependéncia linear entre U e AP sao
experimentalmente observados quando a velocidade de escoamento é alta [32, 33).
Muitos pesquisadores tém proposto corregoes matematicas para a lei de Darcy, de
tal forma que os dados experimentais sejam satisfatoriamente descritos. Provavelmente,

Forchheimer [32] tenha sido o primeiro a sugerir uma relagao nio linear entre U e AP.

IFSC-YSp S&rvIco DE BiaLIoTECA

INFORMACGCAO



5.2 O papel da inércia no escoamento de fluidos através de meios porosos 71

Para considerar o efeitos das for¢as inerciais, que dependem do quadrado da velocidade,
Forchheimer adicionou um termo de segunda ordem na velocidade & equagdo de Darcy.
Em geral, a equagio de Forchheimer pode ser escrita na forma

AP U

I _-H— + ﬁpU2 (53)

onde B é o pardmetro inercial. Em geral, tanto a permeabilidade x quanto o parametro
inercial dependem da porosidade do meio. Quando a velocidade de escoamento é su-
ficientemente baixa, o termo quadrético equagdo de Forchheimer pode ser desprezado,
recuperando, assim, a equagdo de Darcy. Verifica-se que a equagao proposta por Forch-
heimer ajusta-se muito bem aos dados experimentais (32, 33].

O conceito de niimero de Reynolds pode ser estendido para meios porosos. Aqui,
o comprimento caracteristico do sistema é tomado como o tamanho médio dos poros d,.

Desta forma, o niimero de Reynolds ¢ escrito como

(5.4)

Frequentemente, durante a realiza¢do de experimentos, a queda de pressao no
sistemas é relacionada a um fator de atrito f [32, 33). Na verdade, existem varias maneiras
de relacionar o fator de atrito com as caracteristicas relevantes do sistema. Porém, a

definicio mais utilizada é a equacio Darcy-Weisbach [33]

_AP foU?d,

- . (5.5)

Comparando esta equagio com a férmula de Forchheimer, podemos escrever o

fator de atrito como
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onde f' = 3‘% ec= fﬁ—.

Quando o nimero de Reynolds cresce (aumentando U e mantendo d, e u constan-
tes), observa-se um desvio em relagdo a equagao linear. Porém, devemos ser cuidadosos
ao relacionar tal desvio com a transi¢do entre os regimes de escoamento laminar e tur-
bulento. Enquanto que no escoamento em tubos, existe um nimero de Reynolds critico
marcando uma transicdo abrupta entre os regimes de escoamento laminar e turbulento,
os experimentos de escoamento de fluidos através de meios porosos mostram uma a pas-
sagem gradual do regime linear, descrito pela lei de Darcy, para o regime nao linear. Na
Fig.5.1, onde mostramos alguns resultados experimentais (retirados da Ref.[32]), podemos
identificar claramente trés regioes:

a) Quando Re ¢ pequeno (baixas velocidades) temos uma regido de escoamento
laminar, com predominio das forcas viscosas. Podemos ver que a lei de Darcy é valida
para 1 < Re < 10.

b) Quando o nimero de Reynolds aumenta, observamos uma zona de transicao
onde as forcas inerciais sdo compardveis as viscosas. No limite superior desta regiao,
que alguns autores sugerem com sendo Re = 100, o regime de escoamento passa a ser
turbulento.

¢) Para nimeros de Reynolds muito grandes, Re > 100, o regime de escoamento
é, definitivamente, turbulento.

A interpretacdo fisica da falha da lei de Darcy ainda gera alguma controvérsia.
Enguanto alguns autores argumentam que esta falha pode ser atribuida a efeitos de tur-
buléncia [32, 33], tem sido demonstrado através de simulagbes numéricas, que o efeito
das forcas de inércia pode ser o tnico responsavel pelos desvios observados na regiao de
transi¢do(34, 35).

As equacdes de Forchheimer e Darcy sao modelos fenomenolégicos que nao con-

sideram explicitamente a estrutura interna do meio poroso. Porém, sabemos que vdrias
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Figura 5.1: Fator de atrito medido experimentalmente como funcao do numero de
Reynolds.

grandezas relacionadas ao escoamento de fiuidos, como por exemplo, a permeabilidade do
meio, sio dependentes da porosidade. Andrade et al [34, 35, 103] investigaram o efeito
das forcas inerciais resolvendo numericamente as equages de Navier-Stokes para fluidos
escoando através de meios porosos. Os protétipos de meios desordenados adotados foram
aglomerados percolantes. Associando a porosidade com a probabilidade de ocupagao dos
sitios, pode-se investigar meios com diferentes porosidades simplesmente variando-se o
parametro de ocupagao p.

Quando o fluido escoa através de um aglomerado percolante critico (p = p,), e
com baixos niimeros de Reynolds, a equagdo de Darcy é verificada. O fluido encontra
todos 0s caminhos conectados do esqueleto do aglomerado, escoando por estes caminhos
preferenciais. No entanto, para Re grande, o fluido nao encontra tais caminhos facilmente.

Ele acaba friccionado-se nas paredes do meio, criando zonas de turbilhonamento que
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Figura 5.2: Fator de atrito (f) estimando através da solugdo numérica das equagoes de
Navier-Stokes como funcao do nimero de Reynolds (Re). Os dados se referem a trés
diferentes porosidades: p = 0.7,p = 0.8 e p = 0.9 (rede quadrada).

dificultam o escoamento [36)].

Recentemente, Andrade et al [34, 35] estenderam seus resultados para sistemas
com alta porosidade (p > p.). Resolvendo a equagdo de Navier-Stokes para diferentes
campos de velocidade e pressdo, pode-se calcular a velocidade média de escoamento e a
queda de pressio entre as extremidades do sistema. O modelo fenomenolégico adotado
para analisar os dados foi a equagio de Forchheimer. O resultado obtido por Andrade et al
[34] é mostrado na Fig.5.2. Vemos que para baixas velocidades, a lei de Darcy é satisfeita.
Porém, quando o niimero de Reynolds aumenta, observamos uma regiao de transigao entre
os regimes laminar e turbulento, tipicamente encontrada nos experimentos.

Desta forma, os resultados obtidos por Andrade et al [34, 35, 103] constituem
fortes argumentos que relacionam a regido de transi¢do entre os regimes de escoamento

a efeitos puramente inerciais. Tais efeitos tornam-se relevantes quando a velocidade de
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escoamento é aumentada, mas ainda no regime de escoamento laminar.

5.3 A percolagao por invasao com caminhadas de N
passos

Embora seja um problema bastante antigo, a investigagdo do escoamento de flui-
dos através de meios porosos constitui-se um problema de grande importancia no contexto
atual, sendo relacionado com uma variedade de situagoes reais, que incluem as 4reas de
engenharia e ciéncia de solos [15, 60, 104, 105).

Do ponto de vista teérico, o escoamento dos fluidos tem sido estudado usan-
do tanto os modelos continuos (envolvendo a solucdo numérica das equagtes de Navier-
Stokes), quanto os modelos discretos (baseados, principalmente, na teoria da percolagdo).
Atualmente, os efeitos de forgas inerciais tem sido investigado somente usando modelos
continuos. Nenhuma tentativa foi feita, até agora, de introduzir efeitos inerciais nos mo-
delos discretos de escoamento. Por se tratar de um modelo dinimico, a percolagio por
invasao [17] constitui-se no melhor candidato para esta tentativa. No entanto, esbarramos
na dificuldade de definir e controlar a velocidade do escoamento, bem como a queda de
pressio no sistema. Por isso, introduzimos um pardmetro N que, pode estar relaciona-
do com um aumento da velocidade de escoamento e trabalhamos com um modelo de
percolacao por invasio modificado, baseado neste parametro.

Na simulacao do modelo de percolagdo por invasao ordinaria, os sitios sdo ocupa-
dos um a um, sempre escolhendo o sitio do perimetro do aglomerado com o menor nimero
aleatério associado. Desta forma, a ocupacdo de um sitio corresponde a uma etapa do
processo de invasio do aglomerado. Depois que um sitio ¢ invadido, o perimetro do aglo-
merado deve ser atualizado. Do ponto de vista do escoamento de fluidos, isto significa
que, uma vez que um poro é ocupado, o fluido estanca instantaneamente e o proximo

poro a ser ocupado pode estar em qualquer parte do perimetro. Esta situacao retrata
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o que acontece em sistemas experimentais onde o fluido invasor ¢ injetado lentamente e
a velocidade de avanco do fluido através do meio poroso é baixa. Neste caso, as forgas
viscosas e inerciais podem ser desprezadas e o sistema evolui sob o dominio das forcas
capilares. Verifica-se, entdo, que a velocidade de escoamento do fluido relaciona-se com a
queda de pressdo no sistema através da lei da Darcy.

Sabemos que, com o aumento da velocidade de escoamento, as forgas inerciais
passam a ter papel relevante e desvios em relacio & lei de Darcy sao observados. A
maneira mais natural de definir a velocidade do fiuido na simulagio de um modelo de
invasdo, é tomar o nimero de poros invadidos por etapa da invasdo. Porém, na invasao
ordindria, uma etapa do processo consiste da escolha do sitio a ser invadido, a invasdo
deste wnico sitio e a atualizagdo do perimetro total do aglomerado. Com isso, a velocidade
definida acima é fixa em um poro por etapa de invaséo. Uma forma possivel de aumentar
a velocidade de escoamento é permitir que varios poros possam ser invadidos na mesma
etapa. Para isso, introduzimos o conceito de inércia para o fluido da seguinte forma.
Consideramos que depois da ruptura do perimetro, o fluido néo estanque instantanea-
mente, mas exiba uma tendéncia em seguir adiante, invadindo N — 1 poros adicionais na
regido onde a ruptura tenha ocorrido. Este procedimento deve aumentar a velocidade de
escoamento do fluido. O controle da velocidade pode ser feito controlando o nimero de
poros invadidos em cada etapa do processo de invasdo. Daqui por diante, chamaremos
este modelo de Percolagdo por Invasdo com Caminhadas de N passos(37].

Em nosso modelo de percolagao por invasao com caminhadas de N-passos, uma
etapa de invasdo t é composta pelo seguinte procedimento. Primeiro, o menor sitio
disponivel no perimetro do aglomerado ¢ invadido (como na invasio ordiniria). Em
seguida, partindo deste sitio, N — 1 sitios sdo sequencialmente ocupados. Em cada etapa
desta ocupagao suplementar a regra de capilaridade deve ser obedecida, ou seja, entre os

poucos vizinhos que circundam o atual sitio invadido somente aquele com o menor tama-
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nho é escolhido. Na linguagem de escoamento de fluidos, as N —1 invasoes suplementares
corresponderia & inércia do fluido, isto é, depois da ruptura do perimetro, o fluido nao
pode parar instantaneamente - ele segue seguir adiante, “caminhando” cerca de N — 1
poros antes de parar completamente. Existem situagtes nas quais a ocupagdo de exata-
mente N sitios ndo é possivel devido a restri¢des impostas pelo préprio aglomerado: o sitio
escolhido para ocupacio pode ser completamente envolvido por sitios ja ocupados € os V
passos nao podem ser completados. Com isso, um nimero menor de sitios é invadido. De
qualquer forma, a préxima coisa a fazer é determinar o novo perimetro do aglomerado.
Isto completa o que chamamos de uma etapa dao invasio. Este processo é repetido até
que o aglomerado atinja as fronteiras da rede.

A seguir, descrevemos nosso modelo com detalhes, apresentado os resultados das
simulacdes numéricas feitas para diferentes tipos de rede. Caracterizamos o modelo co-
mo fun¢do do nimero de sitios invadidos em cada etapa de crescimento. As principais
grandezas investigadas sdo as dimensdes fractais dos aglomerados, os nimeros de coor-
denacido médios destes aglomerados e o perfil de aceitacio como fungdo dos nimeros

aleatdrios associados aos sitios.

5.4 Simulacoes numéricas

Nossas simulagbes numeéricas mostraram que o modelo de percolagao por invasao
com caminhadas de N-passos exibe diferentes comportamentos em duas e trés dimensoes.
Em sistemas bidimensionais e para grandes valores de N, as caminhadas podem ser facil-
mente bloqueadas por regides previamente invadidas. Com isso, na maioria das vezes,
as grandes caminhadas ficam incompletas e o nimero de passos realmente executados ¢
sempre menor ou igual ao pardmetro externo N. Isto faz com que o nimero médio de
passos executados seja muito diferente de N. Desta forma, dispomos de um paridmetro

externo fixo totalmente desconectado do que realmente acontece no sistema. Para tentar
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superar esta dificuldade e fazer o parametro externo N coincidir com o nimero médio de
passos realmente executados, implementamos um mecanismo de compensagao. Quando
o nimero de passos executados em uma caminhada for menor que N, digamos N, um
débito D = N — N, é estabelecido. Na préxima etapa da invasdo, permitimos que o
sistema pague este débito, executando um mimero de passos maior do que N, ou seja,
N + D passos. Assim, algumas vezes o niimero de passos podera ser maior do que N,
outras vezes, menor, de tal forma que o nimero médio de passos flutue em torno de N.
Na prética, adotamos o seguinte procedimento. Seja n(t) o numero de passos
realmente erecutados na etapa t e n.(t) o nimero de passos esperado. Definimos o débito
como D(t) = n.(t) ~ n(t), com n(t = 1) = N. O mecanismo de compensagao permite
que este débito possa ser pago na préxima etapa, através da invasao de um ndmerc de
sitios maior do que N. Assim, na etapa de crescimento ¢+1, o niimero de passos esperado
serd ne(t + 1) = N + D(t). Nosso algoritmo de compensagéo assemelha-se a0 mecanis-
mos introduzidos por Andrade et al [106] no modelo de crescimento auto organizado de
polimeros ramificados e no modelo de percolagio auto organizada proposto por Alencar
et al {107]. Na Fig.5.3, mostramos as quantidades n(t) e n.(t} para um experimento rea-
lizado para N = 15, onde vemos o mecanismo de compensagio em funcionamento. Do
cardter flutuante de n(t), concluimos que o parametro relevante a ser medido é o nimero
médio de passos executados (n). Se, em um total de S experimentos, o nimero de etapas

de invasio do ¢ — ésimo experimento for T, entao

(n) = 1 Z 2 1ult) (5.7)

i=1

onde 7;(t) é o niimero de passos realmente executados na etapa ¢ da invasio do i — ésimo

experimento.

No entanto, em sistemas bidimensionais, nem mesmo o mecanismo de compen-
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Figura 5.3: Niimero de passo realmente executados n(t) e o niimero de passos esperado
como funcao das etapas de invasao &.

sacdo ¢ suficiente para manter (n) = N para qualquer valor de N. Caminhadas muito
longas sempre acabam frustradas em um cul de sac. Para medir quio frequentes sdo estes
bloqueios, calculamos a fracdo de caminhadas que sao bloqueadas para cada valor de N

fixo

b

1 Z numero de aprisionamentos no i — ésimo ensaio (5.8)
= _ ) 5.
S

i=1 T

Avaliamos a fragao de bloqueios f; para as redes bidimensionais quadrada e hon-
eycomb, efetuando simulagbes para diversos tamanhos de sistema. Em particular, uti-
lizamos redes de tamanhos L = 201,401, 801 e 1601, variando o nimero de ensaios entre
400 — 2000 experimentos. Isto foi o suficiente para reduzir o desvio estatistico na massa
do aglomerado a cerca de 1%. Nossos experimentos, que sempre tiveram inicio no cen-

tro da rede, eram interrompidos quando o aglomerado do fluido invasor atingia uma das

fronteiras da rede.
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Figura 5.4: (a) Fracdo de caminhadas blogueadas fo como funcio de N para a rede
quadrada. (b) Nimero médio de passos contra N. A linha pontilhada & a reta (n) = N.

A Fig.5.4(a) mostra que, mesmo para pequenos valores de NV a presenca de blo-
queios é facilmente observada. Além disso, f, aumenta com N e atinge 100% para N ~ 35
(para a rede quadrada). Nossa anlise em redes de tamanho finito sugere que, quando o
limite termodindmico for atingido, a curva extrapola para uma ciispide. Como todas as
caminhadas maiores do que 35 passos sdo bloqueadas, o nimero médio de passos execu-
tados fica limitado superiormente. A Fig.5.4(b) mostra a dependéncia do ntimero médio
de passos (n) com N. Estas quantidades coincidem somente até um certo limite superior
Nmaz = 35. Isto significa que, nio importa o quanto N é maior do que 39, o sistema,
comporta-se como se N fosse 35. Concluimos entdo que, na rede quadrada, o modelo
pode ser bem definido apenas no intervalo 1 < N < 35 onde (n) e N coincidem.

O fenémeno do aprisionamento também ocorre na rede honeycomb. No entanto,

sua frequéncia é maior do que aquela observada para arede quadrada. Como consequéncia,
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o limite superior para N é dado por Npsz = 30.

Individualmente, cada uma das caminhadas de nosso modelo assemelha-se as
caminhadas auto exclusivas dos modelos de crescimento cinético. Sabemos, através de es-
tudos de caminhadas cinéticas auto-exclusivas, que o fenémeno de aprisionamento ¢ muito
comum nos sistemas bidimensionais, mas irrelevante em dimenstes maiores[108, 109]. Nos-
so modelo guarda esta caracterfstica. Simulamos o modelo de invasao em N-passos em
redes ctibicas simples de tamanhos L = 51,75,101,151 e 201 (200 a 400 experimentos).
Neste caso o fendomeno do aprisionamento é muito raro e (n) coincide com N em todo
o intervalo 1 < N < 100. A investigagdo da ocorréncia de bloqueios para valores de NV

maiores do que 100 requer a utilizagdo de rede maiores.
5.4.1 A estrutura dos aglomerados

Os aglomerados da percolagdo por invasdo sao objetos fractais: suas massas
médias (M) escalam com seus raios de giracdo Rg com um expoente nao-inteiro. Este
expoente ¢ a dimenséo fractal Dp ((M) ~ Rg"F).

Nosso modelo também gera aglomerados cuja estrutura é fractal. Investigamos
nossos aglomerados de invasdo estudando uma possivel dependéncia das suas dimensoes
fractais com o valor de (n). Uma amostra da qualidade de nossos dados pode ser vista na
Fig.5.5. Os resultados obtidos para as dimensdes fractais sdo mostrados na Tab.5.1 para
diversos valores de (n). Para a rede quadrada, somente uma pequena dependéncia pode ser
detectada. Por outro lado, para a rede cilibica simples, Dy varia de 2.52 a 2.77 mostrando
que a universalidade é quebrada. Desta forma, nossos resultados sugerem fortemente
que a percolagao por invasdo ordindria e a percolagdo por invasao com caminhadas de N

passos pertencem a diferentes classes de universalidade.
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Figura 5.5: Dependéncia da massa média dos aglomerados com o raio de giracao para as
redes cibica simples e quadrada.
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Figura 5.6: Aglomerados tipicos do modelo de percolagdo por invasao com caminhadas de
N passos construidos na rede quadrada L = 201 para (n) = 1 (figura superior) e (n) = 30.
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Rede Quadrada Rede Cubica Simples
N | Dr (2) N Dp (z)
1 | 1.89(1) [ 2.51(1) | 1 |2.52(2) | 2.31(1)
2 | 1.89(1) | 2.65(1) | 2 |2.52(2) | 2.42(1)
4 [1.90(1) | 2.84(1) | 8 | 2.58(2) | 2.51(1)
15 | 1.91(1) | 2.89(1) | 15 | 2.64(3) | 2.52(1)
30 [ 1.92(1) | 2.89(1) | 30 | 2.69(3) | 2.52(1)
35 | 1.92(1) | 2.8%(1) | 45 | 2.75(3) | 2.53(1)
40 | 1.92(1) | 2.89(1) | 60 | 2.77(3) | 2.53(1)
60 | 1.92(1) | 2.89(1) | 100 | 2.77(3) | 2.53(1)

Tabela 5.1: Dimensoes fractais e niimeros de coordenagao médios para as redes quadrada
e cibica simples para diversos valores de (n).

O ntimero de coordenagdo médio (z) dos aglomerados corresponde ao nimero
médio de primeiros vizinhos ocupados de algum sitio ocupado. Os valores estimados
para esta quantidade sio mostrados na Tab.5.1. Podemos ver que o ntimero de coorde-
na¢do médio aumenta com (n) mas estabiliza-se rapidamente. Esta mudanga dos nimeros
de coordenacao indica que nossos aglomerados sdo morfologicamente diferentes daqueles
obtidos na invasao ordindria. Estas diferengas podem ser facilmente vistas analisando-se
as figuras dos aglomerados para diferentes valores de (n). Na Fig.5.6 dois aglomerados
podem ser vistos. No caso (n) = 1, temos um aglomerado tipico do modelo de percolagao
por invasao. No entanto, com o aumento de (n), ocorre a formacgio de regides de alta
densidade constituindo pequenos glébulos que se distribuem por todo o aglomerado, como

pode ser visto em aglomerado tipico correspondente ao valor (n) = 30.
5.4.2 O perfil de aceitacao

Além da estrutura dos aglomerados, avaliamos também o perfil de aceitacdo (a(r))
do modelo de percolagdo por invasdo com caminhadas. Como ji mencionamos anterior-
mente, a(r) foi definido por Wilkinson e Willemsen [17] como a razdo entre o nimero
de niimeros aleatérios no intervalo [r,r + dr) incorporados ao aglomerado e o niimero de

numeros aleatorios neste intervalo que se tornaram disponiveis para ocupacao.
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Na Fig.5.7(a) mostramos como o efeito de tamanho finito afeta a(r). O perfil
de aceitacdo desenvolve um plato, que no limite termodindmico, se estende de r = 0 até
um certo valor r.. Isto indica que todos os nimeros aleatérios menores que r, que se
tornaram disponiveis foram incorporados ao aglomerado. Entretanto, acima de r. uma
cauda aparece e permanece finita mesmo no limite termodindmico. O aparecimento desta
cauda estd relacionada com o conceito de inércia introduzido no modelo. Assim que ocorre
a ruptura do perimetro do aglomerado (partindo de um poro pequeno escolhido através de
uma pesquisa sobre todo o perimetro), poros adicionais sdo sequencialmente invadidos.
Embora a invasao adicional obedeca ao critério de capilaridade, o poro a ser invadido
¢ escolhido entre aqueles que circundam o atual poro invadido. Muitas vezes, apenas
poros grandes estdao disponiveis nesta regiao e algum deles deve ser obrigatoriamente
ocupado. Assim, a prépria dinimica do modelo obriga que alguns poros grandes sejam
invadidos, refletindo diretamente na estimativa do perfil de aceitagdo. Obviamente, a
largura do platé depende do niimero médio de passos executados, como pode ser visto
na Fig.5.7(b), que mostra o perfil de aceitagio para diferentes valores de (n) calculados
para invasao de uma rede quadrada. O valor do limiar r, claramente depende no mimero
médio de passos, isto é, r.((n)). Para (n) = 1, o perfil de aceitagio tende a uma funcio
degrau com r.((n) = 1) ~ 0.59 e o comportamento da invasdo ordindria é recuperado.
Porém, a medida em que (n) aumenta, r, diminui até atingir um valor de saturacao
re((n) = 35) ~ 0.24.

O caso tridimensional, calculado na rede cubica simples, apresenta um comporta-
mento semelhante, com o perfil de aceitagao apresentando uma descontinuidade em pontos
r. dependentes de (n). A diferenga, aqui, é a inexisténcia de um valor de saturagio para

Te, UMa vez que as caminhadas nao sofrem bloqueios.
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Figura 5.7: Dependéncia do perfil de aceitagdo com o numero aleatério r variando (a) o
tamanho da rede e (b) o nimero médio de passos.

5.5 Conclusoes

Introduzimos, pela primeira vez, um modelo discreto para o escoamento de fluidos
através de meios poroso que tenta levar em conta a influéncia da inércia do fluido invasor.
Em nosso modelo de percolagao por invasao, a inércia é responsavel pela invasao de poros
adicionais apés a ruptura do perimetro, sendo que a magnitude da inércia é determinada
pela quantidade N de poros invadidos em cada etapa da invasao.

Em duas dimensoes, nossas simulacoes mostram um fenémeno de bloqueio, que
impée um limite superior para N. Com isso, 0 modelo pode ser definido apenas em um
intervalo 1 < N < Np4.- Nos sistemas tridimensionais tal fenémeno nao é observado.
Na regiao onde o modelo é bem definido, nossos resultados mostram que a percolacao por
invasdo com caminhadas de N passos pertence a uma nova classe de universalidade, uma
vez que as dimensdes fractais dos aglomerados resultantes dependem de V.

Esperamos que nosso modelo possa contribuir para o melhor entendimento do
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escoamento de fluidos através de meios porosos. Com ele, efeito do aumento da veloci-
dade de escoamento, proporcionado pela introdugdo do parametro N, pode ser melhor
investigado e, com isso, também o efeito das forcas inercias. No entanto, para checar o
modelo diretamente, temos que encontrar melhores formas de definir velocidades médias

de escoamento e quedas de pressdo validas no contexto dos modelos de invasao.



Capitulo 6

Percolacao e percolacao por invasao
na presenca de impurezas madveis

6.1 Efeitos coletivos durante processos de solidificacao
na presenca de impurezas

A solidificagio de uma substancia a partir de sua fase fundida, como por exemplo,
a formagdo de gelo a partir da dgua pura, é um fendmeno bastante estudado [110]. Estes
processos sao controlados, essencialmente, por efeitos de difusao de calor e dependem ba-
sicamente da taxa de transmissao do calor latente de solidificacdo entre a interface sélida
e a sua vizinhanga liquida. Em geral, a morfologia da fase solida resultante depende de
uma série de fatores, como por exemplo, das varidveis que influenciam na energia livre na
interface s6lido/liquido (particularmente, a temperatura), das propriedades de equilibrio
mecanico da superficie, das superficies externas, etc {110]. Além disso, a presenca de im-
purezas dissolvidas na fase liquida pode afetar consideravelmente a dindmica do processo
de solidificacdo levando & formacéio de fases sélidas morfologicamente diferentes daquelas
obtidas a partir de uma fase liquida pura [49]. Observa-se experimentalmente que, em
baixas concentracgbes, as impurezas nao sao incorporadas a fase sélida crescente, fican-
do acumuladas na interface sélido/liquido enquanto a fase sélida avanga através da fase
liquida. Com isso, a interpretacao fisica correta dos processos de solidificagao de materiais

impuros deve levar em conta no s6 transporte de calor, mas também tem que considerar

88
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o efeito da difusdo de matéria.

O estudo da solidificagio de materiais impuros tem grande importéancia princi-
palmente no campo de crescimento de cristais e ligas bindrias [110]. Em muitos destes
processos, uma fase liquida L) reage com com um material sélido A para formar uma
segunda fase sélida B. Normalmente, esta reagdao pode ser descrita como LQ + A — B.
Reacdes deste tipo, onde os reagentes sdo totalmente consumidos, sdo chamadas peritéti-
cas. Porém, muitos compostos bindrios solidificam-se segundo uma reagao eutética, onde
um dos reagentes nio é totalmente consumido. Frequentemente os restos da fase nao
consumida agem como impurezas presentes na reagao.

Como exemplo, podemos citar o compésito supercondutor ¥ BaaCuQO7_s, conhe-
cido como fase 123 [42]. Comegamos com uma amostra liquida de BaCu — O, contendo
particulas de Y, BaCuQOs (chamada de fase 211), a altas temperaturas. Quando o sistema

é resfriado para uma temperatura menor do que 1040°C, ocorre a recombinacao

LQ +211 — 123. (6.1)

Izumi et al [41) mostraram que esta reacdo é controlada pela difusao de atomos
de Y presentes na fase liquida em direcdo a interface sélida e que a taxa de dissolucéo
das particulas 211 é menor do que taxa de crescimento da interface sélida 123. Como
resultado, a reagdo é incompleta, uma vez que nem todas as particulas da fase 211 sao
consumidas durante a formagao do composto 123, ficando, entao, aprisionadas na fase
solida.

A formacao de uma amostra sélida a partir de um liguido impuro foi investigado
pela primeira vez por Uhlman, Chalmers e Jackson em 1964 [39]. Estes autores estavam
interessados no efeito da interacdo entre as impurezas e a interface sélida que avanga

através da fase liquida. Para isso, investigaram processos de solidificagdo de uma variedade
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de materiais previamente contaminados com diferentes tipos de impurezas. Além de
igua, foram utilizados como meios solidificantes os compostos organicos timol, salol e
ortoterfenil. As impurezas escolhidas foram particulas de grafite, 6xido de magnésio,
éxido de ferro, Zinco, Niquel, Silicio e iodeto de prata, com tamanhos variando de 1
micron a centenas de microns.

O experimento consiste em congelar uma célula fina (300 a 500um) contendo o
meio solidificante misturado as impurezas a partir de uma de suas bordas e acompanhar
o movimento da interface sdlida enquanto ela avanca em dire¢do & borda oposta. A
velocidade de solidificagao, controlada essencialmente pelo gradiente de temperatura entre
a borda congelada a interface da amostra, ¢ medida usando um microscépio graduado e
um crondmetro.

UCJ observaram que, para velocidades de solidificacdao muito baixas, as impurezas
de praticamente todos os materiais sao rejeitadas pelo sélido, isto é, nao sao incorporadas
a fase sdlida sendo empurradas pela interface através da fase liquida. Muitas vezes as
impurezas podem viajar por distancias milhares de vezes maiores do que seus diametros,
chegando a deslocar-se por comprimentos da ordem de centimetros. Durante este deslo-
camento, as impurezas eventualmente entram em contato com outras particulas e, com o
passar do tempo, as impurezas acumuladas na regido da interface formam agregados com-
postos por vérias particulas. Observa-se que, para cada valor da velocidade de avanco da
fase sélida, existe um tamanho maximo de agregados rejeitados. Acima deste tamanho
mdximo, as impurezas ficam aprisionadas no interior da fase sélida. Quando a veloci-
dade de crescimento é aumentada, excedendo um certo valor critico v., as impurezas nio
sao empurradas e ficando aprisionadas pela interface. Em geral, o valor de v, depende
de virios parametros como a natureza do meio solidificante, o tamanho das particulas,

viscosidade da fase liguida, etc.

A explicagdo apresentada por UCJ para tais observagdes baseia-se na hipétese
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Figura 6.1: Interfaces sélido-liquido no experimento de UCJ. As impurezas acumulam-se
na interface, sendo empurradas por ela. Na figura & direita, o meio solidificante era salol

e as impurezas, MnO, euquanto 3 esquerda, temos a solidificagio de ¢imol na presenca
de particulas de Zn.

de que existe uma interagio repulsiva de curto alcance entre o sélido e as impurezas.
Segundo a teoria de UCJ, se a energia livre da superficie sdlido-impureza, for maior do
que a soma das energias das superficies liquido-impureza e liquido-sélido, as particulas
sido empurradas pela interface. No entanto, as impurezas podem ficar aprisionadas caso
nio haja uma répida difusdo de liquido para as regides liberadas pelas impurezas deslo-
cadas. As conclusoes obtidas através desta teoria concordam com os resultados observados
experimentalmente.

A teoria de UCJ tém sido usada com sucesso na descricio de uma variedade
de sistemas que envolvem interacdo entre particulas e interfaces. Na verdade, muitos
dos problemas atuais relacionados como comportamento de células bioldgicas na inter-

face gelo/dgua [43], aprisionamento de bolhas durante processos de solidificagao [111],
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crescimento de compdsitos supercondutores [42] e crescimento de cristais [110] tém sido

investigados sob a luz do mecanismo de repulsio proposto por UCJ (39].
6.1.1 O modelo epidémico dindmico

A formacdo de aglomerados de particulas é um fenémeno muito comum na na-
tureza. Com o intuito de compreender a dinimica da formagao de aglomerados em meios
desordenados, bem como as suas formas morfolégicas, varios modelos foram prospostos.
Entre eles estao a percolagio por invasio[17), DLA[18] e os chamados modelos epidémicos
[56, 57, 49]. A estrutura dos aglomerados resultantes destes modelos tem sido descrita
com sucesso usando conceitos fractais e multifractais [49], com resultados compativeis com
vérias observagdes experimentais. No entanto, estes modelos sempre consideram o meio
desordenado estatico, isto é, inerte e “congelado”, que ndo muda durante todo o tempo
de observagao do fenomeno.

Recentemente Vandewalle e Auloos [38, 112] propuseram um modelo no qual um
aglomerado interage com o seu meio enquanto é construido. Este modelo, chamado de
modelo epidémico dindmico, descreve uma interface sélida S que avanca através de um
liquido LQ e que interage com impurezas I que podem se mover. Este modelo assume
que o movimento das impurezas deve-se a uma intera¢do repulsiva de curto alcance entre
a interface sélida e as impurezas, descrita pelo mecanismo de UCJ.

O modelo epidémico dindmico pode ser definido em uma rede da seguinte forma.
Cada sitio da rede pode assumir um dos trés possiveis estados: liquido (LQ), sdlido (S), ou
impureza (I). Inicialmente, uma fracio z; de sitios, escolhidos aleatoriamente, recebem
impurezas. Cada um dos sitios restantes recebe a fase liquida. A formagio da fase sélida
comega colocando uma unidade sélida S no centro da rede. Em cada etapa do processo um
sitio liquido em contato com a fase sélida é aleatoriamente escolhido e transformado em

solido. O mecanismo de repulsao de UCJ entre a interface e as particulas de impureza ¢
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introduzido da seguinte forma: quando a interface sélida atinge um sitio primeiro vizinho
a uma impureza, fazendo, assim, contato com ela, a particula move-se para algum de seus
sitios primeiros vizinhos liquidos, de forma que este contato com a interface seja reduzido.
Caso o contato com a interface ndo possa ser reduzido, a posi¢do da particula permanece
inalterada e ela pode ficar aprisionada no aglomerado sélido. Na pratica o aprisionamento
de impurezas pode ocorrer em duas situagoes: quando ela nao puder reduzir seu niimero de
primeiros vizinhos sélidos movimentando-se apenas um sitio, ou quando o movimento for
obstruido pela presenga de outras impurezas. Se ndo houverem sitios liquidos disponiveis
na interface, o processo de solidificagao é interrompido, caso contrario, a fase solida avanca
até que o aglomerado atinja as fronteiras da rede.

O mecanismo de formagao dos aglomerados sélidos adotado no modelo epidémico
dindmico possui alguns casos particulares conhecidos. Quando o mecanismo de repulsao
¢ desprezado (caso em que as impurezas sio fixas em suas posi¢oes), temos o modelo de
crescimento de aglomerados proposto por Leath [56], e que ¢é frequentemente chamado de
modelo epidémico. Por outro lado, na auséncia de impurezas (z; = 0), recuperamos o
modelo de Eden [58], no qual o aglomerado cresce indefinidamente, gerando uma estrutura
compacta.

Apresentamos abaixo alguns resultados da simulagao do modelo epidémico dina-
mico definido em uma rede quadrada. Para investigar a existéncia de transicoes de fase,
estimamos a fragdo de aglomerados que atingem a fronteira da rede (F(p)). A Fig.6.2
mostra como F(p) varia com a concentragdo de impurezas z; para diferentes tamanhos
de rede L. No limite termodinamico o sistema apresenta uma transicao de fases no
ponto z§ = 0.56. Para z; < z§ existem aglomerados que se estendem por toda a rede,
enquanto que, para zy > z¢ os aglomerados sao sempre finitos. O valor critico para
a transicao de fases é substancialmente maior do que aquele observado para o modelo

epidémico ordinario. Este valor pode ser interpretado como o resultando do fenémemo de
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Figura 6.2: Fracio de aglomerados percolantes contra, concentracao impurezas para dife-
rentes tamanhos de rede.

acumulacdo das impurezas na interface sélida. Isto contrasta com a transicao que ocorre
no modelo epidémico ordindrio, cuja origem é a impossibilidade de encontrar um caminho
infinito através da distribuicio de impurezas estdticas. No modelo epidémico dindmico,
a transicao de fase acontece pois a interface ndo consegue empurrar os agregados de
lmpurezas por longas distdncias. O caso tridimensional, definido em uma rede ciibica
simples, foi estudado por Ivanova[l113]. O limiar para a transicio de fase, 2§ =~ 0.80,
também € maior do que o valor observado para o modelo de impurezas estaticas (25 22
0.69).

Uma andlise dos aglomerados criticos, construidos na rede quadrada, mostra que

o valor de sua dimensdo fractal coincide com o valor observado para os aglomerados da
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Figura 6.3: Aglomerados tipicos do modelo epidémico dinamico para zr = 0.20 (esquerda)
e para o caso critico z; = z§ = 0.56 (direita).

percolacdo ordindria critica (DF = 1.89). Além disso, o comprimento de correlagao do
modelo, na regido critica, diverge segundo a lei de poténcias £ o< |z —z$|™ com v ~ 1.33.
Estes expoentes colocam o modelo epidémico dindmico na mesma classe de universalidade
que a percolacao ordindria.

O modelo epidémico dindmico tem se mostrado muito 1til na compreensiao de
efeitos coletivos envolvendo crescimento de cristais na presenca de impurezas mdéveis nao
reativas e na segregacdo de fases durante a formagdo compdsitos supercondutores [40].
Além disso, o modelo pode ser estendido para tratar a polidispersividade das impurezas
e transporte de sais através meios porosos penetrados por fluidos [114, 115, 116]. Estes
modelos apresentam sempre os mesmos ingredientes bédsicos: uma interface que avanca
interagindo repulsivamente com impurezas moéveis. Neste trabalho, acrescentamos um

outro ingrediente: uma fase liquida inerte, isto é, que nao interage nem com as impurezas
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e nem com o aglomerado sélido. O nosso modelo sera discutido abaixo, usando a linguagem

de movimento de interface sélido/liquido.

6.2 O modelo de percolacao dindmica

6.2.1 Apresentacao do modelo

Neste trabalho, estendemos o modelo epidémico dindmico para tratar um processo
de solidificacdo de dois fluidos imisciveis A ¢ B na presenca de impurezas méveis. Na
prética, nosso modelo considera dois tipos de impurezas. As impurezas que denotaremos
com sendo do tipo I interagem repulsivamente com a interface sélida que avanga através
da fase liquida. Esta interacio repulsiva entre as impurezas [ e a interface é do mesmo tipo
que a observada por UCJ [39]. Assim, as impurezas do tipo podem mover-se através da
fase liquida composta pelos fluidos A e B. O segundo tipo de impurezas é a propria fase
liquida B, considerada nao solidificante, e que ndo interage nem com a interface sélida e
nem com a impurezas do tipo J. Uma fase s6lida é formada através da solidificagdo do
fluido do tipo A. A dindmica escolhida para a simulagdo deste modelo, que chamamos de
percolagao dinamica, é baseada nas regras do modelo de Eden [58].

A percolagio dindmica pode ser definida em uma rede da seguinte forma. Inicial-
mente, uma fracdo zr de sitios, escolhidos aleatoriamente, é ocupada por impurezas I. Os
sitios restantes sio entdo ocupados por um fluido tipo A, com uma concentragao z4, ou
do tipo B, com concentragao zp, satisfazendo o vinculo z; +z4+2p = 1. Assumimos que
os fluidos A e B sio imisciveis e que o sistema est4 em contato com um banho térmico
o qual é mantido & temperatura de solidificagdo do fluido A (mais alta). O processo de
solidificacdo comega colocando, no centro da rede, uma unidade sélida do tipo A. Em
cada etapa do processo, um sitio liquido do tipo A, em contato com a fase solida, ¢é aleato-

riamente escolhido e convertido em sé6lido. Eventualmente, pode ndo haver sitios liquidos

do tipo A disponiveis na interface, e entdo o processo de formagdo do aglomerado solido
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é interrompido. O mecanismo de repulsio de UCJ entre a interface sélida e as impurezas
méveis permanece inalterado, ou seja, quando uma impureza entra em contato com a
interface sélida, ela move-se para algum de seus sitios primeiros vizinhos que contém a
fase liquida (A ou B), se isto reduzir seu niimero de contatos com a interface. Caso o
nimero de contatos nao possa ser reduzido, a impureza permanece no mesmo lugar.
Além de empurrar as impurezas, nosso mddelo possui também caracteristicas
peculiares aos problemas de percolagio: dependendo das concentracoes de impurezas e de
fluido do tipo A, um aglomerado de fase s6lida A pode ou nao percolar a rede. Esperamos,
entdo, que o sistema exiba uma curva critica no plano z; + 4 + zp = 1 do espago de
concentracoes. Na auséncia de impurezas (z; = 0), nosso modelo recupera o modelo
crescimento de Leath, onde o fluido A (B) corresponde aos sitios ocupados (bloqueados).
Um outro caso particular surge quando zz = 0 onde o modelo epidémico dindmico é

recuperado.

6.2.2 Resultados da simulacao

Simulamos o processo de percolagao dindmica em redes quadradas de tamanhos
L = 201,401, 801 e 1601. Para cada concentracao de impurezas (zr), fizemos um nimero
de ensaios suficientes para que o desvio estatistico da massa dos aglomerados fosse reduzido
a menos de 1%.

A Fig.6.4 mostra como a fracao de aglomerados que conectam as bordas opostas
do sistema, F(z,4), depende da concentragio de fluido A para z; = 0.45 e vdrios tama-
nhos de rede. Este gréfico sugere que, no limite termodinamico, existe uma transicao de
fases em um ponto z5, isto é, existe um ponto critico que marca uma transi¢ao de fase
continua entre dois regimes: um onde existe um aglomerado sélido infinito e outro onde

o aglomerado sélido sempre permanece finito.

Os pontos criticos, para cada valor fixo de concentracao de impurezas, podein ser
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Figura 6.4: Fragdo de aglomerados que percolam o sistema contra a concentracio de fluido
A para diferentes tamanhos de rede.

determinados através da curva F(z4) versus z4. Para redes muito grandes, o ponto de
inflexdo desta curva aproxima-se do ponto critico z4. Através de uma anélise cuidadosa
deste ponto de inflexao, determinamos os pontos criticos do sistema para vérias concen-
tracdes de impurezas. Isto permite construir o diagrama de fases do modelo no espago
das concentragdes. Este diagrama pode ser visto na Fig.6.5. Existe uma curva critica
no plano zy + 4 + zp = 1 separando uma fase percolante de uma nio percolante. Co-
mo era esperado, quando zy = 0 o limiar da percolagdo ordindria é obtido. Além disso,
recuperamos o modelo original de Ausloos e Vandewalle para zp = 0.

Conhecendo os pontos criticos podemos caracterizar o modelo avaliando seus
expoentes criticos. O expoente critico 8 pode ser determinado através da andlise do
comportamento critico da densidade média dos aglomerados. Esta densidade pode ser

descrita como a razio entre o niimero de sitios que compde o aglomerado e o nimero total
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Figura 6.5: Diagrama de fases no espago z4 + Tp + Z1 para o modelo de percolagao
dindmica. A érea hachurada do plano corresponde & fase percolante.
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Figura 6.6: Logaritmo da densidade média dos aglomerados percolantes na regido critica.
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de sitios da rede. Na regido critica esta densidade obedece uma equagdo do tipo (5]

p(za) ~ |24 —25)°. (6.2)

Assim, através de simulagbes para diferentes valores de z 4, proximos do ponto
critico ¢, podemos determinar o expoente f associado ao comportamento critico da
densidade do aglomerado percolante [5, 38]. Estimamos o valor de § e encontramos
B ~ 0.16, o qual est4 préximo do valor exato do expoente critico associado ao parametro
de ordem da percolagio ordindria (§ = ;’—6 ~ 0.14).

Um outro expoente critico pode ser avaliado de forma independente, analisando
os aglomerados criticos resultantes do processo de solidificagdo. Uma maneira simples de

caracterizar estes aglomerados é avaliando sua dimensao fractal. Para isso, investigamos

como a massa média dos aglomerados sélidos escala com seu raio de giracdo médio. Uma
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Figura 6.7: Grafico logaritmico da massa média do aglomerado contra seu raio de giragao
para um valor fixo de z;.

amostra da qualidade dos nossos dados pode ser vista na Fig.6.7, onde as barras de erro
sao menores do que os simbolos usados para os valores centrais. A inclinacao da reta
In(M) contra In(Rg) estima o valor da dimensdo fractal. Nossos valores estimados de
Dy, para vérias concentragdes de impurezas, sao \inicos e iguais a 1.89, coincidindo com o
valores calculados para o modelo de percolagao ordindria. Na regiao percolante a dimensao
fractal dos aglomerados é Dy = 2.0, como no modelo de Eden.

Os resultados obtidos para as dimensdes fractais dos aglomerados percolantes
criticos, junto com o expoente S sugerem que o modelo de percolacdo dindmica estd na

mesma classe de universalidade que a percolagao ordinaria.

6.3 O modelo de percolacao por invasao dinamica

O escoamento de fluidos através de meios porosos é um fendémeno importante no

estudo de solos, processos de infiltragdo e transporte de sais em materiais porosos como
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o cimento [40, 116], e por isso, tem sido objeto de varios estudos, tanto tedricos quanto
experimentais. Muitos experimentos mostraram que o transporte de fluidos através de
meios porosos exibe comportamento fractal. Isto colaborou para a criacao de vdrios
modelos teéricos, tal como o DLA [18] que descreve o escoamento no regime viscoso, e a
percolacdo por invasdo, aplicada quando as forgas capilares sio as dominantes. Embora
o processo de escoamento de fluidos seja hoje muito estudado, pouca atencdo tem sido
dada A capacidade do fluido em transportar particulas através do meio poroso.

Implementamos o modelo de percolagdo por invasio em um meio no qual uma
certa fracdo dos poros (z7) estd ocupada por impurezas que podem mover-se para outros
poros, empurradas pelo fluido invasor. Neste caso, consideramos que uma certa fragao
dos poros sao ocupados por particulas ou impurezas. Ndo vamos considerar a polidis-
persividade das impurezas (distribui¢io de tamanhos), assumindo que as impurezas sdo
menores do que o menor poro. Assim, quando estas particulas sdo tocadas pelo fluido
invasor, podem mover-se para poros de qualquer tamanho. Porém, um poro ndo pode ser
ocupado, simultdneamente, por mais de uma impureza. O tamanho dos poros, por sua
vez, corresponde a niimeros aleatérios r € [0, 1] sorteados de uma distribuigao uniforme.

A percolagio por invasio simula a inje¢do de um fluido a partir do centro da rede.
A cada unidade de tempo (etapa da invasdo) o menor poro disponivel no perimetro do
aglomerado de fluido invasor é selecionado e invadido. Este procedimento mimetiza o que
acontece nas situacdes experimentais nas quais o fluxo de fluido injetado é muito baixo.
Porém, quando o fluido encontra uma impureza, uma interacao repulsiva do tipo descrita
por UCJ aparece. Desta forma, as particulas de impurezas sao empurradas para poros
vazios.

Nossos resultados mostram que, ao contririo do que acontece na percolagao por
invasdo ordindria, onde sempre existe um aglomerado gue percola o sistema, o desloca-

mento de fluido invasor pode ser completamente bloqueado pela presenca de impurezas.
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Figura 6.8: Perfis de aceita¢do do modelo de percolacdo por invasio dindmica para dife-
rentes concentragoes de impurezas.

Para avaliar este efeito, estimamos a fragdo de aglomerados invasores que percolam a
rede. Avaliando esta grandeza como funcio da concentracao de impurezas, encontramos
um valor critico (z7) acima do qual todos os aglomerados de fluido invasor sdo bloquea-
dos. Este valor coincide com aquele obtido por Ausloos e Vandewalle para o modelo
epidémico dindmico definido na rede quadrada (z$ ~ 0.56). Porém, nosso modelo difere
do modelo original no seguinte aspecto: nossos aglomerados sio objetos fractais em to-
do o intervalo z; < z§ e nio somente no ponto critico z¢. Nossas estimativas mostram
que, neste intervalo, as dimensdes fractais dos aglomerados sdo iguais e coincidentes com
aquelas da percolagdo ordindria. Neste caso, a formacdo de aglomerados de impurezas,
semelheantes aos aglomerados de fluido aprisionado formados na percolacdo por invasao
com aprisionamento, ndo é suficiente para mudar a classe de universalidade do sistema.
Além das dimensGes fractais, avaliamos também os perfis de aceitacao da perco-

lagdo por invasdo dindmica (a(r)). Assim como na invasdo ordindria, no limite de uma
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rede infinita a(r) tende a uma funcdo degrau. No entanto, o ponto de descontinuidade
mostra uma forte dependéncia com a concentragao de impurezas, como pode ser visto na
Fig.6.8. Este modelo nao possui nenhum parametro de ajuste, mas o sistema evolui na-
turalmente para um ponto critico, sugerindo que o modelo pertenga a classe dos sistemas
criticos auto-organizados.

O perfil de aceitagdo pode ser utilizado na determinacdo do expoente de gap
(A = B+ ) de nosso modelo. Para isto, utilizamos o método introduzido por Wilkinson
e Barsony (70] para a determinagéo do expoente A para a percolagao por invasio ordinaria.

Na percolagdo por invasao sem aprisionamento, a quantidade

1
p= [ a(r)dr (6.3)

0
¢é a fracao de ocupacio total e corresponde a probabilidade de ocupacao dos sitios. No

limite termodinamico, a(r) é uma fungdo degrau com um ponto de descontinuidade em

P = p., onde p. é a probabilidade de ocupagao critica. Em sistemas finitos, as quantidades

B, = f (1 = a(r))dr (6.4)

Tc
By = / a(r)dr (6.5)
0
representam os desvios do perfil de aceitagdo em relagio a fungao degrau e relacionam-se

diretamente & quantidade |p — p.| [70]. Aplicando argumentos da teoria de escala para

tamanhos finitos, pode ser demonstrado que

By =By~ ((M))% (6.6)

onde (M) é a massa média dos aglomerados.
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Figura 6.9: Grafico logaritmico de B, como fun¢do da massa dos aglomerados para uma
concentracio de impurezas fixa. A inclinacdo da reta estima o expoente A.

Avaliamos estas quantidades para diversas concentracdes de impurezas. Uma
curva tipica é mostrada na Fig.6.9, para x; = 0.41. A inclinacio da reta aproxima o valor
do expoente A.

Para z; = 0.20, 0.35, 0.41 encontramos, respectivamente, os expoentes 1 ~ 0.43(3),
X ~0.41(3) e 1 ~ 0.42(3). Estes valores concordam com os valores exatos do modelo de

percolagio ordindria (1 = 3 =~ 0.40).

1
A

Juntamente com os valores das dimensoes fractais, estes resultados colocam a
percolagdo por invasiao dindmica na mesma classe de universalidade que a percolagao

ordinaria.

6.4 Conclusoes

A introdugio dos modelos epidémicos dinamicos abre a perspectiva da realizacao

de uma série de estudos tedricos em uma ampla classe de sistemas interagentes. Por
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exemplo, nosso modelo de percolagdo por invasdo dinidmica considera que as impurezas
sao sempre menores do que o menor poro do sistema, podendo assim, ocupar qualquer
um deles. No entanto, a alternativa mais natural seria atribuir diferentes tamanhos as
impurezas, impedindo-as de ocupar poros menores do que elas. Esta é uma observagio
importante que deve ser levada em conta nas simulacoes futuras. Possivelmente, o aglome-
rado de fluido invasor mantera sua estrutura inalterada, mas o processo de deslocamento
das impurezas podera ser bastante diferente.

Recentemente, Vandewalle et ol [40] simularam um processo de infiltragio de
fluidos em meios porosos baseado no modelo epidémico dindmico. Esta simulacdo, foi
feita em uma série de ciclos: para cada concentracdo de impurezas, um conjunto de n
invastes consecutivas foram efetuadas. Segundo os autores, isto corresponde a submeter
o sistema a diferentes condiges de tempo [40, 116, 117]. Suas investigagbes sdo relevantes
para o estudo do transporte de sais pela dgua escoando em meios porosos. No entanto,
o processo de infiltracdo utilizado é baseado no modelo de Eden [58]. Hoje, sabemos
que a percolagdo por invasao é um dos melhores modelos para representar processos de
escoamento de fluidos através de meios porosos. Seria, assim, interessante simular ciclos
consecutivos de infiltragdo na presenca de impurezas, mas utilizando um modelo mais
apropriado, a percolagao por invasdo. Além disso, a polidispersividade das particulas de
impurezas também deve ser incluida no intuito de aproximar o modelo das condicoes reais.
Acreditamos que processos de invasao na presen¢a de impurezas de diferentes tamanhos
possa levar & segregacdo das particulas, uma vez que as impurezas menores podem ser
transportadas por distincias maiores.

Este modelo também pode ser aplicado a meios porosos néo consolidados[15], cuja
morfologia pode mudar devido a reagoes quimicas ou interagdes fisico-quimicas entre a su-
perficie dos poros e o fluido e/ou as impurezas. Tais sistemas tém recebido pouca atencao,

mas também possuem importantes aplicages, especialmente na 4rea de engenharia.
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Capitulo 7

Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, apresentamos uma caracterizagio completa dos aglomerados ge-
rados pelo modelo de percolagdo por invasdo miltipla. Investigamos suas duas principais
variantes, o modelo perimétrico e o otimizado. Identificamos as subestruturas dos aglo-
merados utilizando o método das queimadas introduzido por Herrmann et al [86]. Os
expoentes criticos relacionados a estas estruturas foram também estimados. Para o mo-
delo perimétrico, analisamos a dependéncia destes expoentes com o parimetro F' que
controla o fluxo de fluido através do perimetro do aglomerado. J4 o modelo otimizado
foi investigado como fungdo de seu pardmetro de controle D. Os aglomerados gerados
pelo modelo otimizado apresentam duas propriedades interessantes. A massa de seu es-
queleto escala perfeitamente com seu raio de gira¢do durante todo o crescimento, e nio
somente no limite assint6tico (lembre-se que a obediéncia 4 escala foi imposta somente
para o aglomerado). Além disso, os pontos de estragulamento desaparecem, indicando
que o aglomerado possui grande conectividade. Como as flutuagées da massa dos aglome-
rados e esqueletos sdo pequenas, 0 modelo otimizado pode ser muito 1til no tratamento
estatistico de sistemas de spins diluidos. Os modelos de invasio miltipla pertencem a
classes de universalidade diferentes daquela da percolacao por invasio ordinéria.

Introduzimos um modelo de percolagdo para escoamento de fluidos através de

meios porosos que permite a ocupagao de poros de qualquer tamanho, sendo que os poros
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menores sio preferencialmente escolhidos. O ingrediente principal de nosso algoritmo
computacional é o método de crescimento de Leath acrescido de uma nova regra de ocu-
pacao. Esta regra foi escolhida de tal forma que a probabilidade de ocupacdo diminua &
medida em que o tamanho do poro aumenta, de acordo com as observagoes experimen-
tais. Nossa regra de ocupagdo tem forma matemadtica arbitraria, mas que leva em conta
conceitos fisicos ligados a pressao capilar e a pressao externa responsavel pela injecao de
fluido invasor. A introducao de um parametro adicional na probabilidade de ocupacgao
nao muda a classe de universalidade do sistema, que é a mesma da percolagao ordinaria.
Os limiares de percolagdo do nosso modelo dependem nédo somente do tipo de rede e da
dimensao do sistema, mas também do parametro w introduzido na distribuigao de proba-
bilidade de ocupagdo. Demonstramos que estas probabilidades de ocupacao criticas nao
obedecem a conjectura de Galam e Mauger.

Nosso algoritmo ainda guarda uma forte semelhan¢a com o método de Leath: os
sitios consultados e ndo ocupados sao permanentemente bloqueados. Porém, em situagoes
reais, os poros grandes permanecem na periferia do aglomerado, estando ainda disponiveis
para futura ocupacgao. Seria interessante acrescentar este fato pode ao modelo, permitindo
que um mesmo sitio possa ser consultado mais de uma vez. Isto pode ser feito introduzin-
do um “tempo de vida” aos poros consultados e nao ocupados que estao no perimetro
do aglomerado. Além disso, o modelo pode também ser estendido para sistemas com
correlagoes de sitios e ligagbes, onde tanto os poros (sitios) quanto as ligacoes (gargalos)
exercem papel importante.

Um outro aspecto de nosso trabalho é a introduc¢ao de um modelo discreto para
o escoamento de fluidos através de meios porosos que considera a influéncia da inércia do
fluido invasor. Neste modelo, a invasdo de poros adicionais ap6s a ruptura do perimetro
estd relacionada 2 inércia do fluido. A magnitude do termo inercial é determinada pela

quantidade N de poros invadidos em cada etapa de invasio.
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Em duas dimensdes, nossas simula¢des mostram um fendémeno de blogueio que
imp0e um limite superior para N. Com isso, o modelo pode ser definido apenas em um
intervalo 1 < N < N,;,. Nos sistemas tridimensionais tal fendmeno niao é observado.
Na regido onde o modelo é bem definido, nossos resultados mostram que a percolacao por
invasdo com caminhadas de N passos pertence a uma nova classe de universalidade, sendo
que as dimensdes fractais dos aglomerados resultados dependem de N. Desta forma, a
universalidade é quebrada pela introdugio do parametro N.

Acreditamos que nosso modelo possa contribuir para o entendimento do escoa-
mento de fluidos através de meios porosos. O aumento da velocidade de escoamento,
proporcionado pela introdugio do parimetro N, pode ser melhor investigado e, com isso,
também o efeito das forgas inercias. Entretanto, uma comparacio do nosso modelo de
percolagdo por invasao com caminhadas com os dados experimentais passa pela necessi-
dade de definir melhor as velocidades médias de escoamento e quedas de pressao vélidas
no contexto dos modelos de invaséo.

Além disso, generalizamos o modelo epidémico dinimico introduzido por Van-
dewalle e Ausloos incluindo, além das impurezas méveis, uma fase inerte. Assim, nosso
sistema é composto por trés “fases”: uma fase solidificante A, uma fase inerte B e im-
purezas I méveis. Estas fases estdo relacionadas através do vinculo z4 + zp + z7 = 1.
O modelo de percolagdo dinamica apresenta um diagrama de fase no espaco das concen-
tragoes. Resultados das simulagdes mostram que nosso modelo estd na mesma classe de
universalidade que a percolacio ordindria.

Implementamos, também, um modelo de percolagido por invasio na presenca de
impurezas moveis. Ao contrdrio do modelo epidémico dindmico, onde o aglomerado re-
sultante é fractal somente no ponto critico, na percolagio por invasio dindmica os aglo-
merados sdo fractais em todo o intervalo {0, z$], onde é possivel encontrar aglomerados

que percolam o sistema.
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Os modelo epidémico dindmico tem encontrado terreno fértil do ponto de vista
de aplicagdes, principalmente na drea de crescimento de cristais. Porém, existe ainda um
um grande nimero de sistemas interagentes que podem ser investigados sob a luz deste
modelo. Um exemplo é nosso modelo de percolagio por invasao dindmica. Ele considera
que as impurezas sido sempre menores do que o menor poro do sistema, podendo assim,
ocupar qualquer um deles. No entanto, seria mais realistico atribuir diferentes tamanhos
as impurezas, impedindo-as de ocupar poros menores do que elas. Esta é uma observacao
importante que devemos considerar em nossos estudos futuros.

A percolagado por invasio é um dos melhores modelos para descrever processos de
escoamento de fluidos através de meios porosos. Seria, assim, interessante simular ciclos
consecutivos de invasao na presenca de impurezas, o que pode modelar o comportamento
de um material exposto a diferentes condigdes climaticas. J4 tem sido apontado, através
de simulagdo de processos de invasdo [117], que materiais porosos expostos a ciclos de
exposicio a umidade, congelamento e aquecimento podem sofrer deterioragdo [116]. No
entanto o efeito da dissolu¢ao de sais nestes materiais ainda nao foi considerada. Além
disso, a polidispersividade das particulas de impurezas dissolvidas também devem ser
incluida no intuito de aproximar o modelo das condigdes reais. Alguns processos de invasao
na presenca de impurezas de diferentes tamanhos podem, inclusive, levar a segregacao das
particulas, uma vez que as impurezas menores podem ser transportadas por distancias
maiores.

Uma outra vertente que deve ser explorada € a aplicacao destes modelos a meios
porosos ndo consolidados, cuja morfologia pode mudar devido a reagdes quimicas ou in-
teracoes fisico-quimicas entre a superficie dos poros e o fluido e/ou as impurezas. Tais sis-
temas tém recebido pouca atencdo, mas também possuem importantes aplicagdes [15, 116]

Em resumo, estudamos nessa tese 6 novas formas de percolacao, utilizando técnicas

de simulagio de Monte Carlo. Obtivemos resultados interessantes e uma pletora de
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possiveis aplicagdes, mostrando que a teoria da percolagdo continua sendo uma das mais

perenes dreas da mecinica estatistica.



Apéndice A

Outros tipos de percolacao

A.1 Percolagao direcionada

A percolagdo direcionada é uma variante anisotrépica da percolacdo ordinaria.
Nela, atribuimos direcoes as ligagoes, formando assim uma rede orientada. O objetivo
deste modelo é descrever a conectividade em meios desordenados que possuem direciona-
mento, por exemplo, o escoamento de fluidos através meios porosos sujeitos ao campo
gravitacional [5]. Em um meio poroso, os poros podem estar conectados por ligacdes
abertas com uma certa probabilidade p. Dependendo desta probabilidade, o fluido pode
ou ndo percolar através do sistema. Devido ao campo gravitacional, o desiocamento do
fluido € estritamente unidirecional, isto é, o fluido s6 pode se deslocar “para baixo”.

Se atribuirmos uma dire¢do ao “tempo”, podemos interpretar a percolacio dire-
clonada como um processo dindmico e relacionar o crescimento de um aglomerado com o
espalhamento de um certo agente. Em um certo instante ¢ podemos interpretar os sitios
visitados ou ativos como particulas A e os inativos como vazios ). No tempo t + 1 as
particulas podem se auto-destruir ou produzir uma “particula-filha”. Além disso, se duas
particulas atingem o mesmo sitio elas podem coagular, formando uma sé particula. Por-
tanto, a percolagao direcionada pode ser relacionada com processos de reacao-difusio do

tipo
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difusdo: 0+ A — A+ 0
auto-destruicio: A — @
producao de “filhos”: A - A+ A
coagulagdo: A+ A — A.
Dependendo da razdo entre as taxas de auto-destrui¢do e producdo de filhos,
o processo pode permanecer ativo ou atingir um estado do qual ele ndo pode escapar,
chamado de estado absorvedor do sistema. A transigio entre a extingdo e a sobrevivéncia

do processo é continua, com a densidade de sitios ativos anulando-se no ponto critico

segundo uma lei de poténcias

Pati ™~ |;0 - pe|67 (A'l)

onde 3 é o expoente critico associado ao parametro de ordem pgy;.
Ao invés de apenas um comprimento de correlagao, a percolacio direcionada apre-
senta dois comprimentos caracteristicos £, e £ que, na regido critica, estdo relacionados

a fracao de ocupagao por

L~ p—pf™t € &~ p—p. (A.2)

Estes comprimentos de correlagio sao avaliados nas diregbes perpendicular (£,) e paralela
(&) & direcdo “preferencial”.

A classe de universalidade da percolacdo direcionada pode ser totalmente es-
pecificada pelos expoentes independentes 3, £, e §;. Embora a solu¢do exata j4 esteja
disponivel, os expoentes criticos da percolagio direcionada ainda nao foram confirmados
experimentalmente. Porém, simulagdes numéricas tém demonstrado que uma variedade
de sistemas pertencem 2 classe de universalidade da percolagao direcionada (13, 118].

Entre as virias aplica¢des do modelo de percolagdo direcionada, podemos citar
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o estudo da evolucio de galdxias|[16], propagacio de epidemias [51], redes de resistores-
diodos[50], transigbes de colapso em polimeros ramificados [119], reagdes cataliticas [13,

118] e o crescimento de interfaces [13, 118].

A.2 Percolacao bootstrap

A percolagao bootstrap {52, 12| tem sido empregada no estudo de sistemas em que
um grupo de 4tomos, muito embora magnéticos, sdo coagidos pelos dtomos vizinhos a nao
se manisfestarem magneticamente. Na percolacdo bootstrap, os sitios de uma rede sao,
inicialmente, ocupados com uma probabilidade p, assim como na percolacao ordinéria.
Porém, uma nova regra é adicionada: o sistema é revisitado sucessivamente, removendo
os sitios que tiverem menos do que um nimero m de primeiros vizinhos ocupados. Este
processo de remocao continua até que mais nenhum sitio possa ser eliminado. O limiar
de percolagdo p® é definido como a concentragdo acima da qual existe um aglomerado
infinito no sistema. Observa-se que este limiar é sempre maior ou igual do que o limiar
da percolagio ordindria. Variando o pardmetro m, temos a seguinte situagdo: para m =
0, recuperamos a percolagio ordindria; para m = 1, os sitios isolados sao removidos,
enquanto que, para m = 2 os dangling ends sio excluidos. Nestes casos, os limiares p}
coincidem com aqueles da percolagdo ordindria.

A percolagio bootstrap com m = 0 e m = 1 pertence & mesma classe de univer-
salidade que a percolacao ordindria. O caso m = 2 ainda € objeto de varios estudos, nao
havendo, ainda, conhecimento preciso de sua classe de universalidade. Ja para os casos
m > 3 os limiares de percolagio e os expoentes dependem fortemente do tipo de rede.

Para valores de m suficientemente grandes, sdo observadas transicoes de fase de primeira

ordem [12].
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A.3 Percolagao elastica

A percolacgio ordindria é um modelo que descreve a transmissao de quantidades
escalares (como massa de fluidos, carga elétrica, etc...) através de sistemas desordena-
dos. Entretanto, quando as quantidades transmitidas sdo grandezas vetorias (como, por
exemplo, tensdes mecénicas), a situagdo pode ser muito diferente. Originalmente, foi su-
gerido que o comportamento critico do mddulo eléstico Y de um sistema desordenado
fosse equivalente ao comportamento de sua condutividade elétrica ¥ {120]. Porém, Feng
e Sen [9] mostraram que, na regidao p ~ p., os comportamentos de Y e X nem sempre sio
iguais.

Em geral, dependendo do tipo de forga aplicada ao sistema, o problema de elas-
ticidade pode ser dividido em duas grandes categorias. Observa-se que, quando forgas
angulares sao importantes, um tnico caminho conectado garante que o mddulo eldstico
seja ndo nulo, e desta forma, pode-se dizer que a rede é rigida. Neste caso, a geometria do
esqueleto eldstico é exatamente a mesma do que a do esqueleto elastico dos aglomerados
da percolag¢ao ordindria. Com isso, a percolacao de elasticidade, sob a acao de forgas an-
gulares, pode ser investigada através de seu modelo geométrico equivalente, a percolacao
ordindria. No entanto, se o sistema estiver sob a agao de forgas centrais, a existéncia de
um aglomerado percolante critico nao garante a sua rigidez, ou seja, o sistema nao pode
suportar tensdes, uma vez que seu médulo eldstico é nulo. Feng e Sen [9) mostraram que
o limiar de rigidez p, é substancialmente maior do que o limiar de conectividade p.. Esta
percolagao elastica em sistemas sob a agao de forcas centrais é conhecida na literatura
como percolagdo de rigidez, e pode levar ao surgimento de novas classes de universalidade
[10, 121, 122]. A percolagdo de rigidez também possui um modelo geométrico equivalente.
Porém, determinar se uma estrutura é rigida, usando somente vinculos geométricos, ¢ uma

tarefa bastante dificil. Do ponto de vista estritamente geométrico, um aglomerado rigido
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é um conjunto de sitios conectados por ligagdes que satisfazem a condicdo de Maxwell
f—c—3<0[121], onde f é o nimero de graus de liberdade e c é o mimero de vinculos
(ndo necessariamente o nimero de ligages). Por exemplo, vista sob a luz da condicao de

Maxwell, a estrutura bidimensinal rigida mais simples é o arranjo triangular.

A.4 Percolacao quantica

Em um sélido perfeitamente cristalino, os estados eletronicos sao descritos por
estados de Block que se estendem por todo o sistema. A introducao de impurezas pode
produzir estados ligados cujas fun¢oes de onda caem exponencialmente com a distancia
da impureza. Teorias adequadas para sistemas desordenados sao disponiveis apenas para
sistemas fracamente desordenados (pouco diluidos), enquanto a maioria dos materiais de
interesse sdo, geralmente, fortemente desordenados. Em 1958, Anderson {123] lancou a
idéia de que, na presenca de desordem suficientemente forte, todos os estados podem ficar
localizados. Desde entdo, tem se tornado claro que a desordem pode levar a comporta-
mentos eletrénicos inteiramente novos, dependendo da dimenséo do sistema e da grau de
desordem introduzido.

O modelo de percolagao quantica [11] trabalha com os problemas de transmiténcia
quéntica em aglomerados percolantes. Nestes sistemas, alguns conceitos quénticos devem
ser incorporados para explicar comportamentos andmalos nas propriedades de transporte
de elétrons, fétons e até de fonons, através de meios desordenados. Considerando o caso
especifico do transporte eletronico, a diferenga essencial entre os problemas de transporte
classico e quantico, é a localiza¢ao das fung¢des de ondas eletrénicas.

A existéncia de um aglomerado percolante condutor é uma condi¢ao necessaria
e suficiente para que uma entidade cldssica percole através do sistema. No entanto, a
conectividade cldssica ndo garante a transmitancia quantica. Isto ocorre pois um aglo-

merado percolante é formado por um esqueleto e por pingentes. O transporte classico
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ocorre somente através do esqueleto e os pingentes podem ser descartados. Porém, no
transporte quintico, a situagdo é diferente, uma vez que tanto o esqueleto quanto os pin-
gentes participam do processo. Quando uma “particula” quantica, transportada através
do aglomerado encontra um sftio ou ligagio nao acessivel (impureza), o que frequente-
mente ocorre nos pingentes, ela é espalhada. As ondas espalhadas sao coerentes no tempo
e podem produzir interferéncia construtiva e as “particulas” podem manter-se localizadas.
Como consequéncia deste retro-espalhamento, o coeficiente de difusdo cldssico anula-se.
Desta forma, mesmo em aglomerados percolantes pode nao haver difusao, devido a loca-
lizacdo dos estados eletronicos. O limiar da percolagao quantica é entdo definido como a
probabilidade de ocupagao acima da qual o coeficiente de difusao seja diferente de zero.
Observa-se que este limiar, pg, ocorre para valores maiores do que seu correspondente

classico (p, > p.).
A.5 Percolagcao com aprisionamento

A percolagdo com aprisionamento é uma variante da percolagdo ordindria, in-
troduzida por Dias e Wilkinson [124], motivada pelo deslocamento e aprisionamento de
fluidos em meios porosos. Ela segue as mesmas idéias da percolagao por invasao com apri-
sionamento, porém, com uma dinamica de ocupacao diferente. Assim como na percolacao
por invasao com aprisionamento, na percolacao com aprisionamento podemos identificar
duas fases diferentes, as quais chamamos de fase defensora e invasora. A fase defensora,
que no inicio do processo ocupa todo o sistema, € gradualmente deslocada por uma fase
invasora. Enquanto a fase invasora avanca através do meio, a fase defensora é deslocada
de regides que pertencem ao aglomerado percolante defensor, isto é, aglomerados defen-
sores isolados nao podem ser deslocados. O limiar de aprisionamento p; ocorre quando a
fase defensora nao puder ser deslocada. Em geral, isto acontece quando a fase defensora

esta confinada a ilhas finitas, no interior da fase invasora.
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Em uma simulacdo, atribuimos nimeros aleatérios 7, uniformemente distribui-
dos no intervalo [0,1] a todos os sitios de uma rede. Consideramos que todos os sitios
estejam ocupados com a fase defensora (p = 1). Em cada passo do processo de invasao,
a fracio de ocupagdo é diminuida por uma quantidade dp. Assim, todos os sitios com
r € [p,p+ dp|, e que pertencem ao aglomerado percolante defensor, s3o simultaneamente
ocupados. Eventualmente, aglomerados defensores isolados podem ser formados, ficando,
entdo, aprisionados pela fase invasora. O processo de diminuigao da fragao de ocupagao p
continua até que o aglomerado defensor percolante deixe de existir. Quando isto acontece,
o limiar de aprisionamento p, é atingido. As estimativas mais recentes [123], feitas para
sistemas em duas e trés dimensdes, apontam para um valor p; < 1 — p.. No entanto,
0s expoentes criticos sdo os mesmos que os da percolagdo ordindria, indicando que os

modelos pertencem A mesma classe de universalidade.
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