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RESUMO

SILVA, R. M. Expansdo perturbativa para fenémenos a tempos curtos. 2016. 61 p. Disserta-
¢do (Mestrado em Ciéncias) — Instituto de Fisica de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo,

S3o Carlos, 2016.

Fendmenos que ocorrem a tempos curtos em sistemas quanticos abertos s3o caracterizados
por possuirem um tempo caracteristico de uma ordem muito menor que o tempo de relaxacio
do sistema. Como exemplos podemos citar o efeito de decoeréncia, que em resumo tenta
explicar como a natureza quéntica de um sistema é perdida ao longo da interacido com o
ambiente e o fenémeno de superradiancia, onde estuda-se como alguns sistemas emitem um
pulso energético muito rapido gerando um pico de intensidade fino localizado muito antes da
relaxacdo do sistema. O objetivo desse trabalho é ndo sé estudar esses fendmenos mas como
apresentar uma técnica alternativa para a quantificacdo das medidas associadas e de seus
tempos caracteristicos. A técnica apresentada se baseia em fazer uma expansdo perturbativa
no tempo para o operador densidade a partir de uma equacdo mestra quantica e com seu uso
calcular grandezas fisicas relevantes a fenémenos que ocorrem a tempos curtos. A simplicidade

da técnica e seu uso abrangente sdo os principais fatores motivadores deste trabalho.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas quanticos abertos. Decoeréncia. Superradiancia. Fendmenos

a tempos curtos. Expansdo perturbativa.






ABSTRACT

SILVA, R. M. Perturbative expansion for short-time phenomena. 2016. 61 p. Dissertacio
(Mestrado em Ciéncias) — Instituto de Fisica de S3o Carlos, Universidade de Sdo Paulo, Sdo
Carlos, 2016.

Short-time phenomena in open quantum systems are characterized by having a characteristic
time of a much lower order than the relaxation time of the system. As examples we can men-
tion the effect of decoherence, which in summary tries to explain how the quantum nature of a
system is lost along the interaction with the environment and the superradiance phenomenon,
where is studied how some systems emit a very fast energy pulse generating a peak of fine
intensity located long before the relaxation of the system. The aim of this work is not only
study these phenomena but to present an alternative technique for quantifying the associated
measures and their characteristic times. The presented technique is based on making a pertur-
bative expansion in time for the density operator from a quantum master equation and use it
to calculate physical quantities relevant to phenomena occurring at short times. The simplicity

of the technique and its widespread use are the main motivating factors of this work.

KEYWORDS: Open quantum systems. Decoherence. Superradiance. Short-time phenomena.

Perturbative expansion.
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Capitulo 1

Introducao

Em mecénica quéantica, sistemas quanticos abertos sdo definidos, de forma geral, quando
consideramos diversos subsistemas interagentes e queremos avaliar a dindmica de apenas um
deles. Usualmente tudo o que n3o é parte do sistema de interesse é considerado como ambiente
e como nenhum sistema quantico € completamente isolado de seus arredores podemos dizer
que todo sistema quantico é aberto. Como consequéncia ha sempre a presenca de dissipacao
e perda de informac3o.?

Técnicas desenvolvidas no contexto de sistemas quanticos abertos se mostraram Gteis em
diversos campos da fisica como cosmologia,? matéria condensada, 6ptica quantica,* fisica de
particulas® e teoria de medida quantica.®

Uma das dificuldades no estudo de sistemas quanticos abertos é que, muitas vezes, o for-
malismo atual nos leva a complicacdes matematicas devido aos numerosos graus de liberdade
presentes em problemas que envolvem sistemas interagentes com o ambiente. Diante desse
impasse é justificavel a busca de métodos que facilitem o calculo de medidas desejadas que
normalmente s6 sdo obtidas com aproximacdes fisicas e extensa manipulacdo algébrica. Com
isso em mente, buscamos neste trabalho expor particularmente dois fenémenos que ocorrem
a tempos curtos e desenvolver uma técnica relativamente simples para estimativa de suas
correspondentes medidas e tempos caracteristicos.

Um dos fendmenos estudados aqui é a perda de coeréncia,” também conhecido como

decoeréncia quantica ou simplesmente decoeréncia. A decoeréncia esta presente em todos

os sistemas quanticos abertos pois significa a perda de informacio para o ambiente e é res-
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ponsavel pela transicdo do carater quantico para o classico. O conceito de decoeréncia tem
sido um objeto ativo de pesquisa e debate desde 1980 devido a sua importancia no s6 para
efeitos praticos como para a interpretacdo da mecanica quantica.® Além de apresentarmos
conceitualmente, mostraremos uma técnica para o célculo de tempos de decoeréncia baseada
no conceito de entropia quantica, ou pureza.®

O outro fenémeno estudado é o de superradiancia, ou emissdo de pulso superradiante, e se
consiste essencialmente na emissdo expontanea coletiva de um pulso eletromagnético que se
origina de um sistema, moderadamente denso, composto de varios atomos(ou moléculas) de
dois niveis. %! O pulso energético & emitido em um tempo de ordem bem menor que o tempo
de relaxac3o do sistema, o que caracteriza o efeito como de tempo curto. Abordaremos como
esse problema se d4 em um sistema composto por um conjunto de particulas de spin 1/2.

Apés a exposicio desses fendmenos desenvolveremos uma técnica, baseada em uma expan-

sdo para tempos curtos, para o calculo de grandezas fisicas que caracterizem esses fenémenos

e seus respectivos tempos caracteristicos.
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Conceitos fundamentais

Neste capitulo discutiremos o formalismo do operador densidade em mecanica quantica de
sistemas interagentes tal como desenvolveremos uma equacdo mestra para o operador densi-
dade de um sistema acoplado a um reservatério térmico. O formalismo de equacdo mestra foi
desenvolvido por Louissel*? e possui ampla literatura na area.®3'* Uma deducio alternativa,

baseada na idéia de operadores de projecdo, é dada por Gardiner.*

2.1 O formalismo de operador densidade

A teoria quantica é capaz de prever os resultados de uma medida e valores médios de obser-
vaveis a partir do conhecimento do estado em que o sistema de interesse se encontra. De
maneira conveniente, escrevemos um estado |¢) ultilizando a base de auto-estados comum

aos observaveis que particularmente estamos interessados:

) = arldr).  (5l0k) = i (2.1.1)

Uma vez que possamos repetidas vezes preparar o sistema de interesse em qualquer superpo-
sicdo coerente de tais auto-estados, obteremos os respectivos auto-valores com probabilidade
de ocorréncia |c;|>. Tais caracteristicas constituem a maxima informacdo possivel acerca de

um sistema quantico, o que faz com que estados como 2.1.1 sejam conhecidos como puros e
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possuam dindmica governada pela equagdo de Schrédinger:

. d
in e [0(0) = HI(0), 212)

onde H & o hamiltoniano do problema e & é a constante de Planck.!®> Em sistemas quanticos
abertos n3o ha garantia de que as variaveis envolvidas durante a preparacio do vetor de estado
comutam entre si, 0 que consequentemente provoca incerteza sobre a medida dos observaveis
de interesse. %" Para caracterizar esta informacdo incompleta, associamos probabilidades p,,
a estados puros |1,,), que sdo normalizados mas ndo necessariamente ortogonais, constituindo
assim um "ensemble" (conjunto) de estados quanticos. Caso deseja-se calcular o valor esperado
de um certo observavel O, é necessario ponderar a contribuicdo de cada um dos estados do

ensemble:

<@> = an<wn’@‘¢n> an =1 (213)

Quando um sistema fisico ndo pode ser descrito através de um dnico [¢), dizemos que o
mesmo se encontra em uma mistura estatistica de estados quanticos.® Para a descri¢do
completa e coerente com a condicdo estatistica de alguns sistemas quanticos, utilizamos o
operador densidade.'® Note que o estado puro & um caso particular, onde apenas um micro-
estado possui probabilidade n3o nula. A escolha arbitraria de uma base nos permite dar ao

operador densidade uma representacdo matricial em |¢y),
(¢ilplos) = ancE”)cj-(”), (2.1.4)

onde os elementos diagonais (i = j) sdo positivos definidos e recebem o nome de populagdes.
Esses elementos s3o interpretados como a probabilidade do sistema ser encontrado em um
dos auto-estados do conjunto de observaveis que define a base. A assinatura quantica da
superposicdo de estados se apresenta por meio dos elementos n3o-diagonais (i # j), ou
coeréncias.?® De 2.1.4 percebe-se claramente que p é hermitiano e que a probabilidade &

conservada, ou seja Tr{p} = 1. Esta nova ferramenta traz consigo toda a informag&o sobre o
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ensemble de estados puros, facilitando o calculo do valor esperado do observavel O:
(0) = Tr{Op}. (2.1.5)

Uma mistura estatistica é diferente de uma superposicio de estados, que por si s6 gera um
estado puro. Falaremos sobre medidas de pureza posteriormente no trabalho. Quanto a
evolucdo temporal, se cada estado do ensemble evolui temporalmente segundo 2.1.2, entdo
teremos a seguinte equag¢do dindmica (conhecida como equagdo de Von Neumann) para o

operador densidade:

mdfj—?) = [H, p(t)]. (2.1.6)

2.2 Evolucao temporal do operador densidade

Queremos analisar a dindmica de um sistema (serad dado um tratamento de carater mais geral
até que seja necessario atribuir especificidade quanto ao sistema de interesse) acoplado a um

reservatdrio, o hamiltoniano total é da forma
H=Hg+ Hp + Hy, (2.2.1)

onde Hg e Hp sdo, respectivamente, os hamiltonianos de evolucdo livre do sistema e do
reservatério e H; o hamiltoniano que descreve a interacdo do sistema com o reservatério. O
operador densidade total p(¢) na representacdo de Schrddinger, satisfaz 2.1.6. E conveniente

© assim podemos, sem consequéncias para

tratarmos o problema na representacdo de interacio
a dindmica, nos preocupar apenas com a interacdo do sistema com o reservatério e evitar a
manipulacdo da parte de evolucio livre do hamiltoniano total. Para isso devemos definir o

operador unitario

Uy = e~ ot/ (2.2.2)

onde Hy = Hg + Hgy. A equacdo de movimento fica da forma

— V(1) /(1) (2.2.3)
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sendo p)(t) = UJ(t)p(t)Us(t) o operador densidade total na representacio de interacio e
V(t) = UJ(t)H(t)Us(t). Integrando 2.2.3 vem

P00 = p1(0) + o / dt [V (1), o0 (t1)). (2.2.4)

1

Lembrando que queremos analisar a dindmica do operador densidade reduzido do sistema de
interesse, devemos tracar parcialmente o operador densidade total sobre os graus de liber-
dade do reservatério, isto €, queremos obter p(SI)(t) = Trr{p")(t)} porém para os sistemas

estudados neste trabalho, V(¢) é tal que
Tre{V(t)pD (1)} = 0. (2.2.5)
Substituindo a 2.2.3 em 2.2.4, decorre

P00 =000 + 5 [ a0+ () [ [ v v )]
(2.2.6)

e portanto conseguimos uma dindmica reduzida de segunda ordem contornando o impasse

apresentado por 2.2.5.

2.2.1 Hipétese de acoplamento fraco

Estamos interessados na situacdo em que as dimensdes do reservatério sdo muito maiores que
a do sistema de forma que seu operador densidade n3o sofre distarbios significativos, isto é, a

hipétese de acoplamento fraco! em que o operador densidade total pode ser escrito como

p(t) = ps(t) @ pr(0), (2.2.7)

em que pgr(t) = pr(0) = pr é o operador densidade reduzido do reservatério. Substituindo

2.2.7 em 2.2.6 e tracando sobre os graus de liberdade do reservatério obtemos

dps (1) _ (L

dt E)Q/O dt Tra{V (1), [V(t). o5 (1) © il }. (2.2.8)
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onde encontraremos as correlagdes entre os modos do reservatério (presentes em V') nos

tempos t e t;, vindas do traco parcial sobre o duplo comutador no integrando.

2.2.2 Aproximacao Markoviana

Uma vez que a interacdo é assumida fraca, a taxa com que o operador densidade varia,
na representacdo de interacdo, € muito menor do que a taxa de variacio dos operadores
do reservatério, os quais evoluem de acordo com Hp. Portanto podemos dizer que o fator
p(SI) (t1) muda de forma insignificante no tempo necessario para que as fun¢des de correlacdo

do reservatério se anulem. Neste caso podemos fazer a aproximacio

ps (t) = o (8), (2.2.9)

conhecida como aproximacdo de Born-Markov!?! uma vez que dela resulta uma equacdo

diferencial de primeira ordem para o operador densidade reduzido do sistema, ou seja, o
A T . , .. . ~

conhecimento de p(S)(t) em um dado instante é suficiente para a sua determinagdo em todos

os instantes posteriores. Voltando a 2.2.8 ficamos com

n L
e () [anTafvo.ve 0o} 2210

e com isso devemos agora especificar nosso sistema de interesse pois precisamos de mais

informac3o sobre como se da a interacdo entre o sistema e o reservatério.

2.3 A equacao mestra para o oscilador harmoénico

Queremos estudar como se da a dindmica de um sistema composto por um oscilador harménico

acoplado a um reservatério térmico. O hamiltoniano total é

H = hwoala+ ) hwbfbe + >~ hg(abl + a'by), (2.3.1)
k k
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onde a(a') & o operador de aniquilagdo(criagdo) do oscilador que tem uma frequéncia carac-
teristica wy e bi(b) é o operador de aniquilagio(criagdo) do k-ésimo modo do reservatério
que tem wj, como respectiva frequéncia e g, como constante de acoplamento com o oscilador.

Passando o hamiltoniano de interacdo para a representacdo de interacdo ficamos com
V(t) = h(aFT(t)e_iwot + aTF(t)eiw“t), (2.3.2)

onde definimos

D(t) =) grbre ™. (2.3.3)
k

Substituindo 2.3.2 em 2.2.10 geramos as seguintes integrais

I = /t dt, (T(£)T(ty))e ot (2.3.4)
I = / t dty (TT (4T (1)) e ottt (2.3.5)
Iy = / t dty (T(H)DT(ty))ewolt=t), (2.3.6)
I, = /t dty (TT()T(t,))e ottt (2.3.7)

Nos resta descobrir as médias das correlacbes do reservatério, para isso devemos analisar o
operador densidade do reservatério, que para nossos estudos assumiremos como um banho

térmico descrito por

o—Hr/ksT

PR = Trr{e Hn/ksT}’

(2.3.8)

onde kg eT sdo, respectivamente, a constante de Boltzmann e a temperatura do reservatério.

Reescrevendo 2.3.8:
o~ Hr/ksT

PR= Tl HnhTy 1;[ > Pl (mul, (2.3.9)
ng

onde

= (1 . e—hwk/ka>6—nkf1/.uk/ka (2310)
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e |ng) é auto-estado do operador bLbk com respectivo auto-valor n;. Voltando as médias das

correlacdes

(bibj)r = TrR{ 1T ank|nk><nk|bibj} =TID. D tmulpn,ne) (nilbibs )

nE My

= HZ ank (mu|n) (r|bibslmy) = H ank (n|bibj|ny) (2.3.11)

ng  my

= H ank vV (rs + 1) (kg1 [ne—1)0ind = 0
k. ng

e analogamente

(bIbhy R =0, (2.3.12)

10 k=TT D pae (nalblbjlne) = [T D2 puwrie(nalne—1)0idje = midiy,  (23.13)
k  ng k  ng

(b} R = (1+7;)ds5. (2.3.14)

Vamos agora assumir que a densidade de modos do reservatério seja suficientemente grande

para que se aproxime do continuo. Tomando-se ent3o o limite

d - /Ooo g—:D(wH---}, (2.3.15)

sendo D(w) a densidade de modos do reservatério, os termos que precisamos calcular se
tornam integrais triplas e todos possuem estruturas semelhantes. Como exemplo, o primeiro

deles (2.3.4) fica

t ] d oo d . .
I, = / dtl/ ﬂD(wl)/ ﬂD(Wg)g(aﬂ)g(WQ)<b(W1)b(wg)>e_z(WIt+w2t1)ezw0(t+tl)
0 0 27T 0 27T
(2.3.16)
e a presenca da exponencial fortemente oscilante faz com que a contribuicdo das funcdes de

w, seja relevante para w ~ wy, podemos ent3o fatora-las, resultando em
I =0, (2.3.17)

I, =0, (2.3.18)
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I = %(1 +7), (2.3.19)
L= %ﬁ, (2.3.20)
onde
|
7i = Ti(wo) = (2.3.21)

elwo/keT _ |

é o niamero médio de excitacdes correspondente a frequéncia wy, distribuicio conhecida como

de Bose-Eistein, %22 e

v = D*(wo)g*(wo) (2.3.22)

é a taxa de atenuagdo ou relaxagdo devido as interagdes microscépicas com o banho térmico.
Com as integrais calculadas podemos voltar & dindmica do operador densidade, encontrando,

finalmente, a equacdo mestra na forma de Lindblad! para o oscilador harménico:

d
% = %(ﬁ +1)(2apsa’ — alaps — psata) + %ﬁ(&ﬂpga —aa'ps — psaa’).  (2.3.23)

Podemos ainda retornar a representacdo de Schrodinger fazendo uso do operador unitério
definido em 2.2.2, a equacdo mestra fica
d i
% = = [Ho, ps] + %(ﬁ +1)(2apsa’ — alaps — psa’a) + %ﬁ@a*psa — ad'ps — psaal)
(2.3.24)

e recuperamos o termo de Von Neumann (evolugdo livre).
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Decoeréncia quantica

Desenvolvimentos experimentais recentes,?® bem como a analise de modelos com eles relaci-
onados?* indicam que o conhecimento da escala de tempo (geralmente muito curta) no qual
o processo de decoeréncia ocorre pode ser de grande valor. Neste capitulo vamos introduzir
o conceito de decoeréncia quantica’ e apresentar um método,® baseado em uma expans3o

perturbativa para tempos curtos, para determinarmos sua escala de tempo.

3.1 O modelo de Caldeira-Legget e a perda de coe-
réncia

No contexto de sistemas quanticos abertos analisamos problemas em que os sistemas de
interesse n3o evoluem de forma unitaria mas interagem com o ambiente. Essa interac3o leva o
sistema a perder informac3do rapidamente, principalmente sobre as correlacdes entre os estados
(correspondente aos elementos fora da diagonal do operador densidade), fenémeno esse que
chamamos de perda de coeréncia ou simplesmente decoeréncia. Uma vez que as correlacdes
entre os estados desaparecem podemos dizer que o sistema ndo mais se encontra em uma
superposicdo de estados e cada medida pode ser vista como um evento independente, com
consequéncias que podem ser exploradas separadamente, isto é, a estatistica envolvendo os
possiveis resultados de uma medida se torna de natureza classica pois ap6s a perda de coeréncia

n3o é possivel a transicdo de probabilidade de um estado para outro.
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Como um exemplo de decoeréncia analisaremos um caso simples de uma particula na
posicdo x interagindo com um campo escalar usando o modelo de Caldeira-Leggett.® Consi-
deraremos apenas o regime de altas temperaturas onde apenas efeitos de excitacdes térmicas
do campo o qual a particula estd submetida s3o levados em conta e efeitos de flutuacées do
vacuo sdo negligenciados. Neste caso o operador densidade da particula na representacio de

posicdo (p = p(z,z")) evolui segundo a equagdo mestra

dp i _ o 2_8 _2makgT i,
i h[H,p] v(z x)(ax 835') 2 (x—x)p (3.1.1)

onde H é o hamiltoniano da particula, v é a taxa de relaxacdo do sistema, 7" é a temperatura,
m é a massa da particula e kp é a constante de Boltzmann. N3o iremos analisar 3.1.1 a fundo,
apenas notar que a equacio se divide naturalmente em trés termos, cada um responsavel por
um aspecto diferente da dindmica da particula. O primeiro termo corresponde a evoluc3o livre
(termo de Von Neumann), o segundo representa a dissipacdo devido a interagdo com o campo
escalar que causa um decréscimo da energia e momento médios da particula e o altimo termo
é responsavel pelas flutuacdes que levam ao movimento browniano.

Para exemplificarmos de forma clara vamos considerar aqui um estado inicial para a par-
ticula que é dado por uma superposicdo coerente de duas gaussianas, também conhecido como
"estado de gato" (referéncia ao "gato de Schrédinger"), dado por v(x) = (x*(x) + x~(2)) /V2,
onde as gaussianas sdo

+ (z+ %)2

XT=eap | — (3.1.2)

Para o caso de separagdo grande (Ax >> 0), o operador densidade correspondente da
particula p(x, ') = 1 (x)¢*(x") tem quatro picos: Dois na diagonal definida por 2 = 2" e dois
fora da diagonal onde z e " sdo muito diferentes (Figura 3.2). A coeréncia quantica acontece
devido aos termos fora da diagonal e, portanto, para calcularmos o tempo de decoeréncia nos
basta analisar o tempo que eles levam para desaparecerem.

De 3.1.1 podemos concluir que o que rege o comportamento dos picos fora da diagonal do

. . .- . N .. .
operador densidade é o altimo termo pois (x — =) é grande o suficiente para a omissdo dos
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Figura 3.1- Um "estado de gato".
Fonte: ZUREK.”

(@) (b)

Figura 3.2- Evolugdo temporal do operador densidade para o estado de gato. Em (a) temos o operador
densidade inicial sendo que os picos verdes correspondem aos elementos diagonais e representam,
portanto, as duas possiveis posicdes da particula e os picos vermelhos existem devido a coeréncia
quantica. A existéncia dos picos vermelhos demonstra que a particula ndo esta em nenhuma das
possiveis posicdes mas sim em uma superposicdo coerente delas. Em (b) o operador densidade
ja evoluiu a um estado em que o ambiente causou uma perda significativa de coeréncia no
sistema. Maior decoeréncia resultaria em um operador densidade com elementos diagonais apenas
e poderia, portanto, ser considerado como uma distribuicio classica de probabilidade.

Fonte: ZUREK.7



28 Capitulo 3

termos de menor ordem, logo as coeréncias (p.) evoluem da forma

o) = pO)eap T (0 ) (3.1.3)

e possuem um tempo caracteristico (tempo de decoeréncia)

h2
" 2mksT(Az)?

™™D (314)

que pode ser reescrito como

=2 (@avamr) = (2) )

onde \gp = h/(2mk,T) /2 & o comprimento de onda térmico de de Broglie e o tempo de
decoeréncia 7p é tipicamente muito menor do que o tempo de relaxacio do sistema 7z = v~ L.
Como exemplo, para um sistema a uma temperatura 7' = 300 kelvins com massa m = 1 grama
e separacdo Az = 1 centimetro, 7p/7r ~ 1071, Logo mesmo com um tempo de relaxacdo
da ordem da idade do universo (aproximadamente 10! segundos) a coeréncia quantica seria
destruida em 7p ~ 10723 segundo. Para sistemas microscépicos, entretanto, o tempo de

decoeréncia é suficientemente grande, em alguns casos até maior que o tempo de relaxaco,

para caracterizacdo deles como quanticos.

3.2 Expansao perturbativa para perda de coeréncia

3.2.1 O defeito de idempoténcia e a entropia quantica

Uma forma alternativa®® de calcular o tempo de decoeréncia de um sistema é a partir da

entropia quantica®® que é dada por

S(t) = =Tr{plnp}, (3.2.1)
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ou a partir do defeito de idempoténcia, chamado também de entropia de primeira ordem ou

entropia linear, %2772

s(t) =1—Tr{p*}. (3.2.2)

Ambas as expressdes s3o independentes de bases de estados, possuem um minimo nos estados
puros e efetivamente descrevem um grau de "pureza"do sistema. Qualquer desvio de um

estado puro leva a um desvio do valor minimo, 0, para ambas as medidas,

Sestado puro — Sestado puro = 0. (323)

E importante ressaltar que as medidas entrépicas descritas sdo validas para o calculo da
perda de coeréncia de um sistema quando o mesmo evoluiu pouco além de seu estado inicial,

caracterizando-as como boas quantificadoras de decoeréncia para tempos curtos. 3

3.2.2 Descricao do sistema

Consideremos um sistema quantico fechado composto por dois subsistemas interagentes. O

hamiltoniano do sistema pode ser descrito como
I’I:[{1—|-[1r2—|—[1r[7 (324)

onde H; e H, s3o os hamiltonianos dos subsistemas 1 e 2 respectivamente e H; é o hamilto-
niano de interacdo entre eles. O estado do sistema é descrito pelo operador densidade p(t),

que evolui, na representacdo de Schrodinger, da forma

p(t) = = [H (1), p(t)]. (3.25)

Usaremos como medida de pureza a expansdo perturbativa do defeito de idempoténcia do

subsistema 2

s(t) =1—Tr {pg(O) + p2(0)t + %p"g(())tz + } , (3.2.6)
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onde po(t) é seu operador densidade reduzido

pa(t) = Tri{p(t)}. (3.2.7)

Visto que buscamos tempos de decoeréncia que sdo muito curtos podemos considerar até a

segunda ordem da expansio

5(t) = 5(0) = —t = —¢* (328)

onde:
Tll =Tr {p%(O)} = 2(02(0)) py0) (3.2.9)
%22 = %TQ {/5%(0)} =T, {pg(())} + (52(0)) (o) (3.2.10)

Usando do fato do sistema 1 + 2 ser fechado, podemos dizer que o hamiltoniano total é

conservado, logo se derivarmos a 3.2.5 no tempo obtemos:

t) =~ [0 [, (0] (32.11)
ficando portanto com
= = 2 (T {H 60D (32.12)
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3.2.3 Acoplamento subito

Vamos considerar o caso em que os subsistemas estdo inicialmente descorrelacionados, isto &,

uma situacdo de acoplamento subito
p(0) = p1(0) @ p2(0), (3.2.14)

com essa condicdo 3.2.12 e 3.2.13 ficam, respectivamente

1 %(Tr2{p2<0)<H>pl<0)p2(o)} = T { p3(0) () }) =0, (3.2.15)

27 <p2(0)<H>,2n(0>>p2<0> N <<H>P1<0>p2<0)<H>’”(0)>p2(°> (3.2.16)

_ <p2(0)<H2>p1(0)> + Try {Tra{ p2(0)Hp1(0)p2(0)H } } .

p2(0)

3.2.4 Estado inicial puro do subsistema de interesse

A consideracdo final a ser feita é de que o subsistema em analise parte de um estado inicial
puro, essa hipétese contribui n3o apenas para a simplificacdo da expressdo correspondente
ao tempo caracteristico 7, como também reafirma o uso do defeito de idempoténcia como

medida de decoeréncia neste caso. Teremos, portanto,

p2(0) = [¥) (] (3.2.17)

e 3.2.16 fica

QH_T2 = (WIH) 5, 0)[8) = (I (H) i) = WICH) 51 0)]8)
2 (3.2.18)

T+ (WIHD)), o
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Substituindo 3.2.4 em 3.2.18 chegamos, finalmente, a

h2 2
S = ((HD)? = ((H1) ) 00— (HDorc0
= CH1) 00 oy~ CHE ) oy~ SHD 0000 (3.2.19)

O tempo caracteristico de decoeréncia, segundo 3.2.19, é portanto dependente apenas do

hamiltoniano de interacdo e dos estados iniciais dos dois subsistemas.

3.3 Exemplo: retornando ao modelo de Caldeira-Leggett

Vamos agora aplicar essa teoria para o exemplo feito no comeco do capitulo. Consideremos,
novamente, uma particula (subsistema 2) submetida a um potencial, no nosso caso harménico,
acoplada linearmente com um banho térmico modelado como um conjunto de vérias particulas
submetidas, cada uma, a seu potencial harménico (subsistema 1) a uma temperatura 7. O

hamiltoniano pode ser escrito como

p2

2m

H= + mwox + E [ + mkwkxk] +x E Ck T, (3.3.1)
2mk
k
onde p é o momento linear da particula, m a sua massa, wy a frequéncia natural de ressonancia
do potencial harménico e x o deslocamento da particula a partir da fonte do potencial; ps,
my, Wy € T 0s respectivos dos modos do banho térmico e ¢, as constantes de acoplamento.

Vamos considerar como estado inicial

e_BHk

o0 = (155 ) & el (332

k

sendo [ o fator usual de Boltzman, H;, e Z;, o hamiltoniano e a funcdo de particdo para o k-
ésimo oscilador do reservatdério, respectivamente, e [1)) o estado inicial do sistema de interesse.

Calculando os termos em 3.2.19 obtemos

h? ) hic: Bhawy,
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sendo Az a mesma separacdo do exemplo anterior. Para um regime de altas temperaturas,

podemos afirmar que

coth (ﬂhw) 2 Bhwy,

_ | 334
2 Bhw’ 7 =° (3.3.4)

e portanto 3.3.3 fica

o (Ax)? c
2= 3 ;(msz> (3.3.5)

Tomando o limite para o continuo

d{r— /OOO dwD(w){...} (3.3.6)

onde D(w) é a densidade de modos do reservatdrio e com as suposi¢des usuais sobre dissipagdo

dmica?
D(w)e;, 1
ot giw < 1/79, (3.3.7)
D(w)c?
ﬁ =0;w > 1/, (3.3.8)

sendo 7 o coeficiente de friccdo associado, chegamos a

e ~. (3.3.9)

O coeficiente 1 pode ser escrito em fun¢do da taxa de decaimento ~y, que para um reservatério

dmico é constante3, n = 2m~y. Substituindo em 3.3.9 , finalmente obtemos o resultado usual

7ol = 7 = 41 (m)z. (3.3.10)

(3.1.5)

3.4 Exemplo: o estado de gato na representacao de
estados coerentes

Alternativamente, podemos resolver o problema de decoeréncia para o estado de gato usando

a representacdo de estados coerentes. Para isso, vamos primeiro reescrever nosso hamiltoniano
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de interacdo em termos dos operadores de aniquilacdo e criacdo, isto é,
Hy = hgy(abl + a'by). (3.4.1)
k

Considerando o mesmo estado inicial de 3.3.2 e calculando os termos em 3.2.19 chegamos a

2%2 = (Wlalale) 33 (g"fgk’(l T ﬁk)%') + (Wlaa’ ) Y N <gk9k’ﬁk5kk/>. (3.4.2)

Eok Eook
Passando 3.4.2 para o continuo e simplificando ficamos com

1

sz = {elalaly) [ doD () (@)1 + 7))
273 / . (3.4.3)

+ (laally) / QoD (0)g? (w)Ti(w)

Fazendo as aproximagdes de que as distribuicdes v(w) e Ti(w) sdo constantes e de valores
Y(w) = v(wo) = 7 e f(w) = R(wy) = T até uma frequéncia suficientemente alta 1/7, e nulas

a partir deste limiar, vem que

712 = 29(m+ 1) ($la’aly) + 297(|aal ). (3.4.4)

Agora nos basta calcular as médias dos operadores em 3.4.4, para isso devemos definir o estado
inicial do sistema 1)) e portanto falar sobre a representacio de estados coerentes. Um estado
coerente |«) é definido como sendo o Gnico autoestado do operador aniquilagdo @ associado
ao autovalor «, isto &,

ala) = a|a). (3.4.5)

Como a n3o & hermitiano, o em geral & um namero complexo e & valido que (ala’ = a*(a/.

Além disso, podemos notar que os estados coerentes ndo s3o ortonormais entre si, de fato

(Blay = e~2APFaP=28") £ 5( — ), (3.4.6)
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Na representacdo de estados coerentes, o estado de gato pode ser escrito da forma

[¥) = N(le) + [ = ), (3.4.7)

onde N & um fator de normalizacdo e vale

(3.4.8)
Notando que aa’ = 1 + afa e calculando os termos de 3.4.4 chegamos a
— e—2le)? — ¢ 2af?
R 2(1—e ) — (1 —e )
—— 2y(m+ 1)|«f (15 c7F) + 2971 | |of 1T e +1 (3.4.9)

e no limite em que « é suficientemente grande (separacio grande) obtemos o resultado usual

para o tempo de decoeréncia3!

TR
; f— pu— 9 3-4-10
277D 2(|a\2+2\a|2n+n) ( )

onde 7 = 77! & o tempo de relaxacdo. Note que ndo é trivial a estimativa do tempo de
decoeréncia encontrado 7p quando consideramos um reservatério a temperaturas diferentes do
zero absoluto. Para levarmos em conta os efeitos de difusdo do estado quantico no calculo do
tempo de decoeréncia devemos partir, como desenvolvido nas referéncias3'3? de uma expressao
da forma

1 1 1

R + .
™D TT=0K TT#40K

(3.4.11)

No entanto, a partir da técnica aqui considerada nenhuma construgio do tipo se faz necessaria.
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Superradiancia

O fenémeno de superradiancia foi previsto teoricamente em 195433 e foi observado experi-
mentalmente pela primeira vez em 1973.3* Este fendmeno consiste essencialmente na emissio
espontanea coletiva de um pulso eletromagnético que se origina de um sistema composto de
particulas de dois niveis. O objetivo deste capitulo é analisar, com base em outros traba-
lhos, 1911 a intensidade emitida pelo sistema descrito e caracterizar a ordem de tempo em que

O mMesmo ocorre.

4.1 A equacao mestra para um sistema de particulas
de spin 1/2

Consideremos agora um sistema composto de N particulas que ndo interagem entre si ou,
porque sua densidade é muito baixa, interacdes diretas podem ser negligenciadas, mas que
estdo juntas o suficiente para que o banho térmico as enxergue da mesma maneira. Neste

caso o hamiltoniano é dado por

N N
H=>)" h%ao(i) + ) hwbfbe + > Y hgi(o-(i)bf + o (i)be), (4.1.1)
1=0 k k 1=0

onde o¢(i), 0 (i) e o_(i) sdo os operadores de spin da a particula i que tem wy como

frequéncia de transicdo entre seus dois estados. Vamos definir aqui os seguintes operadores
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coletivos:

Sy = Zao(z’), Sy = Zai(i), (4.1.2)

que satisfazem as seguintes relacdes de comutacio:

[So, S4] = £28,, (4.1.3)
[S4,S-]=Sp. (4.1.4)
Substituindo 4.1.2 em 4.1.1 vem que
w
th%&+§2%@%&§2@%&%+&@) (4.1.5)
k k

O processo para obtermos a equacdo mestra a partir daqui é idéntico ao do oscilador harménico,

portanto nos basta fazer a substituicio dos operadores a e a' por S e S_ em 2.3.23, isto &,

N (534 1) (25 Sy~ .S — pS.S) + A28 xS~ S-S py — pS_5.).

(4.1.6)
onde py é o operador densidade coletivo que representa todas as particulas do nosso sistema.
Com o uso do operador unitario definido em 2.2.2 podemos passar 4.1.6 para a representacio

de Schrodinger, segue

d W _
I = —i21S0, o] + (7 + 1)(25_pw Sy — S4S_py — pn S S_)+

(4.1.7)
%ﬁ(25+p]v5’_ —S_Sipy — pnS_Sy).

4.2 A equacao mestra para um subsistema de parti-
culas

Nosso intuito agora é deduzir de 4.1.7 equacdes mestras para conjuntos de nimero menor de
particulas (K'), um equivalente quéntico da hierarquia de equagdes Bogoliubov-Born-Green-
Kirkwood-Yvon3:3¢ da teoria cinética classica. Para reduzirmos nosso operador densidade de

N particulas py a um operador densidade de K particulas (K < N) devemos tragar sobre os
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(N — K) graus de liberdade restantes do sistema, isto &,

pr =Tris1,. n(pn) (4.2.1)

e, analogamente, a equagdo de movimento de px é obtida tracando sobre os mesmos graus

de liberdade a equa¢do mestra (4.1.7), obtendo

dg—tK _— z% > [o0(d), pxc] = (N — K)% > ([o+ (i), Tricsr (o (K + Dprcia)] + hc)—
23 (@4 Do), o (@ )ox] + Al (0),0 (o] + ),

(4.2.2)

onde h.c. representa o hermitiano conjugado da correspondente parte restante nos parénteses.
E importante notar que a equacdo mestra para o operador densidade reduzido para K particulas
depende do operador densidade de K + 1 particulas e assim em diante até KX = N o que
caracteriza uma hierarquia de equacdes, portanto para que possamos simplificar o problema

devemos fazer algum tipo de aproximacdo que quebre essa hierarquia.

4.3 A aproximacao de campo médio

Nosso intuito & resolver a dindmica de uma particula representativa do sistema, para isso
devemos descorrelacionar a equagdo mestra para uma particula (K = 1) do operador densidade
reduzido de duas particulas p,. Um argumento fisico plausivel para um sistema diluido de
particulas & de que correlacdes de altas ordens entre as particulas podem ser desprezadas. Isto

é atingido quando escrevemos

p2(1,2) = p1(2) @ p1(2), (4.3.1)

onde os indices 1 e 2 estdo presentes apenas para diferenciar as duas particulas, agora uma
particula genérica é assumida estar em um campo médio produzido por todas as outras par-

ticulas. Dessa aproximacdo conhecida como de campo médio ou de Hartree, usada em fisica



40 Capitulo 4

atémica e de matéria condensada, 33 decorre que a dindmica do sistema pode ser fatorizada
e a partir de uma particula representativa e da sua evolucdo podemos dizer como o sistema
se comporta. Substituindo, portanto, 4.3.1 em 4.2.2 chegamos a equagdo mestra para nossa

particula modelo

dpy

P = —iltgp) = 2@+ Voo 470 oip] the),  (432)

onde o hamiltoniano efetivo para uma particula é identificado como

N-1
H = h%awzhg

5 [(oy)o_ — (o _)oy]. (4.3.3)

Encontramos, no segundo termo do hamiltoniano efetivo, a forma da interacdo da particula
representativa com o campo médio originado das (N — 1) outras particulas. Nesta represen-
tacdo a estrutura de Lindblad permanece a mesma (segundo termo de 4.3.2), no entanto, o

hamiltoniano absorve termos n3o lineares.

4.4 O pulso superradiante

Nossa intengdo agora é analisar a energia média das particulas (Nhwgy(cg)/2) em fungdo do
tempo para entender como o sistema evolui em um primeiro momento. Visto que procuramos
um fenémeno de tempo curto, muito menor que o tempo de relaxagdo do sistema (1),
podemos considerar a evolugdo devido ao hamiltoniano efetivo (termo de Von Neumman)

apenas. Neste caso, podemos notar que

dw@_dUW%mD:T% Wg, (4.4.1)

dt dt 70t

Substituindo 4.3.2 em 4.4.1 chegamos a

= —2(N = Dy{oy ) o), (4.4.2)
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equacdo esta que pode ser resolvida uma vez que reconhecemos a quantidade

J? = 4o o)+ (00)? (4.4.3)

como uma constante de movimento. A equacio 4.4.2 se torna separavel e diferencial de

primeira ordem
d{ao)
dt

= —(N = 1)2(J* = (00)?), (4.4.4)

cuja solucdo é

(oo(t))y = —J tanh <(N - 1)%# — tanh™! (@)) (4.4.5)

Para simplificarmos a notacdo e a anéalise vamos considerar um estado inicial geral puro do
tipo
p1(0) = [¥) (¥, (4.4.6)

com

[t} = cos <§>| 1) 4 €' sin <g>| 1), (4.4.7)

onde | 1) e | |) sdo os auto-estados do operador o, com respectivos auto-valores 1 e —1. E
importante notar que o estado inicial da particula modelo serve como uma amostra representa-
tiva do estado inicial de todo o nosso sistema, logo, para o operador densidade p;(0) descrito
temos o equivalente de N cos?(/2) particulas com estado inicial excitado e N sin*(6/2) par-
ticulas com estado inicial fundamental. Com isso J = 1 e A = tanh™" (cos(f)), logo 4.4.5
fica

(00(t)) = —tanh ((N - 1)%1& — tanh ™" (cos(@))). (4.4.8)

A partir disso podemos derivar a equacio para a intensidade média emitida por todo o sistema
pela relacio

(4.4.9)

visto que segundo as nossas aproximacdes todas as particulas enxergam o mesmo campo e se

comportam da mesma maneira. Fazendo a aproximagdo (N — 1) — N e explicitando 4.4.9
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(1))
5000 -
4000
— 0=0.01
s T
3000 P
g_E
2000 2
e P
4
1000
< t
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Figura 4.1- Cuvas de intensidade para diversos estados iniciais do sistema, vy =1, wg =1, h =1, N = 100.

Fonte: Elaborada pelo autor

ficamos com

(I(t)) = h (g)Q ~epsech? (t - to) , (4.4.10)

onde

2 _
=N ty = Wtanh " (cos(6)). (4.4.11)

Isso caracteriza o efeito como de pequena duracdo comparado ao tempo de relaxacdo e ressalta
as diferencas entre o pulso superradiante e uma emissdo espontanea incoerente de vérias
particulas, isto &, segundo 4.4.10 a intensidade do pulso é proporcional a N? e ndo a N
como é esperado de um decaimento espontaneo. O motivo disso é que as particulas emitem
coerentemente devido as correlacdes entre seus momentos de dipolo, que sé se desenvolvem se
a duracdo do processo de emissdo, 7., € muito menor que o tempo de decaimento espontaneo
das particulas e do tempo de relaxacdo dos préprios momentos de dipolo. Na Fig.4.1 estdo
representados pulsos de sistemas idénticos a ndo ser por seus estados iniciais. Podemos concluir
que o pulso superradiante € um processo de emissdo espontanea transiente, no qual a ordenacdo
dos dipolos evolui de uma total desordem em ¢ = 0 (presente nas curvas para 6 = 0.01 e
0 = m/4), passa por maxima ordem a um tempo caracteristico ¢y, (nas curvas ja citadas
e estado inicial para a curva = 7/2), que é um tempo de atraso, e depois vai para um
estado desordenado de equilibrio (presente em todas as curvas, para § = 37 /4 € a Gnica etapa

presente).
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Método alternativo para calculo de
fenbmenos que ocorrem a tempos

curtos

Neste capitulo sera desenvolvido um método alternativo para o calculo de fenémenos que
ocorrem a tempos curtos baseado em uma expans3o perturbativa para a grandeza fisica a ser
calculada e para o operador densidade.

O método essensialmente se consiste em, partindo de uma equac¢do mestra dada para o
sistema em analise, substituir todas as dependéncias do operador densidade p por sua expansao
temporal em torno de ¢t = 0 e assim encontrar equagdes para os coeficientes da expansdo de
p. Com isso podemos calcular os coeficientes da expansdo da média de um operador arbitréario

O que se da como Tr{pQ}. Seu desenvolvimento ficara claro nos seguintes exemplos.

5.1 Perda de coeréncia

Partiremos da equacdo mestra, na representacdo de Schrddinger, para o operador densidade

de um oscilador harménico (2.3.24):

d i
S — _Z[Hy, ps] + %(ﬁ +1)(2apsa’ — alaps — psa’a) + %ﬁ@a*psa — aa'ps — psaal).

dt h
(5.1.1)
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Por simplicidade faremos a mudanc¢a na notagdo ps — p.Expandindo o operador densidade no

tempo em torno de t =0, isto &,

—P0)* + ... (5.1.2)

p(t) = p(0) + p(0)t + %ﬁ(o)tQ *3

e substituindo em 5.1.1 ficamos com

50 + O}t +

?

h
1
%(ﬁ +1)[2ap(0)a’ + 2a(0)a't + 2a(0)alt? + .-

(0)t* + ... [Ho, p(0) + p(0)t + %,5(0)152 + )+
a’ap(0) — atap(0)t — aTa%ﬁ(O)t2 + .=

1
p(0)a'a — p(0)a'at — Eﬁ(O)aTatQ + ..+

Y—
(5.1.3)
lgualando os termos de mesma ordem em ¢ encontramos
1 Y=
A00) == Gt OO+ 5+ )2 00 = dlagf0) = OOl

J7(2a' " (0)a — aa’p(0) = p (0)aa),

onde p)(0) representa a |-ésima derivada temporal de p tomada em t=0. Estes termos sdo
suficientes para calcularmos o defeito de idempoténcia 3.2.2, que se s6 levarmos em conta a

dependéncia em primeira ordem em ¢ pode ser escrito como

5(t) = (0) — Tlt, (5.1.5)
onde s(0) = 0 para um estado inicial puro e
L = 2(5(0)) o) = 2Tr{p(0)p(0)}. (5.1.6)

T1
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Desenvolvendo 5.1.6 com auxilio de 5.1.4 vem

L= LT p(0) Hpl0) — 7 (0)H} + (7 + DTr{20(0)ap(0)a’ — p(0)atap(0) -
(5.1.7)

p*(0)a'a} +~nTr{2p(0)a’ p(0)a — p(0)aa’p(0) — p*(0)aa'}.

Notando que para um estado inicial puro, p(0) = |¢){2)|, temos que p?(0) = p(0) e usando

da propriedade ciclica do tragco podemos escrever

L o+ 1) [(Wlal) (Wla'[6) — (Wlalal)]+
- (5.1.8)

29m[(¢la'[) (Wlaly) — (¥laal|y)].

Para um estado de gato [¢)) = N(]a)+|—«)) as médias de a e a' s3o nulas restando somente

L oy(m+ D)(laTaly) — 297 laal ), (5.1.9)

T

que em mdédulo é equivalente a equacio anteriormente encontrada 3.4.4, logo encontramos o

mesmo tempo caracteristico de decoeréncia para « suficientemente grande, isto é

TR
T =Tp = —. 5.1.10
ml 2(|af? + 2|a>n + 7) ( )
Vale lembrar que analogamente a técnica de expansdo perturbativa apresentada no Capitulo 3,
aqui n3o precisamos de consideracdes como a 3.4.11 para o calculo do tempo de decoeréncia

para temperaturas diferentes do zero absoluto.

5.2 O pulso superradiante

Podemos, analogamente, encontrar o tempo caracteristico para o pulso superradiante. Par-
tindo da equacdo mestra 4.3.2 para a particula representativa, isto é
dp

= —ilH.;.p) - %((m Doy, o_p] +7lo_,04p] +h.c.), (5.2.1)
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onde a mudanca de notagdo p; — p foi feita por simplicidade. Iremos considerar, assim
como feito no Capitulo 4, apenas a evolugdo proveniente do hamiltoniano efetivo H.;, pois
procuramos uma expansdo para tempos curtos. Devido a n3o linearidade da equacdo as
equagdes das derivadas de p tomadas em ¢ = 0 dependem de todas as suas ordens anteriores,

isto &, p(0) & fungdo de p*)(0) para todo 0 < k < I. As trés primeiras derivadas ficam:

p(0) = — i [on. p(0)]+
(5.2.2)
(N =12 (Tr{o4p(0) o p(0)) = Tr{o-p(0)} o+ p(0))).
p?(0) = — i~ [o0, PV (0)]+
(N =12 (Tr{op(0)} o, sV (O)] = TH{op(O)}ors, sV (0))+ (5:23)
o p D (O)Hor- p(0)] = TH{o—p(0)} o, p(0)] ),
pP(0) = — i o0, 2 (0)]+
(N - 1)% (Tr{0+p(0)}[0—, pP(0)] = Tr{o_p(0)}oy, p'* (0)]+
(5.2.4)

2Tr{opV (0)} o, oV (0)] = 2Tr{o-p'V(0)} oy, o (0)]+
Tr{o1p@(0)}o—, p(0)] = Tr{o—_p'(0)} [0, p(O)}) :

As equacdes ficam extensas, mas com auxilio de um algoritmo feito no "Mathematica"4°

(sistema algébrico computacional) disponivel no "APENDICE A", facilmente calculamos esses
termos. Em seguida, podemos quantificar a intensidade do pulso para tempos curtos dada

pela equacdo

(I(t)) = —Nh%Tr{aop(t)} = —Nh?Tr {00 (p(O) + p(0)t + %,5(0)152 + ) } , (5.2.5)

logo, substituindo os termos e fazendo a aproximacdo N — 1 — N chegamos a

(1) = s (5 ) 1) (5.26)
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onde

f(t) = sin*(0) (1 + N cos(0)t + W];)Q (14 3cos(26)) t2> + O(t%). (5.2.7)

De 5.2.6 podemos identificar que o tempo caracteristico de duracdo do pulso 7, é da ordem
de y"!N~! = 73/N se constatarmos que a intensidade total emitida deve ser proporcional a
energia total maxima e inversamente proporcional a 7., isto é I oc hNwy/7.. Este resultado ja
caracteriza o pulso como superradiante que é identificado por ocorrer muito mais rapidamente
do que a emissdo expontanea. Ainda se expandimos 4.4.10 em torno de ¢t = 0 e considerarmos

os trés primeiros termos da expansdo encontramos novamente 5.2.6 o que valida o resultado.

5.3 O pulso superradiante sem a aproximacao de campo
médio

Podemos ir além e quantificar a intensidade do pulso superradiante diretamente da equacio
mestra com os operadores coletivos devido a simplicidade da técnica. Primeiramente vamos

representar o estado inicial coletivo como

[n) = 13,m), (5.3.1)

onde j = N/2 é o indice que representa 0 momento angular total do sistema e |j,m) é
auto-estado do operador Sy com respectivo auto-valor m (—j < m < j) que é o indice que
representa o momento angular associado a diregdo do campo (responsavel pela energia do
sistema), ou seja

Solj, m) = m]|j, m). (5.3.2)

Além disso, as equacdes para os operadores S_ e S, por construcdo, ficam

Selj,m) =i+ 1) —m(m+1)|j,m+ 1), (5.3.3)

S_|j,m) =i+ 1) —m(m —1)|j,m —1). (5.3.4)
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Novamente, fazendo o procedimento de expansdo da equacdo mestra 4.1.7 em torno de t = 0,

podemos escrever as equacdes para as derivadas de py tomadas em zero

LW _
PN (0) = — i (S0 piv " (O)]+

A+ DS (0)Ss = SLSp(0) i OS5+ (5:35)
2728198 V(0)S- = S-S.pV(0) = oy P (0S-S5,
onde se substituirmos pn(0) = |¢n)(1n| encontramos equagdes em termos de j, m e dos

estados [j, k), —N/2 < k < N/2. Em posse das derivadas tomadas em zero podemos calcular
a quantidade que nos interessa, no caso, a intensidade do pulso dada por

d (Tr{So (p(0) + p(0)t + F(0) +...) })
dt

= —Tfuw, Tr {Sop(O) + Sop(0)t + %So'b'(O)tQ} + O(t%).

(1(1)) = ey
(5.3.6)

Com o auxilio de outro algoritmo, presente no "APENDICE B", calculamos (com a aproxima-

¢do N — 1 — N) os termos de (I(t)) para j = N/2 e m = N cos(0)/2:

(I(t)) = Io + it + Lt* + O(t?), (5.3.7)
sendo
Iy = ivwhN (N sin®(0) + 2 cos(6) + 4mcos(6) + 2) (5.3.8)
L ziy%th{Nz sin®(6) cos(6) + 2N (cos(0) + (21 + 1) cos(26)) —

(5.3.9)

4((2n* + 2 + 1) cos(0) + 2n + 1)}

I, :3%7 whN{N sin®(6) (3 cos(20) + 1)+
2N? (4 cos(26) — (2m + 1) cos(8) + 5(2m + 1) cos(36)) — (5.3.10)

4N ((26m* + 267 + 11) cos(26) + 61 + 16(2n + 1) cos(d) + 61 + 5)+

32(5m° + (2n° + 3n* + 57 + 2) cos(6) + 51 + 2) }
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Se consideramos de Iy, I; e I, apenas os termos de maior ordem em N para cada um
recuperamos o resultado anterior 5.2.6 o que n3o so valida o resultado como é evidéncia de
que a aproximacdo de campo médio e a consideragdo da evolucdo do sistema apenas segundo
H.; sdo consistentes. Além disso, por meio de 5.3.7, recuperamos a dependéncia em 7 que
pode ser de interesse para sistemas de altas temperaturas. Essa dependéncia desaparece
quando resolvemos o problema via aproximacdo de campo médio devido a estar sempre em

termos de ordem menor em N.
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Conclusoes e perspectivas

Vimos neste trabalho que mesmo em problemas n3o t3o complexos precisamos fazer consi-
deracdes fisicas, além da modelagem do banho térmico, para obtermos resultados, como é o
caso do célculo do tempo de decoeréncia para o estado de gato na representacio de estados
coerentes em que 3.4.11 deve ser levada em conta, ou mesmo o caso de superradidncia em
que a aproximacdo de campo médio para analise da dindmica de uma particula representativa
se faz necessaria.

A técnica aqui apresentada, por sua simplicidade, se mostra capaz de limitar as considera-
cBes fisicas aquelas feitas para encontrar a equacdo mestra do sistema que serve como ponto
de partida para expandimos temporalmente as médias dos operadores desejados.

Quanto a técnica de expansio perturbativa para perda de coeréncia, apresentada no Capi-
tulo 3, devemos ressaltar que esta é atil para o calculo de Tr{p?} que & uma medida de pureza,
usada para o calculo de decoeréncia. O que o método desenvolvido neste trabalho se difere é
que embora necessite de uma equacdo mestra, o que pode ser visto como um ponto negativo
comparativamente a outra técnica, ele é mais abrangente. Em outras palavras, a técnica aqui
apresentada mostra-se de grande flexibilidade, pois a partir dela podemos calcular a média de
qualquer operador O a tempos curtos através da expansio de Tr{pO}.

As perspectivas desse trabalho s3o estudar mais fenémenos que ocorrem a tempos curtos
que sdo de dificil manipulacdo algébrica, trazendo resultados aproximados para dadas escalas
de tempo que podem ser suficientes para observacdo de comportamentos fisicos a uma primeira

analise.
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APENDICE A - ALGORITMO PARA
CALCULO DA INTENSIDADE VIA
APROXIMACAO DE CAMPO
MEDIO

Segue o cédigo comentado construido para calculo dos primeiros termos da expans3o temporal
da intensidade do pulso superradiante via campo médio.
0 € Reals; ¢ € Reals;w € Reals; n, € Reals;y € Reals;
(*0_e_¢_sio_correspondentes _ao_estado _inicial
|t >= Cos (%) [t> +€'Sin (§)| 1> .*)
(*w = wy, frequéncia_caracteristica_da_ particula_ representativa.*)
(*n, = N.Namero_de_ 4tomos.*)
(*y_é_a_taxa_de_relaxacdo.*)
(*Definigao_do_operador__densidade _inicial _py = p(t = 0)¥*)
Cos[0/2]"2 E"(—1¢)Sin[6/2]Cos[6/2]

po = ; MatrixForm [po]
E"(1¢)Sin[0/2]Cos[6/2] Sin[0/2]"2

Cos [g}z e~'*Cos [4] Sin [£]
e'?Cos [£] Sin [£] Sin [gf
(*Definicdo_de_oo, _o,_e_0,.%)
1 0 0 —-I 01
og = Oy = 30z = 3
0 -1 I 0 10
(*Definigdo_de o, e _o_.%)
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oy = %ax + %Iay;a_ = %am — %Iay;
(*Calculo_da_primeira_derivada_do_operador _densidade _tomada _em t =0,

pL =gt =0)*

Co = 00-Po — P0-00; do = O—.po — Po-O—;ap = 0+.pp — Po-0+; (*Comutadores_necessarios*)
p1 = "22cy+ (ng — 1)  (Tr [04.po) do — Tr [0—.po) ao) ; (*Calculo_de_ p;*)

p1 = Simplify [p,] ; (*Simplificagdo*)

(*Calculo _da_segunda derivada _do_operador densidade tomada em t =0,

o2 = L8(t = 0)¥)

¢1 = 0p.p1 — P1-00;d1 = 0_.py — p1.0_; a1 = 04.p1 — p1.04+; (*Comutadores__necessarios*)
p2 = =22ec; + (ng — 1)  (Tr[o4.po) di — Tr[o—.po) a1

+Tr[o4.p1] do — Tr[o—.p1] ag) ; (¥*Célculo_de po*)

p2 = Simplify [p] ; (*Simplificagdo*)

(*Calculo_da_terceira_derivada_do_operador _densidade_tomada_em_t =0,

p3 = Z—i‘:’(t = 0)*)

Cy = 0g.p2 — P2.00;da = O_.ps — P2.0_; a3 = 04.p2 — p2.04+; (*Comutadores necessarios*)
p3 = =32cy + (ng — 1)  (Tr [o4.po) d2 — Tr [o—.po] a2 + 2Tr [o4.p1] di

—2Tr[o_.p1] a1 + Tr[o4.p2) do — Tr[o—.p2] ap) ; (*Calculo_de _p3*)

p3 = Simplify [ps] ; (*Simplificagao*)

(*Calculo_da_intensidade_do_pulso_ < I(t) >= —h.n,. 4 9<%02*)
(*Termo_de_ordem_ 0*)

ig = —hny % Simplify [Tr [00.p1]]

TYwhSin[b]? (=1 + ng) ng

(*Termo_de_ordem__1%*)

i1 = —hngy S FullSimplify [Tr [00.p2]]

2y2whCos|0]Sin[0] (—1 + ng) *ng

(*Termo_de_ordem_ 2*)

iz = —fing g FullSimplify | Tzg21

357 wh(1 4 3Cos[26])Sin[0]? (—1 + n4) *nq



APENDICE B - ALGORITMO PARA
CALCULO DA INTENSIDADE VIA
OPERADORES COLETIVOS

Segue o cédigo comentado construido para calculo dos primeiros termos da expans3o temporal
da intensidade do pulso superradiante diratamente da equacdo mestra com os operadores
coletivos.

(*Defini¢des _de_regras _de associagdo_e_atua¢do_de_operadores
_nos_estados_do_tipo_|j,m > *)

SetAttributes[CenterDot, Flat];

ruletr =

{

(*Regra para o trago*)

Tr[Ketla_,b_]-Bra[c_,d_]] :—

0/;UnsameQa, c]||UnsameQ][b, d],

Tr[Ket[j_,m_]-Bra[j_,m_]]:— 1,

Tr[(n_Ket[a_,b_]-Bra[c_,d_])] :— nTr[Ket|a, ] - Bra[c, d]]

b

applyoperators =

{

(*Propriedades__associativas*)

A_-(n_Ketla_,b_]-Bralc_,d_]) :— n(A- Ket|a, b] - Bra[c, d]),
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(n_Ket[a_,b_]-Bralc_,d_])-A_ :— n(Ket|a,b] - Bra[c,d] - A),
(*Propriedades__associativas*)

A_-(n_Ket[j_,m_]) :—= n(A- Ket[j, m]),
(n_Brafj_,m_])-A_:— (Bra[j,m] - A)n,
(*Propriedades__associativas*)
(n1_Ket[a_,b_])-(n2_Bralc_,d_]) :— nln2Ket|a,b] - Bra[c, d],
(n1_Ketfa_,b ])-Bra[c_,d ]:— nlKet[a,b| - Bra[c,d|,
Ketla_,b_]-(n2_Bra[c_,d_]) :— n2Ket|a,b| - Bra[c, d],
(*Ag3o_dos_operadores*)

So - Ket[j_,m_] :— mKet[j, m],

Bra[j_,m_]- Sp :— mBra[j, m],

Sy - Ketfi_,m_] :— /5 + 1) — m(m + 1)Ket[j,m + 1],
Bralj_,m_] - S} := 1/j(j + 1) — m(m — 1)Bra[j,m — 1],
S_ - Ketli_,m_] := /j(j + 1) — m(m — 1)Ket[j,m — 1],
Brafj_,m_] - S_ := /j(j + 1) — m(m + 1)Bra[j,m + 1]
h

j € Reals;

m € Reals;

n, € Reals;

v € Reals;

w € Reals;

n € Reals;

0 € Reals;

(*j_e_m_sdo_ correspondentes__ao_estado_inicial _|j, m > .*¥)
(*w = wy, frequéncia__caracteristica_da_ particula _representativa.*)
(*n, = N.Namero_de_4tomos.*)
(*y_é_a_taxa_de_relaxacdo.*)

(*n =7 (wo) _é_o_namero_médio de excitagdes correspondente _a_wp.*)

(*0_é_correspondente _ao_estado_inicial_em_que_m = %2 Cos[f)].*)
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(*Definindo_o_estado__inicial _py = p(0) = |¢p >< ¢|.*)
Ket [1p0] = Ket[j, m]; Bra [¢)o] = Bra[j, m|;
po = Ket [tho] - Bra [to]
(*Calculo_da_primeira_derivada_do_operador_densidade_tomada_em_t =0,
p=E(t=0)%
pr=—(m+1)3(S+-S--po—25_-po-Sy+po-Ss-5-)—
n3 (S- -84 -po—284-po-S_+po-S--S,)//.applyoperators;
(*Calculo_da_segunda_derivada_do_ operador_densidade_tomada_em_t =0,
pr= 5t =0)%
p2 = —(n + 1)% (Distribute [CenterDot [S, - S_, Expand [p,]]]
2Distribute[CenterDot|
Distribute [CenterDot [S_, Expand [p1]]] , S+]]

+Distribute [CenterDot [Expand [p1] , Sy - S—]]) —
n% (Distribute [CenterDot [S_ - S, Expand [p,]]]
2Distribute[CenterDot]|
Distribute [CenterDot [S.., Expand [p1]]] , S]]

+Distribute [CenterDot [Expand [p;], S— - S4]]) //-
applyoperators;
(*Calculo_da_terceira_derivada_do_operador _densidade_tomada_em_t =0,
p3 = %(t = 0)*)
ps = —(n + 1)% (Distribute [CenterDot [S, - S_, Expand [p.]]]
2Distribute[CenterDot|
Distribute [CenterDot [S_, Expand [p2]]] , S+]]

+Distribute [CenterDot [Expand [po] , Sy - S—]]) —
n% (Distribute [CenterDot [S_ - S, Expand [p,]]]



60 APENDICE B

2Distribute[CenterDot|

Distribute [CenterDot [S.., Expand [ps]]] , S]]
+Distribute [CenterDot [Expand [ps] , S— - S4]]) //-

applyoperators;

(*Calculo_da_intensidade_do_pulso_ < I(t) >= —h.49<5o>¥*)

e, = Distribute [CenterDot [Sy, Expand [p1]]] ;

e, = e,/ /.applyoperators;

e, = Distribute [Tr[e4]] //.ruletr;

e1 = Simplify [e1] ;

10 = —hwe,

(54 72+ m(l — m+ 2n)) ywh

ez = Distribute [CenterDot [So, Expand [p2]]] ;

es = es/ .applyoperators;

ey = Distribute [Tr [es]] //.ruletr;

€2 = 222;
ez = Simplify [e2] ;
’il = —hu)262

=2 (1 =m+2n)+72(1 —m+2n) +m (1 +m? + 2n + 2n% — 2m(1 + 2n))) v’wh
e3 = Distribute [CenterDot [Sy, Expand [p3]]] ;
es = e3//.applyoperators;

es = Distribute [Tr [es]] //.ruletr;

€3 = %‘"‘;
es = Simplify [e3] ;
19 = —hw3e3

—(25% + 34 = 72 (3 + 4m? + 10n + 10n? — 8m(1 + 2n))

=25 (2 + 2m? + 5n + 5n? — 4m(1 + 2n)) + m(3m? — 10m?(1 + 2n) +m (11 + 26n + 26n?)
—2(2 +5n + 3n? + 2n?)))y3wh

(*Colocando _o__estado _inicial _em_termos_de 6*)

j = ";m = "Cos[f];
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Simplify [io)

Tywhing (2 + 2Cos[d] + 4nCos[d] + Sin[6]*n,)

Simplify [4;]

Y whng(—4 (1 + 2n + (1 + 2n + 2n?) Cos[d]) + 2(Cos[f] + (1 + 2n)Cos[26])n,
+Cos|0]Sin[0]?n?)

Simplify [i2)

357 whna (32 (2 4 5n + 5n* + (2 4 5n 4 3n? + 2n3) Cos[d])

—4 (54 6n + 6n? + 16(1 + 2n)Cos[A] + (11 + 26n + 26n?) Cos[26]) n,

+2(—(1 + 2n)Cos|d] + 4Cos[26] + 5(1 + 2n)Cos[360])n? + (1 + 3Cos[26])Sin[A]*n?)
(*Considerando _apenas_os_termos__de__maior_ordem_em_n, para
_cada_termo_da_ intensidade*)

Simplify [Coefficient [ig, 14, 2]]

IywhSin[g]?

Simplify [Coefficient [i;, ng, 3]

+7*whCos|6]Sin[0]?

Simplify [Coefficient [i2, 14, 4]]

357wh(1 4 3Cos[26])Sin[6]?
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