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Resumo

Na condugao por saltos dispersiva, os portadores de carga sio caracterizados por tem-
pos de residéncia ndo exponenciais. Como uma conseqiiéncia, efeitos hereditdrios aparecem
e o problema deve ser conduzido no espago de Laplace. Distribuicdes dielétricas conhecidas ¢
algumas outras foram usadas como possiveis funcoes capazes de descrever o meio desordena-
do. Um estudo cuidadoso de seus espectros de freqiiéncia foi realizado. O método de inversio
de Widder truncado foi desenvolvido para possibilitar a volta do espaco de Laplace para o do
tempo real. Dois tipos de problemas préticos foram abordados: conducio dispersiva na qual
o campo elétrico das cargas méveis pode ser desprezado e o caso de carga espacial para o
qual essa aproximacao nao pode ser feita. Duas configuracdes de interesse foram escolhidas:
decaimento do potencial de superficie de amostras carregadas por descarga corona e a subida

do potencial no carregamento por corrente constante.
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Abstract

Dispersive conductive processes are characterized by non-exponential residence times
of the hopping carrier. As a consequence, hereditary effects appear and the problem must
be conducted in the Laplace space. A bunch of known dielectric distributions functions and
others were used as possible functions describing the disordered medium. A careful study
of their frequency spectrum was carried out. The truncate Widder inversion was developed
in order to allow returning from the Laplace to the real time space. Two kind of practical
problems were studied: dispersive conduction in which the electric field of the mobile charge
may be neglected and the space charge ones when that approximation cannot be made.
Two configurations of interest were selected: the corona discharge potential decay and the

constant current potential build-up.
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Capitulo 1

Introducao

Quando cresceu o interesse por sélidos amorfos na década de 60, a Fisica do Estado
Sélido j4 tinha avancado no estudo da condugéo por bandas em sclidos cristalinos por causa
das facilidades trazidas para a anslise teérica pela rede periddica de dtomos ou fons. Justa-
mente por nao possuirem essa periodicidade, o estudo dos solidos amorfos ainda nao tinha
tido 0 mesmo avanco. No que concerne & conducao por saltos (hopping), o seu estudo teve
que esperar as sugestoes vindas de observagoes experimentais.

Uma dessas observagdes é o comportamento tipo w®, ondew & a fregiiéncia e s é préximo
de 1, da condutividade o{w) de materiais amorfos (para valores moderados de freqiiéncias)
{1, 2]. Scher-Lax (SL) [1} aplicaram a aproximagio do passeio aleatério continuo no tempo -
CTRW (Continuous- Time Random Walk) de Montroll-Weiss (3] e obtiveram uma expressio
para a condutividade em situacoes onde a condugao se da tipicamente por saltos. SL puderam
ajustar muitos dados experimentais mas sua anslise foi posteriormente criticada por Tunaley
[4] e Dyre [5, 6].

Um outro exemplo tipico de resultado experimental para materiais amorfos é o dos
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tracos de foto-corrente, chamados anomalos, obtidos na década de 60. Para descrevé-los,
Scher ¢ Montroll [7] propuseram um modelo no qual o material desordenado & imaginado
como um meio ordenado no qual ocorrem saltos de portadores com uma cinética que ca-
racterizaria o meio desordenado através de uma fungio adequada, W¥(¢), denominada fungao
de distribuicdo de tempos de salto - HTDF ( Hopping- Time Distribution Function). Quando
essa funco é um tnica exponencial, o transporte é nio-dispersivo, caso contririo, é disper-
sivo. SM propuseram que uma HTDF com decaimento hiperbélico e puderam descrever as
correntes andmalas. Porém, Carrano de Almeida e Leal Ferreira, seguindo a aproximacao do
CRTW de SM, obtiveram uma expressao inconsistente para a corrente dispersiva (8, 9, 10].

Aqui usaremos a aproximacio do CTRW de Scher e Montroll e sua descrigao do meio
dispersivo através de funcoes de distribuicao de tempos de salto e aplicaremos a correcao
sugerida por Dyre.

Analisaremos, entdo, outras fun¢oes que podem descrever processos dispersivos além da
proposta por SM. Estas fungoes foram buscadas na teoria de dielétricos que produziu vérias
funcoes de distribuicio como as de Cole-Cole, Davidson-Cole, Havriliak-Negami [11}. Estas
fungdes e algumas outras serdo consideradas como HTDF para se obter processos condutivos
dispersivos numa abordagem tipicamente fenomenoldgica. A idéia de se usar fungoes dielétri-
cas surgiu porque tanto a despolarizacio dielétrica quanto a condugao dispersiva envolvem
um tipo de resposta atrasada com as suas funcoes de relaxacao.

Para conhecer o efeito que cada funcio dielétrica tera quando for usada como fungao
condutiva, estudaremos em detalhes o seu espectro de fregiiéncias. Com esse estudo podere-
mos identificar a caracteristica que determina o tipo de comportamento do meio dispersivo.

Como se tratam de respostas atrasadas, o tratamento das propriedades elétricas dos
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materiais dispersivos envolvem convolugoes que tornam complicado o estudo “espago” (z,t)
e precisamos ir para o “espaco” de Laplace (z,s). No “espaco” de Laplace pode-se obter
as solugoes dispersivas, a partir da solugao nao-dispersiva, conhecida através do método da
Substituicdo Funcional tanto para fungdes dependentes apenas do tempo [12] como para
fungdes dependentes do tempo e da posicao, como serd mostrado nesse trabalho.

Com isso, o problema agora é o de se obter as transformadas inversas de Laplace mas,
freqiientemente, nos deparamos com fungdes que nao se encontram nas tabelas. Para resolver
este problema desenvolveremos um algoritmo truncado que é uma versao do conhecido méto-
do de Widder [13].

Esses estudos sobre conducao dispersiva serao abordados em dois tipos de problemas
préticos: um onde o campo das cargas moéveis pode ser desprezado e outro onde esta aprox-
imacao nao pode ser feita. No primeiro, obteremos a condutividade do meio dispersivo e
no segundo, tomando duas configuracoes, carregamento por descarga corona e por corrente
constante, obeteremos o potencial e a densidade de carga..

No capitulo 2 caracterizaremos o transporte dispersivo analisando um caso simples de
dispersao e revisitando o problema de SM. No capitulo 3 daremos as equacgoes que descrevem
processos de conducao dispersivos ou nao. A andlise das funcoes dielétricas propostas para
descrever o transporte dispersivo serd feita no capitulo 4, que é o capitulo-chave da tese. O
capitulo 5 dard uma caracterizacao adicional para as fun¢oes analisadas no capitulo 4 que ¢
aquela do tempo de transito, especifico da condugao. O capitulo 6 contém os métodos que
usaremos para obter as solugoes dispersivas, método da Substitui¢ao Funcional e método
de Widder. No capiftulo 7 estudaremos a condutividade dispersiva em que a densidade de

carga & constante e o campo elétrico das cargas méveis pode ser desprezado. Casos de carga
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espacial serao abordados no capitulo 8, no qual estudaremos dois processos empregados
no estudo de propriedades de conducao: o queda do potencial em amostras carregadas por

descarga corona e a subida do potencial no carregamento por corrente constante. Na capitulo

9 concluiremos a tese.
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Capitulo 2

Conducao Elétrica por Saltos em

Meios Desordenados Homogéneos

Este capitulo e dedica a esclarecer o que é a condugdo por saltos dispersiva e a introduzir
as funcdes que caracterizario cada tipo de processo de condugdo. Daremos um exemplo
de processo dispersivo simples, introduziremos a descri¢do de SM através das fungoes de
distribuicio de tempos de salto e apresentaremos as fungoes a serem usadas como possiveis
HTDF.

No que se refere & condugao elétrica, a maior diferenca entre um sistema cristalino
(ou ordenado) e um amorfo (ou desordenado) é que a condugdo nao pode mais ser descrita
por transporte de portadores pela banda de condugao. Conceitos derivados do Teorema de
Bloch que simplificam a descri¢io do sistema nao podem ser aplicados. Por causa da falta
de ordem estrutural, o sélido possui variagoes aleatdrias na energia dos sitios individuais.
Naturalmente, essas variacoes aleatdrias no potencial local influenciam o comportamento dos

portadores de carga.
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O potencial aleatério pode dar origem tanto aos familiares estados estendidos, que
formam as bandas de energia, como a uma distribuicio de estados eletrénicos localizados
(quanto mais desordenado o sistema, mais aproximado é o tratamento por bandas de ener-
gia). No primeiro tratamento, o transporte se dd pelos estados estendidos com os estados
localizados atuando como armadilhas e, no segundo, o transporte se dd por saltos de um
sitio para outro {33, 14].

O transporte por saltos é o adequado para materias amorfos ou de baixa condutividade.
Mesmo que o material possua regibes cristalinas, elas sao localizadas e separadas por regides
amorfas que introduzem descontinuidades no movimento do portador (terfamos um meio
heterogéneo).

Por outro lado, no processo homogéneo de conducdo por saltos, o elétron localizado
em um sftio salta para o seguinte por ativagao térmica. A probabilidade por unidade de
tempo de que ocorra um salto depende fortemante da distancia entre as entidades entre
as quais se d4d a transferéncia de carga. Isto é importante no caso de materiais amorfos,
onde a distancia flutua grandemente, de tal forma que cada portador no seu percurso de
migracao pode acabar chegando & situagao em que o sitio mais préximo se encontra a uma
grande distancia, fazendo com que o processo se torne cada vez mais lento. Nessa situacdo
o processo é classificado como dispersivo.

Na préxima segdo caracterizaremos o que é um processo condutivo dispersivo em geral
e em que sentido particular ele serd tomado aqui. Para isto tomaremos como exemplo o
comportamento da densidade de carga num meio dispersivo particular. Na secao seguinte
revisitamos o problema dos tragos de corrente em meios dispersivos, estudados primeiramente

por Scher e Montroll [7].
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Nestas se¢oes e no corpo todo da tese lidaremos com diferentes fungoes que caracterizam
o tipo de conducao. Antes de continuar, mostramos uma listagem dessas funcgoes, seus

significados e relagtes:

Fungdes usadas para caracterizar o tipo de transporte

Funcéo Nome e significado

D (1) Fungdo de residéncia: probabilidade de um portador permanecer
num certo sitio por um intervalo de tempo entre ¢ e r+dt.

d®d(t) | Fungdo de distribuicdo de tempos de salio - HTDF (hopping-time

F(t)=- dt distribuiton function. Também simboliza a fung¢io de relaxagéo
dielétrica.
¢ Fungdo de relaxagio do processo condutivo.
g2() Espectro de freqiiéncias da fungio @ (1 ).
Relagbes entre as fungdo
. s¥'(s) . 1 «
§)= ——— ¢(s)=——~-8 o(t) = [g(Q)e'dQ
O T (t) Ojg( e

em que F'(t) ¢ a transformada de Laplace de f(t): F'(s)= j'f(t)e"" ‘ot
0

2.1 Processos dispersivos

A dispersio acontece se os portadores em idéntica situagao inicial se movem subse-
qiientemente de forma distinta. A forma mais simples de dispersdo é a difusao, em que
portadores colocados em uma distribuicio planar inicial, por exemplo, com o tempo passam
a uma. distribuicao gaussiana cada vez mais aberta.

Tratando-se de movimento de carga em isolantes. as cargas se movem pela agao do

campo elétrico e, em geral, as forgas elétricas se sobrepoem as de difusao, direcionando o
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fluxo. Na aproximagao em que nos colocaremos, a difusao serd desprezada mas mesmo assim
havera dispersao. Uma causa possivel de dispersao, no caso de uma distribuicdo planar de
cargas considerada acima, € a repulsao coulombiana entre as cargas que faz a distribuicao
infinitamente fina abrir-se uniformemente no “espago” com o passar do tempo (ver o caso
do pulso de descarga corona, capitulo 8).

Mas suponhamos que a densidade de carga é feita cada vez menor e que ela, no interior
de uma amostra plana, esteja entre as placas de um condensador plano carregado. Na situ-
acao chamada de campo alto, admite-se que a distribuicao planar se movera sob a acao do
campo aplicado e, num processo nao-dispersivo, ela se moverd sem se deformar até atingir o
eletrédio oposto. E esta situacio que se procura reproduzir nas experiéncias de fotocondu-
tividade em que um pulso de luz absorvido junto ao eletrédio (feito transparente) cria cargas
de dois sinais, as de mesmo sinal migrando para o interior da amostra, as de sinal oposto
sendo imediatamente absorvidas pelo eletrédio, pelo menos em tese. O movimento uniforme
do pacote de cargas d4 origem a wma corrente externa constante no circuito, através do qual
se aplica uma tensao & amostra, até que o pacote seja absorvido pelo eletrédio oposto. Mas,
na pratica, raramente se observa uma corrente constante, antes temos correntes decrescentc
no tempo. Um caso trivial de processo dispersivo seria aquele em que as cargas do pulso vao
sendo aprisionadas em armadilhas durante o transito, diminuindo o nimero de portadores no
pacote, dando correntes progressivamente menores. Um processo dispersivo mais sofisticado
seria aquele em que estas cargas armadilhadas saem das armadilhas voltando a contribuir
para a corrente externa (as cargas podem, eventualmente, voltar a ser armadilhadas).

Na década de 70, Scher e Montroll [7], mostraram que processos dispersivos de outra

espécie podem ser definidos para a condugao em que o portador migra através de pulos. Se
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a funcao de residéncia, ®(t), do portador em cada local nao for uma tnica exponencial, o
processo serd dispersivo, isto €, os portadores terao destinos diferentes ao migrarem para o
interior da amostra. Os processos dispersivos que estudaremos neste trabalho sao do tipo
introduzidos por Scher e Montroll e se caracterizam pela expressao da densidade de corrente

i(z,t), com memdria,

i{z,t) = cfo ot — T)plz, 7)E(z, 7)dT, (2.1)

em que ¢ € uma constante, p(t) é a funcao de relaxacao relacionada com a funcao de residéncia
do portador em cada local, p(z,t) e E(z,t) sio as densidades de carga e o campo elétrico.
Para o caso de ser a fungao de residéncia uma unica exponencial, a funcao de relaxagao
®(t) é uma delta e a densidade de corrente adquire a forma nao-dispersiva, sem memoaria do

passado,

i(z,t) = pplz,t) E(z,1) (2.2)

sendo p a mobilidade.

O movimento das cargas, dispersivo ou nao, serd especificado pela equacao da con-

tinuidade

Op(z,t) _  8i(z,1)
ot oz (2:3)

Boa parte do nosso trabalho estard voltada a equagdo completa, equacdo (2.1), mas
para ilustrarmos os efeitos dispersivos vamos considerar a situagao de campo alto constante
no tempo, ou seja, a situacao tipica de fotocondutividade do pulso. mencionada acima. De
passagem nos referimos a que se a densidade p ¢ considerada constante, mas o campo depende
do tempo harmonicamente, a densidade de corrente da equacao (2.1) dard lugar & absorcao

dielétrica, como veremos no capitulo 4.
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Na situacao de campo alto Ey temos a densidade de corrente

i(z,t) =cEy /Ot ot — 7)p(z,t)dr. (2.4)

Para ilustrar o siginificado de dispersividade tomaremos o caso em que a particula
migra num meio composto de dois tipos de sitios, com fun¢oes de residéncia exponenciais
diferentes. Se todos os sitios fossem idénticos, a funcio de residéncia seria a mesma em todos
os sitios e 0 processo seria nao dispersivo; por isso o exemplo escolhido parece ser o caso
mais simples de dispersao. A dispersio, como j4 dissemos, consistird em que portadores em
idénticas condic¢oes iniciais e submetidos uma mesma forca mover-se-ao de forma diferente.
Entao suporemos que portadores sdo criados no tempo ¢t = 0 e em z = 0 e que vao se
mover submetidos a um campo alto, como numa experiéncia de fotocondutividade. Nio
justificaremos no que segue agora, todos os resultados apresentados (que foram obtidos com
os métodos desenvolvidos no corpo da tese), pois a nossa preocupacao imediata é adquirir
familiaridade com a convolugdo na equagao (2.4), responsivel pela dispersdo. Entdo, na

experiéncia de fotocondutividade por pulso podemos por

p($70) = QO‘S(:E)’ (25)

sendo ¢q a carga do pulso por drea.
A convolugao na equagdo (2.1) aponta para o uso das transformadas de Laplace (TL)

e integrando a equacao da continuidade, equagéo (2.3). com a equagio (2.4) e usando a
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condicio na equagio (2.5) obtém-se
p*(.'L', S) — ___e—sz/cc,p'(s)EU’ (2.6)
sendo p*(x, 8) e ¢*(s) as TL de p(z,t) e p(t), em que

fHls) = L{F(1)} = f " p)e, (2.7)

L denotando a tranformada de Laplace.

Brevemente mencionamos que ¢*(s) esta relacionada com a funcio de residéncia ®(t)

através de

p*(s) = ) (2.8)

de maneira que se vé que para um $(t) exponencial {uma dnica fregiiéncia de salto, £2),

®(t) = e~ ¥, (2.9)

w*(s) resulta ser §2 e p*(z, s) resulta ser

* — 4o —sz/cS1Ep 210

que é a TL de uma delta de médulo constante, se propagando através da amostra.
Como dito antes, caso dispersivo mais simples seria o caso em que ®(¢) ¢ composta de

~ duas freqiiéncias de salto:

®(t) = be~" + (1 — be ', (2.11)
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com $(0) = 1 como deve ser. O que procuramos & o comportamento de p(z,t) para essa
funcao de residéncia dispersiva. Esperamos que se propague ainda uma funcao delta, de mé-
dulo exponencialmente decrescente no tempo, e que atrds desta delta haja uma distribuigao

de portadores atrasados.

Usando a eqaugao (2.8), obtemos TL de ¢(t) para o ®(t) da equagéo (2.11) que é:

. 9192 + les + (1 - b)QgS

* 2.12
@"(s) by + (1 —0)w+s (2.12)
Em unidades convenientes obtém-se para p*(z, s)
+s Y+s
* = — 2.
p(2,5) = 7o expl=sazr) (2.13)

em que Y = b + (1 — ) e Z = 080/ (60 + (1 — b)2,). A transformada p*(z, s) na
equacao (2.13) contém o atraso com que o pulso chega ao ponto e devemos extrair sua
contribuicao. Fazendo uma translagio no tempo encontra-se que o pulso atingindo o ponto
contém uma funcio delta amortecida de médulo e=*Y ~%). A densidade de carga p*(z, s) do

rastro de cargas da delta pode ser obtido subtraindo-se a exponencial amortecida da equacao

(2.13):

p*(z8) = © : exp (—s:r: (Z—ﬁ)) — exp{—x(Y — Z)). (2.14)

Z+ s

A transformada inversa de Laplace de p*(x,s), p(z,t). & encontrada numericamente.
Antes de observar o comportamento de p(z,t), vamos mostrar um fato bastante nao-

intuitivo: hd sempre cargas aderidas ao eletrédio de entrada. de forma decrescente no tempo.
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Que isto acontece pode ser visto da equacdo (2.14) aplicada ao ponto z = 0, dando

P (0,8) = , (2.15)

cuja primitiva é uma exponencial no tempo de médulo ¥ — Z ¢ tempo de relaxacio 1/Z.

A razao fisica para este fato estd na criagdo da delta em = = 0 (densidade infinita) fazendo

persistir-se os efeitos para tempos finitos. Naturalmente que o médulo Y — Z decresce para

0, e 0y préximos, anulando-se para {1; e {1, iguais, jd que essa situagiao é nao-dispersiva

(uma 1inica freqiiéncia).

Para quantificar essa carga aderida ao eletrédio de entrada, que também quantifica a

“dispersao”, é melhor mudar as varidveis para:

e com isto, temos

b=£+/_\b; Q + Qe =20, ; U — 2 =Q,A0

2

Y —

(2.16)
Ql = Q‘m (1 + @) 3
2
AQ
QQ = Qm (1 - —‘2—) s
Q= (2.17)
™14+ AbAQ’ '
_1-AQY/4
T (1 + AbAQR ©

_ AQ*(1/4 - AV)
(14 ABAQY)?

A nossa quantificacao da dispersiao (outras poderiam ser escolhidas) serd feita através

da carga contida na delta presa na origem, ou seja, pela equacdo (2.15). Para trabalhar uma
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grandeza s6, vamos escolher o paridmetro D(Y, Z)

D(Y,Z) = fo oQ(‘J/ — Z)e Pdt = # (2.18)

(que nas novas varidveis é

AQ%(1/4 — Ab?)

D(Ab, AQ) = = AGH2

E interessante que D(Ab, AQ) é simétrico em Ab e AQ, embora Y — Z e Z néo o
sejam. Das definicdes de Ab e A2 vé-se que —0,5 < Ab < 0.5 e —2 < Af) < 2, mas como
D{Ab, AQ) & simétrico nelas, s6 os intervalos positivos precisam ser considerados. Na figura
77 temos gréficos de D(Ab, AQ}) para Ab = 0.5, 0.4, 0.3, 0.2, 0.1 e 0 em funcio de A (o0s
valores escolhidos devem satisfazer a relagdo b; + (1 — b)Qy = 1 (${0) = 1)). Vé-se que a
dispersao aumenta para valores menores de Ab e para diferencgas maiores entre as freqiiéncias

(AQ). Além disso, a dependéncia de D{Ab, AQY) com AQ é mais critica do que com Ab.

20
Ab=0

~ 15t — Ab =01 y
G Ab =02
< Ab=03
210’ Ab =04
= Ab=05(ND)
o gl

Figura 2-1: Carga total junto ao eletrédio de entrada para um material dispersivo dado pela
equacdo {2.11).



Voltando aos resultados para o rastro de cargas que deixam a delta, p'(z,t). vemos
que ele sempre toca o eletrédio de entrada. Na figura 2-2 - (a) temos um processo menos
dispersivo, AQ = 0.02 (que ¢ pequeno) para o qual p(z,t) é crecente com z, com menor
quantidade de carga aderida ao eletrédio de entrada. Se o processo for mais dispersivo,

A = 1.96 (que é grande), como na figura 2-2 - (c), p(z,t) é decrescente com z e maior

quantidade de carga fica presa em z = 0.

AQ =1,67
"0,0 o 0.2 03 04 05 "0.0 0.1 02 03 0.4 05
X X
1,0
0,81 ]
(© t=0,5
s 064 3
=l A0 =196 —_ =
X Ab=0
o % y —Ab=0,2
0,21 ; —Ab=0,4
0.0 : : : :
0.0 0.1 0.2 03 04 0,5
X

Figura 2-2: "Rastro” de cargas do processo dispersivo dado pela equagao (2.11) em campo
alto.
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2.2 Fotocorrentes dispersivas experimentais

Na figura 2-3 vé-se tragos tipicos de corrente obtidos para materiais amorfos na situacao
descrita acima, isto é, na qual um pulso de cargas atravessa a amostra sujeito a um campo
elétrico alto; no encarte, temos o perfil da corrente para o caso nao-dispersivo. Esse tipo de

resultado é conhecido desde a década de 60 mas sé obteve alguma explicagao em 1975.

30 . T 7 ] T
- L={79-555}210"%cm :!
26 . (@) E+105 v/em B
ty = {30~- =2
I i8r tr - it
—_— _ . . —_ }
o 0 -, | J |
: "‘!"H
LO - ‘%\.'v , j
- IR SR __ bootrt
O'G.- t e L B AR ’
0.2 L r%
I ] 1 i h I
0 G 20 20 40 53

Figura 2-3: (a) Tracos de corrente dispersivos estudados por SM [7]. (b) caso néo-dispersivo
no qual a corrente é constante até que os portadores abandonem a amostra. O fator t,.
tempo de transito, serd definido no capitulo 5.

Durante os anos 70, uma detalhada caracterizacao fenomenolédgica da dispersao ano-
mala foi realizada primeiramente com os estudos de pesquisadores da Xerox Corporation
como Pai, Scharfe, Pfister, Scher e outros (uma das aplicagbes tecnoldgicas e comerciais
desses filmes amorfos é em maquinas fotocopiadoras). As propriedades observadas nao pu-
deram ser entendidas em termos das teorias convencionais de transporte.

O maior avanco no estudo da dispersio andémala ocorreu em 1975 com a publicagao por
Scher e Montroll [7], do primeiro modelo capaz de prever virias caracteristicas observadas.
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SM propuseram que o transporte dispersivo é conseqiiéncia de uma sucessdo de eventos
aleatérios com uma distribuicdo alargada de tempos de ocorréncia do evento, que podem
se estender até tempos da ordem do tempo de observacao. A varidvel aleatéria natural é a
distancia entre os sitios disponiveis no transporte por saltos. As taxas de transi¢ao entre os
sitios ou freqiiéncias de saltos dependem fortemente dessas distdncias, e a flutuacao destas
causard uma forte dispersio estatfstica, o que levard a uma larga distribuigdo de tempos de
salto média. Tempo de salto é definido como o intervalo entre a chegada e a saida de um
portador de um sftio. O pulo é instantaneo.

Para tornar o problema tratdvel, SM propuseram que a distribuicao aleatéria dos si-
tios e, portanto, a desordem do material, estivesse incorporada & funcéo de distribuicao de
tempos de salto (HTDF), ¥(¢), transferindo, em seguida, o problema para uma rede regular
cujo parametro fosse a distancia média entre os locais disponiveis para salto. U(t)dt é a
probabilidade de que, depois de um portador ter chegado a um certo sftio no instante 0, ele
salte ao préximo sitio no intervalo de tempo entre t e t+dt. O trabalho realizado por SM foi
o de generalizar o tratamento matemético do passeio aleatério continuo no tempo (CTRW)
para os casos em que a HTDF deixava de ser exponencial [7].

A figura 2-4 ilustra a evolucao no tempo da distribui¢ao dos portadores de cargas para
o caso de dispersio quando a funcio que gera a dispersao é a HITDF de SM (7}, que veremos

na proxima secao.
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Figura 2-4: Evolucao no tempo da distribuicao de portadores se deslocando em um solido
amorfo, segundo SM |[7].

2.3 Funcao de distribuicao de tempos de salto de Scher

e Montroll

Como visto acima, o conceito de fungao de distribuigio de tempos de salto assume im-
portancia central no desenvolvimento geral da teoria de transporte dispersivo. Na descricao
do CTRW, a quantidade importante é a HT'DF, ¥(#), fun¢io decrescente no tempo que é o
negativo da derivada no tempo da fungéo de residéncia, ®(t):

_d(t)

vHy=-—_". (2.19)

Segundo SM, para que os tempos de salto apresentem dispersao andmala, numa dada
escala de tempo, a fungio ¥(t) deve ter decaimento lento ou que, em vez de uma queda
tipicamente exponencial. ela seja tipicamente hiperbdlica.

Para gerar dispersdo anémala nos tempos de salto, no caso de uma situagao extrema
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{4 qual eles se restringiram), SM propuseram a seguinte funcao:

(t) o constante ¢+, 0<a<l, (2.20)

em que a & o parAmetro de desordem que descreveria os detalhes microscépicos do processo.
Quanto menor a, maior a dispersao.

O CTRW numa rede regular e essa HTDF foram capazes de explicar os transientes de
corrente nos materiais dispersivos. Para o comportamento do parimetro a, observou-se que
ele depende da temperatura, havendo diividas sobre a sua dependéncia com o campo elétrico
e com a espessura da amostra [7], [15] - [21].

Assim, o tipo de transporte que ocorre num material seria, em principio. descrito por
sua funcdo de distribuicao de tempos de salto, ¥{t), gerando transportes nao-dispersivos,
dispersivos ou muito dispersivos, segundo sua natureza. Como ji dissemos, para um meio
nao-dispersivo, o transporte serd gerado por ¥(t) o Qe™**. Para meios muito dispersivos,

¥(t) podera ser do tipo proposto por SM, ¥(t) o 1/t (ra),
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2.4 Funcoes de distribuicao de tempos de salto pro-
postas

Neste trabalho, vamos propor fungoes ¥(t) capazes de descrever processos de condugao
tanto na categoria muito dispersiva e como na dispersiva. A caracteristica da HTDF que
leva & sua classificacdo em uma ou outra categoria serd apresentada no capitulo 4.

As funcgoes que usaremos como HTDF serao as bem sucedidas no estudo de dielétricos
desordenados na expectativa de que elas descrevamn corretamente, ou aproximadamente,
aquele desordenamento das estruturas amorfas na conducdo. Assim, as funcoes de Cole-
Cole, Davidson-Cole, Havriliak-Negami e Kohlrausch-Williams-Waits [11] serdo consideradas
e algumas outras como o modelo de Dyre [6] (modelo de barreiras de energia livre aleatérias)
com uma distribuicio continua de freqiiéncias de salto.

A idéia de se usar funcoes emprestadas da teoria de dielétricos se baseia na observacao
de que, da mesma forma que a polarizacéo, a conducao dispersiva também apresenta um tipo
de resposta atrasada, como se vé na equacao (2.1). Com isso, é concebivel que o portador
condutivo se comporte como o portador da polarizacao, com a diferenca de lhe ser permitido
migrar ao longo da disténcia em vez de se manter preso a um local ou ao seu parceiro de
sinal oposto.

Para tracar a analogia entre as duas situagoes, condutiva e dielétrica, nos dois préximos
capitulos vamos escrever as equagoes do problema da condugao em meios dispersivos, que
incluem o nao-dispersivo como caso especial e fazer um breve estudo dos dielétricos e seu

comportamento.

31



¥

Capitulo 3

Movimento Dispersivo de Carga

Espacial

Aqui daremos as equagdes gerais de transporte de carga e veremos que elas explicitam
a inconsisténcia no procedimento de SM e, também, o cardter hereditdrio do transporte
dispersivo.

As equacdes de transporte levando a pacotes gaussianos sao descritas pela Equagao

Mestra de transporte markowiano dada por:

dpc(ii’t) = A; [p(i = V)P, t) — p(I' = HP(L,1)], (3.1)

em que ! representa um sitio numa rede regular, P(l.t) € a probabilidade de que o mesmo
esteja ocupado no instante ¢, p{l — ') & a probabilidade de transicao por unidade de tempo
de um portador ir de algum sitio I’ para o sitio [ e p(I' —{) é a probabilidade por unidade de

tempo do portador que estd no sitio [ ir para outro sitio . Com isso. o primeiro termo do
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lado direito representa o fluxo para o sitio [ a partir dos sitios e o segundo termo representa
o fluxo do sftio { para algum sitio I’. A & uma constante de proporcionalidade.
O processo de transporte ndo gaussiano geral pode ser descrito por uma Equacio

Mestra Generalizada (EMG) com uma funcéo de relaxagéo ¢(t) dada por [22]:

‘”}i’ ) _ /0 ot —7) Z [p(l - U)P(',7) — p(I' — DP(L, 7)) dr, (3.2)

em que @(t) estd ligada a HIDF ¥(¢) no “espago” de Laplace como se vers a seguir. [ é
aqui uma varidavel discreta referindo-se ao sitio considerado.

A passagem para o continuo da equagdo acima fornece [?]

dp(z,t)

i, ¢ ai f* O*p(z, )
Frank —2a0b$E(m,t)/0 ot — m)plx, T)dr + 3 j; ot — 1) ——

or?

dr (3.3)

que € a equacao de transporte de Fokker-Plank generalizada - EFPG. P(l,t) & proporcional
a p(z,t), a densidade de carga na posi¢ao z no instante . A equacdo acima foi obtida em
simetria planar. E(z,t) é o campo elétrico, ag é 0 parametro de rede e b 0 parametro com
dimensao de inverso de campo quantificando o aumento relativo dos pulos no sentido do
campo; é uma constante que pode ser determinada. O segundo termo do lado direito é o
termo de difusdo, que pode ser considerado pequeno em comparacao com o deslocamento
devido ao campo elétrico.

Deve-se notar que na aproximacgao do CTRW segundo SM, o campo elétrico nao estd
inclufdo na convolucao [8]. Isto estd, porém, em desacordo com o teorema da flutuagio-
dissipacao de Kubo, pelo qual fluxos se correlacionam no tempo. Esta falha estd assoctada a

escolha de uma rede regular, segundo Dyre [6]. Neste trabalho adotaremos a expressio para
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EFPG com o campo elétrico dentro do integrando como sugerido por Carrano de Almeida e
Leal Ferreira [10, 9

A equacao (3.3) é a equacao da continuidade mais geral que se pode escrever para
representar a dindmica de portadores em sélidos amorfos. A equagdo para a densidade de

corrente corrente de conducio generalizada é, entdo, a equacio (2.1):

i(z,t) = c/ot ot — T)plz, T)E(z, T)dT. (2.1)

Tomaremos a equagao (2.1), a equagao acima, como a equagao bésica para descrever

processos de transporte elétrico de condugao. Outra equagao bésica é a equagao de Poisson:

OE(z,t)  plz,t)
or & ' (34)

em que £ & a permitividade elétrica do meio. Estas duas equagdes regem a dindmica de
carga espacial em sélidos amorfos e em conjunto com as condigoes iniciais e de contorno dao
a solucdo matemadtica do problema.

Da equacao da continuidade,

dp(z,t) _ Oi(z,t)

ot or

(3.5)

e da equacio de Poisson, equacao (3.4), obtemos a densidade de corrente corrente externa:

HUES 2agbf0 ot — T)plz, T)E(z. T)dT + E%. (3.6)

Para o caso nao-dispersivo, ¢(t) = Q8(t). obtém-se o resultado usual para a densidade
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de corrente: i(z,t) = 2ab2p(z, 1)} E(z,t), em que 2a0bS2 é a mobilidade.
A funcio de relaxacao ¢ (t) se relaciona & HTDF, ¥ (), através da seguinte relagdo no
“espaco” de Laplace, como mostradoe por Kenkre-Montoll-Shlesinger [22]:

©*(s) = oT(s)

=1 (s)’ (37)

em que f*(s) = L{f(t)}, dada na equagao (2.7). A equacio 3.7 resulta da equivaléncia entre
a descricdo da conducao dispersiva por meio de uma EMG e sua memdria, (), e a descri¢ao

da dipsersao por meio do CTRW e sua HTDF, ¥(¢).

3.1 Processos dispersivos como respostas atrasadas

A equacdo (2.1) indica que o efeito da desordem é introduzir hereditariedade pois a
corrente agora depende dos valores anteriores do campo elétrico através de uma funcao o(t).

Nos problemas estudados no capitulo 2 {(pulso de carga em campo alto), a heredi-
tariedade estd na densidade de carga. No capitulo 7 estudaremos a condutividade onde a
densidade de carga é constante e os efeitos hereditédrios sao devidos unicamente ao campo.
Casos de carga espacial, em que a hereditariedade estd na corrente. isto é, tanto na densidade
de carga quanto no campo, serao abordados no capitulo 8.

Portanto, trataremos a condugio dispersiva em meios desordenados como um novo
tipo de resposta atrasada. Isto &, nao apenas dipolos dao origem a correntes de absorcao
durante o processo localizado de orientagio mas o deslocamento de um portador num meio
desordenado em relacio ao seu companheiro original de sinal oposto também as produz.

Isto é muito similar ao caso dielétrico no qual a HTDF, como uma fungao de distribuicao
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de tempos de espera para movimentos localizados, ¢ ela mesma a fungao de hereditariedade,
como mencionado anteriormente. No préximo capiftulo, introduziremos e caracterizaremos

as funcdes dielétricas que usaremos como HTDF em sistemas condutivos.
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Capitulo 4

As Funcoes Dielétricas

Neste capitulo faremos um estudo breve dos dielétricos e um estudo cuidadoso dos
espectros de freqiiéncias de suas fungoes de distribui¢do. Esse estudo levard a classificacao das
funcoes que serdo empregadas como fungdes condutivas em dispersivas ou muito dispersivas.
Adiantaremos qual serd a conseqiiéncia na condugdo. Ou, vice-versa, veremos que tipo de

comportamento das propriedades elétricas inferird qual é o tipo de fungao que representa o

meio dispersivo.

4.1 Principio de superposicao e absorcao dielétrica

Excluindo situacdes extremas como ruptura e envelhecimento, os sistemas fisicos (a
maioria, se nao todos), nao atingem e nem deixam o seu estado de equilfbrio instanta-
neamente. Esta “demora” para estabelecer ou deixar o estado de equilfbrio é chamada de
relaxacao e lida-se, entdo, com respostas atrasadas. Dentro de limites determinados pela
observacdo, o estimulo a um sistema e a sua posterior resposta, de uma forma geral, sc

relacionam por leis lineares. Em outras palavras, o sistema deve ser descrito por equacoes
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diferenciais lineares ordindrias ou parciais. Quando isto ocorre, diz-se que o sistema obedece
ao Principio de Superposiciao (PS). O simples fato de se saber que um sistema obedece ao
PS permite formular conclusoes e leis gerais, comuns a todos os fenémenos lineares, sem que
se precise conhecer as equagoes diferenciais que os descrevem [23].

No caso da absorcao dielétrica, o PS se expressa através da seguinte relagio:

v v : av
j(t)—}—%+CE+le Wt~ )4 dr, 1)

00

em que j(t) é a corrente externa, V é o potencial, R é a resisténcia, ¢’ & a capacidade
instantanea, C & a capacidade atrasada e ¥(t) & a funcgao de relaxacao. A equacio (4.1) nos
diz que cada variacao da tensao ‘%dr, ocorrida no tempo 7, gera. no tempo ¢, uma corrente
C1¥(t — 7)%dr. De fato, se a tensdo unitaria é aplicada em t = 0, 4 — §(7) e a resposta
atrasada se torna CP(t).

A grandeza fisica no caso da absorgdo dielétrica é a polarizacdo elétrica atrasada, P(t),
que obedece a relagao:
G ‘ av

(1—®(t— 7)) —dr (4.2)

Py = A . dr

com ¥(t) = —%9, equacao (2.19), ®(0) = 1, sendo ®(t) a funcao residéncia; A & a drea da
amostra, em simetria planar.

¥(t), no caso da polarizagdo elétrica, ¢ a resposta devida a uma determinada dis-
tribuicio de tempos de espera ( Waiting Time Distribution Function - WTDF) fazendo aqui
o mesmo papel que a HTDF faz no processo de condugao. Por isto. & denotada pelo mesmo
simbolo, W(t).

O estudo da absorcio dielétrica se faz a partir da equacao (4.1). supondo uma tensao
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alternada de freqiiéncia w aplicada a partir de ¢ = —oo (para que os efeitos devido &s

condi¢oes iniciais tenham desaparecido):

V(t) = Vo, (4.3)

em que j denota o imagindrio puro.

4.2 Constante dielétrica complexa

A corrente j(t) pode ser escrita como a soma da corrente de condugao e da corrente de

deslocamento:

(1 = 4400 V()
i) = A=+ (4.4)

com A sendo, em simetria planar, a drea da amostra. D(t) é o deslocamento elétrico:

D(t) = €(t)E(t), © (45)

em que € & a constante diclétrica complexa:

T=¢ —jé". (4.6)

Mostraremos logo que teriamos um sinal positivo ao invés de negativo na equacao (4.6) se

tivéssemos escolhido a convencgdo com sinal negativo no expoente da férmula (4.3).
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Em termos da tensao, a equacao (4.4) é separada em:

i) — %gdvu) 40,

t

em que £ & a espessura do capacitor. A¢/{ incorpora a capacidade instantanea e a capacidade

complexa.

Vamos substituir a equacao (4.3) na equacio (4.1):

j(E) = ((% + wWpCh /0 N \Il(t')sen(wt')dt’) +

j (wCVg + onle ‘I'(t’)cos(wt')dt’)) et (4.8)
0

em que foi feita a mudanca de varidvel ¢! =t — 7.

Substituindo a equagio (4.3) na equagdo (4.7), encontramos

Vo Ae,

-—]wVO} ef*t, (4.9)

0= 5

Comparando a equacao (4.8) com a equacao (4.9), obtemos:

~ o|wof e p ! £ 3t
_ (<t Neoswtdt' ) — j [ —— + = W t
e(w) ( Cy /0 U(t')(coswt )dt) J ( R leo (¢} senw )dt) ,

(4.10)
justificando a equacio (4.6) e determinando as partes real e imagindria da constante dielétri-

ca.

As integrais acima incorporam os fendmenos chamados anémalos. Juntando as duas
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integrais e denotando a parte “andmala” por €(w) temos

mm:%a fo U(t)e ! de. (4.11)

Uma conexiio formal com a transformada de Laplace (TL) pode ser feita:

f " (e dt' = U* (jw). (4.12)

Ou seja, a TL da funcio de relaxagao, ¥(¢), determina os fendmenos anémalos com a sub-
stituicao s — jw:

(w) = ~3\11"(3 = jw}. (4.13)

4.3 Respostas dielétricas

No caso mais simples, o caso Debye, a reposta da polarizacio ao campo elétrico tipo
degrau é caracterizada por um decaimento exponencial dnico: ¥(t) = e~t/70 /74, onde T &
o tempo de relaxacio unico. Para este modelo a equacio (4.12) dd ¥*(jw) = 1/(1 + jw7e).
Para esta funcio temos uma constante dielétrica cujo grafico da parte imagindria pela parte
real como fungoes da freqiiéncia fornece um semicireulo. Esse tipo de grafico & chamado de
diagrama de Cole-Cole [11].

Referimo-nos aos diagramas de Cole-Cole porque foi neles que se detectaram as defor-
magoes que acabaram gerando outras fungées respostas. O diagrama pode apresentar. em
vez de semi-circulo, arcos, deformados ou nao. As funcbes dielétricas sao generalizacoes da

¥* (jw) de Debye inferidas na tentativa de se obter os diagramas de Cole-Cole observados.
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Numa interpretacio microscopica, ¥(t) resultaria ou de uma distribuigdo de tempos de re-
laxacao ou de processos que nao sao intrinsecamente exponenciais, ou seja, nao-Debye (tal
problema nao serd importante para nés aqui).

Historicamente, a interpretacao por distribuigoes veio primeiro. Entdo, um processo

“deformado” nao tem um 1inico tempo de relaxagao, mas sim um espectro deles e escreveu-se:

e—t/'r
d(in(r)) (4.14)

T

w(e) = / " G(in(r))

e o problema é como obter G{In(7)) de suas TL inferidas de medidas em voltagem alter-
nada. Mas para evitar os In(7) na equacao (4.14) preferimos considerar a distribuicao em

freqiiéncias de relaxagao, f({2), correspondente & fungao W(f), com o que

W(t) = fo " F@Q)edn. (4.15)

Para a nossa finalidade, ¢ mais interessante trabalharmos com o espectro de ®(¢t), g(£2),

que pela equacao (2.19) resulta ser f(§2)/€2,

d(t) = / " g()e™HdQ. (4.16)
0
Para obter-se g(2) de ®(¢) achamos
B (u) = £ (B(1)} = f " (t)edt. (4.17)
0

Das equagdes (4.16) e (4.17) segue que a transformada iterada de Laplace (transformada
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de Stieltjes) de ®(t) é&:

won [ 98
& () = fo L 40, (4.18)
cuja inversdo é dada por [24]:
g(Q) = —;1; Im(®*(Qe’™)) (4.19)
ou por
o() = —_ Ilimy(&"(~ + 7)) (4.20)

Para obter ®*(s) de ¥*(s) usamos a relagao abaixo que vem diretamente da equacao
(2.19):
(4.21)

Damos a seguir aleumas fungdes de relaxacdo, ou melhor, suas transformadas de

Fourier, propostas na teoria de dielétricos.

4.3.1 Funcoes de Cole-Cole, Davidson-Cole e Havriliak-Negami

As funcdes de relaxacao de Cole-Cole (CC), Davidson-Cole (DC) e Havriliak-Negami

(HN) sao, respectivamente [11}:

* . 1

celijw) = 13 Garg)i— (4.22)
poljw) = S - (4.23)
LoVEI = 4 e ) '
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1
Jel
(1 + (jmo)“‘“’)

un(jw) = (4.24)

em que ¢, 8 sdo pardmetros a ajustar e que devem satisfazer a condi¢do lim,_4(s¥*(s)) — 0

3

ou seja, ¥(oc) =0 (jw — 8).
O modelo de CC representa um dielétrico cujo diagrama de Cole-Cole é um arco de
cfrculo. Sua funcao de residéncia é obtida aplicando-se a equacio (4.22) na equagio (4.21)

e o espectro de sua fun¢ao de residéncia pode ser obtido pela equagao (4.19):

I sen(re) _
&) {[r- @) oo () ]|

A funcao acima constitui a distribuigao de fregiiéncias de salto para o modelo de CC

(4.25)

e pelo seu gréfico, figura 4-1, vemos que hd uma mudanga gradual de comportamento da
distribuicao com o pico localizado em torno de Q% = 1 para valores pequenos de « se
deslocando para fregiiéncias menores até desaparecer para a > 0.3. A 4rea sob cada curva
é, naturalmente, igual a 1. Para o = 0, recupera-se o caso Debye.

O modelo de Davison-Cole (DC) representa um dielétrico cujo diagrama de Cole-Cole
& um arco de circulo deformado, isto é, assimétrico. A figura 4-2 mostra o espectro de sua

funcao de residéncia que é dado por:

1 3
goc(§) = —5 son{md) 5 Q> (4.26)
(e
00 \ o
gnc() =0, Q< (4.27)

Para 2 = €, a freqiiéncia de relaxacao critica, a distribuicao se torna infinita, mas a
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Figura 4-1: Distribuicdo de fregiiéncias de relaxacdo (espectro de $*(s)) para o modelo de
CC. Para a = 0.3 ha uma mudanca no comportamento da distribui¢do: o pico na fregiiéncia
critica diminui até desaparecer.

drea sob a curva éigual a 1. Para wg% < 1 a distribuicio se anula. O caso Debye é recuperado
para 3 = 1. Para Q% > 1, observa-se que para 3 decrescente de 1 a 0.5, gpc(§2/€) cresce,
mas para (3 de 0.5 a 0, gpo(2/Q) decrecse. A drea sob as curvas é unitdria, embora, as

vezes, isto nao fique claro no grafico mostrado.

9pc(02)
S

1.0 1.5 20 25 3.0
alq,

Figura 4-2: Distribuicio de freqiiéncias de relaxacio (espectro de ®*(s)) para o modelo de
DC. Para 8 = 0.5 hd uma mudanga no comportamento da distribui¢ao. Este modelo possui
uma freqiiéncia minima de relaxagao.
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O caso HN é uma generalizacdo dos modelos de CC e DC. A distribuicio gun(£2) &{11]:

1 sen(BO(£2))
@ - (4.28)
JHN 7 (ﬁ%)l‘ﬁ(l_a) [(ﬁﬂg)%_? +2 (g?o)a_l cos(m(l — a)) + 1} "
em que
O(Q) = arctg entall- o) (4.29)

(£)" + eos(m(1 )]

Na literatura, o termo em cosseno na expressao de @(£1) aparece sem o valor absoluto o
que faz com que gy (€2) fique negativa em certos casos. Com a imposicao do valor absoluto,
grn{§) nunca se torna negativo e, além disso, a sua integral em dfQ se torna unitdria. na

figcura 4-3, damos gyn(£2) para alguns valores de ¢ e .

09F T T T T T -]
c8} —a=01;,=09 1
~—~ 07 —_—a=01,8=05 A
S o6 —a=03;p=09 ]
§05- —a=03;,8=0,5
U)I — a=0,7;p =01

0.0 05 1.0 1,5 20 25 3.0

Qlo,

Figura 4-3: Distribuicao de fregiiéncias de relaxagao (espectro de ®*(s)) para o modelo de
HN.
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4.3.2 Funcoes de Kohlrausch-Williams-Watts

A fun¢io de Kohlrausch-Williams-Watts [11] corresponde 4 funcio de residéncia
(I)wa(t) = 6_(Qot)ﬁ, 0 < ﬁ <1 (430)

chamada de exponencial estendida {stretched exponential). Para 8 < 1, ®(¢) cai mais rapi-
damente para €23t < 1 e mais lentamente para gt > 1, comparando com o caso 3 = 1, que
é 0 caso exponencial puro.

Sabemos que para conseguir a distribui¢io de freqiiéncias de relaxacao de ® (t).precisamos
de sua TL. A tinica TL disponivel para ¢ () na equacdo acima é para 3 = 1/2 e nés ficaremos

com esse caso particular. O espectro de ®* (s) com 3 =1/2 &

1 o—G0/(a2)

~ 2/70
vl g fa

grww () (4.31)

e estd mostrado na figura 4-4.

o
o
o B

0.5 1.0 15 2.0 25 a0
Qlq,

Figura 4-4: Distribuicio de freqgiiéncias de relaxacio para o modelo de KWW. Este modclo
nao possui freqiiéncias nulas.



4.3.3 Funcgao de Dyre

O modelo de barreiras de energia livre aleatérias de Dyre [6] ¢ Macdonald [25] para
dielétricos foi primeiro proposto por Gevers e Du Pré [26]. Este modelo pode ser visto
como uma. generalizacio do tratamento para duas barreiras de energia (ou duas freqiiéncias
de relaxacdo) da secio 2.1 para o qual ®() = be™'* + (1 — ble"™". Aqui, a0 invés de
duas barreiras apenas, o sistema possui barreiras de potencial com energia se distribuindo

aleatoriamente entre a energia minima, Ug;,, e a energia mdxima, Uy, Ou seja,

h(U) = — Umin < U < Upnax (4.32)

hU) =0, para U fora do intervalo (Unpin, Umax) (4.33)

Como queremos a distribui¢do g(£2) em freqiiéncias, impomos

g(2)dQ = h(U)dU (4.34)
e Como
0 = Qpe VKT (4.35)
obtemos
@)=t 1 Qin < (1< O (4.36)
9bn - Qmin 111(/\) QQA ’ min max .
gpa(2) = 0. para € fora do intervalo (Qmin, max) (4.37)
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em que

A= Qe = Slpe~ Vmin/ KT Qi = Qoe~ U/ KT (4.38)

1 O e Q)
Bpa(t) = / , (4.39)

cuja TL é

. 1 [ [Omex e Set . 1 1+ 5/Qmin
DM(S) = m A Lmin Q dQ)dt = (I)DM(S) = ]_[1()\) In (1 " S/Qmax) (4.40)

Dyre fez uma suposicio adicional de que as barreiras de energias menores estao na
regido de energia do infravermelho e que as altas sao da ordem de eV (no entanto, veja

referéncia [27]). Com essa suposi¢do, max > (lmin € @”byre(s) para 8 &€ Qpax €

In(14+ 5=
@* ( len)

Dyre(s) = SlIl(A) (441)

Com esta simplificacao, Dyre € capaz de explicar regularidades observadas em respostas a.c.

condutivas para virios materiais.

4.3.4 Funcao de Scher e Montroll

A funcao proposta por Scher e Montroll para processos condutivos dispersivos que

corresponde 4 TL da fungdo de relaxagao para um processo de despolarizacao é dada por
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T P S
Wopr{iw) (L7 Vi) (4.42)

H4 alguma semelhanga entre entre as funcoes de SM e de HN mas nao sdo a mesma
pois terfamos 3 = 2 na de HN. Porém isso ndo pode ser feito pois temos que ter 3 < 1/(1—a)
para que a transformada de Laplace ¥*(jw) seja sempre decrescente.

A funcao de residéncia de SM é obtida aplicando a equagio (4.42) na equagéo {4.21) e

0 espectro de freqiiéncias é dado por

1 2
% /o o\
°E(1+8)

A figura 4-5 mostra o gréfico dessa funcdo. A area sob a curva é 1.

gsm () (4.43)

08}

064

Yeul)

04t

02

0.0
1]

Qlq,

Figura 4-5: Distribuicao de freqiiéncias de relaxacao para o modelo de SM. Neste modelo,
as freqliéncias altas nao sdo importantes.
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4.3.5 Funcoes dielétricas dispersivas e muito dispersivas

Comparando as seis fungoes apresentadas nas ditimas trés secoes, vemos que para CC,
HN, SM, o espectro de ®(t) possui freqgiiéncias variando de zero a infinito enquanto DC,
KWW e Dyre, possuem uma freqiiéncia limite abaixo da qual a distribui¢ao se anula.

Nas figuras 4-2 e 4-4, que mostram o caso DC e 0 KWW, pode-se observar a presenga
dessa freqiiéneia abaixo da qual a distribuicdo se anula. O modelo de Dyre também es-
tabelece um limite inferior nas equagodes (4.36) e (4.37) para a distribui¢iao de fregiiéncias.
A conseqiiéncia de haver uma freqiiéncia minima é que nao haverda tempos de relaxacao
infinitos. Vamos chamar esse caso de dispersivo.

Por outro lado, nas figuras 4-1, 4-3 e 4-5 que apresentam as distribuigoes de CC, HN e
SM, respectivamente, vemos que a distribui¢ao se torna muito grande quando a freqiiéncia
tende a zero. Isso significa que as freqiiéncias proximas de zero, que correspondem a tempos
de relaxacio infinitos, sdo importantes e a despolarizacao serd progressivamente mais lenta
do que no caso com dispersivo. Vamos chamar esses casos de muito dispersivos.

Observando o comportamento assintético das funcoes de relaxacao, vemos que a di-
ferenca entre os dois tipos de dispersao é que as muito dispersivas possuem comportamen-

to assintético hiperbélico enquanto as dispersivas nao, como podemos observar no quadro

abaixo:
‘1’23(1'2) = lee_Qlt + (1 — b)QQE_QQt, ( a )
Epo(®) = %5 (at)' ! (b)
£ 1 —Qnint
\I}Dwe(t) = 6(t) “+ (Qot) e ~mm ( cC )

In(A)
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Treww (1) = %(905)-16-\/@, (d) (4.44)

Uou(t — o00) = 2970# (Qot)°3/2’ (e)
— a=2

Yeo(t - o) = fa—1) (€202)*77, (f)

‘IJHN(t — OO) = % (Qot)‘b? . ( g )

As fungoes (4.44 a - d) sio transformadas inversas de Laplace exatas [28, 29, 30| e as

fungdes (4.44 e - g) sdo aproximagdes obtidas pelo método de Heaviside [31], mostrado no

proximo capitulo.

4.4 Conseqiiéncias do emprego de funcoes dielétricas

como HTDF em processos condutivos

Os processos dispersivos sob campo constante darao origem a processos condutivos,
com corrente nao nula para tempos suficientemente longos, enquanto que para os mmuito
dispersivos a corrente tendera a zero, como veremos no capitulo 7. No capitulo 8, aplicaremos
as funcoes discutidas acima a sistemas condutivos com carga espacial. Por exemplo, uma das
grandezas fisicas de interesse é a queda do potencial de superficie no problema da descarga
corona. Veremos que as fungdes muito dispersivas levam a uma queda do potencial que se
tornara progressivamente mais lenta, enquanto que os de dispersivos terao comportamento
semelhante ao nao-dispersivo para tempos grandes com a dispersividade do meio influindo
inais na parte inicial do processo.

A caracteristica de ter ou nao condutividade est4 ligada a presenca de uma freqgiiéncia
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minima de relaxagdo (ou de salto, na condugao). Entdo, as fungbes que dardo origem a
processos condutivos permanentes sao as de DC, Dyre e KWW. J4 as que ndo possuem
freqiiéncia minima, SM, CC e HN, representam sistemas com condutividade nula para tempos
suficientemente longos.

No préximo capitulo estudaremos o tempo de transito, um pardmetro que os sistemas
condutivos podem ou nao possuir e que estd ligado ao comportamento da distribuigdo em
fregiiécias altas. Na figura 4-6 temos juntos os graficos das distribuigoes de freqgiiéncias de
SM, CC, DC e KWW onde vemos que o caso SM cai mais rapidamente para fregiiéncias
altas do que os demais. Com isso para tempos pequenos o processo é mais lento e levard a

existéncia de um tempo de transito nao zero, ao contrario das demais.

1.0}
. 08} 1
g — SM
o 06} | ——CC{coma =023)
—— DC (com g = 0,5)
04t 1 — KWw
0.2) g
0‘0 1 i 1
0ot a1 1 1 100
QIQU

Figura 4-6: Das distribuigoes acima, a de SM se diferencia por nao ter fregiiéncias infinitas,
mas possui freqiiéncias nulas como a de CC. A de DC e de KWW possuem uma freqiiéncia
minima. () limite inferior de freqiiéncia para a distribuicao de freqiiéncia de DC é €.
Deve-se ressaltar que os fendmenos dielétricos sao localizados e as fungoes dieléricas
espelham a ordem média nos locais onde a polarizagao elétrica se produz. Esperamos que elas

possam também representar a ordem média em materiais condutivos, embora, eventualmente

com auxilio de parametros diferentes daqueles do caso dielétrico.
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4.5 Conclusoes

A tabela a seguir resume os resultados do estudo das funcoes dielétricas feito neste capitulo.

Resumo das propriedades das func¢des dielétricas
que atuarfo como fungdes condutivas dispersivas

Fungdo dielétrica ?spci:.cntroide Comportamento Comportamento Classificacdo
reqiiéncias | parat—» o parat — 0
¥ . (s)= 1
be (1+s/Q, ¥ possui
Possui condutividade
B oA . N .
Doy (1) = €7 freqiiéncia dispersivas
minima tende a um
comportamento ND ‘
* _In(14+8/ Qi) Freqiiéncias
Doyre(8) = gy altas sdo
importantes
i ()= ——
cC - 1-c
1+(s/ Q)
. 1 Nio possui 3 i
¥ (8)= Pposs ndo possui Muit
() (1+ (s/Q )™ )P | freqiiéncia | condutividade ooorsivas
minima pe
Fungiio condutiva de SM Freqﬁéjlcia;s
altas ndo sio
* 1 importantes
Yo (8)=
sw (5) (1+S/Q, ) = Possui tempo
0 ~ .
de trdnsito
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Capitulo 5

Determinacao do Tempo de Transito e

do Movimento da Frente de Cargas

Aqui desenvolveremos um procedimento para se obter o tempo de transito {definido
abaixo) para meios dispersivos. Como no capitulo 2, faremos uso das técnicas que serao
dadas no capitulo 6.

Na maioria dos processos em que se estuda o transporte de cargas elétricas, elas migram
de um eletrédio para o outro como, por exemplo, no caso de um pacote de portadores sob a
aciao de um campo alto, que é o caso mais simples. No caso ndo-dispersivo, ND, os portadores
de carga avancam com velocidade uniforme v = pE, sendo p a mobilidade. O tempo ;%
necessério para que a frente de cargas atinja o outro lado da amostra (de largura £) [32] é
chamado de tempo de trinsito, ¢,.

Vamos ver como obtemos ¢, no caso dispersivo {no qual se trabalha no “espago” de

Laplace), exemplificando com o problema da queda de potencial de uma amostra carregada
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por descarga corona.

2
i Vo €2
=Vo—L (2 <t < —
Vi(t) = Vi Q(B)t, 0<i<-m (5.1)
£ £
Valt) = — t> — :

Segundo a metodologia que veremos no préximo capitulo, devemos tomar a TL e
substituir g por cp*(s). Se estivermos interessados no que acontece até t., podemos usar
apenas a TL da equacdo (5.1). Mas o problema & saber até que valor de tempo, isto &, o
tempo de transito, tal primitiva tem sentido, para as varias funcoes p*.

Vamos escrever a TL das equagoes (5.1) e (5.2):

V*(s) = O“V" Va(t)e *dt + f,z Va(t)e™dt = (5.3)
nVo
Vo _2 ., uV _&2 (s £ £
= —(1—e ®% 1—e o’ [ — +1 — B[ —
p (1 € )+ Yo € v + + 2 1 MI/OS ,

onde E\(y) é a integral exponencial definida por E;(y) = fy°° dz.

E a presenca do argumento (f%s) nas exponenciais que indica a validade de (5.2) em

vez de (5.1) a partir de ¢,. Vamos ver como fica este argumento depois da substituicdo de u
por cp*(s) com o exemplo das duas barreiras de energia para o qual (equagio {2.12)),

*(S) . Qlﬂg + bﬂls + (1 — b)QQS
P T+ (1- b + 5
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O argumento é:

st s Wh+(1-b)+ts
co(s)Vo VoS Qe + bs + (1 — B) s

(5.5)

af2 b +{1-b)2o+s

o e 2 b +{(1-b)a+s ~
2Vg T 0yt bliy s 1 (1~ B)02 Eis 1
As primitivas de e <% ™ 1 2¢ ¢ de El(cvo Qlﬂg+bﬂls+(l—b)ﬂzs) nao se encontram

nas tabelas, mas sabemos que a primitiva de

—as . 0, O0<t<a
9(s) ¢ {f(t —a), t>a (5:6)
e de
) 0, l<t<a
Ei(as) é {%’ s (5.7)

onde f(t) = L7{g(s)}.

Devemos extrair em (5.5) um termo equivalente a as em (5.6). A fracao multiplicando

(g‘%s) em (5.5) & do tipo Bﬁ-’-(;‘ss e podemos escrevé-la como H + Dst, onde
H— ! (5.8)
T+ (1 - By ’
Assim, (5.5) é reescrita como:
2 2 2 G
s = i ! s+ : - 5. (5.9)
C(,O*(S)Vb cVy \ b8 + (1 — b)ﬂg cVo \ D+ Fs

Comparando com a equagio (5.6), somos levados a tomar o tempo de transito como:

. £
T C[bQ] + (1 - b)QQ]%

(5.10)
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. . . - . I S N
E preciso verificar se a fungao que resta multiplicando o termo e <% ("“1+(1"*’>“2)s em

cada um dos termos da equagio (5.3) é uma TL. Para que seja uma TL deve tender a zero
quando s tender ao infinito. Isto de fato ocorre para os trés termos onde a exponencial
aparece na equacao (5.3).

Vamos ver como interpretamos a equacio (5.10). Notemos que Q = bQ; + (1 — b)§2, é

a freqiiéncia de salto média do processo ®(t), dada por:

0= fgw g(€2)2dQ2

= @i (5.11)

em que g(Q2) é denominada, como sabemos (capitulo 4), de espectro de ®(¢). O denominador
Js° 9(2)d§2 = 1 porque &(0) = 1.

Para o processo dado na equagio (5.4), o espectro é
g(f)) = b6(2 — Q1) + (1 — b)8(2 — ). (5.12)
Entao,
0= /; TI8(92 = Q) + (1 — ) — 22)] 2 = b + (1 — B, (5.13)

e a equacao (5.10) pode ser escrita, de modo geral, como

EZ

ty = —
eV

(5.14)
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Por outro lado, podemos ver que se

() = f g{)eHdQ) (5.15)
0
e
dd(t)
U(t) = — 5.16
=-= (5.16)
entao
W(t) = f 7(Q)0e-240) (5.17)
0
e
¥(0) = f J()0dQ = Q. (5.18)
0
Mas, pelo Teorema do Valor Inicial,
¥(0) = lim s¥*(s). (5.19)
Para o caso das duas barreiras,
b)Yy (1 — b)Yy
* 5.20
v (S) 5+ Q-l s+ QQ ( )
e
U(0) = b8 + (1 — b)) (5.21)

como encontrado na equagao (5.13).

Vamos testar esse procedimento de se obter o tempo de transito para o processo SM,
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para o qual o espectro é dado pela equacao (4.43),

gsm(Q2) = . 2 : (5.22)

TrVa(eR)

O tempo de transito neste caso é dado por cﬂf o [12]. Portanto, se a hipdtese for

correta, devemos encontrar £) = € e, de fato, o valor médio da freqiiéncia de salto, pela

equagao (5.11) d4

Q= Q. (5.23)

Entao, para conhecer t., calculamos g(Q) e Q. ou, de outra forma, calculamos

Tspr(0) = lim 53y (s) = lim ——— = Q. (5.24)

s =
=00
(Va+1)
Antes de abordarmos o caso do tempo de transito das fungGes dielétricas apresentadas
no capitulo anterior, vamos aplicar o resultado acima para a aproximaggo da ¥, (s) vélida
apenas para tempos grandes (muito maiores que t,), que é dada, da equacio (5.24), por

Sta_ol8) = v/ (25 + /). Esta fungio deve fornecer um valor infinito para ¢.:

— Q2
Q= Ugp,_ (0) = lim s¥%,, (s)= lim —S\/——_O— — oC, (5.25)

1
sl'oo Qﬁ-}- \/Q-U

Com essa aproximacio, estamos observando o sistema depois da chegada da frente de
cargas ao eletrédio oposto. Porém, como se verd no capftulo 8, a frente de cargas contém
tdo poucos portadores que sua chegada ao eletrédio oposto nao surte efeito no transporte.

O momento para ¢ qual uma quantidade significativa de portadores comega a abandonar a
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amostra desordenada & que se considera o tempo de transito efetivo. Isto porque esta queda

de portadores se reflete na resposta, voltagem ou corrente, mudando seu comportamento e

podendo, portanto, ser assinalada.

A figura 5-1 mostra a HTDF de SM completa, ¥y (¢), e a aproximada para tempos

grandes, ¥gy,,__(t), obtidas pelo método de Widder (capitulo 6).

1.2

W ¥ osm 1o = () .

Voo ()

08

sm(t)

o~ 08

e T X =

L L n hu |

05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

ot

Figura 5-1: Quando tomamos o caso SM aproximado para tempos grandes, desbalanceamos
a distribuicao e ela diverge para £ = 0.

Para observar o que ocorre quando passamos de uma para outra, podemos obter os
seus comportamentos para t — 0 e £ — oo. Para isso. usamos a regra de Heaviside |31]

que consiste em expandir a fun¢io sf*(s) para s — 0 em poténcias ascendentes e realizar a
substituicao
-
n 2

i T (5.26)

E expandir para s — oo, em poténcias descendentes e realizar a substituicao

s [(1+n) (5:27)
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Para t — oo (s — 0) as duas fornecem a mesma expressdo. Mas para t — 0 (s — o),
Wgp (t) € bem comportada enquanto gy, (t) possui termos do tipo 1/+/¢. Entéo, a funcao
aproximada diverge para ¢ — 0, mostrando que nao é adequada para tempos curtos.

Para as outras funges dielétricas que vimos no capitulo anterior, a equacido (5.18)

fornece freqiiéncia média ndo finita, isto &, encontramos para a média:

Q=v(0)=cc (5.28)

como ocorre para a funcdo aproximada de SM. Com isso, essas fungoes nao possuem tempo
de transito e nao sao adequadas para descrever o material para tempos muito pequenos.
Porém, na prética, essas fungdes sdo capazes de detectar a mudanga de comportamento do

transporte quando os portadores comecam a abandonar a amostra.
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Capitulo 6

Equacoes e Ferramentas

Nesta capitulo daremos as técnicas usadas e desenvolvidas nesta tese.

Como ja mencionado, por causa da convolugio na equacdo (2.1)

iz, t) = cfot o(t — Tplz, T)E(z, T)dT, (2.1)

o estudo do movimento de carga espacial deve ser feito no “espaco” de Laplace, (z,s), jd
que no “espaco” (z,t) o problema é muito complicado. Além disso, o que dispomos para
descrever os processos que vamos estudar sdo as tranformadas de Laplace das func¢oes de
relaxacio dielétricas, U* (s). Neste capitulo veremos como obter os resultados trabalhando

no “espago” {z,s) e como obter as transformadas inversas de Laplace que freqilentemente

nao se encontram nas tabelas.
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6.1 Meétodo da substituicao funcional

Como vimos no capitulo 2, as equagdes bdsicas para se estudar o transporte de carga em

meios desordenados no “espac¢o” de Laplace sao:

E%E(ﬂ:,t) = p(z, 1), (6.1)
i(z,t) = c/ ot — )ple, 7)E{z, 7)dr e (6.2)

0
8,05;,15) _ _Bzgrm,t) (63)

cujas TL sao:

siE*(:c, s) = p*(z,s) (6.4)
i*(2,5) = o () p(z, ) E(.1))" (6.5)
' (5,9) = ) o o9 D (p@nBE ) (omp(0)=0) (66

Para o caso nao-dispersivo, ¢*(s) = §). Se para condic¢ées de contorno bem determi-
nadas obtemos com (2 uma solugao, e entdo a passamos para o “espa¢o” de Laplace, entao
se substituirmos 2 por ¢*(s) teremos wma solucao valida para ¢*(s), com aquelas mesmas
condicoes de contorno.

Para verificar o método, vamos tomar, novamente, como exemplo o problema da descar-

ga corona para o qual o campo elétrico e a densidade de carga nao-dispersivos sao:

W= [, = L’u! t < £
Enp(z,t) = { S ‘ e (6.7)
wt? = uVp
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0, t < x—‘f ou x> *“T%t
prp(E;t) = f e 6.8
’ e t > :—‘fo ou < %t (6.8)

Tomando a TL de 0p(z,t)/0t e substituindo u por cp™ temos:

(52) =) —wm @)

Tomando, agora, a TL da densidade de corrente,

(i(z, )" = u(p(e, 1) E(z,1))" = p (Em) = (1)

it ut

e derivando em z, temos:

("5") -ue)

que depois da substituicao de p por cy* torna-se:

(e -5 6)

verificando a equacao da continuidade.

Na obtencio da transformada de Laplace, o limite inferior € x¢/uVj.

O termo cy¢*(s) é a mobilidade g, no caso nao-dispersivo. O procedimento de substituir
p — ep*(s) na TL da solugio nao-dispersiva e em seguida aplicar a funcao ¢*(s} de interesse
foi chamado de Substituicao Funcional (SF) e foi primeiramente provado para grandezas
dependentes apenas do tempo [12].

Com a introducdo do campo elétrico E(xz,t) no integrando, pudemos mostrar que o

método pode ser aplicado tanto para grandezas “integrais”. como o potencial ou a corrente
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externa como para grandezas dependentes do tempo e do “espago” como nas equagdes (6.4)
e (6.6).

Com isto, o estudo do transporte dispersivo se faz mais simplesmente no “espago” de
freqiiéncias de Laplace no qual se opera com a transformada de Laplace da HTDF e devemos
depois voltar ao “tempo usual”. Mas é comum ocorrer que a transformada inversa de Laplace

nao seja encontrada nas tabelas. Nesta situagdo usaremos um método de inversao que serd

descrito na préxima se¢ao.

6.2 Inversao da transformada de Laplace

6.2.1 Meétodo de Widder e de Gross

Sempre que possfvel nés usamos tabelas para inverter as TL encontradas nos céleulos
[28, 29, 30]. Quando a anélise numérica foi necessaria, nés empregamos uma versao truncada
da férmula de inversio de Widder [13]. Nesta férmula, a primitiva de f (t) é obtida da sua

TL f* (s) através do algoritmo:

o= (4) e (%) (69)

no limite & — oc. O superescrito em f*(s) indica que estamos tomando a k-ésima derivada.

A idéia que levou & férmula (6.9) é devida a E. L. Post (1930) e suas origens encontram-
se numa carta de Stieltjes a Hermite em 29 de agosto de 1893 [13]. A abordagem tedrica
encontrada em Widder é mostrada no apéndice A.

Pode-se obter uma forma férmula alternativa de inversao fazendo-se uso de uma suges-
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tao do Prof. Gross em seu livro “Mathematical Structure of the Theory of Viscoelasticity,

Hermann Editeurs, Paris (1953)" dada por:

k (_1)k+1 kk+1 k
G § = w(k+1) [ TV .
e ®) E+1 &l tk+2f t (6.10)

O procedimento para encontrar a formula (6.10) também estd mostrada no apéndice

6.2.2 Inversoes Widder e Gross truncadas: teste e comparacao

Para testar as férmulas (6.9) e (6.10), usaremos as fungoes f*(s) = 1/s* f*(s) =
1/v/s, f*(s) = e™V* e f*(s) = 1/(1 + s*%). As inversas das trés primeiras sio ¢, 1/v/7t e
e~ 1/41) / 2\/11'—153, respectivamente e a ltima nao possui inversa exata.

A inversa de f*(s) = 1/s% é t. Pela primeira férmula, obtemos fi(t) = %'t e pela
segunda, fi(t) = %t. Podemos dizer que os métodos dao resultados proximos. As outras
trés foram invertidas numericamente e os resultados estao mostrados nas figuras 6-1, 6-2 e
6-3.

Em geral, a inversio de Widder é mais rdpida que a de Gross. Na figura 6-1 vemos que
a transformada inversa, f(t), converge para k = 10 usando o método de Widder enquanto
que usando o de Gross converge para & = 20: na figura 6-2 o método de Widder converge
para k = 20 e o de Gross para k = 70. Por ser mais répido. usaremos o método de Widder
neste trabalho, embora, pela sua simplicidade. o método de Gross seja atrativo.

Os testes praticos mostraram que em muitos casos, para valores relativamente baixos

de k, os graficos para fi(t) e de fi.;(t) coincidem como, por exemplo, na figura 6-3, para



6 T T T
—— 1/ (xt)

12

5F — "k =10, 1)
= — f%(k =20, t)
< 4f —_—f%(k =10, 1) T

0.02 004 006 008 010

Figura 6-1: Inversas de Laplace aproximadas para a fun¢do 1/,/s usando a férmula de
Widder com &k = 10, a féormula de Gross para com k = 10 e k£ = 20 e a primitiva exata. O
método de Widder converge mais rapido que o de Gross.

X eff . (¢). Quando isto ocorre, consideramos que uma boa aproximacdo foi obtida.

Para estes célculos, usamos o software Maple.
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f(t)
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eV z(et*yVY
— Y (k=30.1)
— t¥{k=20,1)
- - - f%(k=30,1)
-~ % (k=20,1)

04 |-

02

oly)
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Figura 6-2: Inversas de Laplace aproximadas para a funcio exp(—+/s) usando a férmula de
Widder com k& = 10, Gross com k& = 10 e k = 20 e a primitiva exata. O método de Widder
converge mais rapido que o de Gross.

f(t)

| A
Q.00 0.01 0.02 0.02 0.04

Figura 6-3: Inversas de Laplace para a funcio 1/(1+ s**) usando a férmula de Widder com
k=4ek=>5eadeGrossparak=5e k =12.
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Capitulo 7

Condutividade Dependente do Tempo

Neste capitulo, abordamos o caso em que o campo elétrico das cargas méveis pode ser des-
prezado. A grandeza fisica que obteremos é a condutividade em meios desordenados. Como
adiatamos no capitulo 4, as fun¢oes muito dispersivas fornecerio condutividade decrescente
no tempo até se anular para t — oo. J4 as funcées dispersivas fornecerio uma condutivi-
dade tendendo a uma constante nesse limite. Com isso, inferimos que as funcées dispersivas
tendem a um comportamento nao-dispersivo. Isso serd confirmado no préximo capitulo que

trata de problemas de carga espacial.

7.1 Resposta dielétrica

Como vimos no capitulo 4, a resposta atrasada para a densidade de corrente de um

dielétrico perfeito (isto é, sem condutividade) é dada por:

i (t) = cf T(t— ﬂdif)dr, (7.1)
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onde C' é uma constante com dimensdo de condutividade x tempo.

Pela equacéo (7.1), a densidade de corrente depende dos efeitos superpostos de todas as
variag¢oes anteriores do campo elétrico E (t). A fungdo geradora ¥ (t) serd chamada de funcao
resposta dielétrica - FRD - quando se referir a uma resposta dielétrica. Mas j4 sabemos que
ela também pode gerar uma resposta condutiva em meios desordenados desempenhando o

papel de uma HTDF. A partir da HTDF proprocionada pela FRD, obteremos uma funcao

resposta condutiva - FRC.

7.2 Resposta condutiva

Se considerarmos a densidade de carga espacial mével em um sistema compensado. isto

é, permanentemente neutro, a equacao (2.1) torna-se:

i) = A / olt — 7)E(r)dr (7.)

— 0o

onde A é uma constante com dimensao de condutividade x tempo. Se o transporte ocorre
em um material ordenado, ¢ (t) é o produto de uma frequéncia por uma fungao delta. ¢ a
equagao (7.2 ) torna-se:

io () = AQE(2) (7.3)

com o produto AS) definindo a condutividade o. independente do tempo. Para transporte
por saltos, o é {33]:

g = enfdd (74)

onde e & a carga eletronica, n ¢ a densidade de carga mdével e d ¢ a distancia média de saltos
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em um campo elétrico unitdrio.

Para uma dada HTDF, ¥ (¢), a funcio ¢(t) é conhecida invertendo-se a equagao {3.7).

Aplicando-se a equagao ( 7.2). obtemos a resposta condutiva para a corrente.

Se quisermos obter uma relagdo tedrica entre a HTDF e a funcao resposta condutiva,

vamos considerar as equacoes (7.2) e (7.1). Primeiro, notamos que essas equacoes se rela-

cionam ao campo elétrico de maneiras diferentes. Para que as duas respostas possam ser

comparadas diretamente, vamos reescrever i, () como:

i (1) = A f R — ) g

dt’

—o0

e encontrar F(t) em relagio a (). Para isso, vamos igualar as TL de (7.2} e (7.5):

P () E"(t) = sF* () E" (1)

Portanto, obtemos:

Para analisar esse resultado, sabemos que vale
(dF(t)

—d‘t—) = SF*(S) - F(G)

da qual usando a equacio (7.7), temos:
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Invertendo, temos:

—g = Pt = F(0)5(t) (7.10)
Nesta equagao vemos que ¢(t) sempre incorpora uma funcio delta. De fato, usando
equacao (3.7) e encontrando o limite de sp*(s) para s — oo, nés obtemos:

©(0) = lim s¢*(s) = lim s ¥ (s)

lim lim s—F == T (s) = s¥(0) — oo, (7.11)

pois o limite de s¥*(s) para s — oo é ¥(0)}, que ¢ finito para ¥ () bem comportada;

adicionalmente, lim,_, ., ¥* (s} — 0. Pode-se mostrar due F(0) = ¥(0) e, entdo, a equacao

(7.10) significa que a derivada no tempo de F(t) & igual 4 parte regular de (t).
Retornando & equacao (7.7) e escrevendo F*(s) em termos de ¥*(s) usando equacao

(3.7), temos:

F(t) sera chamada de funcio resposta condutiva - FRC - ou, também, condutividade
a menos do fator constante A, na equacio (7.5).
E conveniente, também, separar de F(f), a parte contendo a condutividade final. o,
para os processos condutivos. A TL da fungao resultante, F(s), &
U*(s) o}

Fi(s) = -0 (s) s (7.13a)

com o = ¥*(0)/(1 — ¥*(0)). A figura 7-1 ilustra as contribuigbes de F(t), Fy(t) e o para
um campo elétrico unitdrio aplicado em ¢ = 0 e para um tempo longo. seguido de um curto

circuito em t;. Na equacao (7.5) aparecerdao duas fungdes delta na derivada do campo:
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Figura 7-1: Esquema da corrente de condugio (acima) apds a aplicacio de um campo
elétrico unitario (abaixo) em ¢ = 0 e sua descontinuidade depois um tempo longo ¢y, de
acordo com o PS. Note a corrente de retorno que aparece em tp.

uma, positiva, para ¢ = 0 e outra, negativa, para t = {g devido aos dois degraus no campo
elétrico (figura 7-1). Portanto, além da corrente decrescente inicial, uma corrente de retorno
aparece para t > t5, como no caso dielétrico. Para ¢, suficientemente grande, a corrente
de retorno é F,(t — to). Observa-se que a superposi¢io de um mecanismo de condugao
independente da resposta dielétrica pura, equagao (7.1), torna dificil distinguir entre uma
FRD com condutividade e uma FRC.

Uma comparacao direta entre FRD e FRC derivadas de uma mesma HTDF através
da equacio (7.12) nao parece realista ji que nao se espera que oS parametros que as de-
terminam sejam os mesmos (movimento localizado e nao localizado. respectivamente). Em
particular, esperamos que a corrente de retorno na figura 7-1 seja de duragao curta quan-
do comparada com a dielétrica e, portanto, 0 mesmo deve ser verdade para a corrente de
absor¢ao correspondente.

Na andlise que segue, faremos uso continuado dos resultados do capitulo 4.
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7.3 Resultados

7.3.1 Sistema com duas freqiiéncias de salto

Como uma introdugéo, vamos estudar a HTDF com duas fregiiéncias de salto derivada
da equagao (2.11):

T(t) = bhe ™ + (1 — b)fdpe™ (7.14)

Como uma HTDF, a fungio acima gera uma FRC, F(t), obtida invertendo-se a equacio
7.12 e que é dada por:
_b(1 = B)(€ + 2p)? o121 (1=0)+ o8]t (2482

PO = =50 — 5 75 T = b) + b, (7.15)

E interessante analisar este resultado. Se nés associarmos a dois resistores Ry, e Ry o8
valores 1/€0 e 1/, respectivamente, a conduténcia em ¢t = 0, R71(0), é dada pela soma
ponderada de dois resistores em paralelo:

b 1—6

R_l(O) = E; + R

o by + (1 — b)Se (7.16)

como pode ser verificado da equagao (7.15). Por outro lado, para t — oo, a resisténcia R(oc)

resulta da combinagio ponderada de resistores em série:

b 1—b
R(oo) = bRy +(1-D)pc o + -0

(7.17)

As combinagoes resultantes em R(0) e R (o0) sdo mostradas na figura 7-2. Nos, entao

vemnos que se Ry &€ muito maior que R; e b &= 1/2, os caminhos mais rédpidos prevalecem
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Figura 7-2: {a) Combinagio ponderada de resistores em paralelo, dando a condutéincia inicial.
{b) Combinacao ponderada de resistores em série dando a condutividade dc.

para tempos curtos (R™' (0) = 1/2R;) enquanto os mais atrasados prevalecem para tempos

longos (R(cc) = Ra/2).

7.3.2 FRC muito dispersivas - SM, CC e HN

A anilise a seguir serd mais detalhada do que a da segao 4.3.4.

Quando o comportamento assintGtico é hiperbdlico, sU*(s) para s — 0 é expresso

como.

lir% sU*(s) ~ s(1—(3/8)™), para 0<m<1 (7.18)
a partir da qual se deriva o seguinte comportamento temporal [7, 31]

Qg (Qpt) 1™

() oo = — 7.19
onde T'(—m) é a funcio gama com argumento negativo a qual obedece a [28]
D(=m)l(m) =~ " (7.20)
M= M Sl TN '
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Para obter a equacao (7.19), usamos a regra de Heaviside [31].

Para a FRC, o comportamento assintético € prontamente obtido a partir das equacoes

(7.12) e (7.18)

sU(s) _ s(1—(s/)™)

lim sF™(s) =i = = -m 1), .
31—1%3 (S) SE% 1— ‘I’*(S) (S/Q(])m S(('S/QU) 1) (7 21)
De acordo com a regra Heaviside [31], isto fornece:
Qo($pt) 1™
Fyvoo(t) o({lt) (7.22)

I'(m)

Para o caso SM o expoente m é 0.5 e a equac¢do (7.19) resulta na equagdo (4.44e). A
equacao (7.22) com m = 0.5 é a condutividade para o caso SM.

A FRC para a funcao muito dispersiva de CC da:

Foolt) = % (7.23)

com ' = Qgt, que é a equacio (7.22) com m = 1 — a. Esta expressao ¢ conhecida como lei

de Curie-von Schweidler [7].

Para a funcao de Havriliak-Negami obtém-se os comportamentos extremos:

 Q(t))-(-sa-a)

FHN(t) =~ F(ﬁ’(l—a))) parat—»O (724)
e
Fyun(t) ~ ﬁsl‘i(z(ltzk;%) para t — o0 {7.25)
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Obtivemos as primitivas de Fyy(t) pelo método truncado de Widder com k& menor
que 8 para a = 0.1, 0.3 e 0.7 e, em cada caso, § = 0.1, 0.5 e 0.9. Estas primitivas sao
mostradas na figura 7-3, respectivamente, em gréficos log-log. Vé-se que o comportamento
assintético, equagao (7.25), ja foi atingido para tempos pequenos com « > 0.3, enquanto o

comportamento inicial, equagio (7.24), s6 se manifesta para a = 0.1.

Fan(t)

Fn (1)

¢.01 L L
01 1 10 100

Figura 7-3: log Fyy x logt‘ para (a) a = 0.1 com 8 = 0.1,0.5 ¢ 0.9; (b) & = 0,3 com
3=01,05e09e(c)a=07com3=01,05e0.9
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7.3.3 FRC dispersivas - Dyre e DC

Dyre

Usando a equacdo (7.12) encontramos a TL da fungéo resposta condutiva de Dyre, agora na.
varidvel reduzida s’ = s/Qun:

- In A

DyrelS) = m —1 (7.26)

em que A = Qo /Qin. Encontra-se facilmente que a condutividade final € In A (ou melhor
Qpmin In A).

A figura 7-4 mostra log(F;pyr.) como uma funcio de ¢’ para A = 100, 1000 e 10000.
Neste caso, ¥p,,.(t) também é mostrada para comparagao. O processo dielétrico é mais

lento que o condutivo.

P | D A= 100
= - —F?..:(t):nwoo 1
T —— gt} , % = 100003
e 1IN Woyre(t) ,A=100
oo NS T Woelt) , 2= 1000
<2 oot NS Yourll) » 1 = 10000
e 1E3 i

1E4

1E-5

Figura 7-4: log Fipyre(t) x t' € log Up,..(t) x t' para A = 100, 1000 e 10000.
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Davidson-Cole

A FRC de DC é:

FBC(S) = m (727)

que possui uma condutividade nao nula, 1/3 (a real & y/F). Pela equagdo (7.13a) nds

obtemos a componente que decai, Fyp(s). Para tempos pequenos, Fipc(t) se comporta

€omo:
Qo(tf)ﬁ—l
F o E Ta .
que é préximo do resultado exato para a FRD, ¥pe(t) que &
Qg(t’)ﬁvleft'
v e .
pe(t) N7 (7.29)

A figura 7-5 mostra o grafico de log F;pc como funcao de £ depois da inversao pelo
método de Widder para 8 = 0.1, 0.5, 0.9. Um decaimento tipo exponencial, independente

do valor de 3, é observado para longos tempos.

10

0.1

Fioc(t)

a.01
1E-3%

1E4}

1E5}

Figura 7-5: log Fipe(t) x t' para 5=10.1.0.5e0.9.
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Kohirausch-Williams-Watts

A FRC com s = 5/§)y é:

" &) — VT/28' e Erfe(1/2v/s')
FKWW( ) - 1— \/7%61/43'Erfc(1/2x/§) (730)

onde Erfec(z) ¢ a funcao erro complementar [28]. A condutividade é 1/2 ( a verdadeira &
2/2) e a parte de Fxww(t) que decai, Fixww(t), é entdo obtida. A figura 7-6 mostra o
gréafico de logFxww em funcio de v/# obtido pelo método de Widder com k = 6 ¢ 8. Para
t' ~ 100 ocorre uma instabilidade. De qualquer forma, um comportamento tipo e~V" ocorre

para tempos longos.

F‘IKWW(t)

0.1

Figura 7-6: log Figww (t) x vt'para k=6 ¢ 8.
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7.4 Conclusoes

A tabela a seguir resume os resultados desse capitulo:

Codutividade Espectro de

Funcio dielétri . . n
uncio dielétrica para t — o freqiéncias Classificacdo
Modelo de duas Q.Q,
freqiiéncias de salto | bQ, +(1-b)Q2,
Possui
Davidson-Cole Q, /B freqiiéncia dispersivas
— minima
Kohlrausch-Williams- Q, /2
Watts
Dyre Qi IN(2)
Cole-Cole 0
Néo possui Muito
Havriliak-Negami 0 freqiiéncia dispersivas
minima
Scher-Montroll 0
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Capitulo 8

Processos Usuais para Estudo da
Conducao Elétrica com Carga

Espacial

No capftulo anterior fizemos o estudo do processo puro de conducio no meio desorde-
nado, isto €, em processos em que ndo havia formacgao de carga espacial. Neste capitulo,
situacoes especificas em que a presenca de carga espacial é fundamental serao consideradas.

Dentre as técnicas de estudo das propriedades elétricas e processos de transporte em
isolantes, sdo usuais a do decaimento do potencial de superficie em amostras carregadas
por descarga corona [32] e o da subida do potencial em amostras carregadas por corrente
constante [35] - [36].

Nas préximas segoes, as solugbes para o caso nao-dispersivo serdao apresentadas e a
metodologia do capitulo anterior continuard sendo usada por se obter as solucdes dispersivas.

Confirmaremos que as fungtes que classificamos como dispersivas tendem a um com-
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portamento nio-dispersivo enquanto as muito dispersivas dele se afastam radicalmente.

8.1 Amostras carregadas por descarga corona

Nessa experiéncia, a amostra ¢é carregada em uma de suas faces por um pulso de
descarga corona, enquanto a outra ¢ mantida aterrada, como esquematizado na figura 8-1
(continuaremos a lidar com os problemas em simetria planar).

Pode-se demonstrar [37| para o caso nao-dispersivo que se uma distribuicdo de cargas
é do tipo caixa (uniforme no espaco) num dado tempo, ela continua como caixa. De fato, se

ela é caixa no tempo ¢,

=T, = e ) = - (8.1)

e p(x,t) variard como

(8.2)

”
3

sendo p, = p(0).
No caso da corona, podemos dizer que a camada de cargas depositada no pulso é tal
que p(0) — oo e p(z,t) deve ser

pla,t) = <. (8.3)

Como o campo elétrico na frente da distribuigao é constante e igual a ay/¢, sendo oy

a densidade de carga depositada, a distribui¢io de cargas se estende até
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em que y(t) é chamada de frente de carga. A figura 8-1 ilustra a frente de cargas num tempo

L.

O tempo de transito dos portadores é ¢, dado por:

ef £
ty=—=— (8.5)
poo  pEg
sendo ¢ a espessura da amostra.
Gy
e
/ 1
X

Figura 8-1: Amostra (de espessura £, aterrada e carregada por um pulso de cargas) em dois
instantes: t =0 e t. y(t) € a posigio da frente de cargas.

A medida que os portadores se deslocam em direcdo & superficie aterrada, o potencial

da superficie cai. Ele &

V(t) = fo E(z,t)dz. (8.6)

L=F="%  0<t<2
END(J?,t) = - P> P (87)
ut> < W



e, portanto, usando a equagio (8.6), o potencial é dado por:

Vo— £ (%), t<E
VND(t)={ :)2 2(8) f;21|.V0 (88)
2t L2 W

Recapitulando, a densidade de carga ¢ dada por:

xf

0, 0<t< =

pap(,t) = { o (8.9)
£ > =t
pt’ — sV

Essas trés grandezas estdo ilustradas na figura 8-2.

\ (re/e)pp(xt)

e

N Van(t)/V

T

stl

> | >

Figura 8-2: Densidade de carga espacial em fungao da posicao e 0 potencial em funcao do
tempo, para o caso nao-dispersivo.

De posse da solucio nio-dispersiva, o proximo passo é tomar a TL. Neste ponto, deve-se

prestar atenciio na presenca da frente de cargas.

Para o potencial temos, para qualquer

&2 2 o g2
uVo £
V*(s) = / " (1/0 - g (‘—29) t) et dt + '/;2 2—‘ut€“ndt (810)
0 -

[
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o que resulta na equacio (5.3):

. Vo =t u V02 =2 ( gf? 22 sb?
—_ = 1 _— uY _ Vo - _ _— . .
V(S)_s( e 0)+2€232 l1—e Vg+1 +2E1 Ve (8.11)

Os dois primeiros termos da expresséo acima se referem 4 primeira integral. O ultimo

termo, referente a parte hiperbélica do potencial nao-dispersivo, contém a integral exponen-

cial E;(y).

Para a densidade de carga espacial temos, das equagoes (8.9):

i * e
p{z,s) :/ oe’“dt—%—f —e "t (8.12)
0 =t i
que resulta em:
£ xzf
z,8)=—-F; | —s 8.13
() == i(u% ) (8.13)

Para o estudo do caso dispersivo, realizamos nas equagées (8.11) e (8.13), a troca de

it por cyp*(s), conforme o método da SF e obtemos as inversas de Laplace pelo método de

Widder, capftulo 6.

8.1.1 DPotencial de superficie

Para algumas fungdes ©*(s), ocorre dos dois primeiros termo da equacio (8.11) pos-
sufrem inversas exatas. Invertemo-os exatamente e aplicamos o método de Widder truncado
apenas ao tltimo termo, o da integral exponencial. Porém. os resultados apresentaram um
pequeno salto no tempo de transito devido 4 imprecisao do método aplicado 4 inversao da

exponencial integral. Como sugerido pela profa. Dra. Manangela T. Figueiredo, experimen-
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tamos fazer a inversao por Widder truncado a toda equacdo (8.11) e os erros numéricos se
cancelaram, obtendo-se bons resultados.

Voltando 4 equacdo (8.11) e realizando a SF, em geral, é possivel apresentar os resul-

tados em termos de duas constantes. A primeira é K dada por:

. CQOEQ _ 1

K==p]"=1 (8.14)

que tem dimensdo de inverso do tempo e £y € a freqiiéncia caracteristica da funcio ¢*(s).

A outra constante, A, é dada por

A="—=—="2 (8.15)

O parametro ¢, = 1/K fixa a escala de tempo como sendo aquela do tempo de tréansito
do processo ND. O outro parametro, A, relaciona o tempo de salto critico da distribuicao,
1/, com o tempo de tramsito, £,. Para que os efeitos da distribuigao se facam sentir
integralmente no transporte, é necessdrio que o tempo de salto critico seja mmto menor
que o tempo de transito, ou seja, 1/ < t,, 0 que d4, da equagdo (8.15), A <« 1. Nos
processos muito dispersivos as variagoes nas grandezas fisicas j& se dardo, entdo, de forma
muito lenta. Por outro lado, se A > 1, possivelmente as caracteristicas dispersivas nao terao
ainda aparecido.

Nustramos essas idéias com o caso SM. Na figura 8-3-a mostramos o decaimento nor-
malizado do potencial Vgar(t)/Vs como funcio do tempo normalizado, Kt = t/t, para trés
valores de A, 4 = 10, 1 e 0.1 e o comparamos com 0 ND. Vemos que efetivamente para

A = 0.1 o processo j4 se desenrola lentamente por ocasiao do tempo de transito apesar deste
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ser igual ao do ND. Isto ¢, embora alguns portadores possuam freqtiéncias altas, quase a
maioria ja é lenta. Para A grande, por outro lado, a dispersividade ainda nao se fez sentir.
No que segue, limitar-nos-emos a estudar os casos em que A = 1, isto &, processos em que
o tempo de salto caracterfsitico da distribuicio, 1/, é da ordem do tempo de transito de
um processo ND dele derivado ou muito menor. Em todas as figuras inclufmos o caso ND.
Para os casos CC, HN e DC usamos ¢ = 0.1,03ea=07e3=0.1,05¢0.9; paraa =0
e [ =1, recupera-se o caso ND. Para o caso Dyre, usamos A = 100, 1000 e 10000.

Nos resultados apresentados nas figuras 8-3 e 84, vemos que nos instantes iniciais o
decaimento do potencial dado pela funcio de SM se diferencia dos demais por ser mais lento.
Isto ocorre porque o SM nao possui, relativamente, freqiiéncias altas no seu espectro. como
visto no capitulo 4. J4 para os outros casos, as freqiiéncias altas sdo importantes e o potencial
apresenta um decaimento grande para tempos curtos.

Quando passamos para o comportamento ditado pelas freqiiéncias baixas, ou seja, para
tempos grandes, as respostas se diferenciam pela presenca ou nao de uma fregiiéncia minima
de salto. As que nfo possuem freqiiéncia minima, SM, CC e HN, muito dispersivas, levam
a um decaimento do potencial progressivamente mais lento, como mostrado na figura 8-3.
Isso ocorre devido a presenca de freqiiéncias proximas de zero que atravancam o processo de

transporte.
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Figura 8-3: Decaimento do potencial de superficie para um sistema dispersivo que obedece
a HTDF de SM (a), CC (b) e HN {(c), (d) e (e). Em (a) podemos ver que quanto maior
o pardmetro A, menor é a dispersdo e que mesmo para tempos pequenos ja hd atraso dos
portadores; usamos k = 4 derivadas. Em (b) as freqiiéncias altas sdo importantes; para
tempos longos, os portadores se atrasam porque a presenca de freqiiéncias tendendo a zero
torna o processo cada vez mais lento; usamos k = 10 derivadas e vdrios valores do parametro

a; Em (¢), (d) e (e) vale 0 mesmo que para o caso CC; usamos k = 5 derivadas e varios
valores de o e .
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Ve (t)/ Vg
Vo (1) 1V

Figura 8-4: Decaimento do potencial superficie para um isolante que obedece 3 HTDF de DC
(a) e Dyre (b). O decaimento acentuado ¢ devido as freqiiéncias altas que sao importantes e

a auséncia de freqiiéncias nulas; usamos k = 5 derivadas para o DC e k = 3 derivadas para
o Dyre.

A figura 8-4 mostra as respostas DC e Dyre. Estes casos possuem fregiiéncia minima

e o transporte tende a ficar andlogo ao ND para tempos grandes.
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Na figura 85 mostramos o comportamento assintético do potencial para as cinco
funcoes, obtido numericamente. Para todas as fungoes, V(oo) = 0, mas a maneira como
tendem a este limite depende do tipo de funcdo. Os resultados parecem confirmar a infe-
réncia que fizemos de que para tempos grandes os casos dispersivos déem resposta do tipo
1/t, como faz o ND, porque apresentam condutividade finita para tempos longos. Porém,
nao foi possivel obter uma expressao analftica porque as inversoes dos termos dominantes
da expansao assintética tanto para o DC como para o Dyre obrigariam a usar a regra de
Heaviside fora das prescrigGes, isto é, em termos com logaritmo o que ndo garante que a
substituicao funcione. Mas mesmo sem uma expressio analitica pelos graficos parece que 08
casos DC e Dyre tém decaimentos semelhantes ao ND. J4 os casos SM, CC e HN se mantém

diferentes do caso ND.
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Figura 8-5: Comportamentos assint6ticos do decaimento do potencial de superficie das
fungoes de SM (a), CC (b), HN (c¢). (d) e (e), DC (f) e Dyre (g). Para as trés primeiras
funcoes, SM, CC e HN, a forma do decaimento é diferente do ND. J4 para as duas tiltimas,

DC e Dyre, o decaimento é similar ao caso ND.
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8.1.2 Densidade de carga

A inversio da transformada de Laplace de funcdes como a densidade de carga & mais
complicada pela presenca da frente de cargas causando uma singularidade em sua posi¢ao.
Isto ocorre para o caso ND e o caso SM. Na figura (8-6) mostramos a inversao numérica
da equagio (8.13) para o caso ND (*(s) = Q) para ilustrar a imprecisdo do método nestas
situacbes. Mesmo para um nimero muito grande de derivadas (100 e 150) nao se encontra
uma boa aproximacao. Entdo, para o caso SM h ressalvas para a densidade de carga obtida
préximo da frente de cargas. Como a densidade de carga para as demais fungoes nao é uma

caixa, esta falha do método nao traz problemas.

2,0

exato
100 derivadas
=08 —— 150 derivadas

ro N |t =1

15k

(cQ/8)p o (X1)

"0,0 0.2 0.4 0.6 0,8 1.0

x!f?,

Figura 8-6: Densidade de carga do caso ND exato e obtido pelo método de Widder para
varios instantes. O método é impreciso na posicao da frente de cargas.

A densidade de carga para a fungio muito dispersiva de SM estd mostrada no gréfico
de cima da figura 87 para os instantes #' = 0.5. 5 e 10. No gréfico de baixo na figura 8-7.
apresentamos a a densidade de carga obtida para a funcio de CC para a = 0.1, 0.3 ¢ 0.7,
nos instantes ¥ = 0.5 e 10. Na figura 8-8 temos a densidade de carga para as funcoes de DC
e Dyre para 3 = 0.1, 0.5 ¢ 0.9 e A = 100, 1000 e 10000.

Vé-se que para tempos pequenos, como no caso dos pulsos de carga em campo alto
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(secio 2.2), ha sempre portadores atrasados, além do fato de que o campo sobre eles ser cada
vez menor (este ¢ um problema de carga espacial). Isto é, portadores em idénticas situactes
iniciais nao se movem igualmente, o que é caracterfsitico da dispersao.

Na figura 8-7 para os casos SM e CC, vemos que a densidade de carga nao é constante
com z, em todos os tempos, como o0 é no caso ND. Nas figuras 88 para os casos DC e Dyre,
vemos que para tempos curtos (f =~ 0.5) a densidade de carga nao é constante em z mas
para tempos longos (¢ = 10) torna-se constante. Isto também confirma o fato de que para
tempos longos os casos DC e Dyre tendem ao caso ND.

Nos casos que tém tempo de transito zero, CC, DC e Dyre, figuras 8-7-abaixo, e 88

hé os portadores que rapidamente chegam ao eletrédio oposto.
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Figura 87: Acima, densidade de carga para a funcao de SM para ' = 0.5, 5 ¢ 10 . No
grafico acima 4 esquerda vemos que a frente de cargas possui muito pouces portadores. No
da direita vemos que para t' grande o comportamento é diferente do ND: ao invés de ser
constante em cada ponto, a amostra vai acumulando carga. Abaixo, densidade de carga para
a funco de CC para t' = 0.5 e para t = 5 em que se vé que o comportamento é diferente do
ND. Para o caso SM usamos k = 6 derivadas; para o caso CC com ¢ = 0.1 usamos k = 50
derivadas e para os outros valores de a, k = 6 derivadas.
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Figura 88: Acima, densidade de carga para a fun¢ao de DC que possui uma freqgiiéncia mi-
nima em seu espectro. O efeito da dispersdo desaparece para tempos grandes como podemos
ver no grifico da direita: para t' grande o caso DC se comporta de maneira similar ac ND.
Abaixo, densidade de carga para a funcdo de Dyre. O perfil nao é constante no inicio mas
para tempos grandes tende a ficar constante como o ND. Usamos k = 10 derivadas para os

dois casos.
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8.2 Amostra carregada com corrente constante

Uma. corrente constante pode ser fornecida, experimentalmente, pelo triodo de corona
de corrente constante {36]. Este método, figura 8-9, fornece uma condigdo de contorno
simples para o estudo do transporte de cargas: na equacgio da corrente total, equacio (3.6),
4(t) é uma constante jo:

OFE(z,t)

i) =i(z,t) + e o (8.16)

A amostra recebe a corrente j, a partir de t = 0 e toda a carga prontamente penetra
na amostra sem se acumular na superficie. Sendo assim, podemos dizer que o campo em
x = 0, a superficiec onde incide a corrente jy, é zero: E(0,¢) = 0. Como no caso anterior,

haverd uma frente de cargas, y, que se move com a velocidade

dy(t ot
——Zg) =2, (8.17)
ou seja,
. ‘t2
() =5 (8.18)

As equacbes a serem resolvidas sdo a equacdo (8.16) e a equacio (3.4) Pode-se ver que

SE(z,t)
at

a solugdo destas é obtida [35] fazendo-se = 0 na equacdo (8.16) e entao:

£ OE?
—— = ou
#2 o Jo

2j0.’E

END(:I‘-:t) = pe 1

0<z<y (8.19)
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Jo

»

Figura 89: Amostra de espessura £ sendo carregada por uma corrente constante jo em dois
instantes. y(t) ¢ a posicao da frente de cargas.

fol
Enplz,t) = J%, y<z </ (8.20)

Da equagéo (8.19) vé-se que p = 0FE/0z se mantém constante depois da frente y ter

ultrapassado o ponto z gue podemos escrever como:

0, 0<t< ﬁ
prp(,t) = : (8.21)
NES t> /%
2uz? =\ wio
A solucdo para o potencial é:

ot _ 1, (do)43 2et
BE -G (B) 0t/
Bjof? >, [t

Que *
Estas sohucoes estdo esquematizadas na figura 8-10.

Tomando a TL do potencial, temos:

. . 2
. ol j 1 g [ 2ef
V=2 -n(2) 34(1“" ( wio 52
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Figura 8-10: Evolugiao do potencial e da densidade de carga no processo de carregamento
por corrente constante.

¥ para a densidade de carga temos:

jo 1 —g, [2e2
p*(s)=\/2%;e (8.24)

Como na descarga corona, aqui também, depois da SF e da reducao a grandezas adi-

mensionais, ficamos com duas constantes: K dada por:

e jo
K =4/— .
9 (8.25)

que tem dimesao de inverso do tempo B dada por

o

3000 (8.26)

que é adimensional.

8.2.1 Potencial de superficie

Neste problema, para o processo ND pode-se achar uma expressao universal ligando
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3eKV/(2jl) x Kt.

Na figura 8-11-a temos o potencial para a fungio muito dispersiva de SM para B = 0.1,1
e 10. Quanto menor a constante B, mais dispersivo é o material. Para os outros casos,
escolhemos apenas B = 1.

Nas figuras 8-11-b a 8-11-e, temos o potencial obtido usando-se as fungdes muito dis-
persivas de CC e HN para a = 0.1, 0.3 e 0.7 e 3 = 0.1, 0.5 e 0.9. Na figura 812 temos o
potencial para as funcoes dispersivas, DC e Dyre, para 5 = 0.1, 0.5 e 0.9 e para A = 100,
1000 e 10000.

Nas figuras 8-11 e 8-11, vemos que nos instantes iniciais, a subida do potencial para a
fungao de SM se diferencia das demais. Isto é andlogo ao caso da corona e ocorre porque as
freqiiéncias altas do caso SM néo sao importantes, como visto no capitulo 4.

Para tempos grandes, as respostas se diferenciam pela presenca ou nao da freqtiéncia
minima de salto no eséctro de freqiiéncias. Para as que nao possuem freqiiéncia minima,
SM, CC e HN, o potencial continua subindo, como mostrado na figura 8-11. As freqiiéncias
préximas de zero, nesses casos, faz com que a amostra acumule carga progressivamente.

Para os casos que possuem fregiiéncia minima, DC ¢ Dyre, o transporte tende a ficar
anslogo ao ND para tempos grandes, o que é indicado pelos gréificos da figura 812 que
tendem a se tornar constantes. Para o caso DC, o estado estaciondrio é dado por /3 e para

o caso Dyre é \/1/1In(A), nas unidades reduzidas.
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Figura 8-11: Subida do potencial de superficie para um sistema desordenado que obedece
a HTDF de SM (a), CC (b) e HN (c), (d} e (e). Em (a) quanto maior for B, menor ¢ a
dispersao; usamos k = 6 derivadas. Em (b) resultados para alguns valores de a: usamos k =
10 derivadas. Em (c), (d) e (e) resultados para alguns valores de a e 3: neste caso usamos k
= 5 derivadas. Nestes 3 casos. o material acumula carga sem atingir o estado estaciondrio.
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Figura 8-12: Subida do potencial de superficie para um sisterma desordenado que obedece a
HTDF de DC (a} e de Dyre (b). Para ¢ grande o comportamento desses casos é similar ao
ND, com o sistema atingindo o estado estaciondrio. Usamos k = 6 derivadas para o caso DC
e k = 3 para o caso Dyre.

8.2.2 Densidade de carga

Aqui, novamente, lidamos com uma funcio que envolve uma singularidade {devida a
presenca da frente de cargas) para os casos ND e SM. Na figura 813 ilustramos a imprecisao
do método para o caso ND (¢*(s) = ), invertendo a equagio (8.24) com 100 e 150 derivadas.
Da mesma forma que na corona, para o caso SM ha ressalvas proximo da frente de cargas,
mas para as demais funcoes, nao.

A densidade de carga para a fungoes muito dispersivas de SM e de CC estao mostradas
na figura 8-14 para os instantes ¢’ = 0.5, 5 e 10. No caso CC usamos ¢ = (.1, 0.3 ¢ 0.7. Na
figura 8-15 temos o potencial para as fungoes dispersivas, DC e Dyre, para 3= 0.1,0.5 ¢ 0.9
e para A = 100, 1000 e 10000. Novamente podemos ver que portadores em idénticas situacoes
iniciais ndo se movem igualmente, o que é representado pelas curvas em preto nessas figuras.

Para os casos que tém tempo de transito nulo, CC, DC e Dvre. vemos que rapidamente

os portadores chegam ao eletrédio oposto.
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Figura 8-13: Densidade de carga do caso ND exato e obtido pelo método de Widder para
varios instantes. O método é impreciso na posi¢io da frente de cargas.

Neste processo também podemos ver que para t' grande os casos dispersivos se aproxi-
mam do caso ND. Isto é visto na medida em que a densidade de carga num dado ponto da
amostra tende a se tornar constante. Nos casos muito dispersivos, a carga num dado ponto
continua se acumulando para tempos grandes. No caso corona isso era percebido pelo fato

da densidade de carga se tornar constante.
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Figura 8-14: Perfil de carga para t' = 0.5, 5 e 10 para os casos SM, acima, e CC, abaixo. A
amostra vai acumulando carga com o tempo. Usamos k = 6 derivadas para os dois casos.

105



(cQyle) ppc(x 1)

—p=009
——p =05
0,1

00 01
x/¢
5 T T T L3 Li T T 1 T
—
—
» J
e
2
&
(=%
Came 9
[h)
e -
(=]
a
Q
- J
0 ' 1 L 1 L i 1 i y -
60 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

x/f

(cQy/e) pyc(xt')

_ND -
p=09, t=5

— p=09,t=10 T
- p=05,t=5

~—p =05, t=10 7
p=901,t=5

—p=01,t=10 1

: ) ‘mwm--ym
s e SRRSO S0l
0 L 1 1 1 1 L n 1 1
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
x/?
5 L T T T T T LA T T
]
—
5 4 A =100;t=5 E
» — o= 100 =10
~ 3 A=1000;t=5 |
2 — =1000;t=5
iy 2
— -'\ 4
£ _\\\
5.
b ] 1 S, 4
2) et
~ % e R ]
O L i 1 H 'l 1 1 L 1 o
00 01 02 03 04 05 06 07 0B 09 10

x/ ¢
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ponto tende, a um valor contante, como é no caso ND. Usamos k = 6 derivadas para o caso

NDC e k = 3 denvadas

para o Dyre.
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8.3 Conclusoes

A tabela seguinte resume os resultados deste capitulo.

Comportamentos para t —
. Potencial; ) Densidade de
Funcdo Potencial; Densidade de ) Espectro de
dielétrica | corona corrente carga; corona carga; corrente freqiiéncias
constante ’ constante
. tende a distribui- is- :
DC “paralelo” atinge valor %0 cai dlszlr;cres I:irll)def aiuma dltjm Possui
ND estaciondrio, ¢ xa, ulgdo constan- freqiiéncia
D a0 como o ND cente no tempo, | te no tempo, minima
yre como o ND como o ND
SM Sempre Nao possui
difere do ND |Dd atinge valor | ndo tende 2 distri- cresczante fre "%ncia
ce estacionario buigio caixa qu
no tempo minima
HN
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Capitulo 9

Conclusoes Gerais

No estudo de respostas condutivas em meios desordenados conduzido aqui, foi utilizada
a aproximacao do CTRW como sugerida por Dyre o que permitiu obter solugoes em pro-
blemas de carga espacial e nao somente em campo alto. Duas técnicas foram necessirias:
método da substituicio funcional, ampliado para problemas de carga espacial, que torna
possivel a obtencio da solugio dispersiva a partir da ndo-dispersiva no espago de Laplace;
método de Widder truncado para a volta para o tempo real.

Para descrever o transporte dispersivo, funcoes dilétricas conhecidas foram utilizadas.
O estudo do espectro de freqiiéncias das mesmas se revelou muito importante para se en-
tender o comportamento das respostas dispersivas. Assim, se o espectro apresenta uma
freqliéncia minima (de corte), a resposta aproximar-se-d da resposta nao-dispersiva para
tempos grandes, enquanto que a presenca de densidade nao desprezivel em freqliéncias altas
determina o comportamento inicial. Isso ocorre tanto no caso sem carga espacial (condu-
tividade dispersiva) como nos dois casos de carga espacial estudados: o da descarga corona

e o do carregamento por corrente constante. Por exemplo, se nesta ultima se observar que
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o potencial atinge valor estaciondrio, conclui-se que a funcao de distribuicdo apresenta uma
freqiiéncia minima.

Para tornar o estudo de processos condutivos mais realista pretendemos estudar o efeito
da formacdo de camada de deplecdo de portadores junto ao eletrédio de mesma polaridade
que a das cargas méveis [38]. Isto foi ignorado no tratamento da condutividade dispersiva do
capitulo 7 mas certamente & uma questao relevante quando o eletrédio & bloqueante devido

a deformacao causada pela camada de deplegao no perfil do campo elétrico.
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Apéndice A

Formula de inversao de Widder

Neste apéndice, apresentamos em linhas gerais a obtencao do formula de inversio de
Widder, equacao (6.9) [13] e apresentamos a demonstracio da férmula alternativa de Gross,

equagdo (6.10).

A.1 Meétodo de inversao de Widder

Uma funcdo pode ser representada por uma série de poténcias, a série de Taylor:

fl@) =" ana" (A1)
n=0
A “versao” continua é:
= ~ td A2
fa)= [ ateas (A.2)

As equacoes acima podem ser consideradas a forma discreta e a continua da integral
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de Stieltjes:

fla)= [ atdatt

Fazendo uma mudanca de varigvel, temos a integral de Laplace-Stieltjes:

(&) = £*(s) = f " e da()

Se a(t) é a integral de uma fungio continua, f(t), temos:

£(s) = f e (e

o

que é a TL.

Se os coeficientes a, da equagio (A.1) séo determinados por:

_ Y0
Kl

Q.

(A.6)

por analogia, poder-se-ia esperar uma férmula semelhante para os “coeficientes” f(t) da

equacdo (A.5). Esta férmula, segundo Widder, é a equagao (6.9) [13].

A.2 Método alternativo de inversao - generalizacao de

sugestao de Gross

A funcdo =% pode ser aproximada por:

ﬁsi_{l—st, t< !
€ = 1
>
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de forma que:

Derivando em relagao a s, temos:

O TS T

e derivando novamente, temos:

Zf*(s) (=11 /1y _1./1
dsz g2 ;f (;) = ;‘;,f (g) (A.10)
Pondo-se t = 1/s:

H4, uma semelhanca entre esta forma aproximada de se obter a primitiva e a formula

de Widder j& que ambas a exprimem em termos de derivadas.

O sucesso do método usando-se a aproximacao de Gross estd no fato do primeiro termo

em (A.9) se anular na derivagdo em relagao ao limite superior. Para irmos além da 1% ordem

na aproximacao (A.7), vamos usar a expressao 1 — st+as*t? obrigando que esta e sua derivada

se anulem num ponto zy = st. Neste ponto, a deve ser 1/4. Entao uma melhor aproximagao

para et deve ser:

(1-

AL
-S:N{(l t)? 0<t<2/s (A.12)

0, t>2/s

O fato de aparecer (1 — s—;)? nos lembra que e = lim;_, (1 — “}f)k e para um k finito,

st

> )k e todas as suas derivadas se anulam para st/k =1 out =k/s.
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Portanto a aproximacao de ordem k para f(t), fi(t) serd obtida de

ks st\"
s [ (1-5) s (A13)
0
Derivando-se sucessivamente em relacao a s até a ordem & obtemos:

kpx(g Ko gy
d 5’;5 ) o / kﬁ;(_t)k fult)dt (A.14)

e derivando mais uma vez e substiutindo s — k/t:

Gy — (_2!1&1 %f*(lﬁrl) ("_:) (A.15)

As funcbes f(t) interessantes para nés sdo as decrescentes no tempo. Portanto, para a
avaliacdo das aproximacdes vamos tomar f*(s) de func¢des decrescentes em ¢. Tomemos uma
funcao decrescente f{t) e a exponencial e™*.

Como na aproximacao estamos usando uma funcio menor que e %, cometemos um
erro que serd tanto maior quanto k for menor. Por exemplo, para k=1, e * ~ (1 — st). A
area debaixo de (1 — st) compreendida entre 0 e 1/s é metade daquela debaixo de e™* para
0<t<oo.

Se acharmos N tal que

k./s k oo 1
N f (1 ~ it) dt = / e tdt = - (A.16)
0 k 0 S

estaremos melhorando a nossa aproximagao para t pequenos. O fator de normalizagao que

se obtem é N = %
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Com este fator N, a nova funcio fi(t) deve ser a antiga multiplicada por kiﬂ(ou 1/N):

k (_1)k+1 kk+1 k
& 1) = =(k+1) [ Al
¢ (*) k+1 k! tk+2f (t) (A-17)
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