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RESUMO

LIMA, R. B. B. Controle da nao Markovianidade em sistemas quanticos
abertos. 2020. 147p. Tese (Doutorado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2020.

Sistemas quénticos abertos tém sido alvos de diversos estudos tedricos e experimentais ao
longo dos ultimos anos. Em especial, pesquisas relacionadas a nao Markovianidade e como
ela influencia a dindmica do sistema se tornaram relativamente importantes, pois desta
forma pode-se ter o retorno das caracteristicas quanticas iniciais presentes no sistema.
Nesta tese foram desenvolvidos dois trabalhos relacionados acerca da influéncia da nao
Markovianidade em sistemas quanticos abertos. No primeiro, foi utilizado um sistema
de um g-bit em contato com um reservatério bosonico e também sob a influéncia de um
bombeio estocastico classico, gerando assim um acoplamento efetivo do sistema com o ruido
estocéstico e o reservatorio térmico. Desta forma, foi investigado como a dinamica do qbit é
modificada através da producao de nao Markovianidade no sistema devido ao acoplamento
efetivo e também como a energia média do sistema, com e sem o bombeio, se comporta
tanto no regime Markoviano como nao Markoviano. Adicionalmente, foi realizada uma
andlise da producao de nao Markovianidade utilizando os ruidos estocasticos exponencial,
Gaussiano e lei de poténcia. Aplicando a medida de Andersson, Cresser, Hall e Li (ACHL),
foi possivel fazer um comparativo do quanto de nao Markovianidade foi produzida para
cada ruido estocastico utilizado. No segundo trabalho, foi realizado um estudo de como é
possivel gerar a transicao entre os regimes Markoviano e a nao Markovianos por meio do
controle de tempo de relaxacao spin-rede de um gbit auxiliar, que atua como um ambiente.
A decoeréncia do sistema foi simulada através da formulacao de canais quanticos. Além
disso, foi discutido como o mecanismo de relaxacao é modificado pela agdo de um campo
magnético externo. Por fim, é apresentada uma demonstragao experimental do modelo e

sua comparacao dos dados experimentais com os simulados teoricamente.

Palavras-chave: Sistemas quanticos abertos. Nao-Markovianidade quantica. Informagao

quantica.






ABSTRACT

LIMA, R. B. B. Non-Markovianity in open quantum systems. 2020. 147p. Tese
(Doutorado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos, 2020.

Open quantum systems have been aim of several theoretical and experimental studies over
the last years. In particular, research related to non-Markovianity and how it influences
the dynamics of the system has become relatively important, because this way we can
have the return the initial quantum characteristics present in the system. In this thesis two
related works were developed about the influence of non-Markovianity in open quantum
systems. In the first, it was used a one qubit system in contact with a bosonic reservoir
and also under the influence of a classic stochastic pumping, thus generating an effective
coupling of the system with the stochastic noise and the thermal reservoir. Thus, it was
investigated how the dynamics of the qubit is modified through the production of non-
Markovianity in the system due to the effective coupling and also how the mean system
energy, with and without pumping, behaves in both Markovian and non-Markovian regime.
Additionally, an analysis of non-Markovianity production was performed using exponential,
Gaussian and power law stochastic noises. Applying the Andersson, Cresser, Hall and Li
(ACHL) measure, it was possible to make a comparison of how much non-Markovianity
was produced for each stochastic noise. In the second work, a study was performed on
how it is possible to generate the transition between Markovian to non-Markovian regimes
through the control of the spin-lattice relaxation time of an ancillary qubit, which acts as
an environment. The decoherence of the system was simulated through the formulation of
quantum channels. In addition, it was discussed how the relaxation mechanism is modified
by the action of an external magnetic field. Finally, an experimental demonstration of
the model is presented and the experimental data were compared with the theoretically

simulated ones.

Keywords: Open quantum systems. Quantum non-Markovianity. Quantum information.
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1 INTRODUCAO

Ao contrario de sistemas quanticos fechados em que usamos operadores unitarios
para descrever a dinamica dos estados quanticos, para sistemas quanticos abertos podemos
fazer uso do formalismo de equagoes mestras quanticas® para a correta descricao da
dindmica do sistema. (2) Sistemas quanticos reais sempre trazem consigo o fato de sofrerem
uma inevitavel interacdo com o ambiente externo. Esta interacao entre o sistema e o
ambiente é o tema central de estudos da teoria de sistemas quanticos abertos. (2-6) Ainda,
estas interagoes implicam no surgimento de ruido e consequentemente resulta na perda das
caracteristicas quanticas iniciais do sistema por meio da decoeréncia. Entender e controlar
os ruidos sao pecas fundamentais para a implementacao de tecnologias quanticas, sendo
que alguns protocolos ja se mostraram capazes de suprimir a decoeréncia, como o controle
Bang-Bang (7-14), técnicas de ressonancia magnética nuclear (RMN) (15), e usando um

ruido estocastico externo. (16)

Nos ultimos anos, pesquisadores se dedicaram a entender a relacao entre a perda de
informagao do sistema e a ndo Makovianidade (17-27) e como é possivel recupera-la. (28,29)
Ainda, a nao Markovianidade pode ser relacionada com os refluxos de energia (30),
aumento dos limites de velocidades quanticas® (31), metrologia quantica (32), encriptografia
quantica (33) e controle quantico (34). Além disso, a ndo Markovianidade é necesséria
para descrigoes realisticas em sistemas fortemente acoplados (35,36), banhos de spins. (37)

e sistemas biolégicos (38)

Diversas defini¢oes de Markovianidade em sistemas quanticos podem ser encontradas
na literatura (2,3,6,21,39-41), com destaque para duas: a definichio RHP (Rivas-Huelga-
Plenio) que se baseia no critério de divisibilidade do mapa (17), e a definicao BLP
(Breuer-Lane-Piilo) que se sustenta no fato que a evolucao temporal da distinguibilidade

entre dois estados decai monotonicamente com o passar do tempo. (42)

Nesta tese apresentamos dois trabalhos relacionados com a nao Markovianidade
em sistemas quanticos abertos. O primeiro se refere a mostrar como ela afeta a dinamica
de um sistema em contato com um reservatoério térmico, através do bombeio de um
ruido estocastico. A partir disso, foi usada a medida ACHL (Andersson-Cresser-Hall-Li)
para medir o quanto de nao Markovianidade estd presente no sistema, sendo feita uma
comparagao entre trés ruidos Gaussianos distintos. Adicionalmente, mostramos como a

energia média do sistema se comporta, com e sem o bombeio estocastico, tanto para os

2A equacao mestra de Lindblad pode ser obtida também com o formalismo de representacao
do espacgo de fase, que se baseia na funcio de distribuicdo de Wigner. Este topico nao sera
abordado na tese e o leitor pode consultar tal formalismo na Ref. (1).

PDo inglés Quantum Speed Limits (QSL).
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regimes Markoviano como nao Markoviano.

No segundo trabalho mostramos como ¢ possivel gerar a transicao entre os regimes
Markovianos e nao Markovianos através do controle de um parametro externo, em que
utilizamos um sistema de dois niveis e dois canais quanticos capazes de simular a decoeréncia
no sistema. De forma mais especifica, foi aplicado os canais de atenuacao de fase e bit-phase
flip para simular a decoeréncia causada pelo acoplamento entre o sistema e o ambiente.
Ainda, foi apresentado que o modelo proposto foi capaz de descrever a dindmica dos spins
nucleares de uma molécula de cloroférmio (CHCl3). Vale mencionar que a transigao entre
os regimes Markoviano para nao Markoviano foi possivel devido a manipulagao de um
ambiente efetivo, isto é, a manipulacao da variacao das impurezas magnéticas na solugao de
CHCI;. Aplicando a distancia de trago, mostramos como a variagdo do tempo de relaxagao
spin-rede de um g-bit auxiliar altera a dindmica do sistema e consequentemente modifica

a nao Markovianidade presente.

A organizacao desta tese estd da seguinte maneira: no Cap. 2 é apresentado o
conceito de mapas completamente positivos que preservam o trago (CPTP), gerando assim
os canais quanticos. Por fim, é apresentado de maneira breve alguns exemplos de canais

quanticos.

No Cap. 3 ¢é apresentado as propriedades fisicas das equagoes mestras tanto para
sistemas quanticos fechados como abertos. Adicionalmente, o capitulo traz a derivacao
da equacao mestra utilizando o método de Nakajima e Zwanzig (2). O capitulo também

apresenta alguns exemplos da equagdo mestra para alguns sistemas quanticos.

O Cap. 4 analisa a influéncia de campos estocasticos classicos sobre a dinamica de
sistemas quanticos abertos (43,44), utilizando o modelo de ruido Gaussiano. Ao fim do

capitulo é apresentado exemplos de equacoes mestras estocésticas.

No Cap. 5 sao discutidos as principais definicoes de Markovianidade tanto classica
como quantica. Além disso, sdo apresentadas algumas medidas de nao Markovianidade
presentes na literatura, como a medida Rivas, Huelga e Plenio (RHP) (17), a medida
Breuer, Lane e Piilo (BLP) (42,45), a medida Andersson, Cresser, Hall e Li (ACHL) (46),

entre outras.

No Cap. 6 discutimos a nao Markovianidade produzida por um bombeio estocastico
classico, onde foi usado um sistema de um g-bit em contato com um reservatorio bosénico
térmico. De forma mais detalhada, foi estudado como a dindmica do sistema é afetada pelo
ruido, gerando assim a nao Markovianidade. No caso, utilizou-se trés ruidos estocasticos:
o ruido exponencial, o Gaussiano e o lei de poténcia, sendo no final apresentado um

comparativo da nao Markovianidade dos ruidos, através da medida ACHL.

O Cap. 7, foi estudado como podemos controlar a transicdo de regime Markoviani-

dade para um nao Markoviano através do controle do tempo de relaxacao spin-rede de um
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g-bit auxiliar. Para isso, usamos um sistema de dois g-bits acoplados por uma interacao
do tipo Ising em que cada um esta sujeito a um processo de decoeréncia. Adicionalmente,
foi realizado um experimento com uma solugao de cloroférmio (CHCl3) e o modelo tedrico

se mostrou capaz de simular a molécula.

Por fim, o Cap. 8 apresenta as conclusoes dos trabalhos desenvolvidos e enunciamos

alguns possiveis estudos de continuidade das pesquisadas desenvolvidas.
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2 DINAMICA EM SISTEMAS QUANTICOS ABERTOS

Neste capitulo vamos apresentar algumas definicbes matematicas necessarias para
o entendimento dos principais resultados desta tese. De forma geral, a Sec. 2.1 aborda
o conceito de canais quanticos, trazendo as propriedades que um mapa quantico £ deve
possuir para ser classificado como um canal, entre elas a linearidade, preservacao do traco
e o conceito de completa positividade. Além disso, a se¢do apresenta uma importante
ferramenta matematica que pode ser usada para representar de forma elegante a dinamica
em sistemas quanticos abertos, chamada de representacao-soma ou representacao de Kraus.
Por fim, a Sec. 2.2 traz alguns interessantes exemplos de canais quanticos para um melhor

compreendimento acerca do tema.

2.1 Canais quanticos

Nesta secao sera discutido o conceito de mapas completamente positivos que
preservam o trago ou simplesmente chamados de mapas CPTP (do inglés Completely
Positive Trace-Preserving). (47-49) Estes mapas sdo extremamente importantes, pois
um mapa quantico nao pode levar a evolugao do sistema a um estado qualquer. Para
satisfazer tal condicao é necessario que o mapa respeite algumas propriedades, para assim
garantirmos que o novo estado seja um estado fisico. Tais propriedades serdo enunciadas
logo mais abaixo. Estas informagoes estao baseadas nas Refs. (48,49) que podem ser

consultadas pelo leitor para maiores detalhes.

Em busca de utilizarmos uma nota¢ao adequada com as principais referéncias
citadas acima, serd usada as seguintes notacoes: L(H 4, Hp) o conjunto de operadores
lineares levando de um espaco de Hilbert H 4 para Hp, L(H) quando os espagos Ha = Hp
e L*(Ha,Hp) o conjunto dos super operadores levando de L(H4) para L(Hp).

Assim, seja Ha o espago de Hilbert de dimensao dq = dimH e L(H 4) o conjunto
dos operadores atuando neste espaco em questao. Pode-se entdo definir um operador

densidade responsavel por descrever o estado de um sistema quantico da seguinte maneira
p ="k |vw) (Wil (2.1)
k

onde pj, é a probabilidade do sistema ser encontrado no estado [iy), satisfazendo py > 0
e Yppr = 1. Entretanto, o operador densidade p € L(H,4) deve satisfazer algumas
propriedades basicas para termos um sistema fisico
Pl =p, (2.2)
p>0, (2.3)
Tr(p) = 1. (2.4)
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Para demonstrar as propriedades acima, suponha o operador densidade escrito conforme a

Eq. (2.1). Seja |1),) um estado arbitrério, tal que
(Wl p[0n) =Dk Wnlibr) (Wr|ton)
k

= Xk:pk [(Wnltoi)

> 0. (2.5)

Ainda, ao aplicarmos o traco no operador densidade, temos
Trp=Tr (;pk |%%) <¢k|>
= Ek;pk ([¥ok) (¥x])
=Y p=1 (2.6)
k

Um operador densidade satisfazendo as propriedades 2.3 e 2.4, admite uma decomposicao
espectral (47)

p=> Xe|tw) (¥l (2.7)

em que \; € R sao autovalores nao negativos de p.

Vamos agora introduzir o conceito de canais quanticos que sejam capazes de
preservar todas as propriedades presentes nas Eqs. (2.2), (2.3), (2.4). (47) Como nosso
objetivo aqui é caracterizar os mapas CPTP, enunciaremos as propriedades que tal canal
quéntico deve conter para ser considerado tal mapa. Seja assim €4 : L(H4) — L(H4) um
canal quantico que mapeia operadores densidade em operadores densidade, desta maneira
vamos apresentar as propriedades que um canal quantico deve ter e depois discutir suas

implicagoes do ponto de vista fisico.

Propriedade 1 (Mapa linear) Seja €4 : L(Ha) — L(Ha) um canal quantico, diz-se

que o canal € linear quando
5(CMXA+5YA):ag(XA)+55(YA), (28)

em queVa,5 € C e Xy, Ya € L(Ha).

Conforme dito anteriormente, canais quanticos devem levar operadores densidade em
operadores densidade, entao o canal quantico £ deve preservar a classe de operadores

densidade semidefinidos.

Defini¢ao 1 (Mapa positivo) Um mapa linear € : L(Ha) — L(Hp) € dito ser um
mapa positivo se E(X4) € positivo semidefinido, isto é, E(X4) >0, VX4 > 0%,

2Um mapa é considerado positivo se E(X4) > 0, VX4 > 0 e positivo semidefinido se £(X4) > 0,
VX4 > 0. A mesma definicdo vale no contexto de operadores.
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Porém para sistemas quanticos, somente a positividade ndo é uma condicao suficiente para
que o mapa descreva uma evolucao de carater fisico. E preciso estender a defini¢do acima

para os mapas chamados completamente positivos

Propriedade 2 (Mapa completamente positivo) Um mapa linear £ : L(Ha) —
L(Hg) € um mapa completamente positivo (do inglés Completely Positive ou simplesmente
CP) se sua composicio € ® Lp € um mapa positivo para qualquer sistema auxiliar B com
espago de Hilbert Hp e dimensao dg = dim Hp, ou seja, (€ @ 1g) pap > 0. (48)

Propriedade 3 (Preservagao do trago) Um mapa quantico E4 @ L(Ha) — L(Ha)
preserva o trago se Tr[E4(Xa)] = Tr(X4) =1,V X4 € L(Ha).

A propriedade 1 decorre do fato da mecanica quantica ser linear, o que garante
que o principio de superposicao é satisfeito, isto é, cada estado quantico pode ser expresso
em uma base associada e podemos criar um novo estado a partir da combinagao linear de

outros estados quanticos.

A propriedade 2 equivale a seguinte caracteristica: seja Hap = Ha ® Hp um espaco
de Hilbert global, sendo H 4 e Hp os subespacgos de Hilbert de um sistema quantico arbi-
trario e um sistema auxiliar, respectivamente. Assim, mesmo ao adicionar-se o subespaco
auxiliar, a evolucao do sistema global deve representar uma evolucao fisica que respeita os
vinculos das Egs. (2.2), (2.3), (2.4). Desta forma, a evolucao do sistema global ndo deve ser
alterada devido a presenca do sistema auxiliar, representando assim uma evolucao fisica.
Logo, escrevendo tal condicao de forma matematica, a composicao do mapa do sistema
quantico e auxiliar, £ ® 1z também deve ser positiva. Além disso, esta propriedade garante

que os autovalores, A, do operador densidade obedecam a relacao A > 0.

Vamos apresentar agora um exemplo do porque a condi¢gao do mapa ser comple-
tamente positivo (CP) é importante. Tal exemplo se baseia no operador de transposigao

aplicado em um ¢-bit e pode ser encontrado na Ref. (47) Seja p o operador densidade

p= (Z 2) . (2.9)

Aplicando o operador transposi¢cao 1', temos

o7 = (Z 2) , (2.10)

sendo que o mapa preserva a positividade. Suponha agora que o operador densidade

definido como

descreva um sistema bipartido e o mesmo esteja em um estado inicial emaranhado

[vas) = = (100)+ [11)). 2.11)
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O operador densidade é entao

1 001
1|10 0 00 (2.12)
P52 10 0 0 0 |
1 001
Aplicando o operador de transposi¢ao apenas no subsistema A
1000
110 0 1 0
Ty
— - : 2.13
PAB 210 1 0 o ( )
0001
sendo seus autovalores Ay = Ay = A\g = 1/2, Ay = —1/2. Isso mostra que p nio é um

operador densidade valido, ja que possui um autovalor negativo. Com isso mostramos
que o operador transposicao ¢ um exemplo de um mapa positivo, mas que nao possui a

propriedade de ser completamente positivo. (47)

Assim, com a combinacao das propriedades 1, 2 e 3, podemos definir transformagoes
quanticas gerais que obedecem as propriedade de serem completamente positivos e preser-
varem o trago (CPTP), conhecidos como canais quanticos. Estes canais sdo necessarios
para descrever a dinamica de um sistema quantico aberto no qual somente a evolugao
unitaria nao é suficiente, pois existe um acoplamento com o reservatorio e muitas vezes
nao temos acesso aos seus graus de liberdade, sendo necessario elimina-los com o uso do

trago parcial.

Adicionalmente, vamos apresentar outras importantes defini¢coes e propriedades
uteis no contexto de mapas CPTP. A primeira é o operador de Choi ou matriz de Choi,

outra maneira 1til de avaliar a positividade completa do mapa. (50)

Defini¢ao 2 (Operador de Choi) Considere dois espacos de Hilbert Ha e Hp de di-
mensoes dy = dimH 4 e dg = dimH g, respectivamente. Sendo {|k), |k = 1,...,da} e
{lk)g|k=1,...,dg} a base dos subespacos em questdo, o operador de Choi referente ao
mapa E4 @ L(Ha) = L(Ha) €
1 ) .
(Ea@1p) (1) 45 (Qap) = m ZgA (17) 4 (Kl 2) @ 1) 5 (Kl s (2.14)
jik

onde |Q) ,5 € 0 estado mazimamente emaranhado, atuando no espago Ha ® Hp, definido

por

D a5 = mZVf A4 ®[k)g (2.15)
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Observe que se o mapa £, é dito ser completamente positivo, entao o operador de Choi
¢ positivo semidefinido, ou seja, (€4 ® 1) (|2) 415 (2] 45) = 0. Isto se deve ao fato que
o estado maximamente emaranhado, |(2) ,5 define um operador densidade puro que é
positivo semidefinido. Esta definicdo se torna relevante, pois através dela podemos avaliar
se um mapa é completamente positivo, apenas analisando se o operador de Choi é positivo

semidefinido.

Outro fato que vale a pena ser ressaltado ¢ o teorema a seguir. Ele se tornara util
para a construcao da definicao da Markovianidade BLP, presente na definicao 8 do Cap. 5.

A demonstracao do teorema pode ser consultada na Ref. (17)

Teorema 1 Um mapa linear € : L(Ha) — L(Ha) que preserva o trago, é positivo se, e

somente se, para qualquer operador Hermitiano X o € Ha,
[E(Xa) Iy < [| Xall, (2.16)

onde || X ||y = Tev/ XX é chamado de norma traco.

Prova: Serd feita a demonstracao do teorema, pois este traz consigo uma importante
riqueza de detalhes que serdo explorados no capitulo 5. Assumindo que £ é positivo e
preserva o trago, entdo para qualquer operador positivo semidefinido X > 0 a norma trago
é preservada, isto é, || E(X) ||y = || X ||1. Usando a decomposigao espectral em um operador
X, nado necessariamente positivo semidefinido, podemos escrever o operador da seguinte
maneira X = X+t — X~ em que X* = + 3, AF [F) (¢F], sendo A} e A, os autovalores
positivos e negativos de X, respectivamente. Entao || X |1 = > | Ak |, sendo igual ao trago

se o operador é positivo. Assim,

IEEX) = [1E(XT) = EXT) Iy
SHEXD) L+ 11EXT) s
= X+ 11X L
= [ X [h
IEX) 1 < 11X |1 (2.17)

Repare que o termo X~ também ¢é positivo, pois os A~ juntamente com o sinal negativo

em sua defini¢do, levam o operador ser positivo

X7 ==Y M ) (Wil (2.18)

———
>0
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Vamos agora fazer o caminho inverso do teorema. Assumindo que £ satisfaz a Eq.

(2.16) e preserva o trago, um operador X > 0, temos

[ X1 = Tr(X) = Tr[€(X))]
< [IEC
< [1XTh (2.19)

gerando a relagao [|E(X)||; = Tr[€(X)]. Assim, || X||; = Tr(X) se, e somente se, X > 0,

obtendo £(X) > 0, demonstrando o teorema acima.

Por fim, vamos mencionar um importante teorema presente na literatura conhecido
como teorema de Choi-Kraus ou representacao soma. Tal teorema representa uma forma
elegante e bastante util de representar operagoes quanticas, visto que a manipulagao
dos mapas nesta representagao se torna de forma geral mais simples. A demonstracao
do seguinte teorema pode ser encontrada na Ref. (47) e devido sua importancia serd

apresentada logo abaixo.

Teorema 2 (Teorema de Kraus) Seja £4 : L(Ha) — L(Ha) um canal quantico linear,
completamente positivo e que preserva o traco. Entao o canal admite a representagdo de

Kraus

Ealp) = Y Ex pEY, (2:20)

em que p € Ha e By € L(Ha) sio chamados de operadores de Kraus, que satisfazem a

propriedade
SN ElE, = 1.4 (2.21)
e

Sejam os operadores densidade pgs e p4 que descrevem o sistema quéantico e o
ambiente, respectivamente. A evolucao do sistema conjunto é descrita pela seguinte
equacao

psa(t) = U(t)(ps @ pa)U'(t), (2.22)

em que o estado inicial é dado por psa = ps ® pa. Entretanto, nosso foco se concentra em
determinar a evolugao somente do sistema, devendo dessa maneira, eliminar as varidveis

do ambiente. Isso resulta em

ps(t) = Epsa) = Tra [U(1)(ps @ pa)U'(8)] - (2:23)

Seja {|ex)} uma base ortonormal do espago de Hilbert do ambiente e seu operador densidade

escrito da seguinte maneira

pa=_lex) (exl, (2.24)

k
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com 0 < pp < 1e Y, pr= 1. Substituindo p4 na Eq. (2.23), o operador densidade se torna

E(psa) = Tra [U(t)(ps @ pa)U'(#))]
= L pu{eal U (ps ®lex) (ex) UT(0)[en)

= kZpk (en| U(t) |ex) ps (ex| UT(2) |en)
= Z VP (en| U(t) |ex) psv/Pr (ex UT(2) |en)
= ZEM )psEL, (1), (2.25)

portanto
t) = Z Ek,n(t)pSEli,n(t)> (2'26)
em que
By () = v/Br {ea] U (1) lex) (2.27)

Os operadores Ej ,(t) atuam somente no espago de Hilbert do sistema e sdo chamados de
operadores de Kraus. A Eq. (2.25) é conhecida como representagao de operador-soma de

E. (47) Estes operadores ainda satisfazem a chamada relagdo de completeza, dada por

Tr[E(psa)] = Tr Z Ein(t)psEf,(t)

- T zE,m (8) Bunlt)ps

=1 (2.28)

Como a relagao acima é sempre verdadeira para qualquer pg, temos que os operadores de

Kraus satisfazem

ZE,M (t)Byn(t) = 1. (2.29)

A representacao de operador—soma ¢ importante pois é possivel calcular a dinamica do
sistema quantico de uma forma pratica, facilitando assim os cédlculos necessérios. (47)
Vale mencionar o fato de que os operadores de Kraus nao sao definidos de forma tnica,
sendo que conforme muda-se a base do espaco de Hilbert do sistema, temos também uma

mudanga nos operadores de Kraus. Assim,

ps(t) = E(psa) Zpk P = Z Ex(t) ps BL(t). (2.30)

2.2 Exemplos

Nesta secao serao apresentados alguns exemplos dos principais canais quanticos
atualmente usados na literatura. Todos os exemplos citados aqui podem ser encontrados
na Ref. (47)
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2.2.1 Canalis unitais

O canal de bit flip basicamente troca o estado de um gbit de |0) — |1) com
probabilidade 1 — p e faz o processo inverso de troca |1) — |0) com probabilidade p.

Pode-se escrever os operadores de Kraus do canal quantico como

10
0

Eo=\/1311=\/2_9[ ,Elzmoxzmlf;]. (2.31)

Usando a Eq. (2.30), podemos escrever a dindmica do sistema quantico
pPs = E(pSA) = EO pPs ES + E1 pPs EI (2.32)

Considerando um sistema bipartido A ® B, de dimensao 2 x 2 cada um, na qual o canal
esta somente atuando no sistema A, devemos reescrever os operadores de Kraus de modo

a adequar com a dimensao do espaco de Hilbert conjunto. Assim, temos

1 000
0100
0 010
_0 00 1_
0 0 1 0
0 0 01
Ei,—-E®l=y1-po,@1=+1-p Lo o ol (2.34)
0 1 0 0]

Caso tenhamos dois canais quanticos atuando em seus respectivos gbits, o processo de

extensao do espaco de Hilbert é feito de forma andloga ao apresentado acima.
O canal de phase flip possui os seguintes operadores de Kraus

10
01

ED:\/E]I:\/ﬁ[ , Elz\/lTpJZ:\/lTp[(l) 01]. (2.35)

Podemos ter ainda uma combinacao de ambos os canais, denominado bit-phase flip

e seus operadores de Kraus sao descritos como

10
01

Eozmzﬂo[ ,Elzmcryzm[? ‘0] (2.36)

Outro importante canal quantico, chamado de canal de atenuacdo de fase®. Ele
descreve um processo em que temos uma certa perda de informacao quantica mas sem

perda de energia. Seus operadores de Kraus sao escritos como

10

%:ﬂL1

PDo inglés phase damping channel

—1

, Ef=¢1—a[é O]. (2.37)
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Vale mencionar que o canal de atenuagao de fase é exatamente idéntico ao canal phase flip.
Este fato vem de que historicamente, o canal de atenuagao de fase era pensado como
resultado de processos de espalhamento ou random phase kick. (47) Somente apds algum

tempo a conexao entre os dois canais foi descoberta.

Esta secao tem um carater apenas expositivo, no intuito de somente apresentar
ao leitor alguns exemplos de canais quanticos mais comuns que podem ser encontrados
na literatura, ndo trazendo consigo nenhum aspecto de aprofundamento matematico. O

leitor mais interessado pode buscar uma discussao mais completa acerca do tema nas

Refs. (47-49)

Conforme apresentada na Eq. (2.29), todo canal representado pelo operador soma

obedece a relagao

ST EL(t)Ei(t) = 1. (2.38)

Adicionalmente, os canais ditos unitais apresentam a seguinte propriedade matemaética

S ELOEL() =1 & Y E(D)EL() = 1. (2:39)

2.2.2 Canais nao unitais

O canal de atenuacao de amplitude® descreve importantes processos fisicos, na qual
temos dissipacao de energia do sistema quantico. Os operadores de Kraus sao escritos da

seguinte maneira

azr\q. (2.40)
0 0

[1 O ]
EO: )
0 v1—7v

O operador E; descreve a troca do estado |1) — |0), sendo equivalente ao processo fisico
de perda de um quanta de energia para o ambiente. J& o operador Ey nao troca o estado
|0), mas atenua a amplitude do estado |1). Para os canais ditos ndo unitais a propriedade
apresentada na Eq. (2.39) nao é valida, pois nem todos os operadores de Kraus sao

hermitianos. Veja o exemplo a seguir para o canal de atenuacao de amplitude

N E}E, = E{E, + E{E,
(0 O Y U W e
~\o vI=7/\o vT=~ V7 0)\0 0

- (1 0 ) +(O 0) —1. (2.41)
01—~ 0 ~

°Do inglés amplitude damping channel.
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Para o inverso, temos

N EE] = EyE} + E\E]

k
1 0 0
b))

(14 0
_( ) 1_7). (2.42)

Com este exemplo podemos observar que

SN ElE, £ EyE]. (2.43)
k k
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3 EQUACAO MESTRA QUANTICA

O objetivo deste capitulo é apresentar e discutir as propriedades fisicas das equagoes
mestra tanto para sistemas quanticos fechados como abertos. No caso de sistemas fechados
a dindmica do operador densidade se d& por meio da equagao de Liouville-von Neumann (2),
apresentada na Sec. 3.1. No caso de sistemas quanticos abertos, na Sec. 3.2 serd apresentada
a forma geral de uma equacao mestra Markoviana local no tempo e quais propriedades tal
equacgao deve obedecer para ser caracterizada como tal. A Sec. 3.3 apresenta a derivacao
da equagao mestra utilizando o método desenvolvido por Nakajima e Zwanzig (2), na
qual faz-se uso de dois projetores ortogonais que serdao definidos posteriormente. Vale
ressaltar que este método se mostra mais geral que a deducao tradicional, pois assume que
os coeficientes da equagao mestra sao explicitamente dependentes do tempo. Por fim, na
Sec. 3.4 é apresentado alguns exemplos da equagao mestra para sistemas quanticos mais

comuns presentes na literatura.

3.1 Sistemas quanticos fechados
3.1.1 A equacao de Liouville-von Neumann

Para sistemas quanticos fechados podemos fazer uso do formalismo de funcao de
onda para descrever o sistema. Seja [1)(t)) € H em um tempo ¢, sendo H o espago de

Hilbert do sistema, a evolugao da funcao de onda do sistema é

() = Ut to) [¢(to)) , (3.1)

em que U(t,ty) é o operador unitario de evolu¢ao temporal, satisfaz a seguinte relagao
Ult, to)UT(t,tg) = UT(t, to)U(t,ty) = 1 e para H independente do tempo, U (t,ty) é definido

como

Ult, tg) = e Ht=to)/h, (3.2)
na qual H € L(H) é o Hamiltoniano do sistema. Tomando a derivada da Eq. (3.1), temos
d d
1 10 = U0 )
i
=~ HU(t,t0) [ (t))
?
= 2 H (D), (33)

em que h ¢é a constante reduzida de Planck e por motivos de simplicidade vamos considerar
h=1. A Eq. (3.3) é conhecida como a equagao de Schrodinger. (51) Usando o formalismo
do operador densidade, a Eq. (3.3) naturalmente se torna

Solt) = =i [H, (1)) (3.4)

conhecida como equacgio de Liouville-von Neumann. (2)
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3.1.2  Série de Dyson

Entretanto, no caso de sistemas quanticos na qual o Hamiltoniano é dependente do
tempo, o operador evolugao temporal U(t,ty) ndo assume a forma simples conforme a Eq.
(3.2). Usando a Eq. (3.3)

d .
5 () = —tH{t) [(1)) (3.5)

e aplicando a a Eq. (3.1), temos que o U(t, ) obedece a equagao diferencial

LU0 [0 = i HOU t) [0lto)) = LU 10) = —HOU (). (3:6)

Integrando a equagao e usando a condigao inicial U(tg, tg) = 1, temos que

Ultte) =1 —i [ dty H(t)U (b, 1), (3.7)

to

Nosso préximo passo é fazer uma relagdo de recorréncia, na qual substituimos a Eq. (3.7)

nela mesmo, obtendo

Utte) =1 —i [ dty H(ty) + (—i2 [ dts Ht) [ dts HE)H()U (o to), (3.8)

to to to

sendo este processo repetido indefinidamente, chegando finalmente na solucao desejada,

chamada de série de Dyson (3)

+o0 (_ \n t th tr—1
Ul(t,ty) = Z(Z)/t dt, dtg.../t dt, H(t,) ... H(t,)
0 0

|
n=0 n: to

400 (—Z
= nz:% o

Fr[(feae)]

7[5 (o)

n=0 """

_ T {eiﬁ; dsH(s)} 7 (3.9)

em que T representa o operador de ordenamento temporal (2) e foi usado a série de
expansdo da exponencial e® = Y% 2" /nl. Quando o Hamiltoniano comuta com ele

mesmo em diferentes instantes de tempos,
[H(t),H(t")] =0, comt=#t, (3.10)

entao todos os Hamiltonianos comutam entre si e a série de Dyson simplesmente assume

uma forma menos complexa

Ut to) = ¢ o #HC) (3.11)
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3.2 Equacao mestra Markoviana

Nesta secao sera apresentada a forma geral de uma equagao mestra Markoviana
local no tempo, isto é, ela somente depende do instante de tempo atual, nao dependendo
dos instantes de tempo passados. Conforme veremos no Cap. 5, os coeficientes da equagao
mestra® sao de grande importancia devido ao fato de que eles sdo usados nas medidas de

Markovianidade presentes atualmente na literatura.

Suponha um sistema fechado S 4+ B, preparado no instante inicial ¢ = t; como
um estado psp(t) = ps(to) ® pp, em que pg(ty) é o estado inicial do sistema reduzido S e
pp representa um estado do ambiente, como por exemplo, um estado de um reservatério
térmico. A evolugdo de pg(t) é descrita por um mapa dindmico quéntico, conforme

apresentado no Cap. 2,

ps(t) = € [ps(to)] = Trp {U(#)[ps(te) ® pplUT ()} (3.12)

Nosso objetivo aqui é construir uma forma geral da equagao mestra local no tempo (2,46),
em que vamos considerar pg(t) € L(Hg) e £L; € L*(Hg). Para um semigrupo dinamico,
existe um mapa linear £ (gerador do semigrupo), em que podemos escrever o semigrupo
na seguinte forma (2)

£ =e" (3.13)

nos levando a equacao diferencial para o sistema quantico S

© pslt) = Lupsl), (3.14)

chamada de equagao mestra quantica Markoviana

Vamos agora construir a forma mais geral do gerador £;. Para isso, considere um
espaco de Hilbert Hg de dimensao finita, dim Hg = d, escolhemos uma base completa de

operadores ortonormais, F;,i = 1,2,...,d?, tal que”
(Fi, Fy) = Tes(F] Fy) = 3. (3.15)

Por conveniéncia, os operadores F; sao escolhidos da seguinte maneira

1
Vd
Trg (F) =0, i=1,2,...,d> — 1. (3.17)

Fp=—1g, (3.16)

aTais coeficientes também sdo chamados de taxas de decaimento ou taxas de decoeréncia.
bFoi adotada a notagio de produto interno entre dois vetores Joperadores u e v como sendo

(u, v) = Tr(u',v).

Porém alguns livros usam a notagdo de produto interno como (u,v).



34

Como o gerador L; é um superoperador linear, ele admite uma representacao de Kraus.

Pelo teorema 2, temos

Lips(t) = 3 Was(t)ps ()W is(2), (3.18)
a,B
em que W,5(t) atuando em Hg e satisfazem a condigdo de completeza

Z s(t) = 1s. (3.19)

Expressando os operadores Wag(t) em termos dos operadores F;

Was(t) =3 Fi (Fy, Was(t)) . (3.20)

=1

Assim, é possivel escrever a acdo do mapa dindmico £,

Lis(t) = £ Was sV 150,
—Z(ZF (Fo Was(t) ) (ZF* <>>>

=S R WD) (B Waslt)” Fups(0) ]

i,j=1 «a,
d2
= > ci(t)F ps(t)FY, (3.21)
2,7=1
em que os elementos
cij(t) = D (Fi, Wag(t)) (Fj, Wag(t))", (3.22)

a,B
formam a chamada matriz de decoeréncia (46), sendo ela hermitiana e positiva. (2) Para
demonstrar tal fato, temos que para qualquer vetor complexo v de dimensao d? (2)

Zci]’ vivg =3 > (Fi, Wag(t)) (Fj, Wap(t))" v v;

h,J B

- Z<Zv Fro Waslt ><ZF Woaslt >>*
- |(zun, Wa,ﬁ<t>>2

> 0. (3.23)
a,f i

Abrindo a soma da Eq. (3.21) nos termos em que os pares de indices {i,j} sdo
{li=dj=d*}, {i=d*j} e {i,j = d*}, temos

ﬁtpg(i) = Cq242 (t)Fdz ps(t)Fc]ng
d?-1 d?-1
+ Z Cde F pg d2 + Z Cd2 Fdz ,OS( )FT

d?-1
+ 3 (1) F ps(t) F] (3.24)

7,7=1
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Aplicando as definigoes das Eqgs. (3.16) e (3.17) na Eq. (3.24)
Ig

Lips(t) = cazq(t )\/—Ps( )\/—

d?—1 d?—1

+ Z Czd2 F PS \/— + Z Cq2 j \/3 (t)‘FjT
d?—1

+ " (1) Fi ps(t)F]. (3.25)
i,7=1

Agrupando os termos proporcionais a epg(t) e ps(t)e da Eq. (3.25)

Lips(t) = [; et Z ps(t)

1 Cdzdz Cd2j (t
+ps(t) |5
g 5
-1
+ 3 ¢ (t)F ps(t)FL. (3.26)
2,7=1
Definindo a grandeza
1 Cd2d2 -1 C;iq2 (t
G(t) = = F;, 3.27
(1) = Lol > (3:27)
e consequentemente seu hermitiano conjugado
_lepa(t) | 'S oey(t)
Gt) = SRErEakaD Y \}E Fl, (3.28)
j=1

em que os indices do coeficiente cz2;(t) foram rearranjados. Substituindo as defini¢oes
acima na Eq. (3.26) implica

d?—1
Lips(t) = G(t)ps(t) + ps(t)GT(t) + Y cij(t)F; ps(t)FL. (3.29)

i,7=1

Como o semigrupo preserva o trago, o gerador obedece a relagao Trg[Lips(t)] =0 (2) e

usando as propriedades ciclica e linearidade do trago®

d2-1
0="Trs |G(t)ps(t) + ps(t )+ D () Fips(t FT
i,7=1
d2-1
=Trs{ |G+ G )+ Y () F] Fi| ps(t) ¢, (3.30)
i,7=1
temos que
d?-1
Gt)+GH )= - () F] F. (3.31)
i,j=1

®Sendo A, B e C trés operadores, o traco é invariante sobre permutagoes ciclicas, isto é,
Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA) e também vale a relacao de linearidade Tr(A + B+ C) =
Tr(A) + Tr(B) + Tr(C).
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Definindo um operador hermitiano H(t) como

1
H(t) = 5 [G(t) - G'(1)], (3.32)
2
os operadores G(t) e G'(t) sdo reescritos da seguinte maneira
1 d?—1
G(t) = —iH(t) = 5 3 (t)F] F; (3.33)
ij=1
1 d?—1 :
Gl (t) =iH(t) — 5 'Zl ¢i; (1) F) F;. (3.34)
i,j=

Substituindo as Egs. (3.33) e (3.34) na Eq. (3.29), temos

1 d?—1
Lips(t) = —iH ()ps(t) = 5 3 cij () F} Fips(t)
2,7=1
1 d?—1 :
+ips(DH(t) — 5 > ci(t)ps(t)F) Fi
i,j=1
d?-1
+ Y ¢ (t)F, ps(t) Y, (3.35)
7,7=1
resultando na seguinte equacao mestrad
d @l 1
Sps(t) = =i [H(0), ps (0] + X c®) [FrpsOF] = S {FI R s} (336)
i,7=1

em que o comutador é definido como [A, B] = AB — BA e o anticomutador {A, B} =
AB+ BA. Como a matriz decoeréncia é hermitiana, ela admite uma decomposicao espectral

e pode ser diagonalizada através de uma base adequada

0 Y2 oo 0 21
wetyut =+ 0 0t = () = D waw() () wi(t). (3.37)
0 0 =
O O e ")/d2_1

Substituindo a decomposicao diagonal na Eq. (3.36), obtemos

Los(t) = —iH(1), ps(e)
+ 3 [Sunttrnu0) [Fos] —5 (] F o)
= —i[H(t), ps(t)] + i Vi (t) { i wi(t)F; | ps(t) [Z u}‘-k(t)FjT
k=1 i=1 j=1

T ;{ Zlu;k(t)FjT Zluik(t)Fi , Ps(t)}}- (3.38)

dLembrando que segundo a Eq. (3.12), o termo L;pg(t) se relaciona com o operador densidade
do sistema, pg(t), pela relagio %ps(t) = Lips(t).
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Definindo os operadores L (t) conforme segue

Li(t) = dil ik (t) Fi (3.39)
o =" w0 .40

resulta na equagao mestra local no tempo

@ pslt) = ~i[H(D), ps(1)] + 32 () [1a(t) ps(241) - S{ELO L), ps0)})].

(3.41)
A Eq. (3.41) é a forma mais geral de uma equacdo mestra local no tempo, em que o
operador H(t) é hermitiano, Ly (t) sdo operadores lineares e ortonormais, e os coeficientes
da equagao mestra, 7;(t) € RT, sdo conhecidos como taxas de decoeréncia ou taxas de
decaimento®. A equacao mestra nos mostra que caso tenhamos um sistema quantico aberto,
a dindmica pode ser dividida em dois termos. O primeiro, responsavel pela dinamica
unitéria e sendo governado pelo operador hermitiano H(t). J& o segundo termo representa
uma dindmica ndo unitaria governada pelas taxas de decaimento ~.(t), representando
assim a decoeréncia e dissipag¢ao que ocorre no sistema. Vale ressaltar que durante toda
a deducao da Eq. (3.41), somente foram considerados os vinculos em que a evolugao é
necessariamente hermitiana e preserva o traco’. Porém, nenhum vinculo sobre a positividade
(P) ou completa positividade (CP) da dinamica foi imposta, resultando no fato de que
algumas evolugoes do operador densidade regidas pela Eq. (3.41) ndo representam uma
evolucao de carater fisico®. As condigOes necessarias para garantir que a dinamica do
sistema seja CP ainda é um problema em aberto (17), mas que ja foi resolvido apenas em

casos especificos, como por exemplo, para a dindmica de um sistema de um gbit. (52)

Conforme a Eq. (3.15), como os operadores {F; |i = 1,2, ...,d*—1} sdo ortonormais,

°Estes coeficientes sdo chamados assim, pois descrevem o processo de perda das caracteristicas
quénticas do sistema devido sua interacdo com o reservatdrio/ambiente (decoeréncia).

fTais vinculos impostos nos levam nas condigdes de que os coeficientes 7y (t) sdo reais e ha
conservacao de probabilidade antes e depois da dindmica.

&Neste caso, podemos ter que os autovalores do operador densidade podem assumir valores
negativos.
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temos que os operadores L(t) também obedecem tal condicao

Trs [LL(8) Lu(t)] = Trs [LL(0) Lu(0)

d?—1 d?—1
= Trg Z ( )FjT Z wi(t)F,
j=1 i=1
d?—1
= > i (Oua(t) Trs(F) F)
i,j=1
d2—1
= > up(Hua(t)
=1
d?—1

Z |uzk (3'42)

pois u(t) sdo coeficientes de uma matriz unitéria. Assim, os operadores Lg(t) sao orto-

normais e obedecem a seguinte relacao

Trs | LL(t) L (t)| = Ot (3.43)
Além disso, os operadores Ly (t) também devem obedecer o vinculo imposto na Eq. (3.17).
Assim,
d?—1
i=1
d?—1
= > uy(t)Tx(F;) = 0. (3.44)
i=1

3.3 Método de Nakajima-Zwanzig

A dinamica de um sistema quantico aberto geralmente requer um processo de
extensao do sistema e o ambiente em um sistema global fechado, na qual aplica-se a
dindmica neste sistema global e depois elimina-se as varidveis do sistema indesejado. (3)
Geralmente algum destes sistemas quanticos estao fora do nosso controle e possuem
infinitos graus de liberdade, fazendo com que o uso do formalismo de operador soma seja

dificil de ser empregado na prética. (3)

Assim, outras técnicas se mostram tuteis neste cenario descrito. O objetivo desta
secao é apresentar a dedugao da equagao mestra utilizando o método de Nakajima-Zwanzig,
na qual se fundamenta no uso da técnica de projetores. (2,53,54) Os resultados aqui
apresentados se baseiam nas Refs. (2,3,55) A equacdo mestra pode ser obtida ainda

utilizando outras técnicas como a time-convolutionless e o modelo integro-differential. (2,3)

Assim, considere um sistema quéntico geral representado pelo seguinte Hamiltoniano

H = Hs+ Hr + Hsg, (345)
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onde os termos Hg, Hr e Hsr, representam os Hamiltonianos do sistema .S, do reservatorio
R e da interacao entre ambos, respectivamente. Pode-se ainda escrever o Hamiltoniano de

interacao da seguinte forma

em que A, e B, representam operadores hermitianos atuando no espaco de Hilbert do

sistema Hg e do reservatorio Hg.

O proximo passo consiste em calcular a evolugao temporal do sistema total, usando

o formalismo do operador densidade. Escrevendo a equagao de Liouville-von Neumann (2)

o(t) = —i[H(1).). (3.47)

—i(Hs+Hr)(tt0) o devido ao fato dele ser

Como o operador evolugao temporal U(t, ty) = e
unitario, ele somente aplica uma rotacao no espaco de Hilbert em questao. Desta maneira,
pode-se desconsiderar os Hamiltonianos do sistema e do reservatério, focando-se apenas
no termo de interacdo Hgg, isto é, no Hamiltoniano responsavel pela troca de informagoes
entre o sistema e o reservatorio. Escrevendo a equacao de Liouville-von Neumann para o

operador densidade total na representacao de interacao, denotado por psr, temos

jtﬁSR(t) = —i [Hsg(t), psr| . (3.48)

em que os termos acima sao definidos como

ﬁSR(t) = UT <t7 O)pSR U<t7 0)7 (349)
H(t)=U'(t,0)Hsg U(t,0) = > A,(t) ® B,(t), (3.50)

U(t,0) = e iHsHHR) (3.51)
A, (t) = st A, emtHst (3.52)

B, (t) = 'R B, ¢~ iRl (3.53)

Para a deducao da equagao mestra nesta se¢ao, vamos utilizar a técnica desenvolvida
por Nakajima (53) e Zwanzig (54) que se baseia no uso de projetores ortogonais, também

explicada nas Refs. (2,56,57) Assim, podemos definir dois projetores ortogonais P e @,

PpSR = TrR(,OSR) X PR, (354)
Qpsr = (1 — P)psr, (3.55)

em que psg € H = Ha ® Hpr representa o estado conjunto do sistema quéantico e o
reservatorio, e pr € Hp ¢ um estado fixo do reservatério. Observe que o termo referente ao
projetor P foi construido de forma a eliminar as correlagoes entre o sistema e o reservatorio,

enquanto o termo proporcional a () contém toda a correlagoes do ambiente. Devido a
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construcao dos projetores, tem-se que eles satisfazem as seguintes propriedades

P+Q=1, (3.56)
P? =P, (3.57)
Q*=Q, (3.58)
PQ =0, (3.59)
QP = 0. (3.60)

Adicionalmente, assumiremos que os estados do reservatorio estdo inicialmente em um

equilibrio térmico, sendo assim, descritos pelo ensemble de Gibbs
—BHR
_ € _ ~BH
pr="—p Z=Tig (e77Hn), (3.61)

sendo 3 = 1/T". Utilizando entdo as Eqgs. (3.54) e (3.55) para determinar a evolugio do

sistema total e aplicando-se os projetores P e () na Eq. (3.48), temos

jtPﬁSR(t) = —iP [ﬁ(tlﬁsﬂ ; (3.62)
% Qpsult) = ~iQ [H(1), s (3.63)

Usando a definicdo do comutador e inserindo a identidade P 4+ @ = 1 entre os termos H e
psr, as Egs. (3.62) e (3.63) tornam-se

9 ppsw(t) = ~iP(P + Q)psn + iPps(P + Q)

dt
= iP [H, Ppsg| +iP [H, Qpsy]
= Pv(t)Ppsr(t) + Pr(t)Qpsr(t), (3.64)
S Qpsn(t) = ~IQA(P + Qs + iQpsn(P + Q)
=1iQ [FI, PﬁSR} +1iQ [FI, QﬁSR}
= Qu(t)Ppsr(t) + Qu(t)Qpsr (1), (3.65)
onde foi usado a definigao v(t)(e) = —i [ﬁz(t), .] Para os célculos da equagio mestra,

utilizaremos a hipétese de que Trg {ﬁ (t)ﬁR(t)} = 0. Para entendermos melhor o real

significado desta hipdtese, vamos calcular explicitamente o termo em questao
Trp [F[(t)ﬁR(t)} — Trp {ei(Hs-l-HR)tHSR e—i(Hs+HR)t6iHRtpR e—iHRt}
— ¢iflste—iHst Ty, [eiHRtHSR e—iHRteiHRtpR e—iHRt}
= Trp [eiHRtHSR PR e—iHRt}
= Trr(Hsr pr )
= ZTTR(AH ® By pr )
n

— 3" A, (B,). (3.66)

hNo caso adotamos que a constante de Boltzmann é Kp = 1
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Isto significa que ao utilizar a hipotese acima estaremos apenas fazendo um deslocamento
na energia do reservatoério e definindo um novo estado fundamental em relagao a sua
energia média (58,59), (B,,), pois podemos definir o Hamiltoniano de interacao, Hgsg, da

seguinte forma

Hsgp =) A, ® (B, — (By)). (3.67)

Nosso préximo passo consiste em calcular os termos da Eq. (3.64), logo o primeiro termo

do lado direito é
Pu(t)Ppsn(t) = —i P [H, Ppsg]
= —iTeg [H, ps(t) ® pr| @ pr

=-4T“RUﬂwmaﬁ&ﬂ®pR=o, (3.68)

[ ——
=0

em que foram usadas as defini¢oes de v(t) e do projetor P, conforme definidos acima.

Analogamente para o segundo termo do lado direito da Eq. (3.65)

Qu(BQpn (1) = 0 (3.69)
Desta maneira as Eqs. (3.64) e (3.65) tornam-se
S Pasn(t) = Pr()Qpsn (1), (3.1)
S Qps(6) = Qult) Ppsn(0). (3.72)
Resolvendo as equacdes diferenciais acima, obtemos’
Psn(t) = Ppsu(0) + [ ds Po(s)Qpsn(s), (3.73)
Qpsn(t) = G(t.0)Qn(0) + [ ds G(t,5)Qu(5) Ppsn(s), (3.74)

onde G(t,s) = Tel. Qv Assim, substituindo a Eq. (3.74) na Eq. (3.73), temos
¢
Ppsn(t) = Pisa(0) + [ ds Pr(s)G(s,0)Qpsn(0)

N /Ot s /OS du PV(S>g(S,U>QV(U)PﬁSR(u)' (375)

{Considerando que os estados do reservatério sejam estaciondrios e como Ppsr = Trr(psr) @ pr,
temos

o (Pasm(0)] = 5 {Ten [psn(0] @ ok = 5 (Ter sn(0)]} @ o + Tor [sn(0)] ©
=
=Trg [;tﬁSR(t)} ® pRr = P%ﬁSR(t)' (3.70)

JPara resolver a segunda equacdo diferencial da Eq. (3.72) foi usado o método de variacio dos
parametros. (60,61) Veja o apéndice A para maiores detalhes.
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Além disso, vamos supor que o estado inicial do sistema é psg(0) = ps(0) ® pg, pois assim
garantimos que a dindmica do sistema é CPTP. (3) Assim, calculando o segundo termo do

lado direito da Eq. (3.75)

Qpsr(0) = (1 — P)psr(0) = ps(0

~—

® pr — Ppsr

= ps(0) ® pr — ps(0) ® pr = 0. (3.76)

A Eq. (3.75) entao assume a seguinte forma

Ppsa(t) = Pjsn(0) + /0 ds /0 " du K (u, $) Psg (w), (3.77)

em que

K(u,s) = Pv(s)G(s,u)Qu(u), (3.78)

¢ chamado de kernel de meméria. (3) Entretanto, algumas consideragoes devem ser feitas
sobre o kernel para que a Eq. (3.77) obedega a forma geral de uma equagao mestra, conforme
apresentada na Eq. (3.41). Definindo os tempos de variagdo 75 e Tr, que representam o
tempo caracteristico de relaxagao do sistema S e o tempo em que as fungoes de correlacao
do reservatério decai, respectivamente. Isto implica que o tempo de variagdo T¢ de psr(t)
deve ser muito maior que o tempo de variacdo Tg, que mostra a taxa com que o K(u, s)
decai quando |u — s| > 1. (3) Ao considerarmos tal regime de escala temporal, estamos
intrinsicamente fazendo algumas suposi¢des sobre o tamanho do reservatério e sua forca
de acoplamento com o sistema quantico. (3) Este fato se torna importante, pois tais
condigbes podem nao garantir que a Eq. (3.77) obedega a forma geral da Eq. (3.41). (3)
Diversos trabalhos foram realizados (62-66) na qual estudou-se dois casos limites em que

Ts/Tr — 00, que Sao

1. O limite de acoplamento fraco: Neste caso podemos considerar que a interacao
entre o sistema e o reservatério é pequena, de modo que Hsg — gHgsr € o parametro
g modula a forca de acoplamento. Assim, para g pequeno, psgr(t) varia de forma
lenta e no limite em que g — 0, temos que 75 — 00 e consequentemente 7g/Tr — 00

para cada 7p fixo.

2. O limite de acoplamento singular: Este caso corresponde quando 7 — 0,

fazendo com que o kernel K(u, s) se comporte como uma fungao delta.

Ambos os casos mencionados acima serao abordados de maneira mais detalhada ao longo
da dedugao da equagdo mestra presente nesta secao, de modo que o leitor possa identificar

melhor como estas condic¢oes se aplicam.
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Dando prosseguimento a dedugao da equagdo mestra, vamos reescrever de forma
explicita a Eq. (3.77), pois assim podemos prosseguir de uma maneira mais didatica para

o leitor. Assim sendo,
t s
Phsa(t) = Ppsr(0) + /0 ds /O du Pu(s)G(s,w)Qu(u) P (), (3.79)

sendo o kernel definido como K(u,s) = Pv(s)G(s,u)Quv(u). Como U(s,u) é dado pela
série de Dyson (3),
(j(s, u) =Te™" Jo A

=Y C Py [Caa . [ @)@ A, (380

em que temos a seguinte relacado de ordem temporal t; > t, > ... > t,,. Desta forma, o

operador densidade na representacao de interacao é escrito como
psr(s) = U(s, u)psr(w)U" (s, w), (3.81)

e invertendo o termo para obtermos a relagao de psg(u)

psr(u) = Ul (u, 8)psr(s)U (u, s). (3.82)

Aplicando a definigdo acima no segundo termo do lado direito da Eq. (3.79), temos

Ppsr(t) = Ppsr(0) + /Ot ds /OS du Pv(s)G(s,u)Qu(u) [UT(U, s)psr(s)U (u, s)} . (3.83)

Aplicando a expansao de Baker—-Campbell-Hausdorff* (67)

] = (S gt FT (4! t B R,
U]L(u7 S)ﬁSR(S)U(U, 3) — {T@qu dt'H(t )] ﬁSR {T@qu dt' H (t )]
_ {T*ei [N dt’fﬂt’)} P [Tei J dtfmm}
= psr(s), (3.84)

em que 7 * representa o ordenamento temporal inverso t; < to < ... <t,e [H(t), ,ﬁ(t)} = 0.

A defini¢ao do propagador G(s,u)

Gg(t,s) = Telu dt@v®)

=1+ f (=0)" /u dt, /u dtg.../us dt, Qut)Qu(ts) ... Qulty). (3.85)

n!

Substituindo as Egs. (3.84) e (3.85) em (3.83),
Ppsr(t) = Ppsr(0)

+/0tds/osduPV(S) [1+§(_i)n /:dtl/:dtg,,, x

n

... /u "t Qut)Qults) . .. Qy(tn)Qy(u)} Ber(s). (3.86)

kA expansio de Baker-Campbell-Hausdorff é definida como: eX Ae™X A+ [X, A +
5 (X[ XA+ ..
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3.3.1 A aproximacao de Born: acoplamento fraco

Conforme discutido anteriormente, ao considerarmos o regime de acoplamento
fraco temos que a variagdo do estado psg(u) é desprezivel perante a escala de tempo do
reservatério 7. (3) Isto nos mostra que os efeitos de memoéria da dindmica sdo insignificantes
e a evolugao resultante é tida como local no tempo, isto é, psgr(t) s6 depende do estado
atual e nao de estados passados. Fisicamente isto representa que devido a interagao ser
fraca, toda a dindmica do sistema conjunto (sistema quéntico e reservatorio) permanece
descorelacionada, ja que conforme apresentado acima, o estado inicial era um estado do

tipo psr(0) = ps(0) @ pr. (2,5)

O préximo passo é definir um parametro adimensional, g, que é responsavel pelo
controle da intensidade da interacao entre o sistema e o reservatério. Sendo assim, este
pardmetro deve ser introduzido no Hamiltoniano, H(t) — gH(t) e consequentemente,
v(t) — gv(t). Como estamos considerando o regime de acoplamento fraco para a deducao
da equacgao mestra, serda mantido o termo de segunda ordem em ¢, descartando os termos

de ordens superiores

Ppsu(t) = Pisn(0) + ¢ | " ds [ duPuis)Quiisn(s) +O*). (3.87)

Aplicando as definigbes @) = 1 — P e Pv(s)P = 0 e fazendo a transformacao de variavel

u— s —u, a Eq. (3.87) pode ser reescrita da seguinte maneira

Pjon(t) = Ppsu(0) = ¢ [ ds [ du Pu(s)(1 = Pu(s = w)isn(s) + O(g°)

= Ppsr(0)

_ g2 /Ot ds /OS du PV(S>V(S - U)ﬁSR(S) — PV_(S)P IJ(S _ u)ﬁSR(S) + O(gg)

t s
= Ppsr(0) — 92/ ds/ du Pv(s)v(s — u)psr(s) + O(g?). (3.88)
0 0
Substituindo as definicoes Ppsg(t) = Tr[psr(t)] ® pr e v(t)(e) = —i[H(t), ], podemos

calcular os termos pertencentes a Eq. (3.88)

1. Pv(s)=Trr[v(s)] ® pr =iTrg [ﬁ(S),ﬁSR(S)] ® PR,
2. v(s —u)psr(s) =1 [ﬁ(s - U),ﬁSR(Sﬂ ;
3. Ppsr(0) = Trg [psr(0)] @ pr-

Aplicando as defini¢des acima e tomando o traco parcial em relacao as variaveis do

reservatorio, os termos independentes da integral da Eq. (3.88) sdo reescritos na forma

L Trp{Trg [psr(t)] ® pr} = Trr [ps(t) ® pr] = ps(t),

2. Trr{Trr [psr(0)] ® pr} = ps(0).
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Desta maneira, estamos aptos a construir a dindmica do operador densidade referente ao

sistema. A Eq. (3.88) entao se torna

() = 5(0) + Tea {* [ ds [ du'Ten [71(5), ()] @ o [ (s = ), ()] } + O(4?)
= 5(0)+ T { [ ds [ duTen [f1(5), ()] [F1(5 = ), psn(s)] @ pu} + O(?)
= 5(0) + ¢ Ten { [ ds [ duTen [H(s),v(s = wisn(s)] © o} + O(°)

0) + g? /Ot ds /0 duTrg [H(s), [H(s — ), j(s) ® pr] ]| + O(g°). (3.89)

em que para nao sobrecarregar a notacao foi retirado o subindice S do operador densidade,
porém vamos manter em mente que o termo p(t) é referente ao sistema quantico S.

Assumindo que o espectro de energia do sistema é discreto, ou seja,

Hg = €ll(e), (3.90)

€

onde € sdo os autovalores do Hamiltoniano Hg e Il(€) os projetores correspondentes a
cada subespaco. Aplicando-se a definicdo do espectro de energia em um operador na

representacao de interacao

Aa(t> — e’L'HstAaefiHst
_ eiZe eH(e)tA e—i ZE/ e'TI(e)t

— Z ezetH A Z e—ze tH )

—Z T () ALTI(E), (3.91)

Definindo w = ¢’ — € e usando que
€)= 0o erull(€), (3.92)
a Eq. (3.91) se torna
Ze_’ RO SLI
= Z e ! Z Oer e I1(€) ATI(€)
S S neae)

e —e=w

= Ze*MtAa w), (3.93)

onde definimos o operador A, (w) como

Ag(w) = > TI(e)ALII(€). (3.94)
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Tomando seu complexo conjugado e tendo em mente que A, é um operador hermitiano,

obtemos a seguinte propriedade

Al(w)= Y T()ALI(e)

e/ —e=w

= Y () AI(e)

e —e=w

= Y M(OAII() = Al (—w). (3.95)

e/ —e=w

Entdo podemos escrever A, (t) utilizando os operadores Ay (w) como

=Y e ™A, (w) (3.96)
=" ™Al (w) (3.97)

Desta maneira, usando a Eq. (3.96) pode-se reescrever o Hamiltoniano do sistema da

seguinte forma
= > Aalt) @ Bal(t)
= Z e ™ Ay (w) @ By(t)

Z Al (w) ® Bi(t). (3.98)

Sendo assim, usando a Eq. (3.98) escrevemos os termos H(s — u) e H(s) presentes na Eq.

(3.89)
(s —u) Z et AL( B, (s —u), (3.99)

ZGMA* ) © Bl(s). (3.100)

Os Hamiltonianos foram reescritos desta forma, pois assim sabemos operar seus comutado-

res conforme mostrado acima. A Eq. (3.89) se torna
t S ~ ~
(1) = 5(0) + ¢ / ds / duTrp [H(s), [H(s — ), 5(s) @ pr| | + O¢°)

+g/ds/ du'Trg [ZGWSAT )® Bl(s —u) , x

" [Z e " Ag(w') ® Bs(s — u), p(s) @ pr| + O(g”)

= p(0 +g/d8/ du Y3 el WS Ty g [AT( ) ® Bl(s —u), x

w,w' a, B

x [As(w) @ Bs(s —u), (s) @ pr| + O(g°)
0+ [ ds 3 eI ) [Ap(w)i(s), AL

w,w a, B

+g / ds > 30T (w) [Ag(w), p(s) AL ()] + O(g%),  (3.101)

w,w' a, B
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onde definimos as correla¢des como
(W / du e Trp [B (s)Bg(s — u)pR] (3.102)
ry, / due ™" Teg [By(s)Bi(s — u)p) - (3.103)

Lembrando que o Hamiltoniano Hy somente atua no espaco de Hilbert do reservatorio,

pode-se calcular explicitamente o traco das correlagoes
w) = [ due Teg [Ba(s) Bo(s — w)pn]
0
= / du eiwu TI“R [eiHRSBa(0)6_iHRseiHR(8_u)BB(O)e_iHR(S_u)pR}
0

_ /0 du ™" Tr, [ Bo(u) Bs(0)pr] (3.104)

em que na tltima passagem utilizamos o fato de que pr comuta com efr!

Deve-se agora introduzir o parametro de acoplamento na escala temporal de modo
a reescalar o tempo presente na dindmica do operador densidade do sistema. Assim, temos
que 7 = g*t e 0 = ¢°s, onde T representa a escala de tempo do sistema devido as suas
interagoes com o reservatério. A Eq. (3.101) fica

Fr/gD) = 50 + [ do 3030 T w) [As @)l g?), ALW)

ww' a, B
+ / do 3 30 eI DG ) [As(w). o/ ) ALw)] + O(g). (3.105)
ww' o, B

Tomando o limite de acoplamento fraco, g — 0, vemos que a escala de variacao do operador
p(1/g%) é T, pois a dependéncia de g? com p(7/g?) entra somente no Hamiltoniano livre
(sistema mais banho, sem considerar a interagdo) que foi retirado ao passarmos para a
representagdo de interagdo. (3) Assim, definindo a grandeza p(7) = limy,0 p(t), o erro
relativo presente na equacao acima vai a zero, ou seja, O(g) — 0. Assim,

p(r) = p(0) + lim dazzeﬂw Nl 05 (W) [As(w)ilo/g?), AL(W)]

—0
g w,w' a, B

+ lim da > Zez(w —w)a/g? Fa/g (w) [Aﬁ(w'),[)(a/f)AL(w)} : (3.106)

—0
9 ww' a, B

3.3.2 Aproximagao secular

Nesta secao sera apresentada o limite da aproximacao secular, outra consideragao
que ¢é introduzida para a dedugao na equagao mestra, na qual no limite de acoplamento
fraco os termos oscilantes presentes na Eq. (3.106) para com frequéncias diferentes sao

nulos. Este fato serd melhor apresentado durante esta secao.

Proposicdao 1 (Lema de Riemann-Lebesgue) Seja uma fungao f(t) integrdvel no in-

tervalo [a, b, entao

b )
Jim / dt e (t) = 0. (3.107)
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O leitor mais interessado pode verificar a prova da proposigao na Ref. (3)

Utilizando o lema de Riemman-Lebesgue (3), podemos observar que os termos
oscilantes ¢iw—«"7/9* para w # w' vao a zero no regime em que g — 0. Esta aproximagcao
é conhecida como aproximagao secular (2), conhecida como aproximagao de onda girante
no contexto de éptica quantica. (2,57,59,68,69) Assim sendo, os termos oscilantes para
w = w' se tornam

S eI D () [Ag(w)plo/g), AL W)] = ZF"/Q ) [As(@)p(o/g?), ALw)] .

/

N (3.108)
Desta maneira, a Eq. (3.106) é escrita como!
p(7) = p(0)
+ [, X {0 [ A + T3 @) [0k .- 3109)

Definindo o Lindbladiano como o segundo termo do lado direito da equagao acima,

=33 {5 (w) [As(w)p(0), Al (w)] + T (w) [As(w), po) AL(w)] }, (3.110)

w a?/B

podemos reescrever a Eq. (3.109) como

p(r) = p(0) + [ do L15(0)] (3.111)

lembrando que a correlacao é dada pela Eq. (3.104)
I (w / du ¢ Trg [Ba(u) Bs(0)pr) (3.112)

3.3.3 Funcao de correlacao

Todavia temos que a integral presente na Eq. (3.112) deve ser convergente. Para
satisfazer essa condicao, a fungdo de correlacao do reservatorio deve decair com tempo wu,
isto €, Trp {Ba(u)B/g(O) pR} deve decrescer conforme u aumenta. (3) Aplicando-se a mesma

correspondéncia da Eq. (3.96) e (3.97) para os operadores B, (u) do reservatério, temos
u) =Y e “"B,(w) (3.113)
=" e Bl (w). (3.114)
Entao a fun¢do de correlacao do reservatoério é

Trp | Ba(u)Bs(0)pr| = > e ™" Trp [ Ba(w)Bs(0)px) (3.115)

Devido ao limite de acoplamento fraco g — 0, a proporcao presente na correlacio /g2 — oo e
seu limite superior da integral s = 0/¢g% — co.
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evidenciando que ela é periédica™ no tempo u e ao calcularmos a sua integral com o limite
de integracao tendendo ao infinito, teremos uma divergéncia. Para contornar este problema
devemos tomar o limite do continuo, assumindo assim que o reservatorio R possui infinitos
graus de liberdade, eliminando-se a periodicidade da Eq. (3.115), e consequentemente

temos que seu espectro é continuo. (3) Assim sendo,
> e T [ Ba(w)Bs(0)pr| — [ dw J(w) e Trg [ Ba(w)Bs(0)pr|,  (3.116)

em que J(w) é a densidade de estados e a representa uma frequéncia de corte, podendo

ser até mesmo infinita. Com isso, a fun¢ao de correlagdo assume a forma
Trp | Ba(u)Bs(0)pr| = [ dwJ(w) e Trg | Ba(w)Bs(0)pr] (3.117)
sendo a Eq. (3.117) nao mais periddica e aplicando o limite para u — oo

lim Teg [Ba(u)Bs(0)pr] = lim / dw J(w) e Trg [Ba(w) Bs(0)pr] =0,  (3.118)

U— 00

em que foi usado o lema de Riemann-Lebesgue presente na proposi¢ao 1 e assumimos que
a funcao dentro do trago ¢ integravel no mesmo intervalo. Entretanto a condigdo de que o
reservatorio possua infinitos graus de liberdade nao ¢é suficinte para que a integral presente
na Eq. (3.112) exista, pois o aspecto decrescente da fungao de correlagdo pode nao ser
rapido o suficiente. (3) O teorema a seguir nos apresenta uma condigao suficiente para a

existéncia desta integral (3)

Teorema 3 (Teorema de Davies) Se existe um ¢ > 0 tal que

/OO dt [ Trg [Ba(t) Bs(0)pr]| (1 - t)° < oo, (3.119)

0

entdo o limite de acoplamento fraco é bem definido e

lim
g—0,7=g%t

Eiro) [A(0)] = e [H(0)] |, =0, (3.120)

em que || X||1 = Trv XX e para toda condi¢io inicial p(0) e em todos os intervalos de

tempo [0, 10|, onde 5(770) denota a dinamica reduzida exata na representagao de interagdo. (3)

A prova do teorema 3 pode ser encontrada nas Refs. (62,63) Aplicando uma derivada

temporal com relagao ao tempo 7 na Eq. (3.111), obtemos

L p(r) = L) = plr) = ¢ [5(0)]. (3121)

em que a dinamica se torna exata a medida em que a constante de acoplamento g — 0.

™0 mais correto seria dizer que a funcgio correlagio é quase-periddica, pois se os termos oscilantes
forem incomensuraveis, nao havera periodicidade.
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Devido a aplicacao da aproximacao secular, ela garante que o gerador £ apresenta a
forma correta de uma equacao mestra homogénea Markoviana. (3) Assim sendo, podemos

reescrever a correlagao I'3%(w) em um termo hermitiano e outro anti-hermitiano

Ios(w) = ;’yaﬁ(w) +iSap(w), (3.122)

sendo os termos dados por
Yag(w) = To5(w) + T35 (W), (3.123)
Sap(w) = 21@ P25 (w) — T35 ()] - (3.124)

Utilizando a Eq. (3.112), pode-se calcular o coeficiente 7,4(w) mostrado acima

Yap(w) = I'g5(w) + T35 (w)
. / 0 Ty [Bolu) By(O)pi] + [ due™* Teg [Bo(—u) By(0)ps]
_ L :O du e Trp, [ Ba(u) Bs(0)pr] . (3.125)
Substituindo a Eq. (3.122) na defini¢do do Lindbladiano presente na Eq. (3.110), temos

Lo = X AT W) [As@)pr), AL w)] + T3 (@) [As(w), p(r) AL )]}

w a,pB

= X [rested) + i8] [A5(57), A1)

# 23 [jes(e) = iSsted] (45, ) AL )

=53 S eale) {[Aa1ptn. AL )] + (436, s 41 ]}

+iy ﬁsa/s(w) {[As()p(r), AL ()] = [As(w), p(T)ALw)]}.  (3.126)

Usando as tteis relagoes dos comutadores (70)

[A, BC] = [A,B]C + B|A,C| (3.127)
[AB,C] = A[B,C] + [A,C] B, (3.128)

sendo A, B e C operadores quanticos. Podemos calcular o termo proporcional a 7,z(w)

[As(@)p(r), ALW)] + [As(w), (1) AL (w)] = As(w) [p(r), ALw)] + [As(w), Af(w)] o(7)
+ [Ap(w), p(1)] AL () + A(7) [Ap(w), Al (w)]
= Ap(w)p(r) Al (w) — Ag(w) Al (w)A(

(3.129)
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De forma equivalente para o termo proporcional a S,g(.)

[As(w)p(r), Alw)] = [Ap(w), A7) AL ()] = As(w) [p(r), AL (w)] + [As(w), Al (w)] A(7)

L (w)a(T)
+ Ap(w) Al (w)a(7) — AL (W) Ag(w)p(T)
— Ap(w)p(r) Al (w) + A(m) Ag(w) Al (w)
— p(1)Ap(w) Al (w) + A(m) AL (W) Ap(w)
= (A7), AL(w)As(w)]
= — [Alw)4sw), o(r)]. (3.130)

Substituindo os resultados das Eqgs. (3.129) e (3.130) na Eq. (3.126), resulta na seguinte

equacao mestra

+2. Yas(w) [AB(W)ﬁ(T)AL(W) - ; {Al(w)As(w), ﬁ(T)}] . (3.131)

w a718

Podemos definir o primeiro termo do lado direito da Eq.(3.131) como

His =33 Sap(w) Al () As(w). (3.132)

w a7ﬁ

em que Hyg é chamado de Hamiltoniano Lamb-shift e somente representa um deslocamento
nos niveis de energia do sistema, pois conforme vamos ver a seguir [Hg, Hig] = 0. (3)
Fisicamente este termo pode ser entendido como uma renormalizacao que o banho possui
na parte unitaria da dindmica do sistema. (71) Assim sendo, definiremos os operadores

como

Hg =Y ll(e), (3.133)

€

Ag(w) = > TI(e") Ap (w)II(€"), (3.134)

vl
,€
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e entao temos o comutador

[Hs, A, Z ell(e /Z; (") Ap (w)IT(e")
=> > [ell(e)II(e") Aq(w)II(€”) — H(€") An(w)II(€”)ell(€)]

= Z ,Z, (€0 TI(€") A (w)TI(€") — €ell(€") Ap(w)den I1(€")]
= Z €Tl(e WTI(€") — €"TI(€") Ap (w)TT(e")]

/ //

= —wA,(w), (3.135)
e consequentemente

|Hs, AL () Ap(w)] = [Hs, AL(w)] As(w) + AL (w) [Hs, As(w)
= wA! (w)Ag(w) — wAT (W) Ag(w) = 0. (3.136)

Por fim, estamos aptos a calcular o termo de Lamb-Shift. Usando as Egs. (3.132), (3.135)
e (3.136), obtemos

Hs, HLS Z Sag [Hs, AL(W)A@(W)} = 0. (3137)

a,B,w
Reescrendo a Eq. (3.131) usando a defini¢ao do termo de Lamb-Shift, temos

2 p7) = =i [His, )] + 33 0s(o) [As(@)atr) AL w) - 5 {AL@)45(), )}

OJaﬁ

(3.138)

Para provarmos que a Eq. (3.138) forma uma equagao mestra Markoviana, devemos provar
que a matriz y,g(.) ¢ positiva semidefinida para toda frequéncia w. O leitor mais interessado
pode consultar esta demonstracao no apéndice B. Por ora vamos assumir que esta condicao

da matriz seja satisfeita, isto €, vap() > 0.

Voltando a representacao de Schrodinger, pois a mesma é a forma usual em que o

Hamiltoniano contém todos os termos referente ao sistema, obtemos

d .
EPS(T) = —1 {HS + QQHLS,P(T)]

+g° Z %7&5(00) [Aﬁ(w),Os(T)AL(w) - ; {AL(w)Aﬁ(w), p5(7'>}:| . (3.139)

onde escrevemos o subindice S no operador densidade apenas para frisar que a equagao
mestra acima representa a dindmica do sistema e y,5(w) sdo chamados de coeficientes

da equacao mestra e representam basicamente as taxas de decaimento do sistema devido
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ao seu acoplamento com reservatério, em outras palavras, os coeficientes representam
a perda das caracteristicas quanticas do sistema pela troca de informagoes que surge
devido a interagdo com o reservatério. Além disso, como o primeiro termo do lado direito
da equagao (3.139) somente aplica um deslocamento dos niveis de energia do sistema S,
quando estivermos no ambito da dinamica do sistema de interesse, este termo nao sera
relevante. Entretanto, ele torna-se importante se a aproximacao de onda girante nao tivesse

sido aplicada, conforme apresentado pela Ref. (72)

Por fim, vale destacar alguns pontos e consideracoes importantes que foram empre-
gados durante a dedugao da equagdo mestra presente na Eq. (3.139). O primeiro é fato

que o estado inicial do sistema é escrito como

p(0) = ps(0) @ pr(0). (3.140)

Isto significa que no instante inicial o sistema e o reservatério nao possuem correlacao.
Assim, qualquer mapa que inicia sua dindmica em um estado produto é dito ser CPTP. (3)
Além disso, utilizou-se a aproximacao de Born, na qual assume-se que o acoplamento entre
o sistema e o reservatério é fraco. Isto gera duas importantes consequéncias, a primeira é
que apo6s a dindmica, o operador densidade é descorrelacionado, ja que o estado inicial é
um estado produto. A segunda é o fato de que podemos desprezar os termos superiores
a segunda ordem na expansao do operador evolugao temporal e consequentemente na
equacao mestra. Outra aproximacao aplicada é a que chamamos de aproximacao de onda
girante ou aproximagao secular, na qual somente serdao considerados os termos em que
a frequéncia do sistema ¢ igual a frequéncia do reservatorio. Esta aproximacao implica
no surgimento do termo extra Hpg na equa¢ao mestra. Entretanto, como [Hg, Hys] = 0,
o termo Hyg somente aplica um deslocamento dos niveis de energia do sistema S. Logo,
quando estivermos no ambito da dinamica do sistema de interesse este termo nao sera
considerado. Porém, ele torna-se importante se a aproximagao de onda girante nao for

aplicada, conforme apresentado pela Ref. (72)

3.4 Exemplos

Nesta secao iremos apresentar alguns exemplos de aplicagdo do conteiido apre-
sentado anteriormente e desenvolver a equac¢ao mestra para alguns sistemas fisicos mais
utilizados na literatura. Os exemplos apresentados aqui se encontram na Ref. (3) O leitor

mais interessado pode encontrar outros exemplos interessantes na Ref. (18)

3.4.1 Atenuacao de amplitude

Como primeiro exemplo, aplicaremos as ferramentas matematicas desenvolvidas na
Sec. 3.2 e serd construida a equagdo mestra presente na Eq. (3.139), no caso especifico

para um ¢-bit sob a ag¢do do canal de atenuagao de amplitude. De forma especifica, o
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modelo é um sistema de dois niveis amortecido por um banho bosoénico de osciladores

harménicos. (3) O Hamiltoniano total do sistema pode ser escrito como
H =Hg+ Hp + Hins
Wo
= ot wiblbr + 3 gx (o4 bx + 0-b}) | (3.141)
k k

em que wy é a frequéncia do sistema, g5 € a constante de acoplamento entre o sistema e o
banho", o, é a matriz de Pauli usual, o1 = (0, & i0,)/2 (51) e bl by, sdo os operadores de
levantamento e abaixamento do banho. O Hamiltoniano H;, representa o termo de troca

de informagao entre o sistema e o banho. Trabalhando com o termo de interacao entre o

sistema e o banho,
Hu=0,@Y gibp+0- @ bl = A ® B + A, ® Bs. (3.142)
i k

Todavia, os operadores A, e By com k = 1,2 nao sao hermitianos. Para corrigir este
problema vamos fazer uso da decomposicao de operadores. Seja V' um Hamiltoniano de

interagao semelhante a Hj,, escrito da seguinte maneira

V=YX eV +X,®Y,, (3.143)
k

em que qualquer operador pode ser decomposto como X = X ,ﬁ“) +1X ,gb), Y, = Yk(a) + iYk(b)

€
o XTI+ X o (X - X
X,g):’“; £yl = 1K= X - K, (3.144)
o Y4V o Y-V
Y@ = kT Tk ;“ k oy _ W Y ; K, (3.145)
Reescrevendo o termo de interacgao
V=YX oY+ X0V
k
=3 (X —ix e (Y + i) + (X +ix) o (v —iv )
k
=Y X7 oV +ix{ e’ —ix o v+ XV 2 v,
k
+ X707 —ixP or? +ixP o v + xP o ¥
—23 X" oV + xP o v, (3.146)
k

Utilizando a Eq. (3.146) podemos reescrever o termo de interagdo presente na Eq.
(3.142)

(b, — b
+i(0+—0_)®ngZ(k2k)=A1®B1+A2®BQ-
k

(3.147)

"Nos exemplos vamos considerar que o reservatério é um banho térmico com temperatura 7.
Assim, daqui para frente vamos nos referir ao reservatério como um banho.

bl +b
k
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Escrevendo os termos Ay e By explicitamente

A =0, +0_, B :ngw (3.148)
Ay =i(o , By = ng (bi b"’) (3.149)
Escrevendo Hj,; no referencial de interacao
Hie(t) = Ay (1) @ Byi(t) + As(t) ® By(t), (3.150)
em que
Al(t) =64 (t) +6_(t) = e*loy + e “0lg_ (3.151)
Aty = i[5 (t) = 5-(1)] =i (™o — e 0o ) (3.152)
Bi(t) = ; ij gk [BL(t) + bi(t)] = ; ij gk (€™41b] + e ¥ b ) (3.153)
Bs(t) = ;ij gr [BL(t) = Br(t)] = szj gk (€"41b], — €74 b ) (3.154)
Observando as equagoes acima é possivel determinar os operadores
Aj(wo) =0, Ay(wy) = —io_, (3.155)
Ai(—wo) = U+a As(—wo) = io, (3.156)
By (wy) Z gk b, Ba(wy) = —- Z gr b, (3.157)
Bi(—w ng b, Ba(— ng by. (3.158)

Considerando que o banho se encontra em um estado térmico governado pela distribuicao

de Boltzmann (3,47)
e_ﬁHS

PR Ty (P

sendo f = 1/T e T a temperatura em que o banho se encontra. Ainda, temos as seguintes

(3.159)

relagdes para os operadores de cria¢ao e aniquilacdo do banho térmico (2)

(bubw) = (blbl) =0 (3.160)
<b£bk/> = 5kk/N(wk), (3161)
N(wy) = eﬂwkl_ T (3.163)

na qual N(wy) é a distribuicio de Bose-Einstein e representa o niimero médio de particulas
em uma determinada frequéncia wy. (2) Assim, podemos calcular os elementos da matriz
de decoeréncia, presentes na Eq. (3.125)

Yap(wo) = /+OO dt "' Trg {Ba(t) Bs(0) pR] = /

—00 —00

Tt et (Bu(t) Bo(0)).  (3.164)
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Calculando as médias dos operadores do banho, obtemos
(Bi(t) Bi(0)) = [ > gi (e41b), + ei‘”’“tbk)] B ; gr (bl + bk)] >
g 69 (L) () + e () + )
gk gie (€ (bl ) + e (b, b]. )

gi g { € 0 N (wn) + €0 [1+ N(wp)] |

>
x>

=
x>

>
N

| —— |
S 1

grl? {4 N (wp) + €7 [1+ N(wi)]} (3.165)
%@W@+WW@]B§%@?”WD

e [ (k) — (1) + 4 (bt — )
919 (—e™ (bbw ) + e (b b}, ))

gk gk’ {—6iwkt5kk/N(wk) + e’iw’ct(Skk/ [1 + N(wk)]}

T~
oy
—
—
~
~
oy
no
—~
@)
=
~
I

B

>
x

>
x
Q

=
x>

Mj

|gel? { =™ N (wp) + €74 [1 + N(wi )]}, (3.166)
g (€'}, — e‘iwktbk>] B ; aw (bl + bk)] >

[ (k) + (o15)) e (L) + e00)]
g (64 (1) — 4 (1)

9k Gi/ {eiwktfskk'N(Wk) — e Mg 1+ N(Wk)]}

N | = =

k

L — |

/\
S8
I\
—~
~
SN—
&
i
—~
S
S—
Ny
I
Hﬁ\w/\yp\w N S NS

=
X
Ne)
x
Ne)
X

—_
DN | . WM

>
e

=
X

el { e+ N (wy) — e [1 + N(wi)]} , (3.167)

9k (eiwktbz — e_iWktbk>] [; ng/ (bz/ — bk/)] >
™
0 60 ()~ o)+ - i)+ )
k'

gk Ik’ ( okt <bLbk/> + e~ twnt <bk bL>)

g1 g { €4 0 N (w) + €160 [1+ N ()]}

=[]

I
=
&

>
x

>
x

=[] I

= R = R

|gel* { € N (wi) + €74 [1+ N (wy)]} (3.168)
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Conforme visto na Sec. 3.3.2 é assumido que o banho possui infinitos graus de liberdade,

sendo necessario passar as correlagoes para o espectro continuo. Aplicando a relagao (73)

Ek: flwr) = /0 dw |g(w)|2f(w), (3.169)

na qual f(wg) é uma funcao qualquer das frequéncias do banho e J(w) é a densidade
espectral que mostra como a for¢a de acoplamento varia com a frequéncia. (2) As correlagdes

entdo assumem a seguinte forma

, (3.170)
Bi(t) Bo(0)) = /0 dew J(w) {—e“t N (w) + et [1+N(w]} (3.171)

{ ) { (@)}
{ )= { )
(Bs(t) Bi(0)) = - / " J () {eith(w) — e ¥ 1+ N(w)]}, (3.172)
( ) { @)} (3.173)

Usando a representagao da funcao delta (74)

+oo X
/ du @790 = 975 (W — wy) (3.174)

—00

podemos calcular os coeficientes da equagao mestra®

)= [ e (1) B(0)

-/ T:’ dt e i Ji " J(@) { N @) e 14 N (W)}
_ i [ ™ o J(w) / Tt { N (@) 4 0 14 N(w)])

- / dus J {27?5(w—|—w0) N(w) + 27 6(w + wo) [1+N(w)]}. (3.175)

Como wy é positivo a contribui¢ao referente ao termo 6(w + wp) € nula, pois d(w + wy) =
dw — (—wo)] e —wyp estd fora do dominio de integragao, resultando em um termo somente
proporcional a §(w — wy). J& para o caso contrario em que wy < 0, somente o termo

proporcional a (w + wy) sobrevive. Assim, obtemos

Y1 (wo) = 2; ;Oo dw J(w) [1 + N(wp)] 0(w — wp) = gJ(wo) 14+ N(wo)], (3.176)
T1(—wo) = 22 ;OO dw J(w)N (wp)d(w + wp) = gJ(wo)N(wo). (3.177)

°Lembrando que a fungao delta (74,75) é uma funcdo par, entao 6(wy — w) = 6[—(w — wp)] =
d(w — wp).
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De forma equivalente para os outros elementos da matriz decoeréncia

yalen) = [ deent (By(r) By(0))
iwot ! L " I () (€N W) + e 14 N(w)])

=T ) [ e {—er N ) et 14 N )}

_/ dte
1 [t
-1

gerando assim

dw J(w){ — 21 §(w + wp) N(w

R
Y2(wp) = - ) dw J(w) [1 4+ N(wp)] 6(w
—2m1 +o0o
Y12(—wo) = 4m

Para o termo o1 (w

0)

) = [ dee= By 31(0)>

_/+°°

—+o0
4/ dw J

zwot 4 / dw zth

)+ 27 6(w + wo) [1+ N(w)] }

— o) = T (o) [1+ N(ao)]

/0 dw J(w)N (wo)d(w + wp) = g](wo)]\f(wo).

() = e ¥ [1+ N(w)]}

@ [ dt{ W0+w>w( ) — 0= [1 4 N(w)]}

= 4/0+00de( ){27r5(w+w0)N(w)—27T5(w+wo) [1+N(w)]},

gerando assim

— 271
Vo1 (wo) = 4
271

) =5,

0+°° dos (@) [1 + N(wo)] (w

dw J(w)N(wp)d(w + wp) =

Por fim, para o termo "5 (wp)

) = [ e (Bat) B2(0)
= [T et [ o N 4 V)

= i / " dw J(w) | "t (ot N () + 0 [1 4 N(w)])

il

gerando assim

722(—000

— ) = %J(wo) [1+ N(wo)],

T

?J(UJO)N(WD).

dw J {2#5 w~+ wp) N(w) + 27 d(w + wp) [1+N(W)]},

2w [T
Yoo (wo) = 4

)727r +
4 Jo

/0 dew J(w) [1+ N(wo)] §(w

™ o J (W) N (w0)8(w + wo)

— ) = G (wn) [1+ V(o)

- gJ(wO)N(wo).

(3.178)

(3.179)

(3.180)

(3.181)

(3.182)

(3.183)

(3.184)

(3.185)

(3.186)
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Coletando os elementos da matiz y,s(wp) € reescrevendo os mesmos em uma nota¢ao mais

compacta, temos

) = T (wo)[1 + M) {_12. 1] 7 (3.187)
1w0) = 7 J(w0) N () [l _f] - (3.188)

Nossa proxima tarefa é calcular o Hamiltoniano Lamb-Shift, contido na Eq. (3.132).
Para isso, vamos utilizar a seguinte relacao?

[Ba(w') Bs(0)pr]

wo—w

_Ppv. /m )Bﬁm)), (3.189)

CL)I

+o00 T
Ss(wo) = PV/ d =

sendo P.V. o valor principal de Cauchy (do inglés Cauchy Principal Value). Usando as
Egs. (3.157), (3.158) e as transformando no limite do continuo equivalentemente ao que

foi aplicado na Eq. (3.169), temos

S11(wo) = P.V. /+oo M
—pv. [, BB py [ g, ERO)
= ZP'V'/O dw J(w) [1:};]17((#) + w]:(fiz] _ (3.190)

Observe que a expressao para Sii(wp) € semelhante a Eq. (3.175). Entretanto, como o
operador B; nao foi escrito na representacao de interacao nao foi possivel aplicar a Eq.
(3.174) e utilizar a representacao da funcao delta, restando a integral a ser calculada. De

forma equivalente para frequéncias wy < 0

-1 +oo 1+ Nw) N(w)
Su(—wo) = - P.v./0 dw J(w) [ o (3.191)
Semelhante a matriz v(w)
B 1 +oo 1+ Nw) N(w)
Saalwo) = Sua(wo) = { PV, /O dew J(w) [ o T o (3.192)
- -1 Fo0 1+ N(w) N(w)
Saa(—wp) = S11(—wp) = e P.V./O dw J(w) l P + e (3.193)
Para os termos fora da diagonal
o i +oo 1+ N(w) N(w)
Sha(wo) = S5, (wo) = TPV, /0 dw J (w) [ e o (3.194)
o = Foo 1+ N(w) N(w)
Slg(—u}o) = 821(—(,00) = Z PV/O dw J(W) [ wo + w + Wo — W . (3195)

PO leitor mais interessado pode consultar a demonstracao da relagdo no apéndice C.
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Lembrando das definigoes dos operadores A;(w) e Ay(w), e da relagdo de comutagao

Aj(w) =0_, As(w) = —io_, (3.196)
Ai(—w) =04, As(—w) =ioy, (3.197)
04, 0-] =0, (3.198)
{o4,0_} =1, (3.199)

podemos aplicar as expressoes dos termos Si(wp) na defini¢io do Hamiltoniano Lamb-Shift,

Eq. (3.132), obtendo o seguinte resultado

Hys =) Y Sap(w)AL(w)As(w)
w a,B
+oo N
—PV/ (w) U+, +PV/ U+U_
UJO—UJ wo—w
—PV/ N(w PV/ J(w) (o,+1)
Wy — W wo—w 2
A A
_ <A/ N 2) 0.t 31, (3.200)

em que A representa o termo de Lamb-Shift usual independente da temperatura e A’
representa o deslocamento devido a temperatura do banho térmico. (3) Desta maneira,

usando a Eq. (3.139), podemos calcular

5 X tasle) [As@)ps( L) - 5 {41 ) As(), p5s)}]

5
= i) [As(n)ps(t)4] (o) — 5 {Auwomlwo),ps(t)}}
+ ia(in) [ An(en)ps(t) Al ) = 5 {41 ) Aa(n). ps(t)}
+ 71 (wo) [ s (o) ()4} wn) — 5 { b)), ps(t)}
+ ) [Aalion)s () Al o) — 5 {Ab(wn) Aa(e), 50}
— Dis{wo) = #71a(wo) + 721 wo) + 22(00)] [0 s (D) i{ w7 ps0)}]
= 2] () [1 + ()] [0 ps(00s — 5 {0, ps(0)}] (3201

Equivalentemente para a frequéncia —wy

5 3 vs(e) [As(lps (41 (w) - 5 {AL6)As(w), ps(0)}]

w<0a,p

— 27J (wo) N (wp) {O_i_pg(t)a_ - ; {o_cy, ps(t)}} . (3.202)
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Assim, podemos finalmente escrever a equagao mestra do sistema
d wp + A
- — 4 A
o)== (252 4 Yo st
1
+ 20 () [1+ Nlwo)] |- ps(t)ors = 5 {0, ps()}]

7opstho — 5 {o-ov, ps(t)}]. (3.203)

sendo que o termo proporcional a 1 foi descartado, pois temos que [ps(t),1] = 0, ndo

+ 27 J (wp) N (wo)

contribuindo dessa forma para a dindmica do sistema.

3.4.2 Oscilador harmonico

O segundo exemplo apresentado ¢ o caso de um oscilador harménico acoplado por

um banho bosoénico. (2,3) O Hamiltoniano que descreve o modelo é escrito como
H:H5+HR+Hint
w
= ?OaTa + Z wkbzbk + Z Ik (aTbk + abD , (3.204)
k k

em que wy é a frequéncia do sistema, g é a constante de acoplamento entre o sistema e o
banho, a e a' sdo operadores de criacdo e destruicdao do sistema e by, bL sao os operadores
de criacao e destruicao do banho. Trabalhando com o termo de interagao entre o sistema e
o banho,
Hu=a" @Y giby +a® Y b = A @ By + Ay @ B. (3.205)
k ki

Assim, é possivel observar que o exemplo em questao é semelhante ao exemplo de atenuagao
de amplitude, apresentado na Sec. 3.4.1, bastando fazer a seguinte transformacao para

adaptarmos os resultados obtidos neste modelo

oy —al (3.206)
o_ —a. (3.207)
Os operadores Ay e By, sao
bl +b
Ay=d +a, B = ng(’“;’“) (3.208)
(b} — b
Ay =i(al —a), B, = 129 (b = be) (3.209)

Escrevendo os operadores na representacao de interacao, temos

AL(t) = al(t) + a(t) = e*tal + e~0tq (3.210)
Ay(t) =i [al(t) — a(t)] =i (eiwot ) (3.211)
Bi(t) = lz o [BL(t) (1)) = z (e etd], + et (3.212)
k
ng { — bk } ng ( iwktb;rc - eiiwktbk) (3213)
k
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Observando as equagoes acima é possivel determinar os operadores

Al(wo) = a, AQ(WO) = —z'a, (3214)
Al(—wo) = T A2<— ) = z'aT (3215)
By (wr) ng b, Ba(wk) *ng b, (3.216)
By (—wy ng b, Ba(— ng b} (3.217)

Assim, aplicando os resultados na Eq. (3.203) obtemos a equacao mestra

jtpg(t) = —1 [wOaTa + His, Ps(t)}
+ 27 J (wp) [1 + N(wo)] [GPS(t)aT - ; {aTa, PS(t)H
+ 27 (wo) N (wo) [cﬁps(t)a - ; {aa’, pg(t)}] . (3.218)

Entretanto, como a relacao de comutacgdo dos operadores é diferente, temos que adaptar o
termo de Lamb-Shift. Utilizando o segundo termo da Eq. (3.200) (o termo proporcional as

integrais dependentes de [0,,0_] e 0,0_)

400 J N +oo J
Hys =PV, / R COLIC) [af,a] + P.V. / do 7)ot
o—w o—w
+oo N
——Pv. [ d TNy | py, / aTa
= -A1+Adla, (3.219)
em que usamos a relacio de comutacio [af, a] = —[a, a’] = —1. Podemos entdo construir

a equacao mestra final, levando-se em consideragao o fato que o termo proporcional a 1
nao contribui para a dindmica do sistema. Desta maneira, aplicando o resultado da Eq.
(3.219) na Eq. (3.218)

;;ps(t) = —i[(wo + &) ala, ps(t)]
+ 271 J (wo) [1 4 N(wp)] [aps(t)aT — ; {aTa, Ps(t)}}

+ 27 (wo) N (wo) [cﬁps(t)a - ; {aa', pg(t)}] . (3.220)

3.4.3 Atenuacao de fase

O terceiro e ultimo exemplo apresentado é um sistema de dois niveis sob uma

atuacao de fase. O Hamiltoniano que descreve o modelo é

H = Hg+ Hp + Hiy
Wo

= 50+ > wiblbi + 03 gk (bx +0}) (3.221)
k k
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em que wy é a frequéncia do sistema, o, é a matriz usual de Pauli, g, é a constante de
acoplamento entre o sistema e o banho e by, bz sao os operadores de criagao e destruicao do
banho. Ao contrario dos exemplos anteriores, como o Hamiltoniano de interacao comuta
com o Hamiltoniano do sistema, isto é, [H, Hi,| = 0, temos que as populagoes? do operador
densidade permanecem invariante. Com isso, a dindmica afeta somente a decoeréncia e
preserva a energia do sistema. Todavia, este modelo possui uma solu¢ao exata (2,76).

Reescrevendo H;,; na representacao de interagao

Hiw = 0. ® Y gx [be(t) + BL(1)] = A(t) @ B(#), (3.222)
k

sendo os operadores A(t) e B(t)

A(t) = 0., (3.223)
B(t) = 3 g (€7 by + b)) . (3.224)
k

Com o uso as equagodes acima podemos notar as seguintes relagdes entre os operadores

Alw=0) =0, (3.225)
wi) = Z rbr, (3.226)
B(~wy,) Z giby.- (3.227)

Calculando os elementos da matriz decoeréncia do banho, presente na Eq. (3.125), ficamos

co1m

Taalin) = [ e T [Balt) Bo(0)pr]

2nJ(wo) [1 + N(wg)|, para wy > 0,

27 J (|wo| )N (|wol), para wy < 0.
Como o operador do sistema existe somente para frequéncia zero, isto é, A(0) = o, temos
um problema ao calcular as taxas de decaimento, pois B(wg = 0) ndo é bem definido. (3)
Assim, podemos escrever a taxa de decaimento como

2(0) = 1im 277(0«10) lim,, o+ Y(wo) = 27J (wo) [1 + N(wp)], (3.220)

ot limg,, 0~ y(wo) = 27 (Jwo| )N (|wo)-

Vemos dessa maneira que o limite ndo é bem definido, exceto no contexto de altas
temperaturas, na qual vale a aproximagao 1+ N(|wg|) = N(|wol|). (3,55) Uma solugao

natural é impor que a densidade espectral J(wg) obedeca o limite

wl;r_rgo J(Jwo]) =0, (3.230)

9As populagoes do operador densidade sdo os termos p11(t) e paa(t), enquanto os termos fora da
diagonal, p12(t) e p21(t), sdo chamados de coeréncias.
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pois um modo com frequéncia nula nao influencia o sistema. (3,55) Como J(wy) deve
tender a zero linearmente com a frequéncia wy, resulta que N(|wp|) tende ao infinito como
1/|wo| quando wy decresce. (3) Estas suposicoes restringem assim as classes de densidades
espectrais que podem ser empregadas no modelo de atenuacgao de fase, como por exemplo,
as densidades espectrais 6hmicas. (77) Entretanto, isto ndo se torna um grande empecilho
visto que o modelo é exatamente solucionével. (2) Entao a matriz decoeréncia é definida

como
7(0) = 2m lim J(Jwo )N (Jwol)- (3.231)

Como Hpg x 0,0, =1, o termo de Lamb-Shift nao contribui para a dinamica e a equagao

mestra pode ser escrita como

Cos(t) = =i [Do pst)] +9(0) lozps(t)e — ps (o) (3.232)
na qual foi utilizado a relacao
{02 50} = 5 (L ps(0)) = ps(r). (3.233)
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4 EQUACAO MESTRA ESTOCASTICA

Neste capitulo analisaremos a influéncia de campos estocasticos classicos sobre a
dindmica de sistemas quénticos. (43,44) Para tal tarefa, serd utilizado o formalismo de
fungao de onda estocastica (5), em que o estado de um sistema quéantico aberto é descrito

por um ensemble de estados puros (43)

p(t) = (1)) ()] (4.1)

A dindmica do sistema é obtida depois de realizarmos uma média sobre os processos
estocasticos (43,78)

ps(t) = (p(t)) , (4.2)

em que a média do operador estocéstico p(t) coincide com o operador densidade do sistema
ps(t). Porém, para calcular a evolugao estocastica do operador densidade do sistema
de interesse, o Hamiltoniano estocastico deve satisfazer algumas regras e propriedades
que serao apresentadas a seguir. Os calculos que serao apresentados se baseiam nas
Refs. (43,44,79), sendo expostos para a construgao de uma equagdo mestra estocastica.
Para maiores informacoes e detalhes sobre a teoria de processos estocasticos classicos e

quénticos o leitor pode consultar as Refs. (2,78)

4.1 O modelo Gaussiano de ruido

Considere um espaco de Hilbert Hg que possui o seguinte Hamiltoniano
H=Hg+ V(t), (43)

em que Hg representa o Hamiltoniano do sistema e V' (¢) um campo estocéstico, sendo

representado da seguinte maneira
V(t) = &alt)Va, (4.4)

em que V, sdo operadores atuando no espago de Hilbert do sistema e &,(t) sdo varidveis

estocasticas complexas. No caso vamos somente considerar os processos estocasticos
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Gaussianos com média zero® , isto é, tais processos satisfazem as seguintes propriedades
) )

(€alt)) =0, 45
(&) &(t) = (E2() &) =0, 46
(€0 & (1) = Xas(t, V) (4.7)

Os processos que satisfazem as propriedades acima sdo chamados de processos Gaussianos
e Xag(t,t') é a funcdo correlagdo. Além disso, como estamos trabalhando com evolugoes
fisicas, os operadores V(t) devem ser hermitianos. A evolugao dindmica do operador
densidade se da pela equacao de Liouville-von-Neumann, na qual vamos considerar h = 1
d
dt

em que pg(t) representa o operador densidade resultante dos processos estocasticos.

pst(t) = =i [Hg + V (1), pet(t)] (4.8)

Escrevendo a Eq. (4.8) na representacao de interacao

d

D) = =i [V (1), e (1)] (4.9)

onde os termos apresentados sao

pss(t) = U(t, ) ga(t) U (8,1, (4.10)
T(t, ) = HstU(t, t) et (4.11)
40 =2 &tV (4.12)

com U(t,t") sendo o operador evolugao temporal
Ut,t)=T [ei Sy <HS+V<“>)] : (4.13)

em que 7 representa o operador ordenamento temporal. Conforme a Eq. (4.2), deve-se

tomar a média sobre as realizagoes estocasticas na Eq. (4.9)

A0 = 5 a0 = ~i [(V0pu(0)) ~ (a7 ()] (1.14)

20s momentos da distribui¢do sao definidos como
= a"p(x)
n

em que p(z) é a distribui¢do de probabilidade. Para o caso Gaussiano, os momentos se tornam

{7& 0, para n par,
Hn = ,
= 0, para n impar.

Os cumulantes da distribuicdo Gaussiana sao entao

k1= = (x)
Ko = g — iy = (2?) — (2)°.
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Para calcular os dois termos do lado direito da Eq. (4.14), devemos utilizar o teorema de

Novikov. (80,81) Assim, a média de um operador de ruido £(¢) e um funcional M([¢] é

M) =33 [ [l Con (5P )

n!
= n!

em que C,, sdo os cumulantes do ruido estocéstico (82) e o ultimo termo do lado direito é
uma derivada funcional. (83) Como vamos considerar somente processos Gaussianos de
média zero, o teorema de Novikov assume uma forma mais simplificada

[ty SMUEE DY
€O MUe N =3 [ (a0 g0y (LB

onde M ¢é o funcional do conjunto {&,(¢)}. Usando a Eq. (4.16) e a propriedade da
hermiticianidade de V()

V(t)=Vit) & D Vo =D &V, (4.17)

podemos encontrar uma forma de calcular as quantidades do lado direito da Eq. (4.14).
Utilizando a Eq. (4.12) e a Eq. (4.16), temos

(V) (1)) = D2 VAE@) (€a(0) (D))

a, B
o t / INY 7 5ﬁst(t)
—%/ dt'xap(t, 1)V (2) 565(t’)>’ (4.18)
em que Yo5(t,t') é definido como
Xes(t: ) = (&a(t) E5(t)) - (4.19)

O segundo termo do lado direito da Eq. (4.14) assume uma forma semelhante

(Pe(®)V (1)) = D2 (€(1) pu(1)) VI (1)

_ Z% /Ot dt'Xas(t, 1) <g§;t((;; > Vi), (4.20)

e consequentemente a equagao de Liouville-von-Neumann, Eq. (4.14), se torna

jtﬁ(t) = —i [(V()au(t)) = (Pu(OV(2))]

— _ZQZ:B /0 t dt' xas(t, t)VI(t) g?;ﬁ» +z‘§3 / Lt ap(t, ) <§§;t((;§> VIt)
_ _z'(%; /0 " dt'yas(tt) [j (t) gg;t((;» - <§§;t(<;;> V( )]
= —z'%/ot dt' Xap(t, 1) [f/(j(t), g?;t(g >] . (4.21)
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A proxima tarefa a ser feita é calcular a derivada funcional presente no lado direito da Eq.
(4.21). Para isso, serd utilizada a equagao de Liouville-von-Neumann na representacao de

interacao, a Eq. (4.9), que por simples integracao assume a forma

palt) = () i [ dr [V (), ()] (1.22)

Aplicando a derivada funcional, temos o seguinte resultado

0Pt (t dpst (0 [t 0 |/ D
pa(t) _ 0 (3—2/0‘” V(7). (7))

8s(t) st 0&s(t')
8ol o) on

em que foi aplicada a regra da cadeia (83) para a derivada funcional. Assumindo que o
estado inicial p(0) nao possui correlagdo, o primeiro termo do lado direito da Eq. (4.23) se
torna nulo. Adicionalmente, suponha que 7 < ', entao devemos alterar o limite inferior de
integracao do terceiro termo, sendo o novo limite ¢’. Usando a propriedade (83)
5506 (7—>
0&p(t)

o segundo termo do lado direito da Eq. (4.23) se torna

V() O[SaVaMest)] . sealr) B
08s(t) 5€5 (1) =2_Val7) )~ T =t). (42)

Desta maneira, aplicando os resultados obtidos acima na Eq. (4.23), obtemos

Pt _ / t dT{ l‘W(T) ﬁst(ﬂ} + lf/(f), Obu(7) }

= 5ag (7 — 1), (4.24)

0&a(t') 0&p(t') 0&p(t')
[ N7 () = ey 0Ps(T)
=— dré(r —t) |V, s — dr |V (1),
Z/o To(T ){ B(T),pt(T)} z/t/ T [ (1) 0
Ny N~ / . t ~ 5p~st(7—)
=— — —. 4.2
i [Va(t'), pult)] z/t/ dr [V(T), Set) (4.26)
Observe que para o tempo t = t/, temos a prépria condigao inicial
5ﬁst(t/) RV ATANPS /
= —1|V3(t), pst(t)] - 4.27
s = V) palt)] (4.27)
Aplicando a derivada temporal na Eq. (4.26), ela assume a seguinte forma
d 5ﬁst(t) . lN 5ﬁst@Y|
— =—1 |V(1), , 4.28
ase) |7 sem (4:2%)

que é idéntica a equacao de Liouville-von-Neumann, Eq. (4.9). Aplicando o resultado da
Eq. (4.27), temos que a solugao da Eq. (4.28) é

0pst(t) =y OPst(t) =
sear) ~ U0 gy U
= —iU(t,t) [Va(t), pa(t)] U2, 1). (4.29)
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Devido ao fato de U(t,t’) ser unitario, a dindmica tem a propriedade de inversdo temporal
pas(t) = U,1) gu (@) U8, 1) & puc(t') = U, ) pus (t) U (8, 1). (4.30)

Sendo assim, podemos calcular o termo pg(t') da Eq. (4.29)

5ﬁst( )
8s(t)

( { ( ) pst( )} UT(t7t,)

t)
v) Vo), UH(1,1) (8 U2, 0] T8, 1)

< V()T () pa(t) + i ()T (8, ) Va(#) T (1, )

£ W)U (8, ), (1) - (431)

[

Conforme apresentado na secao 3.3, a descri¢ao da equacao mestra é valida somente para o
caso de acoplamento fraco. Sendo assim, temos que impor novamente esta condi¢ao aqui, a
fim de satisfazer a dinamica fisica em questao. Tal condigao se traduz matematicamente na
imposicao de manter apenas os termos de ordem zero no operador de evolugao temporal,
isto é, U(t, ') ~ 1. (84) A Eq. (4.31) se torna

5ﬁ8t(t) Yy N~
= —i |V3(t), pst(t)] - 4.32
seo0) ~ VAt pul®) (4.32)
Aplicando a média sobre as realizacoes estocasticas na equagao acima, temos
6ﬁSt (t> . - / ~
= —1 |Vjs(t t 4.33
<5£5(t/> v [ /3( )ap( )} ( )

Substituindo o resultado na Eq. (4.21), obtemos a seguinte equacao diferencial para o

operador densidade do sistema
d v 5ﬁst (t)
% :—zZ/ dt'xap(t,t') lVJ(t),<5§B<t,)>]
S /0 dt’ xas(t,1) [VH(0), [Va(t'), (0)]] - (4.34)
a,

A préxima tarefa serd calcular o comutador triplo do lado direito da equacao. Para

isso, faremos uso da seguinte propriedade matemaética”
2[A,[B,C)|=2][A,B],C]+{{A,B},C} —2(ACB + BCA). (4.35)
Aplicando o resultado no comutador do lado direito da Eq. (4.34), temos
2 (Vi) [Va), p()]] = [V, Va®)], 5(1)]

+{VIO) Va(¥), p(t) } + {Va(> 1), (1)}
— 2 [VI(£) p(t) Va(t') + Va(t) p(t) Vi(B)] - (4.36)

PEm que foi utilizado a identidade de Jacobi: [A, [B,C]] + [B, [C, A]] +[C, [A, B]] = 0 e a relagao
(4, [B,C]] + (B, [4,C]] = {{A, B} ,C} — 2 (ACB + BCA). (84)
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Reescrevendo a Eq. (4.36) de modo a ela aparentar o termo nao unitario da equagao

mestra apresentada no capitulo 3, temos

VA, [T(t), 60]] = 5 [V, V()] (1)

N RN~

{Va(t) VE), p(t) } (4.37)
Substituindo na Eq. (4.34), a equagdo mestra se torna

L 5(t) = —i [Heee(t), 5(2))

dt
# 3 [ sttt [0 740 -
# 32 [ dtxastts ) [T20 50 7o) -
em que o termo Hgpp(t) é chamado de Hamiltoniano efetivo é definido como
Herp(t) = —; a}% / St s (1, 8) [V, V()] (4.39)

Vale mencionar que o Hamiltoniano efetivo desempenha um papel semelhante ao termo
de Lamb-Shift, apresentado na Eq. (3.132), no qual ele exerce apenas um deslocamento
na energia do sistema. Ele é hermitiano, Hgpp(t) = Hipp(t), dado o termo de interacao
V(t) é hermitiano, isto é, para cada a existe um f3 tal que as propriedades V| = Vs e
£ = &4 sejam satisfeitas. Podemos entdo aplicar estas propriedades na Eq. (4.38) para o

escrevermos os termos nao unitdrios na mesma base. Assim,

VI(t) = Vs(b), (4.40)
Vs(t) — Vi), (4.41)
o = a5 (4.42)
s — &q- (4.43)

Usando as transformagdes acima no terceito termo da Eq. (4.38), obtemos as seguintes

relagoes
(&®EE)) = (Calt)E5() = Xas(t', 1), (4.44)
V1) 5(0) Va(t) = Vi (8) o) Valt), (4.45)
AT VA0, 20} = 3 (V) Vi), o) (4.46)
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Assim podemos reescrever a Eq. (4.38)

;ltﬁ(t) = —i [Hgrr(t), p(t)]

3 [ dtnante.t) [Valt) o) Vi (6) -
a,f

+ 3 [ttt ) [T 50 Vi) 5 VEO o) o0} @an)
a,f

Assumindo que o sistema possui um espectro de energia discreto, podemos escrever os

operadores VI (t) e V5(t) na representacio de interacio
Vi) =Y Vi), (4.48)
Va(t) =Y e ™ Vs(w). (4.49)

Substituindo na Eq. (4.47), ficamos com

Zﬁ(t) — —i [Hypp(t), p(t)] + Zﬁ /0 "t s (1, 1) [Z e Vy(w) p(t) Zje"“’tVJ (w)

_ ;{Z VW) Y eV (w), ﬁ(t)H

w’ w

(.d,

+ 2% /Ot dt'xap(t',t) [Z e Vs (w) pt) > eiwlt,VJ(w')

- 1{2 e IVIW) Y e (W), ﬁ(t)H . (4.50)

2 |5

Colocando os termos das exponenciais em evidéncia

d . . .
%,0(75) = —i [Hgrr(t), p(t)]
t : ’ / ]_
+> 2 / dt’ Xap(t, 1) € HY {VB(W)ﬁ(t) Viw) - 3 (Vi) Vs(w), ﬁ(t)}}
a, B, w,w’ 0
t : 147 ]_
+ 58 [dtxast 1) e [Valw) a0 VI — 5 V@) Vale), )]
a, B, w,w’ 0
(4.51)
Fazendo a translacao temporal ¢ — ¢t — 7 e consequentemente dt’ = —dr, entdo

Cclitﬁ(t) = —i [Hgpr(t), p(t)]

t y !/ . ] , -
+ Z Z /0 dr {Xaﬁ (t, t— 7') W' —w)t jiwT + Xag (t s t) ol W)t ,—iw T] o

a7187w7w,

1

< Vi) () Vi) = 5 {VI) Vo) 50} (452

De forma equivalente ao que foi apresentado na Sec. 3.3.2, vamos aplicar a aproximacao

secular em que somente os termos de frequéncias iguais, w = w’, sobrevivem. Desta forma,
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a equacao mestra se torna

9 5t) = ~i [Heee (1), 5(0)] + | 7 [Xas(tit — ) €T 4 Xaalt — 7,8 7] x
x [Vale) 50 Vi) - 5 (Vi) Vi), 50)}]. (4.53)
em que definimos
Hags(t) = [ 07 [raaltst = 7)€" 4 xaglt = 7,0) 7] (150)

Com esta aproximagao e utilizando as Eqgs. (4.48) e (4.49), o termo do Hamiltoniano

efetivo, Hgpp(t), se torna

Higpp(t) = / dt'xap(t, 1) V() , Va(t)]

l\:)\@

/ dt'Xas(t, 1)) [ZethT( ), ;eiwt/vﬁ@;)l

/ ' Xas(t, 1) Ze—wtz —t [V w) , Va(w)]
Z / dt' ey as(t,8) [V ), Va(w)] . (4.55)

l\:)\@

||
QM :M@ 0

A equagao mestra presente na Eq. (4.53) pode ser entao escrita como

S0(t) = —i [Here(t), (1)
# 30 ) [ o Vi) = 5 (Vi) o0} s

Retornando a Eq. (4.56) para a representacao de Schrodinger, obtemos finalmente a

equagcao mestra do sistema

d

%ps(t) = —1 [HS + HEFF@)? Ps(t)]
1

£ nat) [Val) ps() Vi) = 5 {VI@) Valw), ps(®}] . (457)

o, B,w

Semelhante a deducao da equacao mestra apresentada na Sec. 3.3, temos que os
coeficientes 1,4, (t) representam as taxas de decaimento do sistema devido a interagao do
mesmo com o bombeio estocéstico classico, induzindo assim decoeréncia no sistema. O

termo Hgpp(t) é chamado de Hamiltoniano efetivo e é definido como
Hygr (1) = = z / i’ Xapt, 1) [V1(2) . V()]

=2 % [t Ox (e t) Vi), Vi) (458)

aﬁw
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sendo xaps(t,t') a funcdo correlacao para processos estocasticos Gaussianos e Vi) e Vg(t’ )
os operadores do bombeio estocastico classico. De forma analoga a apresentada na Sec. 3.3
temos que [Hg, Hgrr(t)] = 0, fazendo com que o primeiro termo da Eq. (4.57) represente
apenas um deslocamento nos niveis de energia do sistema, podendo ser ignorado pois
estamos interessado somente na dindmica do sistema. Adaptando a relagdo obtida na Eq.

(3.135) para o caso do bombeio estocastico

[Hg, Vo(w)] = —wV,(w), (4.59)
[Hs, Vi(w)] = wViw), (4.60)
(4.61)

obtemos a seguinte relacao de comutacao

[Hs, [Viw), Va(w)]] = [Hs, Vi(©)Vs(w) = Va(w)Vi ()]
= [Hs, Vi(@)Vs(w)] = [Hs, Va(w)Vi ()]
= [Hs, V()] Va(w) + Vil () [Hs, Vs(w)] — [Hs, Vs(w)] Vi (w) = V() [Hs, V](w)]

[0}

= WV (w)Vs(w) — wVI (W) V(w) + wV(w) Vi (W) — wVs(w)Vi(w) = 0. (4.62)
Assim, a relagdo de comutacao entre os Hamiltonianos do sistema e efetivo é

1 ¢ by
[Hs, Hepp (1)) = —5 > /0 dt'e“yap(t ) [ Hs, Vi), Va(w)]] =0, (4.63)
a, B,w
Vale ressaltar que foram utilizados processos Gaussianos pois desta forma é possivel

aplicarmos o teorema de Novikov. (83,85)

4.2 Evolucao conjunta

Nesta secao vamos somente apresentar o resultado da combinagao das equacoes
mestras referente ao banho térmico e o bombeio estocastico classico. A demonstracao
detalhada da dindmica conjunta pode ser vista na Sec. 6.2.3. Assim, somando-se a equagao
referente ao reservatério térmico, Eq. (3.139), e a equagao referente ao processo estocastico,
Eq. (4.57), temos a dindmica combinada. Escolhendo a mesma base para os operadores
de interacao do sistema com o banho e os processos estocasticos, isto é, A,(w) = V,(w),

tem-se

C‘litps(t) — —i [Hg + Hys + Hepp(t), ps(t)]

3 aal®) [V s Vi) — 5 (V@) Vatw) ps@)] . (400

a’ﬂ?‘d

em que Yopu(t) = Napw(t) + Vap(t) representa a perda das propriedades quanticas do
sistema tanto devido ao bombeio estocéastico como pelo reservatério térmico. Conforme

serd apresentado na Sec. 5.3.3, se a equagdo mestra estiver escrita em uma base canonica,
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seus coeficientes 7,4, (t) podem ser usados como uma medida de ndo Markovianidade.
Enfatizamos este fato, pois esta medida sera utilizada na Sec. 6.2.3 para mostrarmos como

a nao Markovianidade é gerada através de um bombeio estocéstico classico.

4.3 Exemplos
4.3.1 Atenuagao de amplitude

Como primeiro exemplo, vamos aplicar as ferramentas matematicas desenvolvidas
na Sec. 4.1 e construir a equacao mestra desejada. Considere um ¢-bit sobre a agdo de um
bombeio estocéastico V (t) com frequéncia w. Assim, o Hamiltoniano do modelo pode ser
escrito como

H(t)=Hs+ V()
Wo

= Sos+i e ut)oy — et (t)o_] (4.65)

em que wy ¢ a frequéncia do sistema, o, e o_ sao operadores criagdo e destruicdo do
sistema, o, é a matriz de Pauli, oy = (0, £i0y)/2 (51) e u(t), u*(t) sdo ruidos Gaussianos

com média zero. Trabalhando com o termo de bombeio

V(t)=1 {e_mu(t)mr — ei“’tu*(t)a_} =LV + &(1)Va, (4.66)

sendo
E1(t) = e ™u(t), (4.67)
& (1) = e'ut(t). (4.68)

Escrevendo o termo V' (¢) na representacao de interagao

V(t) = &(OVi(t) + &(t)Va(t), (4.69)

na qual os operadores acima sao definidos como

Observando as equacoes acima podemos determinar as relagoes
Vi(wo) =0, Va(wy) =0, (4.72)
‘/1(—(,00) =04, ‘/Q(CUO) =0. (473)

Lembrando a definicao da correlacdo x.s(t, '), estas se tornam

Xag(t 1) = <€*( ):&5(t)) (4.74)
xar(t, 1) = e (wr(tyult')) (4.75)
Xia(t, 1) = e (wr (1)) (4.76)
X1 (1) = e (u(tu(t) (4.77)
Xoo(t, 1)) = e ) (u(t)u*(t)) . (4.78)
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Lembrando da Eq. (4.6)

(Ca(t)és(t)) =0, 4.79)
(&®&E) =0 (4.80)
Assim, os tnicos termos remanescentes serao
xu(t, 1) = e (w (Hu(t)), (4.81)
Xao(t, 1) = e @ (u(t)u (1)) . (4.82)

Assumindo que as fungoes de correlagao sao homogéneas no tempo, isto é, elas s6 dependem
da diferenga de tempo de t —t'. As correlagoes entao podem ser escritas como (u*(t)u(t')) =
(u(t)u*(t")) = S(1), em que 7 =t — t'. Assim, as taxas de decaimento (coeficientes da

equagao mestra) sao

t .
NaBwo (t) = /0 dr [Xoéﬁ( ) 1w T + XQB( )6*%007} ’ (483)
t ) ‘
T, 100 (t) - / dr [Xll(T)eszT + XH(_T)e—’Lon]
_/ dTS T piwoT + o TIWT o= ion)

—9 /0 dr S(7) cos [(w + wo) 7] - (4.84)

De forma equivalente para o termo (o =1, = 1, —wp)°

t ) '
7717177‘*’0 (t) = / dT |:X11<T>672WOT + Xll(—T)e’LWOT:|
_/ dTS EIwT o —iwoT + e*iun—eiwoq—>
= 2/ dr S(7) cos (Awr)
0

= n(t). (4.85)

em que Aw = w — wy. Para o termo (a = 2,5 = 2,wy)

t .
112,2,wo (t) == / dr [X2 ( ) woT -+ X22( )e—lwo'r:|
—/ dr S _“"T Zon‘f—GMTe_ZwOT)
= 2/ dr S(7) cos (AwT)
0

= n(t). (4.86)

¢A seguir fica claro o porque definimos o termo 7(t) apenas para os casos em que (« = 1,5 =
1,—wp) e (e = 2,8 = 2,wp). Spoiler: pois somente estes termos estdao associados aos operadores
Vi (wp) nao nulos na construgao do Lindbladiano.
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E para o termo (a = 2,3 = 2, —wy)
ot = [ [We—w e
—/ dr S() (e ™“Te ™07 4 eiwreiwor)

= 2/0 dr S(1) cos [(w + wp) 7] . (4.87)

Por fim, devemos calcular o termo do Hamiltoniano efetivo, presente na Eq. (4.55)

Hepp(t J/ a0y (t,1) [V (@), Valw)] . (4.88)

a,Bw

Usando as Eqs. (4.70) e (4.71) podemos calcular os comutadores do lado direito da equagao

Vi@, Vi) = e o, 0]

= —e oty (4.89)
Vi (1), Va(t)] = e 7o) [o_ o ] =0, (4.90)
V(1) i(t)] = e [0, 0,] =0, (4.91)
Vi (1), Va(t)] = e [y, 0]

= oty (4.92)

O Hamiltoniano efetivo é entao escrito como
7t - - - -
Hyrr (t) = —5 / dt' {xan(t, 1) [V (8), Vi(t)| + xaa(8,0') [V3 (), Va ()]}

2 dt[ X (£ )00 oy (£, #)e0 | o,

- 2/ A [ =) (1) + e Gt ()] o
i 0 i(w—wo)T —i(w—wo)T
= —5 [ (=dn) S(7) [—eiemor - etmar] g,
0
:/ dr S(7)sin (AwT) 0,
¢
¢
= —/ dr S(7) sin (Awr) 0,
0

_II(t)
2

o (4.93)

em que usamos a transformagao temporal 7 =t —t' e Aw = w — wy. Todavia, lembrando
das Eqgs. (4.72) e (4.73), vemos que os termos Vi(wy) = Va(—wp) = 0, restando assim
apenas os termos proporcionais a (o = 1,5 =1, —wp) e (o = 2, 5 = 2,wp) no Lindbladiano.

Aplicando os resultados obtidos na Eq. (4.57), obtemos a equacao mestra desejada

d

%ps(t) = 4 {(wo —T1(¢)) %, ps(t)

2
+1(0) [0 pstt) o — 5 {0 o ps(0)}] (1.91)

7 ps(t)0- 3 {004, ps())

+n(t)
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4.3.2 Oscilador harmonico

O proéximo exemplo é o caso de um oscilador harmonico sobre a influéncia de um

bombeio estocastico com frequéncia w. (44,86) Seu Hamiltoniano ¢é escrito como
H(t)=Hs+ V(t)

= woa'a + [e’i“tu(t)aT - ei“tu*(t)a} ) (4.95)

na qual wy é a frequéncia do sistema, a e a' sdo operadores criacdo e destruiciao do sistema
e u(t), u*(t) sdo ruidos Gaussianos com média zero. Trabalhando com o termo do bombeio

estocastico
V(t) = [e“u(t)a’ — e*tur(t)a] = &(HVI + &(H)Va. (4.96)

E possivel observar que o exemplo atual é equivalente ao exemplo da atenuacio de
amplitude, conforme apresentado na Sec. 4.3.1. Bastando fazermos a seguinte transformacao

para adaptarmos os resultados obtidos neste modelo

o, —al, (4.97)

o_ —a. (4.98)
Escrevendo o termo do ruido na representacao de interacao
V(t) = &(OVi(t) + &(t)Va(t), (4.99)

em que os operadores & (t) e Vi (t) sdo

Com as Egs. (4.102) e (4.103) podemos escrever os operadores Vj(wp) como

Vi(wo) =0, Va(wy) = a, (4.104)
Vi(=wo) = a', Va(wo) = 0. (4.105)

Com isso temos que somente os termos (« = 1,5 = 1, —wp) e (« = 2,5 = 2,wp) sdo
diferentes de zero no Lindbladiano. Como os operadores £(t) s@o iguais, as taxas de
decaimento da equagao mestra (coeficientes da equagao mestra) também sao idéntico as
Eqgs. (4.85) e (4.86)

M) =2 | " dr S(r) cos (Awr) = (1), (4.106)

Mo (£) = 2 /0 e S(r) cos (Awr) = (1), (4.107)
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em que Aw = w — wy. Como a relagdo de comutagao neste caso muda, temos que adaptar

o Hamiltoniano efetivo

oy, 0| =0, — [a,aq =1, (4.108)
VI (6), Va(t)] = e o) [a, o]
—ewo(t=t0q (4.109)
Vi (1), Va(t)| = e 70"+ [a, 0] =0, (4.110)
VA (), Va(t)] = e |af, af| =0, (4.111)
740, 70)] = - [
= —eol=, (4.112)

O Hamimltoniano efetivo é entao

HEFF(t) — _; /Ot dt’ {Xll(t, t,) {VlT(t)’ ‘71(75/)} + X22(t, t,) {V;(t), ‘72(75/)}}
= —%/t (—dr) S(7) {ei(“’_wO)T _ e—i(w—wo)f] 1
= - /to dr S(7)sin (AwT) 1

= /Ot dr S(7)sin (AwT) 1

I1(t)
2

1, (4.113)

em que usamos a transformacao temporal 7 =t —t' ¢ Aw = w — wy. Entretanto, como
o Hamiltoniano efetivo é proporcional ao operador identidade, [Hgpr(t), ps(t)] = 0, ndo

contribuindo dessa forma para a dindmica do sistema. A equacao mestra do modelo se

torna
jtps(t) =—i [woaTa, ps(t)} + n(t) {aT ps(t)a — ; {a al, pg(t)}]
+1(t) [a ps(t)a’ — ; {d'a, Ps(t)}} : (4.114)

4.3.3 Atenuacao de fase

Outro exemplo apresentado é uma atenuacgao de fase. O Hamiltoniano que descreve

o modelo é

H(t) = Hg + V(1)

- %UZ +ut)o,, (4.115)

Escrevendo o termo do ruido estocastico

V(t) =u(t)o, =£()V, (4.116)
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em que £(t) = u(t). De forma equivalente a Sec. 3.4.3, o modelo apresenta uma solugao
exata. Todavia, como V' (t) possui somente um termo u(t) este deve ser real, isto é, u(t) € R.
Ainda, como a relagdo de comutacao entre o Hamiltoniano do sistema e o termo de bombeio
estocastico é

wo

[Hs, V(1)) = u(t) [0 0] =0, (4.117)

o termo V(t) ndo evolui no tempo e sua representacao de interacdo possui o vinculo
V(t)=V(t) e V(w=0) = 0.. Assumindo novamente que as correlacdes sio homogéneas

no tempo (u*(t)u(t')) = (u(t)u*(t')) = S(7), o coeficiente da equagdo mestra é

mo(t) = /Ot dr [X(t, e 4 (¢, t)efinT]
= /Ot dr [(u*(t)u(t'» eiwoT + (u(t)u*(t’)> eﬂ-wm}

t
:/ dr S(7) cos (woT) . (4.118)
0
Como a relacdo de comutacao do operador V() = V (t) é
Vi), V()] = [0z, 0.] =0, (4.119)

o Hamiltoniano efetivo é nulo, Hgpp(t) = 0. Assim, a equa¢ado mestra pode ser escrita

como

Sostt) = =i [ Lo ps(t)] + m(t) o ps(0) 0. — ps(0)] (4.120)

em que usamos o fato

{02, ps()} = 5 {1 ps(t)} = ps(o). (4.121)

DO | —
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5 MARKOVIANIDADE QUANTICA

Neste capitulo serao discutidos algumas das principais defini¢bes de Markovianidade,
tanto no contexto classico como quantico. Além disso, serao apresentadas algumas medidas
de nao Markovianidade quantica presentes na literatura. (3,17) Mais detalhes acerca de

processos Makovianos podem ser consultados na Ref. (87)

5.1 Markovianidade classica
5.1.1 Definicao

Uum processo estocastico nada mais é do que do que uma familia de variaveis
aleatdrias que evoluem no tempo, isto é, {X(¢),t € T'C R}. Com isso em mente, podemos

definir um processo Markoviano (17)

Defini¢ao 3 (Processo Markoviano) Um processo estocastico {X (t),t € T} € dito ser
Markoviano se a probabilidade da varidvel aleatoria X assumir um valor x, para um
tempo t,, sendo que para um tempo anterior t,_1 ela assumiuv um valor x,_1, na qual as
probabilidades de escolha dos valores possiveis de X ndo sao afetados para tempos anteriores

at,_ 1. Esta definicio pode ser formulada em termos das probabilidades condicionais
P(l’n, tn’xnfb tnfl; ...y X0, to) = P(l’n, tn’l’nfl, tn,1>, (51)

em que {t, > t,_1 > ... > to}. Em outras palavras, um processo Markoviano é um processo
na qual seu estado futuro depende somente do estado atual, ndo possuindo assim efeitos

de memoria dos valores passados da varidvel aleatoria X .

Considere um processo Markoviano em que P(x3, t3|za, to; x1,t1) = P(x3, t3]xs, ta),

em que t3 > ty > t; sdo trés tempos consecutivos. Usando a defini¢ao da probabilidade

condicional st ; 0)
T3,13;T2,12;T1, 11
P(x3,t3]|ze,to; 21, 11) = : 5.2
(23, tslaz, ta; 21, t1) P(xg,t9;21,1) (5:2)
temos que
P(xs, t3; w0, to; 21, t1) = P(xs, t3|xg, to; 21, t1) P22, ta; 21, t1)
= P(Q?g,tg‘l’z,t2>P($2,t2’.§C1,t1)P<I1,t1>. (53)

Fazendo a soma sobre x5 e dividindo ambos os lados por P(x1,t;), resulta na equagao de

Chapman-Kolmogorov (17)

P(.Tg,tgl.ﬁ(?l,tl) = ZP(Z’:},,t3’l’2,t2)P(I2,t2|Q?1,t1). (54)

z2

Ainda podemos relacionar a Eq. (5.4) com o seguinte teorema (17)
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Teorema 4 Uma familia de probabilidades condicionais P(xy,t,|Tn—1,t,—1) satisfazendo
a Eq. (5.4) pode ser considerada como uma probabilidade condicional de um processo

Markoviano, na qual t,, > t,_1.
A prova do teorema acima pode ser encontrada na Ref. (17)

5.1.2 Matriz de transicao

Vamos agora mostrar que existe uma relagao direta das probabilidades condicionais
da equagao de Chapman-Kolmogorov, Eq. (5.4), com a chamada matriz de transi¢ao. No

caso dos processos Markovianos podemos escrever
T(Ig,t2’$1,t1) = P(I‘Q,tg‘l’l,t1>, (55)

em que T'(xq,ta|x1,t;) é chamado de matriz de transigao ou propagador. (2,17) O propaga-
dor pode ser intepretado simplesmente como uma transicao de um estado x; no tempo t;
para o estado xo no tempo ty. (2) Entretanto, para processos ndo Markovianos a Eq. (5.5)
nao é satisfeita, pois P(xq,ts|x1,t;) depende dos valores que a varidvel aleatdria assume
para tempos anteriores a t;. (17) Assim, como os processos Markovianos nao possuem

efeitos de meméria, a Eq. (5.5) sempre é satisfeita.

Considere uma matriz de transicao T'(xo, ta|x1,t1) que relaciona a probabilidade

da variavel aleatoria X nos tempos t; e ty

P(.%‘Q,tg) = ;T(xg,tﬂxl,tl)P(xl,tl). (56)
2
Devido ao fato que Y, P(z2,t2) =1 e P(xg,t3) > 0, temos
ZT(‘I%tQ‘wlatl) - 17 (57)
T(IQ, t2’$1,t1) Z 0. (58)

Assim, as matrizes que satisfazem as propriedades descritas acima, sao chamadas de

matrizes estocésticas. (17)

Com as Egs. (5.4) e (5.5), podemos reescrever as condigoes de normalizagao,
positividade e a equacao de Chapman-Kolmogorov para um processo Markoviano. Observe

o corolario a seguir (17)

Corolario 1 Seja {X(t),t € T} um processo Markoviano. Entdo a matriz de transi¢io

satisfaz as propriedades

ZT(LEQ,t2|Z'1,t1) = 1, (59)
T2
T(I’Q,t2|$17t1) Z 07 (510)
T(xs,ts|wr,t1) = Y T(ws, ts|wa, t2)T (2, ta] 1, 1), (5.11)

em que ts > to > t1.
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A Eq. (5.11) também é chamada de equagao de Chapman-Kolmogorov e pode ser inter-
pretada como o processo se inicia no estado x; no tempo t; e entao evolui para o estado
x3 no tempo t3, passando em algum estado intermedidrio z no tempo ts. (2) Assim, a
probabilidade do estado transicionar de (zq,t;) — (z3,t3) pode ser escrita como uma
composicao da probabilidade de transi¢ao de (z1,t1) — (22,t2) e (z2,t2) — (23, 13), onde

foi somado todas as possibilidades de estados intermedidrios z,. (2)

Existe também uma relacao entre processos Markovianos e divisiveis. Assim, pode-

mos enunciar a seguinte defini¢ao (17)

Defini¢ao 4 (Processo divisivel) A matriz de transicao de um processo estocdstico
{X(t),t € T}, que satisfaz as Eqs. (5.9), (5.10) e (5.11) é dita ser divisivel.

Entretanto, existem processos divisiveis que sdo ndo Markovianos (17). Para deixar um
pouco mais clara esta ideia, vamos apresentar um exemplo deste caso (17,78,88). Seja
{X(t),t € T} um processo estocdstico, tal que X (t) = {0,1} e trés tempos t3 > ty > t;.

Definindo a probabilidade conjunta

1
- (6I3,0 5:62,0 52?1,]. + 55!23,0 51‘2,1 5901,0 + 5I3,1 6:62,0 5931,0 + 5:63,1 5932,1 511,1) .

P(xs,ts; 20, t2; 01, t1) = 1
(5.12)

Calculando as probabilidades marginais P(x3,ts; Za,t2) = P(x9,ts;x1,t1) = 1/4. Assim,
temos
P(x3,t3; w0, to; 1, 1)
P(x9,t2;71,11)
= 025,0 02,0 01,1+ 023,0 0p,1 01,0 + 03,1 02,0 01,0 + Oz,1 0,1 Oy 1+
(5.13)

P(x3,t3]xe, to; w1, t1) =

Como P(1,t3]0,t2;0,t1) = 1 e P(1,%3]0,%2;1,¢1) = 0, o processo é dito ser nao Markoviano.
Todavia, as matrizes de transicao sao

P(xs,t3; 20,1 1
T(l’g,tg’fﬂg,tg) = <P3(;Ez t22) 2) = 5, (514)

e de forma andloga, T'(xo, ta|x1,t1) = T(x3,t3|x1,t1) = 1/2, que mostra que as condigoes
impostas nas Eqgs. (5.9), (5.10) e (5.11) sdo satisfeitas. Assim, o processo ¢ dito ser divisivel,
porém nao Markoviano. Outros exemplos de processos divisiveis e nao Markovianos podem

ser encontrados nas Refs. (89-91)

Por fim, mostraremos um resultado ttil que relaciona a norma-L; com a matriz de
transicao de um processo Markoviano. Primeiramente lembrando que a norma-L; para

um vetor qualquer v(z) é definida como
(@)l = >_Jv(z)]. (5.15)

Assim, para uma matriz de transicdo temos o teorema conforme segue (17)
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Teorema 5 Considere T'(xo,ts|x1,t1),t2 > t1 uma matriz de transi¢io de um processo
estocastico qualquer. Tal processo pode ser considerado divisivel se, e somente se, a norma-

Ly nao aumenta quando T(xq,ts|x1,t1) € aplicado ao vetor v(z)

> T(a, to|z, t)v(z1)

1

< Jlo(@2)llh = D _lv(z2)]. (5.16)

1 T2

A prova do teorema se encontra na Ref. (17) A norma-L; de um dado vetor v(x) se torna

util, pois ela é capaz distinguir corretamente duas distribui¢bes de probabilidade (17)

[o(@)[ly = [lapa(z) = (1 = @)pa() |1, (5.17)

em que q e 1 — ¢ sdo as probabilidades de uma certa variavel aleatoria X ser distribuida
pelas probabilidades pi(x) e pa(x), respectivamente. No caso em que as distribuigoes sdo

igualmente provéveis, ¢ = 1/2, temos

[o() [l = ;le(:l:) — p2(2) |1, (5.18)

conhecida como distancia de Kolmogorov, distdncia-L; ou distdncia variacional. (17)
Conforme veremos na se¢ao a seguir, ela serve de base para a medida de nao Markovianidade

quantica, chamada de distancia de traco.

5.2 Markovianidade quantica

Para o caso quantico, as defini¢des de Markovianidade se tornam mais complexas,
visto que a propria mecanica quantica possui certas regras e postulados proprios. Antes de
apresentar as defini¢des da Markovianidade quéantica, serdao enunciadas algumas importantes
defini¢oes que serdo tteis ao longo desta tese. Seja €4 : L(Ha) — L(H4) um mapa CPTP

e p(ty) € L(H4) um operador densidade, entao a evolugdo dindmica se da por
Etrto)[p(to)] = D i Eerto) [IF) (K], (5.19)
k

em que {|k)}r=1. 4 ¢ uma base do espago de Hilbert. Considere que a evoluc¢ao dindmica

pode ser composta da seguinte forma de mapas dindmicos

5(753,751) = g(t37t2) g(tz,h)a com t3 > t2 > tl- (520)
Assim, podemos formular a seguinte defini¢ao geral de processo P-divisivel (17)
Defini¢ao 5 (Processo P-divisivel) Um sistema quantico sob a ag¢ao de mapas lineares

que preservam o trago {Eyy i), te > t1 > to} € dito ser P-divisivel se, para qualquer ty e ty,

E(ta,t1) € um mapa positivo e satisfaz a Eq. (5.20).

Além disso, vamos enunciar outra definicao necessaria para a construgao das defini¢oes de

Markovianidade, a distancia de traco
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Defini¢ao 6 (Distancia de trago) Considere dois estados quanticos py e ps, entio a

distancia de traco entre os dois estados € definida como

1
D(p1,p2) = 5” p1—p2 I, (5.21)

sendo || X |l = Trv/ XX a norma trago. Assim as defini¢oes de Markovianidade podem ser
enunciadas de forma adequada. Vale destacar que héa varias defini¢des sobre nao Markovi-
anidade na literatura, conforme podem ser vistas nas Refs. (2,3,6) Serdao apresentadas

apenas as duas defini¢gbes mais conhecidas, a Rivas, Huelga, e Plenio (RHP) (19) e a
Breuer, Lane e Piilo (BLP) (45,52)

Defini¢ao 7 (Definicao RHP) Seja um sistema qudntico sujeito a dindmica de uma
familia de mapas lineares que preservam o trago, {Euy ), t2 > t1 > to}. Tal sistema € dito
ser Markoviano, ou simplesmente divisivel (92), se para cada t; e ta, Eu,y1,) € um mapa

completamente positivo e satisfaz a Eq. (5.20).

Outros trés importantes teoremas sobre processos quanticos Markovianos serdo
enunciados a seguir, sendo o primeiro importante para demonstrar as diferencas entre as
defini¢coes de Markovianidade RHP e BLP, e os dois tltimos importantes para a definigao

da medida de Andersson, Cresser, Hall e Li (ACHL) de ndo Markovianidade, que serd

apresentada posteriormente na se¢do 5.3.3. Assim sendo, temos

Teorema 6 Uma evolugio quintica {E,4,),t2 > t1 > to} € Markoviana se, e somente se,

para todo ty e ty, com ty > tq,
H [5@271&1) ® ﬂB] (X) Hl <[ X |1, (5.22)

para qualquer operador Hermitiano X € L(Ha, Hp). (17)

Como para um processo quantico Markoviano &, ) ¢ completamente positivo para
qualquer tp > t1, assim o mapa &, ) ® 1p € positivo. O processo de demonstracao pode

ser consultado na Ref. (17) O préximo teorema ¢ enunciado conforme abaixo

Teorema 7 (Gorini-Kossakowski-Susarshan-Lindblad) Um operador L; é o gera-
dor de um processo quantico Markoviano (ou divisivel) se, e somente se, ele puder ser

escrito na sequinte forma

) £ lp(0)] = 5 L), pl0)] + 3 000) [Velt) o0V 1) — STV 1), 00}

k
(5.23)
onde H(t) e V(t) sao operadores dependentes do tempo, e Y(t) > 0 sdo chamados de

coeficientes da equacao mestra.
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Tais coeficientes 7 () serao melhor explorados no capitulo 6. O teorema acima foi desen-
volvido por Kossakowski e coautores (64,93) e independentemente por Lindblad. (94) Por
fim o terceiro teorema trata acerca dos coeficientes da equagdo mestra, que conforme sera
visto na secao 5.3.3, pode ser usada como medida de nao Markovianidade. Considere que

a FEq. (5.23) esteja escrita em uma base candnica ortogonal, entao

Teorema 8 A dindmica gerada pela Eq. (5.23) é
(i) CP-divisivel se, e somente se vy (t) > 0, para um dado k et > 0.
(ii) P-divisivel se
Xk:%(f) | {(m| Vi(t) [n) [* > 0. (5.24)

para m # n,t >0 e uma base ortonormal {|n)} do espago de Hilbert. (95)

Os teoremas 7 e 8 sao importantes pois através deles podem-se construir uma medida que
foi utilizada para medir o quanto de nao Markovianidade um sistema produz devido a

injecdo de um bombeio estocastico no mesmo. Os resultados estao presentes no capitulo 6.

A outra definicao de Markovianidade, chamada BLP, se baseia no comportamento
monotonico decrescente da distancia de traco, em outras palavras, na perda de informacao
de estados quanticos para o ambiente. (42,45) Se por ventura a distancia de trago apresentar
um aumento em seu valor, isto indica de que alguma forma parte da informacgao esta

retornando ao sistema.

Defini¢ao 8 (Defini¢do BLP) Uma evolug¢io qudintica dada por um mapa dindmico
E(tar), € Markoviana se a distancia de trago entre dois estados iniciais py e py decair

momnotonicamente com o tempo.

Conforme visto no teorema 6, para uma dinamica Markoviana &) ¢ um operador
Hermitiano X € L(Ha, Hp), a quantidade || [Ey) ® 1](X) |1 decai monotonicamente
com o tempo, pois a norma trago do mapa dinamico & ;, ® 1 atuando no operador X
sempre ¢ menor ou igual a norma trago de X. Assim, || £q4,)(X) [[1 também se comporta

da mesma maneira. Escolhendo entdo o caso em que X = ( p; — p2)/2, temos
H S(tzﬂfo)(X) ”1 < ” g(tl,t0)<X) ”1’ to > 11, (525)

que se reduz na prépria definicao BLP
| p1(t2) = p2(t2) [l < [ p1(t1) — p2(t1) |- (5.26)

A distancia de trago é monotonicamente decrescente para canais quanticos e também
para mapas CP-divisiveis. Assim, a dinamica Markoviana RHP também é considerada
Markoviana BLP, nao sendo verdade o caminho inverso. (17,40,96,97) Seja X € L(H)
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um operador hermitiano e &4,y € L*(H) um mapa dindmico. Tal mapa é P-divisivel se, e
somente se, a norma trago ¢ monotonicamente decrescente

& )], <o (5.27)

1

Escolhendo X = p; — po, que também ¢é hermitiano, temos que para mapas inversiveis®, a

P-divisibilidade é conforme a equac¢ao abaixo

;lt |Ewio (o1 = p2)]|, < 0. (5.29)

Mapas inversiveis sao Markovianos BLP se, e somente se, eles forem P-divisiveis (95, 98).
Como a definicao de um processo Markoviano RHP esta associada com a propriedade do
mapa ser CP-divisivel (defini¢ao 7), e este ser um caso especial de um mapa P-divisivel, toda
dindmica Markoviana RHP também é BLP, nao valendo a afirmativa inversa. (17,40,96,97)
No contexto da dindmica nao Markoviana o cenario se inverte, pois a nao Markovianidade

BLP é um caso especial da nao Markovianidade RHP.

Conforme apresentado, processos Markovianos RHP e BLP estao associados com
mapas CP-divisiveis e P-divisiveis, respectivamente. Assim, do ponto de vista do teorema 8,
para termos uma dinamica Markoviana RHP todos os coeficientes da equacao mestra devem
ser positivos, enquanto que para a BLP temos que a soma de todos os coeficientes deve
ser positiva. Para processos nao Markovianos RHP, basta que apenas um dos coeficientes
deve ser negativo, enquanto que para a BLP a soma deles deve ser negativa. Este fato sera

explorado no Cap. 6.

Outras formalizacoes e discussoes acerca da nao Markovianidade quéntica podem

ser encontradas na Ref. (99)

5.3 Medidas de ndo Markovianidade

Nesta secao apresentaremos algumas das principais medidas de nao Markovianidade
presentes na literatura. Entretanto, vale ressaltar que hoje existem intimeras medidas que
podem encontradas nas Refs. (17,19-21,40,41,45,46,100-103)

5.3.1 Medida Rivas, Huelga e Plenio (RHP)

Os resultados apresentados nesta segao sao baseados na Ref. (17), sendo reproduzi-
dos por clareza de exposicao. Conforme visto na se¢ao 5.2, a definicdio de Markovianidade

proposta se baseia na divisibilidade do mapa dindmico quantico. Assumindo um mapa

aUm mapas £ é dito ser inversivel se vale a relagao

g(t37t1) = g(t37t2)g(t27t1) = 5‘(153,152) = 5‘(153,151)5(;21,151)v (5.28)

em que t3 > tg9 > 17.
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CP-divisivel da seguinte maneira

g(t27t0) = g(tz,tl) g(tl,to) < g(tzﬂjl) = g(tz,t()) g(;ll,toﬁ com tQ Z tl Z t(], (530)

a ideia desta medida ¢ quantificar o quanto a dindmica intermediaria, &g, 4,), deixa de ser

CP. (17) Assim, podemos construir uma medida de ndao Markovianidade.

Seja |®) o estado maximamente emaranhado entre duas cépias do nosso sistema,

em que
1 d—1

) = 3 ) ). (5.31)

Desta maneira, conforme a definicdo 2 o mapa admite uma matriz de Choi da forma
(o) ® 1] (1) (@) (5.32)

O teorema de Choi nos assegura que £, +,) ¢ completamente positivo se, e somente se, a
matriz da Eq. (5.32) é positiva semidefinida, ou seja, {5(t2,t1) ® 113} (|®) (®]) > 0. Como
E(t,,4) também preserva o trago, a norma trago da Eq. (5.32) nos fornece uma medida de

E(t2,4,) nao CP. Sendo assim,

= 1, se g(tg,h) é CP,

| [ @ 18] (12) (@] |, (5.33)

> 1, caso contrario,

em que para a igualdade temos um processo divisivel e o caso abaixo quando o processo ¢é
nao divisivel. Podemos entao definir a medida de ndo Markovianidade como (19)
| € teny @ Lp| (|2) (P) [l1 — 1
g(t) = lim fieren ©1s) , (5.34)

e—0t €

onde para dindmicas nao Markovianas, a medida se torna g(¢) > 0. Desta maneira, o total
de nao Markovianidade presente em um intervalo de tempo ¢t € I ¢é calculado segundo a
equagao

hp(t) = [ gt (5.35)

Exemplos em que a medida RHP é estudada para gbits acoplados a um banho
bosonico podem ser encontrados nas Refs. (40,104-109), para gbits acoplados a sistemas

de dimensao d (110,111) e para dindmicas estocasticas classicas. (91)

5.3.2 Medida Breuer, Lane e Piilo (BLP)

Conforme visto na defini¢do 8, a definicao da medida de ndo Markovianidade
proposta pelos pesquisadores baseia-se na evolucao temporal da distancia de traco entre
dois estados iniciais, descrevendo sua distinguibilidade. A medida entao conecta a nao
monotonia da distancia de traco com o retorno de parte da informacao ao sistema

em questao, sendo que, para mapas CPTP a distinguibilidade entre dois estados decai
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continuamente com o passar do tempo. Dito isto, podemos definir o fluxo de informacao
a(p1, p2,t) como

o(pr.pa.) = D pa(1), palt)] <0, (5.36)

em que
Dpy(t), p2(t)] = ;H p1(t) = pa(t) [|1, (5.37)

sendo || X |1 = Trv XX e p;(t)]j = 1,2 o operador evoluido sobre a influéncia de um
mapa dindmico divisivel ®; : py — p(t). Quando ocorre o retorno de informagao ao
sistema, temos que o(p1, p2,t) > 0. (42) A medida BLP é entdo calculada da seguinte
maneira (42,45)

Niwp(®;) = max /U oo patydt, (5.38)

P1,P2
em que a integral é calculada em todos os intervalos em que o fluxo de informacao é

positivo, incluindo uma maximizacao sobre todos os pares de estados iniciais do sistema.
Conforme visto anteriormente, como nem todo processo nao Markoviano RHP é dito ser
nao Markoviano BLP, a medida BLP ¢ simplesmente uma testemunha para processos nao

Markovianos RHP. (17)

Para deixar as ideias um pouco mais claras, vamos apresentar um exemplo do uso

da medida BLP, presente na Ref. (17) Considere a equagdo mestra de um g-bit

jtp(t) = 7(t) [o-p(t)o- — p(t)]. (5.39)

Reescrevendo a Eq. (5.39), temos
d t t 0 —2 t
tpai(t) paa(t) —2p1(t) 0
Escolhendo a condicao inicial
p(O) _ (pll plQ) : (541)
P21 P22
e integrando a equagao
P prali(t)
paR(t)  pa

Escolhendo dois estados iniciais

1(1 1 1 1 -1
- - S 5.43
£1 5 (1 1) € P2 5 ( 11 ) ) ( )

p(t) = Eo[p(0)] = , com R(t) =exp {—2 /Oty(s)ds}. (5.42)

a distancia de traco é

= |R(t)| = R(1). (5.44)
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Entao,

7(pr.port) = 5D [pu(t), palt)] = ~2v(D)R(1). (5.45)

Como 0 < R(t) <1, o(p1, p2, t) assume valores positivos quando (t) < 0, gerando uma

dindmica ndo Markoviana.

Exemplos do uso da distancia de traco como medida de nao Markovinianidade
(ou testemunha) pode ser encontradas para dindmicas de g-bits (40,104-109, 112-118),
sistemas de g-trits acoplados a um banho bosonico. (119) e g-bits acoplados a outros
sistemas de dimensao finitas (27,110, 120)

5.3.3 Medida Andersson, Cresser, Hall e Li (ACHL)

Segundo o teorema 8, a dindmica gerada por um processo quantico Markoviano é
CP-divisivel e consequentemente RHP Markoviano, se todos os coeficientes da equacao
mestra, () forem positivos. Assim Andersson, Cresser, Hall e Li (ACHL) definiram uma
medida de nao Markovianidade baseada na negatividade destes coeficientes. (46) Para

cada coeficiente, temos

filt) = max [0, ~4(6)] = 5 [17e(6) | = (0] (5.46)

que ¢ nula para evolugoes Markovianas (7x(t) > 0) e igual ao seu valor absoluto para

coeficientes negativos. A contribuicao total é definida como
f) = filt), (5.47)
k
e por fim temos a definicdo da medida ACHL

Nicur(t) = /If(t) dt, (5.48)

onde [ é um intervalo de tempo. Um fato importante a ser mencionado é que tanto a
medida RHP como ACHL, possuem um vinculo simples entre elas e sua demonstracao

pode ser encontrada na Ref. (46), sendo o vinculo dado por

fonn (1) = SNhplt), (5.49)

em que d ¢ a dimensao do espaco de Hilbert.

Exemplos do uso da medida RHP podem ser vistos nas Refs. (17,46,121)

5.3.4 Volume de Bloch

Outra medida de nao Markovianidade foi proposta pelos pesquisadores Lorenza,

Plastina e Paternostro (122) baseada no volume da esfera de Bloch e apresenta uma
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interpretacao geométrica. Nela, os autores expandem o estado p nas bases {Gk}f:_gl em
que Gy = 1/v/d. Assim, o estado se torna

1 d?-1
p= 7 + Z 1, G, com 1 = Tr(Gyp). (5.50)
k=1
O vetor de Bloch r = (71,...,r42_1)T é transformado pela acdo de um mapa dindmico
P(t) = E o) (p) = 10 = Meo) Tty + Citoto), (5.51)
em que
e também .
[Ctto))i = gTr[Gz‘ Et.to) (L)), (5.53)

em que i, j > 0. Caso o mapa &4, seja uma composicao de mapas CP, o valor absoluto
do determinante da matriz M, decai monotonicamente em fun¢ao do tempo. (92)
Assim, |det[M; || descreve a mudanca no volume do conjunto de estados acessiveis (122),

reduzindo o volume dos estados para uma dinamica Markoviana.

Alguns exemplos do uso da medida do volume de Bloch podem ser consultados nas
Refs. (17,122-125)
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6 NAO MARKOVIANIDADE PRODUZIDA POR RUIDOS ESTOCASTICOS
CLASSICOS

Neste capitulo vamos apresentar os resultados obtidos de um trabalho desenvolvido.
(16) Nele, basicamente utilizou-se um sistema de um g-bit em contato com um reservatorio
bosonico e adicionalmente foi introduzido um bombeio estocastico classico no sistema. A
partir disso, foi utilizado uma medida de nao Markovianidade para mostrar que o bombeio
possibilita o aparecimento da nao Markovianidade no sistema. Na secao 6.2 sera calculada
a dindmica do sistema referente ao contato com o reservatorio. Na secao 6.2.2 serd estudada
a influéncia de um ruido estocastico sobre um sistema quantico. Por fim, na secao 6.2.3
vamos mostrar como a dinamica do sistema se comporta sob o efeito de ambos os processos

combinados, alterando suas caracteristicas, conforme mencionado anteriormente.

6.1 Evolucado conjunta

Nesta se¢ao apresentaremos como a dindmica do sistema é afetada pela interagao do
mesmo com o banho bosonico e o bombeio estocéstico, simultaneamente. Sejam Hg e Hpg
os espagos de Hilbert do sistema e do banho, respectivamente, de modo que a combinagao

de ambos nos leva a H = Hg ® Hg. Assim, podemos escrever o Hamiltoniano total como
H(t) = Hs+ Hr + Hine + V (1), (6.1)

em que Hj, e V() representam os Hamiltonianos de interagao sistema-reservatério térmico
e do bombeio estocastico, respectivamente. Lembrando suas defini¢oes, presentes nas Eqs.
(3.45) e (4.4), temos

Hin(t) =" A, ® By, (6.2)
V(t) = &alt)Va, (6.3)

sendo A, e V, operadores atuando no espaco de Hilbert do sistema, B, operadores do
banho térmico e &, (t) processos estocésticos complexos. Usando a Eq. (3.48), a equacao de

Liouville-von Neumann para o operador densidade total na representacao de interacao é

L 5(t) = —i [Huat) + 7(2),5(0)] (6.4)
cuja solucao ¢ dada por
) = po(®) — i [ dr [H(7) + V(7). (7). (65

Usando o formalismo de fungao de onda estocéstica (5), é possivel obtermos a dindmica

total (sistema + banho) depois de realizar uma média sobre os processos estocésticos, isto
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é, psr(t) = (p(t)). Assim, a Eq. (6.4) se torna

ccliﬁSR(t) = —3 <[]:-Iint(t) + V(t)aﬁsRD

= —i [Hiw (1), psu(t)] =i ([V (), psn(0)]) - (6.6)

Como estamos somente interessados na dindmica do sistema isolado, podemos eliminar as

variaveis do reservatorio usando o trago parcial

jtﬁs(t) = —iTrg { [I:Iint(t)a ﬁSR(t)” —1Trg {< [f/(t), ﬁSR(t)} >}

= Lolps(t)] + L [ps (1)), (6.7)
em que L[ps(t)] e Lps(t)] representam os Lindbladianos do sistema devido ao reserva-
torio térmico e devido ao bombeio estocastico, respectivamente.

Conforme apresentada na Sec. 3.3, a solugdo do termo L;[ps(t)] é escrita como

Li[ps(t)] = —i[Hvs, ps(t)]
5 Taal) [As(@)ps(0)4] ()

a7/37w

1 .
— s {A@ A a0} 68)
De forma analoga, a Sec. 4.1 apresenta a solucdo do termo £5'[5s(t)], que pode ser

escrita como

+ 5 o) [Va@sOV @) — 5 VI@WVa() s}, (69)

Por fim, a dindmica total considerando o sistema mais o bombeio estocastico pode
ser obtida somando as Eqgs. (6.8) e (6.9) e escrevendo as equagdes na representacao de

Schrodinger

d .
apg(t) = —i[Hs + Hys + Hgrr, ps(t)]

+ 3 sl (4550 4) — 5 {AL@)45(), 55(0)}]
# 3 ) [VopsOVI) 5 (v o)) 610

Se o sistema-banho e o bombeio estocastico puderem ser expressos na mesma base,

A, (w) = V,(w), podemos entao escrever a equacao mestra em uma forma mais compacta

ips(ﬂ = —i[Hg + Hys + Hgrr, ps(t)]
& 3 ) [V - 5 (om0}

em que Yogu(t) = Yap (W) + Nasuw(t).
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6.2 O modelo de atenuacdo de amplitude

Nesta secao é apresentado um resumo dos exemplos de atenuagao de amplitude
quantico, conforme a Sec. 3.4.1, e estocdstico, conforme a Sec. 4.3.1. Apesar de ambos
exemplos ja terem sido detalhados anteriormente, para uma abordagem mais didatica
e evitar que o leitor fique voltando nos capitulos anteriores, algumas equagoes e passos

matematicos serao apresentados novamente para um melhor entendimento do tema.

6.2.1 Atenuagao de amplitude - modelo quantico

Nesta secao iremos mostrar como a dinamica do sistema é afetada pela interacao
do mesmo com um banho boso6nico térmico. (2,3) Para tal tarefa, usaremos todo o aparato
da construcao da equacao mestra apresentada no Cap. 3 . Considere que a evolugao é
descrita pelo seguinte Hamiltoniano

W
H:?OO'Z—I—ZwkbLbk—f-zgk (0'_ bL—I—O'_;,_bk), (612)
i k
onde wy ¢é a frequéncia do sistema, g, é a constante de acoplamento, 0., 04 = (0, £i0,1)/2
sao operadores de spin e by, bz sao respectivamente os operadores de criagao e destruicao
atuando no banho. Vamos nos concentrar agora no terceiro termo do lado direito da Eq.

(6.12), responsavel pela interagao entre o sistema e o banho

Hu =0 @Y giby+0, @ giby = A @ By + Ay @ By. (6.13)
k k

Entretanto os operadores A; e B;, com j = 1,2, nao sao Hermitianos. Para contornar tal

problema, podemos escrever o operador Hj, na seguinte decomposi¢ao®

b+ b bT—b
Hlnt_ 0‘+—|—0' ®ng( k>+l ®ng ( k)
= A1 ®Bl —|—A2 ®BQ, (615)

Indo desta forma para o referencial de interagao

Hin(t) = UT () Hu () U (1) = As(t) @ Bi(t) + Az(t) @ By(t), (6.16)
U(t) = e ot (6.17)
Hy= 0.+ g blbr, (6.18)

k

2Qualquer operador X}, pode ser decomposto da seguinte forma (3)

X=X+ xP = x® = (6.14)

onde no caso acima usamos as relagoes: Xy —+o_e X ,1; — 0.
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onde os operadores A;(t) e B;(t) somente atuam no subespago do sistema e do banho,

respectivamente. Escrevendo explicitamente os operadores na representacao de interacgao,

temos
Go(t) =e“oy, (6.19)
G_(t) = e “lo_, (6.20)
bi(t) = e™rtb], (6.21)
b(t) = e ¥t (6.22)

As(t) = i[5,.(t) —6_(t)] =1 (eiwota+ - e_wota_> :
Ba(t) = 5" 0k bL(t) — bi(t)] = Z gk (€"41b], — e7¥h ) . (6.23)

Assumindo que o banho possui um estado térmico pg, isto é,

e~ PHs SH 1
— — - S — —
R 621

onde T é a temperatura em que o banho se encontra. Desta maneira, tem-se as seguintes

relagbes para os operadores de cria¢ao e destruigao do banho térmico (2)

(brbr) = (b0l ) =0, (6.25)
<b bkl> = 5k,’k’N wk
N(wr) = eﬁwk — (6.27)

Estamos aptos neste momento a calcular os coeficientes da equagao mestra. Utilizando a
Eq. (3.125), temos
+oo

Yaslwo) = [

— 00

du " T [ Ba(t) Bs(0) pr] = | T due (Bt Bo(0)).  (6.28)

Usando a Eq. (6.15) e Eq. (6.23), podemos calcular as correlagoes do sistema para os pares
a=1,=La=1=2,a=2=1lea=2,=2

Bi(t) Br(0)) = 42\91 {e“ N (we) + e [L+ N(wr)]} (6.29)

) [ N (wy) + e [1 + N(wp)]}, (6.30)
B2(t) Bl(o)> = 1 Z|9k|2 {eiwkuN(wk) — o wku [1 + N(Wk)]} ) (6.31)
) {

= 3 2ol {e N () e (L N(wp)]}- (6.32)
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Nosso préximo passo € transformar as correlagoes no espectro continuo de frequéncias do

banho, usando a relagao (73)

Xk: Flwp) = /0 dop o () (6.33)

em que f(wy) é uma fungao qualquer das frequéncias do banho e J(w) é a densidade

espectral também do banho. Usando esta propriedade, as correlagoes se tornam

(Bi(t) By(0)) = / () { N(w) + e [1 + Nw)]}, (6.34)
(Bu(t) Bo(0)) = i / " dw (@) {~“"N(w) + e [1 + N(w)]} (6.35)
(Bs(t) B1(0)) = i / g {eMN — e L N (W)}, (6.36)
(Ba(t) Ba(0)) = i/ﬁo dwr J() {¢“" N (w) + e " [1 + N(w)]} . (6.37)

Usando a representacao da funcao delta (74)

+o0 X
/ du @790 = 975 (W — wy) (6.38)

—00

podemos finalmente calcular os coeficientes da equagao mestra em questao

+o0 . .
Y11 (wo) = / duezw0“<Bl<u>Bl<0>>
=7 / dwJ { 27 6(w + wo) N(w) + 27 6(w + wo) [1 + N(w)] } (6.39)
Como wy é positivo, a contribui¢ao referente ao termo d(w + wyp) é nula, resultando em

um termo somente proporcional a §(w — wp). J& para o caso contrario, em que wy < 0,

somente o termo proporcional a §(w + wy) sobrevive

™ T
T1(wo) = 5 J(wo) [L+ Nlwo)],  y1a(=wo) = 5 J(wo) N(wo),
s o
N2(wo) = = J(wo) [L + N(wo)l . ma(—wo) = == J(wo) N(wo),
%y v (6.40)
Ye1(wo) = o J(wo) [+ N(wo)l s 2(=wo) = 5 J(wo) N(wo),
s 7r
Ye2(wo) = 5 (wo) [L+ N(wo)],  7e2(—wo) = 5 J(wo) N(wo)-
Adicionalmente, pode-se escrever as matrizes dos coeficientes da equacao mestra
T 1 2
Yew) = FI0) L+ Nl | 1 (6.41)

1(0) = 5 () N(wo) [1. ‘} (6.42)
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Através do conjunto das Eqgs. (6.23), os operadores A;(wp) e Bj(wp), com j = 1,2,

sao facilmente identificados como

Ay(wo) =0,
A (—wp) = 04,
As(wo) = —io—,
Ag(—wp) = o, (6.43)

que serdao usados para a construgdo da equagao mestra do sistema. Usando as Eqgs. (6.43),

a equacao mestra se torna

ips(t) — i KWO ; =g A’) o, ps(t)]

+ 21 wo) [1+ N (o)l [0 ps(0) = 5 owor, ps(t)}]
+ 27 J (wo) N (wo) |01 ps(t)o_ — ; {o_04, ps(t)}] : (6.44)

onde usamos o fato que ao efetuar o termo da soma -, 5, 7s(w), com a # f3, os
coeficientes da equagdo mestra se cancelam, conforme pode ser visto nas Eq. (6.40) e
conforme mencionado na Sec. 3.3, representam a decoeréncia induzida no sistema devido a
interacdo do mesmo com o banho térmico. Os termos A e A’ representam os Lamb-Shifts
independente e dependente da temperatura, respectivamente. Conforme a Eq. (3.200), tais
termos sao escritos como

J(w) (o.+1)
wg —w 2

— PV, / T g WV (6.46)

Wy — W

A=PV. / , (6.45)

Sendo P.V. o valor principal de Cauchy.

6.2.2 Atenuacao de amplitude - ruido estocastico classico

Nesta secao iremos mostrar como a dindmica do sistema é afetada pela injecao de
um ruido estocdstico classico. (44,86) Supondo que o ruido possui uma frequéncia w, o
Hamiltoniano que descreve a dinamica é dado por

H(t) = %az e u(t) oy — et () o], (6.47)

onde wy ¢ a frequéncia natural do sistema, oy = (0, £i0,)/2 sdo os operadores de spin
e também atuam no sistema e u(t), u*(¢) sdo ruidos estocasticos Gaussianos com valor
médio zero. O processo que sera feito é similar ao que foi apresentado na se¢ao 6.2, entao

o termo de interacao é

V(t)=ie ™ ut)oy —ie“ u(t)o =& () Vi + &(t) Va, (6.48)
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em que a &;(t), com j = 1,2, representa uma variavel estocéstica e segue as seguintes

propriedades
(1)) =0, 6.49
(€(1) €)= (€ (t) =0, 6.50
(€ @)e)) =

onde (...) representa a média sobre as realizagoes estocasticas. (43) Movendo V(¢) para a

representacao de interagao,

V(t) =&(t) e oy — &(t) e ™ o = & (t) Vi(t) + &(t) Va(t), (6.54)

Vi(wo) =0, (6.55)
Vi(—wo) = o4, (6.56)
Va(wo) = o, (6.57)
Va(—wo) =0 (6.58)

Desta maneira, os Unicos termos nao nulos na correlacio estocéstica sdo: (o, f,w) =

(1,1, —wp) e (a, B,w) = (2,2,wp), gerando as seguintes correlagdes
xu(t, ) = (€0 &) = e (W () ut')),
X2t 1) = (& (D) &(t)) = 77 (u(t) u' (1)) (6.59)

Assumindo que as correlagoes sao homogéneas no tempo, isto é, elas somente dependem

da diferenca de tempos 7 =t —t' (3), temos

S(t) = x(1) =e“"S(7), comT=t—1t. (6.60)

—
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*
—
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Usando a Eq. (4.54), vamos calcular os coeficientes da equacao mestra (taxas de decaimentos

do sistema) estocdstica para o conjunto de indices «, §,w apresentados acima

o) = [ 7 [Xaslts = 7)€ + xaslt = 7,00 7],
Mo () = /Ot dr [XH(T) e MmO 4y (=) ei(“’_“")”} , (6.61)
=2 [ dr () cos(Bwr) = (1),
() =2 [ "dr S(r) cos(Awr) = (1), (6.62)

em que Aw = w — wy.
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Sendo assim, ja estamos aptos a escrever a equac¢ao mestra estocastica do sistema
(veja )

d

Cps(t) = i [(WO —11(8)) T, ps ()

+n(t) [a_ ps(t) oy — ; {oy0-,ps(t)}

7 ps(t)0- 3 {o-0s,ps())

+n(t)

(6.63)

em que os coeficientes 7(t), Egs. (6.61) e (6.62), representam as taxas de decaimento da
equacao mestra devido ao bombeio estocastico, isto é, a perda de informacao do sistema
devido a interagao com o ruido estocéstico. O termo II(¢)o, /2 representa o deslocamento

de energia devido ao termo Hgpr(t). Segundo a Eq. (4.93), ele é escrito como
¢
11() = / dr S(r)sin (Awr). (6.64)
0

6.2.3 Evolugdo conjunta

Nesta secao sera mostrada qual forma a equagao mestra assume quando considera-se
a dinamica conjunta, isto é, a evolucao referente ao banho térmico e a evolucao referente
ao ruido estocastico classico. Combinando as Eq. (6.44) e Eq. (6.63), temos a forma da

seguinte equacao de Lindblad

C‘;tps(t) = —i Kwo + ? + A~ Hé”) az,ps(t)]
+ () |04 ps(t) o — ;{0— U+,ps(t)H
+ Y2(t) {0_ ps(t) oy — ;{U+ 0—7[)5(75)” ) (6.65)

onde os coeficientes da equagao mestra sao

M(t) = N(wo) +n(t), (6.66)
2(t) = [1 4 N(wo)] +n(t), (6.67)

sendo os termos proporcionais a N(wp) e 7n(t), relacionados ao banho térmico e o bombeio
estocastico, respectivamente. Por fim, o termo v = 27J(wy) é relacionado com a densidade
espectral. Observe que a Eq. (6.65) ja estd na forma canonica, sendo permitido aplicar-se a
medida de ndo Markovianidade ACHL diretamente aos coeficientes. Usando as Eq. (5.48)
e Eq. (5.49), temos que o sistema passa a ser ndo Markoviano RHP® quando um dos
coeficientes da equagdo mestra se torna negativo. Como v»(t) é sempre positivo para o
nosso modelo, devido ao termo N(wp) + 1, vamos analisar apenas o termo v;(¢). Vale
ressaltar que como 7,(t) é sempre positivo, nossa dindmica nunca serd nao Markoviana

BLP, pois para tal condigao terfamos que ter v, (t) + 72(t) < 0 (veja Sec. 5.2).

bReferente ao uso da definicio de Markovianidade RHP, presente na definicdo 7.
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Usando a representacao matricial dos operadores o4 e considerando o operador

densidade pg(t) como

_ [pu(t) pia(t)
ps(t) = [Pm 0 pm (t)] : (6.68)
a Eq. (6.65) assumem a forma
dPMPMT{VmeﬂMm@ — (2ia(t) + 2 + 21 pio(t)
dt [pm(t) p(t)] [ (2ia(t) = 252 = 50) pu(t)  —n(O)p2(t) +5)pn ()
(6.69)
em que o pardmetro a(t) é
_ Ao T
a(t) = wo + 3 + A" — — (6.70)

Devido ao operador densidade satisfazer as propriedades p11(t)+pa2(t) = 1 e p12(t) = p3,(¢),
a Eq. (6.69) se torna

d [,011(75) ,012(75)] _ {71(?5) — ) +7@)lpu(t) - (2@@(75) + %T(t) + WT@) p12(t)

dt [par(t) paa(t)] [ (26a(t) = 757 = 0) pa(t)  2(t) = [a(®) +72(t)]p2al?)
(6.71)
Assim, vamos apenas nos focar nos termos p11(t) e p21(t), sendo eles escritos como
d
ZPu(t) = =n(t) +72(0)]pu(t) + (), (6.72)
d ) t t
O termo po;(t) pode ser calculado facilmente, sendo sua solugao dada por
pan(t) = ¥4 TO2py (0), (6.74)
em que A(t) e I'(t) sdo definidos conforme abaixo
t
Alt) = / a(u)du, (6.75)
0
t
0(t) = [ u) +2(w)]du (6.76)

A equacao diferencial referente ao termo de populagao p11(t) é mais complexa e sua solugao
pode ser obtida com o uso do método do fator integrante (126)

¢
p11(t) = e_F(t)/o "Wy (w)du + e py (0). (6.77)

Podemos ainda calcular a energia média do sistema, definida como

(E(t)) = (Hs(1))
= el ps ()]
1

= wy {pn(t) - 2} : (6.78)
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Como nosso sistema estd em contato com um reservatério térmico, é interessante
analisarmos como a temperatura influencia diretamente a Markovianidade do sistema. Para
isso, podemos usar a distribuicao de Bose-Einstein para calcularmos uma temperatura,

sendo ela escrita como .

Nlwo) = 7

(6.79)

sendo T" a temperatura do banho térmico. Usando o valor de N(wy) = 0.05, que é um
valor tipico em experimentos de fons aprisionados (44), temos que a temperatura é

Wo

In [ 555

T = ~ 0.33 wy, (6.80)

sendo a temperatura dada em unidades de frequéncia.

Conforme discutido anteriormente, o sistema passa a ser nao Markoviano RHP
quando o coeficiente ~;(t) < 0. Assim, podemos encontrar um limiar em que ocorre a
transicao entres os regimes Markoviano e nao Markoviano RHP, e relacionar tal fato com

a temperatura calculada. Tal limiar pode ser obtido fazendo a seguinte igualdade

v N(wo) + n(t) = 0. (6.81)
Assim, devemos achar a menor influéncia que o termo relacionado ao bombeio estocéstico
aplica no sistema, sendo este termo chamado de 7y, e definido como

Nmin = min 7(7). (6.82)

to<t<t

Para isso, temos que escolher os pardmetros da fungao 7(¢) de modo a obtermos seu minimo.
Consequentemente, podemos obter a temperatura T que representa a temperatura maxima
sob a qual a dinamica do sistema mostra os efeitos de nao Markovianidade RHP, sendo que
para temperaturas maiores o sistema passa a ser Markoviano. Este processo ficard mais
claro nas préximas se¢oes em que aplicamos trés ruidos estocdasticos no sistema. Na Fig.
1(a) temos um exemplo da representagao grafica do termo i, em que foi utilizado um
ruido exponencial, Eq. (6.83). Podemos observar na Fig. 1(b) o comportamento de 7 (¢) em
funcdo do tempo para as temperaturas de T'= 0.10wg, T"= 0.33wg e T = 0.50 wy. Ainda,
temos que somente para e temperatura de T' = 0.10 wy ocorreu o regime nao Markoviano

RHP, pois apenas neste caso o coeficiente v, () assumiu valores negativos.

6.3 Ruido exponencial (OU)

Nesta se¢ao vamos analisar como a dindmica do sistema se comporta com a inje¢ao
de um ruido exponencial. O desenvolvimento desta tarefa sera inserir a correla¢do S(7) na
Eq. (6.65) e utilizar a medida de nao Markovianidade RHP. Usando um ruido exponencial
ou um processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU) (127),

0
Sou = 5 e~/ (6.83)
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T 0.3
= T = 0.10w,
0.10 (@) ] o (b)

T = 0.33wy
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Figura 1 — (a) n(t) mostrando o valor Ny, € (b) v1(¢) como func¢do do tempo usando o bombeio
exponencial para trés temperaturas: 7' = 0.10wq (linha sélida vermelha), T" = 0.33wy
(linha tracejada azul) que mostra o limiar da Markovianidade RHP e 7" = 0.50wy
(linha trago-ponto amarela). Os outros pardmetros usados nas curvas foram: Aw = 2,
Te=4.2502=091evy=1.
Fonte: Adaptada de COSTA-FILHO; LIMA; PAIVA; SOARES, MORGADO;
FRANCO; SOARES-PINTO. (16)

onde €2 é a amplitude do ruido e 7. é o tempo de correlacdo. Conforme descrito na sec¢ao
3.3, toda deducao da equacgao mestra foi construida sob o alicerce de acoplamento fraco
entre o sistema e o banho. Sendo assim, temos que {2 deve permanecer pequeno para nao

violar tal condigao. Usando a Eq. (4.54), o coeficiente da equagdo mestra se torna

ne)=2 [ " dr S(r) cos(Aw )
Q

:1+@xma2b+'1+%Awnfa““mqu—¢>, (6.84)

em que

1

¢ = sin~

! ] | (6.85)
1+ (AwT,)’

Analisando a fungao 7(t), temos que ela possui um minimo, Ny, quando Aw 7. = 8.5, entao
escolhemos Aw = 2 e 7, = 4.25 Assim, foi calculado o valor de 2 em que o sistema atinge
o limiar de Markovianidade, ou seja, a menor intensidade do bombeio em que o sistema
alcanca o limite de Markovianidade RHP. Nesta condi¢ao, o coeficiente da equagao mestra
7 (t) toca o eixo horizontal, conforme pode ser observado nas figuras abaixo, e a amplitude
do bombeio assume o valor de €2 = 0.91. Desta maneira, temos que para a temperatura
T = 0.33wyp, Eq. (6.80), ocorre o limiar da transigdo do regime Markovianidade RHP.
Somente para valores abaixo desta temperatura o sistema apresentara a nao Markovianidade

RHP. Os coeficientes n(t) e v1(t) sdo mostrados na Fig. 1

Reescrevendo a Eq. (6.78), temos
1
(B(®) = w0 [pua(t) - 5. (6.56)
Podemos observar que é possivel calcularmos a energia média do sistema considerando

o bombeio estocastico, Ep, e sem, Eyp. Ainda, o calculo pode ser realizado em dois
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regimes diferentes, o primeiro para a temperatura de Markovianidade T" = 0.33wj (regime
Markoviano RHP) e o segundo para o valor de 7' = 0.10w (regime nao Markoviano RHP).

O estado inicial utilizado foi

p(0) = |+) (+1 (6.87)

na qual

+) = ¢1§ 10y + 1) (6.88)

Os graficos das energias podem ser vistos na Fig. 2, em que podemos notar que as energias
médias em ambos os regimes sao equivalentes, mostrando que quando o sistema muda do
regime Markoviano RHP para ndao Markoviano, a variagdo da energia média do sistema é

pequena.

Como observado na Fig. 1(b), para a temperatura 7' = 0.10wy ha algumas regices
em que o coeficiente da equacao mestra, v;(t), se torna negativo. Isto nos possibilita
utilizar a medida de nao Markovianidade ACHL, presente na Eq. (5.48). Os valores
encontrados para as temperaturas T = 0.10wy e T = 0.30wy, foram respectivamente
N, = 0.0546 e Ny, = 0.0046. Foi usado um valor de temperatura préxima a
temperatura de Markovianidade para mostrar a diferenca no valor da medida. O grafico
para a funcao f(t) da medida ACHL, Eq. (5.47), pode ser visto na Fig. 3.
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Figura 2 — Energia média do sistema, em unidades de wp, com (Ep, linha sélida azul) e sem o
bombeio exponencial (Eyp, linha tracejada vermelha). Inset: diferenga das energias
médias, AE = Ep— Enp. (a) Regime Markoviano RHP, com temperatura 7" = 0.33wq
e (b) Regime nao Markoviano RHP, com temperatura 7' = 0.10wq. Os outros pa-
rametros usados nas curvas foram: Aw = 2, 7. = 4.25, 2 = 0.91, v = 1. Devido a
equivaléncia das energias média em ambos os regimes, o custo energético para induzir
nao Markovianidade no sistema ¢é baixo.

Fonte: Adaptada de COSTA-FILHO; LIMA; PAIVA; SOARES, MORGADO;
FRANCO; SOARES-PINTO. (16)
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Figura 3 — (a) v1(¢) em fungdo do tempo sobre a influéncia de um bombeio exponencial para
o regime de ndo Markovianidade RHP, com temperaturas 7" = 0.10wq (linha sélida
vermelha) e T' = 0.30wg (linha tracejada azul). (b) f(¢) da medida ACHL em fungao
do tempo, no mesmo regime, com as temperaturas 7' = 0.10w (linha sélida vermelha)
e T = 0.30wp (linha tracejada azul). Os valores da medida ACHL sdo Ny, = 0.0546
e Moy, = 0.0046. Os outros pardmetros usados nas curvas foram: Aw = 2, 7. = 4.25,
Q=09lery=1
Fonte: Adaptada de COSTA-FILHO; LIMA; PAIVA; SOARES, MORGADO;
FRANCO; SOARES-PINTO. (16)

6.4 Ruido Gaussiano (SE)

Nesta secao vamos fazer o processo andlogo ao apresentado na se¢ao 6.3, porém foi

utilizado um bombeio Gaussiano ou Square Exponencial (SE) (127), definido como

Q
VT

Ssp(t) = e~/ (6.89)

De forma similar ao que foi realizado para o ruido exponencial, a fungao 7(t) possui um mi-
nimo quando Aw 7, = 8.5. Escolhendo os valores de Aw = 2 e 7. = 4.25, obtemos um valor
para a amplitude do ruido Gaussiano de €2 = 0.47, para o limite de Markovianidade RHP.
Na Fig. 4, pode-se observar as energias médias do sistema nos regimes de Markovianidade
RHP e nao Markovianidade RHP, onde as respectivas temperaturas destes regimes sao
T = 0.10wg e T' = 0.33wy. Novamente podemos observar a semelhanca entre as energias
média do sistema entre os dois regimes, fazendo com que a nao Markovianidade induzida
no sistema nao altere de forma significante a energia média do sistema. O calculo analitico
do coeficiente n(t) nao seré apresentado, pois somente para o caso do ruido exponencial

(OU) ele possui uma forma analitica.

Novamente foram calculados os valores da medida ACHL, Eq.(5.48), obtendo os
valores de Vi = 0.0585 para a temperatura T = 0.10wy e Ny, = 0.0040 para a
temperatura T' = 0.30wy. O gréfico para a funcao f(t) da medida ACHL, Eq. (5.47), pode

ser vista na Fig. 5.
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Figura 4 — Energia média do sistema, em unidades de wp, com (Ep, linha sélida azul) e sem o

71 (units of energy)

bombeio Gaussiano (Eyp, linha tracejada vermelha). Inset: diferenca das energias
médias, AE = Ep— Enp. (a) Regime Markoviano RHP, com temperatura 7" = 0.33wq
e (b) Regime nao Markoviano RHP, com temperatura 7" = 0.10wy. Os outros para-
metros usados nas curvas foram: Aw = 2, 7. = 4.25, 2 = 0.91 e v = 1. Devido a
equivaléncia das energias média em ambos os regimes, sua variacao para induzir nao
Markovianidade no sistema é pequena.

Fonte: Adaptada de COSTA-FILHO; LIMA; PAIVA; SOARES, MORGADO;
FRANCO; SOARES-PINTO. (16)
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Figura 5 — (a) 71(t) em funcdo do tempo sobre a influéncia de um bombeio Gaussiano para o

regime de nao Markovianidade RHP, com temperaturas T' = 0.10wy (linha sélida
vermelha) e T' = 0.30wy (linha tracejada azul). (b) f(t) da medida ACHL em fungao
do tempo, no mesmo regime, com as temperaturas 7' = 0.10wq (linha sélida vermelha)
e T = 0.30wy (linha tracejada azul). Os valores da medida ACHL sio Ny = 0.0585
e NV, /{CHL = 0.0040. Os outros pardmetros usados nas curvas foram: Aw = 2, 7. = 4.25,
Q=091ey=1.

Fonte: Adaptada de COSTA-FILHO; LIMA; PAIVA; SOARES, MORGADO;
FRANCO; SOARES-PINTO. (16)

6.5 Ruido lei de poténcia (PL)

Nesta secao apresentaremos os resultados obtidos utilizando uma correlacao de lei
de poténcia ou Power Law (PL) (127)

(a—1)Q 1
2 T(r/re+ 1)

Spr(T) = (6.90)
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onde temos que o > 2. No caso, utilizamos o = 3 e novamente usando 7i,, obtivemos
o produto Aw 7. = 20, sendo que foi escolhido os valores de Aw = 2 e 7. = 10. Desta
maneira, o limite de Markovianidade RHP ¢ atingido quando a amplitude do ruido assume
o valor de €2 = 1.35. Na Fig. 4, podem ser vistas as energias médias do sistema nos regimes
de Markovianidade RHP e nao Markovianidade RHP, onde as respectivas temperaturas

destes regimes sao T = 0.10wy e T = 0.33wy.

Equivalentemente, foram calculado os valores da medida ACHL, Eq.(5.48), resul-
tando em Ny, = 0.0532 para a temperatura T = 0.10wg ¢ Ny, = 0.0058 para a
temperatura 7' = 0.30wp. A fungdo f(¢) da medida ACHL, Eq. (5.47), pode ser observada
através da Fig. 7.
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Figura 6 — Energia média do sistema, em unidades de wp, com (Ep, linha sélida azul) e sem
o bombeio de lei de poténcia (Enp, linha tracejada vermelha). Inset: diferenga das
energias médias, AF = Ep — Eyxp. (a) Regime Markoviano RHP, com temperatura
T = 0.33wp e (b) Regime nao Markoviano RHP, com temperatura 7" = 0.10wq. Os
outros parametros usados nas curvas foram: Aw =2, 7. =4.25, Q =091 ey = 1.
Devido a equivaléncia das energias média em ambos os regimes, sua variagdo para

induzir ndao Markovianidade no sistema é pequena.
Fonte: Adaptada de COSTA-FILHO; LIMA; PAIVA; SOARES, MORGADO;
FRANCO; SOARES-PINTO. (16)

6.6 Comparacao entre os ruidos estocasticos

Por fim, nesta se¢do apresentaremos uma comparacao entre as energias média e as
medidas de nao Markovianidade para os trés ruidos estocasticos presentes. O coeficiente da
equacao mestra, v, (t), pode ser visto na Fig. 8(a). Na Fig. 8(b), temos as energias média

do sistema para a temperatura de T' = 0.10wy, isto é, no regime nao Markoviano RHP.

Adicionalmente, foi feito o grafico das medidas ACHL de nao Markovianidade,
onde na Fig. 9(a) temos a comparacdo utilizando os valores dos parametros conforme
apresentados anteriormente nas segoes 6.3, 6.4 e 6.5, para os ruidos exponencial (OU),
Gaussiano (SE) e lei de poténcia (PL), respectivamente. Através da figura podemos
notar que nao ha uma grande discrepancia nos valores numéricos das medidas ACHL.

Entretanto para uma melhor comparacdo das mesmas, foi feito um grafico das medidas
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Figura 7 — (a) v1(¢t) em funcdo do tempo sobre a influéncia de um bombeio de lei de poténcia
para o regime de nao Markovianidade RHP, com temperaturas 7' = 0.10wp (linha
sélida vermelha) e T' = 0.30wq (linha tracejada azul). (b) f(¢) da medida ACHL em
funcao do tempo, no mesmo regime, com as temperaturas 7' = 0.10wp (linha sélida
vermelha) e T = 0.30wq (linha tracejada azul). Os valores da medida ACHL sao
Ny = 0.0585 e Ny = 0.0040. Os outros pardmetros usados nas curvas foram:
Aw=2,7.=425 Q2=091evy=1.

Fonte: Adaptada de COSTA-FILHO; LIMA; PAIVA; SOARES, MORGADO:;
FRANCO; SOARES-PINTO. (16)

no qual utilizamos os parametros do ruido lei de poténcia para os trés casos, que pode
ser observado na Fig. 9(b). Vemos claramente que ao usar os parametros do ruido de lei
de poténcia para os trés casos, o ruido Gaussiano passa a gerar uma quantidade de nao
Markovianidade maior que os demais. Os valores numéricos de tais medidas podem ser

vistos na Tabela 1.

Tabela 1 — Valores numéricos da medida ACHL para os trés ruidos estocasticos. Na primeira
coluna os valores usados foram: Aw = 2, 7. = 4.25, Q@ = 0.91 (OU), Aw = 2, 7. = 4.25,
=047 (SE) e Aw =2, 7. = 10, Q = 1.35 (PL). Na terceira coluna foram usados os
mesmos valores dos parametros para os trés ruidos: Aw =2, 7. = 10, Q = 1.35. Além
disso, foi utilizado vy =1 e T = 0.10wy.

Noise Medida ACHL Medida ACHL
(pardmetros diferentes) (pardmetros iguais)
Exponencial (OU) 0.0546 0.1047
Gaussiano (SE) 0.0585 0.1651
Lei de poténcia (PL) 0.0532 0.0532

Fonte: Adaptada de COSTA-FILHO; LIMA; PAIVA; SOARES, MORCGADO; FRANCO;
SOARES-PINTO. (16)
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Figura 8 — (a) 71(¢) em funcdo do tempo para o regime ndo Markoviano RHP e (b) Energias mé-

dias para os trés ruidos estocédsticos. Em ambos os casos foram usados os parametros:
Aw =2, 7, =4.25 Q2 =0.91 (OU, linha tracejada verde), Aw = 2, 7. = 4.25, Q = 0.47
(SE, linha sélida vermelha) e Aw = 2, 7. = 10, = 1.35 (PL, linha traco-ponto azul).
Energia média sem o bombeio (linha tracejada longa preta). Inset: comparacdo das
energias médias em uma melhor escala.

Fonte: Adaptada de COSTA-FILHO; LIMA; PAIVA; SOARES, MORGADO:;
FRANCO; SOARES-PINTO. (16)
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Figura 9 — Comparacao da fungao f(t) da medida ACHL para os trés ruidos estocdsticos presentes

com temperaturas T' = 0.10wg. (a) Utilizando parametros diferentes para cada ruido:
Aw = 2, 7. = 4.25, Q = 0.91 (OU, linha tracejada vermelha), Aw = 2, 7. = 4.25,
2 = 0.47 (SE, linha sélida verde) e Aw = 2, 7. = 10, Q = 1.35 (PL, linha trago-ponto
azul). (b) Utilizando os mesmo pardmetros para os trés ruidos: Aw = 2, 7. = 10,
Q = 1.35. Os outros parametros usados foram v =1 e T = 0.10wy.

Fonte: Adaptada de COSTA-FILHO; LIMA; PAIVA; SOARES, MORGADO;
FRANCO; SOARES-PINTO. (16)
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7 CONTROLE DA NAO MARKOVIANIDADE PELA DISSIPACAO DE UM Q-
BIT

Neste capitulo é apresentado um estudo sobre como é possivel ocorrer a transi¢ao
de um regime Markoviano para um nao Markoviano, através do controle do tempo de
relaxacao de um g-bit auxiliar. Para isso, foi utilizado um sistema de dois niveis, na qual
foi aplicado dois canais quanticos para simular a decoeréncia no sistema quantico. Tal
modelo tedrico foi aplicado a um experimento utilizando uma molécula de cloroférmio
(CHCL3). Como o dtomo de cloro possui momento magnético zero, o dtomo de *C atua
como um sistema quantico enquanto que o d&tomo 'H atua como um ¢-bit auxiliar. Com
o uso do Free Induction Decay (FID) experimental e simulado teoricamente, foi possivel

estudar a trasicao nao Markoviana aplicando a distancia de traco como medida.

7.1 O Modelo - sistema de dois niveis

Nesta secao iremos apresentar a formulacao tedrica dos canais quanticos responsaveis
pela simulagao da decoeréncia no sistema. Conforme apresentado na Sec. 2.1, os operadores
de Kraus simulam o efeito da decoeréncia do ambiente no sistema quantico. Sejam dois
operadores densidade que representam o sistema quantico e o ambiente, respectivamente
definidos por ps € L(Hg) e pg € L(Hp). A dindmica total do sistema composto é calculada
segundo a equagao (47,49)

psp(t) = Elpse()] = U(t)(ps @ pp)U' (1), (7.1)

em que supomos que o estado inicial é psg = ps ® pg. Como nosso foco é determinar a
dinamica do sistema, devemos eliminar os graus de liberdade do ambiente com o uso do
trago parcial. Seja pp = |eg) (eo|, tal que {|ex)} € Hp é uma base ortonormal do espago

de Hilbert do ambiente, a dinamica do sistema pode ser escrita como

ps(t) = Elpss(t)] = Tra [U(t)(ps @ pp)U'(1)]
= zk:<€k|U|€0>Ps {eo| U lex)

k

na qual Fj sdo chamados de operadores de Kraus. Assim, o formalismo dos operadores de

Kraus descreve a dinamica do sistema quéntico. (47,49)

A seguir iremos apresentar a formulagao tedrica dos canais de atenuacgao de fase e
do bit-phase flip. Tais canais sdo importantes nesse contexto, pois sao capazes de simular

a decoeréncia do estado de spin de uma molécula de clorofémio.
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7.1.1 Canal de atenuacao de fase

Primeiramente vamos introduzir o canal de atenuagao de fase. Conforme mencionado
na Sec. 2.2.1, este canal descreve os processos em que temos perda de informacao sem perda
de energia. (47) Escrevendo a equagao mestra para este modelo (3), como apresentado na

Sec. 3.4.3 p
SiPs(t) = —i[Hs(t), ps(t)] + v [0:ps(t)o= — ps(t)] (7.3)

em que o, é a matriz de Pauli, v é o coeficiente da equagao mestra e Hg(t) representa o

Hamiltoniano do sistema, dado por
Hy(t) = L., (7.4)

sendo wy a frequéncia do sistema. Para resolver a Eq. (7.3) podemos usar a representacao
de interagdo, pois ela transforma a equagdo em uma forma mais préatica (128). Escrevendo

o operador densidade nesta representacao, temos
ps(t) = el ps(t)e™ 5! & pg(t) = e g (t)e ™", (7.5)

Aplicando a transformagao acima na Eq. (7.3), ela se torna

ips(t) = [o.ps(t)o, — ps(t)]

B 0 —2p12(0)
_7<_2p21(0> ) ) (7.6)

A equacao acima nos retorna duas equacoes diferencias. A primeira descreve a dindmica
das populagdes do operador densidade (termos diagonais), enquanto a segunda descreve

a a dindmica das coeréncias (termos fora da diagonal). Escrevendo ambas as equagoes,

temos
d ~(11 ~(11 i
5057 (1) = 0= (1) = pg" (0),
d ~(17 ~(29 ~(17 7 _
5057 (1) = =25 (1) = 35 (1) = pg”(0)e ™", (7.7)

Assim, a solucao da Eq. (7.3) pode ser escrita da seguinte maneira

o eu(0) e *pip(0)
p5'<t) - (GQ’Ythl(O) ,022(0) ) : (78)

Considerando um tempo longo, o estado se reduz apenas as populagoes do operador

densidade, conforme apresentado abaixo (128)

_ B p11(0) e p15(0)\ 1oieo [P11(0) 0
pS(t) - (62’7tp21(0) 022(0) ) ( 0 022(0)> ’ (7'9)
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evidenciando o fato de que as coeréncias do sistema sao perdidas, restando apenas os termos
das populagoes. Por isso, é dito que este canal quantico simula a perda de informagao sem

perda de energia®. (47)

Utilizando agora os operadores de kraus ou representagao soma (47), vamos mostrar
que tal formalismo nos leva ao mesmo resultado obtido na Eq. (7.8). Os operadores de

Kraus para o canal de atenuagao de fase podem ser escritos como (47)

%m=¢m:«562), (7.10)

—1

1 0
E\(t)=+1—-po.=+1—p (0 ) . (7.11)
Assim, a dindmica do operador densidade pode ser escrita da seguinte maneira

ps(t) =" EwpsEf = EopsE} + EipsE|
k

_( pi(0) @p—Dmﬂ®>' (712
(2p — 1)p21(0) p22(0)

~27t temos o mesmo resultado apre-

Parametrizando a probabilidade p como 2p — 1 = ¢
sentado na Eq. (7.8). Assim, os operadores de Kraus sao capazes de simular o canal de

atenuagao de fase.

7.1.2 Canal de bit-phase flip

Outro canal quantico que vamos apresentar é o canal chamado de bit-phase flip. (47)
Este canal canal aplica um giro (flip) tanto no estado do g-bit como em sua fase. O canal

pode ser visualizado realizando as seguintes operagdes no g-bit (129)

0) = i]1),
1) — —i|0).

Escrevendo a equagao mestra para este modelo na representacao de interagao, temos

Cos(t) =7 oyps(t)oy, — ps(t)]
_ (—,011(0) + p22(0)  —p12(0) — ,021(0)) ‘

(7.13)
—p12(0) = p21(0) ~ p11(0) — p22(0)

Usando a propriedade de que p11(0) 4 p22(0) = 1, podemos escrever a equagao diferencial

para o termo pq;(t)

Son®) =71 =2pn()] = pul) = 5 {1+ P 10}, (714)

aA energia do sistema sistema depende apenas das populagoes do operador densidade.
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e consequentemente o termo poo(t) é

Pt = ; {1421 = 20,,0)]}. (7.15)

As coeréncias possuem as seguintes solucoes®

& polt) =~ lpalt) + pu (0] = pat) = £ (Ao 4 Bo), (716)
Cont) =~ polt) + o (0] = pu() = £ (Ao~ By),  (77)

em que Ag = p12(0) + p21(0) e By = p12(0) — p21(0). A solucao geral da Eq. (7.13) é entédo

escrita da seguinte maneira

1 {1+ e—Z’yt [2[)11(0) - ].] Aoe_zfyt + BO
ps(t) =

1 7.18
Age™2t — B, 1 —e " [2p11(0) — 1]. )

2

No limite em que t — +o00, a Eq. (7.18) assume uma forma mais simples

p(t — +00) = ; (_;0 ?)) : (7.19)

em que as populacoes se estabilizam em um valor constante e sao igualmente provaveis.

Usando agora o formalismo dos operadores de Kraus para o canal de bit-phase
flip (47), temos

Ko = il =3 ((1) (1)) , (7.20)

Ky =vVI—qo,=v1—¢q (S _OZ) , (7.21)

em que 1 — g representa a probabilidade do g-bit permanecer no mesmo estado. Usando o

formalismo do operador soma, a dindmica do operador densidade é
ps(t) = > KupsK} = KopsK{ + KipsK]

_ ((1 —q)p22(0) +gp11(0) (g —1)p21(0) + (]012(0))
(¢ — 1)p12(0) + gp21(0) (1 — q)p11(0) + gpa2(0) )

Escolhendo o caso em que ¢ = 1/2, ou seja, o ¢-bit tem igual probabilidade de trocar de

(7.22)

estado ou permanecer inalterado. Assim, o operador densidade se torna
1 1 p12(0) — p21(0)
pst,q=1/2) =3 7
p21(0) — p12(0) 1

7.23
: (7.23)
que é o mesmo resultado obtido na Eq. (7.18) no limite de tempos longos.

PAs solucoes das equacoes diferenciais responséveis pelas coeréncias do sistema podem ser
calculadas aplicando as transformacoes a(t) = p12(t)+p21(t) e b(t) = p12(t) —p21(t). Substituindo
as transformagoes nas Eqs. (7.16) e (7.17), temos os resultados desejados.
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7.1.3 Sitemas de dois g-bits

Vamos agora considerar um sistema de 2 g-bits, em que os dois canais apresentados
anteriormente atuam de forma simultdnea no sistema composto (g-bit 1 4+ ¢-bit 2). Além
disso ambos os g-bits estdo em contato com o ambiente/banho. O Hamiltoniano total

deste modelo pode ser escrito como
H=H1+H2+H12+HB+H13+HQB, (724)

em que H; e Hy, governam o comportamento dos g-bits 1 e 2, Hy5 descreve a interacao
entre eles, Hp representa o termo do banho, Hig e Hsp sao os termos de interacao do
g-bit 1 com o banho e do g-bit 2 com o banho, respectivamente. Assumindo que o termo

Hyp = 0° (130), o Hamiltoniano se torna
H=H,+ Hy+ His+ Hp + Hyp. (7.25)

Como nosso interesse é na dinamica do g-bit 1, ao aplicarmos o traco parcial e eliminarmos
as variaveis do g-bit2, podemos dizer que os termos Hy + Hg + Hsp representam um banho
efetivo com o g-bit 1. Como sera visto na proxima se¢ao, o termo de banho effetivo pode

ser controlado adicionando-se impurezas magnéticas no sistema. (130-132)

7.2 Molécula de cloroférmio

Nesta se¢ao sera apresentado como ¢é possivel fazer a conexao entre o modelo tedrico
apresentado na Sec. 7.1 e a molécula de cloroférmio (CHCl3), que pode ser vista como um
sistema de dois g-bits. No caso os atomos de carbono e hidrogénio assumem o papel dos
g-bits 1 e 2 (spins 1 e 2), respectivamente. As moléculas de cloroférmio foram diluidas
em uma solugdo contendo impurezas magnéticas de tris(acetilacetonato)ferro(I1T). Tais
fons de Fe(III) criam campos estocdsticos quando estes se aproximam das moléculas de
CHCI3. (130) Vale mencionar que as impurezas afetam somente o atomo de 'H, gerando um
movimento de inversao (flip) dos spins. J4 o 4tomo de 3C néo é afetado pelas impurezas
magnéticas, pois ele é blindado pelos a&tomos de cloro (Cl), que possuem momento magnético
nulo, e ficam ao redor dos 4tomos de ¥C, criando uma espécie de escudo. (130) A estrutura

da molécula de cloroférmio pode ser vista na Fig. 10.

Portanto, a conexao entre o modelo tedrico do sistema de dois niveis e a molécula

de cloroférmio se da através da seguinte relacao

13C +— spinl +— atenuacao de fase,

"H <— spin2 «— bit-phase flip.

¢Como vamos controlar o ambiente adicionando impurezas magnéticas, o g-bit 1 ndo é afetado

por tal impurezas. Este fato ficard mais claro na Sec. 7.2 em que o g-bit 1 é associado com o
atomo de '3C, sendo este blindado pelos dtomos de Cl e consequentemente nao é afetado pelas
impurezas magnéticas.
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Como atomo de 2C sofre o efeito da decoeréncia do banho, o canal de atenuacao de fase
foi aplicado para simular este efeito. Para o 4tomo de 'H, as impurezas magnéticas geram

inversoes dos spins do ntcleo, sendo simuladas pelo canal de bit-phase flip.

Como discutido na Sec. 7.1, a Eq. (7.25) apresenta o Hamiltoniano capaz de modelar

o spin da molécula de cloroférmio
H=Hc+ Hy+ Hey + Hg + Hyg, (7.26)

sendo Ho e Hy os Hamiltonianos dos atomos de *C e 'H, Hey o termo de interacao
entre os spins, Hp representa o banho e Hyp é a interacdo do atomo de 'H com banho.
Entretanto, pode-se utilizar uma representagao adequada do modelo na qual somente o
termo de interacao entre os spins se faz relevante, a qual é chamada de referencial duplo

girante (vide apéndice D). (132,133) O termo de interac¢ao pode ser escrito como

2 J
HCH = %O’é ® 0';_1, (727)

em que J é a constante de interacao entre os spins dos atomos, dada em Hertz, e 0¢
sao as matrizes de Pauli relacionadas com os dtomos de 13C e 'H, respectivamente. Vale

mencionar que foi adotado h =1 ao longo de todo o trabalho desenvolvido.

Reescrevendo o canal de atenuacdo de fase (47)

Eo(t) = /p(0) 1, (7.28)

Ealt) = 1= p(0) . (7.29)
1 4 e—t/Cm0)

plt) = = , (7.30

em que p(t) é a probabilidade do spin e 7o é o tempo de relaxacao do spin do dtomo de

13C. Tal tempo de relaxacio modula a decoeréncia do dtomo de 3C.

O canal de bit-phase flip é representado por (47)

Ko(t) = +/q(t) 1, (7.31)

Ki(t) = m% (7.32)
1 4 e~/Cm)

q(t) = —; , (7.33)

onde ¢(t) é a probabilidade do spin e 75 é o tempo de relaxagao do spin do dtomo de 'H.

Observe o fato de que os operadores de ambos os canais sao hermitianos, isto €,
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Figura 10 — Molécula de cloroférmio, onde temos um atomo de hidrogénio no topo, um atomo
de carbono ao centro, rodeado por trés atomos de cloro.
Fonte: KONDO; MATSUZAKI; MATSUSHIMA; FILGUEIRAS. (131)

Conforme mencionado anteriormente, as impurezas magnéticas criam campos
magnéticos estocasticos que interagem somente com os atomos de 'H. O ntmero de
interagoes é proporcional a quantidade de impurezas adicionadas. Assim, quanto mais sal
paramagnético de tris(acetilacetonato)ferro(IIl) for adicionado & solugdo, mais interagoes
com os atomos de 'H sdo geradas e consequentemente seu tempo de relaxacao é modificado.
Portanto, com o controle do 75 podemos modificar a decoeréncia induzida no sistema.
Como queremos somente a dindmica do dtomo de '*C, ao eliminarmos as varidveis do
atomo de 'H, este funciona como um ¢-bit auxiliar, criando-se um banho efetivo para o
13C. Através da variacao do 7 foi possivel induzir a transicao do regime Markoviano para

o0 nao Markoviano.

7.3 Simulacdo do FID e da distancia de traco

Nesta se¢ao sera apresentada todo o processo de simulacao do FID e da distancia de
traco. O FID aqui se torna importante, pois ele contém as informagoes sobre as coeréncias
do sistema. Entao, através dele é possivel sabermos como ocorre a dinamica da coeréncia e

consequentemente, o processo de decoeréncia induzida no sistema. O FID é definido como
FID = (o,) = Tr (o.p) . (7.38)

Supondo que o operador densidade é uma matriz 2x2, temos

FID = Tr (p 2 22) = 12 + par, (7.39)
P11 P12

mostrando assim que o FID carrega as informagoes das coeréncias.

Conforme discutido na Sec. 7.1, os canais de atenuacao de fase e bit-phase flip
sdo responsdveis pela indugao de decoeréncia nos atomos de *C (spin 1) e *H (spin 2),
respectivamente. Além disso, é possivel controlar a nao Markovianidade no sistema através

do controle dos tempos de relaxagao 7.

Seja p operador densidade total, a representagdao do canal de atenuagao de fase
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pode ser escrita como

Ec(p) = Eo(t)pES(t) + Ei(t)pE](t)
=p(t)1pl + [1 — p(t)]o.po., (7.40)

sendo E), os operadores de Kraus para o canal de atenuacgao de fase e

1 4 et/@m)
== .

p(t) (7.41)

Para o canal de bit-phase flip temos um mapa quantico equivalente, definido como
Enlp) = Kol)pKL () + K\ (DpK1 (1)
= q(t)oopoo + [1 — q(t)]oypoy, (7.42)

sendo K os operadores de Kraus e

14 e~t/Cm)
alt) = = . (7.43)

Combinando os dois canais quanticos temos a dindmica total do operador densidade.
Entretanto, como a dindmica total atua no espago de Hilbert conjunto do spin 1 (*3C)
e spin 2 ('H), H = He ® Hy, devemos expandir a dimensdo dos operadores de Kraus,

conforme segue abaixo

Bo(t) = /p(t) 1 @1, (7.44)
Ei(t) =1 -p(t)o. 21, (7.45)
Ko(t) = /o) 1 ® 1, (7.46)
Ki(t) =/1-qt)1® 0, (7.47)

em que durante toda a dindmica vamos respeitar a composicao dos subespacos ¥C @ 'H.

O operador densidade pode ser escrito entao como
p= Y 3 KOEMpEDK] (). (7.48)
§=0,1k=0,1

Todavia, a Eq. (7.48) ndo é suficiente para descrever toda a dindmica, devemos ainda
adicionar o termo de acoplamento escalar devido a interacdo entre os dois atomos. Assim,
a Eq. (7.48) se torna

p(t) = _Z > K0 E(6U()p(0)U (1) BL(8) K (8), (7.49)

em que U(t) é operador evolugio temporal e atua em ambos espagos de Hilbert (3C e 'H)

. 2mJ
U(t) = e Hent  Hoy = %aé ® 0. (7.50)
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Para calcular o FID e a distancia de trago basta usar a Eq. (7.49), mas estamos
interessados somente na dindmica do atomo de 3C, pois desta forma o atomo de 'H atua
como um ¢-bit auxiliar e se acopla ao banho criando assim um banho efetivo. A nao
Markovianidade é entdo gerada devido ao acoplamento entre o 4tomo de 3C e o ambiente
efetivo. Com isso em mente, temos que eliminar os graus de liberdade do 4tomo de 'H

através do uso do trago parcial. Aplicando isto na Eq. (7.49), temos

polt) = 3 3 Trn [K;()EU (0)p(0)U (1) EL(1)K ()]

= Try [ Ko(t) Eo()U (1) p(0)U™ () E (£) K (#)
+ Ty [Ko(t) By (1)U (1)p(0) U (¢
+ T [ Ky (8) Bo(8)U (£)p(0) U (

+ Try [ Ky (8) Ex (U (£)p(0) U (1

)
t t tE}
)

: (7.51)

em que Try(...) denota o trago parcial sobre as varidveis do 'H. O célculo do FID para o

atomo de C ¢é definido como

FIDG(t) = {02) = Tr[oupo(t)]. (7.52)

A distancia de traco pode ser calculada a partir de dois estados iniciais dados. Seja

p1(0) e p2(0) dois estados iniciais dado por

: (7.53)

, (7.54)

sendo os estados |
£) = 510 £ ). (7.55)

A distancia de traco para estes dois estados iniciais é dada por

1

Dipt(6), (0] = 5 [(02) , = (02) 2

— ; ‘FIch(t) — FIDé(t)) , (7.56)

em que FID{?(t) sao referentes aos estados iniciais pg°(0), respectivamente.

Entretanto, para os cdlculos das simulagoes do pc(t) e FID¢(t), foi utilizado uma
discretizacao do tempo em que o estado final passa a ser seu novo estado inicial. A dindmica
do operador densidade da Eq. (7.49) de um tempo inicial ¢ = 0 até um tempo final ¢ = ¢«
¢ dado por

pltin) = 3 Y Ki(AOB(AYU(ADp(t) U (A EJ(ANK] (At), (7.57)

1=0,1 k=0,1



120

sendo At o passo da evolugao temporal, t; = iAt o i—ésimo passo e p(t;) é o estado em
t = t;. Aplicando o mesmo principio de discretizacao para o operador densidade do atomo

de carbono, pc(t), a dindmica se da por meio da seguinte evolugao
pc(O) — pc(At) — pc(?At) — ... pc(tmax). (758)

Consequentemente tanto o FID¢(t) como D[p&(t), pz(t)] sdo obtidos numericamente
).

através dos valores calculados para o operador pc(At

7.4 Resultados

Nesta secao serao apresentados os resultados tedricos obtidos com as simulagoes
e sua comparacao com os dados experimentais. Os valores experimentais e tedricos,
obtidos através das simulagoes, dos tempos de relaxacao 7¢ e 7y para diversos valores de

concentragao de Fe(III) (impurezas magnéticas) se encontram na Tab. 2.

O comportamento oscilatério do FIDS(t) ¢ devido ao termo de interagao Hcp, fato
que pode ser visto na Fig. 11(a). Adicionalmente, o decaimento da amplitude indica a
presenca da decoeréncia no atomo de 3C. Na Fig. 11(b), temos a distancia de trago em

funcao do 4tomo de ¥*C em que foi considerado os dois estados iniciais

p1(0) = |+) (+| ® ]21, (7.59)
p1(0) = |[+) (+| ® ]21, (7.60)

conforme mencionado anteriormente. Podemos observar que a distancia de trago também
apresenta um comportamento oscilatorio e estas oscilagoes sao relacionadas com o retorno
de parte da informagcao perdida pelo sistema devido a decoeréncia, gerando assim a nao
Markovianidade BLP, conforme discutido na Sec. 5.3.2.

As impurezas magnéticas criam campos estocasticos que interagem com os atomos
de 'H, sendo que o quantidade de interagdes é proporcional a concentracio de Fe(III)
na solucao. Assim, é possivel modificarmos o tempo de relaxacao 7y através da adicao
das impurezas e consequentemente controlar a decoeréncia induzida no sistema. Nosso
objetivo aqui é analisar a dindmica do 4tomo de *C, o que faz com que o 'H funcione
como um ¢-bit auxiliar e acopla-se ao ambiente, criando um banho efetivo para o 3C.
A variacao dos valores de 7y em funcao do aumento da concentragao de impurezas se
encontram na Tab. 2. Assim, por meio do controle dos tempos 7y fomos capazes de gerar
uma transicao entre os regimes Markoviano e nao Markoviano BLP, conforme pode ser
observado nas Figs. 11-15(b). Essa transi¢ao entre os regimes vem do fato de que com a
diminuicao do tempo de relaxagao 7y, as oscilagoes do FID diminuem e consequentemente
as inflexdes nas curvas da distancia de traco também diminuem. Elas vao diminuindo até

chegar ao ponto que a distancia de traco apresenta um comportamento monotonicamente
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decrescente (sem inflexoes). Entao, a variagao de 74 fez com que o sistema passasse de um
regime nao Markoviano BLP (com inflex6es na distancia de trago, Figs. 11-14(b)) para
um regime nao Markoviano BLP (sem inflexdes, Fig. 15(b)). Como descrito na definigao 8,
este aspecto representa que o sistema se encontra em um regime Markoviano BLP, pois
neste caso nao temos nenhum retorno de parte da informacao perdida pelo sistema (os
estados iniciais do sistema somente vao se afastando). Isto ocorre, pois para tempos de
relaxagdo curtos, a nao Markovianidade BLP do sistema desaparece conforme as interagoes
com o reservatério se tornam mais fortes que o termo do acoplamento escalar J. Neste

ponto, o sistema praticamente sofre a influéncia da decoeréncia induzida pelo banho.

Ainda, podemos observar que os resultados experimentais ficaram préximos dos
valores tedricos, sendo assim que o modelo tedrico proposto se mostrou valido para simular
corretamente a dindmica dos spins de uma molécula de CHCIl3, por meio da formulacao
de canais quanticos. Além disso, foi discutido como os aspectos de ndo Markovianidade
do sistema se comportam quando o mecanismo de relaxagao é modificado (pela variagao
dos tempos 7) pela agdo de um campo magnético externo (criado devido as impurezas

magnéticas) de um g-bit auxiliar.

Um fato que vale a pena ser mencionado é que os resultados tedricos da distancia de
trago apresentaram um maior desvio em relacao aos valores experimentais. Isso ocorre pois,
para os estados iniciais escolhidos a distancia de trago simplesmente se torna o médulo da
diferenca entre os FIDs de ambos os estados. Como os dados experimentais dos FIDs ja
possuem uma discrepancia, ainda que pequena, em relagao aos valores tedricos simulados,
ao calcularmos a distancia de trago estamos somando os erros associados aos FIDs. Porém,

ainda assim os valores experimentais e tedricos se mostraram préximos.

Tabela 2 — Valores numéricos experimentais e teéricos dos tempos de relaxacio 7y e 7¢ para
diversas concentragoes de Fe(III) (impurezas magnéticas).

Experimental Teorico
[Fe(II1)] (mM) Ty (ms) 7¢ (ms) 7y (ms) 7¢ (ms)
20 14.00 98.00 10.00 90.00
50 5.00 55.00 4.00 50.00
120 2.00 28.00 1.50 30.00
300 0.90 11.00 0.80 11.00
450 0.53 5.40 0.40 5.00

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 11 — (color online) Simulagao teérica (linha sélida azul) e dados experimentais (circulos
vermelhos) para a concentracao de Fe(IIT) de 20 mM (a) FID$(#) do 4tomo de '3C em
fungio do tempo, usando o estado inicial p1(0) = |+) (+| @ /2. (b) D[p{ (), p§ (1)]
em fung¢do do tempo. Os parametros experimentais sdo: 7y = 14 ms and 7o = 98
ms. Os parametros tedricos sdo: 7 = 10 ms and 7¢ = 90 ms. Em ambos os casos
foi usado J = 209.53 Hz.
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 12 — (color online) Simulagéo teérica (linha sélida azul) e dados experimentais (circulos
vermelhos) para a concentracao de Fe(ITI) de 50 mM (a) FID$(¢) do dtomo de 3C em
fungio do tempo, usando o estado inicial p1(0) = |+) (| @ d/2. (b) D[p{ (), p§ (1)]
em funcao do tempo. Os pardmetros experimentais sdo: 7y = 5 ms and 7¢ = 55
ms. Os parametros tedricos sdo: 7y = 4 ms and 7¢ = 50 ms. Em ambos os casos foi
usado J = 209.53 Hz.
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 13 — (color online) Simulagdo tedrica (linha sélida azul) e dados experimentais (circulos

vermelhos) para a concentracao de Fe(ITI) de 120 mM (a) FIDY (¢) do dtomo de '3C em
fungdo do tempo, usando o estado inicial p;(0) = |+) (+]| ® a0/2. (b) D[p§ (), p§ ()]
em funcao do tempo. Os pardmetros experimentais sdo: 7y = 2.0 ms and 7¢ = 28.0
ms. Os parametros teéricos sdo: 77 = 1.5 ms and 7o = 30.0 ms. Em ambos os casos
foi usado J = 209.53 Hz.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 14 — (color online) Simulagao teérica (linha sélida azul) e dados experimentais (circulos

vermelhos) para a concentracao de Fe(IIT) de 300 mM (a) FID$(¢) do 4tomo de '3C em
fungdo do tempo, usando o estado inicial p1(0) = |+) (+]| ® /2. (b) D[p¥ (), p§ ()]
em funcao do tempo. Os pardmetros experimentais sdo: 7y = 0.9 ms and 7¢ = 11.0
ms. Os parametros teéricos sdo: 77 = 0.8 ms and 7o = 11.0 ms. Em ambos os casos
foi usado J = 209.53 Hz.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 15 — (color online) Simulagdo teérica (linha sélida azul) e dados experimentais (circulos
vermelhos) para a concentracao de Fe(ITI) de 450 mM (a) FIDY (¢) do dtomo de '3C em
funcio do tempo, usando o estado inicial p1(0) = |+) (+| @ d0/2. (b) D[p{ (), p§ (1)]
em fungdo do tempo. Os pardmetros experimentais sdo: 7y = 0.53 ms and 7¢ = 54.00
ms. Os pardmetros tedricos sdo: 7y = 0.40 ms and 7¢ = 50.00 ms. Em ambos os
casos foi usado J = 209.53 Hz.
Fonte: Elaborada pelo autor.
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8 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

O objetivo desta tese é propor métodos, analisar, compreender e controlar a

transicdo Markoviana/ndo Markoviana na dindmica de um sistema quantico aberto.

Na primeira parte apresentamos como através de um bombeio estocéstico classico,
a dinamica de um sistema quantico ¢é alterada, gerando assim nao Markovianidade. No
caso, foi utilizado um sistema quantico em contato com um reservatorio bosonico e sob
a influéncia de um ruido classico. Desta maneira, surgem os acoplamentos do sistema
com o reservatorio e o ruido, que podemos denominar de acoplamento efetivo. Devido
a este acoplamento efetivo, pode-se definir uma temperatura de Markovianidade, que
representa a temperatura limite em que o sistema é Markoviano, sendo nao Markoviano
para temperaturas menores. Conforme apresentado na secio 6.3, essa temperatura possui
o valor de T' = 0.33wy.

Para analise dos resultados foram usados trés ruidos: exponencial, Gaussiano e
lei de poténcia (127), em que aplicamos a medida de ndo Markovianidade ACHL (46),
considerando a temperatura de 7' = 0.10wy. Conforme foi observado, para os regimes
de parametros diferentes o ruido lei de poténcia apresenta um maior valor da medida
enquanto ao utilizarmos os mesmos parametros para os trés ruidos, o Gaussiano passou a
gerar mais nao Markovianidade se comparado aos outros. Além disso, foi mostrado que as
energias médias do sistema, com e sem o bombeio estocastico, ndo variam muito. Assim, o

custo energético para gerar nao Markovianidade no sistema ¢é baixo.

Seria interessante ainda aplicar diferentes densidades espectrais ao sistema e analisar
como o mesmo se comportaria do ponto de vista da energia média e produgao de nao
Markovianidade. Além disso, seria interessante analisarmos o sistema do ponto de vista da
termodinamica quantica e observar como o calor ou a entropia do sistema, por exemplo,

se comporta no regime nao Markoviano.

Na segunda parte, foi mostrado um estudo sobre como é possivel gerar uma transicao
de um regime Markoviano BLP para um nao Markoviano BLP de uma molécula de CHCls,
através do controle de um parametro externo. Para isso, foi usado a formulacao de canais
quanticos para simular a decoeréncia induzida no sistema devido ao seu acoplamento com
o banho, sendo que os canais escolhidos foram o de atenuagao de fase e bit-phase flip.
Ainda, nés emulamos experimentalmente o efeito da decoeréncia usando uma molécula
de CHCl3, em que impurezas magnéticas de acetilacetonato Fe(IIl) foram adicionadas.
Devido ao fato que o atomo de cloro possui momento magnético nulo e estao ao redor do
atomo de C, este nao sofre a influéncia das interacoes geradas pelas impurezas. Nosso

objetivo é analisar a dindmica do *C, entao ao eliminarmos as varidveis do 'H, este atua
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como um banho artificial e pode ser manipulado através da variacao do controle do tempo
de relaxacao Ty. Por fim, com os dados experimentais e teéricos do Free Induction Decay

(FID), foi possivel aplicar a distdncia de trago como uma medida de ndo Markovianidade.

Conforme visto na Sec. 7.4, os valores tedricos e experimentais se mostraram
proximos, sendo assim, podemos afirmar que tal modelo se mostrou valido ao objetivo

proposto.

Seria interessante aplicar este modelo da molécula de CHCl3 no estudo do Quantum
Speed Limit (QSL) e verificar como a influéncia da nao Markovianidade altera o aspecto
do QSL.
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APENDICE A - METODO DA VARIACAO DOS PARAMETROS

O método da variagdo dos parametros ou método de Lagrange (60,61) permite
encontrar uma solucao geral de uma equagao diferencial nao homogénea. Seja a equacao

diferencial da forma J

() = a(2)y(z) = B(z). (A1)
A solugao geral da Eq. (A.1) é composta pela soma do termo denominado homogéneo,
quando 3(z) = 0, e outro termo denominado particular, quando (z) # 0. Abaixo temos

ambos 0s termos mais detalhados

1. Solugao homogénea: Como [(x) = 0, a solucao ¢é facilmente obtida simplesmente
integrando ambos os lados da equacao diferencial, onde assumimos por simplicidade

que xog =0
dy(x)

L2 = a(2)y(a) = 0= gu(e) = y(0) e o @) (A:2)

2. Solugao particular: A solucao particular é obtida assumindo o ansatz y,(r) =
z(x) e~ 7@ onde f(x) = [J a(z')dx’. Substituindo o ansatz na Eq. (A.1), temos

dz(z)
dx

)1 s(0) = [ ), =

em que foi considerado a condigao inicial z(0) = 0. A solucao particular y,(z) se

torna entao

yp(x) e @) = /Ox B(z") e @ da. (A4)

Isolando o termo de interesse, y,(z), obtemos

yp(z) = / B(x) eV @=1 @] gy

o
= / B(z") G(x,x") da’, (A.5)
0
em que o propagador é definido como G(z, 2') = e~ /(@) =/@")],

3. Solugao geral: A solucao geral da equagao diferencial é determinada através da

soma da solugdo homogénea e particular, y(x) = yn(z) + yp(2)

x

y() = y(O) b 1 [Tty o) o
—y(0)G(w,0)+ [ Glw.a") (') da’ (A.6)
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APENDICE B - POSITIVIDADE DA MATRIZ DECOERENCIA

Neste apéndice serd demosntrado que as matrizes v,5(w) sdo positivas semidefinidas,
gerando que a equagao mestra presente na Eq. (3.139) obedega a forma de Lindblad. (3)

Usando a Eq. (3.125), podemos escrever explicitamente a matriz
too fwu >,
s (w) = /_ du e Trg [Ba(u) Bs(0)pr] (B.1)

Uma matrix complexa M, é dita ser positiva semidefinida se v' M v > 0, para todo vetor
v. (81) De acordo com o teorema de Bochner (134,135), a transformada de Fourier de uma
fungao f(t) de tipo positivo (positive type) é positiva, em outras palavras, f(t) é dita ser
positiva se para cada t; e t; a matriz f;; = f(t; —t;) é positiva semidefinida. Calculando

viy(w)v

oy (@)o = 3 0 as(w)vs
a,B

+0o0 . -
= v;/ du e Trg [Ba(u)Bg(O)pR] vg

—00

—+o00 . [ . .
= / due™" Trp | Y viem B,e 7 Bg(0) pr Uﬂ]
oo 57

+oo . . .
= / du e Trp |eHr" (Z UZBQ> e Hry (Z BB(O)) pR]
oo ~ 5

+oo . ; ;
= / due™" Trp (6ZHR“CT6_’HR“C pR) , (B.2)

sendo C' = Y, B,v, € podemos definir f(t) = Trp [eiHRtC’Te_iHRtC’ pR}. Assumindo que
o operador do reservatorio pr é um estado térmico e usando {|ng)} como uma base do

Hamiltoniano Hg, obtemos

e PE
PR |nE> = W |nE> =PE |nE> ) (B‘?’)

em que 8 = 1/T e pg > 0. Escrevendo a funcao f(t) explicitamente, lembrando que
o espectro do reservatorio foi considerado continuo e a propriedade de identidade 1 =

JdE" |ng) (ng/| (assim temos que o trago é escrito em forma de uma integral ao invés de
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uma somatoria)
f(t) = /dE (np| MRt CTe RO pp Ing)
— /dE eFlpp (np| Cle MR C Ing)
= [ 4B Pipg (n] Clem 5 ([ dE Inw) () C )
= /dE dE'e'pg (ng| Cle™ M [ng) (npr| C'|ng)
= [AB By (0| C ) (B.4)
Assim a matriz f;; é positiva semidefinida para qualquer vetor arbitrario w
dowift —ty)w; = /dE dE" Y wie'F g (| C Ing)|®
1,J .3
= [BAE S wie e S wie iy || C )
i J

2

= [aBir pe [(ne| C lng)* > 0, (B.5)

Z w;kei(E_El)ti
i

implicando pelo teorema de Bochner que a matrix v(w) > 0.
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APENDICE C - O HAMILTONIANO DE LAMB-SHIFT

Neste apéndice faremos a demonstragao da correlagdo S,s(wp), presente na Eq.
(3.189) e apresentada logo abaixo, necesséria para o calculo do Hamiltoniano de Lamb-Shift

Sas(wo) = P.V. / i T [Ba(w) B3(0)pr]

wo—w/

—P.V. / )Bﬁ«)))‘ (Cl)

wo—w

Para evitar que o leitor volte as paginas do Cap. 3, vamos relembrar todos os termos

necessarios para a completa compreensao da demonstracao. Assim, relembrando as relagoes

Yap(w) = op(w) + o5 (w), (C.2)
Sup() = 57 [T5() ~ T35 )], (C.3)

podemos escrever o termo S, g(wp)

Sas () = =105 (w0) + 5Vas (w0), (C.4)
em que
+oo ) -
Lo (wo) = /0 du e Trp [Ba(u)Bg(O)pR} (C.5)
+o00

Yasln) = |

—0o0

du ™" Trp [Ba(u)Bﬁ(O)pR} . (C.6)
Procedendo com a Eq. (C.6), temos
+00
s (wo) = /_ du e Trp, [ Bo(u) B (0)pr)
+o0 +o0
_ / de’ / du &0 Ty (B, (w') By (0) pr]
0 —

=27 /O+OO dw' 6 (wy — w")Trg [Ba(w")Bs(0)pg]
2T [Ba0) B 0) ], )

na qual foi utilizado a representagao da funcao delta (74)

400 2
/ du e@o=w — iy ¢ = 27 (wp — w'). (C.8)

—0o0 =0 (UJO — w’)2 + €2

Dando prosseguimento, reescrevendo a Eq. (C.4) utilizando os resultados das Egs.
(C.5) e (C.7), temos

Susleo) = i [

—00

+o0

+oo . , , )
dw'/o du "0~ Ty [ B, (w') Bg(0)pg| + inTrg [Ba(wo) Bs(0) pr] -
(C.9)
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Como a integral [;" du elwo—w)u n56 é bem definida, podemos aplicar o seguinte truque
para contornar tal problema

too ; ’ +oo ; I 1
/ du e @0~ — Tim du e @0 — i i (C.10)
0 e—0+ Jo =0+ Wy — W' + 1€

Assim, a Eq. (C.9) se torna

—+o00 T Ba / B O
Sap(wo) = lim dw’ rg [Ba(W) B( )PR]
207 /oo wo — w' + 1€

+ i Trg [Ba(wo)Bs(0)pr] - (C.11)

Multiplicando e dividindo o primeiro termo pelo complexo conjugado do denominador

_ o e TrR [Ba(w)Bs(0)pr] (wo —w' —ie)
Saglwo) = elg(l)1+ —o0 e (wo — w' + i€) wo —w' — e +inTrr | Ba(w) By(0)prl
+oo — /
~ lim g Wo =) Tir [Ba2(w )B5(0)pR]
e—0t J—c0 (WO — w’) + €2
Y Rl € ,
- Z/—oo dw Ll_l}l(% P 62] Trg [Ba(w')Bs(0)pg]
+inTrg [Ba(wo)Bs(0)pr] - (C.12)

Usando a representacao da funcao delta, presente na Eq. (C.8)

S (wo) = lim too do’ (WO - w/) TrR [Ba(w/)Bﬂ(O)pR]
b =0t J oo (wo — w')? + €2

~im [ :o 48 (wo — ') Ter [Bu(s) Bs(0)pr] + in'Tr i [Ba(eo) B (0)pi]

i [ = ) T (B Ba0)o]
e—0t J -0 ((,do — w’) + €2

(C.13)

Usando a defini¢ao do valor principal de Cauchy (74) (do inglés Cauchy principal value)

c b—c c
P.V./ f(z)dz = lim [ (x)dx + f(a:)dx], (C.14)
a 0—0t | Ja b+c
e decompondo os limites de integragao em trés intervalos definidos abaixo
" im [ tim [ dw lim [ df C.15
/m W () =t [ ) i [T ()l [ (). (C15)

Como d — 0 o segundo termo da Eq. (C.15) vai para zero. Assim, a Eq. (C.13) se torna

o) = | [ =) DB B0
af\W0 €,6—0+ — 00 (wo _ w/)z + 62
[ g = ) T [Ba () By(0) il
w+d (wo — w')? + €2
. w=0 o Trp [Ba(w)Bs(0)pr] | o . Trgr[Ba(w')Bs(0)pr]
_ / /
N 6115(% [/—oo du wy — W' + /w+6 du wy — W' ’

(C.16)
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que é a prépria definigdo do valor principal de Cauchy, presente na Eq. (C.14). Desta

maneira, chegamos finalmente no resultado desejado
oo Trp [Be(w')Bs(0
Sug(wy) = P.V. / o TEBal) B (0)pr] (C.17)

wo — w'

Outra maneira mais direta de obtermos o mesmo resultado da Eq. (C.17) é usando
a féormula de Sokhotsky (136)

= Find(x) + P.V. (i) . (C.18)

lim -
e—0t+ x £ 1€

Aplicando a féormula na Eq. (C.11), temos

Suslion) = [ ' Ten [Ba(w)Ba(O)pn) [ im8 (o = ) + PV. (=)

+ i Trg [Ba(wo)Bs(0)pg]
Trr [Ba(w')Bs(0)pr]

wo — W'

+00
— —inTrg [Ba(wo) Bs(0)pr] + P.V. /_ o
+ i Trg [Ba(wo)Bs(0)pr| » (C.19)

resultando na equacao desejada

Ba(w')B(0)pr]

wo — w'

“+oo
Sas(wo) = P.V. /_ o/ T (C.20)
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APENDICE D - O REFERENCIAL DUPLO GIRANTE

Neste apéndice iremos mostrar como o referencial duplo girante se conecta com o
Hamiltoniano de dois g-bits (spins). Suponha que o Hamiltoniano total sob o efeito de um
campo magnético estatico By, possa ser escrito da seguinte maneira (15,132)

H=wo{@14+wl1®0o;+ Jo] ® 03, (D.1)

em que J é a constante de acoplamento escalar, w, = —7: By e 7% é o fator giromagnético

do nicleo k. Usando a equagao de Schrodinger

d
i 10(0) = H19(0) (D.2)
em que usamos h = 1. Usando a transformacao unitéaria
R(t) — eiwufft ® eiu@agt’ (D3)

tal que a funcdo de onda se transforma segundo a aplicacao de R(t)

[0/(1) = R(t) [0 (1)) < [9()) = RT(8) [/ (1)) - (D.4)

Aplicando a derivada temporal na equagao acima, temos

d o dR(t) o
i) = i e 1 im(w) & o)
(dR(t
=i 0y + R ()
(dR(t
= PO (1) 4 my R )| 10/ (0)
= H'[y/(1)). (D.5)
Assim, o estado [¢/(t)) satisfaz a equacdo de Schrodinger. Escrevendo o Hamiltoniano H
explicitamente
J 0 0 O
0O —J 0 0
H= ) (D.6)
0 0 —=J 0
o 0 0 J
e o Hamiltoniano transformado H'
J —Aw 0 0 0
0 —J+ A 0 0
H = o : (D.7)
0 0 —J — Aw 0
0 0 0 J 4+ Aw

sendo Aw = w; — wy. Comparando as Egs. (D.6) e (D.7), vemos que elas diferem apenas
pelo fator Aw. Escolhendo um referencial que gira com uma velocidade angular Aw, o
Hamitoniano H’ simplesmente se torna H. Entdo a transformagao R(t) faz uma troca de

um referencial do laboratério para um referencial girante. (132)
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