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RESUMO

ROSAL, A. J. B. Limites quanticos de velocidade: universalidade, tightness e
Markovianidade. 2024. 177 p. Dissertagao (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de
Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2024.

Um limite de velocidade quantica (em inglés Quantum Speed Limit, ou abreviadamente
QSL) é um limite inferior no tempo de evolugao entre dois estados quanticos. Neste trabalho,
nés desenvolvemos duas novas familias de QQSLs: uma utilizando a abordagem geométrica
e outra inspirada na desigualdade de Holder. Ambas as abordagens envolvem o uso das
a—normas Schatten. Notavelmente, para um estado de um g—bit, demonstramos que o QSL
geométrico permanece independente da norma Schatten escolhida, revelando uma forma de
universalidade entre esses quantificadores. Além disso, realizamos uma comparacao entre
0s QSLs desenvolvidos neste trabalho e os QSLs paradigmaticos existentes na literatura.
Demonstramos também que os limites quanticos de velocidade preexistentes podem ser
vistos como casos particulares de QSLs baseados nas normas Schatten. Adicionalmente,
analisamos condig¢oes necessarias e suficientes para uma dindmica 6tima, ou seja, quando
o tempo de evolugao entre dois estados quéanticos é igual ao QSL. Por fim, comparamos os
dois QSLs desenvolvidos, apresentando uma desigualdade entre eles de clara significancia
geométrica. Em especial, nés mostramos que o limite quantico de velocidade geométrico
induzido por uma norma Schatten pode ser visto como um QSL universal, onde este se
mostrou como o quantificador mais tight para uma dindmica geral de um g-bit preparado
inicialmente em um estado puro. Finalmente, nds investigamos os efeitos de uma dinamica
Markoviana e nao-Markoviana no QSL universal, e ilustramos situacoes onde os regimes
Markovianos ou nao—Markovianos implicam em uma dindmica 6tima. Em complemento,
noés também mostramos como melhorar a dindmica de um sistema, e exemplificamos um

caso onde uma dinamica nao—Markoviana se mostrou mais tight que o caso Markoviano.

Palavras-chave: Limites quanticos de velocidade. Sistemas quanticos abertos. Fundamen-

tos de mecanica quantica. Informacao quantica. Markovianidade quantica.






ABSTRACT

ROSAL, A. J. B. Quantum speed limits: universality, tightness and Markovianity.
2024. 177 p. Dissertation (Master in Science) - Instituto de Fisica de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2024.

A quantum speed limit (QSL) is a lower bound on the evolution time between two quantum
states. In this work, we developed two new families of QSLs: one using the geometric
approach and the other inspired by Holder’s inequality. Both approaches involve the use
of the a—Schatten norms. Notably, for a single qubit state, we demonstrate that the
geometric QSL remains independent of the chosen Schatten norm, revealing a form of
universality between these quantifiers. Furthermore, we carried out a comparison between
the QSLs developed in this work and the paradigmatic QSLs existing in the literature.
We also demonstrate that preexisting quantum speed limits can be seen as particular
cases of QSLs based on Schatten norms. Additionally, we analyze necessary and sufficient
conditions for optimal dynamics, that is, when the evolution time between two quantum
states is equal to the QSL. Finally, we compared the two developed QSLs, presenting an
inequality between them with a clear geometric significance. In particular, we show that
the geometric quantum speed limit induced by a Schatten norm can be seen as a universal
QSL, where this proved to be the tightest quantifier for the general dynamics of a qubit
initially prepared in a pure state. In the end, we investigate the effects of Markovian and
non-Markovian dynamics on universal QSL, and illustrate situations where Markov or
non-Markov regimes imply optimal dynamics. In addition, we also show how to improve
the dynamics of a system, and exemplify a case where a non-Markovian dynamic proved
to be tighter than the Markov case.

Keywords: Quantum speed limits. Open quantum systems. Quantum foundations. Quan-

tum information. Quantum Markovianity.
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1 INTRODUCAO

Entender o tempo como entidade fisica é uma tarefa que remonta aos trabalhos
de Galileu, Newton e Einstein. Sobretudo, o papel do tempo na teoria quantica foi fonte
de diversas discussoes. Existem tentativas de atribuir um operador tempo que atua em
um espago de Hilbert (1,2) e, portanto, o tempo poderia ser visto como um observavel.
Entretanto, esta abordagem gera diversos conflitos tedricos e conceituais que nao serao
abordados no escopo deste trabalho. Por outro lado, para escalas de energias na qual os
efeitos relativisticos sao despreziveis, podemos tratar o tempo como um parametro que
descreve a evolugao de um sistema em um dado referencial inercial. Para um sistema
quantico, o tempo sera um parametro na equacao de Schrodinger ou, mais geralmente,

sera um parametro em uma equacao mestra que descreve a evolugao do sistema.

Podemos agora introduzir a seguinte questao: suponha um sistema fisico em uma
dada configuragao incial e considere uma dada configuracao final de interesse. Qual é
o menor tempo possivel na qual o sistema evolui do seu estado inicial para o estado
final? Em outras palavras, a teoria quéntica limita a “velocidade” de evolu¢ao de um
sistema? Esta questao introduz os limites quanticos de velocidade, que serdao precisamente
estudados neste trabalho. Um limite qudntico de velocidade® corresponde ao tempo minimo
de evolugao de um estado inicial para um estado final de um sistema quantico. Existem
diversos exemplos de quantificadores de QSL na literatura (35,43,44), entretanto a relagao
entre esses quantificadores ainda nao é completamente clara. Portanto, um dos principais
problemas que buscaremos abordar é de como esses diferentes QSLs se relacionam uns com
os outros. Em especial, motivamos a seguinte pergunta: é possivel que haja um quantificador

universal? Isto €, existe um QSL que generaliza todos os demais preexistentes na literatura?

Além dos limites quanticos de velocidade, propomos também um estudo da Mar-
kovianidade quantica. Como serd visto, um sistema nao—Markoviano ¢é tal que manifesta
efeitos de memoria em sua evolucao. Vamos explorar algumas formas de definir tais efeitos
em sistemas quanticos. Em complemento, trabalhos desenvolvidos por Deffener e Lutz
(35) assim como J. Teittinen et al (52) sugerem que dindmicas ndo-Markovianas podem
modificar um limite quantico de velocidade. Portanto, outra questao que iremos abordar
sera de verificar as relagoes entre os regimes de evolugoes Markovianas e nao-Markovianas

com os quantificadores de QSL que serao estudados.

Neste trabalho, nés iremos utilizar as estruturas geométricas que estao presentes
no espaco de estados de um sistema quantico. Em especial utilizaremos as nog¢oes de um
espaco métrico e discutiremos como que tais estruturas se relacionam com as medidas de

distinguibilidade de estados quanticos. Em particular, vamos tratar o espaco de estados

L Ou em inglés, quantum speed limits (QSL).
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como um espaco métrico Fuclideano, definindo uma métrica capaz de medir as distancias
entre os estados acessiveis para um sistema quantico. Tais métricas serdao induzidas pelas
normas Schatten definidas no espaco de operadores do sistema e mostraremos como que

novos quantificadores de QSL podem emergir destas estruturas.

Portanto, nés buscamos obter um QSL universal, que podera ser visto como uma
generalizagao dos demais quantificadores existentes. Além disso, iremos investigar quais
sao as condigoes necessarias e suficientes para obter uma dindmica com o menor tempo
de evolucao possivel, introduzindo assim a nocao de tightness® e que serd precisamente
discutida no que segue. N6s iremos mostrar que tais condi¢coes possuem interpretagoes
geométricas muito simples e iremos adotar a abordagem geométrica em nossas andlises. Por
fim, nds iremos analisar a relacao entre limites quanticos de velocidade e a Markovianidade
quantica, verificando se os regimes Markovianos ou nao—Markovianos alteram os valores

destes quantificadores.

Esta dissertacao compreende resultados relativos a investigacao minuciosa acerca
dos limites quanticos de velocidade e dinamicas nao—Markovianas, estando organizada
como segue: no Capitulo 2 nés iremos introduzir o formalismo da teoria quantica ruidosa
que serd o cenario basico para todo o restante das nossas analises. Nos iremos introduzir
a nocao de estado quantico através do operador densidade, assim como ilustrar outras
representacoes que serao uteis em nossos estudos, tal como a representacdo de Bloch.
Dessa forma, nés definimos a no¢ao de um estado quantico ruidoso. Em seguida, noés
também introduzimos as medigoes em tais sistemas ruidosos e iremos definir a noc¢ao de
um POVM. Tais nogoes serao aplicadas nos estudos de medidas de distinguibilidade e
em defini¢oes de Markovianidade quantica. Por fim, iremos definir também as evolugoes
quanticas gerais, que podem ser aplicadas em contextos de dindmicas ruidosas. Nés iremos
discutir o conceito de um canal quantico, que é central na teoria de sistemas quanticos

abertos e informacao quantica.

No Capitulo 3 nés iremos ilustrar formas de quantificar as diferencas de estados
quanticos, ou seja, iremos definir as chamadas medidas de distinguibilidade. Comecaremos
introduzindo as nocoes gerais de espagos normados e espagos métricos, que forneceram as
ferramentas fundamentais para a abordagem geométrica que iremos empregar para o espaco
de estados. Em especial, nés iremos introduzir as a-—normas Schatten e mostraremos que o
espaco de estados pode ser interpretado como um espago métrico Euclideano através dessas

a-normas. Iremos também fornecer exemplos onde estas normas podem ser utilizadas e

2 Como sera discutido no decorrer do texto, uma vez que um limite quantico de velocidade

representa um limite inferior no tempo de evolugdo, uma dindmica serd tight quando o tempo
de evolucao for igual ao seu valor minimo que é dado pelo QSL. Em complemento, o termo
tightness deve ser interpretado como a capacidade de uma dindmica ser tight. Traduzida de
forma literal, a palavra tight significa “justo”, “apertado” ou “preciso”. Como nao possuimos
uma palavra em portugués que expresse corretamente a mesma ideia, nés adotaremos nesta
dissertacdo o mesmo termo utilizado na literatura especializada, isto é, o termo tight.
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discutiremos suas principais propriedades.

Em seguida, tendo em mente todo o formalismo das medidas de distinguibilidade,
nos iremos introduzir no Capitulo 4 a teoria geral dos limites quanticos de velocidade (QSL),
tal como os conceitos centrais e as principais formas de definir um quantificador de QSL.
Além disso, nés iremos fornecer exemplos para dindmicas unitarias e nao—unitarias, na
tentativa de tornar o leitor mais familiar com as ideias centrais deste campo. No Capitulo 5
nos iremos introduzir as principais definigoes de Markovianidade para evolugoes de sistemas
quanticos sob a otica da teoria da informacgdo quantica, isto €, iremos caracterizar a
dinamica Markoviana em termos das propriedades do mapa dinamico da evolucao, que
sera definido em breve. Por fim, iremos fornecer um interessante exemplo de sistema onde é
possivel controlar seus efeitos nao—Markovianos, na qual iremos trabalhar com dois g—bits

interagentes e acoplados com um ambiente bosonico (50).

Finalmente, tendo definido a teoria geral dos limites quanticos de velocidade e
também as principais nocoes de Markovianidade quantica, nés ilustramos os principais
resultados desta pesquisa no Capitulo 6. Nés desenvolvemos dois novos quantificadores
de QSL, ambos induzidos pelas a-normas Schatten, onde um foi desenvolvido através
da abordagem geométrica enquanto que o outro foi obtido da desigualdade de Holder.
Comparamos estes dois novos limites quanticos de velocidade com os demais QSLs presentes
na literatura e mostramos que os quantificadores preexistentes podem ser vistos como casos
particulares dos QSLs induzidos pelas normas Schatten. Em especial, o QSL geométrico
mostrou ser um quantificador universal para o caso de uma dindmica geral de um q—bit
que evolui a partir de um estado inicial puro. Em complemento, nés também estudamos
as condigoes necessarias e suficientes para obter um tempo de evolugao minimo de acordo
com estes limites quanticos de velocidade, e obtemos requisitos com claras interpretacoes
geométricas em termos dos caminhos dinamicos no espago de estados. Por fim, avaliamos o
comportamento do quantificador universal, nomeadamente o QSL geométrico, com respeito
a dinamicas Markovianas e nao—Markovianas, estendendo assim os resultados obtidos
por Deffner e Lutz (35) e por J. Teittinen et al (52). Mostramos exemplos onde tanto a
Markovianidade quanto a nao—Markovianidade podem implicar em dinamicas 6timas, isto
é, quando o tempo de evolucao é igual ao QSL geométrico. Nos também mostramos um
exemplo onde ambos os regimes Markoviano e nao-Markoviano nao constituiam dinamicas
otimas, mas mostramos como ¢é possivel melhorar a dinamica do sistema manipulando
os efeitos nao—Markovianos. No Capitulo 7, nés discutimos as principais conclusoes e

mencionamos algumas possiveis continuidades deste trabalho.

Os principais resultados relativos ao desenvolvimento dos dois novos limites quanti-
cos de velocidade podem ser consultados diretamente no trabalho (56), Quantum Speed

Limits Based on Schatten Norms: Universality and Tightness®, fruto de uma colaboracao

3 arXiv:2312.00533
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entre pesquisadores do Instituto de Fisica de Sao Carlos (Alberto J. B. Rosal e Diogo O.
Soares-Pinto) e Departamento de Fisica da Universidade Federal do Maranhao (Diego

Paiva Pires).
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2 TEORIA QUANTICA RUIDOSA

Na teoria quantica nao ruidosa, nés supomos possuir total conhecimento sobre o
estado que descreve o sistema quantico, sendo este um elemento de um dado espago de
Hilbert cuja evolugao dindmica é descrita pela equacao de Schrodinger. Além disso, as
medicoes seriam descritas por operadores de projecao que atuam no espaco de Hilbert do
sistema. Entretanto, tal cendario ideal despresa o ruido que pode ser induzido no sistema

devido a interagoes com seu ambiente.

Neste capitulo, vamos discutir os aspectos da teoria quantica ruidosa, descrevendo
o papel do ruido nos estados quanticos do sistema, introduzindo o operador densidade,
assim como detalhar a evolugdo dinamica em um cenario geral, dado pelo formalismo de
canais quanticos. Além disso, vamos introduzir o formalismo das medi¢des quanticas no
contexto da teoria quantica ruidosa. Neste trabalho, o termo “ruido” significara o conjunto
de efeitos nas quais nés nao possuimos controle experimental e veremos que estes efeitos

podem ter origens classicas e quanticas.

2.1 Estados Quanticos Ruidosos

Vamos inicialmente introduzir o papel do ruido nos estados quanticos. Na teoria
quantica nao ruidosa, um sistema quéantico é representado por um espaco de Hilbert
H e seu estado é descrito por um estado puro [¢)) € H. Tal cendrio ideal consiste na
hipétese de total conhecimento no estado quantico preparado experimentalmente. A seguir,
nos buscaremos explorar um cendario mais geral e realista, onde o experimentalista nao
possui total controle no estado quantico preparado. Para tal, vamos introduzir um ruido
classico no aparato experimental responsavel por preparar o estado do sistema quantico e

utilizaremos o formalismo da teoria de probabilidades.

2.1.1 Ensemble de Estados e Operador Densidade

Suponha que o experimentalista possui um aparato experimental que prepara um
sistema em um certo estado quantico |¢,) com probabilidade p,(z) para todo z € X,
sendo X um conjunto de indices!. Vamos modelar tal aparato experimental pela varidvel
aleatéria classica x, que pode resultar nos estados |1¢,) com distribuicao de probabilidades
py(x) com z € X. Nesse caso, qual serda o estado que representa o sistema quantico?
A resposta sera: o estado do sistema serd descrito pelo operador densidade, que iremos

introduzir abaixo.

I Por simplicidade, vamos supor um conjunto de indices enumeravel, mas um tratamento

andlogo poderia ser feito utilizando um conjunto continuo.
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Inicialmente, vamos definir a no¢do de mistura estatistica e ensemble de estados

quanticos, assim como a classe de operadores chamados de operadores densidade.

Definicao 1 (Ensemble de Estados Quénticos ). Seja p,(z) uma distribui¢io de proba-
bilidades de uma varidvel aleatoria cldssica x com espaco de estados X, e considere um
conjunto de estados qudnticos {|V.) }zex pertencentes a um espago de Hilbert Hg. Entdo a

familia € = {py(x), |¥z) }zex € chamada de ensemble de estados qudinticos.

No contexto descrito acima, uma vez que o experimentalista prepara um estado
quéntico [¢,) com probabilidade p,(z), o sistema quantico é descrito pelo ensemble &£
dado pela Defini¢ao 1. Além disso, vamos introduzir uma importante classe de operadores

que atuam em espacos de Hilbert.

Definigao 2 (Operador densidade). Um operador linear p : H — H que atua em um
espaco de Hilbert H é chamado Operador Densidade se este € positivo semi-definido® e

hermitiano, ou seja

(¢lpley > 0,V]p)eH , (2.1)
pho=p (2.2)

A seguir, veremos que todo ensemble de estados quanticos é associado a um operador

densidade, cujo mapeamento é dado pela proxima definigao.

Defini¢cdo 3 (Operador Densidade Associado a um Ensemble). Dado um ensemble de

estados quanticos £, o operador densidade associado é definido por

pe = Z pX(LB) |Ve) (Ya] - (2.3)

reX

Vamos agora ilustrar algumas propriedades centrais relativas ao operador densidade
associado a um ensemble. A primeira é a propriedade de normalizacao, onde vemos
facilmente que Tr{ps} = 1. Além disso, por se tratar de uma combinacao linear convexa
de projetores, temos que o operador densidade associado a um ensemble é positivo semi-

definido e hermitiano, ou seja

<¢’p5|¢> > 0,V|¢>€/Hs, (24)

Muitas vezes é comum denotar um operador A positivo semi-definido pelo simbolo A > 0.

2
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onde Hg é o espacgo de Hilbert que descreve o sistema quantico de interesse. Portanto,
como descrito na Defini¢ao 2, temos que o operador densidade associado a um ensemble é

um operador densidade legitimo.

Note que, pela Definicao 3, o operador densidade associado ao ensemble £ pode
ser interpretado como a média dos projetores que representam os possiveis estados puros
preparados pelo experimentalista. Até agora, o operador densidade pe foi definido como
um objeto matematico associado a um dado ensemble de estados &£, também chamado de
mastura estatistica de estados. A seguir, nds iremos mostrar que tal operador representa o

estado de um sistema quantico.

Lembre-se que um estado de um sistema é um objeto tal que fornece toda a
informacao relativa aos seus observaveis. Em outras palavras, o estado descreve a estatistica
de observaveis. Vamos agora verificar algumas propriedades relativas ao operador densidade.
A primeira propriedade que iremos investigar é a relagao entre o operador densidade e a
distribui¢ao de probabilidades (antes da medigdo) de um dado observavel de um sistema

quantico.

Lema 1 (Estatistica pré-medigao). Seja A um observdvel de um sistema quantico descrito
por um ensemble € = {py(x), |V¥s) }zex, cuja decomposicao espectral é dada por A =
Yo o |Po) (Pol|. Entdo a probabilidade de obter o resultado a, em uma medic¢ao é dada
por

pa(aa) = Tr{pe [Pa) (Pal} (2.6)

onde pg € o operador densidade associado com o ensemble &.

Demonstragio. Dado que o sistema é descrito pelo ensemble € = {p, (), |¢s) }zex, Pela

lei da probabilidade total nés temos

palaa) = D py(@)p(aalts) (2.7)

reX
onde p(as|t,) é a probabilidade de obter o resultado a, dado que o sistema encontra-se no
estado 1,. Pela teoria quantica nao ruidosa, uma vez que o sistema encontra-se no estado
1., a probabilidade de obter o resultado a, ¢ dada por p(as|1.) = | (®4]1,) |*. Logo, nés

temos que

palaa) = > pu(@) (Palthe) (1a]Pa) (2.8)

zeX

. (pr<x>|wm> <ww\) 0. | (2.0)

rzeX

= (Pal pe|®a) (2.10)
= Tr{pe [Pa) (Pal}- (2.11)
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Portanto, a probabilidade de obter o resultado a, em uma medicao do observavel A é
dada por pa(aa) = Tr{pe |®a) (Bal}. 0

Veja que, devido ao Lema 1, o operador densidade pode ser visto como uma
generalizacao quantica de uma funcao de densidade de probabilidade. Além disso, como
consequéncia do Lema 1, nés podemos calcular o valor esperado de um observavel A de

um dado sistema quantico. Sob as condic¢oes de tal Lema, veja que

(A) = > aapalaa) , (2.12)
= > aaTr{pe Do) (Pal} | (2.13)
= T (a0 ]} (2.14)
= Tr{peA} , (2.15)

onde usamos a decomposicao espectral A = 3 a, |P,) (Po| € também que py(a,) =
Tr{pe [®a) (Pal}-

2.1.2 Propriedades basicas do operador densidade pg

Note que, pela Definicao 1, podemos concluir que todo ensemble de estados quan-
ticos é representado por um unico operador densidade, definido na Definicao 3. En-
tretanto, o oposto nao é verdade: um operador densidade pode ser gerado por mais
de um ensemble. Como exemplo, considere os ensembles & = {{1/2,|0)},{1/2,|1)}} e
E ={{1/2,|+)},{1/2,]-)}}, onde temos

0) £ |1
= Q2L (2.16)
V2
(2.17)
sendo |0) e |1) ortogonais e normalizados. Neste caso, é facil ver que
B 1 1 1 1
p=pe = 1001+ S I (= ) (4L ) = (218)

Temos dois ensembles distintos, nomeadamente & e &, que geram o mesmo operador
densidade p. Portanto, uma vez que dois ou mais ensembles distintos podem gerar o
mesmo operador densidade, devido ao Lema 1 nds podemos também concluir que dois ou
mais ensembles distintos podem fornecer a mesma distribuicao de probabilidades para um

observavel de um sistema quéantico.

Veja que, pela Definicao 3, um ensemble de estados quanticos sempre é associado a

um operador densidade (um operador linear positivo semi-definido cujo traco é unitario).
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Entretanto, podemos perguntar: para um dado operador densidade, temos um ensemble
associado a este? Neste caso, temos que a resposta é sim, como iremos explicar abaixo.

Primeiramente, precisamos do seguinte resultado:

Lema 2 (Operadores positivos semi-definidos sdo hermitianos). Se A : H — H € um

operador linear positivo semi-definido, entdo A é hermitiano.

Demonstracao. Podemos escrever A = B +iC, com B = AJ;AT, C = A;ZAT ei=+—1.
Logo B e C sio operadores hermitianos. E facil ver que [B,C] = BC — C'B = 0, portanto
como B e C sao dois operadores hermitianos que comutam, nés podemos obter uma base
comum de auto-estados |¢;) que simultaneamente diagonaliza os operadores B e C, ou

seja

B = b l5) (wyl . (2.19)
¢ = Zci |¢z> <¢z| (2-20)

Por absurdo, suponha que C' # 0. Neste caso, temos que existe um indice h tal
que C |¢) = ¢p [¢hp) com ¢ # 0. Para este auto-valor nao nulo do operador C, nés temos
que (Y| Aln) = by, + icp, € um ntimero complexo. Absurdo, pois supomos que A é um
operador positivo semi-definido. Portanto, necessariamente temos que C' = 0, e uma vez
que B é hermitiano, podemos concluir que A = B com A' = A. Portanto, um operador

linear A positivo semi-definido é também hermitiano. m

Retornando a nossa pergunta anterior, seja p um operador densidade atuando
em um espaco de Hilbert H. Logo, p é um operador linear positivo semi-definido com
Tr{p} = 1. Do Lema 2, temos que p é também um operador hermitiano. De acordo com o

teorema espectral, p assume uma decomposi¢ao dada por

p= Z Ai |¢z> <¢z| ) (2-21)

onde ); é o auto-valor associado ao auto-vetor |¢;), e o conjunto de auto-vetores® {|@;)};
representa uma base ortonormal para o espaco de Hilbert . Veja que o conjunto de auto-
valores {\;}; define uma legitima distribuicao de probabilidades, pois Tr{p} = 1 implica
que Y_; A; = 1, assim como o fato de que p é positivo semi-definido implica que \; > 0 para
todo indice i = 1,2, ...,dim(H). Logo, tais auto-valores descrevem uma distribuigao de
probabilidades. Dessa forma, podemos definir o ensemble canénico de um dado operador

densidade.
3

Estamos utilizando a notagao {;}; para denotar um conjunto de elementos indexados por
um indice ¢. Também iremos utilizar {&;};c; para explicitar que os indices sdo elementos de
um conjunto 1.



32

Defini¢ao 4 (Ensemble Canénico). Dado um operador densidade p com uma decomposi¢io

espectral

pP= Z)‘i s X Pi| (2.22)

o seu Ensemble Canonico € definido pela familia €, = {\i, |¢:) }i-

Portanto, dado um operador densidade, nés sempre podemos associar um ensemble
de estados quénticos (o Ensemble Canénico) para tal operador utilizando sua decomposigao
espectral. Observe que o ensemble canénico nao é tnico, pois se existir A\, = A\, com = # y
(no caso de degenerescéncia do espectro), entao a escolha dos auto-vetores correspondentes
para estes auto-valores nao é tnica, podendo gerar mais de uma possibilidade de Ensemble

Canonico.

2.1.3 Operador densidade como um estado quantico

Como mencionado anteriormente, um estado de um sistema fisico indexa a dis-
tribuicao de probabilidade de todo observavel do sistema. Portanto, dado o Lema 1 e a
Defini¢ao 4, todo operador densidade pode ser visto como a representacao de um estado
quantico, ou seja, um operador densidade caracteriza toda a informacgao necessaria para
descrever o sistema. Além disso, nés podemos descrever um sistema quéantico utilizando o
operador densidade ao invés de trabalhar com ensemble de estados quanticos (Definigao 1),

proporcionando uma facilidade nos calculos mateméticos.

O formalismo do operador densidade generaliza a no¢ao de estado puro, introduzindo
a nocao de ruido classico na preparacao de um estado quantico. De fato, veja que podemos
construir o mapeamento |¢) — m, = [¢) (¢| de todo estado puro |¢) pertencente a um
espaco de Hilbert H em projecoes 7, que atuam neste mesmo espago de Hilbert. Note que
Tr{my} = (¥|t) =1 e também (¢|my|p) = | (¢|1) |* > 0 para todo |¢) € H, logo 7y é um
operador densidade. Portanto, todo estado puro pode ser representado por um operador
densidade. Entretanto, a inversa nao é verdadeira, ou seja, nao é possivel descrever uma
mistura estatistica de estados por um estado puro pertencente a um espacgo de Hilbert.
Logo, sob essa 6tica, torna-se mais geral definir estados quanticos com operadores densidade
do que com estados puros. Dado a discussao prévia, vamos agora formalizar a nocao de

estado quantico através da seguinte definicao.

Definigao 5 (Estado Quéntico). O estado de um sistema qudntico é definido em termos
de um operador densidade p que atua em um espaco de Hilbert H, em outras palavras, um

operador linear positivo semi-definido e com traco unitdrio.

Um estado é dito ser puro quando o operador densidade é um projetor, ou seja,
possui um auto-valor equal para 1 e todos os demais auto-valores sao nulos. Caso contrario,

o estado ¢é dito ser misto, ou uma mistura. Além disso, o conjunto de operadores densidade
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de um dado sistema quantico desempenha o espaco de estados acessiveis para uma dada

dindmica e ira representar um papel de extrema importancia nesse trabalho.

Definicao 6 (Espago de Estados). Dado um sistema quantico com espago de Hilbert
H, o conjunto de todos os operadores densidade p atuando em tal espago de Hilbert serd

denotado por D(H) e serd chamado de Espago de Estados de tal sistema qudntico.

Como um exemplo, vamos introduzir o estado de maxima mistura, denotado por .
Com efeito, seja ‘H um espaco de Hilbert de dimensao d = dim(H) com base ortonormal

{]7) }i. O estado de maxima mistura é definido por

I |
™= Z i) (i] = s (2.23)

onde 1 representa o operador identidade que atua em H. O estado 7w possui uma clara
interpretacao fisica: suponha que o experimentalista prepara o sistema quantico em qualquer
estado |i), com i = 1,2,...,dim(H), todos com a mesma probabilidade. A distribuigao
de probabilidades de preparagao do estado do sistema é uma distribuicao uniforme, com
p; = 1/d para todos os valores de i. Logo, o ensemble que representa o sistema sera dado
por & = {1/d,|i)}L_, e o estado quintico associado serd o estado de méxima mistura 7
dado pela Eq.(2.23).

Além disso, o estado de maxima mistura é o inico que maximiza a entropia de

Shannon. Relembre que a entropia de um estado p é definida por

S(p) = —Tr{plogp} . (2.24)

E possivel mostrar que, para o caso de um espaco de Hilbert de dimensio finita d = dim(H),
a entropia de Shannon (Eq.(2.24)) possui um valor maximo igual a logd (3). Além disso,
também é possivel mostrar que tal valor é atingido se, e somente se, o estado do sistema é
o estado de maxima mistura 7 (Eq.(2.23)). Portanto, tal estado é também o tinico estado

que maximiza a entropia de Shannon (estado de méxima entropia).

O espago de estados D(H) de um dado espago de Hilbert H possui diversas

propriedades geométricas interessantes (4). Uma delas é dada pelo seguinte Lema.

Lema 3 (Convexidade do espago de estados). O espaco de estados D(H) de um dado
espago de Hilbert H é um conjunto convezo, ou seja, se A € [0,1], e p,o € D(H), entdo
Ap+ (1 —=XNo € D(H).

Demonstragao. Definimos € = Ap+ (1 — A\)o. Uma vez que p e o possuem trago unitario e
sdao operadores positivos semi-definidos, é facil ver que Tr{{} = 1 e também que V |¢) € H,
temos (¢|¢|¢p) > 0. Logo Ap + (1 = XN)o =& € D(H). O
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Uma importante propriedade dos estados quanticos é denominada pureza. Tal
propriedade distingue os estados puros das misturas estatisticas e desempenha uma

fundamental importancia nos fundamentos da teoria quantica.

Definigao 7 (Pureza). Dado um estado quantico p, sua pureza P(p) € definida por

P(p) = Tr{p'p} = Tr{p’} , (2.25)

onde a sequnda igualdade seque do Lema 2.

Como mencionado anteriormente, é possivel destinguir estados puros de misturas

estatisticas através da pureza dada pela Definicdo 7, como descrito pelo seguinte teorema.

Teorema 1 (Pureza de estados puros e mistos). A pureza de um estado p € igual a 1 se, e
somente se, p € um estado puro. Além disso, a pureza de um estado misto € estritamente

menor que 1.

Demonstrac¢io. Primeiramente vamos provar a primeira afirmacao. O caso onde p é uma
projecao implica trivialmente que P(p) = 1. Suponha agora que P(p) = 1 e tome uma
decomposicao espectral p = 3, A; |¢;) (¢;]. Calculando a pureza pela Defini¢ao 7, temos
que P(p) = Tr{p?} = ¥; \?. Uma vez que estamos assumindo P(p) = 1, necessariamente
temos que ter A, =1 com h € {1,2,...,dim(H)} e A\; = 0 para todo j # h. Portanto, p
é um projetor. Assim, provamos que a pureza de um estado quéntico é igual a 1 se, e

somente se, o estado é puro, ou seja, representado por um projetor.

A segunda afirmacao segue da Definicao 7. Seguindo a decomposicao espectral
mencionada acima, temos que P(p) = 3; A2. Assumindo que o estado p ¢ misto, temos que
0 <\ <1equeTr{p} =3\ = 1. Portanto, temos que _; \? < 1, e podemos concluir
que P(p) < 1 para todo estado misto p. O

2.1.4 Representacao de Bloch

E possivel escrever o operador densidade em funcao dos geradores da algebra do
grupo SU(n). Tal representacao é chamada de Representacio de Bloch e ela proporciona
interpretagoes geométricas dos estados quanticos. Vamos iniciar explorando o caso de um

espaco de Hilbert H bidimensional, caracterizando a dinamica de um ¢-bit.

No caso de um g-bit, nds utilizaremos os geradores da élgebra do grupo SU(2),

nomeadamente as matrizes de Pauli juntamente com a identidade 2 x 2, definidas por
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0 1 0 —i
Oy = (1 0) , Oy = (Z 0 ) (2.26)
1 0 10
0, = (0 _1) , 1o = (O 1) . (2.27)

e sdo escritas na base! ortonormal {|0),|1)}, onde o |I) = (=1)"|I), com [ € {0,1}. Nesse

caso, temos que o conjunto {1, 0,,0,,0,} representa uma base para os operadores lineares
hermitianos que atuam no espago H. Portanto, todo estado p € D(H) com dim(H) = 2

pode ser escrito da forma

p(t) = ; (1 +7(t) - ) (2.28)

onde

A(t) = (na(t), ny(t), ns(t)) € R? (2.29)

e ¢ = (04,04,0,) é um operador vetorial cujas componentes sao as matrizes de Pauli e a
Eq.(2.28) define a representacio de Bloch para um ¢-bit®. Na base computacional, nés temos

a seguinte representacao matricial de um estado quéntico em termos das componentes do

vetor de Bloch
1 L4+n.(t)  ng(t) —iny(t)
plt) = (nx(t) Fing(t) 1 n.(t) ) ’ (2:80)

e os auto-valores de p(t) sao dados por

A(t) = (£ 7O (2.31)

onde ||7(t)| = \/ni(t) +n2(t) +n2(t) é a norma Buclideana do vetor de Bloch 7i(t).

Uma vez que p(t) é um operador positivo semi-definido, temos que [|7i(t)|| < 1
para satisfazer Ay > 0. Note que p(t) é um estado puro se, e somente se, 7| = 1.
Podemos concluir que o vetor de Bloch 7i(t) = (n,(t), ny(t),n.(t)) € R* é tal que satisfaz
uma simetria esférica® e que ||7i(t)||* = nZ(t) + nZ(t) + ni(t) = 1 se, e somente se, o
estado é puro. Portanto, o espaco de Bloch, que consiste no conjunto de vetores de Bloch
permitidos para o estado escrito na representagao de Bloch, é equivalente a esfera unitaria
tridimensional no espaco Euclideano R3. Utilizando as relacdes de ortogonalidade entre as
matrizes de Pauli, podemos facilmente ver que n; = Tr{po;} com i = x,y, z. Finalmente,

a pureza do estado p(t), em termos do vetor de Bloch, é dada por

Muitas vezes, a base de auto—estados de o, é chamada de base computacional.

Neste caso, estamos explicitando uma dependéncia temporal pois, como veremos a seguir, o
estado do sistema pode variar no tempo devido a evolugdo dindmica.

Em outras palavras, nés temos que 7i(t) pode assumir qualquer dire¢do, mas ||7i(¢)|| < 1.
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P(t) = Tr(p*(t)) = ;(1 +[I7()])- (2.32)

Também, nés podemos escrever as populagoes e coeréncias do estado p em termos

do vetor de Bloch 7, e vice-versa. Escrevendo o estado p na base {|0),|1)}, nés obtemos

p(t) = (p ! ) 7 (2.33)

que

¢ 1-p
onde p(t) = (0[p(¢)|0) € [0,1] é a populagdo do estado |0) e ¢(t) = (0|p(¢)|1) ¢é a coeréncia

entre os estados |0) e [1). Claramente temos

p = ;(an), (2.34)
q = ;(nx—z‘ny), (2.35)

e inversamente, usando que n; = Tr{po;} com i = x,y, z, nds temos

n, = 2p—1, (2.36)
n. = 2Re(q), (2.37)
n, = —2Im(q), (2.38)

onde ¢* é o complexo conjugado da coeréncia ¢, Re(q) e Im(q) sao as partes real e

imagindria, respectivamente.

No caso bidimensional, ndés vimos que o espago de Bloch possui uma geometria
muito simples, sendo equivalente a esfera unitaria tridimensional. Para espagos de dimensao
maiores ou iguais a trés, a geometria do espago de estados torna-se muito mais complicada.

Vamos agora esbocar o caso geral de um sistema d-dimensional, nomeadamente um ¢—dzt.

Com efeito, vamos considerar um espaco de Hilbert H de dimensao finita d, e vamos
supor que o conjunto {Fa}ff:_ol seja uma base ortonormal de operadores hermitianos com o
trago nulo para o espaco dos operadores lineares que atuam em #, ou seja Tr(F,Fp) = 04,3,
juntamente com Fy = 1/v/d e Ff = F, assim como Tr(F,) = 0 paratodoa = 1,2, ..., d*—1.

Desta forma, todo estado quantico p do espago de Hilbert H pode ser representado por

o(t) = clz (143 - F) (2.39)

onde
) = (21(t),...,x2_1(t)) € R (2.40)
F = (F,...,Fp_,), (2.41)

-1

e nés temos a notagao usual de produto interno dada por f(t)ﬁ = > z;F;. Obviamente,

nos temos que
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2,(t) = Te(E;p(t)) - (2.42)

Portanto, todo operador densidade p pode ser representado por um vetor & pertencendo a
um subconjunto do espacgo Euclideano R% 1. Tal subconjunto de R~ de todos os estados
acessiveis é chamado de Espaco de Bloch de um g-dit. De fato, veja que os operadores F,

sdo os geradores da Algebra de Lie do grupo SU(d).

2.2 Medicoes na Teoria quantica ruidosa

A seguir, nés iremos explorar o formalismo matematico de medigoes gerais aplicadas
em sistemas quanticos. Primeiramente, iremos introduzir os operadores de medicao, que
podem ser vistos como uma generalizagao das medicoes projetivas para sistemas quanticos
gerais, e em seguida iremos definir os operadores de medida de valor positivo (em inglés

positive operator-valued measure, ou abreviadamente POVM).

2.2.1 Medicoes Quanticas Gerais

Uma medic¢ao em um sistema quantico é descrita por um conjunto de operadores
denominados operadores de Kraus, que irao descrever as transformagoes dos estados devido

a interferéncia causada pelo processo de medi¢ao no sistema quantico.

Definicao 8 (Medigoes Quanticas Gerais). Um processo de medigio em um sistema
qudntico € descrito por um conjunto de operadores {M;}; que satisfaz a sequinte condigdo

de completude

ZM}Mj =1, (2.43)
J

onde cada resultado 7 de um observavel J ¢ relacionado com um operador de medicao M;.
O conjunto {M;}; também é denominado de operadores de Kraus associados a medi¢ao do

observavel J.

Vamos primeiro tratar o caso de um sistema quantico com espacgo de Hilbert H
descrito por um estado puro [¢)) € H. Dado um observavel J deste sistema, cujo conjunto
{M;}; corresponde aos seus operadores de medigao, a probabilidade de obter o resultado

7 em uma medicao é dada por

pa(5) = (] M]M; |v) . (2.44)
Dado que o resultado da medi¢do do observavel J foi j, o estado do sistema imediatamente

apos O Processo sera

9) - ly) = 218

(2.45)
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A Eq.(2.44) pode ser vista como a generalizagdo da Regra de Born para a probabi-
lidade de observaveis antes de um processo geral de medigao, enquanto que a Eq.(2.45) é
a generalizacao do colapso da fungao de onda devido a interferéncia da medi¢ao descrita
pelo conjunto {M;}; no sistema quantico. Utilizando estas equagoes juntamente com a
Definic¢ao 3, podemos facilmente generalizar para o caso de um estado quantico descrito

por um operador densidade.

Considere um sistema quantico descrito por um espago de Hilbert H cujo estado
¢ dado em termos de um operador densidade p € D(H). Novamente considerando um
observéavel J com os operadores de medicao {1, };, a probabilidade de obter o resultado j

em uma medic¢ao no estado p é dada por

ps(j) = Tr{M]M;p} . (2.46)
Supondo que o resultado da medicao de J foi j, o estado imediatamente apds o processo
sera ;
M;pM!
p—py= (2.47)
ps(J)

Com a Eq.(2.46) e Eq.(2.47), nés podemos descrever uma medigao geral de um observavel

J de um sistema quantico com estado representado por um operador densidade p.

2.2.2  Medigoes descritas por um POVM

Em muitos experimentos de interesse, ndés nao precisamos nos preocupar com
o estado do sistema apods a medicao de um observavel. Ao contrario, é suficiente ter
o conhecimento da distribuicao de probabilidades dos seus possiveis resultados. Nesses
contextos, nés podemos descrever o processo de medicdo usando o formalismo POVM7,

que serda definido a seguir.

Definicao 9 (Operador de Medida com Valor Positivo - POVM). Um POVM é um
conjunto {A;}; de operadores que descrevem um processo de medi¢ao de um observdvel J

e que satisfazem
1. nao-negatividade:
Vi:A>0, (2.48)
2. Completude:
A =1, (2.49)
J

3. Se o estado do sistema € descrito por um operador densidade p, entdo a probabilidade

de obter o resultado j do observdvel J ¢ dada por

ps(3) = Tr{A;p} . (2.50)
" Em inglés, Positive Operator-Valued Measure (POVM)
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Ainda neste capitulo, nds iremos introduzir o formalismo dos canais quanticos, que
(de forma suscinta) descreve qualquer transformagao aplicada em um sistema quéantico.
Neste contexto, nos veremos que as medi¢oes quanticas descritas nesta secao podem ser

vistas como um caso particular da estrutura dos canais quanticos.

2.3 Sistemas Quanticos Compostos

Nesta secao, iremos abordar a composicao de sistemas quanticos. Em especial,
vamos definir o estado de um sistema quantico composto em termos dos estados dos
subsistemas que constituem o sistema total. Além disso, iremos introduzir uma importante
correlacao quantica, denominada emaranhamento, que possui um papel fundamental na
dindmica de sistemas quanticos compostos. Por fim, iremos introduzir a operacao chamada
traco parcial, que nos fornecerd os estados de subsistemas através do estado do sistema
total.

2.3.1 Estado de um Sistema Quéantico Composto

Vamos entao obter o estado total de um sistema quantico composto em termos
dos estados dos respectivos subsistemas. Tal estado é fornecido com o auxilio do proximo

Lema.

Lema 4 (Estado de Sistema Composto). Seja A e B dois sistemas quanticos independentes
(descorrelacionados) que juntos constituem um sistema composto AB, e que sao descritos
pelos espacos de Hilbert Ha e Hp, respectivamente. Se A possui um estado p e B um
estado o, entdao o estado do sistema composto AB € dado pelo produto tensorial p®@ o e

atua no espaco de Hilbert Hap = Ha Q@ Hp.

Demonstragio. Tomemos os ensembles €4 = {px(x), |[Vs)}s € E8 = {pyv(y), |0y)}, que

descrevem os sistemas A e B, respectivamente. Logo, nds temos que

U—Zpy ) [6y) (D4l - (2.52)

Nés denotamos pyy(x,y) como sendo uma probabilidade conjunta onde o sistema A é
preparado no estado [¢),) e, simultaneamente, o sistema B é preparado no estado |¢,). Logo,
pxy (z,y) representa a probabilidade do sistema composto AB ser preparado no estado
1) @ |¢py). Utilizando a Definigao 3 para o ensemble E45 = {pxy (2, y), |[Vz) @ [Py) }ay,

nos temos que o operador densidade total é dado por

pap = Y pxv(z,y) ), ®|9), (¥, ® (4], (2.53)
= > pxv(m,y) [the) (] @ |62) (0l - (2.54)
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Por fim, utilizando a hipétese de que os dois sistemas sdo independentes, nos temos

que

pxy (2, y) = px(2)py (¥) , (2.55)

e uma algebra trivial mostra que pap = p ® 0. [

Por inducao, se temos um conjunto finito de sistemas quanticos Ap, As,...,A,
estatisticamente independentes entre si, onde o sistema A; possui um espago de Hilbert H;
e é descrito pelo estado p;, nés temos que o sistema composto A = U, A; é representado
pelo espago de Hilbert H = ®' ;H; e é descrito pelo estado p = ®}',p;. Um operador
densidade que é escrito em termos do produto tensorial de dois ou mais operadores

densidades é chamado de estado produto.

Nesta subsecao, nés discutimos o caso de dois ensembles descorrelacionados, ou
seja, o sistema A e B sdo estatisticamente independentes. Na proxima subsecdo, vamos

adicionar o problema de dois sistemas classicamente correlacionados.

2.3.2 Estados Separaveis e Emaranhamento

Vamos agora considerar dois ensembles de estados puros classicamente correlacio-
nados. Em outras palavras, seja A e B dois sistemas quanticos representados por espagcos
de Hilbert H 4 e H g, respectivamente. Vamos considerar que estes dois sistemas sdo prepa-
rados em estados classicamente correlacionados, ou seja, com uma probabilidade px(z) o
sistema A é preparado no estado [¢,) € Ha e, simultaneamente, o sistema B é preparado
no estado |¢,) € Hp. Neste caso, temos que o sistema composto AB é preparado no estado
|12) ® |d,) com probabilidade px ().

Neste caso, o sistema composto AB é descrito pelo ensemble &.. = {px(x), [1),) ®

|¢2) }, € 0 operador densidade correspondente é dado por

p5s = . px (@) [Ue) (U] @ |da) (] - (2.56)

Fisicamente, o estado classicamente correlacionado (Eq.(2.56)) é preparado da
seguinte forma: o experimentalista prepara o sistema A no estado [¢),) e, simultaneamente,
o sistema B é preparado no estado |¢,). Consequentemente, o sistema composto AB,
descrito pelo espaco de Hilbert Hap = Ha ® Hp, € preparado em um estado produto
|12) ® |py). Porém, devido ao ruido classico do aparato experimental, tal estado torna-se

um estado aleatério com distribuigdo de probabilidades px ().

O raciocinio anterior foi feito levando em consideragao um ensemble de estados puros
classicamente correlacionados. Entretanto, podemos realizar um raciocinio analogo levando
em consideracao um ensemble de estados mistos classicamente correlacionados. Em outras

palavras, suponha que, com probabilidade px(z), o sistema A seja preparado no estado p,
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e, simultaneamente, o sistema B é preparado no estado o,, ambos operadores densidade
(que nao sao necessariamente estados puros). Logo, de acordo com o Lema 4, o sistema
composto AB é preparado no estado p, ®o, com probabilidade px (x). Portanto, o ensemble
que descreve o sistema total corresponde a um ensemble de ensembles, nomeadamente

descrito por {px(x), pr ® 0,}+, € 0 operador densidade do sistema composto é dado por

PAB = ZPX T)pr ® 0y (2.57)

Note que, no caso correspondente a um ensemble de estados puros classicamente
correlacionados (Eq.(2.56)) nés obtemos que o operador densidade total corresponde a
uma combinacao linear convexa do produto tensorial de dois projetores. No segundo caso,
na qual corresponde a um ensemble de operadores densidade classicamente correlacionados
(Eq.(2.57)), nés obtemos um estado total dado pela combinagcao linear convexa do produto
de operadores densidade. O proximo teorema relaciona estes dois casos e serd 1til na

introducao do conceito de estados emaranhados.

Teorema 2. Nés sempre podemos escrever um estado da forma p =3, pz(2)p. @ 0, como

uma combinacao linear convexa do produto de estados puros, nomeadamente

p =2 pw(w) ) (vl @ 160) (6] - (2.58)

Demonstracao. Seja Z uma variavel aleatoria que assume valores em Z e cuja distribuicao
de probabilidades é pz(z). Suponha que p, e o, sdo operadores densidade Vz € Z, e

considere o estado dado por

p= sz 2)p: ® 0. (2.59)

Agora, vamos escrever os estados p, e 0, em termos dos seus respectivos ensembles,

ou seja

ZP #)2) [¢a) (Wl (2.60)
ZP yl2) [dy.2) (Dl (2.61)

onde {p(z|2), [tx2)}+ € 0 ensemble para o estado p, e {P(y|z),|¢y.2)}, é 0 ensemble do

estado o, para todo z € Z.

Agora, aplicando tal decomposicao dos estados p, e o, no estado p, nés temos

p =3 pz(2)p(x|2) PY|2) [$a ) (2| © [y.2) (D2 (2.62)

Y,z
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e reescrevendo [¢g2) = [Vuyz) VY, [dyz) = |Guy.2) Vo e pz(2)p(alz)P(ylz) = pla,y, 2),

nds obtemos

p= 2 P(@.y,2) [Yoyz) Vol © |ay.e) (Pou:l - (2.63)

x7y72:
Por fim, basta redefinir os indices da somatéria, tomando w = (x,y, z) e definimos uma
nova variavel aleatoria W cujos valores sao representados por w com a distribuicao de

probabilidades pw (w) = p(x,y, 2), e nés podemos concluir que

P = ZPW |¢w %! ® ‘¢w> <¢w‘ . (2.64)

]

Logo, o tltimo teorema mostra que todo ensemble de operadores densidade clas-
sicamente correlacionados pode ser escrito em termos de um ensemble de estados puros
classicamente correlacionados. Dessa forma, nés podemos introduzir a seguinte defini¢ao
de estados separdveis para um operador densidade p geral que representa um sistema

composto de dois outros subsistemas, nomeadamente um sistema bipartido.

Definigao 10 (Estados Separaveis). Seja A e B dois sistemas qudnticos representados
por espacos de Hilbert Ha e Hp, respectivamente, que juntos compoe o sistema composto
AB com espago de Hilbert Hap = Ha ® Hp. Um operador densidade oap € D(Hap) €

dito um estado separdvel se este pode ser escrito da sequinte forma

0AB = pr |77Z}ac ¢x|A & |¢$> <¢Z‘|B ) (265)

onde py(z) € uma distribuicio de probabilidades, {|1z) 4}» € um conjunto de estados puros

de Ha e {|¢s)gts € um conjunto de estados puros de Hp.

Ou seja, um estado que representa um sistema composto é separavel se as correlagoes
entre os estados dos subsistemas sdo correlagoes puramente classicas. Entretanto, nem todo
estado bipartido pertence a classe dos estados separaveis, como descrito na Definigao 10, e
esta segunda classe de estados possui uma profunda importancia na teoria quantica, como

veremos a seguir.

Definicao 11 (Estados Emaranhados). Um operador densidade bipartido pap é dito
emaranhado se este nao é um estado separdvel. Ou seja, pap é emaranhado se nao
for possivel representa-lo como uma combinacao linear convera do produto tensorial de

projetores dos dois subsistemas que compoe o sistema total.

Veja portanto que, como consequéncia de tais defini¢oes, o emaranhamento é uma
correlacdo entre dois subsistemas de natureza puramente quéantica. Além disso, o termo

“separavel” implica que nao ha emaranhamento no estado, ou seja, existe um procedimento
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completamente classico capaz de preparar um estado separavel. Por fim, o conjunto
de estados separaveis possui uma série de propriedades geométricas interessantes, e em
particular tal conjunto é dito convexro. Podemos facilmente mostrar que dado dois estados
separdveis pap e o4p associados a um sistema composto AB, para todo nimero A € [0, 1],
o estado Apap + (1 — A)oap é também um estado separavel. A seguir, iremos introduzir
uma importante ferramenta na analise de sistemas quanticos compostos, chamada de traco
parcial e que é responsavel por fornecer o estado de subsistemas a partir do estado total

do sistema composto.

2.3.3 Traco Parcial

Nesta subsecao, gostariamos de obter os estados locais que dao a distribuicao de
probabilidade de resultados relacionados a observaveis dos subsistemas. Tal operacao ¢é

fornecida através do trago parcial, que sera definida a seguir.

Definigao 12 (Trago Parcial). Seja xap um operador quadrado® atuando no espaco de
Hilbert dado pelo produto tensorial Ha @ Hp, e considere a base ortonormal {|l)z}; de

Hp. Portanto, o traco parcial de x ap sob o espaco Hp € dado por

Trp{xas} =D _(1a @ (l|z)xas(1a®|l)p), (2.66)

e tal operagio define um novo operador’ Trp{xap} que atua no espago de Hilbert H 4.

O traco parcial é uma operagao que possui uma série de propriedades interessantes.
Por exemplo, o trago parcial é invariante por mudancas na base {|I) 3}; escolhida para o
espaco Hp. Além disso, o traco parcial possui a propriedade de ser uma transformagao
linear que atua sob um espago de operadores. Por fim, podemos utilizar o trago parcial
para obter o estado de subsistemas de um sistema composto, como enunciado no proximo

teorema.

Teorema 3 (Estados Locais). Seja um sistema bipartido AB composto pelos subsistemas
A e B. Se pap € o estado do sistema total AB, entdo o correspondente estado pa do

sistema A e pp do sistema B sao dados por

pa = Trp{pas} , (2.67)
pe = Tra{pas} . (2.68)

Por “operador quadrado” nés estamos considerando um operador que quando escrito em
forma matricial, possui o niimero de linhas igual ao niimero de colunas.
Muitas vezes noés iremos omitir os operadores identidade, escrevendo simplesmente

Trp{xap} = > (| xaB|l) -
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Demonstracao. Seja J um observével relativo ao subsistema A, e as medigoes de J sdo
descritas localmente por um POVM {A };. Logo, o respectivo POVM atua no sistema
total AB através do conjunto {A), @ 15} ; € a probabilidade de obter o resultado j através

de uma medicao local no sistema A serd dada por

ps(j) = Tr{A, ® Lppan} | (2.69)

onde Tr{} representa o trago no espago Hap = Ha ® Hp.

Agora, vamos fixar as bases {|k) ,}r para Ha e {|l) 5}, para Hp, logo nés temos
que {|k) , ® |[) g}k, serd a base para o espago composto Hap = Ha ® Hp. Portanto,

calculando o traco nessa base, nés temos que

=Ykl , @z ANy @ p)pag k), @) (2.70)
k.l

)

e desenvolvendo o somatorio, nés obtemos

pr() = S (k] Ay © 1) {Zm & (ll)pan(Ta u>B>} k), 015 . (@7)

k l

Observe na tltima equacao que é possivel reconhecer a Definigao 12 aplicada no estado

pAB, € No somatério externo nos temos o traco aplicado no espago H 4, ou seja

ps(j) = Tr{ Ay Trp{pap}} - (2.72)

Portanto, uma vez que o operador Trg{pap} fornece a distribuicao de probabilidades de
qualquer observavel J do subsistema A, nés temos que tal operador representa o estado

quantico deste subsistema. Logo

pa=Trp{pas}, (2.73)

e analogamente podemos também concluir que pg = Tra{pap}. O

Neste ponto, vale a pena fazer uma conexao entre o resultado anterior e a teoria de
probabilidades classica. Relembre que o operador densidade pode ser interpretado como
uma generalizacao de uma densidade de probabilidades de uma variavel aleatoria classica,
tal como mencionamos anteriormente. Além disso, relembre que para uma densidade de
probabilidade conjunta, digamos pxy(x,y) de duas varidveis aleatéria X e Y, é possivel
obter a distribuicao de cada variavel aleatoria através do processo de marginalizacao,
nomeadamente px(z) = o, px,v (7, y)dy e py(y) = [o, Pxy(7,y)dz onde Qx e Qy sdo
os espacos de estados de X e Y, respectivamente. Logo, o trago parcial pode ser visto
como a generalizacao do processo de marginalizacao no caso quantico: o estado total

pap representa a densidade de probabilidade composta, enquanto que o trago parcial
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representa a integragao sob os graus de liberdade do sistema na qual pretende-se excluir

da distribuicao de probabilidade.

Dessa forma, veja também que o trago parcial é uma operacao irreversivel: podemos
obter os estados locais a partir do estado global, mas nem sempre é possivel obter o estado
global a partir dos estados locais. Isso ocorre pois, tal como no processo de marginalizacao
de variaveis aleatorias classicas, nés perdemos informagao do sistema global ao retirar os

graus de liberdade dos outros subsistemas.

Por fim, é facil ver que o traco parcial de um operador densidade fornece um
auténtico operador densidade, isto é, um operador positivo semi-definido com o trago

unitario. A demonstracao desse fato segue diretamente da Definicao 12.

A seguir, vamos introduzir o formalismo dos canais quanticos, que é responsavel
pela descricao de transformacoes em sistemas quanticos, tais como evolugoes dinamicas,

medigoes de observaveis dentre outros exemplos que serao explorados abaixo.

2.4 Evolucdes Quanticas

Nesta secao, buscaremos obter a estrutura matematica capaz de representar transfor-
magoes de sistemas quanticos, que serao denominados canais quanticos. Estes requerimentos
irdo possuir motivacao fisica e serdo adotados como axiomas, com o objetivo de obter as
propriedades fundamentais que toda transformacao necessita satisfazer. Além disso, vamos
explorar a decomposicao de Kraus para canais quanticos, assim como abordar exemplos
nas quais tais decomposic¢oes surgem de forma natural e que ajudarao na interpretacao
destas estruturas mateméticas. Observe que, no caso de sistemas quanticos fechados'?, a
evolucao ¢ dada por um operador unitario. Entretanto, isto se aplica quando podemos
isolar o sistema quantico do seu ambiente externo e, em geral, as interacoes entre o sistema
e o ambiente nem sempre podem ser desconsideradas. Nesses casos, a evolugao do sistema
nao ¢ mais unitaria, nos motivando assim a buscar uma estrutura matematica que engloba

também as evolugoes nao unitarias que caracterizam os sistemas quanticos abertos.

2.4.1 Abordagem Axiomatica

Vamos iniciar a nossa andlise pensando sobre os requisitos fisicos que toda evolucao
de um dado sistema quantico deve satisfazer. Estes requisitos fornecerao os axiomas que irao
gerar as restricoes matematicas necessarias para evolugoes quanticas gerais. Primeiramente,
como discutido anteriormente, todo sistema quantico pode ser descrito por um operador

densidade que atua em um certo espaco de Hilbert. Logo, dado um estado inicial py,

10 Neste trabalho, um sistema quantico é considerado fechado se ele satisfaz a equacdo de

Schrédinger, isto é, a evolugdo dindmica é dada por um operador unitario que é gerado pelo
mapeamento exponencial da Hamiltoniana do sistema.
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esperamos que o estado final p apds a evolucao'! ainda seja um operador linear positivo
semi-definido e de trago unitario, isto ¢é, tal evolucao devera transformar um operador

densidade em outro operador densidade.

Neste ponto, é importante definir uma notacao que serd 1util a seguir. Lembre
que, para um dado espaco de Hilbert H, o conjunto de todos os operadores densidade
(estados acessiveis) associados a H é denotado por D(H). Além disso, o espago de todos
os operadores lineares quadrados que atuam em H serd denotado por L£L(#). Por fim, o
conjunto de todos os operadores lineares com dominio no espaco de Hilbert H 4 e imagem
em um espago de Hilbert Hp serd denotado por L(Ha,Hp). Portanto, buscamos um
mapeamento N : D(H ) — D(Hg) que leve operadores densidade de H 4 em operadores
densidade de Hp.

Antes de enunciar e interpretar os axiomas de um canal quintico (evoluc¢ao quantica),

precisamos de algumas defini¢oes formais que serao uteis no que se segue.

Defini¢ao 13 (Mapa positivo). Um mapeamento linear M : L(Ha) — L(Hp) é um
mapa positivo se M(xa) € L(Hp) € positivo semi-definido para todo xa € L(Ha) positivo
semi-definido. Em outras palavras, um mapeamento positivo preserva a positividade semi-

definida.

Defini¢do 14 (Mapa completamente positivo). Um mapa linear M : L(Ha) — L(Hp) ¢é
dito completamente positivo se idr @ M € um mapa positivo para um sistema de referéncia

R de tamanho arbitrario, onde idg é o superoperador identidade que atua no sistema R.

O mapas positivos e completamente positivos definidos acima possuem um papel
fundamental na teoria dos canais quanticos, como veremos a seguir. Finalmente, temos

todas as ferramentas necessarias para enunciar a definicdo formal de um canal quantico.

Defini¢do 15 (Canal Quantico). Um canal quantico é um mapeamento linear, comple-
tamente positivo e que preserva o traco, correspondendo assim a uma evolugdo de um

ststema quantico.

Para ser mais preciso, um canal quantico satisfaz os seguintes axiomas:

1. Linearidade: Um canal quantico N : £(H4) — L(Hp) é um mapeamento linear, ou

seja,

N(aXa+ Ya) = aN(Xa) + BN (Ya) , (2.74)

1 Observe que nio estamos falando especificamente de uma evolucio dindmica, mas sim de

uma transformacao geral no estado de um sistema quéntico. Tal transformacio pode ser
devida a uma evolucdo dindmica ou uma medi¢do de um observavel do sistema, por exemplo.
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para todo par de ntimeros complexos «, 3 € C e para quaisquer operadores lineares
X A € YA.

2. Completa positividade: um canal quantico é um mapeamento completamente positivo,

tal como descrito na Defini¢ao 14.

3. Preservagao do trago: para todo operador linear X4 € L(H,), temos

Te{ X4} = Te{N(X4)} . (2.75)

Estes trés axiomas constituem o conjunto de propriedades que toda transformagao
quantica necessita satisfazer, e por conta disso os canais quanticos sao muitas vezes
chamados'? de mapas CPTP. Vamos entender o papel que cada propriedade possui na
evolucao de sistemas quanticos gerais. A linearidade reflete o principio de superposicao, que
é verificado experimentalmente. Além disso, em um primeiro momento, o leitor poderia ser
levado a pensar que seria suficiente requerir unicamente que o canal quantico constituisse
um mapa positivo, com o objetivo de preservar a positividade semi-definida dos operadores
densidade. De fato, a completa positividade é indispensavel, e buscaremos justifica-la em
detalhe.

Para entender a necessidade da completa positividade, deixe-nos imaginar o seguinte
cenario. No6s sabemos que uma evolugao quantica necessariamente deve mapear operadores
densidade em operadores densidade (estados fisicos), logo é necessario que tal mapa
preserve a positividade semi-definida. Portanto, tomando esse fato juntamente com a
linearidade, temos que um canal quantico necessita ser um mapeamento positivo, como
descrito na Defini¢ao 13. Ou seja, tomando um canal quantico N : L(Ha) — L(HB),
tal mapeamento leva operadores positivos semi-definidos do sistema A em operadores

positivos semi-definidos do sistema B.

Entretanto, observe que nunca podemos descartar a existéncia de um sistema
extra R nao interagente com o sistema de interesse e, portanto, fora de nosso controle.
Considere entao que R seja um sistema de referéncia de dimensoes arbitrarias e espaco
de Hilbert Hg, e um sistema quantico A com espago de Hilbert H 4. Logo, o estado do
sistema composto RA serd pra € D(Hr ® Ha). Como R é o nosso sistema “oculto”, ele
nao interage'® com o sistema de interesse A. Dessa forma, a evolucao do sistema composto
RA consiste no superoperador identidade idg : Hr — Hgr atuando no espaco Hpr € o
canal quantico N' : £L(Ha) — L(Hp) atuando no espaco Ha, e o resultado necessita
ser um operador densidade do sistema composto RB. Em outras palavras, a evolucao

total serd descrita pelo mapa N, = idg ® N e este mapeamento deve levar operadores

12 CPTP é uma abreviacao para completely positive and trace-preserving maps, ou seja, mapas

completamente positivos e que preservam o traco.
Caso contrario, seria possivel detectar o sistema R através de observagoes feitas no sistema
A.

13
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densidade do sistema composto RA em operadores densidade do sistema composto RB.
Consequentemente, tal como descrito no paragrafo anterior, o mapa Ny = idgp @ N
precisa preservar a positividade semi-definida dos operadores densidade e idr @ N necessita
ser um mapeamento positivo, o que implica que N precisa ser um mapa completamente
positivo. Dessa forma, a possibilidade da existéncia de tais sistemas de referéncia nos
leva a requerir que os canais quanticos sejam mais que mapas positivos, mas sim mapas

completamente positivos.

Por fim, a preservagao do trago possui uma origem probabilistica. O fato do
trago do operador densidade ser unitario reflete a normalizagdo das distribuicoes de
probabilidades, tal como mencionamos que o operador densidade pode ser interpretado
como uma densidade de probabilidade generalizada. Neste caso, estamos interessados em
evolucoes que conservam a normalizacao das probabilidades, logo precisamos requerir que
o trago dos operadores seja preservado por tais transformacgoes. Portanto, a preservagao
do tracgo é sin6nimo da conservacao das probabilidades mediante a evolugao quantica.
Além disso, é possivel mostrar que o requerimento da preservacao do traco dos operadores
densidade por parte dos canais quanticos implica na preservacao do trago de qualquer
operador linear através de tais mapeamentos. Dessa forma, podemos sempre considerar

que um canal quantico preserva o traco de qualquer operador linear.

Em geral, ndo trabalhamos com as evolugdes quanticas em termos de mapeamentos
de operadores densidade. Claramente, tal construcao se mostra 1til sob o ponto de vista
conceitual, mas matematicamente nem sempre é facil verificar que um mapeamento é
completamente positivo. Ha diversas formas de verificar tal propriedade (5) em termos de
outras grandezas matematicas, tal como o Operador de Choi, mas nos iremos omitir estes
resultados. Entretanto, uma forma muito ttil de representar os canais quanticos é através

da representagdo de Choi-Kraus, que serd enunciada sem demonstragao a seguir.

Teorema 4 (Choi-Kraus). Sejam Hy e Hp dois espagos de Hilbert. Um mapeamento
N L(Ha) — L(Hp) é um canal quantico (linear, completamente positivo e que preserva

o trago) se, e somente se, tal mapa admite uma representacao de Choi-Kraus, definida por

d
N(Xa) = S VXAl (2.76)
=1
onde Xy € L(Ha), Vi € L(MHa, Hp) para todo | = 1,2,....d, XL, VIV = 14 ed <
dim(Ha)dim(Hp).

A representacao de Choi-Kraus fornece uma ferramenta matemaética valiosa no
tratamento e descrigao de canais quanticos. Os operadores do conjunto {V;}, satisfazendo as
condigoes do Teorema 4 sao denominados operadores de Kraus. Em geral, buscamos definir
os operadores de Kraus de um canal quantico com o objetivo de obter a sua decomposicao

de Choi-Kraus. Dessa forma, o Teorema 4 garante que o mapeamento descrito por tal
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decomposicao é completamente positivo, linear e que preserva o traco, sendo portanto um
canal quantico legitimo. Além disso, note que tal resultado é uma condigao necessaria e
suficiente, logo todo operador com uma decomposicao de Kraus serd um canal quantico,
assim como todo canal quantico possui uma decomposicao de Kraus. Ha diversos detalhes
envolvendo tal representacao, como por exemplo o problema da unicidade da decomposicao
de Kraus. Porém, vamos omitir mais detalhes e seguir agora com algumas interpretacoes
dos canais quanticos, assim como fornecer alguns contextos nos quais tais mapeamentos

surgem de forma natural.

2.4.2 Evolucao Ruidosa Como Consequéncia da Perda de um Resultado de uma Medicgao.

Seja A um sistema quantico com espacgo de Hilbert H 4, cujo estado é representado
pelo operador densidade p € D(H). Seja J um observével deste sistema, cujas medicoes sdo
descritas pelo conjunto de operadores { M}y, onde Y, M, ,I M, = 1. Logo, a probabilidade

de obter um resultado j através da medicao do observavel J é dada por

ps(j) = Te{M[M;p} . (2.77)

e se a medicdo de J resultar no valor J, o estado imediatamente apds a medigao é dado por

MijjT

() (278)

p—rPj=

Agora, suponha que um experimentalista realiza uma medi¢ao de J mas, devido
algum processo ruidoso, ele perde o valor do resultado de tal observavel obtido através da
medicao. Podemos entao fazer a seguinte pergunta: qual sera o estado do sistema A apds tal
processo? Neste caso, o estado pés-medigao serd descrito pelo ensemble € = {p,(7), pjjp(j ; }
e portanto o operador densidade pe que representa o estado do sistema apos tal processo

serd dado por

.i.
JPM ¥
Z ipM; . (2.79)

ZPJ

Portanto, observamos que tal processo resultou na evolugao p — pe = N(p), onde

N(p) = Z M;pM] (2.80)
J

admite uma representacao de Kraus e, devido ao Teorema 4, tal mapeamento representa
um canal quantico. Finalmente, podemos entao interpretar o ruido que ocorre durante um

processo de medicao sob a otica de um canal quantico.
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2.4.3 Evolugdo Ruidosa de Sistemas Quanticos Abertos

Nesta subsecao, nés iremos lidar com um sistema quantico aberto geral. Como ja
foi mencionado anteriormente, um sistema quantico é dito fechado (ou isolado) quando
o estado quantico satisfaz a equacao de Schrodinger, que ocorre tipicamente quando é
possivel isolar o sistema quantico de interagoes externas. Logo, um sistema quéntico fechado
possui uma evolucao descrita por operadores unitarios definidos pelo mapa exponencial da
Hamiltoniana do sistema. Entretanto, nem sempre é possivel isolar o sistema quantico dos
efeitos do seu ambiente, e nesse caso a evolucao nao é mais unitaria e precisa ser descrita
por um canal quantico. Este contexto descreve o que iremos chamar de sistema quantico

aberto.

Vamos agora descrever o cendrio geral de um sistema quantico aberto. Temos entao
um sistema quantico S com o espaco de Hilbert Hg juntamente com seu ambiente F,
descrito pelo espaco de Hilbert Hpg. Supomos que o sistema composto SE é preparado
inicialmente no estado produto p(0) = ps(0) ® pp € D(Hs @ Hg). O leitor pode ser levado
inicialmente a pensar que nao faz sentido imaginar que o experimentalista seria capaz de
preparar o ambiente em um dado estado quantico, pois a principio nés nao temos controle
experimental sob o ambiente. Entretanto, é possivel mostrar (6) que se o estado do sistema
é puro, entao o estado total é um estado produto. Portanto, o controle experimental sob o
sistema é suficiente para termos um estado inicial produto, nos levando a concluir que tal

hipotese é bastante razoavel.

Vamos também supor que pp é um estado estacionario do ambiente, ou seja, que a
evolucao dindmica nao altera o estado inicial de E. Por exemplo, podemos considerar que
pp € um estado térmico de equilibrio. Esta hipotese também possui motivagoes fisicas, pois
em geral o ambiente possui um nimero de graus de liberdade muito maior que o nimero
de graus de liberdade do sistema. Consequentemente, a interagao sistema-ambiente nao
afeta significativamente o estado inicial do ambiente. Pense nisso como jogar uma pedra
de gelo em uma piscina: o estado térmico da piscina nao é significativamente alterado, mas

o estado da pedra de gelo ira evoluir devido as interagoes térmicas.

O espaco de Hilbert do sistema composto SE é portanto descrito pelo espago

produto Hg ® Hg, e a dindmica do sistema total é modelada pela Hamiltoniana

H(t) = Hg(t)+ Hp(t) + Hy () , (2.81)

onde Hg é a Hamiltoniana livre do sistema (ou seja, a Hamiltoniana do sistema descon-
siderando o ambiente e suas interagdes), Hg é a Hamiltoniana livre do ambiente e H;
descreve a interacao entre o sistema e o ambiente, e tais Hamiltonianas podem possuir
uma dependencia explicita no tempo. Logo, veja que o sistema composto SFE constitue

um sistema quantico fechado, e a evolugao é mediada pelo operador unitario
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Ult,to) =T {e_m t0 H(s"“} , (2.82)

onde 7 denota o operador de ordenamento temporal. O estado total p(t) do sistema
composto SE portanto evolui unitariamente através da equagao de von Neumann, ou seja,

temos a seguinte evolugao unitaria

p(t) = Ut to)plto) U (1, ) | (2.83)

onde estamos considerando (sem perda de generalidade) que ¢y = 0. Portanto, a evolugao

do estado dindmico do sistema S pode ser obtido através do traco parcial

ps(t) = Trp {U(t,0)ps(0) @ ppU'(£,0)} | (2.84)

onde Trg denota o trago parcial sob os graus de liberdade do ambiente. Portanto, veja
que o estado total p do sistema composto SFE sofre a evolucao de um sistema quantico
fechado (Eq.(2.83)), isto ¢, uma evolu¢do mediada por um operador unitério que ¢ obtido
pelo mapeamento exponencial (Eq.(2.82)) da Hamiltoniana que descreve a dindmica do
sistema (Eq.(2.81)). Entretanto, o mesmo néo ¢ verdade para o estado do sistema, ou
seja, em geral nao é possivel obter um operador unitario que ird descrever a evolugao do
estado pg(t). Dessa forma, vamos mostrar que tal evolucao pode, de fato, ser descrita com

o auxilio do formalismo dos canais quanticos.

Note que, para todo instante de tempo ¢ > 0, a evolugao dindmica de pg(t) descrita
pela Eq.(2.84) descreve um mapeamento ps(0) — ps(t) = V(t)(ps(0)). Para todo t > 0
fixado, a transformacao ps(t) = V(t)(ps(0)) ¢ um mapeamento de operadores densidade
do espago D(Hg) (espago dos operadores densidade do sistema S) em si mesmo, ou seja,
V(t) : D(Hs) — D(Hg). Tal mapeamento V(t) que descreve a evolugao dindmica dos
estados de um sistema quantico para todo instante de tempo ¢t > 0 é chamado de mapa
dindmico. O préximo resultado demonstra que o mapeamento V(t) é, para todo instante

de tempo t > 0 fixado, um canal quantico.
Lema 5 (Mapas Dindmicos sdo Canais Quanticos). Um mapa dindmico satisfaz os

requerimentos de um canal quantico. Em especial, nos podemos obter uma decomposicao

de Choi-Kraus como se seque

ps(t) = V(t)(ps(0) = - Was(t)ps(OOW pera(t) . (2.85)
8

«

onde Y-, WTﬁWaﬁ =1g e Wyp € L(Hs).
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Demonstracio. Uma vez que pg é um operador densidade, este é hermitiano. Logo, vamos

tomar a seguinte decomposicao espectral
PB = Z )\a ‘¢a> <¢a| ’ (286)

onde {|¢a)}a ¢ uma base ortonormal para Hg e A\, > 0 para todo «, assim como
Yoo =Tr{pp} =1

Aplicando a decomposicao espectral de pg no estado dindmico pg(t) (Eq.(2.84)),

temos
VOsO) = X AT (U 0ps(0) @ lon) (0al U0} . (287
e calculando o trago parcial sob o ambiente na base {|¢a) }o que diagonaliza pg, ndés temos
V50 = 33 har/ 3o 2 (05l Ut 0)os(0) @160} (0] UT(10) 05) - (2589
Rearranjando os termos, podemos escrever

ps(®) = 5 {2 (€51 U(1.0)160) } £5(0) © 1 { A (0l UT (1. 0) 05) | - (289

a,B
onde ps(t) = V(t)(ps(0)). Nés podemos definir
Was(t) = A (05 U(L,0) |6) € L(Hs) . (2.90)
portanto concluimos que
ps(t) = Vit)ps(0)) = S WaslBhps OW24(0). (2.91)

Finalmente, veja que

Z;Wl,g(t)wa,ﬁ(t) = VA (6al UT(1,0) [05) A (051 U(H0) 60)  (2.92)

a?ﬁ

= ZﬁjAa (6al UT(2,0) [65) (95| U (2, 0) |6a) (2.93)

= D (00l U'(t,0) (Zﬂ:‘¢5> <¢ﬁ\) U(t,0)[da) ,  (2.94)

07

e uma vez que {|¢g) }s ¢ uma base ortonormal, temos Y 5 |ps) (¢| = 1. Também, como

U(t,0) é um operador unitério, temos U'(¢,0)U(¢,0) = 1gg. Portanto, temos que

S WLafOWas(t) = 5o Aa {60l6e) = S ho = Trlpak =1 (2.95)

Entao, a decomposicao V(t)(ps(0)) = Xa5 Wa,g(t)pg(O)Wlﬂ(t) ¢ uma uma auténtica
decomposicao de Choi-Kraus, com o conjunto de operadores de Kraus dado por {W, g(t) }«.3
definidos na Eq.(2.90). Logo, devido ao Teorema 4, nés podemos concluir que tal mapa

dindmico V(t) é um canal quantico (Defini¢ao 15). O
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Dessa forma, vemos que toda evolugao dinamica de um sistema quantico, seja ele
um sistema aberto ou um sistema fechado, pode ser vista como um canal quantico que
atua em um dado estado inicial do sistema. Temos que tal formalismo surge de forma
natural nas evolugdes dinamicas. Além disso, devido ao Teorema 4, nés podemos concluir
que toda evolucao dinamica é constituida por um mapeamento completamente positivo,
linear e que preserva o trago, e podemos obter tal conclusao simplesmente calculando a
decomposicao de Choi-Kraus de tais mapas dindmicos. Dessa forma, nés iremos adotar a

seguinte definicdo para evolugdes dinamicas.

Defini¢ao 16 (Mapas Dindmicos). Toda evolugiao dinamica de um sistema qudantico com
espago de Hilbert H € descrita em termos de wma familia de canais quanticos {A¢, }ic(to,00)
que satisfazem Ny, 4, = idy, sendo idy o super-operador identidade de H, mapeando estados
iniciais p(to) € D(H) em estados dindmicos p(t) = A4, (p(to)) € D(H).

Portanto, o formalismo dos canais quanticos nos permite generalizar as evolugoes
unitarias, assim como obter uma série de propriedades matematicas importantes que
caracterizam tais mapeamentos. Vamos agora introduzir a nocao de mapas unitais e definir

a chamada representacdo de Heisenberg neste contexto de canais quanticos.

2.4.4 Canais Unitais

Uma vez que um produto interno é definido em um espago vetorial, nés sempre
podemos definir a adjunta de uma transformacao linear que atua neste espaco. Por
exemplo, suponha que V' é um espago vetorial com um produto interno (-, @) : V. xV — C

e G :V — V é um operador linear. Entdo, o operador adjunto Gt é definido de forma que
(v.G(x)) = (G'(w).z) s Yoy eV (2.96)

Podemos agora generalizar esta ideia para o contexto dos canais quanticos e definir um

canal adjunto. Para isso, podemos introduzir o produto interno de Hilbert—Schmidt:

Definigao 17 (Produto interno de Hilbert—Schmidt). Para todo par de operadores lineares
A, B € L(H) que atuam em um espago de Hilbert H, o produto interno de Hilbert—Schmidt
(A, B),, € dado por

(A,B),, = Tr{A'B} . (2.97)

Com o produto interno de Hilbert—Schmidt definido no espaco de operadores, nés

podemos agora definir a nocao de um Super-operador'* Adjunto.

Definicao 18 (Mapa Adjunto). Seja N : L(Ha) — L(Hp) uma transformagio linear

que mapeia os operadores lineares definidos em um espago de Hilbert H, em operadores

14 Um super-operador é uma transformacao que atua em um espaco de operadores.
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lineares definidos em um espago de Hilbert Hp. A transformacdo adjunta N1 é tal que

satisfaz a equacdio®®

(YN (X)), = (NI(Y), X) 5 VX € L(Ha) , VY € L(Hp) . (2.98)

Noés podemos agora definir o conceito de um mapa unital, que sera util a seguir.

Definigao 19 (Mapa Unital). Considere 14,15 como sendo os operadores identidade dos
espagos de Hilbert Ha, Hpg, respectivamente, e N : L(Ha) — L(Hp) € um mapeamento

linear. Entdo, N € dito um mapa unital se
N1, =15. (2.99)

Em outras palavras, um mapa unital preserva o operador identidade.

Vamos agora interpretar o papel dos mapas unitais nos canais quanticos. A primeira

relacdo é descrita em termos do préximo teorema.

Teorema 5 (Canal Quantico Adjunto). Se um canal quintico N : L(H ) — L(Hp) possui

o conjunto {Vi}, de operadores de Kraus, entao:

e O mapeamento adjunto N, definido pela Eq.(2.98), é um mapa completamente
positivo (Definicao 14) e unital (Defini¢ao 19).

e O conjunto de operadores de Kraus do mapa adjunto é {VZT}Z. Em outras palavras,

nos temos
N =X VYVi; VY € L(Hp) - (2.100)
[

Demonstragio. Nos temos que N(X) = Y, V}XVZJr onde Y; VZTV} = 1p. Utilizando a
Definicdo 18 e a propriedade ciclica do trago, nés podemos facilmente mostrar que NT(Y) =
> VZTYVl para todo operador Y € L(Hp). Utilizando esta decomposicao, é facil ver que o
mapeamento N é unital. Por fim, ¢ possivel mostrar que o operador de Choi (5) associado
ao mapa adjunto N7 é positivo semi-definido, logo o Teorema de Choi afirma que N é

um mapeamento completamente positivo. O]

O canal quantico adjunto AT fornece a ponte para a representacio de Heisenberg.
Note que o canal quantico A representa a evolucao de um sistema quantico através dos
estados representados pelos operadores densidade. Em outras palavras, a evolugao ¢é feita
através da transformacao dos estados. Tal representacao é denominada representacio de

Schrodinger. Por outro lado, a representacdo de Heisenberg é tal que a evolucao é obtida

15 E possivel provar (5) que tal transformagao adjunta satisfazendo esta equacao existe e é

unica.
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através da transformacao dos operadores, deixando os estados estaticos. Iremos mostrar

que o canal adjunto faz a conexao entre estas duas representacaos.

Suponha um sistema quantico A descrito por um espago de Hilbert H 4 cujo estado
inicial é p4 € D(H,). Este sistema sofre uma evolugdo descrita pelo canal quantico
N : L(Ha) — L(Hp) e considere um observavel J do sistema apds a evolugao, cujas
medidas sio descritas por um POVM {A%}; [veja a Definicdo 9]. Temos que a probabilidade

de obter um resultado j através da medida do observavel J apds a evolugao é dada por

pali) = THARN (o)) = Tr{(AB) N (o)} = (AN (pa)), (2101

onde utilizamos que A% > 0, logo [devido ao Lema 2] ele também é um operador hermitiano.

Utilizando agora a definicao do canal adjunto, nés temos que

ps(G) = (NT(AD), pa), = Tr{NT(A})pa} (2.102)

onde usamos que N T(A{g) ¢ um operador hermitiano, pois Afg >0 e NT é um mapa
completamente positivo (Teorema 5), logo NT(A%) > 0 e a afirmacio segue do Lema 2.

Dessa forma, podemos conluir que

ps(5) = Te{AEN (pa)} = Te{NT(AL)pa} - (2.103)

Além disso, note que
Ni(AR) = 0, (2.104)
ZNT(A{B) = NT (ZA{B) = N1, =15, (2.105)

onde utilizamos o Teorema 5. Portanto, o conjunto {NT(A%)}; constitue um auténtico
POVM.

Vamos agora interpretar o desenvolvimento feito no paragrafo acima. Veja que na
representacao de Schrodinger, a evolugao é descrita em termos de transformacoes de um
estado inicial p4 através do canal quantico N, pa — N (pa), enquanto que os operadores
de medida ficam estaticos e a estatistica de um dado observavel é descrita em termos
da distribui¢ao de probabilidades dada na Eq.(2.103). Por outro lado, na representacao
de Heisenberg os operadores de medida que evoluem de acordo com o canal adjunto N,
enquanto que o estado inicial permanece estatico. Em outras palavras, o operador p4 é
fixado e 0 POVM evolui de A% para N'T(A%}). Veja entfio que a estatistica do sistema nao
pode depender da representacao escolhida, tal como é descrito na Eq. (2.103), demonstrando

que ambas as representacoes descrevem o mesmo sistema de forma equivalente.

A seguir, vamos ilustrar um importante exemplo de canal quantico que é comumente

utilizado na descricao de sistemas quanticos abertos.
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2.4.5 Amortecimento de Amplitude

Para finalizar este capitulo, vamos fornecer um breve exemplo de modelo muito
comum em sistemas fisicos dissipativos. Tal canal é chamado de Amortecimento de Am-
plitude, ou Amplitude Damping, em inglés. Em geral, podemos utilizar este modelo em
emissoes espontaneas. Suponha que nosso sistema consiste de um atomo de dois niveis,
onde |0) constitue o estado fundamental e |1) representa o estado excitado. Podemos
utilizar tal consideracao em atomos mais gerais, uma vez que transi¢oes para outros niveis
sao negligenciadas. Uma emissao espontdnea constitue a transigao |1) — |0), até mesmo

se 0 atomo encontra-se inicialmente em uma superposicao destes estados.

Neste cendrio, v denotara a probabilidade de transigao (decaimento), e o operador

de decaimento serd dado por Ay = /7 0) (1], pois obtemos

Agloxoj Ay = 0, (2.106)
Ag [1X1[ Af = ool (2.107)

ou seja, o operador Ay mapeia o estado excitado no estado fundamental, modelando assim o
decaimento do atomo. Para que tal transformacao seja representada por um canal quantico,
precisamos de mais um operador para satisfazer a condi¢ao de completude Y, VZTVl =1

para um conjunto {V;}; de operadores de Kraus. Nesse caso, precisamos definir

Ay = [0X0] + 1 —~1X1] , (2.108)

e temos entao que
ATA; + Al Ay = [0)0] + |1)(1] = 1, . (2.109)

Portanto, o processo de emissao espontanea de um atomo de dois niveis pode
ser descrito com o formalismo dos canais quanticos, utilizando os operadores de Kraus
{Ag, A;} definidos acima. Note que o canal de amortecimento de amplitude descreve um
sistema que converge assintoticamente para o estado fundamental |0). Em outras palavras,
este tipo de canal atua diretamente nas populacoes dos estados |0) e |1). Entretanto,
ha outros tipos de canais onde o efeito se da especialmente nas coeréncias do operador
densidade, como por exemplo o canal de defasagem transversa e defasagem paralela (64,65)

que sao descritos por canais unitais.

Nesta se¢ao, nés mostramos como que o formalismo dos canais quanticos surge
naturalmente em processos de medig¢oes ruidosos, assim como na evolugao dindmica de
sistemas quanticos abertos e também no decaimento de um sistema de dois niveis. Ha uma
série de outros exemplos de aplicagoes de canais quanticos que podem ser encontrados na

literatura (3,5-7), e outras aplicagoes serao desenvolvidas nos proximos capitulos.
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3 MEDIDAS DE DISTINGUIBILIDADE

Neste capitulo, nos iremos discutir a distinguibilidade de estados quanticos, nomea-
damente os operadores densidade. Uma vez que um operador densidade fornece toda a
estatistica relativa a medidas de um observavel, buscamos obter formas para distinguir ou

comparar diferentes estados de um sistema, constituindo um problema fundamental.

Além disso, podemos usar tais medidas de distinguibilidade de estados quanticos
para tentar quantificar a presenca de ruido em uma dada evolugao. Por exemplo, muitos
protocolos de comunicacao quantica sao definidos usando a estrutura da teoria quantica
nao ruidosa, tais como a codificagao super—densa, teleportagdo quantica entre outros.
Entretanto, na pratica, temos o efeito de ruido em tais implementacoes, e podemos
verificar o quanto que uma dada execucdo se aproxima da execucao ideal calculando
a “distancia” entre o estado esperado (dado pelo protocolo executado em um cenario
ideal) e o estado obtido (que representa a execuc¢ao do protocolo em um cendrio ruidoso).
Portanto, as medidas de distancia que serao introduzidas neste capitulo sao particularmente

importantes em diversas aplicagoes de problemas relacionados a informacao quantica.

Por fim, cabe destacar que tais medidas irdo desempenhar um papel central neste
trabalho, onde elas irao ser aplicadas tanto no contexto dos limites quanticos de velocidade
(em inglés quantum speed limits, ou abreviadamente QSL), onde nés iremos definir novos
quantificadores de QSL utilizando diferentes medidas de distinguibilidade, assim como
serao utilizadas na defini¢do de dindmicas nao Markovianas. Iremos abordar estes tépicos

em detalhe nos proximos capitulos.

Vamos entao iniciar discutindo diferentes normas que podem ser definidas em um
espago de estados D(H) associado a um espago de Hilbert H, em especial nés daremos
destaque as normas Schatten. Vamos investigar algumas propriedades desta familia de
normas e iremos desenvolver alguns casos particulares que sao importantes em diversas
aplicacgoes de informagao quantica, como a norma traco (L), a norma espectral (também

chamada de norma operador) e a norma de Hilbert-Schmidt (Ls).

Nosso intuito aqui ¢é introduzir as principais medidas de distinguibilidade utilizadas
em diversos problemas de informagao quantica e ressaltar suas principais propriedades.
Logo, iremos omitir a demonstracao de alguns resultados, sempre indicando as referéncias

para o leitor.
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3.1 Normas

Vamos iniciar definindo os axiomas de uma norma em um espaco de Hilbert!.

Definicao 20 (Norma). Uma norma em um espago de Hilbert H (mais geralmente um

espago vetorial) é uma fungao || e || : H — R que satisfaz as sequintes propriedades:

e Nao negatividade: || [¢) || > 0 para todo estado ) € H, e |||¥) || =0 se, e somente

se nos temos 1) = 0.

e FEscala: Para todo nimero complexo a € C e todo estado |p) € H, nds temos

o) | = lal 1) ]

e Desigualdade triangular: Para todo par de estados 1), |¢) € H, nés temos || [) +
o) [ < ) I+ [[1e) 11

Usando a desigualdade triangular e a propriedade de escala, nés podemos mostrar

que toda norma ¢é convexa, ou seja

M) + (X =N o) | < M) [+ (L = M) ] (3.1)
para todo nimero real A € [0, 1] e para todo par de estados [¢) , |¢) € H.

No decorrer desta subse¢ao, nés iremos direcionar nosso foco em definir uma norma
no espaco de Hilbert £(H) dos operadores lineares definidos em um espago de Hilbert H.
Uma importante familia de normas, que sera intensivamente utilizada neste trabalho, é

denominada normas Schatten.

Defini¢ao 21 (Normas Schatten). Para todo operador linear X € L(H) atuando em um

espago de Hilbert H, sua a—norma Schatten € definida por

1
I X|a = (Te{[X]*}) =, (3.2)
para todo o € [1,00), onde | X| = VXTX. Nds também definimos

1 X]loe = lim [[X][a (3.3)

a—0o0

e portanto as a—normas ficam bem definidas para todo « € [1,00].

Vale mencionar que é possivel extender a Definicao 21 para considerar os casos

onde « pertence ao intervalo (0, 1) (utilizando a mesma Eq.(3.2)), porém tal fungdo deixa

I Embora consideremos um espaco de Hilbert, tal definicdo é valida para espacos vetoriais

gerais.
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de ser uma norma pois viola a desigualdade triangular para estes valores de . Além disso,
podemos facilmente mostrar que as funcoes dadas pela Definicao 21 sao legitimas normas
definidas em um espago de operadores lineares, ou seja, elas satisfazem a nao negatividade,

a desigualdade triangular e também a propriedade de escala.

Normas sao tipicamente utilizadas em problemas de matematica pura para medir
comprimentos de vetores e/ou operadores, e diferentes normas podem fornecer diferentes
comprimentos. Isto é, nem sempre existe uma relacao bem definida entre diferentes normas.
Em informacgao quantica, nés usamos normas para medir a informacao contida em estados
quanticos e canais quanticos. Neste trabalho, nés também utilizamos as normas Schatten
para definir novos limites quanticos de velocidade, como sera explorado nos préximos

capitulos.

As normas Schatten podem ser calculadas em termos de outras propriedades
espectrais relativas a um dado operador. Primeiramente, considere um operador linear
X : V. — W genérico definido entre dois espacgos vetoriais V' e W. Relembre que seus
valores singulares correspondem aos auto-valores? do operador VXTX. Além disso, o rank
de um dado operador linear X ¢é definido como sendo a dimensao da imagem de X, ou seja,
rank(X) = dim(Im(X)), e nesse caso temos Im(X) = W. Também ¢ possivel mostrar®
que o numero de valores singulares de um dado operador linear X é igual ao seu rank, isto
é, #{Sa}o = rank(X), onde {s,}, é o conjunto de valores singulares de X e #A denota o

numero de elementos em um conjunto A. Podemos entao enunciar o seguinte resultado.

Lema 6 (Normas Schatten e Valores Singulares). Seja X um operador linear, e considere
o conjunto {s}h_, dos valores singulares de X, onde r = rank(X). Entdo, a a—norma
Schatten de X ¢ dada por

-

il = (3 8) (3.4)

onde a € [1,00).

Demonstracao. Tal resultado segue diretamente da Definicao 21 tomando o fato de que

o trago ¢ um invariante por mudancas de base e considerando a base que diagonaliza o
operador v XTX. ]

Por fim, veja que nés poderiamos ter definido as a—norma Schatten utilizando

VX XT ao invés de vV XTX. A razio é que X e X' possuem os mesmos valores singulares.

2

Uma vez que o operador XX é positivo semi-definido, j4 mostramos que isto implica que
ele também é hermitiano, logo seus auto-valores sdo todos reais e positivos e tal operador
pode ser diagonalizado de acordo com o teorema espectral.

Este é o conteiido do Teorema de decomposicdo de uma matriz em valores singulares. Para
uma breve revisao sobre os conceitos centrais da algebra linear, o leitor é indicado a consultar
a referéncia (3).
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Isto é, XTX e X X possuem os mesmos auto-valores. Para ver isso, denotamos spec(X1X)
como o conjunto de auto-valores do operador X'X, isto é, seu espectro (ou conjunto
de rafzes do polindmio caracteristico). Vamos mostrar que spec(X'X) = spec(X XT).
Suponha que XX |¢) = \|¢), ou seja, A € spec(XTX). Definimos o vetor |£) = X |¢).
Logo, nés temos que X XT[£) = XXTX |¢) = X(XTX |p)) = X(\]g)) = \|¢£), portanto
A € spec(X XT). Dessa forma, concluimos que spec(XTX) C spec(X XT). De forma anéloga,
podemos mostrar que spec(X XT) C spec(XTX), e portanto spec(X XT) = spec(XTX),

como queriamos demonstrar.

Como uma consequéncia do Lema 6, nés podemos analizar o caso onde o operador

X é hermitiano. Neste caso, temos que vV XTX = v/ X2 e denotando )\; como sendo os

auto-valores de X, nés temos que sx = |A;|. Ou seja, os valores singulares de um operador

hermitiano sao simplesmente iguais aos modulos de seus auto-valores. Dessa forma, a
rank

a—norma Schatten de um operador hermitiano X com conjunto {\; };2] % de auto-valores

e r =rank(X) é dada por

1

Il = () 35

As a—normas Schatten possuem uma série de propriedades interessantes que podem
ser encontradas na literatura. Aqui, vamos enunciar (sem demonstragao?) duas importantes
propriedades que serao utilizadas no contexto dos limites quanticos de velocidade. Antes
de enunciar, vamos introduzir o conceito de uma norma dual. Dado uma norma Schatten
|| ® ||, @ norma Schatten || o || é dita sua dual se 1/a + 1/8 = 1. Temos entdo o seguinte

resultado relacionando uma a—norma Schatten com a sua norma dual.

Lema 7. Para todo operador linear X, sua a—norma Schatten pode ser dada em termos

de um supremo

1 1
11X |o = sup{\Tr[YTX]] CY|ls <1, — 4= = 1} . (3.6)
Y#0 a B

Como consequéncia do Lema 7, nés temos a desigualdade de Holder que desempe-

nhard um importante papel nos préximos capitulos®.

Definigao 22 (Desigualdade de Holder). O Lema 7 implica que para todo operador linear
X e Z, e todo par de numeros reais o, 5 € [1,00] satisfazendo i + % =1, nds temos a

sequinte desiqualdade

4
5

A demonstracao pode ser encontrada na referéncia (7).
De fato, nés iremos desenvolver um novo quantificador de limite quantico de velocidade
partindo da desigualdade de Holder para normas Schatten.



61

I Te[ 27 X)| < 11X Lol 12115 , (3.7)

na qual € denominada desigualdade de Holder.

A seguir, iremos brevemente introduzir a nogao de espagco métrico que sera 1util
no desenvolvimento de um limite quantico de velocidade sob a abordagem geométrica no

espago de estados, que sera abordado nos préoximos capitulos.

3.2 Uma breve mencao a teoria de espacos métricos

Nos proximos capitulos, nos iremos trabalhar com um espago de estados normado.
Ou seja, vamos definir uma norma || e || : D(H) — R de operadores no espago D(H) de
estados p associados a um dado espago de Hilbert H. Além disso, vamos definir uma
meétrica neste espaco de estados, que ird agir como a nossa medida de distinguibilidade

dos estados quanticos. Dessa forma, sera necessario ter em mente a seguinte defini¢ao.

Definig¢ao 23 (Espagos Métricos). Seja M um conjunto e D : M x M — R uma fungio

tal que, para todos os elementos x,y,z € M, nés temos:

e Positividade semi-definida: D(x,y) >0 e D(z,y) =0 se, e somente se v =y.
e Simetria: D(z,y) = D(y,x).

e Desigualdade triangular: D(zx,z) < D(z,y) + D(y, 2).
A fungao D é dita uma métrica em M e o par (M, D) é chamado de espago métrico.

E possivel demonstrar que toda norma pode induzir uma métrica em um dado
conjunto. Ou seja, considere um espago vetorial V' com uma norma || e || : V' — R. Logo, o
espaco (V, || e||) é dito um espaco normado. E possivel mostrar que a funcdo d : VxV — R
definida por

d(z,y) = [|lz —yl| (3.8)
para todo par de elementos z,y € V satisfaz os axiomas de uma métrica dados pela
Definicao 23, ou seja, é uma fungao positiva semi-definida, simétrica e satisfaz a desigualdade
triangular. Dessa forma, o par (V,d) constitue um legitimo espa¢o métrico. Com isso,
vemos que todo espa¢o normado pode também ser visto como um espaco métrico. Vale
ressaltar também que toda norma pode induzir uma métrica, mas nem toda métrica é
definida a partir de uma norma. Similarmente, todo produto interno pode induzir uma
norma, mas nem toda norma pode ser gerada a partir de um produto interno. Neste
trabalho, tudo que precisaremos é da noc¢ao da estrutura geral de espagos métricos, mas
para mais informagoes e também para mais propriedade, o leitor ¢ indicado a consultar a

referéncia (8).
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Desta forma, tomando o conjunto M = D(H), e considerando uma a—norma

Schatten no espago de estados, nés podemos definir a métrica

Do(p,n) = llp —1lla (3.9)

e entao o espaco de estados pode ser visto como um espa¢o normado (D(H), || e ||.) e
também como um espago métrico (D(H), D, ). Neste trabalho, nés iremos combinar a
métrica induzida pelas normas Schatten (Eq.(3.9)) com a representagao de Bloch definida
anteriormente, e iremos expressar tais distancias em termos de distancias Euclideana entre

os vetores de Bloch. Tais detalhes serao explorados nos proximos capitulos.

3.3 Exemplos de medidas de distinguibilidade

Nesta secao, nés vamos fornecer alguns exemplos de medidas de distinguibilidade
comumente aplicadas em problemas de informacao quantica. Iremos lidar com alguns
casos particulares de distancias induzidas por normas Schatten, nomeadamete a distancia
traco (o = 1), a distancia de Hilbert-Schmidt (o = 2). Vamos iniciar discutindo algumas
propriedades da norma operador, que possui um papel de destaque em alguns limites

quanticos de velocidade.

3.3.1 Norma operador (espectral)

A norma operador toma espago no limite quantico de velocidade desenvolvido pelo
Sebastian Deffner e Eric Lutz (9) e também desempenhara um papel importante neste
trabalho.

Defini¢do 24 (Norma Operador, co—norma Schatten ou Norma Espectral). A Norma
Operador, também chamada de co—norma Schatten ou Norma Espectral, é uma norma
Schatten (Definicao 21) tomando o = oo. Ou seja, para todo operador linear X, sua norma

operador || X || € dada pelo limite

1] |a = lim [1X]la - (3.10)

O proximo resultado constitue uma importante ferramenta no calculo da norma
operador de um operador linear X genérico. Tal resultado ird relacionar a norma operador

com os valores singulares de X.

Lema 8 (Norma Operador e Valores Singulares). Para todo operador linear X € L(Ha, Hp)
definido entre dois espagos de Hilbert Ha e Hp, || X|| € igual ao maior valor singular de

X, na qual é denotado por Sya:. Em outras palavras, temos que

HXHOO = Smaz - (311)
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Demonstragio. Seja §= (s,...,s,) um vetor cujas componentes correspondem aos valores
singulares do operador X e r = rank(X). Uma vez que os valores singulares sdo, por
defini¢ao, os auto-valores do operador positivo semi-definido v XTX, temos que s; > 0

para todo ¢ = 1,2, ...,r. Logo, para todo o« > 1 e para todo i € {1,2,...,r}, nés temos

sp <285 =1IXIa (3.12)
j=1

onde utilizamos o Lema 6 na tltima igualdade. Dessa forma, nés temos que s; < ||.X||, para
todo i € {1,2,...,r}, e em particular tal desigualdade também é valida para o maior valor
singular $,,,, = max;{s;};. Entdo, temos que syax < ||X||o para todo a > 1. Tomando o

limite @ — oo nesta desigualdade e considerando a Definicao 24, nés concluimos que

Smax < || X]|oo - (3.13)

Para provar a desigualdade oposta, considere agora que a > 3 > 1, logo

x|l = (Z) =(Zszﬁs§i) s(zsf;afsi) (3.14)
k=1 k=1

k=1
1
s (T a _8 8

= Smal (Z s’,f) = Srlna)%HXHg : (3.15)

k=1

e entao nos temos que
1-8 B

1 X lo < smax || X][5 (3.16)

para todo a > 1. Tomando novamente o limite o — oo, nds temos que
||X||OO S Smax (317)

e tomando as duas desigualdades nés podemos concluir que ||X || = Smax- O

O Lema 8 justifica o termo norma espectral também designado para a co—norma
Schatten. O termo norma operador também é utilizado pois é possivel mostrar que a
norma dada pela Definicao 24 ¢ induzida pela norma Euclideana definida no espaco de

Hilbert ‘H na qual o operador linear X atua, isto €,

X ) [l2
1 = sup 1 (3.18)
o [ 10) |2
onde o simbolo sup significa o supremo do conjunto numérico % tomado em relacao

a todos os vetores nao nulos do espaco de Hilbert H na qual o operador X é definido.
Para uma revisao dos conceitos de infimum e supremum de conjuntos, o leitor é indicado

a consultar a referéncia (10). A norma operador possui diversas outras propriedades em
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termos de supremos, mas nés vamos nos limitar a discutir apenas o Lema 8. Para mais

informagoes sobre a norma operador, veja a referéncia (7).

3.3.2 Norma traco (L;) e distncia trago

Vamos agora considerar o caso particular de uma norma Schatten para o = 1. Tal
norma é conhecida por norma traco, e ¢ amplamente usada em problemas de informacao
quantica como uma medida de distinguibilidade de estados, assim como em defini¢oes de
nao Markovianidade em dindmicas de sistemas quanticos abertos. A norma trago também

¢é conhecida como norma L e iremos ver a justificativa em seguida.

Definigao 25 (Norma trago (L;)). Para um dado operador linear X, sua norma trago,
denotada por || X||1 ou || X||w, € uma norma Schatten considerando o = 1. Devido a

Definicao 21, temos que

1 X1]er = [IX][ = Tr{VXTX} . (3.19)

Por conta de Lema 8, nés temos que a norma traco ¢ simplesmente a soma dos

valores singulares de um dado operador linear X, ou seja,

IXTh =i, (3.20)
=1

onde os nimeros s; com i = 1, .., r sao os valores singulares de X enquanto que r = rank(X).
Dessa forma, lembre-se que dado um espaco vetorial V', nés temos a norma L; definida

pelo mapeamento || e ||, : V — R dado por ||0]|,, = s dim(V) |v;| para todo elemento

U= (V1, ..., Vaim(v)) € V. Logo, uma vez que s; = |s;|, podemos interpretar a norma trago
como sendo uma norma L; definida no espago dos valores-singulares dos operadores lineares
que atuam em um certo espaco de Hilbert, e por isso esta norma também é referenciada

como norma Lj.

Também, veja que se o operador X é hermitiano, entdo s; = |\;|, onde \; com
1 = 1,...,r correspondem aos auto-valores de X. Ou seja, os valores singulares de um
operador hermitiano correspondem aos médulos dos seus respectivos auto-valores. Entao,

devido a Eq.(3.5), nés temos que

X[ =2 [N (3.21)
=1

ou seja, a norma trago de um operador hermitiano é simplesmente a soma dos moédulos

dos seus auto-valores.

Vale a pena ressaltar que, uma vez que a norma trago (Definigdo 25) é um caso

particular das a—normas Schatten, entdo a norma trago é uma legitima norma no espagos
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de operadores L(H) que atuam em um certo espaco de Hilbert H. Em outras palavras,
tal mapeamento satisfaz os axiomas dados pela Definicao 20. A seguir, vamos discutir

algumas propriedades da norma traco.

o Propriedade 1: invariancia por isometrias.
Para todo operador linear M € L(H,H’) definido entre dois espagos de Hilbert H e
H’, e todo par de isometrias® U,V : H — H', nés temos

UMV = |M]], (3.22)

ou seja, a norma trago é invariante por transformacoes isométricas.

Demonstragio. Veja que UMVT e M possuem os mesmos valores singulares. Logo,

pela Eq.(3.20), nés temos que ambos operadores possuem a mesma norma trago. [

o Propriedade 2 converidade.
A norma trago é um mapeamento convexo, ou seja, para todo par de operadores

M, N e todo niimero A € [0, 1], nés temos

IAM + (1 = M N[ly < MMy + (1 = NNy . (3.23)

Demonstracao. Esta propriedade é uma consequéncia da desigualdade triangular

juntamente com a propriedade de escala das normas (Definigao 20). O

e Propriedade 3 caracterizacdo variacional.
Para todo operador linear quadrado M € L(H), podemos obter a sua norma trago

dada pela expressao variacional

]y = mgx [TE{ MUY (3:24)

onde a otimizagao é com respeito a todos operadores unitarios U definidos em H.
Demonstragio. Para a demonstracao detalhada, consulte a referéncia (5). [

Agora, vamos considerar a métrica induzida pela norma traco, nomeadamente a

distancia traco.

6 Uma isometria V : H — H' é um operador que satisfaz VIV = 14,. Veja que todo operador

unitario é uma isometria, mas a inversa nao é necessariamente verdade.
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Definicao 26 (Distancia Trago). Para todo par de operadores lineares M, N € L(H,H')

definidos entre dois espagos de Hilbert H e H', a distancia trago entre eles é definida por

dp(M,N) = ||[M — N|| . (3.25)

A distancia trago é especialmente util como medida de distinguibilidade entre
dois estados quanticos. Uma vez que esta métrica é induzida por uma norma definida
em um espago vetorial, nés temos que a funcao dr satisfaz os axiomas de uma métrica
(Definigao 23) e o par (D(H),dr) torna-se um espago métrico. Em especial, temos as

seguintes desigualdades.

Lema 9 (Maximo e Minimo da Distancia Trago). Seja H um espago de Hilbert. Entdo,

para todo par de estados p,o € D(H), nés temos

0<llp—olh <2, (3.26)

ou equivalentemente

1
sllp—allr € [0.1] . (3.27)

Demonstracao. Uma vez que a norma traco satisfaz a Defini¢ao 20, o limite inferior é 6bvio.
Além disso, vemos que dr(p,o) = 0 se, e somente se, p = 0. Fisicamente, se dr(p,o) =0

entao nenhuma medida pode distinguir entre os operadores p e o .

Da desigualdade triangular, nés temos que

lp = ally < ol + [lofl = Tr{y/ pfp} + Tr{VoTa} , (3.28)

e tomando que todo operador densidade é positivo semi-definido (e consequentemente
hermitiano), nés temos que \/ptp = +/p? = p, logo Tr{Voto} = Tr{y/pfp} = 1. Ou seja, a
norma traco de todo operador densidade ¢ igual ao seu traco e, portanto, igual a 1. Dessa

forma, temos que

lp— ol <2. (3.29)

Além disso, nds temos que ||[p — g|| = 2 se, e somente se, p e ¢ possuem suporte em
subespagos ortogonais (7). Fisicamente isto significa que existe uma medi¢ao que pode

perfeitamente distinguir os estados p e o. [

Como exemplo, vamos calcular a distancia trago entre dois estados p,o € D(H)
associados a um espaco de Hilbert H bidimensional. Estamos lidando com dois estados de

um ¢-bit. Podemos entao escrever estes dois estados na representagao de Bloch
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p = (1+7-6), (3.30)
o= (1435, (3.31)

onde ¢ = (04, 0y,,0,) é um operador vetorial cujas componetes correspondem aos ope-
radores de Pauli, e os vetores § e 7 sdo pontos da esfera unitaria tridimensional. Logo,
utilizando as relagoes de comutagao das matrizes de Pauli, é facil mostrar que |p — o| =
1

\/(p —0)f(p—0) = ||§ — 7]212/2, onde nés estamos denotando ||Z||s = (X,=10327)2

como sendo a norma Euclideana de todo vetor & = (x1, z9, x3). Tirando o trago de |p — o],

noés obtemos a demonstracao do seguinte resultado.

Lema 10 (Distancia trago para q-bits). A distancia traco entre dois estados p e o
associados a um sistema de dois niveis é igual a distancia Fuclideana entre seus vetores

de Bloch. Ou seja, se

1
po= S(U+73), (3.32)
1
o = 5(]14—5’-5) , (3.33)
entao
dr(p,o) = |lp—olly = [I7"=35l|2, (3.34)

onde ||"— §l|a corresponde a distincia Euclideana entre os vetores tridimensionais 7 e §.

Como uma medida de distinguibilidade, a distancia traco entre dois estados também
se relaciona com a maxima diferéncia entre as estatisticas geradas por cada estado relativas

a um observavel, como descrito a seguir.

Lema 11 (Distancia Trago e Diferenca Estatistica). A distancia trago normalizada entre
dois estados qudnticos p,o € D(H), nomeadamente L||p—o||1, é igual a maior diferenga de
probabilidade que dois estados p e o podem fornecer para um mesmo resultado de medigdo

descrito por um operador A, isto €,

o —olls = max (Ao~ )} (3.:35)

0<A<1
onde a maximizacao € tomada com respeito a todos os operadores positivos semi-definidos

A € L(H) que possui os seus auto-valores limitados por 1.

Demonstracao. Para uma prova detalhada, o leitor é indicado a consultar a referéncia
(5). m

Além disso, a distancia trago é invariante por transformagoes unitarias, como

descrito pelo préximo resultado.
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Lema 12 (Invaridncia da distancia trago via canais unitarios). Seja U : H — H' uma

isometria, ou seja U'U = 14. Entdo para todo par de estados p,o € D(H), temos que

dr(p,o) = dp(UpU't, UcUT) . (3.36)

Demonstragio. Veja que UpUT — UaUT = U(p — o)UT, entdo

UpU" —UsU'| = /(U(p — o) UNU(p — o)U' (3.37)
= U - (p—-o)Ut =U\/(p—o)t(p—o)UT (338
= Ulp—olUt, (3.39)

onde utilizamos que U f(A)UT = f(UAUT), onde f(A) denota uma fungio de um operador

A definida em termos de uma série de Taylor. Portanto, temos que

dr(UpUT, UcUY = ||UpU" — UcU'||; = Te{|UpU' — UcU'|} (3.40)

= Te{U|p—o|U'} = Tr{|p — o|UU} (3.41)

= Tr{lp—ol} = llp = olls = dr(p,0) . (3.42)

Dizemos entao que a distancia trago é invariante sob canais quanticos isométricos. O

O Lema 12 possui uma importante e fundamental interpretacgao fisica. Relembre
que a teoria quantica nao ruidosa é descrita em termos de canais quanticos unitarios
U(po) = UpoUT com UTU = 1. Dessa forma, o Lema 12 afirma que a distinguibilidade entre
dois estados nao ¢ alterada por transformagoes unitarias. Ou seja, a distinguibilidade entre
dois estados devido a uma evolucao ideal (isto é, satisfazendo a equagao de Schrodinger)
nao é alterada. De fato, se a evolugao é ideal (ou seja, sem a presenca de qualquer fonte
de ruido classico ou quantico), nés esperamos que a medida de distinguibilidade entre dois
estados nao seja alterada por tais transformagoes. Nos veremos a seguir que tal propriedade
nao é valida para canais quanticos gerais. Antes disso, vamos mostrar que a distancia traco

¢ monodtona com relagdo ao descarte de partes de um sistema quantico.

Lema 13 (Monotonicidade da Distancia Trago com respeito ao descarte de subsistemas).
Seja A e B dois sistemas quanticos descritos pelos espagos de Hilbert Ha e Hp, respecti-
vamente, e considere o sistema composto AB descrito por Ha ® Hp. Portanto, para todo
par de estados totais pag,oap € D(Ha® Hp) do sistema composto AB, a distincia trago

€ monotona com relacio ao descarte do subsistemas B. Em outras palavras, temos que

llpaB — oaBll1 > |[pa —oall1 (3.43)

onde pa = Trp{pap} € oa = Trg{oap}, e afirmacio andloga vale para o descarte do

subsistema A.
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Demonstragio. Uma vez que 5|[pa — oalli = maxo<a<s Tr{A(pa — 04)}, nés podemos
tomar um operador A4 que satisfaz tal maximizacgao. Para isso, basta tomar a decomposicao
espectral do operador ps — o4 e considerar A 4 como sendo a projegao sob o auto-subespaco
que corresponde aos auto-valores positivos. Dessa forma, temos que existe A4 positivo

semi-definido cujos auto-valores sao todos menores ou iguais a um e que satisfaz a igualdade

1
llpa—oally = Tr{Aa(pa — 04)} (3.44)
onde este trago é considerado no espaco H 4.

Dessa forma, temos que

llpa —oallit = 2 Tra{Aa(Trgpap — Trpoap)} (3.45)
= 2 TrATrB{AA@)]lB(pAB_O—AB)} (346)
= 2 TrAB{AA®]lB(pAB —O’AB)} y (347)

onde usamos que Tr Trg = Trap € o traco sob o espaco do sistema composto AB.

Por fim, uma vez que o operador A4 ® 15 é positivo semi-definido e possui todos
os auto-valores menores ou iguais a 1 no espago total H ® Hp, nés temos (novamente

devido ao Lema 11) que

2 Trap{Aa @ 1p(pag —0ap)} < ||lpap — oasl|1 , (3.48)

e entao podemos concluir que

lpas — oaplls = |lpa — oall1 - (3.49)

]

O resultado descrito pelo Lema 13 possui uma clara interpretagao fisica. Uma
vez que a distdncia ||pap — oap|| corresponde a uma medida de distinguibilidade de dois
estados do sistema composto AB, o descarte do subsistema B (ou equivalentemente do
subsistema A) corresponde a uma perda de informagao no que diz respeito aos estados
do sistema. Logo, a medida de distinguibilidade entre dois estados nunca pode aumentar
quando parte do sistema é descartado, como retratado acima. Isto é, se descartamos parte
do sistema, os estados tendem a ficar mais “parecidos” uma vez que as possiveis diferencas
entre eles podem ter sido descartadas juntamente com o subsistema. Também podemos
interpretar este resultado em termos de medigdes no sistema total. Ou seja, uma medigao
no sistema composto AB sera apta a distinguir dois estados do sistema total melhor que

qualquer outra medigao executada em um dos subsistemas.

Tomando o Lema 12 juntamente com o Lema 13, nés podemos obter a seguinte

importante propriedade desta medida de distinguibilidade.
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Teorema 6 (Monotonicidade da Distancia Trago com respeito a Canais Quéanticos). Seja
Ha e Hp dois espagos de Hilbert e N : L(Ha) — L(Hp) um canal quantico. Entao,
para todo par de estados p,o € D(Ha), nds temos que a distancia trago é mondtona com

respeito a acao do canal quantico, ou seja

IV (p) =N (o)l < llp—ally - (3.50)

Demonstragio. Pelo Teorema de Stinespring (7), para todo canal quantico N existe uma
isometria V' : L(Ha) — L(Hp ® HE) que descreve uma interagao entre o sistema descrito
por H4 e um ambiente descrito por Hg, e podemos escrever, para todo operador linear
X4 € L(H), que

N(X,) = Teg{VX,VT}. (3.51)

Entao, levando em conta a representacao de Stinespring, nés temos que

IV (p) =N (@)l = [Trp{VpVT} = Trp{VoVT}|, (3.52)
< VeVt =VaVill = lp—alls, (3.53)

onde a primeira desigualdade ¢ devido ao Lema 13 e a tultima igualdade é devido ao
Lema 12. 0]

O Teorema 6 possui uma importante interpretacao fisica. Uma evolu¢do quantica
N faz dois estados fisicos menos distinguiveis um do outro. Ou seja, o ruido tende a
“borrar” os dois estados, fazendo com que eles se parecam mais semelhantes do que antes
da evolugao. Como uma leiga analogia, imagine uma pessoa com problemas de visao e que
necessita de um 6culos para enxergar. Ela entdo ver duas pessoas com os seus 6culos e,
em seguida, olha novamente para elas sem os 6culos. No segundo caso, as pessoas podem
parecer mais semelhantes pois a ma visibilidade pode impossibilitar que o observador
perceba as caracteristicas que distinguem entre as duas pessoas. No caso das evolugoes

quanticas, o ruido é o responsavel por tornar os dois estados quanticos mais semelhantes.

Para finalizar esta discugao sobre a distancia traco, vamos agora enunciar um
importante teorema que relaciona esta medida de distinguibilidade com a probabilidade

de distincao entre dois estados quanticos através de medigoes em um sistema.

Com efeito, considere um sistema descrito por um espaco de Hilbert H cujo estado
é representado pelo operador densidade p; € D(H) com probabilidade ¢ e p; € D(H) com
probabilidade 1 — ¢. Nosso objetivo é determinar o estado real através de uma medicao
no sistema. Considere entao um POVM descrito pelos operadores {A, }.cx, onde X é o
conjunto de valores possiveis para um dado observavel X do sistema. Dessa forma, sendo A

um subconjunto de X', veja que nés podemos dividir X em dois conjuntos complementares,
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nomeadamente A e A° onde X = A U A°. Se o resultado da medicao pertencer ao
subconjunto A, diremos que o estado do sistema é p;, e se pertencer ao complementar
A€, nés iremos dizer que o estado do sistema é ps. Veja entdo que o subconjunto A é
introduzido de forma que os resultados © € A C X da medic¢ao possam distinguir p; de
p2. Podemos entao definir um novo POVM com o par de operadores {7, 1 — T’} onde
T=>,cal\s

Logo, quando o estado do sistema é p; (na qual ocorre com probabilidade ¢) nds

erroneamente identificamos o estado do sistema como py com probabilidade

S o) =T {n (3 a) b=t - ) (3.5

TEAC reAC

Por outro lado, quando o estado é py (que ocorre com probabilidade 1 — ¢q) a

probabilidade de erroneamente identificar o estado p; é dada por

%Tr{pz/\x} =Tr {pz (; Ax>} = Tr{pT} . (3.55)

Logo, erraremos a identificacdo do estado do sistema se o estado real é p; e
identificamos o estado py ou se o estado real do sistema é ps e identificamos o estado p;.

Dessa forma, temos o evento

Erro = ((p = p1) A identificamos py) V ((p = p2) A identificamos p;) , (3.56)

7

e calculando a probabilidade do erro’, nés temos que

p(Erro) = p((p=p1) A identificamos ps))
+ p(((p=p2) A identificamos p1)) (3.57)
= p(p = p1)p( identificamos pz|p = p1)
p(p = p2)p( identificamos p1|p = po) , (3.58)

onde nds temos que p(p = p1) = q e p(p = p2) = 1 — q. Além disso, temos que
p( identificamos pa|p = p1) = Tr{p1(1 — T)} e p( identificamos p1|p = p2) = Tr{pT}.
Por fim, denotando p(Erro) = p.(7T'), nés concluimos que a probabilidade de identificar
erroneamente o estado do sistema através de uma medigdo do POVM {T,1 — T'} ¢é dada

por

Pe(T) = qTe{p(1 = T)} + (1 — Q) Tr{pT} . (3.59)

Note que nés estamos supondo independéncia estatistica na forma de identificar os dois
estados.

7
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Por fim, vamos agora adicionar a seguinte pergunta: qual é a melhor escolha de

POVM {T,1—T} que minimiza a probabilidade de erro? Ou seja, qual é o operador T que

minimiza p.(7)? Dessa forma, buscamos resolver a minimizagao p™® = ming<r<q pe(T),
ou seja

p" = min [q Te{p (1 = T)} + (1 - q) Tr{p.T}] (3.60)

= i [g+T{(1 = g)p.T = gn T}] (3.61)

= 0 g (TA) (3.62)

onde A = gp; — (1 — ¢)p2 é um operador hermitiano conhecido como matriz de Helstrom.
Portanto, precisamos resolver o problema de maximizacao introduzido acima. Tal solucao

¢ dada em termos da distancia traco no seguinte teorema.

Teorema 7 (Distinguibilidade de Estados e Distancia Traco). A menor probabilidade de

erro, po*, na distingao de dois estados, tal como descrito acima, € proporcional a distancia

trago entre qpy e (1 — q)pa. Nomeadamente nds podemos escrever

Pt = omin [ Tripy(1 = T)} + (1 —q) TripT}] (3.63)
_ 1_’2|A||1 , (3.64)

onde A = qpy — (1 — q)p2 € a matriz de Helstrom.

min

o = 0, correspondendo ao caso de total

Observe que se ¢ € {0,1}, nés obtemos p

certeza sobre o estado preparado.

Demonstracao. Para uma prova detalhada, o leitor é convidado a consultar a referéncia

(11). O

Para concluir, vamos entao ilustrar os principais pontos discutidos nessa subsecao.
O nosso objetivo foi de ilustrar as “boas” propriedades que uma medida de distinguibilidade
de estados quénticos necessita satisfazer. Vimos que a distancia traco é invariante por
transformagoes unitarias (Lema 12), caracterizando assim uma invaridncia de tal medida de
distinguibilidade sob a acao de evolugoes quanticas ideais (nao ruidosas). Além disso, vimos
no Lema 13 que tal medida é monotona sob o descarte de subsistemas, refletindo assim a
perda de informagao que é causada quando parte do sistema é desconsiderado. Também, o
Teorema 6 fornece o caso geral onde o ruido é introduzido na evolugao do sistema, e neste
caso o ruido nunca pode aumentar a distinguibilidade de dois estados. Finalmente, vimos

através do Teorema 7 que a distancia traco é relacionada com a probabilidade de distinguir
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dois estados quanticos através de uma medi¢do em um observavel do sistema. Este conjunto
de propriedades faz a distancia traco uma excelente medida de distinguibilidade de estados

quanticos.

A seguir, iremos discutir a norma de Hilbert-Schmidt e a distancia induzida por

tal norma, além de esbocar algumas propriedades fundamentais desta medida.

3.3.3 Norma de Hilbert-Schmidt (Ls)

Vamos agora introduzir a norma Schatten correspondente ao caso a = 2, que sera

denotada por || e ||2. Neste caso, nés temos que

X2 = /Tr{X1X} (3.65)

para todo operador linear X. Esta norma também é conhecida como norma de Hilbert-
Schmidt pois ela pode também ser induzida pelo produto interno (e, x) : L(H)x L(H) — C
definido por

(X,Y),, = Tr{XTY}, (3.66)
para todo par de operadores lineares X,Y € L(H), que é conhecido como produto interno

de Hilbert-Schmidt. Facilmente vemos que || X||o = \/Tr{XTX} = \/<X,X>hs. Além disso,

a norma Schatten com o = 2 também é conhecida como norma Lo, pois devido ao Lema 6

noés temos que

XLz = (z) , (3.67)

onde r = rank(X) e {s;};_; é o seu conjunto de valores singulares. Dessa forma, a norma
Schatten || X || pode ser interpretada como a norma Lo definida no espago Euclidiano R”

dos valores singulares de um operador linear X.

Além disso, sendo um caso particular de uma norma Schatten, a norma de Hilbert-
Schmidt satisfaz os axiomas dados pela Definicao 20. Também podemos definir uma

distancia no espago de operadores induzida por tal norma, nomeadamente

para todo par de operadores lineares M, N € L(#). Similarmente, a fun¢ao definida na

Eq.(3.68) satisfaz os axiomas de uma métrica (Definigao 23) e o par (L(H), ds) pode ser

visto como um espago métrico.

A métrica dj, se demonstra muito 1til na demonstracao de diversos teoremas na
teoria da informacao quantica, pois ¢ muito comum encontrar boas relagoes de desigual-

dade induzidas pela desigualdade de Cauchy-Schwarz satisfeita pelo produto interno de
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Hilbert-Schimidt. Além disso, estas relagoes podem ser estendidas para a distancia trago
relacionando a norma Lo com a norma L. Por exemplo, podemos mencionar o seguinte

resultado.

Lema 14. Para todo operador linear X, nos temos que
1X11F < r[IX13 (3.69)

onde r = rank(X).

Demonstragio. Sabemos que || X||; = 3I_;s; e que || X]]3 = XI_, s?, onde s; com i =

1,...,r representam os valores singulares de X.

Definimos um vetor § = (sy,...,s,) € R", logo temos que || X]||; = §-(1,1,...,1)

com (1,...,1) € R". Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz no espago R", nés temos

X =15 (4, DE< [[8]]2 (1L, D2 = (iﬁ)g Vr=|[IXllvr,  (3.70)

i=1

portanto || X2 < || X||3 r. ]

Embora a norma de Hilbert-Schmidt forneca uma métrica no espaco de operadores
lineares, esta distancia nao satisfaz algumas propriedades esperadas para uma adequada
medida de distinguibilidade de estados quanticos. Nomeadamente, a distancia induzida
pela norma Lo, djs, ndo é mondtona com relagdo a aplicagao de um canal quantico, diferen-
temente da distancia trago (Teorema 6). Logo, é necessario ter cuidado nas interpretagoes

fisicas da distancia dps quando estamos trabalhando com o espago métrico (D(H), dps).

Como um exemplo da nao monotonicidade para a distancia dj,s, considere dois
espagos de Hilbert H; e H, bidimensionais, cada um com uma base operacional {|0) , |1)}.

Considere os operadores

A =01) (00| + [11) (10] |, (3.71)
B =[01) (01| + |11) (11| , (3.72)

e defina o mapeamento N escrito por

N(w) = AwA" + BuB' . (3.73)

E facil mostrar que tal mapeamento é um canal quintico mostrando que esta
decomposi¢ao é uma auténtica decomposicao de Choi-Kraus. Além disso, considerando os
estados p = [0) (0] @ m e 0 = |1) (1| ® m com 7 = 15/2 representando o estado de méxima

mistura, nés podemos mostrar que
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o —olla <IN (p) = N(o)ll2 - (3.74)

Por outro lado, considere os estados y = |0) (0] e ¢ = [1) (1]. Definimos o novo
mapeamento M(w) = %(w + 0,w0,), onde 0, é a matriz de Pauli. E facil mostrar que este

mapeamento também é um canal quantico, e neste caso nés temos que

[Ix = ¢ll2 > [IM(x) = M(@)]]2 - (3.75)

Dessa forma, a distancia de Hilbert-Schmidt nao é, em geral, mondétona com relagao a
evolugoes quanticas. Portanto, é recomendado ter atencao ao usar tal distancia no espaco

de estados de um dado sistema quantico.

Nem todas as medidas de distinguibilidade sao induzidas por normas. Uma medida
muito utilizada em problemas de informagdo quantica é conhecida por fidelidade. A
fidelidade possui todas as “boas” propriedades que uma medida de distinguibilidade de
estados quanticos necessita satisfazer, tal como a distancia trago. Além disso, podemos
relacionar a distancia trago com a fidelidade. Para mais informacgoes sobre medidas de

distinguibilidade, o leitor é indicado a consultar as referéncias (5,7).

No proximo capitulo, nds iremos aplicar estas medidas de distinguibilidade com

o objetivo de definir os chamados limites quanticos de velocidade, ou em inglés quantum

speed limits (QSL).
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4 LIMITES QUANTICOS DE VELOCIDADE

Neste capitulo, iniciaremos os estudos dos limites quanticos de velocidade, ou em
inglés quantum speed limits. Usaremos a abreviacao QSL para designar tais quantificadores.
Iremos ver como que as medidas de distinguibilidade introduzidas no capitulo anterior
podem gerar os QSL. Além disso, vamos explorar diversos exemplos que podem ser
encontrados na literatura. Por fim, um dos principais resultados deste trabalho foi o
desenvolvimento de dois novos quantificadores de QSL, e iremos abordar tal problema nos
proximos capitulos. Logo, utilizaremos este espaco para introduzir os principais conceitos

que serao necessarios em breve.

4.1 Definicoes e Nocoes Gerais

Os limites quanticos de velocidade sao de interesse fundamental e sao explorados
em diversos ramos da Fisica, indo de sistemas de muitos corpos (15,16) até termodindmica
quéntica (12-14) e incluindo também trabalhos em comunicagao e computagao quantica (18,
19), metrologia quantica (17), aplicagdes de emaranhamento quéantico (20,21), otimizagao
de sistemas quanticos (24,25), baterias quanticas (26) e sistemas nao hermitianos (27,28).
Desenvolvimentos recentes também incluem investigacao experimental dos limites quanticos
de velocidade em plataformas de fons aprisionados (29) e também resonincia magnética
nuclear (30,31).

Veremos a seguir que o tempo ¢ o objeto central nos limites quanticos de velocidade,
e ha uma vasta discussao na literatura no que diz respeito ao papel do tempo na teoria
quantica. Entretanto, nao é o intuito deste trabalho adentrar em tais questoes fundamentais.
Além disso, vale destacar que ndo iremos lidar com problemas relativisticos e iremos supor
que os desenvolvimentos tomados daqui em diante sao aplicados a sistemas cuja escala de

energia atendem a teoria quantica nao relativistica tradicional.

Dessa forma, o tempo sera interpretado como um parametro que ira fornecer o
estado de um sistema devido a uma evolucao dinamica, ou mais precisamente, serd um
parametro na equacao de Schrodinger e podera ser medido por um relégio usual. Logo,
todo sistema fisico podera ser descrito em um referéncial inercial tridimensional pelas
coordenadas espaciais (x,y, z) e por uma coordenada temporal ¢, e este conjunto de quatro
pardmetros ira definir as equagoes de movimento dos elementos do sistema. As medigoes
de tempo podem ser definidas e medidas a partir da evolucdo de sistemas fisicos, como
por exemplo, a trajetoria de uma particula livre ou também o periodo de transicao de

particulas em relogios atomicos.

Matematicamente, como discutido no Capitulo 2, uma evolu¢do dindmica de um
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sistema fisico pode ser interpretada como um canal quantico A;; . Este mapeamento ¢é
responsavel por fornecer um estado dindmico p(t) a partir de um dado estado inicial p(ty).
Nomeadamente, o tempo ¢ serd considerado um nimero real nao negativo que pertence
ao intervalo [tg, 00), onde! t5 > 0. Dessa forma, o parametro tempo ¢ indexa uma familia
de canais quanticos {Ayy, }tefto,0) € tal familia ird fornecer toda a dindmica do sistema

descrita pelo estado dindmico p(t) = A4, (p(ty)) para todo t € [to, 00).

E comum iniciar o estudo dos limites quinticos de velocidade com uma abordagem
historica, que passa pelo principio da incerteza de Heisenberg para energia e tempo. Em
seguida, sao introduzidas algumas interpretagoes do tempo na teoria quantica, até que
finalmente a noc¢ao de um limite quantico de velocidade é apresentada. Para tal abordagem,
o leitor podera encontrar uma excelente discussdo nas referéncias (32,33). No que segue,
iremos definir um limite quantico de velocidade sob uma Otica mais axiomética, e iremos

discutir as dependéncias que tais quantificadores possuem.

Com efeito, vamos iniciar nossa discussao com a seguinte pergunta: o que ¢ um

limite quantico de velocidade?

Definicao 27 (Limite Quantico de Velocidade - QSL). Um limite quéintico de velocidade
(em inglés, quantum speed limit - QSL) é um limite inferior no tempo de evolugio entre
dois estados quanticos. Mais precisamente, seja p(ty) um estado inicial e p(T) um estado
final correspondentes a uma dada evolucao dindamica. Entao para todo tempo de evolugdo

T, nos temos que

T Z TQSL s (41)

onde Tggsr, denota um quantificador de limite quantico de velocidade.

A Fig. 1 nos fornece uma visao geométrica do limite quéantico de velocidade. Suponha
um sistema quantico descrito por um espago de Hilbert H com dimensao d = dim(H).
Logo, o espaco de estados D(H) sera representado por um espago n—dimensional com
n = d?. Por exemplo, para um sistema de dois niveis (q-bit), temos que d = 2 e os
operadores densidade sao descrito por matrizes de quatro elementos, enquanto que para
um q-trit (d = 3) os operadores densidade possuem nove elementos, e assim por diante.

De forma geral, um q-dit (d = dim(H)) ¢é representado por estados p com d? elementos.

Agora, suponha que py € D(H) representa o estado inicial do sistema?, e que a
evolugao dinamica ¢ dada em termos de um mapa dindmico A,y para todo ¢t > 0. Dessa
forma, a evolugao dinamica pode ser interpretada como uma curva parametrizada no espago

de estados D(H), onde tal curva é definida em termos do estado dindmico p, = p(t) =

1 Sem perda de generalidade, sempre podemos considerar ¢ty > 0 ou até mesmo “zerar” nossos

cronémetros em tg, isto é, considerar tg = 0.
Neste caso, estamos tomando tg = 0.
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At o(po) para todo t > 0, onde o tempo é a prépria varidavel de parametrizacao. Agora,
considere um estado final p, para algum instante 7 > 0. Entao, dado um quantificador de

limite quantico de velocidade gy, temos que

T 2 TQSL (4.2)
para todo tempo de evolugao 7 entre um estado inicial p, e um estado final p,.

T

Po

Pr
)

71 Pr = AT,U(pO)

Figura 1 — Evolucao dindmica no espaco de estados.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma vez que a Definicao 27 nos explica o que é um limite quantico de velocidade,
podemos agora nos perguntar: como tais desigualdades sdo estabelecidas? Em geral, existem
diversas formas de definir um limite temporal inferior, nomeadamente um quantificador

de QSL.

Podemos partir de desigualdades matematicas definidas em um espaco de estados
normado, tal como a desigualdade de Cauchy-Schwarz no espaco de operadores. Por
exemplo, iremos utilizar a desigualdade de Holder para definir um novo quantificador de
QSL nos préximos capitulos. Além disso, diferentes medidas de distinguibilidade adotadas
no espaco de estado podem produzir diferentes quantificadores de QSL, e vale a pena
mencionar que a relagdo entre diferentes QSLs nao ¢é trivial e abordaremos esse problema
em breve. Outra abordagem é a abordagem geométrica, onde o “caminho 6timo” no espaco
de estados é a geodésica® entre o estado inicial e o estado final. Também iremos explorar

estas ideias para definir um novo limite quantico de velocidade.

Por fim, a dindmica do sistema também possui um papel importante no QSL. Por

exemplo, para um sistema quantico fechado, teremos a equacao de von Neumann para o

3 Por definicdo, dado um espaco métrico, a geodésica entre dois pontos é o caminho que

minimiza a distancia entre eles. Note que para um espaco Euclideano, a geodésica é a prépria
reta que une os dois pontos em questao. Entretanto, isso ndo é mais verdade quando estamos
lidando com espagos que possuem curvaturas.
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operador densidade. Para um sistema quantico aberto, teriamos um mapa dinamico, ou
até mesmo uma equagao mestra, que ira descrever a evolucao do sistema quantico. Logo,
o quantificador de QSL também depende dos elementos do modelo fisico adotado e do

tipo da dinamica que descreve sua evolucao.

Finalmente, como mencionado anteriormente, uma aplicacao imediata deste for-
malismo pode ser realizada no contexto da teoria de otimizacao de sistemas quanticos,
onde o objetivo principal é evoluir de um estado inicial para um estado final no menor
tempo possivel. Isto é, obter a “melhor dinamica possivel” com o objetivo de saturar tais

desigualdades temporais, como veremos a seguir.

A proxima questao que iremos abordar é: qual é o “melhor” caminho dinamico
entre um dado estado inicial para um estado final no espago de estados? Mais precisamente,
suponha que vocé tenha um estado inicial py no instante t = 0 e um estado final p, no
instante t = 7, e esses dois estados estejam conectados por um caminho dindmico. Qual é

o melhor caminho entre eles? A resposta é dada em termos da proxima definigao.

Definicao 28 (Tightness e Dindmicas Otimas). Quando o tempo de evolugdo € igual a um
determinado QQSL, T = Tgsr, 0 caminho dinamico é denominado tight, e serd considerado

o melhor caminho dinamico (ou o caminho dindmico “mais rdpido”) entre py e p;.

Em outras palavras, dado um quantificador de QSL, 7ggr, uma evolugao fisica
partindo de um estado inicial py e tendo como estado final p, é dita 6tima, ou tight, se
T = Tgsr- Vale a pena ressaltar que ¢ importante compreender as condi¢oes necessarias
e suficientes para que uma evolugao fisica seja tight. Estas condi¢Ges sdo impostas sob o
mapa dindmico que descreve a evolugao fisica, com o objetivo de saturar as desigualdades
temporais definidas por um QSL (Definigdo 27), obtendo assim uma evoluc¢ao 6tima entre

um estado inicial e o estado final.

Neste trabalho, iremos desenvolver dois novos limites quanticos de velocidade e
estudaremos as condigoes necessarias e suficientes para obter dinamicas tight de acordo com
estes quantificadores. Antes disso, iremos fazer uma breve revisao de outros limites quanticos
de velocidade que podem ser encontrados na literatura. Iremos abordar o desenvolvimento
técnico de dois casos, nomeadamente o caso de evolugoes unitarias e nao-unitarias. O
objetivo sera ressaltar as ideias centrais que estao envolvidas no desenvolvimento de tais

desigualdades temporais.

4.2 Mandelstam-Tamm (MT) e Evolucdes Unitarias

Inicialmente, vamos discutir o limite quantico de velocidades desenvolvido por
Mandelstam e Tamm (34) para sistemas quanticos ideais (evolugoes unitarias). Vamos
considerar um sistema quantico fechado descrito por um espaco de Hilbert H e com um

Hamiltoniano H. No instante inicial ¢, = 0 o estado do sistema é |1)y) € H, e a evolugao
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é dada por um operador unitario U; = exp{(—itH/h)} de tal forma que no instante ¢ o
estado do sistema serd [1);) = U, [1)g) = exp{(—itH/h)} |1)y).

Seja A um observavel do sistema que é independente do tempo. Logo, nés sabemos
que (36) o produto da incerteza do Hamiltoniano (o0g) com a incerteza de A (04) satisfaz

a relagao

ow oa 2 3| (H, A (1.3

onde [H,A] = HA — AH representa o comutador e (A) = (1| A|y;) representa a média
de um observavel A no estado |¢;). Nés também temos que a varidncia de um observavel
A & dada por 03 = (A?) — (A)%. Além disso, veja que a média e a variancia de H é

independente do tempo, uma vez que nos temos

(Wl H|n) = (ol UTHU |gh) = (tho| H|tbo) - (4.4)

Considerando o teorema de Ehrenfest, o valor médio do comutador dos observaveis

H e A evolui temporalmente de acordo com a equagao

d )
—(Ay=—-(|H,A 4.
9y =) (45
e aplicando isto na Eq.(4.4), nés temos que
hid
> : :
THOA 2 5 o (A)‘ (4.6)

Considere agora que o observavel A é o projetor sob o estado inicial |¢g), ou seja
A = |tho) (¥g]. Logo, vemos facilmente que A% = A e portanto o4 = 1/(A) 4+ (A), e neste

caso nos podemos escrever

h{ d(A)/dt d
> G| ARBLE ] | aros ] 7
)+ (a7l
onde usamos que (A) = | (o|1);) |*. Agora, podemos integrar tal desigualdade no intervalo
t €0, 7],
T T d
/ dt oy > h/ dt ‘arccos (| (oltee) DI (4.8)
0 0 dt

e usando que [ dz |f(x)] >

que

ff dx f(x)‘ e que oy é independente do tempo, nds temos

T og > harccos (| (Yo|tr)]) - (4.9)
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Portanto, para uma evolu¢ao unitaria descrita por uma Hamiltoniana H, conside-
rando um estado inicial |¢)g) e um estado final |¢,), nds temos que todo tempo de evolucao

T > 0 satisfaz a desigualdade

7> arccos (| {wolt) ) | (4.10)
OH

onde oy = \/ (10| H2|1ho) — (tho| H|tho)? é a varidncia da Hamiltoniana. Portanto, o limite
quantico de velocidades desenvolvido por Mandelstam e Tamm, denotado por 7'6%7;, é

definido por

h
i, = - arecos (| (olv-) ) (.11)

Veja que, no caso particular onde o estado final é ortogonal ao estado inicial, nos
temos que (Yo|1,) = 0, logo arccos (| (vo|Y-) |) = 7/2, e portanto a Eq.(4.11) pode ser

escrita como

MT hr

= —. 4.12
TQSL 201 ( )

Portanto, a Eq.(4.11) define um limite quantico de velocidades para evolugbes unitarias
gerais descritas por uma Hamiltoniana H. Observe que no caso onde oy — 00, obtemos
a desigualdade trivial 7 > 0 para todo tempo de evolugao 7. Entretanto, no caso onde
oy — 0, nés temos necessariamente que 7 — 00, ou seja, o estado final nunca seréd atingido

(ou melhor, é necessario um tempo infinito para que este seja obtido).

Também vale ressaltar que a desigualdade que induziu este quantificador foi dada
pela relagdo de incerteza entre os observaveis A e H, nomeadamente a Eq.(4.4). Além
disso, a dindmica unitaria entra ao utilizarmos o teorema de Ehrenfest, que se baseia na
equacao de Schrodinger. Por fim, vimos que a medida de distinguibilidade utilizada neste
caso corresponde ao arco cosseno do moédulo do produto interno entre o estado inicial e
final. De fato, uma vez que estamos lidando com estados puros, estes estados estao na
superficie do espaco de Bloch, logo o produto interno fornece uma medida de posicao

relativa entre eles. E possivel mostrar que

d([40) , [¢+)) = arccos (| (vo|¢-) |) (4.13)

é uma auténtica métrica no chamado espaco projetivo complexo (37,38).

A seguir, iremos introduzir mais um limite quantico de velocidade que é valido

para dinamicas nao unitarias.
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4.3 Deffner-Lutz (DL) e Evolugdes ndo-Unitarias

Vamos entao prosseguir com a demonstracao do limite quantico de velocidade
desenvolvido por Sebastian Deffner e Eric Lutz (35) para dindmicas de sistemas quanticos

gerais.

Considere um sistema quantico descrito por um espaco de Hilbert H e vamos buscar
pelo menor tempo de evolugao entre um estado inicial pg e um estado final p, com 7 > 0.
Sem perda de generalidade, vamos assumir que o estado inicial é puro, isto é, pg = [1o) (¢o|
para algum estado [1) € H. O caso de um estado inicial misto pode ser tratado através
de purificagdes em um espago de Hilbert suficientemente maior (39). Vale ressaltar que
para dindmicas nao unitarias, por mais que o estado inicial py seja considerado puro, o

estado final p, pode ser misto, ou seja, Tr{p2} < 1.

A medida de distinguibilidade utilizada neste caso é conhecida por angulo de Bures,

denotada por Dpg, e é definida por

Dg(po, pr) = arccos {Tr ( \/%pﬂ/p_oﬂ , (4.14)

para todo par de estados pg, pr € D(H). Entretanto, considerando um estado inicial puro
po = |to) (¥o| e um estado final p, geral, nés podemos desenvolver a Eq.(4.14) e concluir
que

Da(po. pr) = arceos (/ (wolor o) ) (4.15)

Inicialmente, para obter o limite quantico de velocidade desejado, vamos calcular a

velocidade de evolugao do sistema, definida por dDg(po, pr)/dt. Neste caso, temos que

—Dg(po,pr) < |=Dg(po,pr) (4.16)

dt dt
1 | (voldepe|1bo) |
\/1 — <¢0|,07’¢0> 2\/(¢0|PT|¢0>

onde d; = d/dt representa a derivada temporal total. Por fim, aplicando a defini¢ao para o

d ’ d

angulo de Bures com um estado inicial puro, Eq.(4.15), nés temos que a Eq.(4.16) pode

ser dada por

2cos (Dg)sin (Dg)d;Dp < | (to|dipi|tbo) | - (4.17)

A desigualdade dada pela Eq.(4.17) serd nosso ponto de partida para a obtenc¢ao do limite
quantico de velocidades desenvolvido por Deffner e Lutz, denotado por TgSLL. Além disso,
a desigualdade de von Neumann* (40) ird desempenhar um papel importante no que segue.

Esta desigualdade é dada por
4

em inglés, von Neumann trace inequality.
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‘TI'{AlAQ}’ S ZO’LZ‘ 02 , (418)

i=1
que vale para todo par Aj, As de matrizes n X n complexas com valores singulares
descendentes 01 > ;2 > ... > 0;, sendo 0;; o valor singular da matriz A;, com j =1, 2.
Além disso, também iremos utilizar a desigualdade de Cauchy—Schwarz, nomeadamente

definida por

(XYY P < [IXT5 Y1 (4.19)

que vale para todo par X,Y de operadores lineares, onde || ® ||o designa a 2—norma
Schatten (norma de Hilbert-Schmidt).

Vamos agora brevemente ilustrar o caso particular de um sistema quantico sob

evolugao unitaria.

4.3.1 DL QSL para dinamicas unitérias

Embora o nosso foco nesta sec¢ao seja ilustrar um limite quantico de velocidade
para dindmicas nao unitarias, ndés vamos agora brevemente mencionar o caso particular de

uma dinamica unitaria.

Neste caso, considere que o sistema quantico fechado possui sua dinamica descrita
por uma Hamiltoniana H; que pode possuir uma dependéncia temporal. Logo, a equacao
mestra local no tempo para o operador densidade é representada pela equagao de von

Neumann, nomeadamente

1
dtpt = %[Hf,; pt] . (420)

Aplicando a Eq.(4.20) na desigualdade dada pela Eq.(4.17), nés temos que

2 cos (D) sin (D) Dy < 3 [(wol[Ho, pllvo)]| (121)

e aplicando a desigualdade triangular no moédulo, nomeadamente |{(¢g|[Hy, pel|tho)| <

| (Yol Hepe |10o) | + | (tol peHy [tho) | € denotando (vo| Hypy [tho) = Tr{H;pipo} uma vez que
estamos considerando o estado inicial puro p = [tg) (¢, n6s concluimos que

) 1
2 cos (Dp)sin (Dp)dDp < ﬁ(|Tr{Htptp0}| + | Tr{p:Hipo}|) - (4.22)

Por fim, lembre que para todo operador linear A, temos que A e At possuem os mesmos
valores singulares, como discutido na Sec¢ao 3.1. Aplicando a desigualdade de von Neumann,

Eq.(4.18), na equacao acima, considerando A = p;H; e notando que A" = H,p; possui os



85

mesmos valores singulares que A, podemos escrever

2 2 2
2 cos (DB) sin (DB)dtDB S ﬁ Zo-iéi,l = ﬁo-l = ﬁo-max s (423)
i
onde o, sdo os valores singulares de A = p,H; e A", 0. denota o maior valor singular,
enquanto que d;; denota um delta de kronecker que representa os valores singulares do
estado puro py. Como vimos no capitulo anterior, a norma operador de uma dada matriz
¢ igual ao seu maior valor singular, enquanto que a norma traco ¢ igual a soma dos valores

singulares. Como uma consequéncia desse fato, temos que

: 2 2
2 cos (Dp)sin (Dp)d: D < £]|(Hepe)llop < 2 || (Hepe)ler (4.24)

onde || ® ||, = || ® || Adicionalmente, note que a norma traco se relaciona com o valor

esperado de energia, nomeadamente

[[(Hipe)||er = Tr{[Hipel} = (Hy) (4.25)

que ocorre quando os auto-valores instantdneos de H, sdo todos positivos®. Por fim,
integrando a tltima desigualdade no intervalo ¢ € [0, 7] e utilizando que [”dz |f(x)| >

| [*dz f(z)], tal como no caso do MT QSL, nés concluimos que

T >

5 5 (Dol o) (4.26)

onde E, = (1/7) [y dt (H;) representa a energia média do sistema no intervalo [0, 7].

Portanto, a Eq.(4.26) define um limite quantico de velocidades para dindmicas
unitdrias, semelhante ao QSL do Mandelstam e Tamm definido na Eq.(4.11). Vamos agora
generalizar este desenvolvimento considerando uma dindmica geral, nao necessariamente

unitaria.
4.3.2 DL QSL para dinamicas gerais

Nosso ponto de partida serd novamente a Eq.(4.17), nomeadamente

2cos (D) sin (Dg)d;Dp < | (¢o|dpi|tho) | - (4.27)

Podemos escrever | (1o|dipi|to) | = | Tr{podip:}|, onde po = |1bo) (10| denota o nosso estado
inicial puro. Vamos supor que a derivada temporal é bem definida em um dado intervalo
(0,7) com 7 > 0. Em outras palavras, pela interpretacdo geométrica descrita anteriormente
(Fig. 1), nés estamos supondo que a dindmica do sistema é dada em termos de um caminho
continuo e suave no espago de estados de tal forma que a derivada d;p; estd bem definida

em todos os pontos do intervalo (0, 7).

> Podemos satisfazer esta condi¢do tomando uma escolha adequada do zero de energia.
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Dessa forma, nés temos que
2cos (Dg)sin (Dp)diDp < |Tr{podip:}| , (4.28)

e aplicando novamente a desigualdade de von Neumann (Eq.(4.18)), nds temos que

2 cos (DB) sin (DB>dtDB S Z 6@',1/\1' = )\1 s (429)

onde \; representa os valores singulares do operador d;p; de tal forma que \; > Xy > ... >
An, € 0;1 corresponde aos valores singulares do estado inicial puro py. Logo, similarmente
a0 caso unitario, uma vez que A\; = A\pnax € 0 maior valor singular do operador d;p;, nos

obtemos que

2cos (Dp)sin (Dp)diDp < ||dipt]lop < ||depe]|tr - (4.30)

Integrando esta equagdo no intervalo [0, 7], nés obtemos que

1 1 )
r > max {A An} sin (D (g0, pr)) (431)
onde noés definimos
1 /7 d
AP = = / dt | <ol (4.32)
T Jo dt opitr

sendo o comprimento médio do caminho dindmico no espago de estados calculado com a

norma trago ou coI1 a norma operador.

Por fim, n6és podemos obter mais uma desigualdade temporal utilizando a desigual-

dade de Cauchy-Schwarz, Eq.(4.19). Partindo da equagao

2cos (Dg)sin (Dp)diDp < |Tr{podip:}| , (4.33)

e notando que Tr{podip;} = Tr{pidip} = (po,dip:),, é o produto interno de Hilbert-

Schmidt, nés podemos aplicar a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtendo

ITe{podip:}| < |ldipll2 |lpoll2 (4.34)
= ||dip||2/ Tr{p3} (4.35)
= ||depll2 (4.36)

pois pp ¢ um estado puro, e temos entao que |Tr{podip;}| < ||dipl|2. Portanto, nés podemos

escrever que

2cos (Dp)sin (Dg)diDg < ||dipe]|ns (4.37)
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onde || ®||ss = || ® ||2. Integrando novamente no intervalo [0, 7], nds temos
1
T > ATSID >(Dg(po, pr))- (4.38)

Finalmente, podemos agrupar a Eq.(4.31) e Eq.(4.38) em uma unica desigualdade, nomea-

damente

1 1 1 .
T > max {A?p’ e Ahs} sin® (Dg(po, pr)) (4.39)

e o Deffner-Lutz (DL) QSL é definido por
DL LS S S
TQsT = MaX § Sops i e (S0 (Dg(po, pr)) - (4.40)

Entretanto, nés podemos facilmente resolver o problema de maximizagao. Para todo

operador linear A, ¢ vélida a seguintes desigualdades (veja a referéncia (41), Teorema 1.16)

[ Allop < 1[Al[ns < [[A]ler (4.41)

logo nds temos que

1 1 1 1
Vamos agora sumarizar os resultados desenvolvidos até este ponto. Considerando a

medida de distinguibilidade

Dg(po, pr) = arccos {Tr ( \/%pﬂ/p_oﬂ , (4.43)

que é definida no espago de estados D(H), o limite quantico de velocidades TgéL ¢ dado

por

sin® Dg(po, p( ))
Cg;L fo dt Hdp(t H (444)

e considerando um estado inicial puro py = |1g) (¥o|, nds obtemos finalmente que

DL _ <¢0|P< )|¢0>
TOSL = fo gy H H (4.45)

Podemos concluir que para todo tempo de evolucao 7 > 0 entre dois estados quanticos pg e

pr, NOs temos que 7 > TQDSLL, onde o limite quantico de velocidade é dado pela Eq.(4.44) no
caso geral e Eq.(4.45) considerando um estado inicial puro. A Eq.(4.45) ird desempenhar

um papel fundamental nos préximos capitulos.

Veja entao que a medida de distinguibilidade Dp dada pelo angulo de Bures induziu

o limite quantico de velocidades TQS 7. Além disso, nés também utilizamos as desigualdades
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de von Neumann (Eq.(4.18)), como também a desigualdade de Cauchy-Schwarz (Eq.(4.19))
e a desigualdade entre as normas operador, traco e Hilbert-Schmidt. Veja também que
a dindmica do sistema entra na derivada temporal d;p; do operador densidade, além do

proprio tempo de evolucao 7 entre os estados inicial e final.

Para concluir esta secao, vale ressaltar que nosso objetivo aqui foi de exemplificar
as técnicas e aspectos gerais na definicio de um limite quantico de velocidade que foram
ilustrados de forma geral no inicio deste capitulo. Demos portanto dois exemplos, um para

uma dindmica ideal (unitdria) e outro aplicado para uma dindmica geral.

A seguir, vamos explorar mais alguns exemplos de limites quanticos de velocidade

e também destacar as principais propriedades destes quantificadores.

4.4 Mais exemplos e propriedades dos limites quanticos de velocidade

Nesta secao, vamos ilustrar mais alguns limites quanticos de velocidade e ressaltar
suas principais propriedades. Uma vez que ja ilustramos as técnicas e ideias centrais das
deducoes destes quantificadores através do Mandelstam-Tamm e Deffner-Lutz QSLs, nés
iremos omitir as dedugoes dos proximos quantificadores. Para o leitor interessado nas
demonstragoes, a referéncia (33) reune todas as provas das proximas desigualdades no seu

apéndice B.

Vamos iniciar indicando mais um exemplo importante de limite quantico de ve-
locidade no contexto de dindmicas unitarias. Margolus e Levitin (42) demonstraram o

seguinte QSL, definido por

ML mh
TQSL = (ol Hto) — Eo) (4.46)

que vale para um sistema quantico fechado com Hamiltoniana H, estado inicial [¢) e Ey
denota a energia do ground-state do sistema, ou seja, o menor auto-valor da Hamiltoniana H.
Além disso, supoe-se que o estado inicial |1)y) é ortogonal ao estado final |¢,). Resumindo,
para todo tempo de evolucao 7 entre dois estados ortogonais deste sistema, nés temos
T > 7547 Veja que o limite quantico de velocidade de Margolus e Levitin (ML QSL) se
difere fundamentalmente daquele desenvolvido por Mandelstam e Tamm (MT QSL). De
fato, o MT QSL — Eq.(4.11) — depende da variancia da energia do sistema, enquanto que
o ML QSL — Eq.(4.46) — depende da energia média do sistema. Em geral, até mesmo para
evolugoes nao unitarias, nos temos duas classes de quantificadores: uma delas constitui
aqueles que dependem do valor médio da energia do sistema, enquanto que outros dependem
da variancia da energia. Por exemplo, no quantificador deduzido por Deffner e Lutz para
dindmicas unitérias, Eq.(4.26), nés vimos que tal limite quantico de velocidade depende

da energia média do sistema. Logo, este QSL ¢é do tipo ML.
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Podemos também mencionar outros limites quéanticos de velocidade que sao validos
para evolugdes quanticas nao unitarias. Em especial, podemos destacar o QSL desenvolvido
por del Campo et al. (43), na qual se baseia na desigualdade de Cauchy—Schwarz (Eq.(4.19))
da norma de Hilbert-Schmidt e usa como medida de distinguibilidade a pureza relativa,

dada por

f(t) = Iripoeiy : (4.47)

||Po||%

onde py representa um estado inicial geral (ndo necessariamente puro). O desenvolvimento
do limite quantico de velocidade desenvolvido por del Campo et al. é similar ao que foi
feito com o DL QSL. Em especial, se a evolugdo dinamica p; é descrita por um canal

quantico com operadores de Kraus { K, },, nomeadamente

pe = Ka(t)poKL(t) (4.48)

é possivel mostrar que

2
S 207 1p0ll2

z : (4.49)
™ Yo ([Kapod Kb )

onde 0, = 0/0t, <|]Kap08tKL||2> = (1/7) J7 dt || KapoOi K] ||2 e também 6; = arccos (f(t)),
sendo f(t) a fidelidade relativa entre o estado inicial pg e p; (Eq.(4.47)).

Em resumo, a medida de distinguibilidade que foi adotada no QSL desenvolvido
por del Campo foi a fidelidade relativa, e a desigualdade utilizada para induzir este
quantificador foi a de Cauchy—Schwarz. Além disso, vemos que este limite quantico de
velocidade definido na Eq.(4.49) depende da dinamica do sistema através dos operadores
de Kraus K,, tendo também uma dependéncia no estado inicial, neste caso expresso em
termos da norma Ly dada por ||pgl|2, € no estado final implicito na pureza relativa dentro
da varivavel 6,. Por fim, o tempo de evolucao 7 também toma destaque na média que é

tomada no denominador do limite inferior da desigualdade ilustrada na Eq.(4.49).

Por fim, vamos ilustrar mais um exemplo de limite quantico de velocidades que é
vélido para dindmicas gerais. No trabalho desenvolvido por Campaioli et al. (44), a medida
de distinguibilidade utilizada foi a distancia induzida pela norma de Hilbert—Schmidt,

nomeadamente a norma L. Eles mostraram que, dado uma dinamica geral, um estado

inicial py e um estado final p, para um instante 7 > 0, nés temos 7 > TC%DLM , onde o
quantificador 75§ é dado por

CPM |0 = polla

QSL — T (4.50)

i i,
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Novamente, vemos que o QSL definido na Eq.(4.50) depende da distancia Lo entre o estado
inicial e final, assim como da dindmica definida por d;p; e também do tempo de evolugao

T.

Para concluir este capitulo, vamos tentar ressaltar os principais pontos e proprieda-
des relativos aos limites quanticos de velocidade. N6s vimos um QSL é o limite inferior do
tempo de evolucao entre dois estados quanticos e que diferentes medidas de distinguibili-
dade para estados quéanticos podem produzir diferentes QSLs. Além disso, quando temos
uma dindmica onde 7 = Tggy, para um dado limite quantico de velocidade 7ggy,, a dinamica
¢ chamada tight, e esta consitue o caminho dindmico “mais rapido” (ou o caminho étimo)
entre os dois estados considerados. Por fim, nés vimos através de diversos exemplos que,
em geral, um determinado quantificador de QSL pode depender dos estados inicial e final,

do tempo de evolucao, bem como do processo fisico que estamos considerando.

Uma vez que diferentes medidas de distinguibilidade induzem diferentes limites
quanticos de velocidade, a seguinte pergunta se torna evidente: existe alguma relacao entre
estes diferentes quantificadores? Além disso, qual deles € mais tight? Ou seja, existe alguma
hierarquia entre eles? Estas questoes foram abordadas e iremos expor alguns resultados
em breve. N6s também iremos desenvolver mais dois quantificadores, um induzido pela
abordagem geométrica e o outro pela desigualdade de Holder. Além disso, iremos também

relacionar os novos quantificadores com os exemplos mencionados acima.

Antes de ilustar os resultados obtidos neste trabalho, vamos primeiramente intro-
duzir o conceito de Markovianidade no cenario de evolugoes de sistemas quanticos. Além
de desenvolver novos limites quanticos de velocidade, nés também exploramos as relacoes
entre diferentes quantificadores com efeitos nao Markovianos. Portanto, o conceito de nao
Markovianidade quéantica é um dos pilares centrais desta pesquisa e as ideias centrais serao

abordadas no proximo capitulo.
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5 MARKOVIANIDADE QUANTICA

Iniciamos este trabalho discutindo a teoria geral para sistemas quanticos ruidosos e
em seguida nods definimos a nogao de medidas de distinguibilidade. Além disso, vimos que
medidas de distinguibilidade podem induzir os chamados limites quanticos de velocidade.
Neste capitulo, iremos introduzir o conceito de Markovianidade quantica, e no proximo
capitulo nés iremos explorar as relagoes entre os limites quanticos de velocidade e dinamicas
nao-Markovianas. Logo, as nocoes de Markovianidade no dominio quantico sdo centrais

nesta pesquisa.

No dominio de sistemas classicos, a Markovianidade é muito bem definida em termos
de probabilidades condicionais. Entretanto, tais conceitos nao podem ser diretamente
estendidos para o dominio quantico. Veremos que isto ocorre pois as medigoes de observaveis
possuem um papel nao trivial em sistemas quanticos, diferentemente de sistemas classicos.
Além disso, veremos que nao ha uma tinica no¢ao de Markovianidade no dominio de sistemas

quénticos e exploraremos diferentes defini¢oes (que muitas vezes nao siao equivalentes).

Primeiramente, tomando alguma liberdade, vamos tentar introduzir a noc¢ao de
Markovianidade (ou, equivalentemente, ndo-Markovianidade) em sistemas gerais, e pro-
positalmente seremos um pouco imprecisos neste momento. Nomeadamente, um sistema
possui uma dinamica dita Markoviana se nao ouver efeitos de memoria em sua evolucao.
Equivalentemente, uma dindmica é nao-Markoviana se, de alguma forma, houverem efeitos
de memoria. Por “efeitos de memoria” entenda que o estado do sistema para um instante
posterior depende, de alguma forma, dos estados assumidos nos instantes anteriores. De
fato, nao estamos esbogando como sera essa dependéncia, e até mesmo o conceito de “me-
moéria” em evolucdes de sistemas pode parecer impreciso neste momento. E esta imprecisao
na nocao de “memoria” que implica em diversas definigoes de Markovianidade quéntica.
De fato, dependendo do tipo do sistema, nés podemos caracterizar tais efeitos de formas
diferentes, e portanto a nocao de Markovianidade torna-se dependente do tipo de sistema

que estamos analisando.

Portanto, vamos entdo adotar a seguinte definigdo (ou abordagem) para Markovia-

nidade e ndo-Markovianidade para evolugoes de sistemas fisicos.

Definigao 29 (Evolugbes Markovianas ou nao-Markovianas). Dado um sistema fisico, nds
primeiro precisamos definir uma forma de caracterizar algum tipo de efeito de memoria do
sistema. Apds isso, tendo bem definida a nocao de memoria, nos podemos verificar se tais
efeitos permanecem presentes ou nao em sua evolugdo. Se o sistema ndao possuir efeitos de
memoria em sua evolugdo, esta serd chamada de Markoviana. Caso contrdrio, a evoluc¢ao

¢ denominada nao-Markoviana.
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Observamos entao que nos reduzimos o problema de definir a Markovianidade ao
de caracterizar tais efeitos de memoria em um dado sistema fisico. Dessa forma, dado um
sistema .S, nds possuimos duas questoes fundamentais no que se refere a Markovianidade

da evolugao do sistema:

« Problema de caracterizagao: como caracterizar tais efeitos de meméria na evolu-

¢ao do sistema e, portanto, definir se tal evolucao é Markoviana ou nao-Markoviana?

« Problema de quantificagdo: como quantificar os desvios da Markovianidade? Isto
¢, dado que uma evolucao é nao-Markoviana, seria possivel quantificar tais efeitos de

memoria?

« Problema de detecgao: como detectar se uma dinamica é Markoviana ou nao—

Markoviana?

No que segue, n6és vamos analisar o caso classico e mostrar o motivo de nao ser
possivel estender as defini¢oes de sistemas Markovianos classicos para o dominio quantico.
Nos iremos também apresentar formas de definir tais efeitos de memoéria utilizando o mapa
dindmico que descreve a evolucao do sistema. No fundo, nés queremos justificar a tese
de que o conceito de Markovianidade em sistemas quanticos é altamente dependente do
contexto, isto é, do sistema quantico em questao (49). Por fim, iremos apresentar algumas

medidas de nao-Markovianidade que serao utilizadas no Capitulo 6.

5.1 Markovianidade em processos estocasticos classicos

Nesta secao, nés vamos langar luz nos principais conceitos que se referem a dinamicas
Markovianas de sistemas classicos. Esta secao é importante por pelo menos trés motivos.
Primeiro, a nogao de evolugoes Markovianas surge historicamente de sistemas classicos, e o
problema da Markovianidade quantica tem inicio ao tentar estender as defini¢des classicas
para sistemas quanticos. Logo, para entender o problema da Markovianidade quantica
¢ importante ter em mente o caso originalmente classico. Segundo que este caso é um
importante exemplo da definicdo de “efeitos de meméria” em sistemas, onde tais efeitos
serdao simplesmente caracterizados por distribui¢des de probabilidade condicionais. Por fim,
tal estrutura matematica serd a motivacao para uma das defini¢coes de Markovianidade
quéntica desenvolvida por Rivas, Huelga e Plenio (11). A seguir, iremos supor que o leitor
esta familiarizado com conceitos basicos de teoria da medida e probabilidade. Para mais
informacgoes sobre a teoria de processos estocasticos classicos, Markovianidade classica e
uma breve introducao a teoria da medida e probabilidades, o leitor ¢ indicado a consultar

a referéncia (45).
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5.1.1 Definicoes e propriedades

Vamos iniciar nossa discu¢ao introduzindo alguns conceitos centrais da teoria de

processos estocasticos classicos que serao ferramentas tteis no que se segue.

Seja X uma varidvel aleatoria cldssica! definida em um espaco de probabilidades
(Q,%,P), onde Q é um dado conjunto (denominado espaco de estados), 2 é uma o—4élgebra
de subconjuntos de Q (eventos possiveis), contendo o préprio €, e a fungao de proba-
bilidade P : ¥ — [0, 1] é o—aditiva com a propriedade de normaliza¢ao P(§2) = 1. Por
simplicidade, nds iremos dedicar atencao a variaveis aleatérias que assumem valores em
um conjunto enumeravel, nomeadamente denotado por X', e estas sao denominadas de

varidvess aleatorias discretas.

Um processo estocastico classico é uma familia de variaveis aleatorias indexadas
por uma variavel continua, ou seja, um conjunto {X(¢)};cy onde I é um subconjunto de
numeros reais, podendo ser enumeravel ou nao enumeravel. De forma mais simples, um
processo estocastico é simplesmente uma variavel aleatéria que possui uma dependéncia
em um parametro ¢, que comumente ira representar o tempo. Muitas vezes podemos lidar
com parti¢oes temporais {t, }nen (I é enumeravel) ou com intervalos de tempo continuo
(I é ndao enumeréavel). Note também que, uma vez que a propria variavel aleatéria muda
em relacdo a um pardmetro t € I, o conjunto de valores possiveis X também pode mudar?

para diferentes valores de ¢.

A origem da discussao sobre Markovianidade segue da seguinte definicao véalida

para processos estocasticos classicos.

Defini¢ao 30 (Processos de Markov). Seja {X (t)}ier um processo estocdstico, e suponha
que tal varidvel assumiu o valor x,—1 no instante de tempo t,_1 € 1. Entdo {X (t)}es €
dito ser um processo de Markov se a probabilidade da varidvel aleatoria X; assumir o valor
x, no instante posterior t, € I (t, > t,_1) for unicamente determinada e nao for afetada

pelos possiveis valores assumidos nos instantes anteriores a t,_1.

Matematicamente, esta situacao € formulada em termos das probabilidades condici-

onais

P<xnatn‘xn—1atn—1; ...;l'o,to) = ]P(xnatn’xn—btn—l) 5 (51)
para toda particao temporal {t, > t, 1 > ... >t} C I.
A Definicao 30 caracteriza os efeitos de meméria em um dado processo estocéstico

classico X;. Ou seja, um processo de Markov nao possui memoria dos estados anteriormente

obtidos, e isso é modelado em termos das probabilidades condicionais.

Uma funcdo mensurdvel definida em um espago de medida (45).
Por simplicidade de notacao, vamos continuar escrevendo X ao invés de X} para o conjunto
de valores possiveis para uma variavel aleatéria X; no instante t.



94

Como um exemplo de propriedade importante, o valor médio condicional de um

processo de Markov, nomeadamente E(x|y) = 3 ,cr P(x|y), satisfaz a igualdade

E(ZL‘n, tn|xn—17 tn—l; -3 Lo, tO) = E(ZEn, tn|xn—17 tn—l) (52)

para toda parti¢ao temporal {t, > t,_1 > ... > to} C I, onde simplesmente utilizamos
a Definicao 30 para as probabilidades condicionais. Além disso, um processo de Markov
satisfaz uma importante equacao. Para demonstrar tal relacdo, considere trés instantes de
tempo consecutivos t; < ty < t3 e aplique a defini¢cdo de probabilidade condicional duas

vezes, ou seja

P(x3,t3; 20, ta; 21, t1) = P(xs, t3|wa, to; 21, 11)P(22, to; 21, 11) (5.3)
= P(Ig,,tg‘ﬂ?g,tg;Il,tl)P(fEQ,tQ‘xl,t1>]P)<$1,t1),

e podemos aplicar a Definicao 30 nas probabilidades condicionais de um processo de
Markov. Marginalizando sobre todos os possiveis valores xo € X e dividindo ambos os

lados por P(x3, t3]|za,t2), nés finalmente chegamos na equacao desejada, dada por

P(xs, ts]x1,t1) = Y P(ag, ts|aa, t)P(za, to] 21, t1) | (5.4)

ro€EX
que é chamada de equacao de Chapman—Kolmogorov. Portanto, todo processo de Markov
satisfaz a Eq.(5.4). Podemos agora perguntar a afirmacdo inversa, isto é, uma familia
de probabilidades condicionais que satisfazem a equacao de Chapman-Kolmogorov pode

descrever um processo de Markov? A resposta é dada em termos seguinte teoremas:

Teorema 8. Uma familia de probabilidades condicionais P(z,, t,|x,_1,t,—1) satisfazendo
a Eq.(5.4) sempre pode ser vista como a uma distribuicao de probabilidades condicional de

um processo de Markov { X (t) }eg.

Demonstragao. Considere uma distribuicao de probabilidades P(z,,t,) para todo n € N.

Nés entao definimos a probabilidade conjunta

]P)(Inu tnv Tn—1, tn—l) = ]P)(mn7 tn|xn—17 tn—l)]P)<xna tn) . (55)

Além disso, nés também definimos
]P(C(]n, tn|xn—17 tn—l; -y L0, tO) = P(Inu tn|xn—17 tn—l) y (56)

para toda partigao temporal {t, > t,_1 > ... > to} C I, e construimos probabilidades
conjuntas de ordens maiores com auxilio da Eq.(5.3). Esta construgdo sempre é possivel

pois é compativel com a Eq.(5.4), que é suposta valida para a familia de probabilidades
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condicionais P(x,,, t,|z,-1,t,—1). Logo, tal familia representa um auténtico processo de

Markov, de acordo com a Defini¢ao 30.

]

Vamos agora observar os processos de Markov classicos sob a 6tica das matrizes de
transigao. Tal construcao sera til para introduzir uma das defini¢oes de Markovianidade

para sistemas quanticos.

5.1.2 Matrizes de transicao

Nesta subsecdo, nds iremos descrever as evolucoes de probabilidades de um ponto®

P(x,t) para um dado processo estocastico classico.

Considere um mapeamento linear T' que conecta as probabilidades de um dado

processo estocastico X; em diferentes instantes de tempo ty e t1, ou seja,

P(l’l,tl) = Z T(xl,t1|$0,t0)P($o,t0) ;V:Ul e X. (57)

ToEX
Uma vez que P(x1, ;) satisfaz a normalizagao Y-, cx P(x1,%1) = 1 e também ¢é uma funcao
positiva semi-definida P(z1,¢,) > 0 para todo t; > t; (e consequentemente para toda

distribui¢ao de probabilidades inicial P(zg, t)), podemos concluir que

Z T($1,t1|1‘0,t0) = 1, (58)

r1EX

T($17t1|$0,t0) Z O, T1,Tg € X . (59)

Veja entdao que o mapeamento linear T' pode ser representado por uma matriz T(¢1, 1), e
para todo t; > g o elemento de matriz pode ser escrito como [T(t1,to)]mn = T(m, t1|n, to).
Denotando também o vetor de probabilidades P(t) = (P(z,t)zex )T, que consiste em um
vetor coluna cujas componentes constituem a distribuicao de probabilidades do processo
estocastico em um dado instante t, a Eq.(5.7) pode ser escrita como um produto matricial
P(t;) = T - P(ty). Dessa forma, nés temos que a soma dos elementos de uma dada coluna
da matriz T ¢é igual a um, e que todos os seus elementos sao nimeros nao negativos.
Matrizes T que satisfazem estas propriedades sao chamadas de matrizes estocdsticas, e

iremos chamar o operador linear T' de propagador.

Agora, vamos mencionar uma observagdo importante na discussao sobre processos
Markovianos classicos. Considere ¢y o instante inicial de algum processo estocéstico classico
{X () }ser geral (ndo necessariamente Markoviano). Entao, da definigdo de probabilidades

condicionais, temos que

3 Em inglés, one-point probabilities.
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P(xa, ta; w0, to) = P2, ta|xo, to)P(x0, to) , (5.10)

e marginalizando sob xy € X, nés temos que

]P)(sz,tg) = Z P($2,t2’$0,t0)1@($0,t0) s (511)

ToEX
e podemos concluir que T'(xq, ta|xg, to) = P(x2, ta| o, to) para todo to > to. Isto significa que
os elementos da matriz transicao que leva o estado do instante inicial ¢y para um instante
posterior to > tg pode ser obtida em termos das proprias probabilidades condicionais que
descrevem as probabilidades no instante t, dado as informacgoes do instante inicial .
Entretanto, é muito importante ressaltar que esta propriedade nao é valida em geral para um
outro instante t; > to. Ou seja, em geral nds temos que T'(xq, to|x1,t1) # P(xs, ta|x1, t1) para
qualquer instante t; > ty. Isto se da pois um processo estocastico pode ser nao-Markoviano,
logo ele possui efeitos de meméria em sua evolugdao. Matematicamente isto reflete no fato de
que a matriz transicao de um certo instante t; > ¢y, para um instante posterior t, > t; nao
ird ser unicamente definida em termos do instante ¢;, mas também dependera dos estados
assumidos entre o instante inicial ¢ e ¢;. Em outras palavras, a distribui¢ao P(xs, to|x1, )
com t; > ty nao é totalmente definida para um processo estocastico geral, pois nos
precisamos também das distribui¢oes condicionais P(xo, ta|x1, t1; xo, L) com g € X para
valores previamente obtidos pelo processo estocastico. Entretanto, isto nao é o caso para

um processo de Markov, como enunciado no proximo teorema.

Teorema 9. Considere um processo de Markov {X (t)}+e; com inicio no instante ty. Entao,

dado quaisquer dois instantes de tempo t1 e ty com ty > t1 > tg, nos temos que

T(iL‘Q, t2’$1,t1) = ]P(QZ’Q, t2’$1,t1) . (512)

Demonstracao. Para o caso t; = ty, foi mostrado acima que o resultado vale para todo
processo estocédstico. Consideremos agora t; > ty. Neste caso, uma vez que nds sempre
podemos escrever P(xq, to; x1,t1) = P(xq, ta|x1,t1)P(x1,t1) (pela definigdo de probabilidade
conjunta) e que a probabilidade condicional P(z4, to|21, t1) é bem definida para um processo
de Markov, podemos marginalizar a distribuigdo conjunta P(xs, t; x1,t1) sob 1 € X e
concluir que T'(z3, to|z1,t1) = P(x9, ta|x1,t1) para todo ta > t; > ty (similarmente ao caso
onde t; = tg). Veja que este resultado s6 é valido para t; > ty pois estamos lidando com

um processo de Markov, onde P(xq, t2|x1,%1) é bem definida para todo ty > ;. O]

Veja que este teorema possui uma interpretacao interessante em termos da memoria
do sistema. Este resultado afirma que, para um processo classico Markoviano, a matriz
transicao de qualquer instante t; > t; para um outro instante o > ¢; nao depende dos

estados do sistema no intervalo entre o instante inicial ¢y e o instante ¢;. Em outras
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palavras, uma vez que o sistema encontra-se no instante ¢; > ¢y, ele nao possui “lembranca”
dos estados assumidos no intervalo [tg, t1). Dado a discussdo prévia ao dltimo teorema,
observamos que isso ¢ uma propriedade singular dos sistemas Markovianos classicos. Por
fim, considerando o Teorema 9 juntamente a Eq.(5.4) de Chapman-Kolmogorov, obtemos

o seguinte corolario.

Corolario 1. Seja { X (t) }+er um processo de Markov com inicio no instante to. Entdo,

para todo ty,te,t3 € I tais que ty >ty > t1 > to, o propagador T satisfaz as propriedades

Z T(I27t2|l’1,t1) = 1 y (513)
ToEX
T($27t2|l’1,t1> Z 0 s (514)
T($37t3|$1,t1> = Z T(I3,t3|l’2,tg)T(I’g,t2|ZL‘17t1) . (515)
ToEX

Denotando T(t,t") como a matriz estocdstica que representa o propagador T' nos instantes
tet comt>1t, temos que a soma dos elementos de uma coluna de T € igual a um, todos
os elementos de matriz de T sao nao-negativos e, por fim, para todo ty,ts,t3 € I tais que
ty >ty >ty > to, nds temos que T(ts,t1) = T(ts, t2)T(ta,t1).

Em resumo, o corolario afirma que para um processo estocastico classico Markoviano,
os elementos da matriz de transicdo sdo as proprias probabilidades condicionais do processo
e satisfazem a relacdo de composicao T(t3,t;) = T(t3,t2)T(t2,t1). Essencialmente, tal
composicao afirma que a evolugdo de um instante ¢; para um instante t3 > t; é equivalente
a evoluir do instante ¢; para um instante intermediario to € [t,t3] e, em seguida, evoluir
do instante t, para t3. Vemos que tais sistemas nao possuem a lembranca dos estados
previamente obtidos para todo t < ¢y, caracterizando portanto uma dinadmica sem memoria.
Novamente, vale ressaltar que tal resultado é valido apenas para processos de Markov,
pois caso contrario os propagadores T'(za, to|z1,t1) podem nao ser bem definidos para
todo t; > ty, como discutimos acima. Isso reflete o fato de que processos classicos nao-
Markovianos podem quebrar a composicao da matriz estocastica devido aos efeitos de

memoria para instantes ¢ € [to, 1]

A discussao acima nos motiva a introduzir a seguinte defini¢ao.

Definigao 31 (Processo Classico Divisivel). Um processo estocdstico geral {X (t)her (nao
necessariamente Markoviano) para o qual o propagador associado T satisfaz as equagies
(5.13), (5.14) e (5.15) é dito um processo divisivel.

Dessa forma, o Corolario 1 afirma que todo processo de Markov ¢ um processo divi-

sivel. Entretanto, existem processos cldssicos nao-Markovianos que sdo também divisiveis?.
1

Para um exemplo concreto de sistema classico ndo-Markoviano e divisivel, veja a referéncia

(11).
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Logo, nem todo processo divisivel é necessariamente Markoviano. Embora haja processos
classicos nao-Markovianos que sejam divisiveis, nés podemos estabelecer o seguinte teorema

que terd um papel central na nossa discussao sobre Markovianidade no caso quantico.

Teorema 10 (Processo Divisivel e Processo de Markov). Suponha uma familia de pro-
pagadores T(xzy,ts|x1,t1) com t; € I, x; € X para i = 1,2, considerando t; < ty. Se tal
familia consitue um processo divisivel, ou seja, se satisfaz as equagéoes (5.18), (5.14) e
(5.15), entao estes propagadores podem ser vistos como as transi¢oes de algum processo

classico Markoviano.

O Corolério 1 afirma que todo processo de Markov é também um processo divisivel.
Agora, o Teorema 10 afirma que, embora existam processos nao-Markovianos que sao
divisiveis, dado um propagador T" divisivel nés podemos construir um processo Markoviano

que pode ser descrito por 7.

Demonstragio. Uma vez que a familia T'(zy, to|z1, 1) satisfaz as equagoes (5.13) e (5.14),

podemos definir as probabilidades condicionais

P(xg,t2|x1,t1) = T(;UQ, t2|$1,t1) s (516)

para todo x1, 29 € X e todo t; < t3. Além disso, uma vez tal familia satisfaz a Eq.(5.15),
estas probabilidades condicionais satisfazem a equacao de Chapman-Kolmogorov, definida
na Eq.(5.4). Por fim, uma vez que uma familia de probabilidades condicionais que satisfazem
tal equagao podem ser vistas como probabilidades condicionais de um processo de Markov
{X () }+er que assume valores no conjunto X, como descrito no Teorema 8, nés obtemos o

resultado desejado. ]

Como consequéncia deste teorema, nds obtemos o seguinte importante corolario.

Corolario 2 (Contexto de Equivaléncia Entre Divisibilidade e Markovianidade). Para
um sistemas estocdsticos cldssicos {X (t)her que assume wvalores em um conjunto X,
considerando apenas probabilidades de um unico ponto, nomeadamente P(x,t) para v € X
et € I, processos divisiveis e processos Markovianos sao equivalentes. Ou seja, hierarquia
completa das probabilidades condicionais temporais precisam ser conhecidas para que seja

possivel distinguir entre divisibilidade (Defini¢ao 31) e Markovianidade (Definicao 30).

A préxima subsegao introduz uma importante propriedade dos sistemas divisiveis

classicos que também serd 1til em defini¢coes de Markovianidade de sistemas quanticos.
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5.1.3 Contratividade

Considere um vetor 7 € V de um dado espaco vetorial V' cujas componentes® sdo

dadas por v(z). N6s ja vimos que a norma L; de um dado vetor é definida por

lolly =2 lv(@)] (5.17)

e assim como no caso quantico, a norma L; pode ser usada como medida de distinguibilidade
de distribui¢oes de probabilidade. Nomeadamente, considere uma variavel aleatéria X que
assume valores no conjunto X’ e que é descrita pela distribuigdo de probabilidades p; (x)
com probabilidade ¢ e pela distribuigao ps(x) com probabilidade 1 — g. Nosso objetivo é
identificar a distribui¢ao de probabilidades que descreve X (dada por p; ou p,) fazendo
uma unica amostragem desta variavel. Similarmente ao caso quantico, que foi descrito
pelo Teorema 7, nés temos que a probabilidade minima de errar a verdadeira distribuicao
de probabilidades de X é dada por

1 = [l
2 )
onde w(x) = gp1(z) — (1 — q@)p2(z). Veja que esse é o andlogo classico do Teorema 7, onde

Pin(err0) = (5.18)

o estado do sistema quantico p é substituido pela distribui¢ao de probabilidades p(z) de
uma varidvel aleatéria® cldssica, e a matriz de Helstrom é substituida pelo vetor &. Logo,
a norma L, do vetor @ fornece a capacidade de dinstinguir corretamente entre as duas
distribuicoes p; e ps da variavel aleatéria classica X. A demonstragao deste resultado

também ¢ andloga a demonstracao do Teorema 7.

Também similarmente ao caso quintico, no caso homogénio ¢ = 1/2, nés temos

Jells = 3 lIpa(2) = P2l (5.19)

na qual é conhecida como a distancia de Kolmogorov, distancia L, ou distancia variacional
entre p1 e pa. NOs podemos usar as normas L; como forma de identificar se o processo é

divisivel ou nao, tal como ¢é descrito no préximo teorema.

Teorema 11 (Contratividade e Divisibilidade). Seja T' o propagador de um dado processo
estocdstico classico {X (t)}ier que assume valores em X. Entao, este processo é divisivel
se, e somente se, a norma Ly ndo aumenta quando o propagador T é aplicado em qualquer

vetor v(x), x € X, para todo t; e ty. Ou seja,

> T(xa, to|wy, tr)v(x)

r1EX

<@l t1 <ta. (5.20)

1
Por abuso de linguagem, muitas vezes vamos simplesmente falar “um vetor v(z)” como
denotando um vetor ¥ cujas componentes sao dadas por v(z).

Veja que isto é consistente com a observagao feita anteriormente de que o operador densidade
¢é a generalizacdo de uma densidade de probabilidades.
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Demonstragio. Para uma prova detalhada, o leitor é convidado a consultar a referéncia (11).

No que segue, nés iremos demonstrar um resultado andlogo mas para o caso quantico. [J

Por conta do Teorema 11 juntamente com a Eq.(5.15), podemos concluir que
a probabilidade de erro P, (erro) aumenta monotonicamente com o tempo para um
processo divisivel. Fisicamente isso significa que, se uma variavel aleatoria X; sofre uma
evolugao Markoviana, é mais facil distinguir entre as duas possiveis distribuigdes p;(x,t)
e po(x,t) de X; realizando amostragens em instantes de tempo t tao proximos quanto
possivel do instante inicial ¢, da evolucao do sistema. Tal fato pode ser interpretado como
uma evolucao sem memoria: no instante inicial ¢ a variavel aleatéria X, é preparada na
distribuicao p;(z,ty) com probabilidade g ou na distribuigao ps(z,ty) com probabilidade
1 — ¢. Uma vez que a evolugao ¢ Markoviana, o sistema rapidamente “esquece” o estado
inicial na qual o sistema foi preparado, e consequentemente a probabilidade de errar a

verdadeira distribuicao inicial cresce monotonicamente com o tempo.

Por outro lado, se a variavel aleatoria X; sofre uma evolucao nao-Markoviana, entao
o processo nao ¢ divisivel e consequentemente em algum instante ¢’ > tq a contratividade
dada pela Eq.(5.20) é quebrada. Isto significa que em algum instante de tempo ¢’ > ¢y o
sistema pode “lembrar” da verdadeira distribuicao de probabilidades preparada inicialmente
para X, representando um efeito de meméria em dindmicas nao-Markovianas de sistemas
estocasticos. Isto é, o sistema pode reter alguma informagao sobre o estado da variavel
aleatoria X; no instante inicial ¢y, na qual pode se manifestar em um decrescimento da

probabilidade P, (erro) em algum instante posterior ¢'.

Para concluir esta se¢ao, vamos tentar ilustrar os principais pontos relativos a
processos estocasticos classicos e dinamicas Markovianas. Processos Markovianos classicos
sao definidos através de distribuigoes de probabilidades condicionais para todos os instantes
de tempo, tal como na Defini¢ao 30. Entretanto, se o experimentalista tem acesso apenas a
distribuigoes de probabilidade de um ponto, nomeadamente P(z,t) para um dado processo
estocastico X;, processos Markovianos e processos divisiveis tornam-se equivalentes. Os
processos divisiveis sao mais facilmente caracterizados em termos de matrizes de transicao

e da propriedade de contratividade induzida pela norma L.

Os pontos acima serao utilizados no caso quantico como motivagoes de defini¢oes
de Markovianidade e caracterizacao de “efeitos de memoria” para evolugoes de sistemas
através de restrigoes impostas nos mapas dinamicos. Logo, vale a pena observar que as
defini¢oes e propriedades da Markovianidade em evolugoes de sistemas classicos tornam-se
indispensaveis para entender as motivagoes e peculiaridades existentes no caso quantico,

como iremos introduzir a seguir.

Como mencionado anteriormente, os efeitos de memoéria em um sistema quantico

podem ser definidos em funcao de propriedades do mapa dindmico que descreve a evolugao
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do sistema. Por outro lado, nés também podemos descrever tais efeitos em funcao das
propriedades das interagoes entre o sistema e o ambiente, através, por exemplo, das fungoes

de correlagao que descrevem tais interagoes (45,49).

As abordagens utilizando os mapas dindmicos sao mais comumente utilizados em
problemas de informacao quéntica, onde nao sabemos a natureza da interacao sistema—
ambiente mas conhecemos toda a dinamica do sistema, sendo esta descrita por um canal
quantico. Por outro lado, a abordagem utilizando as interagoes entre sistema e ambiente,
tais como imposi¢oes sob o comportamento das func¢oes de correlacao, sao comumente
exploradas em problemas de processos estocasticos quanticos. Cada metodologia depende
da natureza do sistema de interesse, sendo uma mais util que outras a depender do contexto
em questao. Neste trabalho, nés iremos focar em defini¢es de Markovianidade quantica

baseadas nas propriedades dos mapas dinamicos, sob a ética da informacao quantica.

5.2 Markovianidade em processos quanticos através do mapa dinamico

Dado a introducao aos conceitos centrais da teoria de processos estocasticos classicos
Markovianos, nds iremos mostrar agora que nao ¢ possivel estender a defini¢ao classica
para o regime quantico, motivando a buscar novas metodologias e intepretacoes. Em
seguida, vamos introduzir as no¢oes de Markovianidade sob a Otica da teoria da informagcao
quantica, nomeadamente definindo tais efeitos de memoéria em evolugoes de sistemas
quanticos através das propriedades do mapa dindmico do sistema e interpretando os efeitos
de memoéria como fluxos de informagcao entre o sistema e o ambiente e/ou como uma
capacidade do sistema de reter informacao sobre o estado inicial em que o sistema foi

preparado.

5.2.1 Estendendo as defini¢oes classicas para o dominio quantico

Uma vez que a teoria quantica é uma teoria estatistica, o leitor poderia ser levado
a pensar que nds poderiamos simplesmente adotar definigbes andlogas a Definicao 30 para
introduzir a Markovianidade em regimes de sistemas quanticos. Entretanto, diferentemente
da mecanica classica, a teoria quéantica é baseada em algebras nao-comutativas, e portanto

a ordem da aplicacao de transformagodes toma um papel nao trivial neste dominio.

Através da Defini¢do 30, nés precisariamos obter as probabilidades condicionais
P(xy, ty|Tn_1,tn—1;-.-; To, to) para um dado observavel quantico. O problema no caso quéin-
tico é que as medigoes afetam o estado do sistema de forma néao trivial. Ou seja, dado um
sistema em um estado p, a medida de um observavel afeta o estado devido ao colapso da

funcao de onda, e a estatistica apés a medicao depende do resultado da medicao em si.

Logo, para definir uma probabilidade condicional P(z,, t,|z,_1,t,_1;...; To, to), pre-
cisariamos especificar o esquema de medicao utilizado. Portanto, definicdes de Markoviani-

dade utilizando probabilidades condicionais seriam dependentes do esquema de medicao



102

adotado para definir P(z,,, t,|€n—1, tn_1;...; o, to). Entretanto, nés buscamos uma teoria
para a Markovianidade quantica que dependa unicamente da dinamica de evolucao do
sistema, ao invés de depender da forma na qual o sistema é monitorado. Portanto, nossa
abordagem nao ird constituir de tentar estender a Defini¢ao 30 para o regime quantico.
Ao invés disso, nés iremos buscar condigoes sob a dinamica com o objetivo de caracterizar

os efeitos de memoria em evolugoes de sistemas quanticos.

Na préxima subse¢do, nés iremos introduzir um contexto na qual a definicao
RHP para Markovianidade resolve o problema de caracterizagao de uma Markovianidade

quantica, tal como interpretar os efeitos de memoria implicitos nesta teoria.

5.2.2 RHP-Markovianidade: defini¢oes

A primeira noc¢ao de Markovianidade quantica que iremos introduzir é devido aos
trabalhos de Rivas, Huelga e Plenio (11), nomeadamente conhecida como defini¢io RHP
para Markovianidade. Tal definicdo se baseia na nogao de divisibilidade do mapa dindmico,
similarmente ao que vimos no caso classico com as matrizes de transicao. Vamos agora
especificar os contextos nas quais esta definicdo pode ser util para caracterizar os efeitos

de memoria em sistemas quanticos.

Dado o problema anteriormente mencionado, nomeadamente na definicao de pro-
babilidades condicionais do tipo P(x,,, t,|Ty_1,tn_1;...; To, to), vamos introduzir uma nova
abordagem baseada em probabilidades de um tnico ponto P(z,t). Supondo que o ex-
perimentalista possui acesso apenas a probabilidades P(x,t), nés vimos que o conceito
de Markovianidade cléssica (Definicao 30) é equivalente ao conceito de divisibilidade
(Defini¢ao 31) dos propagadores. Lembre que o Teorema 10 e o Corolario 2 afirmam que
Markovianidade classica e divisibilidade de propagadores sao conceitos equivalentes para
probabilidades de um tnico ponto P(z,t). A vantagem dessa abordagem é que nés podemos
introduzir as nogoes de divisibilidade nos canais quanticos sem precisar fazer mencgao a
qualquer processo de medigao. Além disso, nés nao perdemos generalidade utilizando tal
abordagem, pois as probabilidades P(z,t) de um tnico ponto sao as tinicas que podem ser
construidas no dominio quantico evitando as dificuldades associadas com interferéncias

devido aos processos de medicao.

Lembre que todo sistema quantico pode ser descrito por um estado p que possui a

seguinte decomposicao espectral
p=2_p(@)[a)tal . (5.21)

Lembre que os auto-valores p(x) podem ser interpretados como uma distribui¢ao de
probabilidades classica, nomeadamente p(z) pode ser visto como a probabilidade do

sistema ser preparado no estado [1,), ou seja,

P(|¢2)) = p() - (5.22)



103

Vamos inicialmente considerar um caso particular de um canal classico, nomeadamente
uma evolucao que preserva os auto-vetores do operador densidade. Considere um estado
inicial p(to) dado por

plto) = > p(x,to) [aftal (5.23)

zeX
e vamos denotar por § o conjunto de todos os operadores densidade que possuem os

auto-vetores {|1,) }zcx para algum conjunto enumeravel de indices X'. Dessa forma, um

canal classico é definido pela evolugao
p(to) = p(t) = D p(x,t) [Pu)tbu] € S . (5.24)

Uma vez que tal evolugao constitue um processo estocastico classico na variavel aleatoria
X; que assume os valores z € X, onde nesta abordagem X indexa o estado [i),) do
sistema, nés temos que tal processo é divisivel se a evolugao da distribuigao p(x,t) satisfaz
a defini¢do classica de divisibilidade (Definigao 31). Supondo entdo que estamos lidando
com um processo divisivel, existe um propagador T' que se relaciona com a evolugao de

p(z,t) da forma
p(x1,t1) = Y T(z1,t1|zo, to)p(zo, to) (5.25)

zoEX
na qual satisfaz as equagoes (5.13), (5.14) e (5.15). Entretanto, uma vez que este processo
também pode ser interpretado como a evoluc¢ao de um estado quantico, nés podemos
utilizar a estrutura dos mapas dinamicos. Nomeadamente, existe um mapeamento linear
Eto) : S — S que leva um estado inicial p(ty) em um estado final p(t) descrevendo tal

evolugao classica, ou seja

p<t1) = g(tto)(p(t(])) ) (526)
onde £ 4,y preserva os auto-vetores do operador densidade p(ty). Logo, nés temos que
plti) = D p(xo. to)E a0 [[a)f¥al] (5.27)
ToEX
= Y T(21,t1]zo, to)p(wo, to) [Vay) (V| (5.28)
r1,00EX

onde na primeira igualdade nés utilizamos a linearidade de &4, juntamente com a
decomposigao espectral do estado inicial e a relacdo de igualdade p(t1) = Ex4.)(p(to)). Para
a segunda igualdade, nés utilizamos a hipdtese de que £y ¢,y nao altera os auto-vetores do
estado inicial, expandindo p(t;) na sua decomposigao espectral e utilizando a Eq.(5.25)
em p(z1,t1). Uma vez que o processo classico é divisivel, utilizando as equagoes (5.13),
(5.14) e (5.15) é facil ver que &4, preserva a positividade e o traco de qualquer estado

em S, e também satisfaz a seguinte lei de composicao

g(t37t1) = g(t37t2)5(t2,t1) ;I3 >ty > 1. (5.29)

Portanto, nés acabamos de mostrar que o mapeamento £,y : S — S que descreve

uma evolugao de um processo estocastico classico divisivel satisfaz também uma relacao
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de divisibilidade, além de preservar a positividade e o traco do operador densidade. Isto
nos motiva a generalizar esta estrutura para evolugbes mais gerais (ndo necessariamente
um canal cldssico) e introduzir a defini¢do de processos quanticos divisiveis. Tendo em
mente a diferenca entre um mapeamento positivo e um mapeamento completamente
positivo discutido nos axiomas gerais da teoria quantica ruidosa, nds vamos primeiramente

introduzir a definicao de um processo quantico P-Divisivel.

Defini¢ao 32 (Processos Quanticos P-divisivel). Nds dizemos que um sistema sujeito a
uma evolugdo temporal descrita pela familia {5(/t7t0)}te[t0,oo) de mapas lineares que preservam
o traco, considerando um instante inicial ty, € um processo p-divisivel se, para todo ty e tq,
5(’t27t1) ¢ um mapa positivo e que, para todo tz, to ety tais que tg >ty > t1, satisfaz a lei
de composigdo

g(/ts,tl) = g(/tg,tz)g(/tz,h) : (5‘30)

A terminologia “p-divisivel” deve ser interpretada como “positivo-divisivel”. E
importante introduzir a nogao mais fraca de p-divisibilidade devido a diferenca entre
positividade e completa-positividade que é introduzida nas evolugoes quanticas. Como
discutido anteriormente, a positividade nao é suficiente para descrever evolugoes gerais de
sistemas quanticos, e precisamos de um requisito mais forte, nomeadamente definido pelos
mapas completamente positivos. Dessa forma, nés podemos introduzir o seguinte conceito

geral de divisibilidade em evolucoes de sistemas quanticos.

Definigao 33 (Processos Quénticos Divisiveis). Dizemos que um sistema quantico sujeito
a uma evolucdo descrita pelo mapa dinamico {S(t,to)}te[tojoo) para algum instante inicial to
¢ wm processo quantico divisivel se, para todo ty e ty, Eyyqy) € wm canal quintico (mapa
linear completamente positivo e que preserva o trago) e que, para todo ts, ty ety tais que

t3 >ty > t1, satisfaz a let de composicao
Etar) = Eltat) Eltaty) - (5.31)

Portanto, nés introduzimos a primeira definicio de Markovianidade quantica.

Definicao 34 (RHP-Markovianidade). A divisibilidade pode ser considerada como um
tipo de defini¢io para a Markovianidade quéintica (11). Em outras palavras, um processo

quantico divisivel pode ser chamado de Markoviano.

Vamos entdao comparar a Definicao 34 com a Definicao 31. Observe que o requeri-
mento de normalizagao para os propagadores de um processo de Markov classico é dado por
Ywpex T2, ta]1,11) = 1, enquanto que no caso quantico nés temos um propagador Eg y)
que preserva o trago, refletindo a conservacao de probabilidades pela evolucao do sistema.
Além disso, no caso classico nés temos uma condicao de positividade, nomeadamente

T (22,t2]21,t1) > 0, enquanto que no caso quantico nés lidamos com um mapeamento & 4
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completamente positivo. Por fim, nds vimos que os propagadores T' de um processo divisivel
satisfazem a lei de composicao T'(xs, t3|z1,t1) = Y p,en T(3, t3]2a, t2)T (22, ta]21,t1), € DO

caso quantico a composicao andloga ¢ dada por &y, +1) = Ety,42)Etatr) -

Em resumo, no contexto de probabilidades de um tinico ponto, nomeadamente
P(x,t), nés mostramos que um processo classico Markoviano (Definigao 30) é equivalente
a um processo classico divisivel (Definigdo 31). Considerando que um experimentalista
sO possui acesso a estas probabilidades para um dado sistema quantico, nds vemos que a
Defini¢ao 34 busca generalizar a nogdo de Markovianidade cldssica (descrita em termos
da divisibilidade dos propagadores T') para uma Markovianidade quintica, descrita em
termos da divisibilidade dos mapas dinamicos {Eq ) }refto,00) que descrevem a evolugao de

um sistema quantico.

Neste trabalho, nds estamos mantendo o foco na descricdo de evolugoes quanticas
baseada no formalismo dos canais quanticos. Entretanto, frequentemente nés podemos lidar
também com equagOes mestras, andlogas a equac¢ao de von Neumann para sistemas fechados,
nas quais fornecem uma equagao diferencial para o operador densidade que descreve a
evolucao dindmica do sistema. Logo, ¢ muito comum associar o termo “Markoviano” a

alguns tipos de equagoes.

Vamos brevemente mencionar um caso importante de equacdo mestra que se
relaciona com o conceito de divisibilidade dos mapas dinamicos. Para ilustrar isto, considere
um mapa dindmico £ ) para um dado instante inicial #,. Além disso, vamos supor que
este mapeamento ¢ diferenciavel em ¢ e também ¢é bijetivo (ou seja, admite uma inversa).
Entao por diferenciagao no estado dinamico p(t) = E4.)(p(t0)), sem ter o objetivo de ser
rigoroso, nés temos que

d o\ _ 4t A& tt0) o1

—p(t) = to)] = E t 5.32
L o(t) = O (1)) = Clger o)) (532
e definimos o gerador ou super-operador de Liouville, também conhecido como Liouvilliano,
por

_ dg(t,to) -1 . g(t-‘rAt,to) — g(tvto) -1

‘Ct = 75'@7%) = Ali}z}lo At (t,to) (533)
. g(t+At,t) -1
N Al}:r—r}o At ’

e o sistema pode ser descrito por uma equac¢do mestra do tipo

P _ Loy (534

Portanto, a Eq.(5.34) pode ser interpretada como a generalizacao da equagao de von
Neumann para um sistema quantico geral, onde o Liouvilliano é dado pela Eq.(5.33) em

termos do mapa dinamico que descreve a evolucao do sistema. Dessa forma, nés podemos
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facilmente transitar do formalismo dos canais quanticos para o formalismo das equagoes
mestras. Cada abordagem possui as suas vantagens e desvantagens, seja do ponto de vista
conceitual, analitico ou computacional. Neste trabalho, nés iremos continuar focando em
canais quanticos. Para mais informacoes sobre sistemas quanticos abertos descritos por

equagoes mestras, o leitor é indicado a consultar as referéncias (6) e (45).

Retornando a conexao entre equacoes mestras e Markovianidade quantica, um
importante resultado relaciona o conceito de divisibilidade dos canais dindmicos e um tipo

particular de equagoes mestras, tal como é descrito no préximo teorema.

Teorema 12 (Gorini-Kossakowski-Susarshan-Lindblad). Um super-operador L, é um
gerador de uma evolugao quantica divisivel (Defini¢ao 33) se, e somente se, este pode ser

escrito da forma

PO~ Li(ot) = ~ilH (). (1) (5.3

dt
- X0ult) O ) — TRV, 0)]

onde H(t) e Vi(t) sdo operadores dependentes do tempo, com H (t) hermitiano ¥t e v (t) > 0

¢ uma func¢do nao-negativa para todo tempo t e todo indice k.

Demonstragao. Para uma prova detalhada, o leitor é indicado a consultar a referéncia (6)

ou (45). O

A Eq.(5.35) é conhecida como equagao mestra de Lindblad, em homenagem a um
dos seus desenvolvedores. O conceito de Markovianidade quantica é muitas vezes associado
a uma evolucao dinamica descrita por uma equagao mestra do tipo Lindblad. Porém, o
Teorema 12 afirma que esta abordagem é equivalente a divisibilidade do mapa dindmico

que descreve a evolugao do sistema, tal como descrito na Defini¢ao 33.

5.2.3 RHP-Markovianidade: auséncia de memoria

Na subsecao anterior, nés introduzimos a nogao de evolugoes quanticas divisiveis
(Definigao 33), onde a motivagao foi de tentar generalizar os conceitos da Markovianidade
classica através da divisibilidade dos propagadores da evolugao, ou seja, nés buscamos
construir uma teoria quantica da Markovianidade que fosse consistente com os resultados
classicos. Entretanto, ainda nao discutimos quais sao os efeitos de memoria em tais
evolugoes. Isto é, tomando a definigao classica de um processo de Markov (Definigao 30)
em termos de probabilidades condicionais, fica 6bvio a auséncia de memoria em tais
evolugoes estocasticas. Entretanto, sob a o6tica da divisibilidade dos propagadores, tal
propriedade nao fica clara de forma trivial. Vamos agora mostrar que dindmicas quanticas
divisiveis nao possuem “memoria” dos seus estados anteriores, fornecendo interpretacoes

adequadas para esta afirmacao.
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Ha pelo menos duas formas de observar a auséncia de meméria em dindmicas
divisiveis. Uma ¢ baseada na propriedade de contratividade de mapas completamente
positivos e divisiveis, similiar ao que foi discutido no caso classico pelo Teorema 11. A
segunda é dada em termos da interacao entre sistema e ambiente modelada através de
um modelo colisional. A seguir, vamos mencionar apenas a propriedade de contratividade,

indicando o leitor a consultar a referéncia (11) para ver o segundo caso.

Vamos considerar novamente as condigoes do Teorema 7. Suponha um sistema
descrito por um espaco de Hilbert H cujo estado é representado pelo operador densidade
p1 € D(H) com probabilidade ¢ ou ps € D(H) com probabilidade 1 — ¢g. Nosso objetivo
¢é determinar o estado real através de uma medicdo no sistema. Vimos que a menor

min
e

probabilidade de erro, p™", na distin¢ao destes dois estados, tal como descrito acima, é

proporcional a distancia traco entre gp; e (1 — q)p2. Nomeadamente, nds podemos escrever

m_ L= 1AL
min 5.36
e 2 ? ( )

onde A = gp; — (1 — q)p2 é a matriz de Helstrom.

O préximo teorema fornece a relagao entre mapas positivos que preservam trago
com a medida de distinguibilidade induzida pela 1—norma Schatten, nomeadamente a

distancia traco.

Teorema 13. Suponha que £ representa wm mapa linear que preserva o trago e a hermi-
tianicidade”. Entdo, £ é um mapeamento positivo se, e somente se, para todo operador

hermitiano A for verdade que

1EA) I < 1A (5.37)

Demonstracao. Assuma que o mapa linear £ que preserva o trago e a hermitianicidade
também é um mapeamento positivo. Entao para todo operador positivo semi-definido (e
portanto hermitiano) A, a norma trago é também preservada, ou seja, ||E(A)]]1 = ||All;.
Agora, considere um operador hermitiano geral A (nao necessariamente positivo semi-
definido). Logo, podemos decompor A = A" — A=, onde A* sdo operadores positivos

semi-definidos correspondente as partes positivas e negativas do espectro de A. Logo, nés

temos que
€A = EAT) +E(AT)]h (5.38)
< AN+ IEAT) = IADI+ (A7)l (5.39)
= [lAfl, (5.40)

7 Para todo operador A hermitiano, £(A) também ¢é hermitiano.



108

onde aplicamos a linearidade do mapa £ juntamente com a desigualdade triangular da
norma L, e também a hipdtese de que £ é um mapa positivo. Logo, a positividade de &

implicou que ||E(A)||; < ||All; para todo operador hermitiano A.
p que || p p

Inversamente, assuma agora que o mapa linear £ que preserva o traco e a hermitia-
nicidade também satisfaz a desigualdade ||E(A)||; < ||A]|; para todo operador hermitiano

A. Considerando um operador positivo semi-definido A, temos que

[A[l = Te{A} = Tr{E(A)} (5.41)

onde usamos que a norma L; é a soma dos valores singulares de um operador (corres-
pondendo ao seu trago no caso de um operador positivo semi-definido), e que o mapa &
preserva o trago. Como & preserva a hermitianicidade e A > 0 (e portanto hermitiano),
temos que £(A) é hermitiano. Logo, a norma L; de £(A) é igual a soma dos médulos
dos seus auto-valores. Uma vez que o trago é igual somente a soma dos auto-valores (sem
considerar os médulos), nés temos que Tr{E(A)} < ||E(A)||;. Portanto, para todo operador

positivo semi-definido A, nés acabamos de mostrar que
[AfL < 1€ - (5.42)

Tomando a hipétese inicial, nés temos a desigualdade oposta, ||All; < [|E(A)||; para todo
A > 0. Considerando as duas desigualdades, nés temos que ||All; = ||E(A)]|1, e portanto é

verdade que

1E(A) = Tr{E(A)} (5.43)

que vale para todo operador positivo semi-definido A. Por fim, uma vez que ||A||; = Tr{A}
se, e somente se, A > 0, entdo concluimos que £(A) > 0. Portanto, para todo A > 0, noés

mostramos que £(A) > 0, e entdo o mapeamento € é positivo. [

Este teorema é similar ao Teorema 11 que relaciona processos classicos divisiveis
com a propriedade de contracao do propagador. Temos também um analogo para dinamicas

quanticas, como ilustrado pelo seguinte teorema.

Teorema 14. Suponha que temos um sistema quantico descrito pelo espaco de Hilbert
H e cuja dinamica é dada pelo mapa dinamico {5(t,to)}te[to,oo) para um dado instante
inicial ty. Esta evolugio é RHP-Markoviana (Definicao 34), ou equivalentemente divisivel
(Definicao 33) se, e somente se, para todo par de instantes t; e ty tais que ty > t1 > tg, €

verdade que

€y ® 1)(A)

S AN (5.44)

para todo operador hermitiano A’ atuando no espaco H ® H.
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Demonstracao. Uma vez que um processo quantico divisivel é tal que o mapeamento
E(t2,11) € um canal quantico, em particular ¢ um mapeamento completamente positivo, para
todo ty > t; > 1o, entdo o mapa &y, ;) ® 1 € positivo. Dessa forma, o resultado segue do
Teorema 13. O

Podemos entao caracterizar a divisibilidade como sendo equivalente a propriedade
de contracao do mapa dinamico, tal como descrito no Teorema 14. Vamos agora interpretar
esse resultado como a manifestaciao da auséncia de meméria em dindmicas divisiveis (ou

equivalentemente RHP-Markovianas).

Concretamente, considere que um sistema quantico S que evolui de um instante
inicial ¢, para um instante posterior ¢t > t, através de um mapa dindmico & 4y). O sistema
S é preparado inicialmente (no instante ) no estado p; com probabilidade ¢ ou no estado
p2 com probabilidade (1 — ¢). Nosso objetivo é descobrir qual foi o verdadeiro estado do
sistema preparado no instante t; executando uma medicao em S no instante ¢t. Veja que a

probabilidade de erro para distinguir entre estes dois estados é dada por

RENOI

pn) =~ (5.45)

onde A(t) = gp1(t) — (1 — q)p2(t) é a matriz de Helstrom, e temos que p(t) = Eq10)(p(t0)).

Logo, note que A(t) = q Ey) (1) = (1=0) Eta0) (P2) = Etae) (ap1—(1=q)p2) = Era) (Alto)),
e portanto nés podemos escrever

1= [t (Alto)
5 .

P (t)

(5.46)

Portanto, uma vez que a evolugao do sistema ¢ descrita em termos de um mapa
dindmico {& 40 }refto,0), temos que E ) € um canal quantico e, consequentemente, cons-
titue um mapa completamente positivo para todo ¢ > ty. Em particular, tal mapeamento
¢é também positivo, e pelo Teorema 13 podemos concluir que se este processo for divisivel,

temos
[Et.0) (A(to))][1 < [|A) |1 (5.47)

e entao ¢é verdade que
PR (t) > pin(ty) ,VE >t . (5.48)

Dessa forma, para uma evolugao divisivel (RHP-Markoviana), a probabilidade de errar a
distinguibilidade entre dois possiveis estados inicialmente preparados aumenta monotoni-
camente com o tempo. Isto significa que precisamos medir o sistema o mais brevemente
possivel para que possamos aumentar as chances de distinguir os estados inicialmente
preparados. Podemos entao interpretar este comportamento como a auséncia da capacidade
do sistema de reter informacao sobre os estados iniciais, ou seja, o sistema “esquece” os

estados inicialmente preparados a medida em que evolui no tempo. Novamente, esta
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consequéncia também é presente nos sistemas estocasticos classicos com comportamento

Markoviano (Definigao 30), como foi descrito pelo Teorema 11.

Veja também que no caso quantico, tal como discutido anteriormente, nés nunca
podemos excluir a possibilidade de existéncia de um sistema “oculto” A que nao interage
com o sistema S e que possui dimensoes arbitrarias®. Entretanto, a discussao feita no
paragrafo anterior vale também neste caso, uma vez que a evolugao do sistema composto
S + A ¢ dada pelo mapeamento £y4) ® 1. Uma vez que o mapa dindmico Epy,) €
completamente positivo Vi > #,, entao o mapeamento & ;) ®1 € positivo e toda a discussao
anterior continua sendo valida também neste contexto, onde temos a contratividade de
evolugoes divisiveis dada pelo Teorema 14. Veja que isto nao é valido para mapeamentos
positivos (somente), e nds precisamos incluir a completa positividade para que o resultado
do Teorema 14 seja verdade. Podemos observar entao que a diferenca entre positividade e
completa positividade de mapas lineares toma um importante papel também no contexto

da Markovianidade quantica.

Por fim, observe o contraste entre uma dinamica RHP-Markoviana e uma RHP nao-
Markoviana. Enquanto que em um processo divisivel a melhor escolha é medir o sistema
o mais brevemente possivel, para uma dindmica RHP nao-Markoviania (nao divisivel)
a contratividade é quebrada para algum instante ¢’ > ty. Isto significa que a norma da
matriz de Helstrom ||A(?)]|; aumenta neste instante, logo a probabilidade de erro diminui.
Portanto, no caso de uma dindmica nao divisivel, nés podemos esperar até algum instante
de tempo t’ para medir o sistema, pois a probabilidade de acertar a distin¢ao entre os
dois possiveis estados preparados em t; pode aumentar no instante ¢'. Novamente, isto
pode ser interpretado como a presenca de uma memoria do sistema relativa aos estados
inicialmente preparados. Isto é, uma dindmica RHP nao-Markoviana (nao divisivel) pode
reter informacao sobre seus estados, que pode se manifestar na dinamica em algum instante

posterior.

Para concluir esta discussao, nés apresentamos a definicio de Markovianidade
quantica introduzida por Rivas, Huelga e Plenio (11) em detalhe, que se baseou na divisi-
bilidade do mapa dindmico. Vamos também fornecer outras definicoes de Markovianidade
quantica também em termos do mapa dindmico e estabelecer suas conexoes nas proximas
subsecgoes. Iremos iniciar discutindo a propriedade de semigrupo, que sera introduzida a

seguir.

5.2.4  Semigrupos e Markovianidade

Historicamente, a auséncia de efeitos de memoria foi comumente associada a
formulagao da evolucao de sistemas quénticos através de equagdes mestras com coeficientes

independentes do tempo. Em oposicao, modelos descritos por equagoes mestras dependentes

8 Esta discussdo motivou a imposicdo da completa positividade para os canais quanticos.
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do tempo foram associados a nao-Markovianidade. Para introduzir tal abordagem, nés
precisamos definir a propriedade de semigrupo para as evolugoes quanticas, que também

ird ser denotado de semigrupo dinamico.

Definig¢ao 35 (Semigrupo dindmico). Uma familia {E:}+co,0) de mapeamentos lineares

&, que preservam o trago, sendo completamente positivos e satisfazendo a lei de composi¢do
s =&y VT, 020, (5.49)

juntamente com & = id, onde id corresponde ao super-operador identidade, é chamada de

semigrupo dinamico.

Note que um semigrupo dindmico nao constitue um grupo pois, em geral, um
mapeamento &£, nao possui inversa®. Além disso, veja que a Definicdo 35 para os semigrupos
dindmicos é diferente da Definicao 33 para um processo quantico divisivel. De fato, a lei de
composicao &€&, = E,1, € justamente um caso particular da lei de composigao utilizada
na Defini¢do 33 para um mapa dinamico com dois pardmetros temporais, como iremos
mostrar a seguir. Nomeadamente, a composicao &,&, = £,,, se aplica para o caso de
homogeneidade temporal, enquanto que a composicao &, 1,)Ets,4,) = Ea,ty) reflete o caso

geral de inomogeneidade temporal.

Historicamente, é comum adotar a no¢ao de semigrupo dindmico como uma possivel

definicao de Markovianidade quantica.

Defini¢cdo 36 (Semigrupo dindmico e Markovianidade Quéntica). A propriedade de
semigrupo pode ser considerada uma assinatura de Markovianidade de um sistema quantico.
Ou seja, um sistema cuja evolugcdo € descrita por um semigrupo dindmico pode ser chamado

de Markoviano.

Veja que todo mapa dindmico que satisfaz a propriedade de semigrupo é um mapa
divisivel. Nomeadamente, seja £ um mapa dindmico que descreve um sistema que possui
homogeneidade no tempo. Podemos definir 7 = t — t; para algum instante inicial %,
pois a homogeneidade nos permite trabalhar simplesmente com os intervalos de evolugao

temporal‘?

. Dessa forma, se £;,&, = &4, para todo 7,0 > 0, entao &y, 1,)Et0,01) = Etatr)
para todos os instantes 1, t5 e t3 tais que t3 > t5 > t;. Portanto, um semigrupo dinamico
representa um processo divisivel, tal como descrito na Definicao 33. Entretanto, vale
ressaltar que a afirmacao inversa nao ¢é verdadeira. Ou seja, existem processos divisiveis
que nao satisfazem a definicdo de um semigrupo dindmico. Isto ocorre quando ha um

ponto privilegiado no tempo'!, e a homogeneidade temporal é quebrada.

9
10

Isso reflete o fato de que as evolugbes de sistemas quanticos abertos sdo, em geral, irreversiveis.
Isso significa que o sistema é invariante por translacées no tempo, e nés podemos fixar o
instante inicial em qualquer ponto da dimensao temporal.
Experimentalmente esta situacdo pode ser obtida se um campo externo ao sistema é ligado
em algum instante de tempo especifico, por exemplo.

11
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A definicdo de Markovianidade quantica sob a ética dos semigrupos dinamicos
sofre de algumas inconveniéncias. Por exemplo, esta abordagem nao inclui a possibilidade
de dindmicas sem memoria descritas por equacoes mestras com coeficientes dependentes
do tempo, se restringindo apenas aos casos onde o gerador (Eq.(5.33)) ¢é independente do
tempo. Para mais informacoes sobre a abordagem dos semigrupos dinamicos, o leitor é

indicado a consultar a referéncia (51).

A seguir, vamos introduzir mais uma nocao de Markovianidade que pode ser
adotada no regime de sistemas quanticos gerais e se baseia no comportamento de medidas
de distinguibilidade.

5.2.5  BLP-Markovianidade

Trabalhos desenvolvidos por Breuer, Laine e Pillo (46-48) mostraram que é possivel
definir uma noc¢ao de Markovianidade quantica utilizando medidas de distinguibilidade
entre estados de um sistema. Concretamente, eles introduziram a seguinte defini¢ao para

Markovianidade em evolugoes quanticas baseando-se no comportamento da distancia traco.

Novamente, vamos analizar o caso de um problema de distin¢ao entre dois estados
inicialmente preparados em um sistema quantico S. No instante ¢y, preparamos o sistema
no estado p; com probabilidade ¢ ou no estado p, com probabilidade 1 — ¢, e desejamos
descobrir qual é o verdadeiro estado inicial do sistema realizando uma medi¢ao em S no

instante ¢t > to. A probabilidade de erro é entdo dada pela expressao

_ 1= [ (Alto)) s
2 Y

P (t)

(5.50)

onde A(ty) = gp1 — (1 — q)ps. Logo, a BLP-Markovianidade se baseia no comportamento

da norma L, da matriz de Helstrom, tal como iremos definir a seguir.

Definigao 37 (BLP-Markovianidade). Uma evolugio quintica descrita por um mapa
dindamico {Ey 40} para um dado instante inicial ty é dita BLP-Markoviana se a fungdo
() = |Eti0)(Alto)) |11 € monotonicamente decrescente' no tempo t > 0 para todo valor

da probabilidade q e para todo par de estados iniciais py o do sistema quantico aberto.

A motivacao da Definicao 37 é analoga a discussao feita para o caso da RHP-
Markovianidade. Nomeadamente, o decaimento monétono da funcao ||y ) (A(to))||1 no
tempo t representa a auséncia da capacidade do sistema de reter a informacao sobre os
estados inicialmente preparados. Logo, o sistema “esquece” dos seus estados iniciais a

medida em que evolui temporalmente.

Note que a Definicao 34 para a RHP-Markovianidade é um caso particular da

BLP-Markovianidade. Nomeadamente, como discutido anteriormente, um sistema quantico

12 Ou seja, f(z) < f(y) para todo par x,y com z < .
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que evolui de acordo com um mapa dinamico {E ) }iefooo) divisivel satisfaz a condigao
de que ||Eq10)(A(to))|l1 ¢ monotonicamente decrescente no tempo ¢ > 0 para todo valor da
probabilidade ¢ e para todo par de estados iniciais p; o do sistema quantico aberto, que
segue devido aos Teoremas 13 e 14. Logo, todo sistema que é RHP-Markoviano é também
BLP-Markoviano. Entretanto, o contrario nio é verdade. E possivel mostrar exemplos
(11,48) onde o mapa dindmico é nao divisivel (e portanto RHP nao-Markoviano) mas

satisfaz a condigao dada pela Defini¢do 37, sendo portanto BLP-Markoviano.

Vamos agora recapitular os principais pontos discutidos. Noés introduzimos a
RHP-Markovianidade motivados por obter uma teoria matematica que generalizasse a
teoria classica de Markovianidade para probabilidades de um tinico ponto, nomeadamente
equivalente ao conceito de divisibilidade dos propagadores que descrevem a evolugao
do sistema. Além de tal definicdo, nés também mencionamos que é possivel introduzir
a nocao de Markovianidade no dominio quantico através dos semigrupos dinamicos,
que sao responsaveis por descrever sistemas com homogeneidade temporal. Por fim,
apresentamos a BLP-Markovianidade, que se baseia no comportamento mondtono da

medida de distinguibilidade induzida pela norma L, no espaco de estados.

Para concluir esta discussao, vale ressaltar a seguinte hierarquia das defini¢oes
apresentadas. Todo sistema descrito por um semigrupo dindmico satisfaz a propriedade de
divisibilidade, sendo portanto RHP-Markoviano, mas a inversa nao é verdadeira. Além
disso, toda evolugao divisivel (RHP-Markoviana) satisfaz as condigoes impostas pela
BLP-Markovianidade, mas a inversa também nao é verdade. Podemos entao definir uma

hierarquia entre tais defini¢oes, ilustrada pela seguinte relacao

Semigrupos dinamicos C RHP-Markovianidade C BLP-Markovianidade . (5.51)

Todas essas defini¢oes se baseiam nas propriedades do mapa dindmico que descreve o
sistema quantico aberto, sem fazer mencao as interagoes entre o sistema e o ambiente, e cada
uma ¢ aplicavel em determinados contextos bem definidos. Para nogoes de Markovianidade
em sistemas quanticos abertos definidas a partir das interagoes sistema—ambiente, o leitor
é indicado a consultar a referéncia (49). As trés defini¢oes apresentadas constituem formas
de caracterizar uma dinamica quantica Markoviana. Na proxima secao, iremos brevemente
discutir algumas formas de quantificar os efeitos nao-Markovianos introduzindo as medidas
de nao—Markovianidade. Em complemento, iremos apresentar formas de detectar tais

efeitos através das testemunhas de nao—Markovianidade.

5.3 Medidas e Testemunhas de nao—Markovianidade

A préxima questao que iremos discutir é da quantificacdo da ndo—Markovianidade

de uma dada evolucao. Em outras palavras, seria possivel atribuir um grau ou medida
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para os desvios da Markovianidade para uma determinada dindmica? Este questionamento

motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 38 (Medidas de nao-Markovianidade e grau de nao-Markovianidade). Uma
medida de nao—Markovianidade é uma fungio nao-negativa que assume um valor (positivo
ou nulo) para cada dindamica, de tal forma que o valor nulo é obtido se, e somente se, a
dinamica for Markoviana. Quando uma medida de nao—Markovianidade é normalizada,
com valores entre 0 e 1, ela serd chamada de grau de nao—Markovianidade (embora outras

normalizagoes também possam ser utilizadas).

Existem diversas formas de definir uma medida de nao—Markovianidade, partindo
de abordagens geométricas (57,58) ou até mesmo utilizando a contratividade da norma
trago da matriz de Helstrom (46,59), e nem sempre ha uma rela¢do bem definida entre
estes quantificadores. No que segue, nds iremos apresentar duas medidas que podem ser

facilmente relacionadas para o caso de uma dinamica de um q—dit.

5.3.1 Medida RHP

A medida RHP de nao—Markovianidade foi originalmente proposta por Rivas,
Huelga e Plenio em (60) e serd apresentada a seguir. Suponha um sistema quantico cuja
evolucao ¢ descrita pelo mapa dindmico {A ) }eefto,0) Para um dado instante inicial
to. A ideia béasica desta medida é quantificar quanto que uma dindmica intermediaria
{A@t) Heftr,00) DO é completamente positiva para todo t; > to. Veja que, por continuidade

temporal, temos

Attty = M) Nt o) (5.52)

entretanto nem sempre o mapeamento A(t,tl) constitui um canal quantico para todo t; > t,
caso contrario a dinamica serd RHP-Markoviana de acordo com a Definicao 34. Por
simplicidade, vamos supor que o mapeamento A, é invertivel para todo t € [ty, 00).

Logo, nés podemos obter a dindmica intermediaria como

Ay = M)A,y (5.53)

(t1,t0) ?

e note que existird um instante ¢; > ¢, onde o mapa Ay ,,) nao serd um canal quantico
no caso de uma dinamica nao-Markoviana. Uma vez que A4,y dado pela Eq.(5.53) ¢ a
composicao de dois mapas lineares que preservam o trago, consequentemente ele também
serd um mapa linear que preserva o trago. Consequentemente, este mapa nao serd um
canal quantico quando nao for completamente positivo. Dessa forma, nés podemos medir
o quanto que a dinamica intermediaria descrita por {A(t,tl)}te[tl,oo) com t; >ty é RHP

nao-Markoviana medindo o quanto que o mapa A4,y se desvia da completa positividade.
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Para quantificar o quanto que a dinamica intermediaria descrita por {Aq ) beeftr,0)
pata todo t; > tg, nés podemos recorrer ao conhecido operador de Choi (5). Considere o

estado |®) de méximo emaranhamento entre duas cépias do nosso sistema, nomeadamente

@) = ;3 SUELE (5.54)

onde d = dim(H) representa a dimensao do espago de Hilbert que descreve o sistema. Nés
associamos o mapa A,y com o seu operador de Choi, denotado como 4 (t,%;) e definido

por

Q(t 1) = [An) @ 1J(|2) (D) - (5.55)

O Teorema de Choi (5) afirma que o mapeamento A,y e completamente positivo se, e
somente se, o seu operador de Choi Q4(t,¢;) é positivo semi—definido. Considerando a
Eq.(5.53), nds temos que A4y preserva o traco e, consequentemente, a norma traco do
operador de Choi nos fornece uma medida dos desvios da completa positividade deste

mapeamento. De forma precisa, nés temos

=1 < Mgy, € completamente positivo,

A ® 1](12) (@), E (5.56)
> 1 caso contrario.
Podemos entao definir a funcao
[Atren @ T](|12) (@]) ]|, — 1
g(t) = lim, [iAceses , WVt € [t, 00) | (5.57)
€— €

onde teremos ¢(t) > 0 para algum t € (ty,00) se, e somente se, a evolu¢ao ¢ RHP nao—
Markoviana. Logo, a quantidade de nao—Markovianidade contida em um intervalo I é dada

por

Nie = [ g(t)dt (5.58)
I
na qual denota a medida RHP de nao-Markovianidade. N6s também podemos normalizar

esta medida para obter um grau de nao—Markovianidade, como descrito em (61).

Note que nés supomos que o mapa A, ¢ invertivel para todo instante ¢ € [tg, 00),
onde definimos a dindmica intermediaria através da Eq.(5.53). Se existir um instante ¢
onde o mapa A ) nao é invertivel, existem métodos para lidar com uma singularidade

isolada (11) e também ¢é possivel utilizar as Moore-Penrose pseudo-inversas (62).

A medida RHP de nao—Markovianidade foi definida em termos do mapa dinamico

que descreve a evolucao do sistema, onde a ideia central foi de quantificar os desvios da
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completa positividade. Por outro lado, também é comum descrever a evolugao de sistemas
quanticos através de equagoes mestras do tipo Lindblad, e nesse caso as Medida definida

através das taxas de decaimento se mostra bastente til.

5.3.2 Medida definida através das taxas de decaimento

Considere um sistema quantico descrito por uma equacao mestra do tipo Lindblad
(Eq.(5.35)), isto &,

PO Loty = ~ilH (). 1) (559

dt
T RV - R OVil), (1))

Hall, Cresser, Li e Andersson (63) propuseram uma medida de ndo—Markovianidade
baseada nas taxas de decaimento v (t). De acordo com o Teorema 12, nés sabemos que
tal sistema serd RHP Markoviano se, e somente se, v;(t) > 0 para todo k e para todo

t € [tg, 00). Dessa forma, podemos definir

f3(t) = max {—;(t),0} , (5.60)

e a dinamica serd RHP-Markoviana se, e somente se, f;(t) = 0 para todo j e para todo
t € [to,00). Definindo f(t) = 32, f;(t) e considerando um intervalo I de tempo limitado,

noés podemos definir a seguinte medida de nao-Markovianidade

NI = /If(t)dt , (5.61)

na qual corresponde a medida de nao—Markovianidade definida através das taxas de

decaimento.

Para finalizar, vale a pena mencionar que as duas medidas apresentadas sao
relacionadas de forma muito simples. Pode ser provado (63) que f(t) = (d/2)g(t) e
consequentemente temos que

d
i i
Portanto, nés apresentamos duas medidas de nao—Markovianidade e ilustramos a relacao
entre elas. Agora, vamos nos voltar ao problema da deteccdo de ndo—Markovianidade,

introduzindo o conceito de testemunha de nao—Markovianidade.

5.3.3 Testemunha de nao—Markovianidade e medida BLP

Vamos iniciar introduzindo o conceito de uma testemunha de nao—Markovianidade,
que esta diretamente relacionado com o problema de deteccao dos efeitos de memoria

contidos na dinamica de um sistema.
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Definicao 39 (Testemunhas de nao-Markovianidade). Por defini¢ao, uma testemunha
de nao—Markovianidade é uma grandeza que é nula para toda dinamica Markoviana e
que também pode ser nula para uma dinamica nao—Markoviana. Entretanto, quando esta

grandeza nao € nula, nos temos a certeza de que a evolucao é nao—Markoviana.

Em outras palavras, uma testemunha de nao—Markovianidade é responsavel por
detectar os efeitos de memoria na evolugdo dindmica de um dado sistema. A seguir,
nos iremos introduzir um exemplo de testemunha de nao—Markovianidade induzida pela

distancia traco e também iremos definir a medida BLP.

Considere o caso onde um sistema quantico pode ser inicialmente preparado em
um estado p;1(0) ou p2(0) com probabilidade p = 1/2. Neste caso, a matriz de Helstrom
torna-se A = (p1(0) — p2(0))/2 e sua norma trago corresponde a distancia traco entre
p1(0) e p2(0). Adicionalmente, suponha que a evolu¢do dindmica do sistema é descrita em
termos de um mapa dinamico {Aq o) }+>0 para um instante inicial ¢, = 0. Logo, o estado
dindmico do sistema serd p;(t) = Aw,0)[pi(0)] com i = 1,2. A distancia traco entre p;(t) e

p2(t) é dada por X
Di(pa(2), p2(t)) = 5 lloa(t) = p2(B)]l1 (5.63)

e podemos definir

dD;(p1(t), pa(t)) lim Di(p1(t +€),p2(t +€)) — Di(pi(t), p2(t))
dt e—0t €

a(p1, pa,t) . (5.64)

Devido o Teorema 11, se a dinamica ¢ RHP-Markoviana, nos temos que o < 0 para todo
instante de tempo. Além disso, de acordo com a Defini¢ao 37, também temos o < 0 Vi > 0
para o caso de uma dinamica BLP—Markoviana. Dessa forma, a distancia traco pode
ser utilizada como uma testemunha da RHP ou BLP nao—Markovianidade. Com efeito,

considerando um intervalo limitado I, a grandeza

/ dt o(pr, pa, ) (5.65)
I,0>0

corresponde a uma testemunha de nao—Markovianidade. Em outras palavras, se esta
quantidade é ndo nula para algum par de estados iniciais p;(0) e p2(0), nés garantidamente

podemos afirmar que a dinamica é BLP e RHP nao—Markoviana.

Curiosamente, nés podemos obter também uma medida de nao—Markovianidade
inspirada nessa testemunha de nao—Markovianidade. A medida BLP foi originalmente

desenvolvida por Breuer, Laine e Piilo em (46), e é definida por

NBLP = max dt O'(pl, P2, t) (566)
p1(0), p2(0) Jo>0

onde a integral é realizada no intervalo [0,00). Em outras palavras, a medida Nppp

corresponde ao maior valor que a testemunha de nao-Markovianidade descrita na Eq.(5.65)
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pode assumir variando todos os estados iniciais possiveis e integrando sobre todos os

tempos de evolucao.

Até aqui, noés ilustramos diferentes formas de caracterizar, quantificar e detectar os
efeitos de memoéria na dindmica de um sistema quantico. A seguir, iremos apresentar um
exemplo de sistema onde é possivel controlar os efeitos nao—Markovianos de sua dindmica
e iremos aplicar as diferentes noc¢oes de Markovianidade, assim como discutir as medidas

de nao—Markovianidade introduzidas nesta secao.

5.4 Controlando a nao-Markovianidade

Nesta tltima secao, nés iremos introduzir um exemplo de dindmica de um sistema
quantico aberto na qual é possivel controlar os efeitos nao—Markovianos da evolucao,
baseada na referéncia (50). Vamos iniciar definindo os pardmetros centrais do modelo e
descrevendo a dinamica do sistema total que serd constituido de dois g-bits interagentes

que estao acoplados com um ambiente bosonico.

5.4.1 Dinamica global

Nos iremos trabalhar com dois g-bits interagentes que estao acoplados com um
ambiente bosdnico. A Hamiltoniana que descreve o sistema composto, nomeadamente os

dois g-bits juntamente com o ambiente, é dada por
S, N
H(t) = Hy(t) + 3~ hwpblby + 5 S Tilgibl + gibr) (5.67)
k k

onde a Hamiltoniana H,(t) que descreve a interagao dos dois g-bits é dada por

i=1,2

021022 - (568)

Note que o termo Y, hwkb,zbk descreve a Hamiltoniana do ambiente bosonico, Hpg, enquanto
que o termo % >k h(gkbL + grb) descreve a Hamiltoniana de interacao entre o ambiente e
o sistema com dois g-bits, denotada por H;. Temos entao que H(t) = Hy(t) + Hg + H;(t),
sendo H, e Hg as Hamiltonianas livres do sistema e ambiente, respectivamente, e H;
denota a interagao. Além disso, o,; representa a matriz de Pauli no eixo z para cada
um dos g-bits, com i = 1,2, enquanto que he;(t)/2 é a energia de cada g-bit, e J(t) é o
parametro de interacao entre eles, também conhecida por constante de acoplamento. No
caso onde cada q-bit representa um spin 1/2, o operador S, = 0,1 + 0,2 é 0 spin total na

direcao z do sistema de dois g-bits.
Vamos espressar as matrizes na base computacional {|0),,|1).} dos auto-estados de
0, com i = 1,2 ouseja, o, |l), = (—1)"|l), com | € {0,1}. Dessa forma, {|0),,|1),} é uma

base ortonormal do espaco de Hilbert bidimensional H; do q-bit ¢, com ¢ = 1,2. Por fim,
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uma vez que o ambiente é considerado bosonico, os operadores de criagao e aniquilagao, by,

e bl satisfazem a dlgebra [by,, b = 6.

O ambiente bosonico, nomeadamente descrito por um banho de osciladores harmo-
nicos e introduzido pelos operadores de criagao e aniquilagao by e b;, é caracterizado pela
densidade espectral J dada por (45)

J(w) = Zk: |9k [0 (w — wi) (5.69)

que sera responsavel por fornecer a nao unitariedade na evolucao do sistema de dois g-bits.

Uma vez que [0;, H] = 0, as populacoes dos auto-estados |0), e |1), dos operadores
0., com ¢ = 1,2 sao constantes de movimento, e a dissipagao induzida pelo ambiente
unicamente induz defasagens aleatorias entre quaisquer superposicao destes estados. Além
disso, a evolucgao total do sistema composto pelos dois g-bits juntamente com o ambiente

bosonico é descrita por um canal unitario, onde o operador unitario é dado por

U(t 0) . e_i(zj:LQ %fot dTei(T)—&—% fof dTJ(T)-i—tzk wkblbk)

2 )
. sinwg.t
'LtSE l9g| {wkf k

kol i }e%z PONCACLEEHOLAN (5.70)

onde Gy (t) = “"’““%‘Zwm Dessa forma, denotemos por psgp(t) o estado dindmico do sistema
total, isto é, o sistema composto pelos dois g-bits juntamente com o ambiente. O sistema
de dois g-bits serd denotado por S, ou seja, S = Q)1 U ()2, onde @); denota o q—bit 7, com

1 = 1,2. Por outro lado, o ambiente bosonico sera denotado por B.

Vamos supor'® que inicialmente nao hé correlacoes entre S e B, ou seja,

pss(0) = ps(0) ® pp(0). (5.71)

Além disso, vamos assumir que o banho estd em equilibrio térmico em uma temperatura
T. Consequentemente nés temos pg(t) = pp(0) = pp ¥Vt > 0 e pp é dito um estado

estacionario do ambiente, que neste caso é dado pelo estado de Gibbs, isto é,

e~ Btn Dok wib} by

Ty (e—hﬁthzkwkbLbk> ’

PB (5.72)

onde [y, = e ky, é a constante de Boltzman. Portanto, dado o operador unitario

1
kT
descrito pela Eq.(5.70) e o estado inicialmente descorrelacionado, Eq.(5.71), nds temos

que a evolucao do sistema composto SB ¢é descrita por

psp(t) = U(t,0)[ps(0) @ pg|UT(t,0) ,Vt > 0. (5.73)

13 E possivel mostrar que se o sistema S for inicialmente preparado em um estado puro, o

estado inicial total psp(0) é um estado produto (6). Logo, uma vez que o experimentalista
possui um controle inicial sobre o sistema, tal hipotese é fisicamente razoavel.
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Noés podemos descrever a evolucao do sistema S = ()1 U Q)2 tomando o traco parcial
em pgp sobre os graus de liberdade do ambiente. Nomeadamente, o estado dindmico que
descreve o sistema composto pelos dois ¢-bits interagentes é dado por pg(t) = Trp{pss(t)}.
Calculando a derivada total temporal dpg(t)/dt e utilizando a evolugao unitéria do estado

total, dada pela Eq.(5.73), nés podemos mostrar que (50)

dpst(t) _ _;[Hs(t),ps(t)] + 7(;) (Szps(t)SZ - ; {sg,ps(t)}) , (5.74)

onde a taxa de decaimento (t) é dada por

v(t) = /dwji)w) sin (wt) coth (22:;) : (5.75)

Por fim, vale ressaltar que a equacao mestra (5.74) é obtida de forma exata, sem
nenhum tipo de aproximacgao, e que ela descreve toda a dinamica do sistema composto
de dois g-bits interagentes, ambos acoplados com um ambiente bosonico descrito pela
densidade espectral J, que gera a dissipacao do sistema e esta implicitamente posicionada
nas taxas de decaimento . Entretanto, nés nao estamos particularmente interessados na
dindmica dos dois g-bits como um todo, mas sim na dinamica particular de cada um dos
g-bits. Na proxima subsecao, nés iremos investigar a dinamica do estado de cada g-bit,
e veremos que a constante de acoplamento J ird desempenhar um importante papel na

Markovianidade presente nesta evolucao.

5.4.2 Dinamica de um tunico g-bit

Até agora, nés lidamos com a dindmica do sistema composto pelos dois g-bits
considerando os efeitos dissipativos do ambiente bosonico. Agora nés queremos investigar
quais sao as propriedades da dindmica de um tnico g-bit, levando em conta os efeitos
dissipativos induzidos pelo ambiente térmico e também pela interagao com o segundo g-bit.
Isto é, o g-bit em andlise serd chamado de ¢-bit principal, enquanto que o segundo sera
chamado de ¢-bit auziliar. Dessa forma, nos temos que o g-bit auxiliar juntamente com o
ambiente bosonico irdo constituir um ambiente efetivo para o g-bit principal, levando a
dindmica do g-bit principal a ser fundamentalmente diferente da dindmica anteriormente
estudada para sistema composto pelos dois g-bits. De fato, nds iremos ver que existem casos
onde a dinamica do sistema composto é Markoviana, enquanto que cada g-bit obedecera

uma dinamica nao-Markoviana.

Suponha que seja possivel distinguir os dois g-bits, onde o estado do g-bit principal
serd denotado por p;(t) e o estado do g-bit auxiliar sera po(t). Dessa forma, o ¢-bit principal
serd acoplado com um ambiente efetivo constituido pelo g-bit secundario juntamente com

o ambiente bosonico. Seu estado dinamico sera dado por

pr(t) = Tro{ps(t)} = Tro{Trp{psn(t)}} , (5.76)
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onde Try{e} denota o trago parcial sobre os graus de liberdade do g-bit auxiliar.

Uma vez que o estado dindmico pgp(t) é dado pela Eq.(5.73) e a unitdria que
descreve a evolucao total é dada pela Eq.(5.70), nés podemos calcular o trago parcial
diretamente da Eq.(5.76) e escrever a matriz p;(t) na base computacional dos auto-vetores

de 0,1 (50). Neste caso, nés obtemos que

e o dm“)e‘”“ﬂ(t)) (5.77)

(t) = :
p1lt) = eifot dTel(T)e—F(t)ﬁ*<t) 1—a

onde p;; = a = (0| p1(t) |0) denotal* a populacio do estado |0), enquanto que pz =
.rt

e o drer™ =T B(t) = (0] py(t) |1) representa a coeréncia entre os dois auto-estados de

0,1, nomeadamente |0) e |1). Dessa forma, o estado p;(t) pode ser reescrito em fungao da

sua populacao e coeréncia como

pilt) = (’T@ relt ) - (5.78)

Além disso, nés temos que

r() = / dry(r (5.79)
a = (11]ps(0 >rn> (10]5(0)[10) | (5.80)
B(t) = ¥ (10]ps(0)]00) + e~ o IO (11]pg(0)[01) (5.81)

onde |lj) = |l); ® |j),, com 1,7 € {0,1}. Dessa forma, suponha que o experimentalista
prepare o sistema composto pelos dois g-bits no estado ps(0). Uma vez que nds conhecemos
tal estado, n6és podemos calcular «, 5(t) e a fungao de decoeréncia (45) I'(t), obtendo
assim toda a dinamica do g-bit principal, nomeadamente descrita pelo estado dinamico
p1(t) dado pela Eq.(5.77).

Finalmente, nés podemos obter uma decomposicao muito similar a representagao

de Kraus para um canal quantico. Nomeadamente, nés podemos escrever (50)

pt)= > My (O, (5.82)
ke{-1,0,1}

H—l _ fd7'61(7’) —m |1
1 et lodrea®) \0 (5.83)

M| : Le {0,1} (5.84)

onde temos que

Hl = 1-— 6_F(

6()

Como estamos lidando apenas com o q-bit principal, iremos escrever |I) ao invés de |I); com
[ € {0,1}, deixando a notagao com subindice apenas para os casos onde estivermos falando
dos dois g—bits no mesmo contexto.

14
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e podemos mostrar que HT_IH_l + H(T)Ho + HiHl = 1. Nosso préximo ponto é investigar
as propriedades do estado dinamico do g-bit principal. Note que, em geral, o mapa
dindmico definido por p;(0) — p1(t) ndo ¢é linear no estado inicial do g-bit principal, p;(0).
Isto ocorre pois o estado pi(t) depende também do estado do sistema composto pg(0)
através de v e 5(t). Além disso, os operadores II; também dependem do estado inicial
do sistema composto, ps(0), logo a Eq.(5.82) ndo é uma genuina representagao de Kraus.
Por fim, independentemente da natureza da evolugao do sistema composto por ambos os
g-bits, a dindmica que descreve a evolucao de cada g-bit nao é necessariamente dada em
termos de um mapa dinamico completamente positivo. Neste caso, nao seria adequado
nem sequer discutir o carater Markoviano de tal evolucao, uma vez que as defini¢oes de
Markovianidade quantica discutidas até agora foram definidas somente em termos de canais
quanticos. Consequentemente, podemos agora realizar o seguinte questionamento: quais
sao as condigoes suficientes para que o mapeamento p1(0) — p1(t), dado pela Eq.(5.77),

satisfaca um legitimo mapa dinamico?

E possivel obter uma condigao suficiente para que a evolugao descrita pela Eq.(5.77)
atenda aos requisitos de um mapa dindmico, isto é, que o mapeamento p;(0) — py(t) seja
um mapeamento completamente positivo, linear em p;(0) e que preserva o trago para
todo estado inicial. Quando o estado inicial do sistema composto pelos dois g-bits é um
estado produto, ps(0) = p1(0) ® p2(0), nés temos que a dindmica descrita pela Eq.(5.77)
corresponde a um legitimo mapa dindmico®. Neste caso, nés temos que 3(t)/3(0) nao
ird mais depender do estado inicial do g-bit principal (embora possa depender do estado
inicial do @-bit auxiliar, como iremos ver no Capitulo 6). Por exemplo, veja que se
adicionalmente nds considerarmos dois g-bits nao interagentes, J(t) = 0 V¢, e inicialmente

descorrelacionados, nés temos que 5(t)/3(0) = 1.

Uma vez que as propriedades mateméticas centrais da dindmica descrita por p(t)
foram abordadas, nés iremos agora investigar mais detalhes acerca do comportamento
Markoviano desta evolugao na préxima subsecao. Para tal, serd 1til descrever a evolugao

do g-bit principal através de uma equacao mestra que sera introduzida a seguir.

5.4.3 Controlando a Markovianidade da dindmica de um qg-bit

Considerando a representagao matricial, Eq.(5.77), para o estado dindmico p;(t)
do g-bit principal, nés podemos mostrar que o sistema evolui de acordo com a equacao
mestra

Eor(t) =~ (0,21 (0] + 5 e (Dons — ) (5.55)

15 Isto pode ser interpretado como uma consequéncia do teorema 3.2.1 da referéncia (11)

tomando o g-bit auxiliar juntamente com o ambiente bosénico como sendo um ambiente
efetivo para o g-bit principal.
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que representa uma equagao mestra de Pauli (6), e temos

Hi(t) = he(t)+ L(1) 2L (5.86)
I m{ tt dﬁ* (5.87)
B(t)

W) = ) - R{wn? 0% (5.9

onde 7(t) é definida na Eq.(5.75) e representa o decaimento devido ao acoplamento entre
o g-bit principal e o ambiente térmico bosonico que é descrito pela densidade espectral
J(w), Eq.(5.69), enquanto que 5(t) é dado pela Eq.(5.81) e e1(t) é um pardmetro de escala
da energia do q-bit principal, Eq.(5.68). Dessa forma, H;(t) representa uma Hamiltoniana
efetiva para o g¢-bit principal, enquanto que 7 (t) é a taxa de decaimento efetiva. Note
que o conjunto de pardmetros (Hi,Ji,71) dependem implicitamente do estado inicial
do sistema composto pelos dois g-bits através da varidvel 5(¢). Em outras palavras, tal
dinamica ilustra os efeitos dissipativos induzidos pelo ambiente térmico, como também

representa as consequéncias da interacao entre os dois g-bits.

A abordagem utilizando a equagdo mestra, Eq.(5.85), é particularmente 1til, como
veremos a seguir. Em particular, note que uma vez que 3(t) depende unicamente do estado

inicial do sistema composto pelos dois ¢-bits — pg(0) na Eq.(5.81) — e do acoplamento J(t)
B(t) dﬂ*(t)}

IB®)F dt

em ~; sao influenciados pelo acoplamento entre o sistema e o ambiente bosonico. Con-

entre eles, nem a parte unitaria —i/h[H;(t), p1(t)] e nem o termo extra — Re{

sequentemente, a contribuicao dos efeitos dissipativos causados pelo ambiente térmico
bosdnico ou pela intera¢gao com o g-bit auxiliar podem ser devidamente identificados e

quantificados na Equacao Mestra (5.85) para a dindmica do g-bit principal.

Uma vez que nos temos a dinamica do g-bit principal, descrita pela Equacao Mestra
(5.85), e a dindmica do sistema composto pelos dois g-bits, dada pela Equacao Mestra
(5.74), nés podemos agora comparar a natureza das duas evolugdes. Vamos inicialmente

analisar dois casos particulares que sao especialmente interessantes.

1. Dois q-bits ndo interagentes:
Considerando J(t) = 0 Vt, nés temos df(t)/dt = 0, entao Ji(t) = 0 e y1(t) = y(t)
para todo t > 0. Logo, a dindamica do g-bit principal sofre apenas efeitos dissipativos

devido ao acoplamento com o ambiente, como era de se esperar.

2. Q-bit auxiliar com um auto-estado de 0., como seu estado inicial:

Considerando py(0); = |IXI| com [ € {0,1}, nés podemos demonstrar que

B()/1B(t)Pdif*(t) = i (1) (5.89)

B(t) dp ()| _
Re{|ﬁ(t>|2 b }_o. (5.90)

e entao temos que
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Neste caso, temos entdo que v (t) = v(t) e Ji(t) = J(t) (0.2), onde (0,0) =
Tr{p2(0)0.2}. Portanto, uma vez que 0,5 é uma constante de movimento, o g-bit
auxiliar ird permanecer no seu estado inicial (ou seja, p2(0); = |[){{| com [ = 0,1 é um
estado estaciondrio do g-bit auxiliar). Além disso, o termo de interacao J(t)o,10,9
ird simplesmente desempenhar o papel de um campo externo constante, contribuindo
com um termo aditivo Ji(t) na Hamiltoniana do g-bit principal, Eq.(5.86), e a

dindmica dissipativa serd inteiramente induzida pelo ambiente térmico bosonico.

Dessa forma, para os dois casos apresentados, nomeadamente para dois g-bit nao intera-
gentes ou quando um dos g-bits inicia com um auto-estado de o,, nés vimos que tanto
a dinamica de um tunico g-bit quanto a dinamica do sistema composto por dois g-bits
possuem o mesmo comportamento. Nestes dois casos a dissipacao é induzida inteiramente
pelo acoplamento com o ambiente bosonico. A seguir, nés vamos explorar o comportamento

geral, e mostraremos que nem sempre estas dindmicas possuem as mesmas propriedades.

Note que, em geral (diferentemente dos dois casos anteriores), a taxa de decaimento
71(t) do g-bit principal ndo é determinada unicamente pela taxa de decaimento ~(t) do sis-
tema composto, e portanto nao é geralmente uma fungao nao negativa. Portanto, adotando
os critérios RHP e BLP para Markovianidade quantica, nao é possivel concluir unicamente
das equacoes mestras se a dindmica do g-bit principal ird seguir o mesmo comportamento
observado para a dinamica do sistema composto pelos dois g-bits interagentes. Ou seja, é
possivel que o sistema composto tenha uma evolugao Markoviana, equanto que a evolucgao

de cada g-bit possa ser nao-Markoviana, e vice-versa.

Para verificar se as dinamicas sao BLP-Markovianas ou RHP-Markovianas, nés
precisamos recaptular os pontos anteriormente discutidos. Lembre-se que tal dindmica sera
BLP-Markoviana se a distancia traco entre dois estados iniciais for uma fun¢do mondtona

decrescente no tempo'®. Dessa forma, dado um estado dindmico escrito na forma matricial

N (t) _ t a e—z‘ fo d7'51(7)e_r(t)5(t) (5 91)
e Jo dTel(T)e_F(t)ﬁ*(t) 11—« 7

na base de auto-estados de 0,1, nds temos que a distancia traco entre dois estados pi(t) e

P (t) é dada por

Dy (i (1), p2(1)) = /(a — a0)? + €28, (1) — By(8)[? . (5.92)

De acordo com a testemunha de ndo—Markovianidade introduzida na Eq.(5.65) através da
distancia trago, para verificar se a dindmica do ¢-bit principal é BLP nao-Markoviana (e

consequentemente RHP ndo-Markoviana), basta tomar dois estados inicias p¢(0) e p5(0) e

16 Aqui estamos considerando ¢ = 1/2 na Definicio 37, logo a norma da matriz de Helstrom se

transforma na distdncia traco.
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verificar se a fungao f(t) = D1(p$(t), p5(t)) ndo é monétona ndo—crescente!”, isto é, temos

que mostrar que existe um par de instantes t' > ¢ onde f(t') > f(¢).

Por outro lado, a dinamica serd RHP-Markoviana se o mapa dinamico que descreve
a evolucao for divisivel. Entretanto, devido ao Teorema 12, temos que o processo sera
divisivel se, e somente se, as taxas de decaimento forem fungoes nao negativas. Dessa
forma, uma vez que a dindmica do g-bit principal é descrita por uma equagao mestra do
tipo Lindblad, Eq.(5.85), se existir um instante de tempo ' > 0 tal que v1(t') < 0, entdo
a dinamica sera RHP nao-Markoviana. Dessa forma, a RHP-Markovianidade é satisfeita
sempre que a taxa de decaimento v, (t) for positiva semi-definida, ou seja, v, (t) > 0 para

todo instante t da evolucao.

Vale a pena reescrever o termo extra da taxa de decaimento v;(t). Nomeadamente,

nos definimos

_ 8 d
Yaux(t) = — R {Iﬁ(t)P 7 } , (5.93)
e portanto, da Eq.(5.88), nés temos que

Y1(t) = 7(t) + Yaux(t) - (5.94)

Se o estado inicial do sistema composto pelos dois g-bits é um estado produto, ou seja,

ps(0) = p1(0) @ p2(0) (5.95)
nos podemos mostrar que o termo auxiliar pode ser escrito da forma

J(t) (1-— (022)2) sin (2 I dTJ(T))
21— (1= (02)?)sin? (fy drJ (7))

Waux(t) = (596)

A taxa de decaimento auxiliar v,, introduz uma das principais propriedades
deste modelo, nomeadamente o controle da Markovianidade do g-bit principal sem ne-
cessariamente alterar o tipo de banho térmico descrito pela densidade espectral J(w).
Primeiramente, note que se nés considerarmos problemas com o mesmo estado inicial
p2(0) para o g-bit auxiliar, a figura de mérito para ambos os critérios RHP e BLP de
Markovianidade quéntica se torna a taxa de decaimento 7 (t), uma vez que a dindmica
do g-bit principal serd RHP-Markoviana se, e somente se, v;(t) > 0 V¢, enquanto que
a monotonicidade da distancia traco entre dois estados dinamicos também é definida
pela taxa 71 (t), pois nés podemos mostrar que £ D(pf(t), p}(t)) o< —y1(t). Dessa forma, a
positividade da taxa de decaimento 7 (t) define se a dindmica é Markoviana sob ambas as

definicoes.

Portanto, nés podemos controlar a Markovianidade, ou equivalentemente os efeitos

nao-Markovianos, através do controle da interacdo entre os g-bit e do estado inicial

17 Relembre que uma fungio monétona niao-—crescente é tal que f(z) < f(y) para todo x < y
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do g-bit auxiliar. Dessa forma, veja que o sistema composto pelos dois g-bits pode
satisfazer uma dindmica Markoviana enquanto que a dinamica do g-bit principal poderia
ser nao-Markoviana. Para isso, basta que o experimentalista controle adequadamente
a interagao entre os dois g-bits descrita pelo pardmetro J(t), além de preparar o g-bit
auxiliar em um estado inicial po(0) conveniente, com o objetivo de obter um valor médio
(0,9) = Tr{o.2p2(0)} adequado para que v1(t') = y(t') + Yaux(t') < 0 para algum tempo
t'>0.

A propriedade discutida acima se torna tutil pela possibilidade da sua implementacao
no controle da ndo-Markovianidade em plataformas de sistemas quanticos abertos. Ou seja,
em geral, o experimentalista possui controle sobre os dois g-bits, mas nao pode controlar
os efeitos do ambiente. Dessa forma, podemos manipular a Markovianidade da dinamica
de cada g-bit sem necessariamente ter que alterar o tipo de ambiente na qual os g-bits

estao expostos, isto é, alterar a densidade espectral J(w) que descreve o ambiente.

5.4.4 Exemplos

Nesta subsecao, vamos ilustrar um exemplo onde a natureza da dinamica do g-bit
principal é distinta daquela observada pela dindmica do sistema composto pelos dois g-bits.
Nés iremos finalizar este capitulo reproduzindo alguns resultados que foram originalmente
desenvolvidos na referéncia (50).

8

No que segue, nés vamos considerar apenas'® um banho Ohmico que é descrito

pela densidade espectral

T (w) = nwe™/¥e | (5.97)

onde os pardmetros w, e 17 definem o banho Ohmico (45). Uma vez que a taxa de decaimento
v(t) do sistema composto pelos dois g-bits se relaciona com a densidade espectral J do
banho pela Eq.(5.75),

() = /dch(:d) sin (wt) coth (27Z:T> , (5.98)
temos que
v(t) - o dﬁ —wfwe o aw
o /0 o e sin (wt) coth <2ka> (5.99)
- —tw,
1+ (fwe)?
+ iC (PG (0,C(1 —itw.)) — PG (0,C(1 + itw,.))), (5.100)

onde C' = % e PG(n, z) denota a fungdo PolyGamma que representa a n-ésima derivada

da funcao digamma ¥™(z). A Eq.(5.100) fornece portanto a taxa de decaimento para

18 Na referéncia (50), o leitor podera encontrar também o caso de um banho Lorentziano.
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o sistema composto por dois g-bits acoplados a um ambiente térmico bosonico descrito
por uma densidade espectral Ohmica, Eq.(5.97). Além disso, nés podemos calcular a
fungdo de decoeréncia I'(t) para o caso Ohmico. Considerando a Eq. (5.100) para a taxa

de decaimento do caso Ohmico, nés temos que

e = | "(r)dr (5.101)
= —n(logl'(C[1 + itw,]) + logl'(C[1 — itw,.]) — 2logl’(C))
—g log (thCZ + 1) , (5.102)

onde log I' denota o logaritmo da funcao gama de Euler. Vamos agora gerar um grafico da

taxa de decaimento ~y(t) para trés temperaturas, tal como descrito na Fig. 2 a seguir.

T (w) = e
0.6~ . .

0.5

0.4

— T=10" ik,

0.3 1 T =102 Rk,

YO/ (w,)

T=10" ik,

0.2

0.11

0.0

0 20 40 60 80 100

tw,e

Figura 2 — Grafico da taxa de decaimento referente ao sistema composto pelos dois g-bits.

Fonte: Adaptada de BRITO; WEKANG (50).

Vemos entao que, para as temperaturas analisadas, nés temos 7(t) > 0 para todo
instante ¢ > 0. Portanto, neste contexto a dindmica do sistema composto pelos dois g-bits
é Markoviana sob ambos os critérios RHP e BLP. Agora, considere a dindmica do g-bit
principal levando em conta o mesmo ambiente Ohmico. Vamos definir o estado puro
|0F) = %(|0> +|1)), que representa uma superposi¢ao homogénea dos auto-estados de o,.
Suponha que o experimentalista prepara o q¢-bit auxiliar no estado puro |Q"), e que ele
possa preparar o estado do ¢-bit principal como sendo [2*). Dessa forma, o estado inicial

do sistema composto pelos dois g-bits é dado por

p5(0) = [} @ [ )0t . (5.103)
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Calculando os parametros « e §(t) dados pelas Eq.(5.80) e (5.81), respectivamente, nos

temos
:l: ].
a- = 3 (5.104)
Jt
GE) = icosé )| (5.105)

onde estamos tomando a escala de energia e;(f) = e; e a constante de acoplamento
J(t) = J como constantes no tempo. Com os valores dos parametros « e (), juntamente
com a taxa de decaimento 7(t), nés podemos obter toda a dindmica do g-bit principal,
nomeadamente dada pela Eq.(5.77). Em particular, nés podemos calcular a distancia
trago entre dois estados dindmicos do g-bit principal, dada pela Eq.(5.92). Supondo que o
experimentalista prepara o g-bit principal inicialmente no estado |Q2%) ou no estado [Q27),

a distancia traco dos estados dinamicos que evoluem destes dois estados iniciais é dada por
Dy (Ao (|27XQ*]) Ao (|2 X27))) = | cos (Jt)le™ Jodrv@ (5.106)

onde v(t) é dada pela Eq.(5.100). Por fim, calculando a integral [3 dry(7) = I'(t) que
representa a funcao de decoeréncia, nés obtemos o resultado final para a distancia trago
entre os estados dindmicos que evoluem dos estados iniciais |Q2F) do g-bit principal. O

comportamento de Dy em funcao do tempo € ilustrado na Fig. 3 abaixo.

J(w) =nwe ;T =10 "hw/ky ;7=0.1

1.0

— J=01w,

— J=001w,

] 50 100 150 200 250 300

Figura 3 — Grafico da distancia trago em funcao do tempo. O g-bit auxiliar é preparado
inicialmente no estado puro |Q) = %(\O) + |1)), enquanto que o g-bit prin-
cipal é preparado também no estado |2%) ou no estado [27) = %(!0} —|1)).
Temos entdo a distancia trago entre os estados que evoluem a partir de |QF)
inicialmente preparados no g-bit principal.

Fonte: Adaptada de BRITO; WEKANG (50).
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Observamos entdo que, tomando a temperatura T = 10~ 2hw,./k, e n = 0.1 para o
banho Ohmico, a distancia entre os dois estados dinamicos que evoluem dos estados iniciais
|0*) preparados para o g-bit principal nao representa uma funcio monétona niao-crescente
no tempo. Portanto, esta dindmica para o g-bit principal é BLP e RHP nao-Markoviana.
Podemos concluir que embora o sistema composto pelos dois g-bits reproduza uma dinamica
Markoviana, nés mostramos que a dinamica do g-bit principal sofre uma evolugao nao-
Markoviana. N6s conseguimos introduzir estes efeitos nao-Markovianos preparando cada
g-bit em um estado inicial conveniente e também controlando a interacao entre eles. Vale
ressaltar que nés também podemos ter o caso contrario, ou seja, ¢ possivel obter uma
dindmica onde o sistema composto pelos dois g-bits satisfaz uma evolugao nao-Markoviana,
enquanto que cada ¢-bit possui uma dindmica Markoviana. Para mais informacoes, o leitor

é indicado a consultar a referéncia (50).

Finalmente, nés iniciamos este trabalho introduzindo o formalismo da teoria quan-
tica ruidosa, seguida por medidas de distinguibilidade de estados quanticos, formalmente
caracterizando a estrutura fisica e matematica basica deste trabalho. Em seguida, também
introduzimos o conceito dos limites quanticos de velocidade, e agora discutimos as noc¢oes
de Markovianidade em dindmicas quanticas. Até agora, a discussao apresentada representa
uma breve revisao da literatura que buscou fornecer o ferramental necessario para discutir
problemas relacionados aos limites quanticos de velocidade, assim como as peculiaridades

relacionadas a dindmicas nao-Markovianas, de forma concisa e precisa.

No préximo capitulo, nds iremos apresentar os principais resultados obtidos nesta
pesquisa. Nomeadamente, ndés vamos apresentar o desenvolvimento de dois novos limites
quanticos de velocidade induzidos pelas a—normas Schatten, além de relacionar estes novos
quantificadores com outros paradigmaticos QSLs que podem ser encontrados na literatura.
Além disso, noés iremos explorar as relacdes entre nao-Markovianidade quantica e os
quantificadores de limites quanticos de velocidade. Nés iremos verificar se é possivel utilizar

os efeitos de memoria em dindmicas nao-Markovianas para modificar os quantificadores de

QSL.
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6 RESULTADOS

Neste capitulo, vamos desenvolver os principais resultados obtidos nesta pesquisa.
Por um lado, nés abordamos problemas fundamentais sobre limites quanticos de velocidade
(QSL). Por outro lado, nés investigamos as relagoes entre diferentes quantificadores de
QSL e efeitos nao-Markovianos. Inicialmente, nés vamos discutir o desenvolvimento de dois
novos limites quanticos de velocidade, ambos induzidos pelas normas Schatten discutidas
anteriormente. Em seguida, nds iremos ver como que os efeitos de nao-Markovianidade de

dindmicas quanticas podem afetar os limites quanticos de velocidade.

6.1 Limites quanticos de velocidade baseados em normas Schatten: universalidade
e tightness

Noés vimos anteriormente que um limite quéntico de velocidade (QSL) corresponde
a um limite inferior do tempo de evolugao. Ou seja, para todo tempo de evolugao 7 entre
dois estados quanticos py e p,, nés temos que 7 > Tosz, onde Tggr, ¢ um limite quantico
de velocidade. Também relembre que quando a desigualdade temporal é saturada, i.e,
quando 7T = Tggr,, a dindmica ¢ chamada de tight, correspondendo a “melhor” dindmica que
conecta o estado inicial py ao estado final p,. Nés também vimos que diferentes medidas de
distinguibilidade induzem diferentes quantificadores de QSL. Podemos agora questionar:
existem alguma relagao entre diferentes tipos de QSL? Ou seja, existe uma universalidade

entre os diferentes quantificadores? Esta serd uma das questoes centrais neste trabalho.

Além disso, dado um limite quantico de velocidade, uma importante tarefa é obter
as condig¢oes de saturagao da desigualdade temporal. Isto é, as condi¢bes necessérias e
suficientes para que o tempo de evolugao entre dois estados seja igual ao menor valor
possivel, nomeadamente dado por um quantificador de QSL. Buscamos adotar uma
abordagem geométrica para tais condi¢oes. Ou seja, vamos interpretar a evolugdo dinamica
como um caminho continuo e suave no espaco de estados, de tal forma que as condigdes para
uma dindmica 6tima (ou tight) representa restri¢goes no caminho dindmico que possuem

propriedades geométricas bem definidas.

Por fim, nés vimos que alguns limites quanticos de velocidade sao induzidos por
medidas de distinguibilidade que sao matematicamente dificeis de serem calculadas para
quaisquer estados de um sistema quantico. Por exemplo, o limite quantico de velocidade
desenvolvido por Sebastian Deffner e Eric Lutz (35) se baseia no dngulo de Bures Dp

entre o estado inicial e final, dado por
Dg(p,0) = arccos {Tr( \/ﬁa\/ﬁﬂ , (6.1)

para qualquer dois estados p, 0. N6s temos que Tr ( \/,50\/,5) =/F(p,0) denota a raiz
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quadrada da fidelidade F entre os estados p e o (5). Em geral, para calcular a fidelidade
nos precisamos diagonalizar os operadores densidade, e isto requer um grande esforco
computacional. Dessa forma, nosso objetivo é introduzir um novo quantificador de QSL
que satisfaga duas condigoes complementares: por um lado, nés queremos obter uma
generalizagdo dos (QSLs obtidos através de medidas de distinguibilidade que possuem
dificuldades computacionais (35,43,44) e, ao mesmo tempo, tal QSL deve ser induzido por
uma medida de distinguibilidade que demande de menos recursos computacionais. Para
tal, nos iremos obter estes quantificadores baseados nas a—normas Schatten, discutidas

anteriormente.

Nés iremos agora apresentar duas novas familias de limites quanticos de velocidade
para sistemas quanticos de dimensao finita que sofrem uma evolugao fisica geral: uma
serd obtida utilizando a abordagem geométrica e outra inspirada na desigualdade de
Holder. Ambas as abordagens envolvem o uso das a—normas Schatten. Notavelmente, para
um estado de um tnico g-bit, nés iremos demonstrar que o QSL geométrico permanece
independente da norma Schatten escolhida, revelando uma forma de universalidade entre
esses quantificadores. Além disso, realizaremos comparagoes entre os QSLs desenvolvidos
neste trabalho e os QSLs paradigmaticos existentes na literatura. Demonstraremos também
que os QSLs ja existentes sao casos particulares de QSLs baseados nas normas Schatten.
Adicionalmente, iremos analisar condigoes necessarias e suficientes para uma dinamica
otima, ou seja, quando o tempo de evolucao entre dois estados quanticos é igual ao QSL.
Por fim, compararemos os dois QSLs desenvolvidos, apresentando uma desigualdade entre

eles que possui um significado geométrico claro.

Primeiramente, vamos desenvolver um novo limite quantico de velocidade utilizando

a abordagem geométrica que sera definida a seguir.

6.1.1 QSL geométrico em um espacgo de estados normado

Consideremos um sistema quantico S descrito por um espacgo de Hilbert H com
dimensao dim(H) = d. O sistema possui entdo o espago de estados D(H) = {p : H —
H | p>0, Tr(p) = 1} que representa o conjunto convexo de todos os operadores densidade
que podem descrever o estado de S. Denotemos por I'y o comprimento de um caminho ~y

que conecta dois estados p, 0 € D(H) no espago de estados.

Por definicao, o caminho geodésico é tal que minimiza o comprimento de uma curva
que conecta dois pontos p, 0 € D(H) do espago de estados. Este comprimento minimo serd
chamado de distancia geodésica, e sera denotado por D#°(p, o). Logo, para todo par de
estados quanticos p, 0 € D(H) e para toda curva v C D(H) que conecta estes dois estados,
nos temos que

D¥°(p,0) < T, . (6.2)

No que segue, vamos considerar um espago de estados D(#H) munido com uma norma || - ||,
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e nds podemos definir D#°(p, o) = ||p — || para todo par de estados p, 0 € D(H). Dessa

forma, a dupla (D(H), D#°) satisfaz os axiomas de um espago métrico.

Suponha agora um sistema quantico cuja evolugao é descrita em termos de um
mapa dindmico {A;p}ic0,00) que € diferenciavel no tempo ¢, e que o sistema é preparado
inicialmente (instante ¢y = 0) no estado py € D(H). A curva no espago de estados gerada
pela evolugao do sistema até um instante 7 > 0 corresponde ao conjunto v, = {p; =
Aio(po) 1t €0,7]} C D(H), que é uma curva que conecta o estado inicial py até o estado
final p,. Uma vez que o mapa dindamico é diferenciavel no tempo ¢, nés temos um ponto
pr para todo t > 0, ou seja, a curva descrita pelo conjunto =, é continua e diferenciavel
(suave) no espaco de estados, similarmente ao que foi ilustrado na Fig. 1. Neste caso,
a derivada temporal dp(t)/dt é bem definida para todo instante de tempo t € (0,7), e

podemos fornecer o comprimento I', da curva dinamica 7, como sendo

r, — dtHd’Ot

V-

(6.3)

Uma vez que a distancia geodésica em um espaco normado pode ser definida como
De*°(p, 0) = ||p — o|| para todo par de estados p, o do espago de estados, combinando as
equagoes (6.2) e (6.3), nds temos que

(6.4)

T dpt
ol < [ |
Io. =il < [[ar| %

Da Eq.(6.4), n6s podemos definir um novo limite quintico de velocidades, uma vez

doell para todo tempo de evolucio

que tal equacdo ¢ equivalente a 7||p; — pol| < 7y dt H

lor—pol
INCE

7 > 0 entre dois estados quénticos Po € pr, NOS temos que

7 > 0, e podemos escrever que 7' < 7. Portanto, para todo tempo de evolucao
T > ngL , (6.5)

onde o novo limite quantico de velocidades Tc”z Q L= ng 1.(7) é definido por

T(‘J?gL : H<p‘7p>o|]
dp ’

dt
onde (||dp¢/dt||), = (1/7) [y dt ||dp:/dt|| denota o comprimento médio da curva dindmica.

(6.6)

Dessa forma, a Eq.(6.6) representa um novo limite quéantico de velocidade que é obtido
através da abordagem geométrica, nomeadamente induzido pela desigualdade dada pela
Eq.(6.2) que define a distancia geodésica no espago de estados. Note que este quantificador
¢é valido para todo processo fisico que é descrito por uma curva continua e suave no espago
de estados, que ocorre quando a derivada temporal dp(t)/dt é bem definida para todo

instante ¢ € (0, 7), sendo 7 o instante final da evolugao.

Até agora, nés estamos lidando com um epaco de estado munido com uma norma

geral || - ||. No que segue, nés vamos fixar || - || := || - ||« com a € [1, 0], onde iremos adotar
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uma a—norma Schatten em D(H), dada pela Definigao 21. Neste caso, a distancia geodésica
serd dada por DE°(p, 0) = Da(p,0) = [|p — ollas onde [[All, == (Tr{(VATA)?})* para
todo operador linear A. Portanto, da Eq.(6.6), o QSL geométrico induzido pela a—norma

Schatten, 7§47, (7) 1= ngi, ¢ dado por

1o+ — polla
Taer(T) = ———— T, 6.7
0sr(7) fontH% ] (6.7)

e serd chamado de a—QSL. Além disso, note que este novo limite quantico de velocidades
¢é valido para uma dinamica geral, representando a evolugao de um sistema quéantico aberto

ou fechado, e também é valido para um estado inicial geral (sendo este puro ou misto).

No que segue, nds iremos investigar o caso de uma dinamica de um g-bit, par-
ticularizando a dimensao do espaco de Hilbert do sistema. Nos iremos ver que este
quantificador torna-se independente da a—norma adotada no espaco de estados de um

g-bit, representando um dos resultados centrais desta pesquisa.

6.1.1.1 a—QSL para um g-bit

Vamos agora considerar um sistema cujo espago de Hilbert é bidimensional, no-
meadamente um g-bit. Nesse caso, o estado do sistema pode ser descrito em termos
da representagao de Bloch bidimensional, ou seja, p;, = p(n;) = (1/2)(I + 7i; - &) onde
My = (Mg, Nyt M) serd chamado de vetor de Bloch para todo t > 0 e & = (04, 0,,0,) é
um operador vetorial cujas componentes correspondem as matrizes de Pauli. Além disso,
vamos supor que a dinamica deste g-bit é descrita por um mapa dinamico temporalmente
diferenciavel, ou seja, a derivada dp;/dt é bem definida para todo instante da evolugao.
Nestes casos, nés podemos calcular as distancias || p; — po|a assim como as normas||dp; /dt||,,

explicitamente.

Considerando a dindmica de um g-bit, ndés podemos perguntar: uma vez que o
limite quantico de velocidades geométrico dado pela Eq.(6.7) é induzido pela a—norma
Schatten || - ||, com « € [1, 00], 0 que ocorre se nés mudarmos a medida de distinguibilidade
adotada? Ou seja, qual é a dependéncia deste quantificador com relagao ao parametro a?

A resposta é fornecida em termos do préximo teorema.

Teorema 15 (Universalidade do a-QSL para a dindmica de um g-bit). Suponha uma
dindmica de um g-bit py = (1/2)(I + 7i; - &) com estado inicial py = p(ng) e tal que dp;/dt
é bem definido para todo instante da evolugao. Partindo da Eq. (6.7), o a-QSL que é

induzido por uma a—norma Schatten, para todo a € [1,00], assume a forma

a deuc(ﬁm ﬁ’r)
Tos0(T) = — =T = (6.8)
fO dt H ddt

com

dt

D> (ﬁ) , (6.9)

j:x7y7z
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enquanto que

dewe(To, 1) = Z Njr — Njo) (6.10)

J=x,Y,2
representa a distancia Euclideana entre o vetor de Bloch inicial e final, pertencentes ao

espago de Bloch.

Demonstracao. Tomando a representacao de Bloch para o estado dinamico do g-bit, nés

podemos obter a seguinte representagao matricial

1 L. 1 14+n Ngt — 1IN
Pt = *(I[ + ny - U) == = .Z7t ot vt ) (611)
2 2 \ Ny +iny,  1—ny

)

onde estamos adotando a base de auto-estados de o, como a base ortonormal do espago
de Hilbert bidimensional do g-bit.

Uma vez que estamos supondo uma evolugao continua e suave no espaco de estados,

noés temos que

dpt 1 d’fl:t N 1 d'I'LZ’t/dt dnxﬂg/dt —1 dn%t/dt
— o ==
dnx,t/dt + 1 dny,t/dt —dnzi/dt

dt 2 dt (6.12)

Para obter os auto-valores do operador dp;/dt, basta diagonalizar sua representacao
matricial 2 X 2, e estes sdo dados por v+ = 4(1/2) ||d7i;/dt||, onde ndés definimos a norma
Euclideana ||di, /dt|* FE

operador sao dados por w; = wy = (1/2) ||dn;/dt||. Consequentemente, uma vez que

(dn;./dt)*. Por outro lado, os valores singulares deste

no6s podemos calcular uma a—norma Schatten em termos dos valores singulares de um

operador, nés temos a seguinte conclusao geral

dp; dni
6.13
&l o (613)
Vamos agora calcular a distdncia D, (pt,n:) = ||pt — mtlla entre o estados de um

tnico g-bit ps, 1 € D(H), com py = (1/2)(I+7;-7), e np = (1/2)(I+m; - 7). Primeiramente,
nés podemos notar que

Pt — Mt = ;(ﬁt_mt)'gv (6.14)
onde 7y = (Mg, Nyt,Nzy), € My = (Mg, My, M) s@o os vetores de Bloch de p; e n,
respectivamente. N6s vemos que as equagoes (6.12) e (6.14) possuem uma estrutura
matematica similiar. Consequentemente, os auto-valores do operador p; —; e os respectivos
valores singulares podem ser obtidos do mesmo modo. Portanto, a a—norma Schatten do

operador p; — 1;, nomeadamente a distancia D, (p;,1;), é dada por

Da(pta nt) = ||Pt - 77t||a = 271+édcuc<ﬁtamt) 3 (615)

onde

dewc (70, 710) = (M — M) + (10 — My 0)? + (g — msy)? (6.16)



136

Dessa forma, a Eq. (6.15) significa que a distancia D, no espago de estados D(H) induzida

da a-norma Schatten é proporcional para a distancia Euclideana d,. no espago de Bloch.

||pr polla

Tl T Tde, [ N T, nos temos que

Por fim, uma vez que o a—QSL é dado por 754, (7) =

T o 271+édeue 1 HT
Tosp(T) = v dppf” = H(fzo’dzt) (6.17)
Jydt || % Jy dt 27 |
- e
Al
0
como queriamos demonstrar. O

O Teorema 15 mostra que o a—QSL é invariante sob as mudancas da a—norma
adotada no espaco de estados. Em resumo, o QSL geométrico baseado nas normas Schatten,
em geral, poderia depender do valor especifico de a. Mas, para um qubit, esse quantificador
depende apenas da distancia entre os vetores de Pauli inicial e final, do comprimento do
caminho dindmico no espaco de Bloch e do tempo de evolucao entre o estado inicial e final,
tal como ilustrado na Fig. 4. Ou seja, perdemos a dependéncia do parametro a que define
a norma Schatten fixada no espaco de estados do g-bit, e nés vemos que ha um tipo de
universalidade para o QSL geométrico induzido pelas normas Schatten. Nao importa qual
métrica D, é escolhida em D(H), nés sempre temos o mesmo quantificador dado pela
Eq. (6.8).

Ny

Espago de Bloch

no

ny

Ny

Figura 4 — Interpretacao geométrica do Teorema 4. A curva azul representa o caminho
tight, que é a reta que conecta o estado inicial ao estado final no espaco de Bloch,
tal como sera demonstrado a seguir, e a distancia Euclideana entre o estado
inicial e final corresponde ao comprimento desta curva. A curva dindmica é
representada pelo caminho em vermelho. Logo, a razao 764/, /T é proporcional a
razao dos comprimentos da curva étima (azul) e da curva dindmica (vermelha).

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Vamos agora comparar o a—QSL geométrico com outros limites quanticos de

velocidade que podem ser encontrados na literatura.

6.1.1.2 Comparando a—QSL com outros quantificadores

Vamos inicialmente considerar o limite quantico de velocidades desenvolvido por
Sebastian Deffner e Eric Lutz (35). Relembre que para um estado inicial puro py = |1 )}to,
considerando uma evolugao geral onde o estado final é denotado por p, no instante final 7,

o DL-QSL é dado por
7Bk — (%’m\%)
1fo dt || %:

(6.19)

o0

Vamos comparar o DL-QSL, TQSL, com o a—QSL dado pela Eq.(6.8) para uma
dindamica de um g-bit. Uma vez que estamos lidando com um espago de Hilbert H bidi-
mensional (dim(H) = 2), nés sempre podemos escolher uma base ortonormal {|to), |¥g) 1,
onde (1ol1g) = 0. Nesta base, nés podemos definir o, = |10g) (1| — |5 ) (| Portanto,

tomando a representacao de Bloch para o estado final nesta base, nés podemos escrever

que
1 — (¢o|p-|t0) = 1_;” < ;deuc(ﬁoaﬁT) ; (6.20)

onde noés temos usado o fato de que n,; < 1 para todot > 0, e
Aene(Tio, 717) \/n +nZ 4+ (1—-n.;)? (6.21)

representa a distdncia Euclideana entre os vetores de Bloch i, = (ng4, 1y, m2), € 0 vetor
de Bloch inicial 7ig = (0,0, 1) na base {|[¢), |¢g)}. Portanto, considerando o Teorema 15,
nos podemos concluir que

TosL = THoL (6.22)
onde nés usamos que ||dp;/dt|| = (1/2)]|dr;/dt]|.

Vale ressaltar que a Eq. (6.22) é valida até mesmo no caso onde o estado inicial py do
g-bit ndo é puro, pois um estado inicial misto pode ser purificado, obtendo novamente o caso
inicial. Portanto, o QSL geométrico induzido por uma a—norma Schatten e considerando
uma dinamica de um q-bit é mais tight que o QSL desenvolvido por Deffner e Lutz para
todo «a € [1, 00]. Isto significa que para todo tempo de evolugdo 7 > 0 entre dois estados

po € pr de um g-bit, nés temos que

T 2 TosL = TQSL , (6.23)

e dessa forma o a~QSL desempenha um papel mais crucial que o 74dj, uma vez que

estabelecemos a desigualdade 78gr, > 784 -

Agora, vamos comparar o QSL geométrico com o QSL desenvolvido por Campaioli

et al. (CPM) (44), na qual se baseia na norma de Hilbert-Schmidt. Eles mostraram que

CPM . HPT POH2 (
= — 6.24)
QSL fo dt H dp:




138

Ou seja, Eq. (6.24) é um caso particular do a-QSL [veja Eq. (6.7)] para o caso onde a = 2.
Por outro lado, considerando a dindmica de um ¢-bit, impressionantemente o Teorema 15
e a Eq. (6.8) implicam que estes dois quantificadores sdo equivalentes para todo valor
de a € [1,00]. Ou seja, considerando a dindmica de um qg-bit e para todo pardmetro
a € [1,00], nés temos que

cPM __(a=2) deuc (7o, 7i7)

TQsrL = TQSL (1) = 7'551:(7) = 7 o amll T (6.25)
I e || %

Portanto, comparando as equagoes (6.7) e (6.24), considerando um sistema genérico
descrito por um espaco de Hilbert d-dimensional, o CPM-QSL é apenas um caso particular
de um limite quantico de velocidades mais geral, nomeadamente o a—QSL, onde nds temos
a = 2 representando a norma de Hilbert—Schmidt. Por outro lado nés temos que, devido o
Teorema 15, estes quantificadores sao equivalentes para o caso de uma evolugao de um

g-bit, como ilustrado na Eq.(6.25).

Na proxima subsecdo, nos iremos introduzir as condi¢oes necessarias e suficientes

para obter T = 744, caracterizando uma dindmica tight.

6.1.1.3 Condicoes de Tightness para o a—QSL

Noés mostramos que para todo tempo de evolucao 7 > 0 entre dois estados quanticos
Po € pr, s temos 7 > 7557, onde o a-QSL é definido pela Eq.(6.7), enquanto que pode
ser escrito em termos da Eq.(6.8) para a dindmica de um g-bit. Nés agora iremos avaliar
o seguinte problema: quais sdo as condigcoes necessarias e suficientes para saturar esta
desigualdade? Ou seja, qual tipo de dindmica ¢ capaz de atingir o tempo minimo 7 = 754,

de evolucao entre um estado inicial pg e um estado final p,?

Veja que a desigualdade fornecida na Eq.(6.2) é saturada se, e somente se, o caminho
dindmico corresponde & geodésica no espago de estados D(H). Uma vez que o espago
métrico (D(H), D,,) corresponde a um espago Euclideano, o caminho geodésico entre dois
estados p, 0 € D(H) corresponde a linha reta que os conecta! (8). Portanto, uma vez que
o a—QSL é induzido pela desigualdade fornecida na Eq.(6.2), nés temos que 7 = TOSL S8
e somente se, o caminho da evolucao dinamica corresponde a linha reta que conecta pg
ao estado final p,. Ou seja, o estado dindmico é tal que p; = (p. — po)t/T + po para todo
t € [0,7]. Esta é portanto o tnico tipo de dindmica que satura a desigualdade temporal, e

vale para um sistema quantico com um espacgo de Hilbert de dimensao arbitraria.

Podemos agora realizar a mesma pergunta pensando em termos do espago de Bloch.
No caso do espaco de estados, uma vez que o a—QSL foi induzido pela desigualdade

geodésica — nomeadamente que D, (p,o) é menor ou igual a qualquer comprimento de

L Note que isto nio seria verdade em um espaco nao Euclideano, isto é, um espaco que admite

torcoes.
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curva que conecte dois estados p e o — e lembrando que (D(H), D,,) é um espago métrico
Euclideano, fica claro que a desigualdade vai ser saturada apenas no caminho geodésico,
que corresponde a linha reta que conecta o estado inicial e final. Entretanto, também
podemos questionar qual é o caminho 6timo (tight) também no espago de Bloch. Em
outras palavras, nés buscamos mapear o caminho tight no espago de estados D(H) no

espaco de Bloch correspondendo aos vetores ;.

Primeiramente, relembre que para um dado espaco de Hilbert H de dimensao
finita d, nés podemos obter um conjunto {Fa}ff:_o1 de operadores que representa uma base
ortonormal de operadores hermitianos com o traco nulo para o espaco dos operadores
lineares que atuam em H. Ou seja, nés temos que Tr(F,F3) = 0,3, juntamente com
Fy=1/Vde F! = F,, assim como Tr(F,) = 0 para todo o = 1,2, ..., d?> — 1. Desta forma,

todo estado quantico p do espaco de Hilbert H pode ser escrito como

1

plt) = - (1+(1) - F) (6.26)
onde
Zt) = (21(t), ..., xe_1(t)) e R (6.27)
F = (F,..,Fp_1), (6.28)
e nos também temos que
1,(t) = Te(Eyp(t)) - (6.29)

Com o auxilio da representacao de Bloch, nés podemos mapear o caminho tight do espago

de estados D(H) no espaco de Bloch. Tal resultado é obtido em termos do seguinte lema.

Lema 15 (Mapeando retas do espago de estados no espago de Bloch). Se o caminho
dindmico que conecta o estado inicial py (com vetor de Bloch 7y) ao estado final p, (com
vetor de Bloch i) corresponde a uma reta contida no espago de estados D(H), entao o
caminho que conecta o vetor de Bloch inicial iy ao vetor final 1, também corresponde a

uma reta no espaco de Bloch.

Demonstracao. Considere um sistema quantico que é representado pelo estado dinamico
t:; 1+, - F) , (6.30)
p

e suponha que o caminho que conecta o estado inicial py ao estado final p, corresponde a

uma reta no espago de estados D(H) do sistema, ou seja

Py = (’)TT_p‘))t + po - (6.31)
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Utilizando as decomposicos de Bloch py = é (]1 + g - ]3) e pr = é (]l + 1y - ]3)

para os estados iniciais e finais, nos temos que

py = g(1+nt-F)_7T t+ po (6.32)
t ]- — = ]- — ' ]' = o
= (G F) - S (1o F)) 4 (L F) (639
1 — — t — =
= d<]1+|:(n7—n0>T+n0:|'F) s (634)

portanto nds temos que

iy = iy (6.35)

Logo, o caminho dindmico no espaco de Bloch, descrito pela curva parametrizada
niy com t € [0, 7], também corresponde a uma reta, conectando o vetor de Bloch inicial 7

ao vetor final 77,. O

O Lema 15 mostra que uma dinamica é tight de acordo com o QSL geométrico se,
e somente se, a curva dindmica que conecta o estado inicial ao estado final corresponde
a uma reta no espago de Bloch. Este resultado vale para uma dinamica geral, mas nos
podemos também particularizar para o caso de um g-bit. Como consequéncia do Lema 15,

nos temos o seguinte resultado.

Lema 16 (Condigao de Tightness do a-QSL para um ¢-bit). Considere um estado quantico
de um q-bit descrito por py = p(n;) = p11,¢/0) (O] + (1 — p11,)[1) (1] + p12,¢|0) (1] + pi2,|1)€0],
com pji+ sendo o elemento de matriz do estado p, com respeito a base computacional
{10}, 1)} de auto-estados de 0. Para uma dinamica geral deste estado, o QSL geométrico
induzido por uma a-norma Schatten [veja Eq. (6.8)] € tight (ou seja, 75 /T = 1) se, e

somente se, nos obtemos

dr; dmy|| .
& ‘ @ | (6:30)
na qual € equivalente a condicao
d,0127t dP12,t dp117t - ~
(Re ( o ) ,—Im < il Rl Q Foy (6.37)
onde L
N ny — o
= T =l (0:3%)

¢ o vetor unitario na qual define a direcao da linha que conecta o vetor de Bloch inicial ao

dpiy ?
Q.= :
%

e ||dn,/dt|| € definida na Eq. (6.9).

vetor final, com

2

: (6.39)

dt

’ dpl?,t
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Demonstragdo. Veja que uma dindmica é tight de acordo com o a-QSL (7 = 755 ) se, e
somente se, o caminho no espago de estados corresponde a uma reta que conecta o operador
densidade inicial py ao estado final p,. De acordo com o Lema 15, isso é equivalente a
obter uma reta que conecta o vetor de Bloch inicial 77y ao vetor final 7.. Portanto, sendo
7; a curva que parametriza a dindmica no espago de Bloch, nés podemos concluir que
T = Tosg S€, € somente se,

dii X
t—‘ yrd L (6.40)

dt

e isto vale para uma dinamica geral.

Particularizando para o caso de um g-bit, nés podemos escrever o estado na base

computacional como sendo

o=~ ( —|—n it n it Zny7t> 7 (641)

2 Nyt + Z"I’Ly’t 1— Nyt

)

onde obtemos as relacoes p11; = (1/2)(1 +n.;) e prog = (1/2)(ngy — iny,), que podem
ser invertidas para obtermos n,; = 2p114 — 1, nyy = 2Re(p12t), € nye = —2Im(p1ay).
Utilizando estas transformagoes, nés podemos calcular a derivada temporal do vetor

dindmico 77; que descreve a curva dindmica no espaco de Bloch, nomeadamente

dri, B (dnx,t dny dnz,t>

dt dt ~ dt ' dt
dpray dpr2, dp114
=2 — | =1 — | —] . 42
(Re< dt)’ m( dt)’ dt (6.42)

Por fim, a Eq. (6.42) implica que a norma Euclideana ||d7i;/dt|| pode ser escrita como

onde nos temos introduzido a quantidade

driy

dt

. (dZZi):zQ, (6.43)

J=z,y,z

dpi1 ’ dpia ?

= . : 6.44
\l | dt dt (6.44)

Portanto, combinando as Egs. (6.40), (6.42) e (6.43), nés encontramos que

dpi2s dpiat\ dpiig N

R =1,-1 ’ ~ 1 =Q 6.45
( e( dt )a m< dt ) dt Tot » ( )
e obtemos a afirmacao final do Lema 16. O

Nés podemos fornecer duas interpretacoes para o Lema 16. Por um lado, de acordo
com o a—QSL, nés vemos que o melhor caminho dindmico entre dois estados ¢ a reta que

os une, tanto em termos da geometria do espaco de estados quanto em termos do espago
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de Bloch. Por outro lado, a condi¢do equivalente dada pela Eq. (6.37) nos fornece uma
interpretacao algébrica de tal caminho 6timo. Note que, dependendo do estado inicial e
final do sistema, nem todo tipo de processo fisico é apto a ser tight. Uma vez que €2 > 0,
se nés tivermos, por exemplo, um estado inicial e final tais que (7o), < 0, nds temos que
um processo tight deve satisfazer dpy;,/dt < 0. Ou seja, um processo apto a ser tight
(nesse caso) necessita ser um processo onde a populuagao pi1: € uma fungdo mondtona
decrescente no tempo. Portanto, dependendo do estado inicial e final do sistema, nés temos

uma restricdo sob o tipo de processo fisico que pode ser tight.

Até agora, nos desenvolvemos um novo limite quantico de velocidade baseado na
abordagem geométrica e adotando uma a—norma Schatten no espaco de estados. No que
segue, nos iremos desenvolver mais um limite quantico de velocidades, mas baseado agora

na desigualdade de Holder.

6.1.2 QSL baseado na desigualdade de Holder

O préximo limite quantico de velocidades também se baseia nas a—normas Schatten.

Relembre que para todo par de operadores lineares X,Y € L(H), vale a seguinte relagao
I Te[YTX]| < [ X[allY]ls . (6.46)

onde nés temos 1/a+ 1/ = 1, na qual é conhecida como desigualdade de Holder. Além
disso, para uma dada norma Schatten || - ||, com « € [1, 0], a respectiva f—norma || - ||,

com (3 € [1,00] e que satisfaz 1/a + 1/5 = 1, é chamada de norma dual.

Vamos entao considerar um sistema quantico descrito por um espaco de Hilbert H
de dimenséao d = dim(#) e D(H) representa o espago de estados quanticos deste sistema.
Por hipotese, suponha que o espago de estados é munido com uma a—norma Schatten, e
definimos uma métrica D,(p,0) := ||p — o||» para todo par de elementos deste espago.
Portanto, (D(H), D,) constitue um espago métrico de estados quanticos. Em complemento,
vamos também considerar que a evolugao do sistema quantico é descrita por um mapa
dindmico Ay que é temporalmente diferencidvel, com p; = A 0y(po) para um dado estado
inicial pg € D(H). Algebricamente, isto significa que a derivada temporal dp;/dt é suposta
ser bem definida para todo instante de tempo ¢t > 0, e geometricamente isto implica que o

caminho dindmico no espago de estados constitue uma curva continua e suave contida em

D(H).

Nos agora introduzimos o overlap entre os estados inicial e final como sendo
£(t) = Tr(pop:). Em particular, note que quando py = |1o) (1| constitue um estado inicial
puro do sistema, o overlap £(t) = (1o|p¢|1o) torna-se a fidelidade entre estes dois estados

(5). Devido a desigualdade de Holder mencionada anteriormente, nés obtemos que o valor
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absoluto da taxa de variacao do overlap? é limitado superiormente por
dg(t) dp
Tripo )| = ool

‘ _ dp
onde nos temos usado que py = p(T). Integrando esta desigualdade no intervalo [0, 7], nds

— A4
i (6.47)

[0

dt

obtemos que

: (6.48)

67) €01 < Il ) |
onde foi usado que |{(7) —&(0)| = | [y dt (d&(t)/dt)| < [y dt |dé(t)/dt|. Entretanto, veja que
£(0) = Tr(p?) € [é, 1} ¢ a pureza do estado inicial, enquanto que &(7) = Tr(p,po) € [0,1] é
o overlap entre o estado inicial e final. Entao, nés obtemos

1 T lldp
Tr|(p, — §/ dt||—
HIOOHB’ Kp pO)pOH 0 H dt .

Portanto, para todo a, 8 € [1,00] tais que satisfazem a equagao é + % =1, Eq. (6.49)

(6.49)

implica na seguinte desigualdade temporal
T> T80 (6.50)
onde noés obtemos o novo limite quantico de velocidades induzido pela desigualdade de
Holder, nomeadamente o («, 5)-QSL, que é definido por
ap _ |Tx[(pr — po)pol]

loolls gt || %=

Veja que o limite quantico de velocidades definido na Eq. (6.51) é valido para
qualquer tipo de estado inicial, sendo este puro ou misto. Em especial, vamos agora
considerar um estado inicial puro, isto é, py = |tg) (Y| para um estado |1y) € H. Neste
caso, noés encontramos que Tr(pz) = 1 e Tr(popr) = (Yolp-|1bo) € [0,1]. Uma vez que po
constitue um operador de projecao, nés temos que pi = po, € entdo ||pol/s = 1 para todo

B € [1,0]. Considerando todos estes pontos, a Eq. (6.51) torna-se

TSiS@L I (Yol prltbo) ' (6.52)

T dpt
T Jodt |

Notavelmente, a Eq. (6.52) mostra que nao hé mais nenhuma dependencia na norma
dual || - |5 do estado incial, e o limite quantico de velocidades TSfL torna-se dependente

unicamente da a—norma Schatten || - ||, adotada no espago de estados do sistema.

Veja que até aqui, nos estamos considerando um espaco de Hilbert d—dimensional
geral, podendo descrever um sistema quantico aberto ou fechado, onde consideramos
separadamente o caso de um estado incial puro. A seguir, vamos particularizar a dimensao
desse espaco, investigando este limite quantico de velocidade aplicado para dinamica de
g-bits (d = 2).

2

O médulo da taxa de variagdo da medida de distinguibilidade é conhecida como wvelocidade
quantica (35) e representa a velocidade de evolu¢ao de um dado estado inicial para um estado
final do sistema.
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6.1.2.1 («, 5)-QSL para um g-bit

Vamos agora particularizar o quantificador TSfL de limite quantico de velocidades
definido na Eq. (6.51) para o caso de uma evolugdo de um qg-bit que é representada pelo
estado dinAmico p; = (1/2)(I + 7i; - &), descrevendo um processo fisico geral® no intervalo

0 <t < 7. Neste contexto, pode ser verificado que a Eq. (6.51) torna-se

oL _ 21=% (7, — 7o) - o

e T ﬁf
T AP + (1 [I7ol)?)F it |4

. (6.53)

Em particular, considerando um estado inicial puro py = [t)g)}tg]|, n6s temos que

I7io|| = 1, e o quantificador dado pela Eq. (6.53) pode ser escrito como
T + (1 — iy - 7o)
= 2T (6.54)
T Jydt || 45

Nos vemos novamente que o quantificador TS?L torna-se independente da norma dual para
um estado inicial puro, e este depende apenas do produto interno entre o vetor final e inicial

pertencentes ao espaco de Bloch. Além disso, a dindmica do g-bit esta implicitamente

dity
dt

Por fim, o valor de « € [1, 00| entra como um parametro de escala, nomeadamente dado
1/a

posicionada no comprimeito da curva dindmica no espago de Bloch, dado por [;dt H

por 27

Tal como fizemos para o a—QSL, vamos agora comparar o («, 5)-QSL com outros

paradigmaticos quantificadores de limite quantico de velocidades.

6.1.2.2 Comparando (o, 5)-QSL com outros quantificadores

Vamos agora comparar o (a, 3)-QSL, definido na Eq. (6.51), com o quantificador
desenvolvido por del Campo et al. (CEPH) (43). Inicialmente, nés fixamos a = § =
2, e entdao definimos a 2-norma Schatten (norma de Hilbert-Schmidit) no espago de
estados. Dessa forma, a medida de distancia no espaco de estados quanticos serd dada por

D.(p,0) = ||p — o||2- Neste caso, o quantificador de QSL dado na Eq. (6.51) torna-se

o5 _ leollz 1£(7) — £(0)]

: (6.55)
T dpt
! Jodt Hdipt 2
onde f(t) denota a pureza relativa,
Tr(popt)
£) .= 0P 6.56
0= Tl (620

3 Nossa tnica hipétese sobre o processo fisico é de que a derivada temporal dp;/dt é bem

definida para todo instante da evolucao, que pode representar um sistema quantico aberto
ou fechado.
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com 0 < f(t) < 1 para todo t € [0,7], e f(0) = 1. Em particular, introduzindo a
parametrizacao f(t) = cos by, com 0 < 6, < 7/2, e considerando o fato de que | cosf, —1| >

402 /7, nés obtemos que Eq. (6.55) implica na desigualdade

2,2
7gs5. _ llpoll2 |cos 0- — 1 S poll 462
© " Cale], * gals

(6.57)

2

A grandeza 1557 /7= (402 /7%)||poll2/ Jy dt ||dpe/dt]], no lado direito da Eq. (6.57) define
o QSL desenvolvido por del Campo et al. (CEPH) para evolucoes nao unitérias de sistemas

quénticos abertos (43). Portanto, nés podemos concluir que
2,2 CEPH
TosL = TosL - (6.58)

A Eq. (6.58) mostra que, para o = 3 = 2, o quantificador de limite quantico de velocidades
obtido através da desigualdade de Holder, Eq. (6.51), é mais “tight” que o QSL desenvolvido
por del Campo et al. Por fim, vale a pena mencionar que a escolha o« = 3 = 2 é necessaria

pois Tgff H foi originalmente derivado usando a norma de Hilbert-Schmidt.

Agora, nés iremos comparar o («, 5)-QSL definido na Eq. (6.51) com o limite
quéantico de velocidade obtido por Deffner-Lutz (35). Por um lado, para um dado estado
inicial puro py = |1)g) (0|, 0 DL-QSL é dado pela Eq. (6.19). Por outro lado, para o mesmo

estado inicial puro pg, o TgfL é fornecido na Eq. (6.52). Portanto, note que nés temos

lim 754, = 7547 | (6.59)

a—0o0

onde neste caso, uma vez que 1/a+ 1/ =1, se & — 0o entdo nds temos que a norma
dual || - ||5 é tal que  — 1. Em particular, para a dindmica de um unico g-bit que parte

de um estado inicial puro, estes dois quantificadores podem ser escritos como

DL — —
Tosr L —1i; - ng

=— =7 (6.60)
T Jo dt ||
¢ B
TQSL _ 9-1 —(1: ”Td;”O) . (6.61)
T Jydt || 4

Portanto, considerando um sistema descrito por um espago de Hilbert bidimensional (q-bit)
cujo estado inicial é puro e tomando uma a-norma Schatten com «a € [1,00] e a sua
respectiva norma dual || - |5 com [ € [1, 00] satisfazendo 1/a + 1/ = 1, o quantificador

o, ; DL 4 5
Tos1 Se relaciona com 755 através da equagdo

o8 =2 aThk, (6.62)

Finalmente, nés podemos concluir que o DL-QSL pode ser visto como um caso

particular do (a, 3)-QSL uma vez que 7547, pode ser obtido diretamente do TgfL tomando
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o limite &« — oo. Em particular, considerando a dindmica de um g-bit, nés podemos
concluir que estes dois quantificadores sdo relacionados a partir de um fator de escala 2~/
que é definido a partir da a—norma Schatten fixada no espaco de estados. Dessa forma,
noés vimos que dois limites quanticos de velocidade baseados em abordagens totalmente
diferentes podem ser relacionados de uma forma muito simples, tal como descrito na

Eq. (6.62), trazendo novamente a nogao de universalidade entre estes quantificadores.

Na proxima sec¢ao, nds iremos investigar as condigdes necessarias e suficientes para
obter uma dindmica tight de acordo com o («, )-QSL. Ou seja, as propriedades requisitadas
sobre a dinamica para obter a saturacao da desigualdade temporal, nomeadamente quando
T = TgfL. Novamente, iremos tentar interpretar estas condi¢des sob uma 6tica geométrica,
descrevendo a evolugao dindmica como um caminho no espaco de estados (ou no espago
de Bloch), assim como fornecer uma interpretagao algébrica em termos do comportamento
temporal das populacoes e coeréncias do operador densidade que descreve o estado dinamico

do sistema.

6.1.2.3 Condigoes de Tightness para o (o, 5)-QSL

No6s mostramos que para todo tempo de evolugao 7 entre dois estados quanticos
pPo € pr, nOs temos a desigualdade 7 > TSfL. Nos iremos agora procurar as condigoes
necessarias e suficientes para obter a “melhor” dinamica de evolucao entre o estado inicial
e final, nomeadamente quando esta desigualdade é saturada e nés obtemos 7 = TgfL. Estas
condigoes sao descritas no proximo lema, onde nés estamos considerando a dindmica de

um q-bit.

Lema 17 (Condicao de Tightness no espago de Bloch de um ¢-bit para o («, 5)-QSL).
Suponha um sistema descrito por um espago de Hilbert bidimensional cujo estado inicial

po = |to) (Y| representa um estado puro, enquanto que o estado dindamico é dado por

pr = p(7ir) = prueltbo) (Yol + (1 — prie)|vby ) (W | + przelvo) (Vo | + piasle) (thol. Entdo, na
base ortonormal® {|1o), |15 )}, nds temos

dnie || _ o dn
dt |~ O at

1 dnzt
=270 | ——= 6.63
(%) | (6.63)

TgfL:T &= |

com dn./dt <0, ou equivalentemente

a,B _1 dpii
Tos, =T & Q=2"a | ——=— 6.64
54 (%) (6.6
Como estamos lidando com um espaco vetorial bidimensional, para todo vetor deste espaco
noés temos um correspondente estado ortogonal, e estes dois estados podem representar uma
base ortonormal deste espacgo.
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onde dpy/dt = d(vo|pe|tho)/dt <0, com ||dni,/dt|| definido na Eq. (6.9), e Q é fornecido
na Eq. (6.39).

Demonstracao. Veja que nds temos TS?L /T =1 se, e somente se, é valida a equagao

.
el (6.65)

2i(1—ﬁ7-ﬁ0)—/0dt‘ T

Além disso, nés podemos notar que a Eq. (6.65) é satisfeita se, e somente se, a norma

Euclideana da derivada temporal do vetor de Bloch dinamico satisfaz a equacao
1 driy
=-—2"a |1y — 6.66
| (nO dt) ’ ( )

onde noés utilizamos que o estado inicial é puro. Em particular, nés previamente fixamos a

driy

dt

base ortonormal {[1), |15 )}. Nesta base, nés obtemos o vetor de Bloch inicial dado por

fio = (0,0, 1), na qual implica que 7y - (dfi;/dt) = dn,+/dt. Consequentemente, a Eq. (6.66)
¢é equivalente a
driy

_1 dnzt
—92 o | -2 6.67
‘ dt ( dt ) (6.67)

Uma vez que ||dri, /dt|| > 0, nés entdao necessariamente temos que dn. ;/dt < 0 na Eq. (6.67).
Além disso, nés sabemos que dn,;/dt = 2dpyy+/dt = 2d(o|pe|tho)/dt [veja Eq. (6.42)], e
também ||dr,/dt|| = 2§ [veja Eqgs. (6.43) e (6.44)]. Por fim, substituindo estes resultados
na Eq. (6.67), nés obtemos que

[ d d d
Q=2= (- th1’t> ., com ’;ﬁ“ = —{Wolpilo) <0 (6.68)

Portanto, nds vemos que a relacdo 7 = TS’SﬁL é equivalente a Eq.(6.66) e (6.67), que por

sua vez sao equivalentes a Eq. (6.68), demonstrando assim a afirmagao do lema.

]

Vamos agora interpretar o resultado obtido no Lema 17. Do ponto de vista algé-
brico, nés podemos ver que a condi¢ao necessaria para ter TgfL = 7 é que a evolucao
dinamica é caracterizada por um processo dissipativo, isto é, a populacao do estado inicial
puro py = |¢o)(¥o|, nomeadamente py1; = (Po|pi|t)o), precisa necessariamente ser uma
funcao monotonicamente decrescente no tempo. Este resultado restringe a classe de canais
quanticos para o qual é possivel obter uma dinamica 6tima entre o estado inicial puro e

um estado final, isto é, obter TS@BL =T.

Para obter uma interpretacao geométrica do resultado, nés vamos considerar o caso
particular onde o = 0o e f = 1. Como discutido anteriormente, para este caso particular
de norma Schatten e considerando um estado inicial puro, nés temos que

lim 5%, = 7547 - (6.69)

a—r00
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Do Lema 17 e uma vez que ||7io|| = 1, nés temos que
(a=00),(8=1) driy o diy
= @ —_— = — - —_—
TosL ! ‘ dt <n° dt )
dri dri
— = —||—|| 7o - 6.70
dt ‘ dt | (6.70)

Portanto, para o caso particular de norma Schatten onde o = oo e = 1, considerando
uma dindmica de um g-bit com estado inicial puro, tal dindmica é tight de acordo com o
quantificador de limite quantico de velocidade 7'5‘39}: = 7‘55@]; se, e somente se, o caminho
dindmico é radial na esfera de Bloch, partindo da superficie da esfera localizada no vetor
de Bloch inicial 77y. Além disso, por conta da Eq. (6.69), esta condigao pode ser vista como

sendo a interpretacao geométrica de uma dinamica tight de acordo com o DL-QSL.

Para finalizar nossas analises, nés iremos agora investigar as relagoes entre os dois

novos QSLs desenvolvidos, nomeadamente o a—QSL e o («, 5)-QSL.

6.1.3 Comparando o a—QSL com o («, §)-QSL

Até aqui, nés desenvolvemos dois novos limites quanticos de velocidade, um baseado
na abordagem geométrica e o outro obtido através da desigualdade de Holder, ambos
considerando as a—normas Schatten. Além disso, nés comparamos estes quantificadores
com outros que podem ser encontrados na literatura, além de fornecer condi¢oes necessarias
e suficientes para que uma dindmica seja tight de acordo com estes dois novos QSLs. Agora,
nods iremos comparar o a—QSL com o («, 5)-QSL, e fornecer interpretagoes geométricas

desta relacao. Tal resultado é fornecido em termos do préximo Lema.

Lema 18 (Relagdo de desigualdade entre 754, e TS’SBL). Para a dinamica de um g-bit com
um estado inicial puro, se My -, < 0, onde 1y representa o vetor de Bloch inicial e 7. o

vetor final da dinamica, entdo

TosL < Q%J%TSSBL : (6.71)

Demonstracao. Nés estamos considerando um sistema descrito por um espaco de Hilbert
bidimensional cujo estado inicial é puro e sofre uma evolucao fisica geral. Neste contexto,
dado a evolugao dindmica entre o estado inicial pg = (1/2)(I + 7ip - &) e o estado final

pr = (1/2)(I 4 71, - &), nés provamos que o a-QSL pode ser dado por

7—SSL deuc (ﬁ07 ﬁT)
= e O 6.72
T Jo dt||dm;/dt|| (6.72)
e também que o («, $)-QSL pode ser escrito como
ok o 1 (1= i - 7o)
—9oa (6.73)

T fodt||dr,/dt|
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onde dey (7o, 1,) = |7, — 7ig|| corresponde a distancia Euclideana entre o vetor de Bloch
inicial e final, com ||Z|| = v/ - ¥ para todo vetor & no espaco de Bloch. Nés notamos que

a distancia Euclideana pode ser escrita como se segue

dewe (70, ) = /7o) + 17,12 — 27 - 7, . (6.74)

Uma vez que noés estamos lidando com uma evolucao fisica genérica, o estado
dindmico pode nao ser mais puro, e consequentimente ||7i;|| < 1 para todo ¢ € [0, 7]. Entao,
nods obtemos que deye(7ig, 7,) < V2+/1T =i, - fiy. Em particular, considerando o caso onde
fiy - o < 0, nés obtemos que 1 — i, - 7ig > 1. Neste caso, notando que /= < x para todo
x > 1, nés obtemos que /1 — 1, - 1p < 1 — 7, - 1g. Consequentemente, para 7, - 7ig < 0, a

Eq. (6.74) pode ser reescrita como
dewe (Mo, 7r) < V2 (1 — 7, - i) . (6.75)

Finalmente, combinando as Egs. (6.72), (6.73), ¢ (6.75), nés obtemos o resultado
Tosn < 2%+§TS’SBL , (6.76)

na qual é valido sempre que 7 - 1y < 0, demonstrando assim o resultado afirmado neste

Lema.

A desigualdade fornecida na Eq. (6.71) possui uma interpretagao geométrica interes-
sante, tal como é ilustrado na Fig. 5 abaixo. Veja que o estado inicial puro é representado
por um ponto 7y na superficie da esfera de Bloch, uma vez que ||7ig|| = 1. Este vetor
unitario divide a esfera de Bloch em dois hemisférios através do plano ortogonal a este
vetor. Vamos chamar de polo norte a metade da esfera de Bloch que possui o ponto 7,
e o polo sul serd a outra metade, na qual possui o ponto —7,. Nesta configuragao, nos
temos que 71, - 179 < 0 sempre que o vetor de Bloch final, nomeadamente 77, pertence ao

polo sul, e o resultado do Lema 18 é valido neste caso.
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Figura 5 — Interpretagao geométrica do Lema 18.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Além do resultado fornecido pelo Lema 18, nés também mostramos que o a—QSL
é mais tight que o (a, 8)—QSL para o caso de uma dindmica de um g-bit que inicia em

um estado puro.

Lema 19. Considere um sistema de dois niveis preparado em um estado inicial puro.
Nesta configuragio, o a—QSL é mais tight que («, 5)-QSL. Em outras palavras, para
todo tempo de evolugio T entre um estado inicial puro py e um estado final geral (ndo

necessariamente puro) p, de um q-bit, nds temos que
T > Thsn 2> TgfL , (6.77)

onde o, 5 € [1,00] e 1/a+ 1/ = 1.

Demonstracao. Considerando um sistema bidimensional com estado inicial puro, nos

mostramos que 7§g;, > 7547, Além disso, neste mesmo cendrio, também mostramos que o

DL-QSL é apenas um caso particular do («, 3)-QSL, ou seja, que TSfL =27YerBE  ou
equivalentemente 755, = 2Y/°75%, onde a, B € [1,00] e 1/a + 1/ = 1.
Como 2%/ > 1 para cada « € [1, 00|, nés temos
DL 1 B )
TSSL > Tosr = 2 /aTsSL > TS£L ; (6.78)
e consequentemente podemos concluir que 75g;, > TS’S’BL. O

Como consequéncia do Lema 19, nés temos que o a—QSL é mais tight que o
quantificador desenvolvido por del Campo et al (43), pois nés mostramos que o («, [3)—
QSL ¢ mais tight que o 7587 . Logo, este resultado ¢ a pega final que faltava para que

possamos comparar todos os quantificadores anteriormente apresentados. Relembre que o
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QSL desenvolvido por Campaioli et al (44) pode ser interpretado como um caso particular
do a—QSL considerando normas Schatten mais gerais, além de que o a—QSL é mais tight
que o DL-QSL para dinamicas gerais de um g—bit cujo estado inicial é puro. Por outro
lado, o («, 5)-QSL é um quantificador intermediério, sendo uma generalizagao do DL-QSL
e também sendo mais tight que TSSELP H mas é menos tight que o a—QSL. Por fim, o
QSL geométrico induzido por uma norma Schattem pode ser interpretado como um QSL
universal para a dindmica geral de um q-bit que é preparado inicialmente em um estado
puro. Em outras palavras, o a—QSL é o quantificador mais tight dentre aqueles que foram

apresentados neste trabalho.

Vamos sumarizar os resultados obtidos até agora. Nesta se¢do nés desenvolvemos
dois novos limites quanticos de velocidade, e também estabelecemos conexoes entre eles
e outros quantificadores previamente existentes. Além disso, condigdes necessarias e
suficientes para saturacao dessas desigualdades temporais foram obtidas e interpretacoes
geométricas e algébricas foram discutidas. Por fim, nés comparamos o a—QSL com o («, §)—
QSL, obtendo relagoes de desigualdade entre eles e fornecendo uma clara interpretagao
geométrica, além de mostrar que o a—QSL pode ser visto como um quantificador universal

quando lidamos com a dindmica de um g—bit cujo estado inicial é puro.

Na proxima se¢ao, nds iremos investigar a relagao entre os limites quanticos de

velocidade discutidos anteriormente e os efeitos nao—Markovianos de dinamicas quanticas.

6.2 Markovianidade Quantica e Tightness

Como discutido anteriormente, dado um limite quantico de velocidade 7ggz, €
importante conhecer as condigoes necessarias e suficientes para obter uma dindmica tight,
nomeadamente quando 7 = Tggz, para algum tempo de evolucao 7 entre um estado inicial py
e um estado final p,. Nosso objetivo atual consiste em verificar se existe alguma relagdo bem
definida entre as dinamicas tight e os regimes de Markovianidade ou nao—Markovianidade.
Em outras palavras, nés queremos investigar quais sao os contextos onde uma dinamica
Markoviana (ou ndo—Markoviana) é tight para os limites quanticos de velocidade discutidos

anteriormente.

Por outro lado, por mais que nao seja possivel obter uma dinamica tight, sera util
investigar se os quantificadores avaliados podem ter os seus valores controlados. Em outras
palavras, claramente a melhor dindmica possivel entre um estado inicial pg e um estado
final p; é quando 7 = Tgsz, € 0 tempo de evolugao entre estes dois estados ¢ o minimo
possivel. Entretanto, por mais que a evolugao nao seja tight, nés queremos melhorar a
dindmica do sistema aproximando um tempo de evolucao 7 ao seu valor minimo dado por

algum quantificador de QSL.

Vamos iniciar nossa analise pelo quantificador desenvolvido por del Campo et al
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(43), nomeadamente o 757", Como discutido anteriormente, nés demonstramos que o

(cr, 5)—QSL é mais tight que TS?EH, ou seja, para todo tempo de evolugdo 7 entre um

estado inicial py e um estado final p,, nés temos que

CEPH
T > TQSL > ToSL (6.79)

onde precisamos definir o« = = 2 pois o TgsELP H ¢ originalmente definido apenas conside-

rando a norma de Hilbert-Schmidt. Vale ressaltar que esta desigualdade vale para toda
evolucao dindmica® e para um estado inicial py geral, sendo puro ou misto. Veja que nos
buscamos obter dindmicas com o tempo 7 de evolugao tao menor quanto for possivel, e

uma vez que a desigualdade TQSB > ngf H ¢ estabelecida de forma geral para a = 3 = 2,

o, CEPH

¢ suficiente analisar o quantificador 754, ao invés de 7587

Além disso, n6és também mostramos que o limite quantico de velocidade desenvolvido
por Deffner e Lutz (35) (DL-QSL), denotado por 754;, é um caso particular do (o, )~
QSL para a — oo e f — 1, e ndés vimos que uma dindmica é tight de acordo com este
quantificador se, e somente se, o caminho dindmico é radial na esfera de Bloch, iniciando de
um estado puro pertencente a sua superficie. Nos também mostramos que o quantificador
desenvolvido por Campaioli et al (44), denotado por 75¢7, é apenas um caso particular
do a—QSL que foi desenvolvido utilizando a abordagem geométrica. Nomeadamente, nés
vimos que o ng M corresponde ao TGs, Para o caso onde v = 2, como descrito nas equagoes
(6.7) e (6.24), representando a escolha da norma Ly no espago de estados do sistema. Além
disso, estes quantificadores sao equivalentes para o caso de uma dindmica de um q—bit,

como ilustrado pelo Teorema 15.

Por fim, o Lema 19 mostrou que a—QSL é mais tight que o («, 5)-QSL para o
caso de uma dinadmica de um g-bit que é preparado inicialmente em um estado puro.
Dessa forma, nés vemos que os quantificadores 75, € TgfL generalizam os outros limites
quanticos de velocidade discutidos anteriormente, onde o a—QSL é o quantificador mais
tight dentro dos que foram mencionados, e o («, 5)-QSL é um quantificador intermediario.
Portanto, considerando a dindmica de um g—bit que é inicialmente preparado em um
estado puro, devido ao Teorema 15, nés temos que

deuc (7o, 7ir)

TSSL(T) = WT (680)

onde |||l = 1, e as condigdes necessarias e suficientes para obter uma evolucao tight ja
foram discutidas através do Lema 16, na qual tal caminho dinamico corresponde a linha
reta que conecta o estado inicial ao estado final do sistema. A questdao que colocamos

agora ¢: qual € a relagdo entre 75, € Markovianidade quantica?

5  Desde que a derivada temporal dp;/dt do operador densidade seja bem definida para todo

instante de tempo.
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Os efeitos nao-Markovianos em limites quéanticos de velocidade foram original-
mente investigados por Sebastian Deffner e Eric Lutz (35). Eles utilizaram o modelo
de Jaynes—Cummings (45) para representar a dindmica do sistema fisico, e adotaram a
BLP—-Markovianidade como a definicdo de Markovianidade quantica. Eles mostraram que
na auséncia de efeitos nao-Markovianos a dindmica ¢é tight de acordo com o DL-QSL.
Logo, nos teriamos 7 = TgsLL no regime Markoviano, o que poderia nos levar a concluir
que as dinamicas Markovianas representam um tipo de dindmica 6tima no que diz respeito

a evolucao do sistema entre o estado inicial e final.

Em complemento, J. Teittinen et al (52) estenderam a anélise feita por Deffner e
Lutz para outras dinamicas. Eles consideraram diferentes tipos de canais para representar a
evolugao do sistema fisico e investigaram a relagao entre uma dindmica tight (considerando
o DL-QSL) e os efeitos nao—Markovianos. Eles mostraram que nao ha relacao geral entre
o DL-QSL e a ndao—Markovianidade, isto é, também ha dindmicas onde uma evolugao

nao-Markoviana pode ser tight.

Agora, nés buscamos estender as andlises feitas por Deffner e Lutz (35) e por J.
Teittinen et al (52) para um quantificador mais geral, nomeadamente o a—QSL, e investigar
sua relacao com a Markovianidade quantica. N6s iremos iniciar nossa analise mostrando
condigoes suficientes onde a Markovianidade ou nao—Markovianidade sempre implicam em
uma dinamica tight. Em seguida, nés vamos mostrar um exemplo onde ambos os regimes
Markoviano e nao—Markoviano sao tight, e também um exemplo onde ambos nao sao tight.
Por fim, nés vamos mostrar como é possivel melhorar a evolucao do q—bit controlando o

a-QSL, isto é, iremos mostrar como é possivel fazer 754, /7 ~ 1.

6.2.1 Contextos onde Markovianidade ou ndao—Markovianidade implicam em uma dina-
mica tight

Como discutido anteriormente, nés provamos que [veja Eq.(6.22)] quando lidamos

com um g-bit inicialmente preparado em um estado puro, o a—QSL é mais tight que o
DL-QSL, isto é

T > 759 = THeL (6.81)

para todo tempo de evolugao 7 entre um estado inicial puro py e o estado final p, do
q-bit. Veja que se Té%L =T, entao T > 7o, > TéjSLL = 7, logo 75, = 7. Dessa forma,
noés podemos concluir que quando uma dindmica ¢ tight de acordo com o DL-QSL nés
também obtemos uma dindmica tight de acordo com o a—QSL. Isso é consistente com
os resultados obtidos anteriormente: de acordo com o Lema 17, uma dinamica é tight de
acordo com o DL-QSL se, e somente se, o caminho dinamico é radial na esfera de Bloch, e
de acordo com o Lema 16 uma dindmica ¢ tight de acordo com o a—QSL se, e somente se,

o caminho dindmico é uma reta no espago de Bloch. Logo, uma vez que um caminho radial
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constitue uma reta com uma dire¢do bem definida, uma evolugao tight de acordo com o
DL-QSL sempre sera tight também de acordo com o a—QSL, mas note que a reciproca

nao é verdadeira.

Vamos agora ilustrar algumas condi¢oes onde a Markovianidade implica em uma
dindmica tight de acordo com o DL-QSL e que foram originalmente desenvolvidas nas
referéncias (35,52). Estas condigoes também podem ser aplicadas para o a—QSL uma vez

que a Eq.(6.81) é sempre vilida para a dindmica de um q-bit com estado inicial puro.

6.2.1.1 Dinamica onde Markovianidade implica em tightness: modelo de Jaynes—Cummings

Vamos iniciar com um caso onde a evolucao é tight de acordo com o DL-QSL unica-
mente no regime Markoviano. Esta dindmica é descrita pelo modelo de Jaynes-Cummings

e representa o decaimento de um sistema de dois niveis.

Utilizando a abordagem microscépica (45), nés podemos partir de uma Hamiltoni-
ana total que descreve um sistema de dois niveis interagindo com um ambiente bosonico
com infinitos graus de liberdade. A equacao mestra que descreve este sistema de dois niveis
(q-bit) é dada por

PO —30) (5-plt)0 ~ 5 for0-p(0) ) (6.:82)

onde oy = (0, £ i0,)/2 representam os operadores de abaixamento e levantamento do

grupo de Lie SU(2), enquanto que o a taxa de decaimento y(t) é definida por

B 290 sinh (tp/2)
~ ¢cosh (tg/2) + Asinh (t¢/2)

(1) (6.83)

sendo ¢ = /A2 — 29\ a largura espectral do reservatorio Lorentziano, e 7, representa a

forca do acoplamento entre o q—bit e o ambiente bosonico.

A solugao da Equacao Mestra (6.82) para o estado dindmico p(t) = A‘ggo)(po) do
q-bit é dada por

(6.84)

mww%m@—ﬁ—mw2@wg
A (o) — |

91obt P1|bt|2

onde a forma matricial dada pela Eq. (6.84) é escrita na base de auto-estados® de o, sendo
que P; corresponde a populagdo inicial do estado excitado [1), q19 = (1] p(0) |0) representa

a coeréncia inicial e nés temos
A
by = e M2 (cosh (tp/2) + " sinh (tq5/2)> . (6.85)

No6s podemos agora calcular a medida BLP de nao-Markovianidade para este

modelo. Relembre que a medida BLP é dada por

6 Temos o, |I) = (—1)'|I), onde I € {0, 1}.
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N (AETTC,O)) = max /cr>0 dt o (p(()l),p(()2),t) (6.86)

P(()l)v P(()Q)

onde noés temos

dD p(l) t 7p(2) t
o (o, 06,t) = ]l Elt) (®) (6.87)

sendo Di[pM(t), pP(t)] = ||[pV(t) — pP(¢)||/2 a distancia traco entre os dois estados
dinamicos, enquanto que o estado dindmico que evolui inicialmente de pg) de acordo com

o modelo de Jaynes-Cummings é dado por

PO (t) = A‘(]EO) (pgi)> ci=1,2. (6.88)

Em (54), foi numericamente mostrado que o par de auto—estados de o, resolve o problema
de maximizacao na Eq.(6.86), e também foi demonstrado que é possivel escrever o DL-QSL

em termos desta medida, provando a seguinte relagao

-
To5L = — : (6.89)
N(A(TYO))
1+2

16,2

A Eq.(6.89) caracteriza a relagao completa entre a BLP—Markovianidade e o DL—
QSL. Veja que quando nés temos uma dinamica BLP-Markoviana a distancia trago entre
dois estados dinamicos constitue uma funcdo monotonicamente decrescente no tempo,
e portanto N/ = 0 e TgéL = 7. Além disso, de acordo com o Teorema 14, nds temos
que a RHP-Markovianidade também implica em N = 0, uma vez que a distancia traco
também decai monotonicamente no tempo. Logo, em ambos os regimes de RHP e BLP

Markovianidade nés sempre” temos uma dindmica tight de acordo com o DL-QSL.

Em complemento, considerando que o g—bit é preparado inicialmente em um estado
puro, nés temos também que a Eq.(6.81) é valida. Dessa forma, para um sistema cuja
evolugao ¢é descrita pelo modelo de Jaynes—Cummings, o regime RHP e BLP Markoviano
sempre sera tight de acordo com o a—QSL. Veja que a RHP ou BLP Markovianidade
sao apenas condigOes suficientes para obter uma evolugao tight de acordo com o a—
QSL. Em outras palavras, se a evolugao ¢ RHP ou BLP Markoviana, entao N' = 0 e
T > T5er > Ther = T, logo T = 78g, e a dindmica é tight. Entretanto, diferentemente
do DL-QSL, noés ainda nao podemos afirmar que a dindmica nao serd tight no regime

nao—Markoviano, ou seja, quando N > 0.

Um sistema fisico cuja evolugao é descrita pelo modelo de Jaynes—Cummings

representa um exemplo onde o regime Markoviano sempre sera tight de acordo com o

7 A afirmacdo é que em ambos os regimes RHP e BLP de Markovianidade, nés obtemos N = 0

e portanto a dindmica serd tight. Entretanto, é importante lembrar que existem dinamicas
BLP Markovianas que nao sdio RHP Markovianas.
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a—QSL. Vamos agora apresentar um exemplo onde as dindmicas nao—Markovianas podem

ser tight.

6.2.1.2 Dindmica onde nao-Markovianidade implica em tightness

Vamos agora discutir um modelo onde o regime nao—Markoviano representa uma
evolucao tight. Para isso, vamos lidar com a evolucao dindmica no espago de Bloch. De
forma geral, um mapa dinamico que descreve a evolugao de um g-bit pode ser representado

por uma matriz 3 X 3 que atua no espaco de Bloch, transformando o vetor dindmico 7i;.

Considere entao um sistema quantico descrito pelo espago de Hilbert H bidimen-
sional cuja evolucao é descrita em termos do mapa dinamico ®(; gy = ®. Lembre que o
conjunto® /3 su) = {0z, 04,0, 15} representa uma base para o espago vetorial dos opera-
dores lineares hermitianos definidos em um espaco de Hilbert bidimensional. Dessa forma,
no6s podemos escrever uma representacao matricial do mapa dindmico na base 85y (2). Nos

definimos os elementos de matriz

Doy = <$‘“§ o (3%» - ;Tr{aa@(ag)} a8 €1{0,1,2,3) (6.90)

onde oy = 15, 0; com ¢ = 1,2, 3 representa as matrizes de Pauli e nés consideramos a
normalizagao o,/ /2 para obter os geradores do SU (2) ortogonais com respeito ao produto
interno de Hilbert-Schmidt. Escrevendo o operador densidade na sua representacao de
Bloch, onde p; = (1/2)(12 + 7i; - &), todo estado quéntico pode ser representado como um
vetor coluna do tipo @ = (1/2,n,,n,,n,)" escrito na base Ssy(2). Dessa forma, o mapa

dindmico ®(; ) assume a seguinte representagao matricial

10
‘I’u,o>=<§(t) A(t)), (6.91)

onde § € R? e A(t) é uma matriz 3 x 3. Consequentemente, a evolucéo py — pr = P1.0)(po)

pode ser descrita no espaco de Bloch em termos a transformacao afim

onde ndés temos
0,11(t) 0,12(t) alg(t) nx(O) Sz(t)
A(t) = | an(t) axn(t) ax(t)| , o= |n,0)| , 5(t) = |s,0t) | - (6.93)
azn(t) az(t) g(t) n(0) h(t)

Os termos A(t) e 5(t) representam uma deformacio e uma translagdo, respectivamente, no

estado inicial 7y e descrevem a dinamica do g-bit no espaco de Bloch.

8  Essencialmente nés temos os geradores do grupo de Lie SU(2) juntamente com a identidade

2x2
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Vamos fixar a base {|0),|1)} dos auto—estados de o, (o, |l) = (—1)'|I) com [ =0, 1)
para o espago de Hilbert H do nosso g-bit, logo |0) representa o estado fundamental
e |1) serd o estado excitado do sistema. Os resultados desenvolvidos na referéncia (55)
garantem que o par de estados iniciais de um g-bit na qual maximiza a medida BLP de
nao—Markovianidade sempre pode ser escolhido como um par de estados puros ortogonais.
Logo, vamos supor que o sistema ¢ inicialmente preparado em um dos auto—estados de o,
entdao iy = (0,0,+1)7, sendo 7§ quando o sistema é preparado inicialmente no estado
excitado e 1, quando o sistema inicia no estado fundamental. Este par de estados iniciais

resolvem o problema de maximizacao implicito na medida BLP, e podemos relacionar tal
medida com o DL-QSL.

Considere um modelo onde o termo h(t) = 0 para todo instante de tempo ¢ da
evolugao, e ¢g(7) < 0 para um tempo de evolu¢ao 7 > 0. Calculando a medida BLP de
nao-Markovianidade, denotada por N(®, ), considerando o estado inicial preparado em
cada um dos auto-estados de o, e possivel mostrar que (52) o DL-QSL se relaciona com

N(®(;0)) através da expressao

(6.94)

TQDSLL _ <2N((I)(T,0)) n 1 +9(7)>_1
T 1—g(r) 1-g(7) ‘

Logo, nés temos que 754, /7 = 1 & N(®(,)) = |g(7)|. Em outras palavras, a evolucao
serd tight de acordo com o DL-QSL se, e somente se, a dinamica é BLP nao-Markoviana®

satisfazendo N (®(r0)) = |g(7)|.

Como estamos considerando um q-bit inicialmente preparado em um estado puro,
nos temos que Tggy, > TgSLL. Logo, uma vez que a nao—Markovianidade implica TQDSI/L =T,
nés podemos concluir que 7 = 784, . Portanto, se a dinamica for descrita pelo modelo
discutido acima, sempre que a evolucao for nao-Markoviana com N (@) = |g(7)| nds
temos uma dinamica tight de acordo com o a—QSL. Veja novamente que isso corresponde
apenas a uma condicao suficiente para uma dindmica tight com respeito a este quantificador.
Em outras palavras, nesse regime de nao-Markovianidade nos teremos 7 = 754, mas
(diferentemente do DL-QSL) nés nao podemos afirmar que o regime Markoviano nao sera
tight.

Nesta secao, nés vimos um exemplo onde a Markovianidade implica em uma
dindmica tight para o a—QSL. Por outro lado, nés agora mostramos um exemplo contrario,
onde a nao—Markovianidade também implica em uma dindmica tight de acordo com este
quantificador. Em geral, sempre que lidarmos com um g—bit inicialmente preparado em
um estado puro na qual sofre uma dindmica tight de acordo com o DL-QSL, tal evolugao

também sera tight de acordo com o a—QSL. Para mais exemplos de modelos onde a

9 Lembre que uma dindAmmica BLP ndo-Markoviana é também RHP niao-Markoviana
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Markovianidade ou nao—Markovianidade implicam em uma evolugao tight de acordo com

o DL-QSL, o leitor é indicado a consultar a referéncia (52).

6.2.2 Contexto onde ndo ha uma relagdo bem definida entre Markovianidade e tightness
para o a—QSL

Vamos agora ilustrar alguns casos onde nao ha uma relagdo bem definida entre uma
evolucao tight e os regimes de Markovianidade e nao—Markovianidade. Veremos casos onde
ambos os regimes serao tight, e também ilustrar exemplos onde ambos nao correspondem
a evolugoes tight. Concretamente, vamos utilizar o modelo de dois g—bits interagentes e
acoplados com um ambiente bosonico que foi ilustrado na Segao 5.4. A seguir, nés iremos
obter a representagao de Bloch que descreve a dindmica do g—bit principal, e que sera
essencial para calcular o a—QSL. A proxima discussao pode ser vista como um exemplo

concreto do calculo de um quantificador de QSL para uma determinada dinamica.

6.2.2.1 Dois g-bits interagentes e acoplados com banho bosonico

Os detalhes do modelo foram discutidos no Capitulo 5, na Se¢ao 5.4. N6s vimos que
o ¢-bit auxiliar juntamente com o ambiente bosdnico constituem um ambiente efetivo para
o g-bit principal, onde a Markovianidade (de acordo com ambas as definigoes BLP e RHP)
pode ser controlada através do estado inicial preparado para o g—bit auxiliar juntamente

com a constante de acoplamento J(t) que descreve a interacao entre os dois q—bits.

Veja que, de acordo com o modelo proposto, toda a informacao da Markovianidade
do q-bit principal estd implicita na taxa de decaimento 7, (¢) [veja a Eq.(5.85)]. Por outro
lado, nés precisamos obter o vetor de Bloch 77, que descreve a dinamica do q-bit principal
no espaco de Bloch, com a finalidade de calcular o a—QSL. No que segue, nés iremos obter
explicitamente a taxa de decaimento 7, (¢) assim como as componentes do vetor dindmico
Ty

Relembre que o estado inicial pg(0) do sistema composto pelos dois q—bits precisa ser
um estado produto (50) para que a dindmica p;(t) (Eq.(5.77)) seja um mapa completamente
positivo e que preserva o traco'?, isto é, satisfaca a definicdo de um mapa dindmico. Logo,

considerando que os dois g—bits estao inicialmente descorrelacionados, nos temos que

ps(0) = p1(0) @ p2(0) , (6.95)

e nés iremos denotar o estado inicial p;(0) na base de auto-estados de o;, com j = 1,2,

como sendo

p1(0) = (; 12) , pa(0) = (ba 1Ea) , (6.96)

Ou abreviadamente em inglés, um mapa CPTP.

10
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onde a, ¢ € R representam as populagoes iniciais enquanto que b, d € C sao as coeréncias

iniciais dos estados p2(0) e p1(0), respectivamente.

Vamos considerar um banho Ohmico, descrito pela densidade espectral dada pela
Eq. (5.97). Além disso, vamos também supor que o acoplamento entre os dois q—bits e a
escala de energia do q—bit principal sdo constante, ou seja, J(t) = J e e;(t) = e; para todo
t > 0, onde J,e; € R. Neste caso, considerando dois q—bits inicialmente descorrelacionados,
a taxa de decaimento 7 (¢) do g-bit principal pode ser calculada explicitamente. Tomando
que Y1 (t) = y(t) + Yaux(t), onde y(t) é dada pela Eq.(5.99) enquanto que 7aux(t) é fornecida
pela Eq. (5.96), nds temos que

n(t) —tw, J (1 —(2a — 1)%)sin (2Jt)
nwe 14 (twe)? 2w |1 — (1 — (2a — 1)2) sin? (Jt)
+ C[PG(0,C(1 —itw.)) — PG (0,C(1 +itw.))], (6.97)

onde C' = % representa o valor numérico da temperatura em unidades de fw,./ky, PG(n, 2)
denota a funcdo PolyGamma que representa a n-ésima derivada da funcio digamma 1™ (z),
e nds calculamos que (0,9) = Tr{p2(0)0.2} = 2a — 1. Além disso, considerando o estado
inicial dado pelas equagoes (6.95) e (6.96), nés podemos calcular os parametros o e 5(t)
que descrevem o estado p;(t) do q-bit principal, Eq. (5.77). Nomeadamente, uma vez que

« é definido na Eq.(5.80) e (t) é fornecido na Eq.(5.81), nds temos que

a = c, (6.98)
B(t) = d(e”" = 2aisin(Jt)) . (6.99)

Por fim, escrevendo o estado dinamico na forma matricial

~pu()  pra(t)
= (pa(t) 1—pn<t>) | R

e comparando com a Eq(5.77), nés facilmente reconhecemos que

pi(t) = a=c, (6.101)
pra(t) = e e TOp(1) = et IOy (e“t — 2aisin (Jt)) ) (6.102)

onde I'(t) = [fJ dr v(7) é a funcdo de decoeréncia dada pela Eq.(5.102) para o caso de um
ambiénte Ohmico. As equacdes (6.101) e (6.102) fornecem as populaces e coeréncias dos
auto—estados de o,;. Consequentemente, nés temos toda a dindmica do q-bit principal
caracterizada pela Eq.(6.100) e o estado dindmico p;(t) descreve uma curva no espago de

estados D(H;) do q-bit principal.
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Nés podemos agora calcular também a representagao de Bloch do estado dindmico
p1(t). Uma vez que o g-bit principal é descrito em termos de um espaco de Hilbert H;

bidimensional, nés podemos escrever

1 R
p1<t) = 5 (]12 + Ny O') , (6103)

onde ng(t) = Tr{p1(t)or1}, com k = x,y,z e 1, representa a matriz identidade 2 x 2.
Dessa forma, nés podemos obter as componentes do vetor de Bloch 7i; em termos das

populagoes e coeréncias de p;(t) de acordo com as seguintes transformagoes

n.(t) = 2pn(t)—1, (6.104)
no(t) = 2Re(pus(t)) . (6.105)
ny(t) = —2Im(p12(t)), (6.106)

e utilizando as equagoes (6.101) e (6.102), nés podemos concluir que

n.(t) = 2e T {Re{d} [cos (t(J — e1)) — 2asin (Jt)sin (te;)]
- Im{d} [sin( (J —e1)) — 2asin (Jt) cos (te1)]} (6.107)
ny(t) = ® {Re{d} [sin (t(J — e1)) — 2asin (Jt) cos (te)]
+ Im{d} [cos (t(J — e1)) — 2asin (Jt) sin (tey)]} (6.108)
enquanto que n.(t) = n,(0) = 2¢c — 1 é uma constante de movimento. Dessa forma,

noés temos o vetor dindmico 7y = (n,(t),ny(t), n.(t)) que descreve a dindmica do q-bit
principal no espaco de Bloch. Veja que a contribuicao da dissipagao induzida pelo ambiente

r'(t)

¢ descrita por e~ ¥ nas componentes n,(t) e n,(t), enquanto que o termo entre as chaves

corresponde a contribuicao da dissipagao induzida pela interagao entre os dois q—bits.

A dinamica do g—bit principal possui uma interessante interpretagao geométrica
em termos do espago de Bloch. Como discutido anteriormente, dado que [o,;, H| = 0 onde
H é a Hamiltoniana do sistema global (q-bit principal, q-bit auxiliar, ambiente bosonico e
interagoes), as populagoes dos auto-estados dos operadores o,; com ¢ = 1,2 sdo constantes
de movimento. Logo, uma vez que a populagao p1(0) = ¢ de p;(0) é definida, o seu valor
permanece constante para todo tempo ¢ > 0. Em termos do espaco de Bloch, isso significa
que a componente n,(t) = n, = 2c — 1 é constante e previamente fixada pela populagao
inicial p;; do estado fundamental |0). Geometricamente, isto significa que o vetor dindmico
1; pode pertencer unicamente a area transversal da esfera de Bloch cuja altura é fixada

em n, = 2c — 1, tal como representado na Fig. 6.
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Figura 6 — Evolucao dindmica do gq-bit principal no espaco de Bloch.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma vez que nés temos o vetor dindmico 77, que representa o estado p;(t) do g-bit
principal, vamos agora calcular sua derivada temporal dii;/dt = (dn,/dt, dn,/dt, dn,/dt)
e a norma ||dii;/dt||, que serao tteis no estudo dos diferentes quantificadores de limite
quéntico de velocidade. Obviamente nés temos dn,/dt = 0, e podemos direcionar nossos

esforcos para calcular dn,/dt e dn,/dt. Para tal, vamos definir

&:(t) = Re{d}[cos (t(J —e1)) — 2asin (Jt) sin (tey)]

— Im{d} [sin (¢(J — e1)) — 2asin (Jt) cos (teq)] , (6.109)
&(t) = Re{d}[sin(¢(J —e1)) — 2asin (Jt) cos (ter)]

+ Im{d} [cos (t(J — e1)) — 2asin (Jt)sin (tey)] , (6.110)

e entdo, observando as equacdes (6.107) e (6.108), nés podemos escrever n,(t) = 2", (1)
e ny(t) = —2e"®¢, (t). Derivando com relacio ao tempo t e notando que I'(t) = [ v(7)dr

implica que dI'/dt = ~, ndés concluimos que

dn;t(t) = 2¢T® <—7(t)§x(t)+d£;t(t)> : (6.111)
) e (g + ) 6112
dn.(t)

= =0, (6.113)

onde a taxa de decaimento 7(t) e a funcdo de decoeréncia I'(t) para o caso Ohmico sdo

dadas pelas equagoes (5.100) e (5.102), respectivamente. Por fim, a norma ||d7,/dt|| =
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\/(dnz/dt)2 + (dn,/dt)? pode ser escrita como

Utilizando as definigoes de &, ,(t) e calculando suas derivadas explicitamente, apds uma

driy

dt

= 270 [(—msx(mdfgfﬂ) +(—v<t>sy<t>+d5;f))] S (G11)

longa algebra nés podemos concluir que

Et) = (1+2(a—1)a)e? +2(2a — ey + (14 2(a — 1)a)(J* ++2(t))
+2(1 —a)a {(e% — J? + (1)) cos (2Jt) + 2J(t) sin (2Jt)} : (6.116)

dri,

dt

= 2e" 10|\ /2(1) | (6.115)

onde noés definimos

Como teste de consisténcia, suponha que o estado inicial corresponde ao estado
fundamental |0), sendo o auto—estado com auto—valor positivo de o,;. Neste caso, temos

que 7ip = (0,0, 1) ou equivalentemente podemos escrever a representagao matricial

wo= (3 1) @117

Nés temos que d = 0 para o estado fundamental, e consequentemente, da Eq.(6.115),
\|dft, /dt]| = 0, que ocorre se, e somente se, dit, /dt = 0. Logo, temos que 7, = (0,0,1) ¥Vt > 0
representa um vetor constante. Isto é consistente com o resultado fisicamente esperado,
pois uma vez que este estado é uma constante de movimento, nés temos que sua populagao
¢ uma constante no tempo, ou seja, n,(t) = 1 V¢t > 0. Além disso, se o efeito da decoeréncia
for muito forte, ou seja, se a exponencial da fungao de decoeréncia I'(t) cresce mais
rapidamente que \/?t) , 0 vetor dindmico tende a assumir um valor constante no espago
de Bloch.

Portanto, supondo dois q-bits inicialmente descorrelacionados e acoplados com um
ambiente bosdnico, nds calculamos a taxa de decaimento v, () que representa a dissipagao
do g—bit principal e define os regimes de Markovianidade e nao—Markovianidade de sua
dindmica com relagao a ambos os critérios BLP e RHP. Além disso, nés calculamos o
estado dindmico p;(t) que representa o caminho dindmico no espago de estados D(H;)
do g-bit principal, assim como também obtemos o vetor 7, = (n,(t), n,(t),n.(t)) que

descreve sua dinamica no espaco de Bloch.

No que segue, nés iremos apresentar um contexto onde ambos os regimes Markoviano

e nao—Markoviano podem representar uma evolugao tight.
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6.2.2.2 Condicao onde dindmicas Markovianas e nao-Markovianas sao tight

As condigoes necessarias e suficientes para que uma evolugao seja tight de acordo
com o a—QSL foram descritas no Lema 16, onde nds vimos que o caminho dindmico de
uma evolugao tight consiste em uma linha reta que conecta o estado inicial py ao estado
final p,. Nesta situagao, nos temos que 7 = 754, Note que para tempos de evolugao 7
infinitesimais, o caminho dinamico sera aproximadamente linear. Portanto, de forma geral,
independente do sistema sofrer uma evolu¢do Markoviana ou nao—Markoviana, a evolugao
serd inicialmente tight para pequenos valores de 7. Isso significa que 75, /T ~ 1 no inicio

na dinamica.

Em termos do modelo descrito anteriormente, para uma condicao inicial dos dois
g—bits fixada, nés podemos controlar a nao—Markovianidade do g—bit principal através
da constante de acoplamento J. Para cada acoplamento, ha um 7, onde 7 = 754, para
todo 7 € [0, Tiax|. Este comportamento pode ser observado na Fig. 7. Para as simulagoes
ilustradas nas Figuras 7, 8, 9, 10 e 11, nés consideramos um ambiente Ohmico com 7 = 0.1,
we=1eT =2,5.10"3hw,./ky,. Além disso, a escala de energia do q-bit principal é e; = 1.
Em adicdo, nés sempre preparamos o -bit auxiliar no estado puro v/0.1 |0) + V0.9 11).

QSL como func¢ao do tempo de evolugao r

2-0 T T T T ,/1
1.5+ 8
J=0
J=05
™
Z 10 — =
= — J=18
— J=2
----- T=TgsL
0.5¢ 8
U‘U | | 1 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

T

Figura 7 — a—QSL em funcao de 7 para pequenos valores do tempo de evolugao. O q-bit
principal é preparado incialmente em um dos auto—estados de o,, nomeadamente

(10) = [1)/v2.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A curva verde corresponde ao caso onde os dois g—bits nao interagem, J = 0, e para
o conjunto de parametros descritos na Fig. 6 ela corresponde a uma evolugao Markoviana.
Podemos comprovar que o g—bit principal sofre uma evolucao Markoviana para J = 0
observando a taxa de decaimento v, (t) que descreve a sua interagdo com o ambiente, tal

como ¢ ilustrado na Fig. 8.

Taxa de decaimento em func¢do do tempo de evolucgao
0.06 - . : : . :
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~0.01L ' - - ' -
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T

Figura 8 — Taxa de decaimento em funcao do tempo de evolucdo 7 do gq-bit principal. O
q-bit principal é preparado incialmente no estado puro (|0) — [1))/v/2.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma vez que 71 (t) > 0 para todo instante de tempo ¢, nés podemos afirmar que esta
dindmica ¢ RHP Markoviana. Além disso, lembre também que a RHP-Markovianidade
implica na BLP—Markovianidade, e portanto esta evolugao também é BLP Markoviana.
Por outro lado, para J = 1.6, nés tempos uma dinamica nao—Markoviana, como pode ser

observado na Fig. 9.
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Distancia traco como funcao do tempo
1.0 . . . :

— J=186

D(p,o)
=
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0.6 ' ' ' -
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T

Figura 9 — Distancia trago em funcao do tempo. Os dois estados iniciais avaliados para
calcular a distancia trago correspondem aos dois auto—estados de o,, nomeada-

mente (|0) £ [1))/v/2.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma vez que a distancia trago nao ¢ monotonicamente decrescente para esse
conjunto de parametros, nos temos que para J = 1.6 a dindmica do q-bit principal é BLP
e RHP nao—Markoviana. Portanto, nés estamos mostrando um exemplo onde ambos os
regimes Markoviano e nao—Markoviano representam uma dinamica tight se considerarmos
um tempo de evolugdo pequeno. Em outras palavras, noés temos que 754, &~ T para

pequenos valores de 7 tanto no caso Markoviano quanto no caso nao—Markoviano.

Vamos agora analisar um caso onde o tempo de evolugao nao ¢ infinitesimal. Em
geral, quando 7 nao ¢ infinitesimal o caminho dindmico ndo é necessariamente linear, e
noés obtemos uma dinamica que nao é tight. Tal comportamento pode ser observado na
Fig. 7, onde 7 # 784, quando 7 nao assume valores pequenos. Considere agora o grafico

ilustrado na Fig. 10.
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QSL como funcao do tempo de evolucao t
1.1+ . . . . :

Tgsl(t)/T
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T

Figura 10 — 754, /T em fungdo do tempo de evolugao. O g-bit principal é preparado
inicialmente no estado (|0) — |1))/v/2.

Fonte: Elaborada pelo autor.

De acordo com a Fig. 10, ambos os casos Markoviano (J = 0) e ndo—Markoviano
(J = 1.6) sdo inicialmente tight para valores infinitesimais de 7, mas ambos os regimes
deixam de ser tight para valores maiores do tempo de evolucao. Além disso, note que nés
podemos ajustar o valor do acoplamento entre os dois q—bits com o objetivo de melhorar a
dindmica do sistema. Em outras palavras, nés aumentamos o valor de J que vai de J =0
até J = 1.6, transitando de uma dindmica Markoviana para nao—Markoviana, tal como foi
mostrado anteriormente. Perceba que embora a dindmica para J = 1.6 nao seja tight, nos
obtemos 754, /T &~ 1 para um intervalo maior de tempo de evolugdo em comparagdo com

a dinamica Markoviana com J = 0, tal como ¢ ilustrado na Fig. 11.
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1-Tqgsl(r)/r em funcdo de r
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Figura 11 — [1—-7§¢;/7| em funcio do tempo de evolugao. O estado inicial do q-bit principal
corresponde a um dos auto-estados de o,, nomeadamente (|0) — |1))/v/2.

Fonte: Elaborada pelo autor.

De acordo com a Fig. 11, a dindmica Markoviana com .J = 0 é inicialmente melhor
que o caso nao—Markoviano com J = 1.6. Em outras palavras, nés obtemos que a razao
|1—7§s1,/7| € menor inicialmente para a dindmica Markoviana. A partir do instante 7 ~ 0.6,
nos observamos um comportamento diferente. Embora a onde a dindmica ndo—Markoviana
com J = 1.6 ndo seja tight, nés obtemos |1 — 755, /7| = 0.009 para 7 € [1,2], e tal valor é
menor que o seu respectivo para a dindmica Markoviana com J = 0. De fato, a partir de
7 =~ 0.5, nés obtemos que o valor de |1 — 755, /7| é menor para o caso nao-Markoviano
com J = 1.6 do que para o caso Markoviano com .J = 0. Dessa forma, para este exemplo,
nés podemos afirmar que o caso nao—Markoviano é melhor que o caso Markoviano. Além
disso, veja que noés melhoramos a dinamca controlando o valor do acoplamento J, isto ¢,

diminuimos o valor de |1 — 754, /7| alterando a constante J.
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7 CONCLUSOES

Os Capitulos 2 e 3 foram o ponto inicial da nossa discussao, onde nés formalizamos
a teoria quantica ruidosa, assim como os principais tipos de medidas de distinguibilidade de
estados quanticos. Além disso, nés discutimos a definigdo das normas Schatten, que foram
uma das principais ferramentas utilizadas neste trabalho. No Capitulo 4, nds introduzimos
o0s conceitos centrais relativos aos limites quanticos de velocidade (QSL). Nés discutimos
sobre os principais exemplos ja existentes na literatura, assim como elaboramos as ideias
principais no que diz respeito ao desenvolvimento de um QSL. No6s vimos que diferentes
medidas de distinguibilidade podem induzir diferentes quantificadores e questionamos a

relacao eles.

Em complemento, nés vimos no Capitulo 5 que existem diferentes abordagens
para caracterizar e quantificar os efeitos de memoria em dindmicas de sistemas quanticos,
ilustrando as principais defini¢bes e nogoes de Markovianidade quantica. Nos vimos que
a definicao de Markovianidade é altamente dependente do contexto, ou seja, depende
do tipo de cenario na qual estamos lidando. Quando nao possuimos informacao sobre a
interagao entre o sistema e o ambiente mas conhecemos a dindmica do sistema quantico
aberto descrita por um canal quantico, nés podemos utilizar as definicbes BLP ou RHP
de Markovianidade, ou até mesmo caracteriza-la em termos do gerador de um semigrupo.
Neste ponto, nés colocamos a seguinte questao: é possivel que haja alguma relacao entre

os limites quanticos de velocidade e os efeitos Markovianos ou nao—Markovianos?

Dessa forma, esta pesquisa teve como objetivo investigar se ha alguma relagao entre
os diferentes tipos de limites quanticos de velocidade ja existentes na literatura, ou melhor,
buscamos um quantificador universal, que generalizasse os demais casos preexistente.
Além disso, bucamos também investigar as relacoes entre os efeitos nao—Markovianos e
dindmicas tight de acordo com os QSLs estudados. No Capitulo 6 nés desenvolvemos
dois novos limites quanticos de velocidade induzidos por normas a—Schatten. O primeiro
quantificador foi obtido através da abordagem geométrica, dando oriem ao 754, (a~QSL),
enquanto que o segundo foi induzido a partir da desigualdade de Holder, fornecendo o
TS’SBL ((er, B)-QSL). Tais quantificadores foram comparados com outros QSLs encontrados
na literatura e também obtemos as condigoes necessarias e suficientes para obter uma

evolugao tight de acordo com o a—QSL e com o (a, 3)-QSL.

Para o a—QSL, foi demonstrado que este pode ser visto como uma generalizacao
do QSL obtido por Campaioli et al. (44) para normas a—Schatten mais gerais, e também
foi mostrado que o valor deste quantificador é invariante com respeito a norma Schatten
escolhida quando estamos considerando uma dinamica de um g-bit, destacando uma certa

nocao de universalidade. Além disso, nés mostramos que quando lidamos com a evolugao
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de um g-bit que é inicialmente preparado em um estado puro, o a—QSL é mais tight que
o quantificador desenvolvido por Deffner e Lutz (35), nomeadamente o DL-QSL. Para o
QSL obtido a partir da desigualdade de Holder, nés vimos que este pode ser visto como
uma generalizacdo do quantificador desenvolvido por del Campo et al (43) (5§7") para
normas Schatten mais gerais que a norma de Hilbert—Schmidt. Além disso, n6s mostramos
também que o (a, f)-QSL ¢é mais tight que o 758", Por fim, vimos que o DL-QSL ¢é
apenas um caso particular do TS’SBL para o — 00 e f — 1, e para a dindmica de um q-bit
nos mostramos que estes quantificadores sao proporcionais um ao outro, onde o termo de
proporcionalidade é definido pela a—norma Schatten fixada [veja Eq.(6.62)] no espago de

estados do g-bit.

Em adicao, nés analisamos as condi¢oes necessarias e suficientes para obter uma
evolugao tight para um gq-bit de acordo com os limites quanticos de velocidade induzidos
pelas normas Schatten. Obtemos condigdes com interpretagoes geométricas em termos do
caminho dinamico no espaco de Bloch, assim como obtemos as restricoes ao comportamento
das populagoes e coeréncias do estado dinamico do g-bit, refletindo assim uma condigao
algébrica. Para o caso do QSL geométrico, o a evolucao sera tight se, e somente se, o
caminho constitue uma reta que conecta o estado inicial ao estado final. Por outro lado, foi

demonstrado que apenas processos dissipativos estao aptos a representarem uma evolucao
tight de acordo com o (a, )-QSL.

Por fim, comparamos os dois novos quantificadores desenvolvidos neste trabalho
para o caso de um sistema qubit. Encontramos uma relacao de desigualdade entre eles que
se mantém sempre que o estado inicial é puro. Esta relacdo provou ter uma interpretacao
geométrica interessante em termos dos vetores inicial e final no espaco de Bloch. Além
disso, para a dinamica de um q-bit preparado inicialmente em um estado puro, nds vimos
que o a-QSL é mais tight que o (a, 3)-QSL, ou seja, nés demonstramos que 75g;, > TS@’BL.
Uma vez que nés temos TS’SBL > ngf A nés podemos concluir que o a—QSL também
é mais tight que o quantificador desenvolvido por del Campo et al (43). Portanto, nds
mostramos que o 7gg;, ¢ mais tight que todos os limites quanticos de velocidade que foram

discutidos neste trabalho, trazendo entao a nog¢ao de um QSL universal.

Portanto, além de obter novos limites quanticos de velocidade, ndés mostramos que
os quantificadores induzidos pelas normas Schatten podem ser vistos como generalizacoes
de quantificadores ja existentes na literatura, desenvolvidos sob abordagens completamente
diferentes, e mostramos que o a—QSL pode ser visto como um quantificador universal para

dindmica de q-bits com estado inicial puro.

Em seguida, nds investigamos a relacao entre a Markovianidade quantica e os limites
quanticos de velocidade. Uma vez que o a—QSL é o quantificador mais tight para a dinamica
de um g—bit inicialmente em estado puro, nés consideramos apenas o comportamento

do 78gy, sob o regime de uma dindmica Markoviana e nao-Markoviana. Inicialmente, nos
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estendemos os resultados desenvolvidos por Deffner e Lutz (35) e por J. Teittinen et
al (52) onde eles obtiveram as relagoes entre o DL-QSL e a BLP-Markovianidade. Nés
mostramos condi¢oes onde a BLP e RHP Markovianidade implicam em uma dindmica
tight de acordo com o a—QSL, e também mostramos um exemplo onde uma dindmica
RHP ou BLP nao-Markoviana serd tight de acordo com este mesmo quantificador. Estas
condigoes constituem os contextos onde ha uma relagao bem definida entre Markovianidade

e tightness do limite quantico de velocidade 75/ -

Além disso, nés mostramos que uma evolucao pode ser tight independentemente
do regime de Markovianidade da dindmica. N6s vimos que para tempos de evolucao
suficientemente pequenos, ambos os regimes de Markovianidade e nao—Markovianidade
podem representar uma evolugao tight. Por outro lado, para tempos de evolu¢ao que nao
sao infinitesimais, o caminho dinamico nao é, em geral, linear no espaco de estados e a
dindmica deixa de ser tight. N6s mostramos casos onde uma dindmica Markoviana e outra
nao—Markoviana nao representavam uma evolugao tight. Em complemento, utilizando o
modelo de dois gq—bits interagentes e acoplados com um banho bosonico, nés mostramos
que é possivel melhorar a dindmica de um dos g—bits controlando a interacao entre eles.
Nés vimos que foi possivel diminuir o valor de |1 — 78¢,,/7| passando de uma evolugao
Markoviana para uma nao-Markoviana, obtendo 754, &~ 7 para um maior intervalo de

tempos de evolucao para o regime nao—Markoviano.

Uma continuidade natural das nossas analises poderia ser de tentar investigar qual
o mecanismo que melhora a dinamica de um g—bit alterando a constante de acoplamento
J, e investigar se isto esta relacionado com algum fluxo de informacao entre o sistema
e o ambiente efetivo composto pelo q—bit auxiliar juntamente com o ambiente bosonico.
Podemos entao motivar o seguinte problema geral: dado uma dinamica que nao ¢é tight,
qual é o conjunto de pardmetros que minimiza |1 — TOSL /7| e, consequentemente, me-
lhora a evolucao? Além disso, poderiamos investigar novas condic¢oes suficientes onde a

Markovianidade ou nao—Markovianidade implicam em evolugoes tight de acordo com o
a—QSL.
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