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RESUMO

MAGNO, G. F. Quantificador de adiabaticidade em sistemas quinticos via
geometrias classicas. 2024. 103p. Tese (Doutorado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de
Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2024.

Partindo da abordagem matematica de geometrias classicas, uma abordagem linear para
modelos geométricos que aparecem com frequéncia em Fisica (e.g. Fubini-Study, hiper-
bélico, de Sitter, anti-de Sitter, conforme), elaboraremos um novo quantificador para
adiabaticidade no contexto de sistemas quanticos puros com dindmica unitaria. O quantifi-
cador sera construido a partir da isometria acompanhante, conceito naturalmente definido
neste cenario que tem a si atrelado uma estrutura de fibrado principal. Este quantificador,
vindo da geometria ambiente do problema, deve carregar consigo a histéria da evolucao e
servirda como base para formulagao de um bom critério geométrico para adiabaticidade.
Para fins de exemplificacao, traremos duas aplicagoes no caso de g-bits com Hamiltonianos
paradigmaticos apresentando gaps de energia variavel e constante ao longo do tempo de

evolugao.

Palavras-chave: Evolucao adiabatica. Geometrias classicas. Isometria acompanhante.

Geometria da informagao.






ABSTRACT

MAGNO, G. F. Adiabaticity quantifier in quantum systems throught classical
geometries. 2024. 103p. Thesis (Doctor in Science) - Instituto de Fisica de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2024.

From the mathematical approach of classical geometries, a linear approach to geometric
models that appear frequently in Physics (e.g. Fubini-Study, hyperbolic, de Sitter, anti-de
Sitter, conformal), we want to present a new quantifier for adiabaticity in the context of
pure quantum systems with unitary dynamics. The quantifier will be constructed from
the path-following isometry, naturally defined object in this scenario that has a principal
bundle structure associated to it. This quantifier, coming from the ambient geometry
of the problem, must carry with it the history of evolution and will serve as a basis for
formulating a good geometric criteria for adiabaticity. For exemplification purposes, we
will bring two applications in the g-bits case with a paradigmatic Hamiltonians presenting

energy gaps that are variable and constant over the time of evolution.

Keywords: Adiabatic evolution. Classical geometries. Path-following isometry. Information

geometry.
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo de introdugao iremos realizar uma exposicao historica da teoria da
informacao dando énfase na sua relacdo com a geometria. Daremos uma perspectiva da
teoria da informacgao com enfoque na geometria da informacao, seguido da apresentacao
da teoria da informagao quantica e suas nuances mais geométricas. Em seguida falaremos
dos enunciados acerca da adiabaticidade em sistemas quanticos puros com dinamica
unitaria. Faremos uma definicao de adiabaticidade, enunciaremos o critério adiabatico
tradicional seguido de formulagoes mais recentes de critérios adiabaticos presentes na
literatura, muito num espirito de expor o estado da arte dos enunciados dos critérios.
Finalizamos apresentando a estrutura do trabalho a ser desenvolvido. Este capitulo pretende
estabelecer os bastidores do resultado a ser desenvolvido, critério geométrico para uma

evolucao adiabatica quantica a partir do formalismo de geometrias cldssicas..

1.1 Panorama da teoria da informacao

Partiremos do surgimento da area e suas consequéncias na nossa maneira de
processar informacao e abordar problemas em diversos campos. Damos destaque a geometria
da informagao, area que concentra o espirito do trabalho, ou seja, aplicar formalismo
matematico-geométrico em contexto fisico de iteresse obtendo um resultado. Por fim,
falamos da informagao quantica como efeito da aplicacao dos fundamentos da teoria

quantica ao que ja era conhecido da teoria da informacao classica de modelos estatisticos.

Nesta secao utilizaremos muitos trechos da dissertacao de Trindade, (1) principal-
mente no que se refere a geometria da informacao. Seu texto construiu muito bem um
apanhado historico de desenvolvimento desta area, recomendamos a leitura do trabalho
caso haja desejo de mergulhar nos conceitos fundadores do pensamento da geometria da

informagao.

1.1.1  Os primoérdios e consequéncias diretas

O termo ciéncia da informacao denota um campo vasto, interdisciplinar e moderno
de pesquisa que abarca diversas areas como fisica, estatistica, computacao, matematica,
engenharia, teoria da informacao (2) e suas correlagbes em maior ou menor grau. Suma-
riamente, sua intencao é o estudo dos sistemas de comunicacao/informagao. (3) Estes
estudos estatisticos sdo implementados pelo desenvolvimento da teoria da informacgao, uma
maneira de modelar matematicamente a forma de processar, transmitir e medir informacao

em sistemas de comunicacao com interesse pratico.

I Aqui ndo iremos desenvolver questdes acerca das geometrias classicas. Esta discussio serd

realizada no Cap. 2.
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A Claude Shannon, engenheiro elétrico e matematico, é atribuido o titulo de pai da
teoria da informagao. Sua obra fundamental, “A Mathematical Theory of Communication”,
(4) revolucionou a forma como vemos a informagdo. Shannon percebeu que a informagao
pode ser tratada de maneira matematica, independentemente do significado das mensagens.
Ele formalizou a comunicacdo como um processo que envolve um transmissor, um canal
e um receptor, lancando as bases para a analise matematica da troca de informacoes.
Especificamente, ele demonstra que um aumento na taxa de transmissao de informacao
implicar num aumento na probabilidade de erro na saida do canal era um pressuposto
falso. (5)

Shannon também desenvolveu conceitos centrais como o bit, abreviagdo de binary
digit, sendo a unidade fundamental de informacao, representando a escolha entre dois
estados mutuamente exclusivos, geralmente chamados de 0 e 1. A introdugao do bit
possibilitou a medig¢ao precisa da quantidade de informacao e sua representacdo em

sistemas de computacao.

Um outro conceito notavel na teoria da informacao introduzido por ele foi o de
entropia, interpretada como uma medida da incerteza ou desordem em uma fonte de
informacao. Quanto maior a entropia, maior a incerteza e, portanto, maior a quantidade
de informagao necessaria para descrever a fonte. Shannon desenvolveu féormulas para
calcular a entropia de sistemas, incluindo fontes de informagoes bindrias e distribuigoes de

probabilidade, permitindo uma anélise quantitativa da informacao.

Com o passar dos anos, a teoria da informagcao transcende seu contexto inicial na
comunicacao. A formalizacao da informacao como uma entidade mensuravel encontrou
aplicagoes em diversas disciplinas. Por exemplo, na economia, conceitos como a entropia
sao adaptados para analisar mercados financeiros e a tomada de decisdes em condigoes
de incerteza. Em particular, utilizando grandezas andlogas a entropia podemos estudar
séries de retorno em uma bolsa de valores; na ciéncia da computacao a busca de algori-
timos mais eficientes/“geodésicos” se traduz matematicamente através da minimizagao
da complexidade de Kolmogorov e da complexidade computacional; na fisica estatistica
e termodindmica vemos ja nos cursos de formacao como a entropia termodindamica se
conecta com a definicdo de entropia da teoria da informagao; na estatistica a interseccao é
enorme, afinal diversas grandezas em teoria da informagao podem ser traduzidas numa
linguagem estatistica, a principal delas sao estados do sistema traduzidos em distribuicoes
de probabilidade, mas também podemos citar o caso de medidas de distinguibilidade
traduzidas em métricas e/ou divergéncias em espagos de probabilidade (5); na biologia, teve
aplicacao no estudo de distribuicoes gaméticas de genétipos de uma populacao diploide?.
(6)

2

Distribui¢ao das células sexuais de uma populacdo que apresenta cromossomos em pares.
Genoétipo é o conjunto de todos os genes do individuo, a sequéncia especifica do DNA que
armazena as informacgoes hereditarias.
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De fato, ter informacao como entidade mensuravel revolucionou a compreensao
da comunicacao, naturalmente levando ao desenvolvimento de codigos mais eficientes de
transmissao e compressao de dados. Contemporaneamente, a teoria da informacao tem
muito potencial de influenciar novos campos interdisciplinares em evidéncia, como teoria
da complexidade, aprendizagem de maquina e a inteligéncia artificial. Além disso, suas
aplicagoes na tecnologia da informagcao e comunicacao contribuem para a informatica e o
surgimento de dispositivos cada vez mais eficazes de comunicagao e armazenamento de

dados, possibilitando impacto na vida socioeconomica presente e futura.

1.1.2  Geometria da informacao

Antes de Shannon publicar seu trabalho sobre informacao, entre os anos de 1930-
1945 aproximadamente, o econometrista Harold Hotelling e o estatistico Calyampudi
Rao ao em estudar modelos estatisticos utilizando técnicas de geometria Riemanniana,
constroem o alicerce do que hoje chamamos geometria da informagdo. Equipando modelos
estatisticos com uma métrica Riemanniana especifica chamada métrica de Fisher, Rao
estuda a relagdo entre as distancias geodésicas e problemas de teste de hipdteses, derivando
assim a desigualdade de Cramér-Rao (2,7,8), relagdo muito importante em estimativa de
pardmetros. (9) Essa métrica coincide com a chamada matriz de informacio de Fisher?,

que possui estreita relagdo com a entropia de Shannon?. (10)

Medidas de distinguibilidade sdo objeto central em teoria da informacao. A acgao de
qualquer protocolo deve codificar informagcao no estado do sistema, estado este representado
por uma distribuicao de probabilidade em um modelo estatitico, por exemplo. Ter acesso
a esta informacao codificada apods a aplicacgdo da operagao pede por alguma maneira de
distinguir os estados inicial e resultante do sistema, proporcionando um paralelo direto
com as questoes geométricas. Nesse espirito, entre 1946 e 1948, ao estudar maneiras de

mensurar a distinguibilidade entre distribui¢oes de probabilidade, o geofisico e estatistico

3 Ao estudar estimativa de parametros em metrologia e derivar, neste contexto, a expressio da

desigualdade de Cramér-Rao permite interpretar o porqué da métrica de Fisher ter atrelada
a si um sentido de medida de informagao. Na derivaciao da desigualdade de Cramér-Rao para
um estimador de um parametro, a cota inferior para a varidncia do estimador vai com o
inverso da informacao de Fisher que os dados fornecem sobre este pardmetro, quanto mais
informagdo menos incerteza temos sobre a estimativa (9)

Para o leitor afeito a geometria da informagao. As familias de distribui¢bes exponencial -
veja equagao 2.31 em (10) - e mistura - veja equacao 2.35 em (10) - tem a si associadas as
a-conexoes - veja equacao 2.25 em (10) - o = {1, —1}, respectivamente. Tais conexoes sao
duais entre si com respeito a métrica de Fisher. A conexdo o = 1 é plana na exponencial e
a « = —1 é plana na mistura. A métrica de Fisher nessas familias escreve-se nos sistemas
de coordenadas afim respectivos a cada conexdo como a Hessiana de uma funcao potencial.
Esta funcado potencial se escreve com a expressao da entropia de Shannon no caso das
distribui¢oes mistura. Além disso, expressoes de entropia vao estar ligadas também a medidas
distinguibilidade em espagos de probabilidade, como as a-entropias relativas de Rényi (11)
sdo ligadas as a-divergéncias.(10)
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Harold Jeffreys introduziu a divergéncia de Kullback-Leibler. Verificando o comportamento
dessa grandeza sob aproximacoes locais infinitesimais, Jeffreys notou que a matriz de

informagao de Fisher surgia para aproximagoes de segunda ordem. (8)

Na segunda metade do século XX, surgem os trabalhos do matematico Nikolai
Chentsov, desenvolvendo uma conexao linear plana no espaco das distribui¢oes de proba-
bilidade sobre um conjunto finito, chamada posteriormente de conexao exponencial. (8)
Dando estrutura de variedade diferenciavel a modelos estatisticos ele estuda de maneira
geral como certas grandezas variavam tanto por reparametrizacoes suaves quanto por certas
fungoes especiais, chamadas de estatisticas suficientes. Quando ha invaridncias temos o que
é chamado de invaridncia estatistica, fato que resulta na existéncia de um campo tensorial
covariante de rank-3 totalmente simétrico caracterizado pela invarincia estatistica. (2)
Isto o levou a provar uma importante caracterizagao para a métrica de Fisher em um
contexto de estatistica sobre amostras finitas, resultado hoje conhecido como Teorema
de Chentsov, publicado junto a outros de seus resultados em “Statistical decision rules
and optimal inference” em 1972. (12,13) Futuramente, caberia ao mateméatico L. Lorne
Campbell estudar essa caracterizacao para a métrica de Fisher em espacos de medidas
positivas sobre uma amostra finita. (8,14) Na édrea, o Teorema de Chentsov é conhecido

por expressar a naturalidade da métrica de Fisher em modelos estatisticos.

Ainda sobre a conexao exponencial, o estatistico Bradley Efron desenvolveu um
estudo acerca do que chamou curvatura estatistica, nome que usava para se referir a segunda
forma fundamental restrita a familia exponecial. Ele interpreta a familia exponencial
como subvariedades Riemannianas de uma variedade diferencidvel munida da métrica de
Fisher. (8) Dado os trabalhos de Efron, o estatistico Philip Dawid prop6s uma segunda
conexao linear plana, atualmente chamada de conexao mistura por ser atrelada a familia
de distribui¢bes mistura, que mostrou possuir uma intrinseca ligacdo com a conexao

exponencial havendo uma relacao de dualidade entre elas. (2)

Passamos entao aqueles que, em meados dos anos 90, vao inaugurar a area com o
nome geometria da informagao, o matematico Shun-ichi Amari e do engenheiro Hiroshi
Nagaoka que iniciam sua contribuicao estudando a questao da dualidade de conexoes.
Inicialmente, Amari prova que, dada uma conexao linear V livre de tor¢cdo em uma
variedade Riemanniana, existe uma segunda conexao com essas mesmas caracteristicas,
chamada de dual V* de V, tal que a conexao de Levi-Civita da métrica escreve-se como a
média dessas duas conexoes. (2) Posteriormente, Amari junto de Nagaoka apresentam a
a-geometria, geometria que emerge ao considerar duas conexoes, V(@ e V(=% duais uma
a outra. Inicialmente, tomava-se o € R, (10) porém mais recentemente restringe-se a ao
intervalo [—1,1]. (8,15)

Dito isso, podemos falar das trés maneiras de tratar geometria da informacao

que se tem contemporaneamente. Temos entdo que iniciar falando dos trabalhos do
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matematico Steffen Lauritzen que apresentou uma abordagem intrinseca para o estudo
geral de variedades vinculadas a interpretagoes estatisticas, em contraposi¢ao a abordagem
extrinseca dos modelos estatisticos. Em 1987, Lauritzen definiu as variedades estatisticas
como variedades diferencidveis munidas de uma métrica Riemanniana e de um campo
tensorial covariante de rank-3 totalmente simétrico, tal qual o descoberto por Chentsov.
(16) A partir dessa defini¢ao, é possivel induzir nessa variedade conexdes V e V* duais.
Reciprocamente temos a abordagem da a-geometria de Amari e Nagaoka por meio da
introducao das conexdes duais obtendo uma estrutura de variedade estatistica para a
variedade diferenciavel. Dessa forma é possivel pensar uma dualidade nao apenas entre
conexoes, mas entre abordagens, entre aquela via dualismo desenvolvida por Amari e
Nagaoka e a proposta por Lauritzen. Temos assim duas maneiras compativeis de tratar

geometria da informacao.

Para falar da terceira, e mais recente, maneira de tratar a geometria da informacao,
precisamos mencionar que a a-geometria e a abordagem de Lauritzen tem como premissa
que os modelos estatisticos, como variedades, possuiam dimenséao finita. Assim, os precur-
sores de uma geometria da informacao em dimensao infinita foram os estatisticos Giovanni
Pistone e Carlo Sempi, em 1995, apresentando uma generalizacao para dimensao infinita

de resultados ja conhecidos no contexto finito. (8,17)

Por fim, podemos dizer, de maneira muito direta, que geometria da informagao é
uma area da ciéncia da informagao que utiliza-se da perspectiva da geometria diferencial
para estudar a natureza de modelos estatisticos. Ao utilizar esse formalismo matematico
robusto, ganhamos mais interpretacao e visao acerca dos entes que compoem a teoria
da informagao. Podemos acrescentar também que dada a naturalidade da informacao
de Fisher e a busca por medidas de distinguibilidade eficientes no contexto estatistico,
o caminho para geometrizagao é imediato. Por ser uma area jovem, apresenta grande
potencial de pesquisa. Inclusive, por questoes de divulgacao, demos tanta atencao em

detalhar seu desenvolvimento nesta secao.

1.1.3 Informacao quantica

Informacao quantica é uma area que comega a se desenvolver por volta dos anos
60-70. Podemos citar como pioneiros os trabalhos em comunicagao do fisico James Gordon
e do engenheiro fisico Carl Helstrom que vao propor formulacoes de comunicagdes Opticas
usando a teoria quantica e estudar principalmente probabilidades de erro e capacidades

desse novo canal. (18,19)

A informacao quantica tem como proposta estudar e utilizar fundamentos da teoria

quantica, como superposicao, emaranhamento, g-bits® e medicoes quanticas, com intuito

> Abreviacdo para quantum bits. Estado quantico de um sistema de dois niveis de energia.
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de idealizar protocolos e critérios que maximizem a eficiéncia, aquisi¢ao e processamento

de informagao em canais de comunicagdo que possuem entes quanticos atuando. (20)

Os estudos estatisticos quanticos sao implementados pelo desenvolvimento da teoria
da informacao quantica através dos conhecimentos ja consolidados na teoria da informa-
¢ao descrita nas secoes anteriores, que iremos chamar teoria da informacao classica. No
contexto quantico, modelamos matematicamente a maneira de se processar, transmitir
e medir informacao em sistemas de comunicagao que tem agentes fundamentais sendo
estados quanticos. Portanto, se realiza uma correspondéncia dos entes da teoria da infor-
magcao classica para seus respectivos semelhantes quanticos. Assim variedades estatisticas
sao trocadas pelos espagos de estados quanticos, estados quanticos fazem o papel das

distribuicoes de probabilidade, medicoes serdo representadas por operadores POVMS.

Da mesma maneira que o caso classico, queremos nos direcionar a aplicacao
geométrica neste contexto. A nivel de geometria da informacao quantica temos que dar
destaque as medidas de distinguibilidade quanticas. Sao conhecidas diversas medidas de
distancia em espacos de estados na literatura que sao utilizadas como quantificadores de
distinguibilidade, por exemplo, a distancia do traco, distancia de Hellinger, distancia de
Hilbert-Schmidt, entropias relativas, entre outras. (21,22) Como o conceito de distancia é
intimamente ligado a algum tipo de estrutura geométrica do espago envolvido, analogamente
a0 caso classico, temos a ligacdo entre entre métodos de geometria e teoria da informacao

quantica.

Historicamente, na década de 80, o fisico William Wootters comeca os primeiros
estudos acerca do elo entre distancias estatisticas em espagos de probabilidade com
medidas de distinguibilidade quénticas. (23) Alguns anos mais tarde, o problema foi trazido
propriamente para o formalismo de geometria diferencial por nomes como os matematicos
Elena Morozava e Nikolai Chentsov, (24) em um capitulo dedicado a geometria da
informagao no livro de Amari e Nagaoka, (10) nos trabalhos dos fisicos Samuel Braunstein
e Carlton Caves estudando medidas de distinguibilidade e métricas Riemannianas no
espago de operadores densidade (25) e o trabalho do fisico-mateméatico Dénes Petz que

define a familia de métricas permitidas num espago de estados quanticos. (26)

Aprofundando nos trabalhos de Morozava, Chentsov e Petz, eles expoem que no
caso do espago de estados quanticos mistos existe uma familia de métricas permitidas,
contrativas pela acdo de mapas completamente positivos, parametrizadas pelas fungoes de
Morozava & Chentsov. Essa familia surge justamente pela natureza nao comutativa do
espago de estados quanticos mistos composto por matrizes densidade. Isso difere do caso
classico em que temos o Teorema de Chentsov assegurando a métrica de Fisher sendo a

Unica métrica natural dos modelos estatisticos. Podemos observar que no caso de por¢oes

6 Sigla vinda do inglés positive-operator valued measure que é utilizada para se referir & medidas

quénticas generalizadas.
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comutativas do espaco de estados misto as métricas se reduzem a métrica de Fisher, como

ja foi discutido por Amari e Nagaoka. (10)

Além disso, devido ao fato de medidas quanticas serem representadas por um
conjunto de operadores POVM e agora a informacao de Fisher ter de ser traduzida para
um formato quantico, em metrologia quantica a expressao da desigualdade de Cramér-
Rao deve levar em conta estes novos aspectos. (9,27) No espirito de desigualdades, um
resultado em geometria da informacao quantica que deve ser destacado esta na busca por
limitesquanticos de velocidade, QSLs. No estudo de distinguibilidade entre dois estados
de um sistema, a insercao de uma métrica Riemanniana de Morozava, Chentsov e Petz
nesses modelos conduz a utilizacdo de comprimentos geodésicos com respeito a conexao de

Levi-Civita da métrica para produzir QSLs geométricos. (28)

Seguindo para as aplicagoes um tanto mais praticas, uma das mais notaveis da
informacao quantica é a computacao quantica. Computadores quanticos exploram a
capacidade dos g-bits de estar em estados de superposicao, permitindo realizar calculos
em paralelo. Algoritmos quénticos, como o algoritmo de Shor para fatoragao de niimeros
(29) e o algoritmo de Grover, (30) prometem revolucionar a criptografia’ e a busca de

informagoes. (20)

Nos dias de hoje, é dado ao mundo o grande desafio sobre a construgao de um
hardware de computagao quantica confiavel, a minimizacao de erros quanticos e os efeitos
destrutivos do fendmeno de decoeréncia induzido pelo préprio aparato de medida. Grandes
empresas, como a Google e a IBM, fazem uma corrida para implementar de forma eficiente
computadores que utilizem mais e mais tecnologia puramente quantica na sua estrutura.

(34-36)

1.2 Evolucdo adiabatica

Nesta secao, inicialmente, apresentaremos o enunciado que iremos ter como defini¢ao
modelo para adiabaticidade no nosso trabalho. Em seguida enunciaremos e discutiremos a

versao tradicional do critério.

1.2.1 Defini¢ao de evolucao adiabatica

Nossa discussao agora vai se restringir a mecanica quantica de estados puros. Visto
que, o trabalho a ser desenvolvido sera também neste nivel. Vamos olhar para o espaco de

estados quanticos puros como um espaco vetorial complexo V' de dimensao finita munido

7 Presentemente, em paralelo com o desenvolvimento dos primeiros computadores que utilizam

tecnologia quéntica, existe uma significativa busca para seguranca de informagado a nivel
quantico. No que tange a criptografia quantica, podemos citar a troca segura de chaves
quénticas nos protocolos BB84, E91, BBM92. (31-33)
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de forma hermitiana nao-degenerada (—|—) : V' x V — C positivo definida apresentando

as propriedades que serdo vistas na Eq. (2.1).

Sejam o estado quantico |W(¢)) e uma evolugao unitéria U(t,ty), operador continuo
no parametro num espaco de dimensao finita. Temos um Hamiltoniano dependente do
tempo H;, relacionado com U(t, t) pela expressao H, = UUT, diagonalizavel para todo

instante de tempo satisfazendo a equacao de autovalores

Hi[¢n(t)) = En(t) [¢n(t)) onde (¢n(t)|tm(t)) = dnm , VL, (1.1)
com {|tn) }n=1. dime vS conjunto de vetores complexos de V' que diagonaliza o operador
Hamiltoniano e E,(t) < E,.1(t) Vi, n.

A dinédmica de um estado quantico |¥(t)) sob acdo de uma evolugao unitaria
U(t,to) pode ser descrita como |W(t)) = U(t, to) |¥(to)), onde |¥(tp)) é condigao inicial da

evolugdo, desta forma este |W(t)) satizfaz equagdo de Schrodinger usual.

Definigao 1 (Evolugao adiabética). Num espago vetorial complexo V' de dimensao finita,
seja a equacao dinamica

)
iUt to) = HOU(E t) (1.2)

do operador unitario U(t,ty), onde H(t) é operador Hamiltoniano com
ZE ) [#n(8) (¥u(1)] (1.3)

e o estado do sistema é dado por |U(t)) = U(t,ty)|¥(fp)). Uma evolugdo temporal

proporcionada por um operador unitario Uyy(t,to) é dita adiabatica se

| (n ()] Uaalt, to) [1n(to)) [* ~ 1. (1.4)

Deste modo, as probabilidades das medi¢oes dos autovalores do Hamiltoniano sao aproxi-

madamente constantes durante a evolucao.

Perceba que escolhido U,y(t,ty) com uma forma especifica

Uaat, o) = Zé’”””(’ [¥n(2)) (n(to)] (1.5)

tem a propriedade de Uuy(t,to) = Uaa(t, t1)Uua(t1,t0) Vto, t1, 10go v, (t,t0) = vau(t, t1) +
Y (t1,to) com i (t, tg) = vu(t, to). Assim, qualquer U,y(t, tg) com a estrutura apresentada
anteriormente fornece uma evolugao adiabatica.

Com efeito, dado [¥(t9)) = X, qn(to) [¢n(to)), temos [¥(t)) = U(t,to) [¥(to)) =
20 @n(t) [¢n(t)) com |gn(to)| = |gn(t)]-

Corolario 1. No limite de evolucao adiabética <¢m’¢n> ~ 0 para m # n.

8  Deixaremos subentendidas dependéncias temporais para nio carregar a notacao.



27

Esta definicao de evolugao adiabatica aparenta ser um enunciado muito simples e
tecnicamente menos sofisticado se comparado as discussoes que serao desenvolvidas na
Sec. 1.3. Todavia, destacamos que ela nos serviu de inspiracao para definir nosso critério

geomeétrico.

Tendo em vista a definicao de evolucao adiabatica, seguimos para a elaboracao
mais tradicional do critério de adiabaticidade de uma evolugao unitaria no contexto de

estados puros.

1.2.2  Abordagem tradicional

Partiremos para a abordagem mais tradicional da adiabaticidade com a intencao

de apresentar o fundamento fisico do conceito de evolucao adiabatica.

Uma solucao geral para a equagao de Schrodinger dependente do tempo,
i) = H, W), (1.6)

pode ser expressa na base de autovetores {|¢) }n=1._ dimecv COMO

W) = S exp | i [ | 1), (1.7)

Inserindo a Eq. (1.7) na Eq. (1.6) obtemos para os coeficientes g,

Gm = — m <¢m|¢m> (1-8)
— >k (Um|Uhe) exp [— i/tt(Ek - Em)dt’]
k#m 0

Fixo um coeficiente ¢,,, o primeiro termo a direita da Eq. (1.8) corresponde a contribui¢oes
que o proprio autoestado associado [i,,) fornece ao seu coeficiente durante o tempo de
evolucao. Ja o segundo termo contém todas as contribui¢ées que os outros autoestados
V) 4m 1r@0 fornecer a evolucio de ¢y, ou seja, esse segundo termo ¢ relacionado as

transigbes/trocas entre autoestados.

A fim de inspecionarmos os termos relacionados as transigoes da Eq. (1.8) vamos

derivar a Eq. (1.1) em relagao a t obtendo

Hy |ye) + Hy i) = Ei [¢x) + Bx [v) , (1.9)
que implica para o termo dentro do somatério da Eq. (1.8) ser escrito como

v (ol Hiln)
=" k. 1.1
(i) = EE (1.10)
Queremos analisar quando podemos negligenciar o termo da Eq. (1.10), nao tendo

assim contribuicao das transi¢des de nivel na dindmica. A fim de comparar o numerador e o
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denominador do termo a direita da equacao, note que o numerador é ligado a uma taxa de
variagao do Hamiltoniano no tempo e o denominador um termo de energia correspondente
ao gap entre os estados. Ainda para o denominador, o intervalo de tempo natural associado
ao gap de energia é o tempo caracteristico de transigao, ATy,,, entre os estados |1),,) e

|¢x). Com isso montamos a desigualdade com dimensao de [energia/tempo.

‘Ek _Em|

| Wl i) | < =57~

(1.11)
Analisando a desigualdade, quando AT}, é muito grande, matematicamente ATy, — oo ,
entdo a grandeza | (¢, |Hy|1r) | — 0. Pela desigualdade, fisicamente, isto implica que H,
deve variar lentamente em relacao a escala natural de tempo do sistema. Logo, é equivalente
dizer que nao hé transicoes de nivel para H; variando muito lentamente no tempo em
comparacao com a escala natural de tempo do sistema. Nestas condi¢oes, dizemos que a
evolugao gerada por H; é considerada adiabética, afinal transi¢des para outros niveis sao

supostamente negligenciaveis neste cenario devido as rapidas oscilagoes do fator de fase
exp[—i [, (B, — Ep,)dt'] na Eq. (1.8).

Saindo desta analise, surge entdo o enunciado mais tradicional do critério para a

condicao adiabatica.

Critério 1. Um sistema inicializado em um autoestado |4, (o)) permanecerd no mesmo
autoestado instantaneo |1, (t)), a menos de uma fase global, para todo ¢ € [t,ts], onde t¢

denota o tempo total de evolugao adiabdatica, se satisfazer a condicao (37)

X [ al¥m | _ max [Wnl Hilom) | <<1l Vn#m. (1.12)

tér[%(?:tf] |En - Eml B t€lto,ty] |En - Em|2

Valida a condicao de adiabaticidade, temos entao para a solugao da equagao de

Schrodinger, com condigdo inicial |U(ty)) = |¢n(to)),
)~ et Brei®n g, ) (1.13)

onde [ B, = [} Edt' e B, =1 [} (¢|i),) dt'.

Apresentada esta abordagem mais tradicional do critério, seguimos apresentando
outros enunciados de critérios de evolucao adiabatica que vieram depois deste mais

tradicional afim de colocar nosso trabalho em perspectiva.

Vale mencionar que a formulagdo do Crit. 1 foi criticada com base em argumentos
e exemplos envolvendo uma escala de tempo separada e independente de t;. (38-43) Se
o Hamiltoniano incluir um termo oscilatorio entao a populagao de autoestados oscilara

com uma escala de tempo determinada por este termo independente de ¢y, mesmo que o
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critério adiabatico acima seja satisfeito. ¢ Entretanto, existem argumentos que defendem
que este fato é apenas uma afirmacao precipitada sobre o critério tradicional, bastaria na
ressonancia fazer uma mudanga para um referencial girante para que o critério tradicinal
respondesse corretamente. (45) O que pretendemos aqui com este comentério é apenas
salientar a existéncia deste debate, todavia o nosso trabalho ndo tem intencao contribuir
ou tomar parte no debate. Queremos tao somente derivar um novo quantificador para
adiabaticidade saindo de um formalismo matematico aplicado a Fisica. Em secao futura,
onde apresentaremos duas aplicagoes do nosso critério em Hamiltonianos de um g-bit
iremos avaliar o regime de resonancia como figura de mérito para o potencial do nosso

critério, sem querer acrescentar qualquer ponto ao debate em questao.

Dito isto, deste ponto iremos apresentar alguns resultados da literatura acerca dos

critérios de evolugao adiabatica para colocar nosso trabalho em perspectiva.

1.3 Estado da arte da adiabaticidade

Esta secao é destinada a habitual reunido producoes literarias relevantes em torno
do tema central do trabalho, a aproximacao adiabatica e seus critérios. Os fisicos Daniel
Lidar e Tameem Albash fizeram um excelente compilado destes resultados na introdugao
de um artigo recente. Vamos entao construir esta secao a partir dos principais enunciados
desta introdugao. (44) Recomendamos a leitura para aqueles que desejarem detalhes mais

especificos.

Procedendo do Crit. 1, a intencao de contornar a questdo de escalas de tempo
externas inseridas no critério tradicional via termos oscilatérios no Hamiltoniano é proposta
uma nova formulagao. Assumimos que o Hamiltoniano H, (), com a respectiva equagao
dindmica 0|V, (t)) /Ot = —iH,,(t) [V, (t)), pode ser reescrito como H(s) = H; (sty)
independente de t¢, onde s = t/t; € [0,1] é parAmetro adimensional. Desta forma,
ganhamos por¢oes do Hamiltoniano que irao se intercalar, H(s) = A(s)Hy + B(s)H, onde
A(s) e B(s) sao monotonicamente decrescente e crescente, respectivamente. Isto excluiria
escalas de tempo adicionais, tornando a equagao de Schrédinger

;a'qgg(sw — iH(s) [T, (5)) (1.14)
Critério 2. Levando em conta a formulacao acima, temos uma nova condi¢ao adiabética
(42)
L [ a($)0H ) ()|
trsel0a]  |Eu(s) — En(s)]?
Por exemplo, para um Hamiltoniano de dois niveis H(t) = ao, + bsin(wt)o,, a condi¢ao
adiabdtica em questdo se reduz a |bw| << a?. Porém, mesmo que esta condicio seja satisfeita
a populacao pode oscilar entre os dois autoestados na ressondncia, quando w = 2a, o sistema
sofre oscilagoes de Rabi com perfodo 7/[b|, uma escala de tempo que é independente de .

(44) O critério que iremos desenvolver neste trabalho ird abordar este mesmo Hamiltoniano
na Sec. 3.3.

<<1l Vn#m. (1.15)
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As condigoes do Crit. 1 e da Eq. (1.15) sao critérios amplamente utilizados e
conhecidos. O tempo total de evolucao adiabética t; deve ser grande em relacao a escala
de tempo definida pelo inverso do minimo quadrado do intervalo espectral A,,,(s) =
E,(s) — En(s). Na maioria dos casos estamos interessados no estado fundamental, de

modo que A,,,,(s) é substituido por

A = min A(s) = min F — FEy(s). 1.16

Jnin (s) Jnin, 1(s) — Eo(s) (1.16)

No entanto, argumentos como aqueles do Crit. 1 e da Eq. (1.15) sdo aproximados, no
sentido que nao resultam em desigualdades estritas e em limites de proximidade entre o

estado real evoluido no tempo e o estado proprio desejado.

Deste modo, na intencao passa a ser de prosseguir para condi¢oes mais rigorosas que
falem da proximidade entre o estado real evoluido e o estado adiabatico evoluido idealmente.
Vamos assumir por simplicidade que o sistema é preparado no estado fundamental e o
gap de energia é o dado por A, na Eq. (1.16). Assumimos também que no intervalo
s € [0,1] o Hamiltoniano H(s) tem autoprojetor P(s) com energia Ey(s)!° e o gap nunca
se anula, ou seja, A > 0 Vs. P(s) representa uma evolucao adiabatica “ideal”. Definimos
entdo o projetor P, (s) = [Wy,(s)) (¢, (s)| sobre a solugio da equacdo de Schédinger, que

chamaremos de estado real do sistema.

Essa nova maneira de formular a condicao adiabatica surge de afirmar acerca
de distancias instantaneas entre os projetores associados as evolugoes real e ideal do
sistema, |P;,(s) — P(s), ou da distancia no instante final da evolucao, [P, (1) — P(1)|.
Tipicamente, enunciados de condi¢oes pensados desta forma irdo fornecer uma cota de
ordem O(1/ty) para o caso instantaneo e de ordem O(1/t}),en para o caso do instante
final. Ao quadrarmos estas cotas vindas de distancias entre projetores ganhamos cotas
para as probabilidades de transicao, | (W, (s)[W,,(s)) |, onde [Wy, (s)*) = (1= P)[¥y,(s)).

Segue entao um novo critério fruto deste processo.

Critério 3. Suponha que o espectro de H(s) restrito a P(s) consiste de m(s) autovalores
separados por um gap A(s) = Ei(s) — Ey(s) > 0 do resto do espectro. Além disso, pedimos
que H(s) seja operador 2-diferenciavel. Definido H® (s) := (0*H (z)/0x)|,, assuma que
H, HY ¢ H® sao operadores limitados. Entao, para s € [0, 1] (46)

m(0)|H'(0)] |, m(s)|H(s)]

[Py (s) = P(s)] < (1.17)

tyA%(0) tyA%(s)
1 7 (m|H®|  Tmm|HD?
— da.
+ tf0/< A2 + A5 | | dx

10 E mencionado no texto original o fato do estado fundamental poder apresentar degenerecén-

cias.
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Por simplicidade, ignorando a dependéncia em m o limite adiabatico pode ser aproximado
arbitrariamente se

[H®(s)] [HO(s)? |H(1)(3)|} _ (1.18)

ty >> max < max —————, MmaxX ——————, Max —————
f {36[0,1] A2(s) selo1]  A3(s) selo] A2(s)
Note, os numeradores dependem de derivadas primeiras e segundas do Hamiltoniano
ao invés de elementos de matriz que aparecem no critério tradicional. Este critério estabelece
a dependéncia de ¢y com o gap de energia sem fazer fortes suposicoes acerca da suavidade
de H(s). Seu requerimento essencial ¢ que o espectro de H(s) tem banda associada a P(s)

separada por um gap nao nulo A(s)!!.

Continuando, a vontade agora era apresentar uma nova condi¢ao que produzisse
uma escala ¢ que vai com o logaritmo do gap e seu inverso ao quadrado. Esse desejo surge
pois todas outras versoes de critérios que até entao apresentaram uma dependéncia de gap
cubica ou superior, em comparacao sao, menos satisfatorias. Segue entdao uma defini¢ao

preliminar e a apresentagao desse um novo critério que vai com o logaritmo do gap.

Definigao 2 (Classe de Gevrey). Dizemos que o Hamiltoniano H(s) pertence a classe G*

se dH(s)/ds # 0 Vs € [0, 1] e existem constantes positivas C, R tal que, para todo k > 1,
max |H® (s)| < CRFE*, (1.19)
s€[0,1]

Critério 4. Assuma H(s) limitado, suave e pertencente a uma classe de Gevrey G com
a > 1. Dado que A << h, onde h := |H(0)| = |H(1)], se

K 6]
tp > Eun(A/h)F (1.20)

para alguma constante K > 0 com unidades de energia, entao a distancia |P;,(s) — P(s)]
é da ordem O(1) Vs € [0, 1]. (49)

E dito que este resultado, além de fornecer a dependéncia com o inverso do

quadrado do gap, é tight'?

devido a existéncia de uma cota inferior da forma t; =
O(A~?/|In A|) para Hamiltonianos com rankH (1) << dim(V), onde V ¢ o espago vetorial
com forma hermitiana nao-degenerada positiva definida que contém o espaco de estados.

(50) Entretanto, era observado que a cota do erro associado nao é tight.

Nesse sentido, surge a demanda de formulagao de um outro critério que possuisse
um erro exponencialmente pequeno associado a t¢, porém com dependéncia inversa do gap

é cubica. Segue entao seu enunciado.
11

Este critério foi desenvolvido a partir de técnicas baseadas em resolventes e analises complexas
apresentadas pelo trabalho do matemético Tosio Kato (47) sobre teoria de perturbagao de
operadores lineares. A abordagem de Kato pode ser usada para provar um teorema adiabético
para sistemas quanticos abertos, onde a evolucao é gerada por um Liouvilliano ndo-hermitiano
em vez de um Hamiltoniano. (48)

Denota um sentido de estreito, apertado, justo. Em contexto, optamos por deixar a palavra
no original em inglés.

12
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Critério 5. Por simplicidade, pedimos Ey(s) = 0 e escolhemos a fase de [1)y(s)) de forma
que (1ho(s)|1ho(s)) = 0, onde aqui ponto é derivada parcial em relacio a s. Assuma que
todas as derivadas de H(s) se anulem em s = 0, 1. Além disso, assumimos que as derivadas
satisfazem agora a seguinte condicao de Gevrey: existem constantes positivas C, R, « tal

que, para todo K > 1,

HO(5)] < oRk D (1.21)
max S -_— .
s€[0,1] - (k+1)2
Entao o erro associado a t; tem cota dada por
: C o
mgm\ ‘\Ijtf<1)> - 619 ’w[)(l)) | < Clxe_(CQABtf/CQ)I/(H )’ (1'22)

onde ¢; = eR(87%/3)3 e c3 = (3/47%)5 /(4eR?). Deste modo, contanto que t; >> C? /A3, o

erro é exponencialmente pequeno em ty. (51)

A ideia de usar derivadas que se anulam no contorno ja havia sido empregada
ateriormente, (52) inclusive usada até para uma classe de fungoes diferente da classe
Gevrey. (53) Uma outra diferenga importante entre os Critérios 4 e 5 é que o primeiro
se aplica a todos os tempos s € [0, 1] enquanto o tltimo se aplica apenas no tempo final

s = 1, dando origem a uma cota do erro mais tight.

Para finalizar, apresentaremos uma tltima formulacao de critério que usa de um
pouco mais geometria na sua proposi¢ao, em sintonia com o resultado que queremos expor
nesta tese. Seja agora s € [0, 1] visto como uma curva hamiltoniana suave e um autoestado
nao-degenerado [(s)). A tnica hip6tese feita é sermos capazes de evoluir H (s(t)) para
alguma curva s, permitido inclusive que s seja funcao geral de t, sem explorar qualquer
estrutura de H(s).

Defimos o comprimento

L= [1(h(s) | d(s) I ds, (1.23)

onde, novamente, ponto denota derivada parcial em relacao a s. Assumimos, sem perda de
generalidade, que a fase de [1)(s)) é escolhida de forma que (¥(s)|1(s)) = 0, entfio, a menos
de constantes multiplicativas, L é comprimento natural do espacgo projetivo associado ao
espago vetorial que contém o espaco de estados em questao. O critério segue enunciado

abaixo.

Critério 6. H4 uma cota inferior para o tempo necessario de preparagao de |1(1)) a

partir de [¢(0)) com precisao dada por (54)
tr > O(L/A). (1.24)

Uma vez que a cota superior para L é dada por max,|H(s)|/A obtemos

ty ~ O(max; ]H(s)]/AQ) que remete a versao do Critério 2.
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Finalizada esta apresentacao do estado da arte de enunciados para a condicao
adiabatica, colocada as coxias do nosso trabalho em contexto seguimos para a exposi¢ao

do contetudo principal do texto.

1.4 Apresentacao do trabalho

Nosso trabalho ira utilizar de técnicas geométricas, no espirito da geometria da
informagao quantica, com proposito apresentar mais um quantificador como critério para
avaliar se uma evolugao é adiabatica ou nao. A novidade desse critério é que ele descende
da aplicacao direta do formalismo mateméatico de geometrias classicas, especificamente da
ferramenta natural deste contexto chamada isometria acompanhante, em sistemas quanticos
puros com dindamica unitaria. Essa natureza matematica permira visao e interpretacao
geométrica dos efeitos da adiabaticidade na evolugao, levando a forma final do critério
posteriormente. Vale notar que a inspiracgao fisica na elaboragao do critério vem pela via

da Def. 1 e pelo contetdo apresentado na Sec. 1.3'3.

A expressao explicita do critério ird envolver apenas a matriz da isometria acom-
panhante que carrega consigo a histéria da evolugao do sistema. Iremos mostrar que o
quantificador funciona dentro e fora do regime de ressonancia. Sua alma geométrica vem
da intuicao de distancias no fibrado princiapal associado a isometria acompanhante. Iremos
também comentar sobre nossa conjectura que a partir do nosso critério seria possivel

provar a impossibilidade de haver adiabaticidade em regime de ressonancia.

Iremos dedicar todo o Cap. 2 para a apresentacao do formalismo matemaético
necessario para a discussao. Posto isso, para um espaco vetorial complexo V' finito munido
de forma hermitiana nao-degenerada positivo definida, entenderemos por geometrias

classicas as geometrias que emanam da forma de V.

Como geometrias classicas se desenvolvem a nivel projetivo seguiremos com toda
uma apresentacao de resultados de geometria projetiva. Iniciando da definicao de espago

projetivo PcV como o espago das retas complexas que passam pela origem de V.

Falaremos da estrutura suave de PcV induzida do préprio V', gragas a esta estrutura
teremos nogao de tangéncia a um ponto projetivo, assim dado |p) € PcV, TipyPcV ~
Lin(V, V) tal que |p) — |[pt) — 0.

Entendido quem sao os vetores tangentes ao projetivo ganharemos geometria
definindo a métrica, independente de representantes dos pontos, utilizando da forma

hermitiana do espago vetorial. Dados |p) € PcV/, |p) representante do ponto projetivo e

13 A saber, a afirmacdo que condicdes adiabéticas surgem de distancias instantaneas entre os

projetores de evolucoes real e ideal do sistema.
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¢1, 92 € TipyPcV definimos a métrica

(1, o) s = %2 : i;w, (1.25)

conhecida por métrica de Fubini-Study.

Seguiremos a discussao falando de curvas. Teremos boa defini¢ao para vetor tangente

a curva projetiva, onde dada |c) : [a,b] — PcV curva suave, se |c) : [a,b] — V> é um
levantamento suave de |c), entao

_ (x[d18)) i

(cle)

onde 7[c] é projetor na diregao ortogonal a curva. Apresentaremos um levantamento especial

(1.26)

e tnico |cy) : [a,b] — V*, chamado levantamento normalizado, tal que (co | co) = 1 e
(co | ¢o) = 0Vt € [a,b]. Ainda, dado um levantamento unitério |¢) : [a,b] — V>, tal que

(¢| &) =1Vt € [a,b], temos que |co) = exp(ip(t)) |¢), com ¢ =i (¢ | &).

Dali seguiremos para a estrela do formalismo. Dada curva |c) : [a, b] — PcV, temos
¢(t) € Tie(tyPcV. Defina ¢ == ¢ — ¢* ganhando uma curva na dlgebra de Lie su(V). A
isometria acompanhante da curva |c) € PcV ¢é definida como F' : [a,b] — SU(V) tal que
F(t)=¢(t)F(t) e F(a) = Lsyq).

Em seguida iremos iniciar um paréntesis na nossa apresentacao do formalismo para
apresentar uma rapida e simplificada conceituagao sobre fibrados, visto que esta construgao
é por vezes considerado muito abstrata, ou até desconhecida, para a comunidade de fisicos.
Porém, a principal finalidade aqui é a de nos preparar para introduzir um fibrado natural
que esta associado a isometria acompanhante. Por isso, terminaremos esta apresentacao
mostrando os ingredientes que compoem um fibrado principal e descrevendo conexao de

Ehresmann.

Desta maneira, apds sermos apresentados aos fibrados, finalizamos o formalismo
dizendo que dado |c(a)) = |p) € PcV, temos que SU(V')/Stab(|p)) ~ PcV. Desta forma,
temos um fibrado principal, Stab(|p)) < SU(V) & SU(V)/Stab(|p)) ~ PcV. A isometria
acompanhante F'(t) da curva |c) é declarada horizontal, definindo assim uma conexao de

Ehresmann no fibrado.

No Cap. 3 é o momento de chocarmos o formalismo com a Fisica produzindo nosso
critério e seus resultados. Olhando para o espago de estados quanticos puros como um
espacgo vetorial complexo V' finito munido de forma hermitiana nao-degenerada positivo
definida. O operador Hamiltoniano H; é diagonalizavel para todo ¢ satisfazendo a equacao

de autovalores

Hi |9 (t)) = En(t) [¢n(t)) onde (U (t)[tm(t)) = 6nm , VE, (1.27)

com {|¢n) }n=1. aime v conjunto autovetores e autoenergias E,(t) < E,+1(t) Vt, n.
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Queremos calcular a matriz da isometria acompanhante F' associada a uma curva

projetiva cujo levantamento unitario em V' é o n-ésimo autoestado do Hamiltoniano,

16) = |¥n) - (1.28)

Assim, temos nosso levantamento normalizado
t .
|co) = exp ( - /0 (n [ ) dt’) [ (1.29)

Com isso calculamos as entradas da matriz ¢, fixo um [¢,), na base {|,)} obtendo

_<wn ‘ 1/11>
_<77Z}n | ¢2>

(eDd
I

. . ' . (1.30)
(W1 | n) (2 | Yn) . 0 (Unt1 | )

- <¢n | 77Z}n-‘r1>

Obtemos a solucao para F' através de ordenamento temporal de sucessivas evolugoes
infinitesimais,

F(t) = (Tel &) F(ty), (1.31)
onde ?ef ¢ . I, edte(ti) com tiv1 = t; + dt e dt incremento infinitesimal de tempo

A matriz de ¢ s6 contém termos do tipo (1, | 1) com n # m. Em regime adiabético
temos que ¢ tende a matriz nula, logo, F tende a ficar numa vizinhanca muito préxima
da identidade do grupo durante todo tempo t de evolugao, esta nog¢ao geométrica vinda
do fibrado da isometria acompanhante, somada a nossa Def. 1 e a literatura da Sec.
1.3, faz com que possamos definir a nivel do espac¢o vetorial nosso quantificador para
adiabaticidade.

Dado a curva |U(t)) em V que satisfaz a equagdo de Schrodinger e a matriz F'(t)
associada a ela, podemos dizer que tivemos um regime adiabatico durante todo o tempo

de evolucao se

1 2
C = max 1-— dime V zn: ‘ (Y ()| F |thn(to)) ! ] ~ 0, (1.32)

onde C € [0,1].

Definido nosso critério a partir do quantificador, testamos sua eficacia em dois
Hamiltonianos especificos e observamos sua eficacia especialmente no que toca o regime
de ressonancia. Nos dois casos o critério aponta a impossibilidade do regime adiabatico
quando o sistema esta em ressonancia. Fechamos este capitulo com nossa conjectura acerca

do critério e finalizamos a tese com as conclusoes no Cap. 4.
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E importante destacar e recomendar fortemente a leitura dos Apéndices desta
tese, principalmente para o leitor que se interessou pela aplicabilidade das geometrias
classicas no contexto fisico. Neles incluimos contetidos que ou emanaram espontaneamente
do que foi desenvolvido na tese, ou foram desenvolvidas paralelamente ao texto principal,
podendo servir futuramente como perspectivas e diretrizes para novos trabalhos. No
Apéndice A falamos sobre a relacao do levantamento normalizado de curvas com a fase de
Berry e a conexao do fibrado de Berry-Simon. O Apéndice B é dedicado a aplicagdo de
geometrias classicas ao espago de estados mistos de um g-bit, ja apresentando resultados
geométricos relevantes. J4 o Apéndice C apresenta uma discussao formalmente mais
sofisticada que tenta indicar a possivel relacao entre geometrias classicas em grassmanianas

com correspondéncia AdS/CFT.

Todas as imagens foram elaboradas pelo autor utilizando do editor online gratuito
Mathcha ou do software Wolfram Mathematica.

1.5 Notacao

Utilizamos algumas notacoes ja bem estabelecidas nas literaturas de matematica,
contudo, por completude, melhor compreensao do texto e principalemente por se tratar de
uma tese de Fisica, decidimos especificar aqui algumas delas:

e <<: muito menor que.

e ~~: isomorfismo linear.

e _L: perpendicular.

o K: corpo, e.g, R corpo real, C corpo complexo.

o W < V: W é subespaco vetorial de V', onde W e V' sao espacos vetoriais.
« V*: espago vetorial V' sem a origem, V' \ {|0)}.

o A*: transformacao adjunta a transformacao linear A definida no espacgo vetorial V'

com respeito a forma hermitiana nao-degenerada deste espaco.
» Ker(A): nicleo da transformagao linear A.

o Lin(W,V): espaco de todas as transformagoes lineares de W em V', onde W e V sao

espacos vetoriais.
e O:acao de grupo a direita.

e 1g: identidade do grupo G.

g: algebra de Lie do Grupo de Lie G.
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« Stab(z): estabilizador do ponto x € X, onde o grupo G age sobre o conjunto X.
o O(z): 6rbita do ponto x € X, onde o grupo G age sobre o conjunto X.
o ~: relagdo de equivaléncia.

« |p) = [|p)]: classe de equivaléncia num espaco vetorial V' sob alguma relacao de

equivaléncia definida neste contexto.

 |p): representante da classe |p). Escolha arbitraria em V dentro da classe de equiva-

léncia.

o |pt): conjunto de todas as direcoes perpendiculares a classe |p) com respeito a forma

hermitiana nao-degenerada deste espaco.
o PxV: espaco projetivo do espaco vetorial V' sob corpo K.
o T,M: espaco tangente no ponto p € M, onde M ¢ variedade suave.
o C°°(M): conjunto de todas as fungoes suaves de M — R, onde M ¢é variedade suave.
o S™: esfera unitéria contida em R™.
Terminado aqui a introdugao, iremos iniciar no préximo capitulo a apresentacao

dos conceitos necessarios acerca das geometrias classicas e isometria acompanhante que

nos servirao como objetos de trabalho daqui pra frente.
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2 FORMALISMO

Este capitulo ird apresentar todo o formalismo matematico das geometrias classicas
(55,56) necessario para a elaboragdo do critério geométrico para adiabaticidade. Iremos
passar pelas primeiras definigdes onde descreveremos do que se tratam as geometrias
classicas, seguido de uma série de resultados de geometria projetiva, terreno onde serao
desenvolvidas nossas afirmacoes. Falaremos desde a estrutura suave do projetivo, carac-
terizacao de seu espago tangente, estrutura geométrica proporcionada pela métrica de
Fubini-Study e um conjunto de resultados acerca de curvas projetivas. Feito isso, estaremos
nas condigoes de definir a isometria acompanhante, curva no grupo de isometrias que
“acompanha” uma dada curva projetiva. Sera feito entao um paréntesis para apresentar
uma introducgao ao conceito de fibrados, pois queremos finalizar a discussao definindo o
fibrado principal relacionado naturalmente a isometria acompanhante. Este, futuramente,
nos servira para certas analises geométricas que estarao na alma do critério que queremos

apresentar neste trabalho.

2.1 Geometrias classicas e isometria acompanhante

Seja V' espaco vetorial sobre os complexos de dim¢cV < oo munido de forma
hermitiana nao-degenerada positiva definida (— | —) : V x V — C, com as seguintes

propriedades:

i) biaditiva: (u+v|w)={ulw)+v|w),
ii) sesquilinear: (ku | v) =k (u | v), (2.1)
k

iii) (u | v) = (v | w).

Por geometrias cldassicas entendemos os estudos acerca da geometria que emana da
forma hermitiana nao-degenerada positiva definida (— | —), ou ainda, geometrias que
se manifestam a partir da dlgebra linear. Esta é, uma abordagem linear de modelos
geométricos que se manifestam na Fisica como, por exemplo, Fubini-Study, hiperbdlico,
(57) de Sitter, anti-de Sitter.

O nome “classicas” se deve ao fato das formas terem atreladas a si grupos de

isometrias, que aqui denotaremos por U (V') e SU(V'), chamados grupos de Lie classicos.

Definigao 3 (Espaco Projetivo). Seja V* := V' \ {]0)}. Defina uma classe de equivaléncia
|p) em V' dado que |p) ~ [p'), com |p),|p') € V, se existe 0 # X € C tal que |p) = A |p').



40

Definimos o espago projetivo complexo PcV através do quociente PcV = V*/ ~. Em

outras palavras, PcV é o espaco de retas complexas contidas em V' passando pela origem.

O espago de estados quanticos puros pode ser representado pela esfera unitaria
H C V, sendo que estados que diferem por uma fase, i.e., pela multiplicagdo por um escalar
complexo unitario, devem ser identificados. A geometria projetiva aparece naturalmente em
problemas com este tipo de invariancia, ao projetivizar V' obtemos P¢V como verdadeiro
espaco de estados quanticos puros.! Desta maneira, exploramos a geometria da forma

(— | =) em nivel projetivo.

O espaco projetivo, para corpo real e complexo, apresenta estrutura suave induzida
do proéprio V. Este é um tipico exemplo dos cursos de geometria cuja prova é bastante
técnica e acrescenta pouco ao nosso contexto. Por isso, como existem muitos materiais
didaticos onde a prova pode ser encontrada, vamos s6 apresentar um roteiro da prova

como observacao.

Observagio 1 (Estrutura suave do projetivo). Vamos trabalhar com o caso real V = R™*!
para dar a nocao da prova, o caso complexo é analogo pois, desde que C ~ R?, identificando
(z + iy) — (x,y), é direto que C" ~ R?", entdao podemos olhar para C" como variedade

de dimensao real 2n.

A prova deve ser iniciada mostrando que o projetivo é espaco de Hausdorff com base
enumeravel através da topologia induzida do quociente, nao iremos nos alongar neste ponto
aqui. Seguindo, em coordenadas, os abertos U; C PrV sao os conjuntos de retas passando

pela origem com x; # 0 com ¢ = 1,..,n + 1. Definimos as cartas locais ¢; : U; — R™ como

ei(lzn, s aial) = Wy ¥ (2.2)

de maneira que, omitindo a razao z;/x; = 1, temos

1 T i—1 Ti-1 Tit1 n Tn+1
Y T Ty ey . — , i — g eey i — . 2.3
Yoy = oo T e = e T (2:3)
; € bijecdo pois tem inversa
gp;l(y(li), e Ym) =T i L i, T (2.4)

{y{i) }i=1,..n € independente da escolha de representante de classe e uma vez que pelo menos

um z; # 0 em toda reta, cada representante deve estar contido em pelo menos um aberto

Ui, logo (U, gpi,yfi)) ¢ atlas do projetivo.

1O espaco de estados quanticos puros pode ser visto como o projetivo complexo, pois existe

um isomorfismo entre PcV ~ H/ ~" onde a relagao de equivaléncia ~' é definida como p ~ p/
se existe A € C* tal que |\ =1 e p= \p, com p,p’ € H. Este fato pode ser pictoricamente
vizualizado, pois cada circunferéncia unitaria estd contida em uma, e apenas uma, reta
complexa passando pela origem.
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Se [z1,...,Tp+1] C U; NU;, as fungoes de transigao ¢, o @; ! sdo dadas por
Yo = 3, T ma  Yodly (2.5)

que sao claramente invertiveis e suaves.

O caso complexo segue o mesmo roteiro. O aberto U; é o conjunto de retas com

z; # 0, para ¢ = 1,..,n. Definimos os mapas ¢; : U; — C" por

eillz1, -, 2nta]) = (w(li)w"aw?i))a (2.6)

de maneira que, omitindo a razao z;/z; = 1, temos

w(li) = 2, ...,wzi_)l = Zifl,wéi) = 2217 e Wy = ntl (2.7)
Novamente, ¢; é bijecao, pois tem inversa e {w{i)}jzl,,,7n ¢ independente da escolha do
representante da classe [z1, ..., z,41]. Uma vez que pelo menos um z; # 0 em toda reta, cada
representante estd contido em pelo menos um U;, assim o conjunto de cartas (U;, ¢;, w{i))
cobre todo P¢.

1 k

As fungoes de transicao ¢, o ¢; = sao dadas por w@.) = w(i)wfj) que de novo sao

inversiveis e suaves.

Dado que temos estrutura suave, no caminho geométrico que seguimos é natural
falarmos do espaco tangente ao projetivo. Sendo |p) € V| antes do enunciado precisamos

definir as projecoes

wel w7V 23)
' [p] : (v p) e mpl: / . 2.8
|v) HWW [v) = [v) —'[p][v)

Teorema 1 (Espaco tangente ao projetivo). Seja |p) € PcV, TipyPcV ~ Lin(V,V) tal
que [p) — |[pt) — 0. Dado ¢ € Tjp)PcV, podemos representé-lo por ¢ = [v) (p|, onde

lv) € |pt) e (p| é funcional linear em V* associado ao representante |p).

Demonstracao. Antes de procedermos com a prova, vamos dar uma intuicdo do fato a
ser demonstrado: um ponto |p) € PcV corresponde a uma reta passando pela origem,
um vetor tangente ¢ em |p) deve ser um movimento infinitesimal desta reta, uma espécie
de rotagao em torno da origem, Fig. 1, e portanto pode ser exibido como uma direcao
ortogonal a |[p). Mas esta dire¢io niao é meramente um elemento ¢(|p)) € [p*). O fato
que ¢ ¢ uma aplicacao linear providencia a independéncia da escolha de um representante
p) e V.
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Ip>

Figura 1 — Representagao da intuicao sobre vetor tangente a ponto projetivo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora vamos seguir com a sequéncia de enunciados a serem provados.
(i) Dado W < V subespago vetorial de V', é espago vetorial o quociente
VIW ={llo)] [ lv) eV}, onde  [[v)] = [[v)] ¢ [v) = V) e W (2.9)
Tome |u),|u'),|v),|v)) € V e |w),|w) € W de forma que |u) = |v) + |w) e
') = ') + |w'), logo [[u)] € [[v)] e [[u)] € [|v')] que implica
)] + [10)] = [lv} + [v)] = [lw)] + [[u)]. (2.10)

Além disso
[a|v)] = «afjv)] com «a€C. (2.11)

Portanto V/W é sempre espago vetorial. Este quociente representa um achatamento de V'

na direcao de W. V/W lista todas as paralelas as dire¢oes de W, Fig. 2.

14

o) —v) e W

[v"> o)

Figura 2 — Visualizagdo do quociente V/W.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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(i) TipyPcV =~ Lin(|p) , V/[p)). (58)
No ponto projetivo |p) considere uma aplicagdo C-linear ¢ : |p) — V/|p) e uma

funcao projetiva suave f € C°(PcV). Para cada |p) € |p) e cada representante |v) de
¢(|p)) defina

o) = | F(In) +eb)), (2.12)
onde f é levantamento da funcdo projetiva. A aplicagao f — ¢(f) serd uma derivagao
em |p), ou seja, um funcional linear das fungoes projetivas suaves que satisfaz a regra de
Leibniz

o(fg) = f(|p))o(g) + g(p))o(f), (2.13)
sendo g € C°(PcV).

Vamos entao mostrar ¢(f) independe da escolha de representantes |p) e |v). Se |v/)

é outro representante de ¢(|p)), entdao |h) = |v) — |v') € |p). Dai segue que

f(lp) +elv)) = p)+elv')) (Ip) +elh)), (2.14)

%L:o  de ) e=0 l d ‘
pois diferencial® d, f ¢ linear, isto ¢, djy f(|v)) = dipy f(|V") + |h)) = dypy f([V')) + dypy f([R))-

Como |h) € |p), existe a € C* satisfazendo |h) = «|p), portanto

d

6:Of(|p>+€\h>):%

a (1 +ad i) = o

=0 de

€=

S =0 (@1

pois f(|p)) = f((1+ ) |p) ). Desta forma concluimos que

de le=0 " de ‘ |p + el >) (2.16)

ou seja, nossa definicdo ndo depende da escolha do representante de ¢(|p)). Se |p') é outro

—|_f(lp) +elv)) =
representante de |p), entdo existe o € C* satisfazendo [p') = a|p). Se |v) é representante
de ¢(|p)), entdo |u) = a|v) é representante de ¢(|p’)). Assim

d
_F(Ip) +elo)) = 2| flalp) +eale)) =

= — ( (IP') + €lu)), (2.17)

d

de

ou seja, nao hé dependéncia da escolha de |p) na definigao de ¢(f).
Repare que ¢ é derivacao, logo temos um mapa R-linear

@ : Lin(|p) . V/|p)) — TipBcV (2.18)

dado por ®(¢) = ¢.
Antes de prosseguirmos, vamos mostrar um outro resultado.

Proposicao 1. Se —’ (Ip) +€lv) ) = 0 para toda £ € C®(PcV), entdo |v) ¢ paralelo
a |p).

d
2 Do céleulo, dy, f(|v)) = —

de L:of (Ip) +€lv)) é a diferencial da fungo f no ponto |p).
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Demonstragio. Considere uma base {|b1),..,|b,)}, com |b;) = |p). Temos que |v) =

> a; |bs). Claramente, se [v') = 37, a; |b;) entao

d !/
S| r( o)) = 2| s(n) +el)). 219
Considere a funcao suave
12
fll) = P iz 220

Ju e funf?
onde u = uy |by) + .. + up |by).
Para ¢ = 2,..,n temos

d 1+ 2eq; + €2|a)?

- . "Ny = — 2.21
de 620f(]p>+e\v>) dele=01 4 €2(a3 + .. + a2) (221)
d
= 70(1 + 2eqr; + €2|Oéi|2) (1 — 62(043 + ..+ ai) + 0(62))
= 2@1'.
d , '
Dado que d—‘ fi(Ip) + €|y ) =0, conclui-se que o; = 0. Como ap = .. = o, = 0 temos
€le=0
que |v) é paralelo a |p). O

Agora podemos provar que a aplica¢do ® : Lin(|p) ,V/|p)) = TipyPcV é isomor-

fismo.

A injetividade de ® segue imediatamente da proposigdo acima. Se

d

6 € Lin(lp),V/Ip)) e o(f)=—

0f(\p> +elv)) =0 (2.22)

para toda f suave, onde |p) € |p) e |v) é representante de ¢(|p)), entdo |v) é paralelo
a |p), ou seja, ¢(|p)) = 0 implicando ¢ = 0 que garante a injetividade de ®. Como
dimgLin(|p),V/|p)) = (n — 1)dimrC = dimgT|p)PcV segue que ® é isomorfismo.

(iii)Dado |p) € PcV, V/|p) ~ |pt) se (p|p) # 0, onde |p) é representante de |p).

Seja o mapa

v :V/|p) — |pT) (2.23)

[0} — 7lp] |v),

onde |v) é representante da classe [|v)].

Ele é linear porque a projegao 7[p| é linear (a forma em V é linear). Nao depende
da escolha de representante de [|v)] uma vez que, dados |v) é representante de [[v)] e

« € C, para outro representante [v') = |v) + a|p)

SR C2 PO
m[p] [v) = |v) o.7) lp) = wlp][v'), (2.24)




45

pois 7[p](a|p)) = 0.
Se

Y([[0]) = U([Jw)]) (2.25)

entao

_lp wlw)
v) = w) = ) p) ) p) € lp), (2.26)

logo [|v)] = [Jw)], ¥ é injetora. Além disso, dimg(V/ |p)) = dimg |p*) = (n — 1)dimgC.
Portanto ¥ é isomorfismo.

No nosso caso, em que a forma de V' é positivo definida, ndo possuimos pontos

isotrépicos do tipo (p|p) = 0 com |p) € V*. Assim
Lin(|p), V/|p)) ~ Lin(|p) . [p™))- (2:27)

(iv) Tome uma ¢ € T,y PcV. Lin(|p), |p)) é extensivel para Lin(|p), V) com a
propriedade de ¢ |p) € |pt), onde |p) é representante de |p). Agora basta extender por
Zeros para uma 95 € Lin(V, V) tal que

6[v) = o(x'[p] |v) + wlp] [v)) = ('[p] [v), (2.28)

como V = |p) @ [pt), em |p) sabemos atuar ¢ e em |pt) exigimos que ¢ o = 0. Logo um

vetor tangente a PcV é uma transformacdo linear em Lin(V, V) tal que |p) — |p*) — 03

O

Tendo a nogao de espaco tangente, ganhamos a geometria do projetivo ao definir a
métrica independente de representante do jeito mais simples possivel utilizando a forma
de V.

Definigao 4 (Métrica de Fubini-Study). Dados |p) € PcV, |p) representante do ponto

projetivo e ¢1, g2 € Tip)PcV, definimos a métrica

(¢2p | 1)
P, o) S = 2T LT 2.29
1 2l (p|p) (229)
Assim, vale notar que o espacgo de estados quanticos puros visto como projetivo

complexo possui métrica de Fubini-Study naturalmente.

Seguimos entao com enunciados a cerca de curvas projetivas e levantamentos de

curvas que irdo ser centrais na discussao.

3 Dado ¢ € TipyPcV temos ¢ o ¢ = 0. Isto ¢ ser tangente infinitesimalmente, ¢ ser nulo e ter

quadrado nulo, é um objeto infinitesimal algebricamente.
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Proposigao 2. Seja |c) : [a,b] — PcV curva suave, se |¢) : [a,b] — V* é um levantamento

suave de |c), entao

( [c |C>C)< | (2.30)

]
{ele)

Demonstragio. Sabemos que ¢ € TjeyPcV = Lin(|c) ,|c*)), uma transformacio linear ¢

¢ =

desta natureza é vista como derivacao definida por

o(f) = | f(le)+1t0]c)), (2:31)

onde f : [a,b] — PcV, f levantamento da func¢do projetiva e |c) levantamento da curva

projetiva. Basta, portanto, encontrar uma expressao deste tipo para ¢ e identificar quem é

o.

elto)f) = o] £(l)) =S| F(10) = | f(leto)) +sletto))  (252)
d

= @L:Of (le(to)) + s('le(to)] |e(to)) + mle(to)] [é(to))))

t=to t=to s=|

= i c SM c sTm|c c
= ol o (letton + 5320 EEO8 o))+ sttt )
definindo k = % temos
= 2| P+ k) lelto)) + smletto)] (o) ) (23)
= 21 f (et + et et )
= 21 F(1elto)) + smetto)] le(to)) ),
por identificacao
8 lelto)) = Tlelto)] lé(to)) (231
que implica o resultado. O

Proposigao 3 (Levantamento normalizado). Seja |c) : [a,b] — PcV curva suave. Existe um
levantamento |cg) : [a,b] — V*, chamado levantamento normalizado, tal que {(cq | co) =1 e
(co | ¢o) = 0Vt € [a,b]. Este levantamento é tinico a menos de multiplicagoes por complexos

unitarios.

Demonstra¢io. Tome um levantamento |¢) da curva projetiva tal que (¢ | ¢) = 1.

C;l<~|5>:o (2.35)
cley+@le)=0—
Re((] &) = 0 —
@ ey =if(),



47

com f : [a,b] — R suave.

A fim de manter (¢ | ¢) = 1 s6 podemos multiplicar por complexo unitario, entao a
tinica op¢ao é multiplicar & por €#®) e encontrar a condicio que esta fase o deve satisfazer

para obtermos a propriedade requerida. Desta forma

(e"E | (e%¢))y =0 — (2.36)
(&8 = —i
p=—F.

Basta tomar ¢ satisfazendo a equacao diferencial acima, assim temos a curva |cg) == € |C)

satisfazendo as duas propriedades do enunciado.

UNICIDADE: Outro levantamento serd da forma ¢(s) |cp), com g : [a, b] — C, suposto

satisfazendo as propriedades do enunciado. Entao, da primeira propriedade temos
(gco | gco) =1 — |g]> =1, Vs. (2.37)
Ja da segunda propriedade temos

(gco | (9co)) =0 —= (gco | geo+ géo) =0—=gg=0— g =0, (2.38)

o que implica g sendo uma constante unitaria.

]

Corolario 2. Dado [¢) : [a,b] — V* levantamento unitdrio de |c) tal que (¢|¢) = 1
Vt € [a,b], temos que |co) = exp(ip(t)) |é), com ¢ =i (¢ ]| ¢). Além disso, temos que um
vetor tangente a uma curva projetiva |c) pode ser expresso em termos do levantamento

lco) como € = |¢ég) (col-

Dito isto, tome uma curva |c) : [a,b] — PcV, faca ¢(t) € Tiew)PcV. Defina
¢ = ¢ — ¢* ganhando uma curva na algebra de Lie de SU(V), su(V) = {¢ € Lin(V, V) |
tré=0ed+¢ =0}

Definigdo 5 (Isometria Acompanhante). F : [a,b] — SU(V) tal que F(t) = ¢(t)F(t)

e F(a) = lgy(v) é chamada isometria acompanhante da curva |c) € PcV.

O nome “acompanhante” vem do fato que a curva F' no grupo de isometrias é um
levantamento da curva |c) do projetivo. A curva do projetivo d4 origem a uma curva na
algebra de Lie, que por sua vez d4 uma curva no grupo e para cada ponto da curva |c)

temos uma isometria F' correspondente em SU (V).

Proposicao 4. F(t) |co(a)) = |co(t)) Yt € [a,b] onde |¢p) é o levantamento normalizado
de |c).
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Demonstragio. SU(V') age em PcV da seguinte forma: dado |p) € PcV e I € SU(V),
I'|p) == I |p) com |p) € V* representante do ponto projetivo. Lembrando que SU(V) C
Lin(V, V) D su(V)

Observe que |¢g) : [a,b] — V* é solugdo da equagao diferencial

[9()) = (y(t) | co) [¢o) = (w(#) | co) [co) ,
ly(a)) = leo(a)) .

(2.39)

Agora basta verificar que (F(t)|co(a)) )/ satisfaz a mesma equacao diferencial. Vale
notar que se vocé tem um vetor tangente ¢ € TipPcV representado por |v) (p|, com
lv) € [pt), o seu dual é dado por (|v) (p|)* = |p) (v|*. Identificando F(t) |co(a)) = |a(t)),

temos

|6) = F(Jco(a)) ) = ¢F(leo(a)) ) = (&= &) |a) . (2.40)

Logo

&) = (o) {col — leo) {¢ol ) |cr) (2.41)

&) = (a | co) [éo) = (e | éo) |co) -

2.2 Heuristica sobre fibrados

Aqui iremos fazer um desvio de rota da nossa apresentacdo do formalismo de
geometrias classicas para dar uma rapida e simplificada conceituacao sobre fibrados, pois o
conhecimento desta estrutura se faz necessario para arrematarmos este capitulo e sabemos

que este conceito pode nao ser familiar para muitos colegas fisicos.

Fibrados sao objetos ricos e até muito complicados dependendo da abordagem,
(59-61) visto que sdo feitos de muitos ingredientes. Genericamente, um fibrado usa uma
variedade base para parametrizar uma familia de outras variedades que vao ser chamadas
fibras, Fig. 3.

4 Esta é de fato a expressdo para o dual, pois uma transformacdo dual é caracterizada

pela relaio (v | p(w)) = (¢"(v) | w), assim (v | {p | u)v) = (p|u) (v] v) e ((v]v)p | u) =

(p | w) (v]wv).
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D

CDom
p

M

Figura 3 — Do lado esquerdo, temos uma base M sendo uma circunferéncia parametrizando
fibras F), que sao retas cuja colagem forma o espaco total £ com a topologia de
um cilindro. Do lado direito, temos uma base M sendo uma reta parametrizando
circunferéncias F), cuja colagem também forma um cilindro como espaco total
E. Note ainda na imagem da direita que destacamos em vermelho uma dire¢éo
tangente a fibra e outra direcao complementar a fibra. Andar na dire¢ao tangente
a fibra faz com que vocé nunca saia dela, caminhar na direcdo complementar
leva inevitavelmente a mudanca de fibra.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Queremos entao, de uma forma razoavel, associar a cada ponto da base uma cépia
da fibra. O jeito mais simples de se fazer isso é pelo produto cartesiano formando o chamado
fibrado trivial

MxF={(p,z)|peMexecF}={(pF),pe M} (2.42)

Portanto, a inspiracdo para a definicao de fibrado é o produto cartesiano, pensar esta
construgao como uma maneira de parametrizar um dos fatores do produto por pontos do

outro fator®.

Para generalizar a ideia da forma mais simples possivel basta usar o produto
cartesiano como modelo local. Dada a quadra (E, 7, M, F), onde E é o chamado espago
total, ™ projecdo ou sobrejecio suave®, M base e F fibras, pedimos que esta 4-upla é
localmente modelada pelo produto cartesiano de abertos de M e F'. O espaco total E

surge como colagem de produtos cartesianos locais de M por F.

Formalmente, aqui vamos pedir 7 suave; E, M e F' variedades suaves e E localmente

trivial, ou seja, Vp € M, 3 um aberto U 3 p tal que ¢ : 7 1(U) = E |y—= U x F, onde ¢

> Note que no caso do produto cartesiano existem duas maneiras equivalentes de pensar quem

parametriza e quem é parametrizado. E exatamente o que aconece na Fig. 3, logo aquele
fibrado, da maneira que foi apresentado, é trivial.

Poderiamos generalizar mais pedindo F, M e F sendo espacos topoldgicos e 7 continua. Porém
esse objeto seria, no minimo, pouco pratico para nossa discussio além de ndo classificavel.
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faz com que o diagrama da Fig. 4 abaixo comute, ou seja, ¢ preserva fibras. Denotamos o
fibrado por 7 : E — M

Eluy UXF

Figura 4 — Diagrama fibrado, onde m; representa projecao do primeiro fator do produto.

Fonte: Elaborada pelo autor.

n ' (U)=E |y

2@
e
___R___

p UXF

AT

u m

Figura 5 — Diagrama fibrado destacando a trivializagao local promovida pela fun¢ao ®.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os fibrados de diferentes naturezas vao surgir quando pedirmos das fibras maior
estrutura, como, por exemplo, estrutura de espaco vetorial ou grupos de Lie. No primeiro
caso, ganhamos os fibrados vetoriais, que tem como grande representante o fibrado tangente
a uma variedade suave. Ja no segundo, ganhamos os chamados fibrados principais, estrutura

interessa a isometria acompanhante.

Ezemplo 1 (Fibrado tautoldgico sobre o projetivo). Podemos dizer que o fibrado tautolégico
¢é o fibrado cujas fibras sao os espagos que dao origem aos pontos sobre os quais a fibra
esta descrita. No caso de p € PcV, a fibra é a reta complexa no espago vetorial. Este

fibrado tem funcoes de transi¢do bem definidas obtidas via coordenadas homogéneas.
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Agora é interessante falarmos sobre a nogao de conexdes em fibrados. O fibrado
também tem o seu espaco tangente T, F com x € E que, naturalmente, deve apresentar

dois tipos de diregoes especiais, como visto na Fig. 3.

(i) Diregao tangentes a fibra: andar por esta dire¢do faz com que vocé nao saia da fibra

F, que passa pelo ponto x.

(ii) Diregoes complementares: andar por estas dire¢oes faz com que vocé mude de fibras.

A diregao tangente a fibra é sempre bem definida, pois basta tomarmos o nicleo
da diferencial d,m da sobreje¢ao suave m no ponto. Ker(d,m) sdo os vetores tangentes ao
espaco total do fibrado que projetam no vetor nulo do fibrado tangente a base, ou seja, nao
correspondem a movimentos em M s6 andando na fibra. Este é o chamado espaco vertical
V. E = Ker(d,m). Note que dada uma curva y(—e,¢) — E com v(0) = z e 7/(0) = v,,

entao

d,m(v,) = c;lt t:O(ﬂ— oy)=0 (2.43)

caracteriza uma curva que nas proximidades de x estd totalmente contida na fibra.

Agora vem o desejo de quebrar T, E' em uma parte vertical e outra horizontal a
fibras. O ponto é que nao temos uma maneira natural de escolher esta direcao horizontal
H,FE. Posso pegar qualquer direcao complementar para quebrar o espaco na soma direta
T.E=V,E® H,E. A escolha desta dire¢ao horizontal é chamada de conexdo no fibrado.
Escolher H,E em cada ponto z € E de modo que a escolha varia suavemente com o
ponto. Desta forma se X () é campo suave em T, F, entdo X (z) = XV (x) + X (x) com
XV(z) e V,F e XH(x) € H,E.

A pergunta natural que segue é: afinal, por que chamamos esta escolha de conexao?
Pois, esta escolha da origem ao transporte paralelo neste contexto mais abstrato que o nivel
de variedades suaves. Dada uma curva 7 : [a,b] — M na base quero 4 : [a,b] — E tal que
m(¥(t)) = v(t). Em geral, existem infinitos levantamentos J(t) que satisfazem a condigao,
porém, com a escolha da conexao fazemos um pedido adicional que os vetores tangentes
ao levantamento sejam sempre horizontais, ¥'(t) € Hs)E. Isto garante a unicidade deste

levantamento pelo Teorema de existéncia e unicidade de equacoes diferenciais ordinarias’.

Ezemplo 2 (Conexao afim em T'M). No caso do fibrado tangente M de uma variedade
suave M o levantamente horizontal é o proprio transporte paralelo ao longo de curvas, ou

seja, a escolha da conexao afim V é equivalente a escolha de H, F.

7 Em fibrados muito complicados, onde E nio é completo e/ou apresenta “buracos”, as

solucoes das equacoes diferenciais podem néo existir em trechos do levantamento. Dai vem a
preocupacao da conexao ser completa no fibrado. Porém, no nosso caso de interesse isso nao
serd um problema.
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Apresentadas essas ideias basilares acerca de fibrados e suas conexoes, podemos
especificar para o objeto de valor para nossa apresentacao. Seguimos para uma rapida
descricao dos fibrados principais. Note que nao iremos apresentar demonstragoes das
afirmagcoes feitas a seguir, afinal esta se¢do é uma mera exposicao para contextualizar o
leitor e tais provas seriam puramente técnicas e fora do assunto de geometrias classicas,

nao acrescentando globalmente ao nosso trabalho.

2.2.1 Fibrado Principal

Chamamos de G-variedades variedades que um grupo de Lie G age a direita. Sejam
M, N G-variedades, uma fungao f : M — N é equivariante a direita se f(xg) = f(x)g
para todo g € G

Definicdo 6. 7 : P — M, denotado por G < P 5 M, com fibra G indentificada
com um grupo de Lie, é um fibrado principal se G age livremente em P pela direita e

¢y :m 1 (U) C P— U x G é equivariante a direita

(x,g9)h = (x, gh) du(p) = (7(p),9) g heGepeP, (2.44)

ou(ph) = (7(p), gh)

com U aberto de M.

A questao central da definicdo de fibrado principal sdo as trivializagoes locais.
Temos o grupo G O P agindo livremente® a direita e preservando fibras, ou seja, G, =
7 z) > p—pg € nl(x) com g € Gex e M. Dado que a variedade base é recoberta
por abertos, M = |J; U;, o diagrama da Fig. 6 comuta de forma que ¢y, preserva fibras,
logo ¢y, ¢ difeomorfismo que manda fibra em fibra do produto U; x G. Em U; x G o grupo
age naturalmente a direita. Como a agdo de G preserva fibras logo pg € G, também ira,
assim ¢y, é G-equivariante, ¢y, (pg) = ¢u,(p)g. Em palavras, na trivializagao local a agao

de G na variedade comuta com a ac¢ao na trivializacao.

8 Nio existem pontos fixos sob a acdo de G a nao ser a identidade do grupo 1g.



53

dui
— T~
n_l(ui) U, xG
Tt T(U,
u;

Figura 6 — Diagrama fibrado principal.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Conclusao, fibrados principais sao formados por:

i) sobrejegao suave w: P — M.
ii) acdo a direita de um grupo de Lie G O P livre que preserva fibras.

iii) G — P 5 M localmente trivial com trivializagdes G-equivariantes.

Vamos entao finalizar essa secao sobre fibrados mostrando o que significa fazer uma

escolha de diregao horizontal a um fibrado principal.

Proposigao 5 (Campo fundamental). Seja g dlgebra de Lie® de G, dadov € g, p € P e
a: (—e€,€) = G subgrupo uniparamétrico tal que a(0) = 1g, &(0) = v,

Av(p) =4

= tzopoz(t) (2.45)

é campo fundamental associado a v € g. Além disso, AV é suave e vertical, ou seja, pertence
ao Ker(d,m) =V, P.

Dada a escolha de uma distribui¢ao horizontal H,P suave invariante a direita; ou
seja, definindo r, : P — P tal que p — pg implica (dr,),(H,P) = H,,P; com a propriedade
de que T,P = V,P ® H,P definimos uma I-forma w, com valores em g com as seguintes

propriedades:

9 A &lgebra de Lie de um grupo de Lie G é o conjunto dos campos vetoriais invariantes a

esquerda pela acao do grupo, que por sua vez é isomorfo a T7,G espaco vetorial sobre R,
junto com o os colchetes de Lie fazendo o papel do produto da algebra.
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L. w,(A%(p)) =v € g.
2. riw=(Adg ")w."

3. w(H)(p) =0, com H € H,P.

Defini¢ao 7 (Conexdo de Ehresmann). Uma conexao de Ehresmann em G — P 5 M ¢

uma 1-forma w com valores em g satisfazendo as propriedades acima.

Com isso temos todos os conceitos necessarios no que tange o assunto fibrados para

introduzir o fibrado natural que esta associado a isometria acompanhante.

2.3 Fibrado da isometria acompanhante

Segue um ultimo ingrediente antes definirmos o fibrado natural da isometria

acompanhante.

Definicao 8 (Forma de Killing). Em U(V) ou SU(V) existe uma aplicacao B : g x g — C,

chamada forma de Killing, tal que

B(1, ¢2) = Tr(d1 0 ¢2) (2.46)

com ¢, ¢ € g.

Agora sim, temos tudo que precisamos para apresentar a nossa estrutura de

interesse.

Defini¢ao 9 (Fibrado da isometria acompanhante). Dado |c(a)) = |p) € PcV, temos
que SU(V)/Stab(|p)) ~ PcV. Desta forma, temos um fibrado principal, Stab(|p)) —
SU(V) & SU(V)/Stab(|p)) ~ PcV, esquematizado na Fig. 7. O levantamento F(t)
da curva |c) no fibrado vai ser declarado horizontal definindo assim uma conexdo de

Ehresmann. De fato, esta conexao vem da forma de Killing em SU(V).

10" Ad denota a representacio adjunta, um homomorfismo de grupos G — GL(g). Dado g € G

temos a fungao conj, : G — G tal que h — ghg™', Ad manda g (dconjg) 1o ¢ invariante a
direita e Adg~! = (Adg)~L.
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sU(v)

F(t) =¢F
m
su(V)

F(a) = 1syw)

Z
lpy VX

le(@)) = [ev)) = |p>

Figura 7 — Representagao do fibrado da isometria acompanhante. No caso, temos uma
curva fechada em PcV com [c(a)) = |c(b)) = |p) € PcV e seu levantamento
horizontal F' em SU(V) que inicia na identidade da fibra 7=1(|p)) = Stab(|p))
sobre o ponto projetivo inicial e termina na mesma fibra em F(b). Em V*
temos o levantamento normalizado |cy), ndo necessariamente fechado, iniciando
no representante |p) do ponto projetivo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Afim de finalizar o capitulo com esmero basta provarmos que, de fato, a curva da
isometria acompanhante F(t) é levantamento horizontal da curva |c) no projetivo com
respeito a forma de Killing, tendo seus vetores tangentes ortogonais a fibras no sentido da

forma Killing. Vale salientar que esta prova foi feita exclusivamente para esta tese.

L
Proposicao 6. Dados ¢ € SU(V) e |p) € PcV, T,5U(V) = ¢TStab(|p))&q (Tlstab(|p>)) i
=V, ® H, com respeito a forma de Killing é conexdo no fibrado SU(V) % PcV.

Demonstragio. Dado |p) € PcV, considere Stab(|p)) < SU(V'). Como a agao de SU(V)
é transitiva, temos que SU(V)/Stab(|p)) ~ PcV ~ O(|p)), onde O(|p)) é o conjunto de
érbitas do ponto |p). Assim ganhamos o fibrado Stab(|p)) — SU(V) & PcV.

Tome |q) € PcV e faca o TjgyPcV C su(V') pegando cada elemento ¢ € TiyPcV e

mandando para ¢ — ¢*.
_— i
Vamos primeiro provar que Tjq)PcV C <T1 Stab(|q>)> ", Dado um representante
|q), escrevemos ¢ = |v) (g|, com |v) € |q*), assim ¢ = |v) (g|—|q) (v]. Dado a € T,Stab(|q))

A

B(,a) = tr(ao ) = tr(ao [jv) (g| — |g) (v]]) (2.47)
= tr(alv) (g —alq) (v]) = (¢ | a(v)) — (v]alq)).

Como a € su(V) entao a + a* = 0, logo (¢ | a(v)) = (a*(q) | v) = — (a(q) | v). Dado que

a € Lin(V, V), basta mostrar que a |q) = 0. Se a é tangente ao Stab(|q)), existe uma curva
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v : [—€, €] — Stab(]q)) tal que v(0) = 1 e 7/(0) = a, mas se eu fizer a curva na variedade
ela fixa o ponto |q), ou seja, ¥(t) |q) = |q) Vt que implica (y(¢) |q))" = ~/(¢) |q) = 0. Como
lq) # 0 basta tomar ¢t = 0 e temos 7/(0) |q) = a|q) = 0, logo

B(¢,a) = 0. (2.48)

A questao que fica é: Temos a fibra passando pela 1g; (1) onde ja sabemos que se
levantarmos uma curva temos ortogonalidade Killing, pegando outro ponto a ortogonalidade

¢ mantida?
Tome a curva |c) : [a,b] — PcV com |c(a)) = |p). Sabemos da definigdo de

. o . 1
isometria acompanhante que F(s) = ¢F(s) que implica F(s) € (Tﬁtab(\p})) BF(S),
R L
pois ¢ € TipyPcV C <T18tab(|p>)) " ¢ fazemos um deslocamento aplicando F'(s), Vs.

Entretanto, F(s) [c(a)) = F(s) |p) = |c(s)) logo
Stab(le(s))) = F(s)Stab(|p))F'~'(s) — (Stab(lc(s)))) F'(s) = F(s)Stab(|p)). ~ (2.49)

De uma outra forma, dado g € Stab(|p)) temos
(F(s)gF~'(s)) le(s)) = F(s)g |p) = F(s) [p) = |e(s)) = FgF~" € Stab(le(s))). (2.50)

) i L
Portanto F/(s) € (Tlstab(yc(s»)) “F(s) = F(s)(Tlstab(]p>)> ” tal que F(s) € SU(V)
Vs. Ou seja, no levantamento F'(s) os vetores tangentes a curva sdo ortogonais as fibras

no sentido da forma de Killing Vs!!. O

No préximo capitulo, veremos como o formalismo se comporta diante da Fisica de
sistemas quanticos descritos por estados puros e transformagoes unitarias, que culminara
na nossa definicao do critério adiabatico geométrico e sua aplicagao para os problema da

ressonancia.

' Sempre iniciamos o levantamento F(s) pela 1 su(v)- Na identidade temos também a fibra

Stab(|p)). A forma de Killing zera na identidade onde caracterizamos T Stab(|p)) e F(0) €

1 1
(Tlstab(|p>)> 7 Depois s6 deslocamos (Tlstab(|p>)) 7 a0 longo do levantamento pela
conjugagao por F(s).
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3 RESULTADO

Neste capitulo iremos olhar o espago de estados quanticos puros sob o holofote das
geometrias classicas, ou seja, colocar em pratica o formalismo matemético no contexto
fisico. Inicialmente iremos proceder com uma abordagem geral, tomando o espago de
estados como um espaco vetorial de dimensao finita com um Hamiltoniano dependente
do tempo diagonalizavel sendo responsavel pela dinamica. Tomamos um autoestado do
Hamiltoniano como o levantamento unitario das geometrias classicas, podendo assim
construir as entradas da matriz ¢ associada e, consequentemente, resolver a equacao
para a isometria acompanhante nestas condigdes. A partir da andlise das entradas da
matriz ¢ comegaremos a discussao que levara ao enunciado do nosso critério geométrico
para adiabaticidade a partir da isometria acompanhante. Apresentaremos a expressao do
critério e vamos falar da inspiracdo para sua definicdo. Por fim, restritos ao espaco V = C?,
espaco de um g-bit, iremos apresentar dois exemplos em que aplicamos nosso critério para
Hamiltonianos que apresentam regime de ressonancia, observando o bom funcionamento

do mesmo dentro deste regime.

3.1 Entes geométricos classicos no contexto fisico

Vamos olhar para o espago de estados quanticos puros como um espaco vetorial
complexo V' de dimensao finita munido de forma hermitiana nao-degenerada (—|—) :

V x V — C positivo definida apresentando as mesmas propriedades vistas na Eq. (2.1).

Dado um Hamiltoniano dependente do tempo H;, operador continuo no parametro
num espaco de dimensao finita, sabemos que ele é diagonalizavel para todo instante de

tempo satisfazendo a equagao de autovalores

Hy [n(t)) = En(t) [Pn(t)) onde (¢n()|tbm(t)) = dnm , Y, (3.1)

com {|n) bn=1, . dimev conjunto de vetores complexos de V' que diagonaliza o operador
Hamiltoniano e E,(t) < E,.1(t) Vi, n.

A principio, queremos calcular a matriz de F' associada a apenas um dos autoestados
do Hamiltoniano visto como levantamento de uma curva projetiva. Vamos entao fixar o

levantamento unitario como o n-ésimo autoestado do Hamiltoniano, ou seja,

€) = [tn) - (3.2)

Assim, temos nosso levantamento normalizado

o =exp ([ 1)) 1) 33)
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e sua derivada em relacao ao parametro

o) = exp (= [ G | ) (= (| ) o) + 1) ). (3.4)

Note que a fase de |¢g) tem a mesma expressao do termo que ira resultar na fase de Berr
0
quando evoluimos ciclicamente nosso Hamiltoniano no tempo. E dada a devida atencao a

este fato no Apéndice A.

Dado que possuimos a forma explicita do levantamento |¢y), podemos calcular

c= ’C'0> <CO| = ( - <wn ’ %) |1/}n> + ’wn>) <wn| (3'5)
¢ = ’CO> <60| = <¢n | ¢n> |¢n> <¢n’ + ’wn> <wn| ) (3'6)

logo
é =c—¢' = (an) -2 <¢n | @Z)n) |¢n>) <¢n| - an) <¢n| : (3'7)

Vamos agora calcular as entradas da matriz ¢ na base {|¢,)}. Para isso aplicamos

¢, fixo |1,,), a um elemento [t),) qualquer da base, obtendo

Elba) = (| ) (1) + 2000 [ ¥} 1) ) = (a | ) ) =

_ |77z;a> - <77Z}a | 77z;a> |¢a> s€ n = a, (38)

<wa | wn> ’wn> Se n 7é a.
Agora fazemos ¢ |1),) argumento do funcional linear (15| de um vetor qualquer da base,
obtendo

(

0 sen=a=Db,

(O 4wy = 4ol sen=ae ezl 59
(Y | s) sen#aeb=n,
0 sen#aeb#n.

\

Em outras palavras, a matriz de ¢, fixo [1,), na base {|¢,)} se escreve como

_<¢n | ¢1>
_<wn | ¢2>

(3.10)

Q-
I

_<wn ’ wn+1>

Sendo F(t) = ¢(t)F(t), com [¢(t),&(t))] # 0, contruimos a solucio através de

ordenamento temporal de sucessivas evolugoes infinitesimais,

F(t) = (Tel 9 F(ty), (3.11)
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onde ?ef ¢ . I1; e et) com tiz1 = t; + dt e dt incremento infinitesimal de tempo!.

Note que a matriz de ¢ na Eq. (3.10) s6 contém termos do tipo (¢, | ¥n,) com
n # m. Pelo Cor. 1, em regime adiabdtico temos que ¢ tende a matriz nula, logo, F' tende
a ficar numa vizinhanga muito préoxima da identidade do grupo durante toda a evolucao
no tempo t. Esta foi a constatacdo que deu origem ao embriao da ideia para a formulacgao

do critério geométrico para adiabaticidade.

Seguiremos entao definindo a forma final do nosso critério e em seguida faremos

uma exposicao de como partindo do embriao chegamos a sua versao ultima.

3.2 O critério

Critério 7 (Critério geométrico de adiabaticidade a partir da isometria acompanhante).
Dado um espaco vetorial complexo V' finito munido de forma hermitiana positivo definida
e o Hamiltoniano H;, tomamos a curva |¥(¢)) em V que satisfaz a equagao de Schrodinger
e construimos a isometria acompanhante F'(t) associada a ela. Podemos dizer que temos

um regime adiabatico durante todo o tempo de evolucao se o quantificador

1 2
C'=max |1 — Gme znj | (n ()] F [0 (t0)) | ] ~ 0, (3.14)

onde C € [0,1].

Falando sobre a elaboragio deste quantificador. Gragas a intuicao vinda da andlise
das entradas da matriz na Eq. (3.10) e a representagao pictérica do fibrado na Fig. 7
concluimos que em regime adiabatico devemos ter a matriz F' nas vizinhancas da matriz
identidade do grupo de isometrias durante toda a evolugao do estado. Estabelecemos este
formato do critério geométrico transpondo esta ideia para o nivel do espaco vetorial?, nivel
que todos os critérios da literatura se apresentam.

Inspirados pela Prop. 4 e pela Def. 1, é suficiente para garantir evolugdo adiabatica
3

que
1" Se dt é incremento infinitesimal de tempo, pela Def. 5, observe que
F(t+dt) = (14 dt&(t)) F(t) ~ e O F(1). (3.12)
Como . .
F(t+2dt) = (1+dt&(t + dt)) F(t + dt) ~ e et edt et py), (3.13)

e assim sucessivamente, logo temos F'(t) = (?efé)F(to).

Agradecemos ao Professor Frederico B. de Brito por sua imensa colaboragdo neste ponto.
Aqui vale mencionar a possibilidade de unirmos as propriedades da matriz F' com o contetido
apresentado no artigo (62), que separa a evolugéo do estado entre a holonomia e operador
dindmico, podendo identificar na evolucao a isometria acompanhante com o operador dindmico
e a holonomia com a fase que acompanha a curva normalizada |cp).
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Dado que conhecemos da literatura, apresentada no Cap. 1, que critérios em geral tem
formato de distancias entre projetores associados as evolugoes real e ideal do sistema, por
analogia nosso critério tem o 1 na Eq. (3.14) fazendo o papel da condigao ideal e o termo da
Eq. (3.15) fazendo o papel da condicao real. Isso permite transpor a nivel de espago vetorial
a nocao de distancia entre as matrizes I’ e 1gyv). O fato da isometria acompanhante
estar na vizinhanca da identidade durante todo tempo de evolugao dindmica, implicando

adiabaticidade, se reflete pela maximizacao em ¢ ser muito proxima de zero.

Nosso critério envolve apenas a matriz F' explicitamente, que vem da geometria
natural ao nosso problema, e uma nogao fisico-geométrica de proximidade que regime
adiabético proporciona. A matriz F implicitamente, via ¢, estd relacionada a termos do
tipo (1 | ¥n) com m # n que por sua vez envolvem a primeira derivada do Hamiltoniano
e o inverso do gap entre as respectivas autoenergias, como visto na Eq. (1.10), mostrando

uma proximidade do nosso critério com o Crit. 1.

Como F' “acompanha” a curva de Schrodinger podemos dizer que nosso critério
carrega a histéria da evolugao através da matriz da isometria acompanhante. Veremos
na Sec. 3.3 que ele funciona em qualquer regime da dinadmica, inclusive na ressonancia.
Apresentamos nosso critério com base em um quantificador, sendo que se ele apresentar
uma resposta préxima de 0 é sinal que a adiabaticidade foi valida durante o tempo que
durou a dinamica, ja se apresentar resposta préoxima de 1 é sinal que houveram transi¢oes

pelo caminho.

E importante destacar que se quisermos saber quais instantes de tempo em que
houveram transi¢oes durante a evolucao basta retirar a maximizagao em ¢ na Eq. (3.14) e
aplicar o quantificador como func¢do do tempo, podendo ter acesso aos instantes que as
transi¢oes se mostram mais propencas a ocorrer. Neste sentido, podemos dizer que com
pequenas modificagoes, o quantificador funciona também instantaneamente. Isso se deve ao
fato dele depender de poucos ingredientes. Sua expressao s6 depende da existéncia de uma
curva no espaco de estados seguindo a dindmica de Schrodinger, suficientemente regular
para satisfazer os enunciados do formalismo matematico, e uma intuicao geométrica de
distancia proporcionada pela prépria geometria dos espacos que trabalhamos. Dai vem

sua versatilidade de poder servir para critério local ou global no tempo de evolugao.

Nos resta agora testar o critério num cenario com Hamiltonianos especificos e

observar seu comportamento.

3.3 2 exemplos paradigmaticos

A fim de trazer a aplicacdo do nosso critério em problemas de interesse fisico
concreto, vamos trabalhar com o espaco vetorial V' = C2, ou seja, vamos tratar de espacos

de um g-bit. Sejam {0, 0,, 0.} as matrizes de Pauli, tomamos um primeiro Hamiltoniano



61

de dois niveis (42)

H=——0,— B sin(wt)oy,, (3.16)

com autoenergias e autoestados da forma

Eoa(t) = :F%Q e |thoa(t)) = (f(ﬁ) = (3.17)

onde 2 = /w2 + 4X2sin?(wt) e a* = \/(Q £ wy)/2Q coordenadas na base canonica de V.

Note que para este Hamiltoniano o gap entre as autoenergias varia com ¢.

Utilizando do software Wolfram Mathematica, fixo A = 1072wy com wy ~ 1,
resolvemos numericamente para 27/(Aw) ~ 10° pontos a curva |¥(f)) que satisfaz a
dindmica de Schrodinger com |W(0)) = |1y(0)).

2

_ [Kwo) | ®)", @ = wor2

1.00000 5

0.99995

0.99990 H

0.99985

0.99980

1 . . L 1 . ) . 1 A . \ 1 N N \ L t/\
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 8 — | (¢o(t)|¥(t)) |? x tA escolhendo w = wy/2, pois queremos avaliar um regime

fora da ressonancia. Repare que as oscilagoes ocorrem no eixo ordenado numa
vizinhanca préxima do valor 1, indicando que o estado evoluido é aproximada-
mente |¢(t)) durante todo tempo da implementagao, ou seja, ndo hé transigoes
de nivel aproximadamente.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 9 — | (¢o(£)|¥(¢)) |* x tA escolhendo w = wy que é a condigao de regime de resso-
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0.8 :
0.6 i
0.4 :

0.2

nancia. Repare que durante o tempo da implementacao o valor ordenado vai
a zero, indicando que o estado evoluido nao possui nenhuma componente no
estado fundamental ao fim da implementacao, ou seja, o estado transiciona
neste regime.

Fonte: Elaborada pelo autor.

ming|{o(t) | P(H)H]*

N\

w
0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 we

Figura 10 — miny | (1o(¢)|¥(t)) |* X w/wy. No caso do Hamiltoniano (3.16), nessa imagem

podemos ver para diferentes valores de w o valor minimo do médulo quadrado
da projecao do estado de Schrodinger no estado fundamental. Vemos nas
vizinhangas da ressonancia os valores minimos cairem, indicado que nesta
regiao ocorrerao transigdes entre niveis. Tempo de evolugao t\ = 1.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A principio vamos escolher dois valores de w para o Hamiltoniano em questao e
observar o valor minimo do médulo quadrado da projegao da curva de Schrodinger |W(t))
no estado fundamental [1y(t)), dentro do tempo de implementacao t\ = 1, afim de uma
abordagem preliminar dos efeitos da ressonancia. Na primeira escolha tomamos o valor de
w = wp/2, uma regiao de regime fora da ressonéncia; observamos através da escala vertical
dos graficos na Fig. 8 que o médulo quadrado da projecao oscila numa vizinhanga muito
préoxima de 1, indicando uma condicao de evolucao adiabatica. J4 na segunda escolha
tomamos o valor de w = wy, representando o regime de ressonancia do sistema; observamos
através da Fig. 9 que na condicao de ressonancia terfamos uma inversao total da populagao
dentro do intervalo de tempo implementado, pois a projecao zera em um determinado

tempo, logo, perdendo a condicao de adiabaticidade da evolucao.

Agora vamos olhar os minimos do médulo quadrado da proje¢ao para diferentes
valores de w em torno da ressonancia, dentro do tempo implementado t\ = 1. Nas
vizinhancgas da ressonancia, w &~ wy, os valores minimos do médulo quadrado da projegao
vao ficando menores que 1 e muito préximo de zero quanto mais w se aproxima de wy.
Ou seja, préoximo da ressonancia nao se pode manter a adiabaticidade da evolugao, pois
aumentam muito as chances de ocorrerem transi¢oes de nivel entre os estados. Ja nas
regioes fora da vizinhancga da ressonancia os valores minimos do médulo quadrado da
projecao sao sempre muito proximos de 1 indicando condicao de evolugao adiabatica nesses

valores de w. O nosso critério deve refletir justamente este fato.

E exatamente isso que vemos na Fig. 11. Ao implementarmos o valor do quantificador
para diferentes valores de w em torno do valor da ressonancia, o critério nos diz que a
adiabaticidade s6 é quebrada nas vizinhancas de wp, sendo que na ressonancia temos
um pico indicando iminentes transi¢oes de nivel. Assim, neste caso, vemos nosso critério
dizendo que nao ha forma de manter adiabaticidade na ressonancia deste sistema, ja fora

da sua vizinhanga podemos garanti-la como a Fig. 10 ja nos indicava.

Vamos entao aplicar o critério para outro Hamiltoniano que se comporta de forma
analoga a este primeiro caso e observar se obtemos o mesmo bom comportamento do

critério.
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Figura 11 - C X w/wy. Para o Hamiltoniano (3.16), nosso quantificador se comporta
como o previsto mostrando que na ressonancia e nas suas vizinhangas nao
vale a condicao de adiabaticidade, sendo que na ressonancia as transi¢oes sao
iminentes. Tempo de evolugao tA = 1.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nosso segundo Hamiltoniano sera o Hamiltoniano de Rabi. Vamos identificar a
base canonica de C? com a base computacional, ou seja, |0) ~ (1,0) e |1) ~ (0,1)”. Desta

forma, nosso segundo Hamiltoniano é escrito como

N .
Hy = Do+ S{e™!0) (1] + ! [1) (0] }. (3.18)

Diagonalizamos numericamente nosso Hamiltoniano*, novamente fixo A = 1072 wy com wy ~
1 resolvendo para 27/(Aw) ~ 10% pontos, obtendo as autoenergias e os autoestados. Neste
exemplo o gap entre as autoenergia ¢ constante no tempo. Em seguida, implementamos a
curva |¥(¢)) que satisfaz a dindmica de Schrodinger com condicao inicial sendo o autoestado
fundamental no instante zero, [¥(0)) = |¢9(0)).

Na Fig. 12, observamos para diferentes valores de w em torno da ressonancia
um comportamento idéntico ao caso anterior para os minimos do médulo quadrado da
projecao da curva de Schrodinger |W(t)) no estado fundamental [io(t)), dentro do tempo

implementacao tA = 1.

4 Sabemos que este Hamiltoniano é facilmente diagonalizavel analiticamente, porém, por

questoes de codigo, ja fizemos este processo numericamente durante a implementacao.
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Figura 12 — miny | (o ()| ¥(t)) |*> X w/wy. No caso do Hamiltoniano (3.18), nessa imagem
podemos ver para diferentes valores de w o valor minimo do médulo quadrado
da projecao do estado de Schrodinger no estado fundamental. Vemos nas
vizinhancas da ressonancia os valores minimos cairem, indicado que nesta
regiao ocorrerao transigoes entre niveis. Tempo de evolugao tA = 1.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Fig. 13, vemos ao implementar o critério o fato da adiabaticidade s6 ser quebrada
nas vizinhancas de wy, tendo na ressonancia um pico indicando iminentes transigoes de

nivel nao havendo forma de manter adiabaticidade neste regime.

Com estes exemplo esperamos ter mostrado a capacidade do nosso critério. Apre-
sentamos um quantificador para adiabaticidade construido a partir do objeto F' que vem
da geometria natural do problema. Ao estabelecer um critério a partir do quantificador
observamos que a ressonancia de sistemas deve produzir um efeito geométrico na curva
F' que tem como resultado obstruir a validade da adiabaticidade neste regime. O critério
funciona em qualquer regime da dinadmica e carrega a historia da evolugao através de
F, pois F' acompanha a evolucaode Schrodinger por defini¢ao. Com estes dois exemplos
paradigmaticos queremos apontar a relevancia deste critério geométrico vindo da isometria

acompanhante, dada a sua consisténcia de funcionamento.
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Figura 13 — C' X w/wy. Para o Hamiltoniano (3.18), nosso quantificador se comporta como
o previsto mostrando que na ressonancia e nas suas vizinhangas nao vale a
condi¢ao de adiabaticidade, sendo que ressonancia as transi¢bes sao iminentes.
Tempo de evolugao t\ = 1.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.4 Conjectura e perspectiva

Nesta secao, vamos fechar o capitulo apresentando ideias que emanaram natural-

mente do desenvolvimento do critério e que tem potencial futuro de trabalho.

Inicialmente, queremos fazer a projecao estereografica da isometria acompanhante F'
associada a curva que satisfaz a dindmica de Schrodinger, iniciando no estado fundamental,
referente ao primeiro Hamiltoniano da Eq. (3.16) fixo A = 1072w, com wy ~ 1. Vamos

observar como esta projecao se comporta no regime de ressonancia e fora dele.

Para isso, lembramos que o conjunto SU(2) pode ser representado como

SU(2) = {(_ )

Mapeamos entdo SU(2) — S € R* com a aplicagao

|21’2 + ‘22|2 =1 , Z1, %2 € C} . (319)

( . Z2> — <Re(z1),Im(zl),Re(zQ),Im(zg)>T. (3.20)

—Z Z1

Fixo um ponto |p) € R* como polo da esfera, a projecio estereogréafica a partir deste polo
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é definida como:

Cy S\ {Ip)} = R (3.21)

@) +1p)
|Q>'—>m Ip) ,

onde o produto interno é o de R*.

A projecao estereografica nada mais é que olhar a curva de F' do grupo de isometrias

SU(2) como uma curva na esfera S3 C R* e em seguida realizar sua projecio estereogréfica
em R3.

Projecéo estereografica SU2) » R®, w = wo /-

B —— T

. |L‘| 0.002

b

-0.004 -0.002

Figura 14 — Projecao estereografica da isometria acompanhante F +— R3 associada a
curva que satisfaz a dinamica de Schrodinger, iniciando no estado funda-
mental, referente ao Hamiltoniano da Eq. (3.16). Projecao fora do regime de
ressonancia. Nao colocamos dimensoes nos eixos do grafico pois queremos
observar o comportamento de F' de um ponto de vista matematico, apenas
como uma matriz do grupo de isometrias com entradas complexas, para depois
chegar a alguma conclusao fisica. Note o comportamento periédico da curva
projetada nesse regime fora da ressonancia

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Projegéo estereogra fica SU(2) —» R>, w = wy

Figura 15 — Projecdo estereogrifica da isometria acompanhante F' +— R3 associada a curva
que satisfaz a dinamica de Schrodinger, iniciando no estado fundamental,
referente ao Hamiltoniano da Eq. (3.16). Proje¢ao no regime de ressonancia.
Nao colocamos dimensoes nos eixos do grafico pois queremos observar o
comportamento de F' de um ponto de vista matematico, apenas como uma
matriz do grupo de isometrias com entradas complexas, para depois chegar a
alguma conclusao fisica. Note o aspecto de curva densa da projecao no regime
de ressonéncia

Fonte: Elaborada pelo autor.

Primeiro realizamos a projecao estereografica de I fora da ressonancia, Fig. 14. Ob-
servamos um comportamento periédico ao longo do tempo de evolugao, pois nosso critério
atesta que nao estamos em regime adiabatico e portanto permanecemos aproximadamente

no estado fundamental que deve ser periddico, dado que o Hamiltoniano é periédico.

Quando realizamos a projecao estereografica de F' na ressonancia a situagdo muda,
Fig. 15. Nosso critério nos diz que nao é possivel manter a adiabaticidade neste regime,
isso se reflete visivelmente no aspecto de curva. Olhando para a projecao estereografica da
curva F' a impressao é que a ressonancia se caracterizaria pela densidade dessa curva na
esfera. Note que o desenho que se manifesta é curiosamente parecido com a fibracao de

Hopf, em que a esfera S® é folheada por circulos sobre uma esfera S2.

Nossa conjectura a partir destes fatos seria provar uma afirmacao para o caso de
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um ¢-bit. Dado nosso critério geométrico para adiabaticidade, ele garantiria que para
qualquer Hamiltoniano no regime de ressonancia nao ¢ possivel haver evolucao adiabatica.
A prova consistiria em caracterizar ressonancia geometricamente sem falar de nenhum
Hamiltoniano especifico, depois impor de saida esta condi¢do de ressonancia observando os
efeito produzidos na isometria acompanhante e provar que nestas circunstancias a curva
de F é densa em SU(2), ou seja, nunca se fecha, percorrendo toda a esfera®. Fisicamente
significa que a curva do estado de Schodinger vai percorrendo todo o espago de estados sem
se fechar ou apresentar periodicidade, marcando o fato de na ressondncia haver iminentes

transicoes de nivel.

Este plano de prova ja apresenta em si um obstaculo interessante. O que é resso-
nancia do ponto de vista matemético? Como dar uma boa definicao do que é um regime de
ressonancia geometricamente em uma dinamica sem falar de um Hamiltoniano especifico?
Sem responder essa questao nao é possivel prosseguir com a prova e por isso ficamos s

com a conjectura. Essa é uma diretriz que pode servir para trabalhos futuros.

Mais um ponto que queriamos destacar é a potencial universalidade de aplicacao
do nosso critério. Ele seria o critério natural para adiabaticidade. Novamente, a isometria
acompanhante ¢ um objeto que tras toda a historia da evolugao consigo da curva, é um
objeto geométrico natural no contexto que estamos. A expressao do critério, inspirada
pela literatura, reflete nogao de distancia em um espaco que tem essa no¢ao bem definida.
Se nosso critério apresentar acuracia nas suas previsoes, potencialmente ele, e consequen-
temente a matriz de F', sao os objetos naturais para estudar a adiabaticidade da evolucao

do sistema.

5 A prova da densidade da curva no grupo também pode néo ser tarefa simples, precisarfamos

da ajuda de um dinamicista para tal.
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4 CONCLUSAO

Nosso trabalho, no espirito da geometria da informacao, utilizou do formalismo
das geometrias classicas; especificamente de uma ferramenta que aparece nesse contexto
chamada isometria acompanhante; aplicada ao contexto fisico de sistemas quanticos
puros com dinamica unitaria, aliada aos conhecimentos da literatura sobre critérios da

adiabaticiadade, construindo um critério geométrico para adiabaticidade.

O critério que desenvolvemos ¢é centrado na matriz da isometria acompanhante.
E um quantificador com valores entre [0, 1], onde o critério emana do entendimento que
o valor do quantificador ser muito proximo de zero indica que a evolucao é adiabatica

durante o tempo total que se desenrolou.

Nesse entendimento do critério reside sua alma geométrica e fonte de inspiracao
para sua criacao. Reflete o fato de evolugao adiabatica fazer com que a matriz da isometria
acompanhante, associada ao estado fisico que evolui segundo dindmica de Schrodinger,
fique sempre na vizinhanca da identidade do grupo de isometrias, ou seja, em regime
adiabatico a distancia da isometria acompanhante para a identidade é préxima de zero

durante todo o tempo de evolugao.

Da forma que o critério foi formulado, com pequenas modificagoes da sua expressao,
podemos fazer com que ele nos diga instantaneamente ou para intervalos de tempo
especificos da evolugao se naqueles pontos ou trechos ha adiabaticidade. Note, na pratica, o
critério s6 depende da existéncia de uma curva no espaco de estados seguindo a dinamica de
Schodinger, suficientemente regular para satisfazer os enunciados do formalismo matematico

por tras, e uma intuicao geométrica. Dai vem sua versatilidade.

Testamos nosso critério em dois exemplos, dois Hamiltonianos que apresentam
regime de ressonancia. Observamos resposta muito condizente do critério fora do regime de
ressonancia e, principalmente, nas vizinhancas da ressonancia. Na condigdo de ressonancia
temos um pico do critério nos dois casos, indicando a improbabilidade de se manter uma

evolugao adiabética nessas condigoes.

Dado este fato, apresentamos uma conjectura acerca de uma afirmagao que nosso
critério advogaria a impossibilidade de haver adiabaticidade em qualquer regime de

ressonancia, independente da escolha do Hamiltoniano a nivel de g-bits.

A principal dificuldade de elaborar uma prova para esta conjectura estd no fato
de nao termos uma definicdo do que seria o conceito fisico de ressonancia em termos
geométricos. Afinal, tendo esta definicdo a partir dela poderiamos estudar seu efeito na
curva da isometria acompanhante no grupo e observar se ela é curva densa no grupo nestas

circunstancias. Além disso, caracterizar ressonancia puramente em termos matematicos e
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geométricos, em si, deve ser uma tarefa interessante com potencial de aplicacdo. Deixamos

aqui estas diretrizes um possivel trabalho futuro.

Nosso critério apresenta naturalidade, no sentido que dada a curva de Schrodinger
a isometria acompanhante é estrutura geométrica natural associada a curva e a expressao
do critério vem da nocgao de distancia em espacos que possuem este conceito bem definido.
Dada a naturalidade do critério, uma questao que também pode ser explorada no futuro é
sua acuracia na pratica. O quanto ele, de fato, é preciso ao indicar adiabaticidade. Dado
que ele se mostre eficiente na tarefa, somado com sua naturalidade, ele ganharia um

potencial de universalidade de uso.

Por fim, ressaltamos novamente a leitura dos apéndices desta tese para aqueles
que quiserem mais perspectivas de aplicagao das geometrias classicas na Fisica. La estao
resultados e diretrizes que ou emanaram naturalmente do que foi desenvolvido na tese,
ou foram desenvolvidas paralelamente ao texto principal. Tratamos neles contetdos cor-
respondentes a fase de Berry e o fibrado de Berry-Simon, espago de estados mistos de
um q-bit, grassmanianas e a correspondéncia AdS/CFT, respectivamente. Tudo sob o
olhar das geometrias cldssicas. E esperado desse contetido dos apéndices render futuros

trabalhos caso sejam devidamente trabalhados por mentes interessadas.
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APENDICE A - FASE DE BERRY E O FIBRADO TAUTOLOGICO

No Cap. 3 do texto principal, ao aplicar o formalismo de geometrias classicas
ao contexto fisico de estados quéanticos puros notamos que a fase que acompanha o
levantamento de curva normalizada, elaborada na Eq. (3.3), tem expressao idéntica a
que aparece na formulacao da fase de Berry, fase geométrica adquirida em evolugoes
ciclicas no tempo do Hamiltoniano. Neste apéndice iremos explorar este fato. Inicialmente
desenvolveremos o contetido que apresenta o que ¢é a fase de Berry e como ela se manifesta,
isto nos levara imediatamente a construcao do fibrado de Berry-Simon, fibrado concebido
para trazer na lingugem de conexdes e holonomia o fenémeno fisico da fase geométrica de
Berry. Dados estes conceitos iremos fazer a relagao entre o fibrado de Berry-Simon e o
fibrado tautologico onde o levantamento normalizado ird desempenhar o papel de curva
horizontal, ou seja, uma conexao. Por fim iremos apresentar uma conjectura colocando o

fibrado da isometria acompanhante neste contexto que possibilitaria um trabalho futuro.

A.1 Fase de Berry e o fibrado de Berry-Simon

Trabalhando a partir da Sec. 1.2.2, olhando o espago de estados quénticos puros
como espaco vetorial complexo V' de dimensao finita munido de forma hermitiana nao-
degenerada (—|—) : V x V — C, temos o Hamiltoniano H;, diagonalizdvel para todo

instante de tempo satisfazendo a equacao de autovalores

Hy[9n(t)) = En(t) [¢n(t)) onde (n(t)|m(t)) = dnm , VE. (A1)

Uma solucao geral para a equagao de Schrodinger é pode ser expressa na base de autovetores

{|¢n>}n:1,..,dimcv como
[0) =3 gm(t) exp {—i/ﬂt Emdt’} [t - (A:2)

Interessados nas implicagoes geométricas da aproximacao adiabatica, partimos
da validade Cor. 1. Logo, temos que, no limite de evolucao infinitesimalmente lenta do

Hamiltoniano, a Eq. (1.8) se reduz a

q;n = —Qdm <¢m|¢m> : (A?’)
Desta maneira a solucao para os coeficientes fica sendo
) t .
I = G (0)e* O onde 6u(t) =i [ (tnlth) (A.4)
0

Portanto, no regime de aproximacao adiabatica a solucao geral para a equacao de Schro-

dinger se escreve como

) = ;qm(()) exp {wm i /0 t Emdt’} [t (A.5)
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A fase ¢, definida na Eq. (A.4), foi ignorada por muito tempo com o argumento
que bastava apenas reescolher a base dos autovetores como {|77Z~Jm>}m:1,..,dim(c\/7 onde
[m) = € [,) tal que

(b)) = 0, (A.6)

o chamado gauge de Born-Fock. Varrendo assim a explicita dependéncia da fase sem perder
nenhuma informagao na solugao geral de |¥) em regime adiabatico, uma vez que que fase
global nao tem influéncia em medidas no laboratério. Porém, existem casos em que a fase

¢m nao pode ser ignorada com este argumento. (63)

Para analisarmos estes casos onde a fase se apresenta com relevancia fisica, vamos
entao introduzir a dependéncia em ¢t do Hamiltoniano via um conjunto de parametros
externos

tes R(t) € M — Hp (A7)

(t)
tal que R(t) = (RX(t),.., R"™M(¢)), onde M é espago de pardmetros'. Agora nossa base
{|tn)} também depende de t via parametros R e denotamos esta dependéncia como
{|¢n(R))}. Vamos entéo variar no tempo suavemente os pardmetros em M de forma ciclica
nao-trivial, ou seja, E(O) = f{(tf) implicando H g = Hﬁ(tfy A fase ¢,,, no instante ty que

completamos o ciclo pode ser entao calculada como

o= [ (ol =1 (ol =

onde aqui utilizamos a convencao da soma de Einstein para indices repetidos? e a integral
de caminho fechado acima ¢ realizada no espaco de pardmetros M?3. Notamos que ¢,, no
instante ¢y em que completa a volta no espago de pardmetros surge como um diferenca
de fase mensuravel interferindo com a base de autoestados no instante inicial £ = 0 do

processo.

Vamos entdao nomear as fases que temos em maos neste momento:

. . a¢m I
(Fase de Berry) iOm = — j{ <¢m‘ DR >dR (A.9)
¢
(Fase dinamica) - z/ E,dt (A.10)
0
(Fase geométrica) Fase de Berry + Fase dindmica (A.11)

Na tentativa de interpretar a fase de Berry como holonomia de uma certa cone-

xao em um fibrado apropriado (64), construimos um fibrado principal correspondente

L M sendo visto como variedade diferenciavel leva R desempenhar papel de coordenadas locais

definidas num determinado aberto U C M.

viu; = D viu; = viug + v3ug + ...

Pedimos aqui dimM > 2, pois para M unidimensional a integral da Eq. (A.8) é sempre nula,
nédo produzindo fase.
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a0 n-ésimo autoestado \wn(ﬁ»‘l onde a base do fibrado é o espaco de pardmetros M
correspondente a este [, (R)). As fibras {g |[¢n(R)) |g € U(1)} sdo isomorfas a circulos

unitarios correspondendo a uma escolha arbitraria de fase na equacdo de autovalores®.

Temos entao um U (1)-fibrado sobre o espago de parametros M com sobrejegao suave
dada por (g [n(R))) := R, com g € U(1), que vamos chamar de fibrado de Berry-Simon,
Fig. 16.

UaR) | g€ um}

ls

espaco de parametros

Figura 16 — Fibrado de Berry-Simon.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A estrutura do fibrado é definida escolhendo uma secao local fixando uma fase de
[¥n(R)), YR € M. Seja entdo o(R) = 1y |1n(R)) secio local sobre aberto U € M as
fungoes de trivializagao sdo definidas canonicamente por ®(1y1) 1 (R))) = (R, ly@y) e a
acao a direita sobre fibras por ®(1y() lvn(R)) g) = (R, lywy)g = (R,g) ,Vg e U(1).

Declaramos que um levantamento |h) = g; [, (R)) ¢ horizontal neste fibrado para

escolhas de fase g; tal que
(h|h) =0 ¥t com g, € U(1). (A.12)

Por decomposicao horizontal-vertical, temos uma conexao neste fibrado que recebe o nome
de conexdo de Berry-Simon. Note a semelhanca da Eq. (A.12) com a Eq. (A.6) e com a
Prop. 3.

Considerando uma curva fechada y em M, tal que t — R — |1, (R)) e B(0) = R(t),
temos que a holonomia de 7 é igual & ¢, fator de fase de Berry da Eq. (A.9). Assim

podemos escrever em coordenadas a 1-forma de conexao de Berry-Simon, utilizando

4 Como estamos em condicio de aproximacio adiabatica sé precisamos nos preocupar em olhar

para o n-ésimo autoestado individualmente, ji que nao ha transicao de niveis.
S6 temos autovetores unitarios, qualquer escolha de autovetor multiplicada por um complexo
unitario é autovetor unitario para o mesmo autovalor.
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convencao da soma de Einstein, como
A=A, dR" tal que A, =i ({,|Oru|t)n) , (A.13)

onde Ogu = 0/ORM.

Com esta visao introduzida por Berry-Simon podemos ver a natureza geométrica
nao-trivial do espaco de estados puros se manifestando como fases geométricas acumuladas
apos variarmos ciclicamente sob regime adiabatico nosso Hamiltoniano via parametros

externos.

A.2 Fibrado de Berry-Simon e o fibrado tautolégico

e ‘¢> =AY, >ta\lque|/\|2—1
> (R)’¢n> = E" n e<17bn | ¢n> =1
: [co(t))

Fibrado de Berry-Simon := ' Fibrado tautol dgico

f*( Fibrado tautol 6gico ) Ciyy

f
FR) = |pa(R))

tal queH(I_{))|1/Jn> =E ¢y e
espaco de pardmetros W | Yy =1

Figura 17 — Representagao das constatagoes acerca do fibrado de Berry-Simon e sua
relagdo com o levantamento normalizado |¢g) e o fibrado tautoldgico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Fig. 17 ird nos auxiliar na discussao que segue.

No fibrado de Berry-Simon, dado o espaco de parametros M, escolhemos um ﬁ,
temos o Hamiltoniano H (R) e o |1, (R)) associado a esta escolha. Mais precisamente, temos
uma familia unidimensional de autoestados |1, (R)), pois s6 temos autovetores unitarios
associados ao Hamiltoniano e sobre cada R existe uma circunferéncia que corresponde a

todas as escolhas especifica unitérias de [i,,) naquele pardmetro.

Temos o fibrado tautoldgico sobre o projetivo, visto no Ex. 1. Recordando, o fibrado
tautologico é o fibrado cujas fibras sao os espacos que dao origem aos pontos sobre os

quais a fibra esta descrita.

Surge uma funcao natural entre o tautologico e o fibrado de Berry-Simon f (ﬁ) =
19,) (R), tal que H(R) |1,) = E, [th,) e (¢ | ) = 1. Na fibra do tautolégico, a familia

|Yn(R)), correspondente a imagem desta fun¢do, é uma circunferéncia de autovetores
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dentro da correspondente reta complexa que é fibra sobre a classe |¢n(1§)) Visto que sdo
escolhidos somente os unitarios. Entao redefinimos a fibra sobre o tautolégico como sendo

esta circunferéncia sobre o ponto projetivo correspondente a autoestados unitarios.

Para enxergar a fibra do tautoldgico, agora redefinida para circunferancia, como
fibra sobre o espaco de parametros M fazemos o pullback f* do tautolégico pela funcao f,
ou seja, a fibra sobre um ponto B é a fibra que esté na imagem hpn(]%)) deste ponto pela
fungao f. Assim, recuperamos naturalmente o fibrado de Berry-Simon. Como observacao,
vale notar que também existe uma forma natural de descrever as fungoes de transicao no
fibrado de Berry-Simon aplicando para o tautolégico, fazendo a transicao no tautolégico e

voltando para o lado de Berry-Simon pela funcao f.

O levantamento |¢g), visto na Prop.3, fornece uma conexao no tautoldgico e, por-
tanto, uma conexao no fibrado de Berry-Simon fazendo o pullback da conexdo. |co) fornece
conexao por levantamento de curvas declarando-o horizontal no tautolégico. Lembrando
que dado um ponto inicial unitario do levantamento, |cy) existe e é tinica unitaria com
(co | o) = 0. Esta tltima condi¢ao em concordancia com as Eqs. (A.6) e (A.12). Por ser
unitario, cada ponto do levantamento horizontal estd em uma das circunferéncias que sao
fibras do tautoldgico sobre o projetivo. Ao fazer o pullback vocé obtém o levantamento
horizontal no fibrado Berry-Simon em concordancia com a literatura de fisica. Nesse
aspecto tanto faz se olha para uma curva de autoestados ou uma curva de parametros

pelos quais o autoestado é determinado.

Por fim, a fase dindmica da Eq. (A.10), como o nome sugere, vem de impor a
dindmica de Schrédinger ao estado [t,). Basta colocarmos S exp (Jfy (1, | Uy dt! ) |n)
na equagao de Schrodinger dependente do tempo e resolver para [ encontrando [ =
—iexp ( [y E,dt’ ) Em outras palavras, a fase dindmica nao possui significado geométrico

puro, ao contrario da fase de Berry, pois ela é fruto de escolha arbitraria da dinamica.

Finalizando, vamos lembrar que a fibra do fibrado da isometria acompanhante,
enunciado na Def. 9, é o estabilizador do ponto projetivo, que é composto por uma porg¢ao
unitdria e uma porgao que estabiliza as diregoes perpendiculares. Ou seja, dado |p) € PcV
temos Stab(|p)) = U(1) x U(|pt)).

Temos uma hipdtese que a porgao U(1) do estabilizador do ponto corresponde as
fibras do fibrado tautologico, consequentemente as fibrado de Berry-Simon. Logo, deveria-
mos ter o fibrado tautolégico como um subfibrado do fibrado da isometria acompanhante.
A conexao neste caso seria um produto da fase unitaria presente no levantamento da curva
o) com a €, matriz na algebra de Lie de SU(V). Logo também terfamos holonomias no
fibrado da isometria acompanhante que correspondem a parte U(|pt)) do estabilizador,

lancando a questao se elas teriam algum significado fisico como a fase de Berry.

Essas colocagoes e questionamentos ficam para serem desenvolvidas em trabalhos
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futuros, pois precisam de demonstracoes rigorosas para poderem ser analisadas. Como elas
se distanciavam muito do pretendido com o texto principal, deixamos essa perspectiva por

aqui.
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APENDICE B - GEOMETRIAS CLASSICAS E ESTADOS MISTOS DE UM
Q-BIT

Este apéndice ¢ para aquele leitor que estava se perguntando se geometrias classicas
também poderiam ser aplicadas ao espacgo de estados quanticos mistos. Queremos estudar
via geometrias classicas a estrutura métrica da esfera e da bola de Bloch, ou seja, vamos
nos concentrar no espago de estados mistos de um g-bit. Com esta abordagem veremos
que a bola de Bloch possui uma estrutura hiperbélica natural. Ja a esfera de Bloch nao
possui métrica a principio, porém, est4 em bijegao com o projetivo complexo P{ que tem
métrica Fubini-Study. Com o auxilio de um ponto distinguido fisicamente, que maximiza
a entropia de von Neumann, e de uma forma induzida para este caso iremos estabelecer
uma compatibilidade entre as geometrias da casca e do interior da esfera de Bloch. A
forma induzida ainda permitird a compatibilidade entre a positividade algébrica no espaco
vetorial e a positividade geométrica a nivel do projetivo. Também iremos apresentar um
fato curioso que constatamos via um invariante de dois pontos natural de geometrias

classicas.

B.1 Um pouquinho mais de geometrias classicas

Seja V' espaco vetorial sobre os complexos de dimcV < oo munido de forma
hermitiana nao-degenerada (— | —) : V' x V' — C apresentando as mesmas propriedades

vistas na Eq. (2.1).

Vamos agora descrever uma caracteristica intrinseca da forma chamada assinatura.
Como ela é hermitiana, V' admite base ortonormal via processo de Gram-Schmidt!, assim

segue a definicao.

Definigao 10 (Assinatura da forma). Dada uma base ortonormal B = {|b;)}1__aimv de V/
temos que

(b | b;) € {—1,0,1} e (b; | bj) =0sei#j. (B.1)

A quantidade de menos uns, zeros e uns dos produtos (b; | b;) Vi define a assinatura da
forma. Denotaremos a assinatura da forma como (n,m), onde n é o nimero de uns e m
o nimero de menos uns e o nimero de zeros é, portanto, dimV — (n 4+ m). Quando a

assinatura da forma é do tipo (dim V,0) chamamos a forma de assinatura positivo definida.

Assim, dizemos que a forma hermitiana nao-degenerada (— | —) tem assinatura
bem definida® (n,m).

1

Caso um subespago W C V for isotropico basta vocé escolher a base para W apenas ortogonal,
pois nao existe conceito de comprimento neste lugar.

2 A boa definicio da assinatura é assegurada pelo Teorema da inércia de Sylvester, dizendo
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Definigao 11 (Sinal de um ponto). Dado P¢V, visto na Def. 3, o sinal de |p) € PcV é
definido por

sgn(|p)) = sgn((p | p)), (B.2)

onde |p) € V* é qualquer representante de |p).

Isto quebra o espaco projetivo em trés pedacos:

BV, pontos negativos
PcV = 4 SV, pontos isotrépicos ou absoluto ou bordo ideal - (B.3)

EV, pontos positivos

Algumas mudangas acontecem agora que a forma de V nao é necessariamente
positivo definida. Para a porcao dita reqular do projetivo, denotada por PcV \ {SV} =
BV LU EV ainda se mantém a estrutura suave e portanto valem os resultados acerca do
espago tangente ao projetivo, vistas no Teo. 1. A métrica de Fubini-Study, da Def. 4, ganha

um sinal de menos na sua expressao quando a assinatura da forma em V nao é positivo

definida.

Feita esta introducao de novos conceitos matematicos, podemos partir para as

defini¢des que irao construir nosso conjunto de operadores densidade V.

B.2 Geometria de estados mistos de um q-bit

Defini¢ao 12 (Operadores densidade). Seja V' espago vetorial com dim V' < oo, munido

de forma hermitiana nao-degenerada de assinatura (n, m). Defina o conjunto
DV)={peLin(V,V)|{v|pv) >0V|v) eV e Trp=1} (B.4)
Chamamos D(V') de conjunto de operadores densidade do espago vetorial V.

Proposicao 7. (v | pv) >0 — p=p', V p € Lin(V, V).

Demonstragao. Antes de tudo, ser positivo semi-definido, (v | pv) > 0, implica que (v | pv)
é real e portanto

(v pv) =TpoT0) = (pv | ) Vo € V. (B.5)

Agora para V |v) , |w) € V

(v+w | plo+w) = (o] pv) +2Re (w | po) + (w | pw) (B.6)
— (pv | v) + 2Re (pw | 0) + {pw | w)

este que a quantidade de elementos satisfazendo (b; | b;) € {—1,0,1} ndo depende da base,
ou seja, a assinatura da forma é invariante por mudanga de base.
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— Re(w | pv) = Re (pw | v) . (B.7)

(iv 4w | p(iv +w)) = (iv | ipv) + 2Re[i (w | pv) | + (w | pw) (B.8)
(ipu | iv) + 2Re]i {puw | v) ] + (o | w)

= Im (w | pv) =Tm {pw | v) . (B.9)

Logo
(w | pv) = {pw | v). (B.10)
O

Definigao 13 (Convexo). C' C V é convexo se V |p1), |p2) € C,
(1—1t)|p1) +tlp2) CC,Vtel0,1]. (B.11)

Definigao 14 (Ponto extremal). |p) € C' é ponto extremal se |p) = i a; |p;) com |p;) € C
i=1

e > a; =1 implica a; = 0 Vi ou |p;) = |p)?.

o

1

1

A titulo de exemplificacdo, podemos citar que os vértices de um quadrado sao

pontos extremais e todos os pontos da borda de uma circunferéncia sao pontos extremais.

Proposicao 8. D(V) é convexo e seus pontos extremais sao as projegoes em sub-espagos

unidimensionais.

Demonstragio. (i) D(V) é convexo: p = (1 —t)p1 + tpa, piz12 € D(V) et € [0, 1], logo

(lpvy=0—=1t)(v]|pv)+t{v]|pw)>0,veVe (B.12)
Trp=(1—t)Trp;+t Trp, = 1.

(ii) Pontos extremais <+— projegoes em sub-espacos unidimensionais: Dado um vetor
1) € V com (¢ |¢¥) = 1 defino Py = |¢) (¢¥| € D(V) projetor unidimensional no
sub-espago gerado por [¢).
(+-): Suponha que Py = (1 —t)p; +tps com ¢ € (0,1) e p; # pa. Seja V|v) € [1p+)
entao
0= Buy(o) = (L= 1) (v] pr0) +£ (0| pv), (B.13)

que implica (v | pv);,_y , =0,V |v) € [¢F).

3 Note que na Def. 14 basta considerarmos apenas combinacoes convexas de 2 pontos. De

fato, |p) = 3 aslpi) = (1= ) (£ 125 109 + ), dentiticando (£ 12 1p)) = )

a; l—ay,

n
temos que |p) = (1 — ay,) |p') + an |pn), pois ‘21 = = L
1=
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Pelo teorema espectral 3 U; auto-adjunto tal que U? = p;, entao
(| pw)y=0— (v|U)=0— (Uv | Up) =0 = U(|v)) =0 — pi(|v)) =0. (B.14)

Assim p;(J1b+)) = 0. Construindo a matriz de p; na base ortonormal B = {|) , |b1) , .., [baimv_1) },

10 ... 0
, . 0 : :

sabendo que p; é auto-adjunto de traco 1 temos que p; = o ' = Py, uma
0 0 . 0

contradicao.

(—): p € D(V) é auto-adjunto, entdo 3 base ortonormal B = {|b;) }1,_aimv tal que
p(|b:)) = a;|b;), com a; > 0 e > ;a; = 1 pelo requisito do trago. Logo, posso escrever p =

>_i a; Py, mas isto ¢ impossivel porque p ¢ extremal, o que implica p = a; P,y = Pp,y. U

Especificando para nosso caso de interesse, tomamos V' = C? com forma hermitiana
nao-degenerada positiva definida. Temos que D(C?) é o conjunto de operadores densidade
de um ¢-bit ou conjunto de estados mistos de um g-bit. (65) E conhecido que as matrizes
de Pauli {1, 0,,0,,0.} = {0¢,01,02,03} geram o R-espaco de operadores auto-adjuntos
de C?, denotado aqui como Herm(C?). Temos entdo que D(C?) C Herm(C?).

Seja entdo p € D(C?) e a parametrizagao
1 -
p:§(ao+r-0), (B.15)

onde 7 = (r,,7,,7.) € R? com |Flgs < 1e & = (01,09, 03). E dado 0 nome de bola de Bloch
ao conjunto de operadores de p € D(C?) positivos definidos, ou seja, (v | pv) > 0 Vv € C?,
que na parametrizagdo acima acontece para |Fgs < 1. E dado o nome de esfera de Bloch
ao conjunto de pontos extremais de D((C2), que na parametrizacao acima acontece para
|7lgs = 1, vamos denoté-lo 9D(C?).

Duas observagdes notéaveis podem ser feitas em relagao a D(C?):

i) 0¢/2 é ponto distinguido em D(C?), pois extremiza a entropia de von Neumann
S(p) = —Tr(plnp) onde p € D(C?).

ii) Temos uma bijecio dD(C?) <+ P¢ fazendo 4

|3) — Py,

onde, Py ¢é projetor em sub-espago unidimensional, |¢p) é ponto projetivo, |¢)

representante do ponto projetivo e P& ¢ a projetivizagio de C?. Esta bijecio identifica

4 n

Denotamos o projetivo complexo PcCnt! = PZ.
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o espago de estados puros de um g-bit visto como P§ com a esfera de Bloch, conjunto

de projetores em sub-espagos unidimensionais de D(C?). A principio 9D(C?) nao

tem métrica, porém P{ tem métrica de Fubini-Study induzida pela forma (—|—) de
C2
(920 | 010)
O1, D)y = , B.17
P B2dy = gy (B.17)

onde [¢) € P, |¢) representante do ponto projetivo e ¢1, 1 € Tjy) Pt

Dito isto, podemos comecar a discutir a geometria a nivel dos operadores. Sabemos
que D(C?) C Herm(C?), precisamos entdo construir uma forma no R-espago de operadores

auto-adjuntos. Em Herm(C?) exite forma quadratica dada pelo determinante,

detA >0
b(A) :=det A , A€ Herm(C?) e A € R. (B.18)
BAA) = A\2b(A)

Da forma quadratica acima induzimos uma forma bilinear simétrica nao-degenerada

em Herm(C?) dada por
< AB> = ;[b(A 4+ B) — b(A) — b(B)] (B.19)
_ ;[det(A + B) — det(A) — det(B)],

onde A, B € Herm(C?). Utilizando a base ortonormal {c;},—0123 vemos que a forma

< —,— > tem assinatura (1, 3), a saber g — + e 0123 — —.

Seguindo o protocolo de geometrias classicas, projetivizamos o espaco de operadores
auto-adjuntos ganhando PrHerm(C?). Neste caso EV C PgrHerm(C?) ¢é isomorfo ao espago
hiperbélico 3-dimensional H, com ponto distinguido ¢ := 0y/2 que extremiza a entropia
de von Neumann. O conjunto de pontos extremais/isotrépicos SV nao é métrico, mas
com o ponto distinguido ¢ podemos induzir uma métrica nele. Note, em geral sem o ponto
distinguido ¢ o grupo de isometrias SO(1,3) de H3 age em SV preservando assinatura de
ponto e como grupo de isometria conforme, ou seja, SV ja é bem parecido com a esfera

complexa Pg.

Em EV, para p € EV, p representante do ponto projetivo e ¢y, ¢ € Lin(p, p*) ~
To,EV, temos outra vez métrica de Fubini-Study
rs _ < 91(p) ¢2(p) >

(P1,02)p " = <op> (B.20)

Em SV temos que nos perguntar o que é um vetor tangente neste lugar. A equacao que
caracteriza SV, independente de representante e balanceada utilizando o ponto distinguido

q, ¢ dada por
LT, r>

LT, q>< 0>

0, (B.21)
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com x representante de x € SV. Toda vez que se tem uma sub-variedade dada por uma
equagao o espaco tangente a ela é caracterizado pelo nicleo da diferencial da equacao.
Entao, seja ¢ € T3SV,

Lz, x>
Lrg><L g >
d Lz +tp(x),z+tp(x) > B
dtli—0< & +tp(x), ¢ > ¢,z +top(z) >
2<< x,q >>2 (<< z, ¢(x) >>)
Lr,9>Kxq,r>

(¢) =0 (B.22)

=0,
logo, a equacao que caracteriza TSV é dada por®
<L z,¢(x) >=0. (B.23)

Assim, definimos uma métrica em SV, com o auxilio do ponto distinguido ¢, como

(61, Bo)y = — 1 (), pa(x) >

= : (B.24)
LzT,q9>kXLq¢,x>

onde ¢, ¢y € TSV . Com a métrica acima temos um isomorfismo entre duas geometrias
de curvatura positiva SV ~ ]P%:. Rotagodes que preservam o ponto ¢ sao isometrias da

métrica de SV, grupo SO(3) que por sua vez esta contido em SO(1, 3).

Dito isto, vemos uma compatibilidade entre as geometrias de EV e SV. A métrica
que ¢é estendida pela estrutura hiperbdlica no SV tem grupo de isometria contido em
SO(1,3) que preserva o ponto distinguido ¢ no qual vocé baseia a métrica. Entretanto
as geometrias de EV e SV sao diferentes; no primeiro vocé tem uma geometria de
curvatura negativa e no segundo vocé tem uma geometria de curvatura positiva, sendo
que a métrica da segunda é estendida radialmente por um ponto distinguido presente
na primeira. Com a abordagem das geometrias classicas vemos que as coisas nao sao
continuas de fato, pois estamos lidando com porg¢oes distintas do projetivo que, mesmo

tendo compatibilidade/liga¢ao entre si, tem suas préprias estruturas.

Outro ponto a se destacar é que através do ponto distinguido ¢ no centro de EV
estendemos radialmente uma métrica na casca SV isomorfa ao espago de estados puros
PL.

Por fim, vamos mostrar o que esta métrica induzida pelo determinante nos diz

sobre quem sao as transformagoes completamente positivas no caso estados mistos de
spin-1/2.

Proposi¢ido 9. A menos de multiplicagdo por escalar real nao nulo, p € Herm(C?) é
positivo «— p € SV U EV.

5 Note que esta equacdo também nio depende de representante porque < z,z >= 0 em SV,

de fato, < z,¢(z) + re >=< z,¢(z) >=0.
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Demonstragio. (—): p é positivo — p é auto-adjunto e |v;) € C? é seu autovetor ortonormal.

Desta maneira
(pvi | vi) = (vi | pvi) >0 = XN (vi |v;)) 20— X\ >0—detp= A A >0. (B.25)

(+<): det p > 0, logo p = aoy + Zxal com R 3 a # 0 implica que Trp = 2a > 0, assim
)\1—|—>\2>06)\1)\2>0—>>\ >O UJ

Em outras palavras, a Prop. 9 nos diz que a positividade algébrica em V ¢ igual
a positividade geométrica em PrHerm(C?) com esta compatibilidade sendo gerada pela
forma do determinante no espago auto-adjunto. Note que SV LI EV = {A € Herm(C?) |
< A, A>> 0} = {esfera de Bloch} U {bola de Bloch}, bastando tomar o representante

do ponto projetivo com traco unitério®.

O conjunto de operadores lineares Ling(C?, C?) ¢ espago vetorial e possui forma

hermitiana nao-degenerada de Hilbert-Schmidt

(A, BY"5 = Ty(ABY), (B.26)
onde A, B € Ling(C? C?) e o simbolo 1 da expressao é relativo a forma (— | —) de C2.
Portanto, seja

S : Ling(C?,C?) — Ling(C?, C?) (B.27)
operador de operadores linear. Tome S auto-adjunto no sentido da forma (—, —>HS, ele da

origem a um operador R-linear 7(S) : Herm(C?) — Herm(C?). De fato,

3 3 3 3 3
Herm(C?) > mei 520, ZmiS(ai) = xi(Zyjaj) = Z Ty;0; = Z mijo; (B.28)
=0 i=0 i=0 =0 i,j=0 i,j=0

agora basta tomar as entradas da matriz do operador (S) como [7(S5)];; = mi; = ;.

Proposigao 10. S(A) > 0VA > 0 =< 7(S)p,n(S)p >> 0V < p,p >> 0 tal que
peSVUEV. (66-68)

Colocando em palavras a Prop. 10, se temos um operador de operadores S auto-
adjunto em relacao a (—, =), ele dé origem a um operador 7(S) R-linear sobre Herm(C?)
que tem a propriedade de preservar o cone hiperbdlico, ou seja, preservar pontos positivos,
L p,p>>0— <L7(S)p,w(S)p >> 0. Esta é uma versdo superior da Prop. 9:

(v | pv) >0 =< p,p>>0com |v) € C?
S(A) > 0VA>0—-><7(S)p,m(S)p>>0V < p,p>>0

(B.29)

Estas transformagoes m(S5) se expressam como isometrias hiperbdlicas de SO(1, 3)
ou ainda combinacoes convexas entre um elemento do grupo de simetrias hiperbdlico e

uma projecao de posto um que mandam todo EV para um ponto no absoluto.
6

Na verdade podemos afirmar que E'V ja é a bola de Bloch e SV ja é a esfera de Bloch, pois
estamos no nivel do projetivo PrHerm(C?), escolher o valor do traco é s6 uma reescolha do
representante do ponto fixando o coeficiente real que acompanha oy da base.



94

B.3 Tancia e estados mistos de um g-bit

Em geometrias classicas existe o que chamamos o invariante de dois ponto projetivos

mais simples que existe, a chamada tancia entre dois pontos.

Definigao 15 (Téancia). Dados |p), |q) € PxV pontos projetivos ndo isotrépicos e seus res-
pectivos representantes |p) , |¢q), relativos a um espaco vetorial V' com forma nao degenerada

(— | —) de assinatura bem definida, defina

m@mmw—<bﬂﬁw (B.30)

é chamada tancia entre |p) , |q).

Fungoes da tancia (arccos v/ta, arccoshv/ta) dao nogoes de distancia em geometrias
classicas: comprimento de geodésica, distancia relativa ponto-geodésica ou geodésica-

geodésica.

Vamos entdo calcular uma funcio da tancia aplicada em pontos de EV € Herm(C?).

A fungao que escolhemos é

F(py,py) =1 —/tal(py, py), p1,p2 € EV. (B.31)

E razodvel escolher uma funcio assim, pois ela tem por caracteristica F (p1,py) =0+—
p1 = Py, jé que ta(py, py) =1 se p; = p,.

Tomamos representantes pi, po dos pontos projetivos tal que Trp; = Trp, = 1.

Neste caso, utilizando da Eq. (B.15), verificamos que
L p1,p2 >=1—Tr(p1p2). (B.32)

Logo

Flpr,p2) = /(1= Trp?)y/(1 = Tr pd) — (1= Tr(pips)), (B.33)

que, a menos de uma constante, coincide com a expressao da super fidelidade” encontrada
na literatura.(69, 70) Todavia, no nosso caso esta expressao de super fidelidade nao é
proposta, ela emerge utilizando apenas de entes geométricos naturais de EV', sendo eles a

forma induzida pelo determinante e a tancia.

Neste espirito geométrico, seria natural seguirmos estudando o que outros entes
tradicionais de geometrias classicas, como geodésicas e isometria acompanhante, tem a
nos acrescentar na descricdo do espaco de estados mistos de um g-bit e fazer paralelos
com a literatura ja conhecida de Fisica. Os resultados apresentados neste apéndice ficam

como diretrizes para trabalhos futuros.

7 Lembrando que para estados de um g-bit a fidelidade e a superfidelidade sdo iguais.
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APENDICE C - GEOMETRIAS CLASSICAS EM GRASSMANIANAS E A
CORRESPONDENCIA ADS/CFT

No contexto de espacos lineares munidos de forma hermitiana nao-degenerada
com assinatura bem definida, vamos apresentar a geometria de grassmanianas permitindo
estabelecer uma relagdo entre a geometria projetiva (pseudo-)riemanniana da porgao
regular e a estrutura conforme do absoluto. (71) Especificamente, iremos comentar sobre
a estrutura conforme usual no absoluto do espago de Sitter e a estrutura causal no
absoluto do espago anti-de Sitter. A intencao deste apéndice é manifestar a possibilidade
de formular a correspondéncia AdS/CFT nesta linguagem com o objetivo de avaliar,
para esta correspondéncia, o papel das ferramentas geométricas disponiveis na teoria de

geometrias classicas.

C.1 Formalismo das grassmanianas

Seja V' espago vetorial com dimg V' = n munido de forma (—|—) hermitiana nao-
degenerada com assinatura! bem definida, apresentando as mesmas propriedades vistas na

Eq.(2.1). K denota o corpo sobre o qual o espago vetorial é definido.
Definicao 16. Como conjunto, definimos a grassmaniana

Gr(k,V) ={W <V | dimW = k}. (C.1)

Queremos estudar geometria na grassmaniana, logo a primeira coisa a se fazer é
discutir a estrutura suave de Gr(k, V). Para isso, dado W espaco vetorial com dim W = k,
seja o aberto U C Lin(W, V) com

U= {¢: W =V, linear+injetora }. (C.2)
Visto que ¢ coloca W dentro de V' como subespago, nesse sentido ¢ representa o ponto
©(W) <V na grassmaniana com dim p(W) = k, pois ¢ é injetora.

Porém, existem diferentes mapas ¢, € U injetores tal que (W) = ¢ (W). A
solugdo é quocientar. Supondo (W) = (W), temos que 11 o : W — W é isomorfismo
linear, ou seja, estd em GL(W), onde entendemos 1) como funcao ¢ : W — o(WW)2.

Proposi¢ao 11. Como conjunto, temos Gr(k,V) ~ U/GL(W), onde a agdo a direita
GL(W) O U é dada por

wg(jv)) = ¢(glv)), com |v) € W e ge GL(W). (C.3)

Caso ainda néo seja familiar com o conceito veja o enunciado da Def. 10.
Note que 1 é injetora e portanto 1) : W — @(W) é isomorfismo, o mesmo vale para ¢. Dai
1~ ! 0 p também é isomorfismo, pois tem inversa o~ o)

2
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Demonstragio. A linearidade é automatica. Dado pg € U e |v1) , |vg) € W temos

©g |v1) = pg|v2) (C.4)
e(g|v1)) = olglv2))
glvi) = glva)
V1) = [v2).

A classe [p] € U/GL(W) associamos o subespaco (W ). Ela estd bem definida pois,
se [¢] = [¢], entdo ¢ = g para algum g € GL(W). Logo, $(W) = ¢g(W) = ¢(gW) =

Seja X <V subespago com dim X = k. Entao existe ¢ € U tal que (W) = X.

Basta tomar base {|b;)}i=1,x de W e base {|¢;)}iz1,.x de X e definir a transformagao
p(lbi) = lei) Vi 0

Proposicao 12. A agao GL(W) O U é prépria, ou seja, inverso de compacto é compacto,

€ suave.

Demonstra¢io. Dado g € GL(W), temos a fungao

fo:U—U (C.5)
Y — ©g.

Basta provarmos que f, é prépria Vg € GL(W).

Seja entdo X C U compacto, entdao fy'(X) = f,-1(X) é compacto pois fg-1 é

funcao continua e imagem de compacto por continua é compacto.

A agdo também é suave, pois, digamos, em uma base {|b;) };=1, x de W, g € GL(W)
é da forma g |w) = ay |by) + .. + ay |bg) O

Além disso temos que U é aberto em Lin(W, V). De fato, seja ¢ € U, a matriz
k x k de ¢, em base qualquer, tem posto maximo k. A condigdo de posto maximo é aberta,
pois caracteriza finitos determinantes nao-nulos e a func¢ao determinante é continua, logo

se det p # 0, entao det 1) # 0 para um ¢ numa vizinhanga pequena de ¢.

Finalmente, pelo teorema de variedades quocientes ganhamos a estrutura suave da

grassmaniana.

Teorema 2 (Variedade quociente). G é grupo de Lie agindo suave, livre e propriamente
na variedade suave M. Entao M /G é variedade topoldgica de dimensdao dim M — dim G
com estrutura suave unica dada a propriedade do mapa 7 : M — M/G ser submersao
suave. (72)
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Portanto Gr(k, V') é variedade suave de dimensao dim Gr(k, V) = k(n — k). Fixo
k =1 temos Gr(1,V) = PgV.

E importante destacar que, seja p € Gr(k,V), p pode ser visto como [p] onde
p: W — V oup =~ p(W). Ou seja, um ponto na grassmaniana pode ser visto como o mapa

que coloca W em V ou como um subespago de V' de dimensao k.

Teorema 3 (Espaco tangente a grassmaniana). 7,Gr(k, V) ~ Lin(pW, V/pW). Além
disso, se (— | =) |,w é ndo-degenerada, entdao V/pW ~ (pW)*.

Demonstragio. Dado ¢ € Lin(pW,V/pW) e t, € T,Gr(k, V), definimos o mapa ¢ KN t,

CcOomo

d
tgo(f) = %

RICERE ) (C.6)

onde f: Gr(k,V) — K, f U —-Ke@:V —V sao levantamentos das aplicacoes. Note

que para ¢ suficientemente pequeno estamos em U pois ele é aberto.

(i) t, ¢ independente da escolha de p: note que ((¢ o p)g) [v) = (pop)(glv)) =
@(p(gv))), com |v) € V, pela defini¢do de acdo. Logo

f(pg +ep o (pg)) = f(pg+e(@op)g) (C.7)
F((p+epop)g)
flp+epop),

pois f(pg) = f(¢), Ve € Lin(pW, V/pIW) e Vg € GL(W).

(ii) t, é independente da escolha de ¢: dado |w) € W temos

d| ¢ d| -
2ol _ S +e@p) +plw) = | fp(e+tlw) +ep(p)). (C.8)
Identificamos (e + ¢ |w)) = 1).(e). Note que
je ot =1 comp (o)) = [2) —€e|w) e 7N (2))l=o = |2 (C9)
Portanto
A~ d R
| Tt o) = | F((0+eppu i) (C.10)
= ], Fos i)
d P A
= 6:Of(p~|—6g0p).

(ii) injetividade de ®: suponha t, = 0, ou seja, t,f = 0 Vf. Queremos mostrar que

v = 0, isto significa que @(pW') C pW, ou seja, p(p(w)) = p(w'), com w,w" € W.
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Figura 18 — A reta passando por p(w) e $(p(w)) é uma curva e ndo um ponto da grassma-
niana. Nem toda funcao é constante ao longo desta curva.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Suponha @(pW) nao esté contido em pW, Fig. 18. Logo, existe f, que pode ser até

local, tal que 5 f(p+ epp) # 0. Absurdo! Assim, ¢ o p(W) C p(W) — ¢ = 0.
€le=0

(iii) sobrejetividade de ®: dim (Lin(pW, V/pW)) = k(n—Fk). Sabemos que Gr(k, V') ~
Lin(W,V)/GL(W), onde U C Lin(W, V), logo dim Gr(k, V) = kn — k* = k(n — k).

(iv) t, é derivagao: Seja g : Gr(k,V) = K, §: U = K.

—~

f9(p+ e¢p) (C.11)

d
tw(fg) = de

€=

d A o .
= (F(p+ezp)g(p+ e2p)),

vemos que vale Leibniz para a expressdo acima. Além disso, derivacao é linear.

(v) Se (—| =) |,w é ndo degenerada entdao V/pW ~ pW+: Vamos mostrar dois

resultados que irao implicar no resultado desejado.

Proposicao 13. Seja W <V tal que (— | —) |w é ndo-degenerada. Entao dado |v) € V,
3! Juy), |vg) tal que |v) = |v1) + |vg) com |v;) € W e |vy) € WE. Em outras palavras
V=WaW

Demonstragio. Seja {|w;) }iz1,. aimw base ortogonal nao-degenerada para W. Definimos

lv1) = Z sz eWe (C.12)
[v2) = Jv) = Ju1) € W
Logo,

(w¢|v2>:(wi|v—vl):<wi|v>—<wi

)3 <wf|”>w3> —0, (C.13)

(wj [ wy)
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entdo |vy) € W+. Agora s6 resta provar a unicidade da decomposicio. Se |v1) == 3, o |w;) €

W, segue que
{01 | wy)
(v1 | wy) = aj (wy,w;) = a; = ——+. (C.14)
B T (wy [ wj)
[
Proposigao 14. Seja W <V tal que (— | —) |w ¢é ndo-degenerada,
V/W ~ W+ (C.15)

[[0)] — 7 [W]]v),

onde w[W] é o projetor ortogonal a W e |v) representante da classe [|v)].

Demonstragio. Primeiro, temos que a aplicagdo é bem definida. Seja |w) € W, de fato,
[lv+ w)] — 7 [W](jv) + |w)) = 7[W]|v) . (C.16)
Injetividade: dado |vy), |ve) € V
7 [W] |v1) = 7[W] |vg) (C.17)
m[Wl([or) = |v2)) = 0,

que implica (Jvy) — |vz)) € W, logo [[v1)] = [|va)].

Linearidade segue por construcio e subrejetividade ¢ direta, dim V/W = dim W+,
O

Unindo Prop. 13 e Prop. 14, resta tomar W = pW. O

Definigao 17 (Métrica na grassmaniana). Dados ¢1, ¢ € T,Gr(k, V), se a forma em pW
¢é nao-degenerada, definimos

Tr(¢y 0 ¢3)

=+
< ¢17 ¢2 >>p dlmR K

. (C.18)

A Def. 17 para a porgao regular do caso projetivo, Gr(1, V') = PxV, deve se reduzir
a métrica de Fubini-Study vista na Def. 43. Desta forma, tome dois vetores tangentes
b1, ¢ € T,Gr(1,V), onde ¢1 = |v1) (p| e o = |v2) (p|, com |v;—12) € |p*), que implica
¢3 = |p) (v2]. Logo*
+Tr(¢y 0 ¢3) = =T (|v1) (p| o |p) (va]) (C.19)
= T ((v2 | 1) ) (p])
=+ (p|p) (v2 | 1)

<¢2p | ¢1p>
lp)

A menos de um fator constante multiplicativo e o sinal &+ pois aqui estamos con assinatura
qualquer.
Aqui utilizamos a defini¢do sem coordenadas de trago. Se ¢ = >, |v;) (pi, entdo Tre =

> (pi | vi).

==

3

4
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O absoluto SV do caso projetivo é simples de ser tratado, um ponto |p) € PxV
estd no absoluto se (p | p) = 0, onde |p) é representante do ponto projetivo. No caso da

grassmaniana, o absoluto sao os subespacos onde a forma restrita a eles é degenerada.
SV |aekyy={pr € Gr(k,V) | (= | =) |,w ¢ degenerada }. (C.20)
O fato de pW poder ter até k direcoes degeneradas estratifica o absoluto da grassmaniana.

Definigao 18 (Estratos do absoluto da grassmaniana). O conjunto
Grl(k, V) = {p € Gr(k, V) | dim(pW N (pW)*) = d} (C.21)

contém os pontos no absoluto da grassmaniana com exatas d-dire¢oes degeneradas. As-
sim SV |ae(e,v)i= I_Id;éOGrd(k‘, V). Note que, Gr’(k, V) é formado dos pontos requlares e
Gr'(k,V) é 0 SV do projetivo.

Defini¢ao 19 (Fibrado em Gr?(k,V)). Fixo um valor d, temos o fibrado

mq: Gri(k, V) — Gr(d, V) (C.22)
pW = pW N (pW)*.

O fato de pW € Gr(k, V) significa que dim(pW N (pWW)+) = d, portanto pWW N
(pW)* produz um ponto na base Gr?(d, V) do fibrado. Gr?(d, V') é o conjunto de subespacos

de dimensao d que compoem o niicleo da forma em V.

A pergunta natural que surge entao é: Dado q € Grd(d, V'), quem é a fibra sobre o

ponto?

Proposicdo 15. A fibra 7, '(q) é naturalmente identificada com Gr’(k — d,V;), onde

V, = q*/q é equipado com forma hermitiana nao-degenerada de dimensao dimg V, = n—2d.

Demonstracao. Se q é ponto na base do fibrado, queremos descrever a fibra ﬂgl(q) sobre
g. Um ponto na fibra nada mais é que um k-subespaco p que contém ¢ como nicleo
da forma, ou seja, p D ¢ e, mais ainda, p N pt = ¢q. O fato de p D ¢ como niicleo da
forma implica que p C ¢*. Logo, queremos descrever todos os subespacos p de gt que
contém ¢ como nicleo. Em outras palavras, buscamos subespacos p de ¢+ tais que a forma
induzida em p/q é nao-degenerada. Isto corresponde a porgao regular da grassmaniana
Gr(k —d,V, = q*/q). O

O caso de interesse para nossa discussao é quando d = 1. Nesta circunstancia
o fibrado fibra sobre o absoluto SV de uma geometria projetiva. Temos que 71,5V =
Lin(q,V, = q¢*/q) e como dim ¢ = 1 temos uma identificagao T,SV ~ V. Logo a fibra ¢é a
parte nao-degenerada da grassmaniana Gr(k —1,V,) = Gr(k — 1,7,SV). Em particular,

se k =2 a fibra é projetiva
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Proposicdo 16. Seja K = R, o fibrado 7;: Gry(k,V) — Grg(1,V) é a parte nao
degenerada da grassmanizacao do fibrado tangente do SV do projetivo PgV'. Em particular,

se k = 2 a fibra é a parte regular do projetivo.

Demonstragdo. Tome q € Grg(1,V) = SV e defina V, = q*/q. Uma vez que a fibra )
é naturalmente identificada com Gri(k — 1, V,) e o subespago ¢ € V ¢ unidimensional , ¢

suficiente provar que o espago tangente a SV em ¢ tem a forma 7,5V = Ling(q, V).

Tome |u) € V tal que SV C PrV é localmente descrito por uma equagao do tipo
(z | )

: OB

tangente no ponto ¢ e t € Lin(V, V') levantamento de ¢. Entao ¢ é tangente a SV se, e 86

se, tf = 0. Logo

f(Jz)) = 0 numa vizinhanga de ¢, onde f(|x)) = . Seja t € Lin(q, V/q) vetor

d (q+€lq | q + etq) _ 2Re {q]1q) _ 2Re {q|tq) —0 (C.23)
dele=o(u | g+ etq) (g +etq|uy (u|q)(qg|u) (u]|q) (q]w 7
onde |¢) € V' denota um elemento representante do subespago g. O

C.2 Exemplos paradigmaticos
C.2.1 Hiperbdlico, de Sitter

Sejam K = R, dimg V' = 4 e forma com assinatura (3,1). Aqui vamos denotar

pictoricamente a assinatura da forma como — + ++.

A nivel do projetivo PV, pontos negativos formam o hiperbélico real HZ, pontos
positivos formam o espaco de de Sitter dS* e o absoluto SV = Grg(1,V) = S2. A métrica
da Eq. (C.18) é riemanniana em HZ, e lorentziana em dS® com curvatura constante em

ambos 0s casos.

Fixo k = 2 e tomo ¢ € SV, a fibra 7' (¢q) é o espaco projetivo Grg(1,V, = T,S?).
Visto que a assinatura em V, é positivo definida +-+°, uma vez que a assinatura em ¢* é

0 + +, temos uma métrica de curvatura constante riemanniana em cada fibra PR°.

Cada ponto deste P corresponde a uma reta tangente a S? no ponto ¢. A distancia
entre pontos em ]P’%& ¢é exatamente o angulo entre as retas que correspondem a estes pontos,

vide Fig. 19. Ou seja, a métrica na fibra é a estrutura conforme usual na esfera.

5
6

Ortogonal com direcdo 0 na assinatura tem assinatura ++4 quando o ambiente é — + ++.
Denotamos o projetivo real PRR" ! := Px.
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Figura 19 — Cada reta passando pela origem em R? marca dois pontos antipodas na circun-
feréncia de raio 1 centrada na origem. Desta forma, todas as retas passando
pela origem estao mapeadas na semi-circunferéncia superior. Identificando os
pontos antipodas correspondentes ao eixo x, temos P} como uma circunferén-
cia de raio 1/2. A métrica de Fubini-Study mede exatamente o dngulo entre
estas retas passando pela origem em R2.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em suma, o fibrado Grg(2,V) — Grg(1, V) é a projetivizacio do fibrado tangente

do absoluto S?. Distancias nas fibras sao angulos na estrutura conforme usual da esfera.

C.2.2 Anti-de Sitter

Sejam K = R, dimg V' = 5, fixo k = 2 e forma com assinatura — — + + +.

A nivel do projetivo PrV/, pontos negativos formam o espaco de anti-de Sitter adS*

que é variedade lorentziana.

Tomamos g € Grg(1,V) = SV, a fibra 77 !(q) identificada com Gry(1,V,) é a

porgao regular da geometria cldssica P2”.

A forma em V tem assinatura — + +, uma vez que a assinatura em ¢ ¢ 0 — ++.
Assim as fibras carregam a métrica do plano hiperbdlico estendido da Sec. C.2.1 anterior,

ou seja, cada fibra é um plano hiperbdlico extendido menos seu absoluto.

Tal estrutura Anti de Sitter-conforme recebe o nome de estrutura causal. Ela
desempenha na geometria anti-de Sitter o mesmo papel da estrutura conforme usual no
absoluto do hiperbélico real. Mediante este exemplo vemos a correspondéncia entre uma
uma geometria anti-de Sitter e sua casca conforme, assim fazemos a ligacdo com um grande

resultado da literatura de fisica.

7 Nessa dimensao, a parte regular do plano projetivo IP’]% corresponde ao disco Ll fita de Mobius,
conjunto aberto e denso em PZ.
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O fisico Juan Maldacena propds a correspondéncia AdS/CFT, que consiste em
uma dualidade entre um tipo de teoria de cordas oscilando no interior de um ambiente de
fundo anti-de Sitter compactificado em uma esfera 5-dimensional através de adS® x S° e
uma teoria N = 4 Super-Yang-Mills no limite 4-dimensional. (73) Vale comentar que sao

conhecidas solugoes para instatons neste contexto. (74)

Dado o interesse fisico na correspondéncia AdS/CFT, a perspectiva de trabalho que
fica é a possibilidade de formular a correspondéncia na linguagem de geometrias classicas
e observar se as ferramentas e a abordagem deste formalismo permitiriam algum ganho de

coompreensao ou até novos resultados de interesse fisico.





