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Resumo

As principais caracteristicas do mercado de renda fixa brasileiro, com altas taxas
de juros e excessiva volatilidade em comparacio com padrées internacionais, tornam sua
modelagem extremamente complexa. Um dos grandes desafios na drea de engenharia fi-
nanceira ¢ implementar modelos de taxas de juros que consigam incorporar a maioria dos
fatos estilizados observados na renda fixa de mercados emergentes. Iiste trabalho analisa em
detalhe a implementacao do modelo Hull-White um fator para o mercado de opcoes de IDI-
BME&F. Descrevemos em detalhe os desafios para ajustar os precos de mercado aos precos
do modelo. O procedimento escolhido nos permite a estimagao endégena dos parmetros
de velocidade de reversao & média e da volatilidade da taxa de Juros de curto prazo. Apesar
da escassez de dados didrios de opcoes de IDI, mostramos que ¢ possivel calibrar o modelo
de Hull-White, de maneira razoavelmente robusta, em perfodos de estabilidade econdmico
financeira. Mostramos também que em periodos com grande volatilidade, mais especifi-
camente, no recente efeito contdgio argentino para o mercado de renda fixa brasileiro, o

modelo fornece parametros inst4veis.



Abstract

The main features of Brazilian fixed income market, with high interest rates and
huge volatility in a comparison with international standards, make its modelling extremely
complex. One of the great challenges in financial engincering is to implement interest rate
models that are able to capture most of the stylized facts seen in the emerging markets’ fixed-
income. This work analyses in detail the implementation of Hull-White one factor model
for the IDI-BM&F option market. We describe in detail the challenges for matching the
market prices to model prices. The chosen procedure allow us for estimating endogenously
both the mean-reverting speed and the short-rate volatility parameters. Despite of the
scarcity of IDI option daily data, we show that is possible to calibrate Hull-White model,
on a reasonably robust [ashion, in periods of economic and financial stability. We also show
that in periods with large volatility, more specifically, in the recent Argentinean contagious

effect in the Brazilian fixed income market, this model renders unstable parameters.
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0.1 Introducao Geral

Esta dissertacao possui como tema a anglise e implementacao do modelo Hull-
White para o mercado de derivativos de taxas de Juros no Brasil. Estd dividida da seguinte

maneira:

e (Capitulo 1: Séao descritos os principais conceitos da terminologia de renda fixa, por
exemplo, taxa & vista, taxa a termo, taxas instantaneas. Além disso, a partir da
relagao existente entre taxas a vista, taxas a lermo e o preco dos titulos discount, a
estrutura temporal das taxas de juros pode ser construida a partir de qualquer um
dos trés conceitos. Na segunda parte do capitulo, discutimos a nao-arbitragem em
modelos de um fator e introduzimos o preco de mercado pelo risco, o qual é a ligacao
para a mudanca de medida de probabilidade, do mundo natural para o mundo neutro

ao risco.

e Capitulo 2: O foco principal deste capitulo ¢ a apresentacao sucinta de alguns dos
modelos mais importantes de um fator para a taxa de juios. a saber, Merton ( 1973),
Vasicek (1977), Cox-Ingersoll-Ross (1985). Ho-Lee (1986), Hull-White (1990), Black-

Derman-Toy (1990), Black-Karasinski (1991) e Heath-Jarrow-Morton (1992).

e Capitulo 3: Este capitulo apresenta os principais derivativos de taxas de juros, como

opgoes sobre discount bonds, caps, floors e no caso brasileiro. a opcao de IDI.

e Capitulo 4: Este capitulo analisa as etapas no processo de implementacao dos modelos,
focando no modelo Hull-White. As etapas sao calibragao de parametros usando precos

de mercado de op¢oes e algoritimos de otimizacao, construcao da drvore trinomial de
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taxas de juros e aprecamento dos derivativos de taxas de juros.

e Capitulo 5: Neste capitulo, a base de dados é descrita e alguns fatos estilizados para
o mercado de renda fixa brasileiro sdo ilustrados através de gréficos que mostram o
comportamento da yield curve ao longo do tempo. As condicdes de liquidez das opgoes
de IDI sao analisadas e, no final, sao realizadas calibracoes e algumas simulagoes com

dados reais de curvas de juros para a drvore trinomial de Hull-White.

e Capitulo 6: Este capitulo ressalta os aspectos considerados para a escolha do modelo
Hull-White e apresenta a metodologia completa que foi empregada para a calibracao

das op¢oes de IDI e para a geracao dos resultados.

e Capitulo 7: A dissertagao ¢ concluida e sao sugeridos temas de pesquisa futura.



Capitulo 1

Estrutura Conceitual para a Modelagem de Renda Fixa

1.1 Introducao

Este primeiro capitulo dessa dissertacio pretende construir o aparato bésico dos
conceilos requeridos para a modelagem de renda fixa. [ uma apresentacao bastante pre-
liminar pois apenas alguns temas sao tratados, como a terminologia de taxas de juros, o
que € taxa & vista, taxa a lermo, taxa instantanea. Também definicées de hedging para
modelos de um fator e o preco de mercado pelo risco sao analisadas. Imimeros conceitos
que nao estao no presente texto devem ser adicionados pelo leitor interessado no estudo do
tema, como a abordagem via esperancas condicionais e martingais, a ligacao entre esper-
ancas condicionais e equacoes diferenciais parciais via Teorema de Feynman-Kac. Outro
ponto extremamente importante ¢ a mudanca de medida de probabilidade para a medida
risco neutro e o uso do Teorema de Cameron-Martin-Girsanov. Em um ambiente de nao-
arbitragem. o aprecamento de derivativos precisa ser transformado em nm martingal através

da mudanca de medida de probabilidade. O capitulo divide-se na secao 1.2, que discorre



sobre a terminologia de renda fixa e a segao 1.3 discute a abordagem de equacoes diferenciais

parciais para ativos e derivatlivos de renda fixa.

1.2 Terminologia

O objetivo desta se¢io é descrever as principais defini¢oes relativas a taxas de
Juros em tempo continuo, ressaltando os inter-relacionamentos existentes entre taxas vista,
taxas a termo, precos de titulos de renda fixa e outros conceitos ignalimente importantes.
Em primeiro lugar, definimos o horizonte de tempo como o espago dado pelo intervalo entre
t=0et=T" de modo que ¢ seja sempre a data de andlise ou a data atual, portanto,
0 <t <T < T* Nesse contexto, o ativo mais primitivo relacionado a taxa de juros € o
titulo descontado sem pagamentos intermedidrios', em que P(L,T) é a representacio para
0 pre¢o na data ¢ de um titulo que paga na data 7', ¢ < 7. uma unidade de moeda ao seu
detentor, logo, P(T',T) = 1. Este titulo ¢ livre de default, ou seja, nao hé risco de crédito de
o emissor falhar na obrigagao de pagar 1 ao detentor do titulo na data T. Este titulo paga
um rendimento entre as datas t e T de modo que o valor cresca de P(t,T) até 1 na data de
seu vencimento T. Podemos definir esta taxa como o rendimento continuamente composto

até o vencimento ou yield to maturity Y (t.T) para este zero-coupon bond P(t,T).

P(t.T)eY (TUT-) — 4

P(t,T) = e~ Y ®&IUT-1) (1.1)
Y(t,T) = —h’,f(;‘f), (1.2)

1o, . . . . . . .

Titulo descontado sem pagamentos intermedidrios ¢ mais conhecido na literatura de renda fixa como
zero-coupon bond ou discount bond. A partir de agora. sempre que se fizer referéncia a estes dois termos,
eles estarao representando o mesmo significado.
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Uma das maneiras para a representacio da estrutura temporal das taxas de juros
ou curva de taxas de juros é observar, em uma data t, rendimentos Y (t,T) de 113 com
datas de vencimento T distintas. Essa curva de juros apresenta-se em formas diversas ao
longo do tempo, podendo ser inclinada para cima ou para baixo, plana, ter curvatura, além
de outras variacoes possiveis de formato. Ademais, as volatilidades das taxas e o grau de
correlacao entre as taxas de juros de curto prazo e as de longo prazo interferem no formato
final da estrutura temporal das taxas de juros. O grande desafio na modelagem de renda fixa
é tentar capturar este comportamento estocdstico de toda a curva de juros. No Brasil, esta
curva de juros, usualmente, é construida a partir da coleta dos precos no mercado futuro de
DI-BM&I para os prazos mais curtos e das taxas de swap Pré-Fixado x Pés-Fixado (Pré x
CDI) para os prazos mais longos da curva®.

Quando o intervalo de tempo (t,T) tende a zero, a taxa ry ¢ chamada de taxa de
Jjuros instantdnea ou taxa de juros de curto prazo e corresponde & taxa de juros livre de
risco, na data £, para captacio ou empréstimos para um intervalo de tempo infinitesimal
dt, ou seja, com vencimento em ¢ + dt. De modo equivalente, podeimnos expressar a taxa de

Jjuros instantanea como sendo o limite do yield-to-maturity Y (¢, 7T)
re =1limY(¢.T)
T—t
e =Y(,t) (1.3)

A partir da defini¢ao de 1, pode-se criar um titulo que pague ao seu detentor o

aciimulo continuo das taxas de curto prazo em um horizonte de tempo definido entre t=0

“Na construgao da yield curve. ¢ importante definir de maneira consistente quais instrumentos considerar,
levando em conta a liquidez de cada um deles e. por conseguinte, a qualidade da informacao implicita nos
pregos dos instrumentos de renda fixa. Além disso, a escolha do melhor método de interpolagao da curva
(splines ou flat forwards) é uma questio ainda bastante discutida.
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e t=t.

B, = elo rudu (1.4)

O fator de acumulacao (1.1) corresponde ao depésito inicial de By = 1 e continuo reinvesti-
mento a taxa de juros livre de risco de curto prazo ri. em que (1.4) é a solucéo da equagao
diferencial ordindria (EDO) dB; = 1, Bydt. -m wn contrato acordado na data t, para um
empréstimo a taxa de juros livre de risco, que se inicia no tempo T com vencimento em U,
t <T < U, aparece o conceito de taxa a termo (forward rate) continuamente compost.a.

InP(t.U)—InP(t.T)
B U-T

FLT.U) =

—~
—
<

f—

Tomando-se o intervalo de tempo entre 7' e U cada vez menor e tendendo a zZero,
definimos a taxa a termo instantanea como a taxa de Juros livre de risco, acordada no tempo
t e vdlida para um intervalo de tempo futuro que se inicia em 7" e vence em 7'+ dt, com dt

tendendo a zero. Assumindo-se que P({,T) é uma funcao diferencidvel, temos

_IInP(L.T)

JOTT) = f(T) = === (1.6)

E fécil verificar que na equacao (1.6} se tomarmos T=t. chegamos a seguinte

conclusao

f(['-l‘) =Tt

Integrando-se a equacao (1.6) de t até T

T T _
/ J (6 w) du = / _OmP(tu)
to Jt ou

J(tu)du=—InP (t,u) IZE,T

-
/ ft.w)du=—1InP(t.T)
t



Inserindo exponenciais nos dois lados da equagao acima. chegamos em
P(t,T) = e~ Jo i(tu)du (1.7)

O preco do discount bond P(L,T), além de ser uma funcao de seu rendimento
composto continuamente Y (¢. 7). também é expresso através do acimulo das taxas a termo
instantaneas f (¢. 7). Portanto, de acordo com a relagao entre Y (¢, 7)), f (¢,7) e P(t,T), a
estrutura temporal das taxas de juros pode ser construida a partir de qualquer um dos trés

conceitos.

1.3 A Abordagem por Equacoes Difcrenciais Parciais

Para a compreensao das condigées de nao-arbitragem envolvendo modelos de taxas
de juros de um fator®, adotar-se-4 a abordagem proposta por Vasicek (1977). O argumento
usado por Vasicek é semelhante ao raciocinio de nao-arbitragem e neutralidade ao risco
usado por Black e Scholes (1973) na derivagao do modelo de opcoes para acdes. Como a
taxa de juros ¢ um ativo nao transacionavel na economia, cria-se uma carteira de titulos que
seja instantaneamente sem risco, e que portanto, deve possuir rendimento igual & taxa de
Juros livre de risco. As ferramentas conceituais desenvolvidas neste tépico sio fundamentais
para a andlise dos modelos de taxa de juros de wm fator. A principal hipétese adotada é a
de que a taxa de juros a vista r;, ¢ a tinica varidvel que determina totalmente a estrutura
temporal das taxas de juros e assim, os retornos instantaneos de todos os titulos de renda

fixa sao perfeitamente correlacionados. A taxa de juros a vista r; é definida como a taxa de

#Modelos de um fator estao associados a uma tnica fonte de incerteza. Apenas um fator determina
completamente a estrutura a termo das taxas de juros. A discussao maior destes modelos encontra-se no
capitulo 2.
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juros instantanea para o recebimento e concessao de empréstimos. em um ambiente livre de
risco. Dessa forma, um empréstimo com valor inicial I1, realizado a tox . 3 ~'sta, assumirg

a seguinte dindmica em um instante de tempo dL.

dIT = ITrydt (1.8)

Sao assumidas as seguintes hipéteses

a. A taxa de juros a vista é um processo estocdstico continuo ao longo do tempo,
sem a ocorréncia de “jumps” e r, ¢ um processo de Markov?, {rey7> t}. Portanto, o valor
da taxa de juros a vista no tempo ¢ ¢ independente do caminho seguido por r; no passado
até o presente momento. a unica informacéio relevante é seu valor corrente 7. Supondo-se

que a equacao diferencial estocdstica a seguir para a taxa de juros a vista seja valida,

dre = f(r.t)dt+ p(r,t) dWV, (1.9)

onde f(r.t) ¢ a fungdo que caracteriza a tendéncia instantanea de ry, p(r,t) € a funcédo
de desvio-padrao instantaneo e 1, é o movimento Browniano na medida de probabilidade
natural ou subjetiva P.

b. Para um titulo de renda fixa sem pagamentos intermediarios (discount bond)
P(t,T), no instante de tempo £ e com vencimento no tempo T, seu preco é dado pela
avaliacao da evolucao da taxa de juros a vista r; no intervalo de tempo compreendido entre
t e T. De certa forma. esta hipétese é uma conseqiiéncia da anterior na medida em que

assumimos a taxa de juros a vista como tinico fator responsavel pela estrutura temporal de

4 . .
Um processo de Markov é um processo estocdstico para o qual tudo o gque sabemos sobre seu futuro ¢é
resumido pelo seu valor atual. isto ¢, a distribuicao de X,, é
i 5 . | s
Jon (Xnizo. L1, o) = gl (Xni24)
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taxa de juros e deste ponto, define-se
P, T)y= f(t,T,r) (1.10)

c. Repetem-se as hipdteses de eficiéncia em um mercado de capitais. O mercado
é eficiente e nao existem custos de transagdo, os ativos podem ser negociados em quanti-
dades infinitesimais, os investidores sdo racionais, possuem expectativas homogéneas e esta
é disponivel a qualquer investidor a qualquer tempo. Pode-se seguir, usando as equacdes
(1.9) e (1.10), para a derivacao da equacao diferencial estocdstica para o preco do titulo de
renda fixa. Aplicando lema de Ito.

o ()P (l. T. 1'[)

IP (L. T.r
AP(1,T) = gPTr)

oL?

aPr (lf.. T. l'f,)
dl '
at @ ar

13%P (t.T. 1) 2

dr + l) (dt)?

Simplificando a notacéo e eliminando os termos dt de ordem superiores ou iguais

AP (1,T) = Pydl + Prdr + %P (dr)?

1
dP (1, T) = Pdt+ P, (f (r.t)dt + p(r,t) dW7) + 5P (f (rt)dt + p (i, 1) dWW,)?

v 1 , :
AP (1. T) = ( % Pl () + 5 Prep? (1, z,)) dt + Pop(r.t)dWY, (1.11)

Na equacao diferencial estocdstica (1.11), é possivel distinguir os termos relativos
a média g (4, T) e a varidncia o (t.T) dos retornos sobre P({,7). Tanto a média como a
varidncia sao relativas & taxa instantanea de retorno no tempo t sobre um titulo de renda

fixa descontado, com vencimento em 7', dado ;.

p(t,T) = <PL £ Bof () + 5 P (1. t)) (1.12)

E

o(t.T)= P.p(r.t) (1.13)
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Substituindo estes dois termos na expressao (1.11), surge a equacao diferencial
estocdstica. na medida de probabilicl~.1> ».: tural °. para o preco do titulo P(t,T).
dP(t.T) = p(t.T)Ydt + o (t.T)dV, (1.14)

A partir da equacao anterior. vamos supor que wn individuo componha uma carteira com
dois titulos: um titulo P(¢,7}) sem pagamentos de cupom com vencimento na data T e

uma quantidade 0 de um titulo P(¢.75) de mesma caracterfstica, mas com vencimento em

T3, com Ty > TY. Logo. sua riqueza total II é dada por

H=PTy)+0P(1.Th) (1.15)

A equacao diferencial estocdstica representativa da evolucao da riqueza I1 deste individuo

¢ dada por

dil = (u(t.Ty) 4 0p (¢ Ty)) dt + (o (L. TV) + 0o (1, Ty)) diV, (1.16)
Neste ponto, o argumento de nao-arbitragem de Black e Scholes ¢ empregado para
tornar o portfolio I1 sem risco. de acordo com a razao 0 escolhida pelo investidor.

(T(l—,Tl) 7 -
—QU(L.TQ) (L.17)

Se o portfolio 11 for distribuido entre os dois titulos da forma especificada em
(1.17),

o termo de incerteza e gerador de risco que possui dy desparece da equacao e o

portfolio torna-se instantaneamente sem risco.

M=PT) - %P(t,ﬂ)

(1.18)

dll = dP (1. T}) — %dl)@, T5) (1.19)
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Por arbitragem. o valor I1 crescerd de acordo com a taxa livre de risco, seguindo
a dinamica definida para r,. Portanto. igualamos (1.8) e (1.19) p~:c - gar em

p (1) = P(LTY) (L Th) —r P (LTy)
o (L. 1) B o (L. 13)

(1.20)

A razao expressa em (1.20) é igual para as duas datas, ou seja, ¢ independente da
data de vencimento do titulo. Deste modo, podemos generalizar e chamar este termo de
preco de mercado pelo risco A (¢,r).

A(t.r) = “’(t‘Tr)rz{ ':},[))(t‘ O rsy (1.21)

O real significado do preco de mercado pelo risco é que o prémio de risco oferecido
para titulos com vencimento arbitrdrio é sempre o mesmo, on seja, o prémio de mercado pelo
risco independe da data de vencimento do titulo. O preco de mercado pelo risco é dado pelo
excesso de retorno do titulo p1 (£, T) em relagao a taxa de juros livre de risco r¢, dividido pelo
desvio padrao o (£, 7T") do retorno deste titulo. O termo A (f.7) serd usado para a derivacao

da equagao diferencial parcial (EDP) para o preco do titulo P (t,T). Rearranjando (1.21)
. T)=rP,T)+\Nt.r)o(t.T) (1.22)

Esta 1dltima definicdo para a média dos retornos do titulo é bastante geral e vale
para qualquer titulo. seja ele de renda fixa ou mesmo uma acao. O retorno de un titulo
qualquer é dado pela taxa de juros livre de risco r; mais um termo decorrente da multi-
plicagao do prémio pelo risco A (t.7) pelo desvio padrao do retorno do titulo ¢ (t,T). Se
equalizarmos as equagdes (1.12) e (1.22), chegamos a EDP para os precos de titulos de
renda fixa descontados.

1,
"l +A(LT) o (4T) = P+ P f (r,1) + 5 Porp? (1)
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i 1
P+ A(tr) Pp(rt) = P+ P f (1) + 3 02 (1, 1)

1 y
Po(f(r )= X({t,r)p(r,t)) + P, + SP,«rpz (r.t)— Pr= (1.23)

cuja condicao de contorno é P (T, Ty =1.

A despeito de a derivacao da EDP ter sido [eita para um titulo zero-coupon, ela
¢ uma equagao geral ¢ define a EDP para qualquer ativo ou derivativo no contexto de
modelo unifatorial, alterando-se apenas a condicao inicial e/ou final. Por exemplo, para
uma opgao européia com vencimento em T cujo ativo objeto seja um titulo descontado com
vencimento em U (T<U). a equagao diferencial para esta opgao ¢é resolvida com a condicio
final (P (T,U) - K)*. Esta equagio diferencial parcial pode ser resolvida analiticamente
ou por métodos de integracao numérica (por exemplo, diferencas finitas), de acordo com a
complexidade do instrumento. Para ilustrar o cardter geral da EDP, exemplificamos com os
modelos de Vasicek (1977) e Cox-Ingersoll-Ross (1985) para a evoluciao das taxas de juros.

As duas equagdes a seguir estido na medida de probabilidade natural P.
e Vasicek

dry = k[0 — r]dt +ocdi¥V,
p(r.t)=o

A(t.1) = A\ygs
e Cox-Ingersoll-Ross

dry = k[0 —r]dl + o\ /ridV;

p(r.t) =o/i
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/\ % g
A(tr) = dciryTE
a

O termo de tendéncic L —ry] é o mesmo para os dois modelos. os quais se
diferenciam nas formas funcionais para a variancia e para o preco de mercado pelo risco. A
EDP para os dois modelos ¢ simplesmente

Vasicek

1 2

Pr(k(0—7) — Mrgso) + P + 3]3”0 — Pry=0

Cox-Ingersoll-Ross

‘ 1 9

Po(k(@—r)—rdcip)+ P+ 50w = Pry =0

Uma ressalva critica que precisa ser feita com relacao a essa estrutura de hedging
para modelos de taxas de juros de um [ator é que ¢ualquer titulo ou derivativo pode ser
usado para proteger perfeitamente um outro titulo. Nio parece razodavel supor que um

titulo com vencimento em um dia seja capaz de proteger totalmente um titulo com 1 ano

para o vencimento.



Capitulo 2

Modelos de Estrutura Temporal de Taxas de Juros

2.1 TIntroducao

A intencao deste tépico nao ¢ montar um survey sobre todos os modelos de taxa
de juros existentes na literatura de I inangas, tarefa j4 realizada por diversos livros e artigos
sobre o tema. O foco principal sers a apresentacao sucinta de alguns dos modelos mais
importantes, ressaltando-se as diferencas entre eles com respeito a dinamica estocéstica,
média e variancia do processo gerador das taxas de Juros e o comportamento da estrutura
a termo em cada wm deles. A medida cue cada um desses modelos for analisado, serd
dada importancia as vantagens e desvantagens em implementar cada um. Vamos iniciar
a discussao com alguns conceitos relativos a diferenciacao dos modelos entre equilibrio e
nao arbitragem. unifatoriais ou multifatoriais. Logo em seguida. discutiremos sobre alguns
modelos de um fator para a taxa de juros, a saber, Merton (1973), Vasicek (1977), Cox-

Ingersoll-Ross (1985), Ho-Lee (1986), Hull-White (1990), Black-Derman-Toy (1990), Black-

Karasinski (1991) e Heath-Jarrow-Morton (1992).



2.2 Classificagio dos modelos de taxas de juros: Equilibrio x Nao Arbi-
tragem e Unifatoriais x Multifatoriais

Antes do inicio da exposicao dos modelos selecionados. ¢ necessdrio introduzir
alguns conceitos referentes a sua classificacdo. Primeiramente, é necessario determinar qual
serd a varidvel estocdstica a ser modelada. [4 trés principais abordagens a serem seguidas:
a modelagem dos precos de titulos P (t,T), da taxa de juros a vista 7, e da taxa a termo
instanténea f(t.7). Todos os modelos que se seguem irao adotar alguma dentre as trés
alternativas para representar o processo estocdstico da taxa de juros. Feita a escolha,
podemos distinguir os modelos de estrutura temporal das taxas de juros em modelos de
equilibrio e modelos de nio arbitragem. Os modelos de equilibrio caracterizam-se por
colocar a determinacio da taxa de Juros como resultado de wn equilibrio econémico A
determinagao da taxa de Juros ¢ endégena. Na prédtica, podemos dizer que em modelos
de equilibrio a estrutura temporal das taxas de juros surge como resultado do modelo e
nao é exatamente igual & curva de taxa de juros atualizada e verificada no mercado. Isto
constitui-se em um grande inconveniente para o aprecamento de ativos contingentes em
taxa de juros pois se a curva de taxa de Jjuros encontrada em mercado, a qual é a principal
variavel para o cdleulo do preco de um derivativo de taxa de juros, nao é reproduzida, o
preco do derivativo embutird uma incerteza muito grande.! Pertencem 4 classe dos modelos
de equilibrio, os modelos de Merton (1973), Vasicek (1977) e Cox-Ingersoll-Ross (1985),
dentre os mais citados.

Para replicar as estruturas a termo das taxas de juros e de volatilidades, os modelos

'Conforme Hull (1997. pg-424), um erro de 1% no aprecamento de um titulo pode levar a um erro de
25% no preco de uma opcao referenciada a este titulo.
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de nao-arbitragem possuem termos dependentes do tempo, justamente o que permite o fit
exato das duas curvas <. m-~cado. Ao contrario dos modelos de equilibrio, as curvas de
juros e volatilidade sao entradas para o modelo de nido-arbitragem. FEssa caracterfstica
torna este modelos implementédveis do ponto de vista pratico e com grande aceitagao por
parte dos usudrios. Dentro dessa categoria, citam-se Ho-Lee (1986), Hull-White (1990),
Black-Derman-Toy (1990), Black-Karasinski (1991) e Heath-Jarrow-Morton (1992), dentre
0s principais.

A modelagem também requer um mimero determinado de varidveis de estado
para o processo estocdstico das taxas de juros e, nesse caso, a escolha recai sobre modelos
unifatoriais ou modelos multifatoriais. Os modelos unifatoriais ou de um fator assumem que
apenas uma varidvel de estado determina toda a estrutura a termo das taxas de juros, na
maioria dos casos, a taxa de juros a vista r;. Esta hipétese implica em correlacao perfeita
entre titulos para qualquer prazo de vencimento, ou seja, qualquer deslocamento da curva
das taxas de juros serd paralelo. Os resultados conhecidos da andlise de componentes
principais justificam essa decisao pelo fato de o primeiro [ator, o nivel das taxas de juros,
explicar entre 85-90% da variacao dos juros. Dessa forma, & primeira vista. a praticidade em
usar um fator no modelo de taxa de juros parece bem argumentada e pode ser empregada
para os derivativos que nao dependam da correlacio entre as taxas & vista ou a termo,
por exemplo, opgoes sobre titulos, caps e floors. Por outro lado, os mesmos resultados
de componentes principais indicam que 90-95% da estrutura a termo é explicada com dois
fatores, o nivel e a inclinagéo da curva de juros. Dessa forma. um modelo de dois fatores é

o mais recomendado para aqueles derivativos de juros que dependam em maior intensidade



do grau de correlacao entre duas taxas diferentes. Um exemplo sdao os swaptions e as
opgoes sobre yicld-curve spread, cujo payoff é dade n~ (V (r,n) — Y (r.m) — K)*, onde
Y (7,.) é a taxa de juros entre as datas 7 e n/m (n>m). [Entao. o uso de modelos
multifatoriais adiciona a correlagao imperfeita dos titulos na determinacao da curva das
taxas de juros. O que se observa no mercado. em alguns momentos, sao variacoes acentuadas
de inclinacao e curvatura, justificando a modelagem multifatorial. Todavia, a complexidade
computacional ¢ maior quando esta opgao é efetuada. Exemplos de modelos multifatoriais
sao Brennan-Schwartz (1982), Longstafl-Schwartz (1992) e a versao multifatorial de Heath-

Jarrow-Morton (1992).

2.3 Merton (1973)

A primeira proposta de modelagem do processo estocdstico gerador das taxas de
Jjuros apareceu no cléssico artigo de Merton, publicado em 1973. Considerando a medida de
probabilidade natural P. o comportamento da taxa de juros em tempo continuo é descrito
pela equacéo (2.1)

dry = 0dt + odWV; (2.1)

Os termos 0 e ¢ sao constantes positivas e 11 é o movimento browniano, definido
na medida P, o qual é o responsdvel pela incerteza do comportamento futuro das taxas de
Juros. Pelo [ato de apenas um componente aleatério estar envolvido., d¥;, o modelo de
Merton é inclufdo na classe dos modelos unifatoriais de taxa de juros. Além disso, podemos
inclui-lo na categoria dos modelos de equilibrio pois a curva de juros é gerada pelo modelo,

portanto, nao reproduz fielmente a curva de juros encontrada no mercado. Calculando
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a solugao para a equacdo diferencial estocdstica de Merton, podemos analisar também a

fungao de distribui¢ao de probabilidade para as taxas de juros.
-t
]',:7‘.i+'9(t~,$)+ﬁ / (”{",,‘ (22)
7S

re o N(rs+0(L=s).0 (L —5)) (2.3)

Uma das vantagens do modelo é sua tratabilidade analftica ao [ornecer {érmulas
fechadas para o preco de discount bonds e opcdes européias sobre os titulos. Como in-
convenientes. pelo fato de a distribuicao de probabilidade para r; ser Gaussiana®, existe a
possibilidade de taxas de juros negativas. o que o préprio Merton ressaltou em seu artigo.
Como a geracao da curva das taxas de juros é realizada enddégenamente pelo modelo, o
mesmo nao consegue reproduzir os precos negociados em mercado para os titulos de renda
lixa sem cupons. Além disso, contribui negativamente para a avaliacao do modelo o caréter
de instabilidade da média e da variancia, as quais podem assumir valores infinitos & me-
dida que a diferenca (¢ — s) torna-se elevada. Dessa forma. a implementacao pratica deste

modelo ¢ totalmente comprometida.

2.4 Vasicek (1977)

A observacao econdmica de que taxas de Juros muito clevadas nao se perpetuam,
tendendo para taxas de juros mais baixas em perfodos seguintes. assim como taxas de
Juros muito baixas tendem a se elevar para patamares maiores levou Vasicek a descrever

um modelo de estrutura temporal das taxas de juros que incorporasse esta caracterfstica.

20 fato de inimeros modelos unifatoriais de taxas de juros serem Gaussianos é explicado pela equacao
diferencial estocdstica linear apresentar como solugao a distribuicao normal para r,. Para maior rigor e
discussao das condigoes técnicas para isto. ver Duffie (1996). Apéndice E.



No artigo de 1977, Vasicek aplicon o processo de Ornstein-["hlenbeck para a dinidmica

estocdslica das '2v. 5 de juros de curto prazo
dry = a(0 — ) dl + odi; (2.4)

A equacao diferencial estocdstica (2.4) define os parametros a. @ e o assumindo
valores constantes e positivos e 0 movimento browniano unidimensional 11 pertencendo ao
espaco de probabilidade (€, F\ P), em que a medida de probabilidade P ¢ a probabilidade
natural ou subjetiva. O termo @ representa a expectativa de longo prazo para a média da
taxa de juros de curto prazo r;. de outra forma poderfamos dizer que se espera que as taxas
Ty revertam para o patamar ¢. Sempre que o termo 6 — ry for positivo, o pardmetro de
velocidade de reversao 4 média a indicard qual a intensidade, qual a forca do ajuste que
levard a taxa de juros r; a subir e aproximar-se de ¢ no longo prazo. Da mesma forma, o
contrdrio ocorre quando 0 — 1 for negativo e a indicard a velocidade de realizacao do ajuste
que conduzird a taxa de juros r; a cair e atingir nivel préximo a 0 no longo prazo. A solucao
da equacao diferencial estocdstica (2.4) &

t
re=0+4(rs —0)e %) 4 o / e =gy, (2.5)

S
Através da solugao para o processo em 7, podemos calcular sua média e a varidncia
condicionais e assim caracterizar a distribuicao de probabilidade para a taxa de juros de
curto prazo

T —a(t-s) 0-2 —2a(t—s)
re e~ N0+ (rs—0)e Vom (1 —¢ ) (2.6)

Para a determinacao dos pregos livre de arbitragem dos titulos P(t,T), a equacao

diferencial parcial (EDP) para os titulos zero-coupon deve ser resolvida com a condicao de



o
[S1

contorno P(T.T) =1

0P 10°P
oL 2 or?

. L OP
0'2—*-((1(0—7'1,}—/\0')5—I‘(P:() (27)

A resolucao desta EDP é dada pela funcao afim (2.8)
P(t,T) = A(t,T)e mB&D (2.8)

A equacao diferencial estocdstica que descreve o comportamento dos precos dos
titulos de renda fixa discount bonds ¢ determinada pela aplicacao do lema de Itd a P(r¢,t,T')

em conjunto com (2.4)

dP(t,T) Ao (1) > o (T ,
) (422 (1= T} ) gy 4 Z (1 e C ')“) W 2.9
1)(1,7‘) (71 + a ( € at + p & G t ( )

e a cstrutura a termo de volatilidades dos titulos ¢ dada por
g —(T-t)a
o, T) == (1-¢ (2.10)
a

Dentre as vantagens da utilizagao do modelo de Vasicek h4 o fato de a distribuicao
de 7y ser Gaussiana e assim existirem férmulas fechadas para pregos de titulos e opcoes
ewropéias. Se analisarmos mais detidamente a fungao de distribuicao de probabilidade
explicitada em (2.6), notaremos cue a medida que o tempo para o vencimento tende para
o infinito, a média de 7, iguala-se a 0. assim como a variancia também assume um carater
estaciondrio no longo prazo, aproximando-se de o?/2a. A introducio da reversio 4 média
evita a presenca de taxas explosivas, ao contrdrio do modelo de Merton. Do lado das
desvantagens, por ser um modelo de equilibrio. seu uso no aprecamento de derivativos de
taxas de juros é perigoso na medida em que o mesmo nio consegue calcular o preco do

titulo de renda fixa subjacente e verificado no mercado. As variacoes de formato que a



curva gerada pelo modelo de Vasicek permite sdo bastante limitadas, nao possibilitando,
por exemplo, dupla curvatura na curva de juros.®> Ademais, a probabilidz?.: ¢ . sitiva de
que as taxas de juros sejam negativas. Com certeza, este ¢ um dos problemas do modelo pois
val de encontro a hipétese de nao arbitragem se supusermos uma economia com dinheiro.
Contudo, a drea da funcao de distribuicao de probabilidade para a qual 7, ¢ menor do que
zero ¢ minimizada pelo fato de o processo estocdstico incorporar a reversao a média. Do
ponto de vista da implementagao pritica do modelo de Vasicek, temos quatro pardmetros
(a.0,0,\) para ajustar as curvas de taxas de juros e de volatilidades dos titulos. Para que
o nimero de incégnitas seja igual ao mimero de equacdes. poderiamos ajustar somente dois
pontos em cada curva. ou seja, a implementagio sob esse enfoque é impossivel.? Resta
a alternativa de estimar os pardmetros econométricamente via dados histéricos via GMM
(Generalized Method of Moments ou Método dos Momentos) ou ML (Maximum Likelihood

ou Maxima Verossimilhanca).?

2.5 Cox-Ingersoll-Ross (1985)

Dentro de um contexto de equilibrio geral intertemporal no mercado de ativos, com
0s agentes econdmicos possuindo funcoes de utilidade bem definidas. e do lado da producao,
as oportunidades de producao sendo influenciadas pela evolucao do estado da tecnologia,
as taxas de juros sao determinadas endégenamente através do equilibrio geral que ocorre

entre oferta e demanda pelos ativos da economia. Dessa forma, por meio de uma construcio

#Ver Hull (1997). 3¢ edicao, capitulo 17.

*Conforme Yacine Ait-Sahalia, lecture notes Univ. ersity of Chicago. 1998.

®Para estudos nessa linha. consultar um dos mais citados: Chan, K.C., G.A. Karolyi. F.A. Longstaff e
A.B. Sanders. 1992. “An Empirical Comparison of Alternative Models of the Short-Term Interest Rate”.
Journal of Finance. 11. 617-632.
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elegante da teoria microecondomica de equilibrio geral, Cox. Ingersoll e Ross (CIR) propoem

a forma a <~ 1ir vara a dinamica da taxa de juros em tempo continno
dry = a(0 —r))dt + o/ d\Vy (2.11)

Os parametros a, 0 e 0 sao constantes positivas e 117 ¢ o movimento browniano
definido na medida de probabilidade natural P. CIR também é um modelo em que os pregos
dos titulos de renda [ixa, para qualquer prazo de vencimento, sao determinados somente
pela taxa de juros de curto prazo ry, P(ry,¢,T). Comparando com o modelo de Vasicek, CIR
possul a mesia caracterfstica de reversao a média. ou seja. a taxa de juros r; tende para um
nivel 0 no longo prazo, cuja velocidade de ajuste ¢ dada por a. A grande diferenca e avanco
em relacao a Vasicek ¢ que, em CIR. é excluida a possibilidade de taxas de juros negativas,
fenémeno garantido pelo termo /1t Ademais, a variancia total de r; cresce se a taxa de
juros crescer, sendo portanto proporcional. A [ungao de densidade de probabilidade para a
taxa de juros é uma qui-quadrado nao central, cujos valores esperados condicionais para a

média e variancia sao

Elre/rs) =0+ (ry — 0) e~ =% (2.12)
Varlr /e = 0% [ —alt-s) _ -2a(t-s)’ 0‘72 a(t-s)\? 213
ar [1,/13]—157 <c — € ')+ Z(I_C ) (2.13)

A medida que o tempo t nas duas expressoes anteriores aproxima-se do infinito, a

2
; ca a” . .
taxa de juros de curto prazo tende para o valor 8§ e a variancia de r; tende a 9_)—, impli-

cando em estacionariedade da distribui¢ao de probabilidade. Da mesma forma que Vasicek,

o modelo CIR fornece [érmulas fechadas para titulos de renda fixa e opcoes enropéias. En-

SPara uma prova matemadtica da impossibilidade de taxas de juros negativas no processo estocastico
suposto por CIR (1983), ver W. Feller, 1951, "Two Singular Diffusion Problems™, Annals of Mathematics
54, pg. 173-182.
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tretanto, a grande desvantagem continua presente por nao se ajustar a curva de taxas de
juros de mercado. & semelhanca dos m~ '»le~ de equilibrio. A implementacao padece dos
mesmos problemas citados anteriormente por depender da estimacao de pardmetros nao

observdveis em mercado (preco de mercado pelo riscol.

2.6 Ho-Lee (1986)

Em seu artigo de 1986, Thomas o e Sang-Bin Lee (HL) foram os pioneiros na
construcao de um modelo de nao-arbitragem para a estrutura a termo das taxas de juros.
HL desenvolveram um modelo binomial discreto multiperiodo que replica exatamente a
estrutura inteira das taxas de juros negociadas no mercado. Esta drvore binomial representa,
portanto, a evolucao de toda a estrutura a termo durante um determinado perfodo de tempo,
nao se limitando aos precos de titulos. Esta foi uma das mais importantes contribuicoes
a modelagem de renda fixa, pois permitiu a passagem dos modelos de equilibrio para os
modelos de nao-arbitragem, os quais corrigem a limitagao dos primeiros por gerar uma
estrutura a termo que corresponde aquela observada no mercado. A transformacao do

modelo discreto para tempo continuo segue a equacao (2.14)
dri =0 (t) dt + cdW 2 (2.14)

onde #(t) ¢ wina funcao dependente do tempo e que se ajusta para reproduzir os precos
dos discount bonds. o é a volatilidade da taxa de juros de curto prazo e H"LQ é um processo
estocdstico na medida de probabilidade neutra ao risco Q. Como a drvore binomial calcula
precos livre de arbitragem por meio das probabilidades neutras ao risco, sua transformacao

para tempo continuo é diretamente para a medida Q. Comparando-se as equagoes (2.1) e



(2.14), conclui-se que o modelo HI, nada mais é que uma versao modificada do modelo de
Merton, diferenciando-se apenas porque possui termo ¢ para a ic.3 . ja dependente do

tempo. A equagao dada por (2.14) possui solucao
2
re=1s+0(—s)+o / dW, (2.15)
J 8
e a fungao de distribuicao de probabilidade para r; é gaussiana.

ree N (7'5 + /t 0(u)(t—u),o(t — s)>

Conforme citado anteriormente, a grande vantagem do modelo é a possibilidade
de reproduzir a curva das taxas de Juros de mercado. Certamente, a distribuigao gaussiana
[acilita seu uso para cdlculo de precos de titulos, opgdes européias sobre titulos descontados
e sobre titulos que pagam cupom. A implementagao através de drvore binomial permite a
avaliacao de derivativos de taxas de Juros ligeiramente mais complexos. como opgoes amer-
icanas. Todavia, constitui nwma involucao em relagao ao modelo de CIR a inexisténcia de
reversao a média, que somada a distribui¢ao normal para r,, torna relevante a preocupacao

com taxas de juros negativas.

2.7  Hull-White (1990)

John Hull e Alan White propéem uma formulagao mais abrangente para o processo
estocdstico da taxa de juros de curto prazo . dentro do contexto de modelo com um fator
de incerteza.

dri =[0(t) —a(t) (b—r)]dt + o (1) r]dWV, (2.16)

E um modelo (jue incorpora tanto a reversao a média (Vasicek) como a consisténcia

com a curva de juros observada no mercado (Ho-Lee). A inovacao do modelo Hull-White
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é permitir que todos os parametros sejam dependentes do tempo e assim, reproduzir as
estreinias » termo das taxas de juros e de volatilidades. A equacao diferencial estocéstica
(2.16) ¢ um processo de Ornstein-Uhlenbeck. cuja dinamica é caracterizada pelo movimento
Browniano 11, definido por um espaco de probabilidade (€2, F. P), onde P ¢ a medida de
probabilidade natural. A equacio (2.16) pode ser reescrita como

dry = a(t) [% +b— r{l di + o (1) 7 aw, (2.17)

O processo estocdstico direciona a taxa de Juros de curto prazo para win nivel
médio 0 (t) /a (t) + b, com velocidade de reversio a (t) e volatilidade o (¢) I;j . Com relacao
a cada um dos termos da equacao (2.16), a funcao 0 (t) é a responsével por ajustar-se
exatamente & estrutura a termo inicial das taxas de Juros, o (1) ajusta-se a estrutura a
termo da volatilidade e a fungao a (t) representa a velocidade de reversio a média. Para o
casoem que 3= 0¢ 8=1, Hull e White denominaram os dois modelos, respectivamente,
de Vasicek Extendido (BEXV) e Cox-Ingersoll-Ross Extendido (EXCIR). Para o modelo
EXV, temos a representaciao do processo da taxa de Juros de curto prazo. na medida de

probabilidade P. conforme (2.18).

dro =1[0(1) —a(t)(b—r)]dl + o (t)dWV, (2.18)

De acordo com o exposto no capitulo 1 sobre a abordagem via EDP, podemos usar
o preco de mercado ajustado pelo risco A () e resolver a EDP para o modelo Iull-White.
Substituindo ¢ (£) = a (1) b+0(t) = A () o (t) em (2.18), temos a EDP vdlida para qualquer

ativo contingente de renda fixa, no caso abaixo, um titulo.

1 .
Pr(o(t) —a(t)r) + P+ 5Pwo (1)* — Pry =0 (2.19)
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e a equacao dilerencial estocdstica, na medida nentra ao risco Q
dry = [pt) —a(t)r]dt+ o () dIV2 (2.20)

A partir da EDP dada por (2.19), sua solucio é a funcao alim, resolvida para a

condicao final P(T.T) = 1.
P(t, T) = A(L,T) e BT (2.21)

Diferenciando-se a equacao (2.21) e simplificando seus termos AL, T) e B(t,T)
por A e B. temos

d(Ae”Pr)y =d(A)e B+ Ad (e Pr)

d(AePr) = dAePr 4 Ae=Pr [—d(Br) + jd(Br)’]

d (Ae=Br) = dAe B 4 Ae—Br [~ (dBr + Bdr) + 1 (13% (1) (u_)}

d(AeBr) = ¢~ B [aA — dBAr — ABdr 4} AB?a (1)? ]
d(Ae”Br) = e B |dA —dBAr + §AB% (1) di — ABar|
d(Ae Br)y=ebr

[fu — dBAr + LAB2%5 (1)2dl — AB (((p(l.) —a(t)yr)dt + o (1) (_mv'ﬁ?)]
d{de Brj =g~ BF

{(1_4 — dBAr + LAB%0 (1)? dt — ABo (1) dt + ABa(t) rdt — ABo (1) (_mﬂ
d(Ae Br)y = Ae-Br

['f_—j_ ~dBr+ §B% (1)*dt — Bo (t)dt + a (1) Brdt — Bo (1) dnﬂ

) . . :
‘ (PP) <~:—% — %T + %BZU )2 -8B (o(1) —al(t) 7)) dt — Bo (1) r[l‘i’}_Q (2.22)

Como a equacao (2.20) estd na dindmica neutra ao risco, podemos usar o argu-



mento de nao-arbitragem e reescrever
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/ v

‘ E‘f) = rdt + U(IH”IQ (2.23)
1ddA  dB - )
r= —{((7 = ((71 = EBza (t)z —B(o(t) —a(t)r) (2.24)
v = —Bo (1) (2.25)
Rearranjando a equacao diferencial ordindria (EDO) (2.24),

N\l —a(l) B+ —) = —— —Bo(l -B 2 2.26
’( *() +dt> Aa ~ PO B (2:26)
A equagao (2.26) estd na forma f(t) = rg(t). logo, a solucio desta equacio ocorre ou

quando r; ¢ igual a zero ou f(L) = g(¢) = 0. Portanto, a solucao da EDO (2.24) consiste na

resolucao de um sistema de duas EDO’s, a saber,

dB
l—a(t) B+ — =10
a(t) B+ 7
1(1;‘1 1 9 9
il _ i — B2 (1) =
1 dl B¢(1)+2B a (L) 0

w

o
o
=]

As equacoe ) e (2.28) possuem as seguintes condicoes de contorno

— A(T.T)eBET)

AT.TYy=1 e BT.T)=0

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Logo. a funcao afim (2.21) resolve a EDP para o modelo Hull-White e sua condicéo

de contorno quando (2.27) e (2.28) sao resolvidas de acordo com (2.29). Se assumimos que a

e o sao constantes na determinagao da férmula analitica para (1, T'), obtcremos os mesmos

resultados que em Vasicek (1977).

d(B(t.T)e ot
ot

E’“l

+1=0
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TO(B(LT)e ™) /T »
/, ot — "k F

B(T‘ T) e—-uT - B (t, T) e—ul- 1 (e—aT _ e—al)
B{t,T) =——— (2.30)

e para A(L,T).

T = A T
/ M = / B (s, T)(s) — lB(s,T)2 o?ds
. ot Ji B 2

InA(T\T)-InA(,T) = / B(s,T)o(s) — %B (5.7 o%ds

t

’ 1 w2 2
lnA(f.T):—/ (B(,S.T)(j(s)—gB(s. T) cr)(ls

T
,/ <B(5,T)¢(.s)—%B(S.T)?a?)ds
AT)=e Ji 2

[(BE.T)=T+10) (ap(t) —0%/2) o*B(1,T)’
l

2
A(LT)=e a o (2.31)

Contudo, a anélise do modelo Hull-White no caso em que a e o sao dependentes
do tempo, permite verificar e ilustrar melhor as propriedades do modelo. Deve-se resolver
os termos A(t,T), B(t.T), a(t) e ¢(t) em funcao dos valores conhecidos no tempo 0 para

A(0,7), B(0.T). o (0). estailtima a volatilidade da taxa de juros instantanea (short rate).

A . . 2 t 2
‘I(t,T):,E(O,T)—.»T(O.L)—B(l.T)%—é[B(t.T)an()g‘/)} /0 [OB(%(%} dir

(2.32)

B(0.T) — B(0. 1)

B(LT) = =350 078

(2.33)

onde ;i(t.,T) = log A(t.T). O resultado final sao férmulas analfticas para a (t) e

o (1)
_9°B(0.1)/01*

o) = ~3g0.0/0 (2.34)
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= A ; 0N ( . 2
0A.) A1) | [83(01)}2 /‘[ z{r) } dr  (2.35)
0

o=l =5~ o DB (0,707

Traduzindo os conceitos implicitos em cada um dos termos anteriores, podemos ver
que o modelo Hull-White corresponde exatamente as estruturas a lermo iniciais das taxas
de juros e volatilidade. Na solucao acima. assumimos que 3 (0.7°) era um valor conhecido
no instante t=0. Para mostrar isto, consideramos a férmula j4 descrita no capitulo 1 para

o preco do discount bond em [ungao de seu yicld to maturily e a [6rmula da funcao afim

para P (L. 7).

_InP(L.T)
T—t

P(t,T) = A(t,T) e B&TIm

Y(L.T) =

logo, podemos reescrever,

- ImA@T) = rB(L,T)
T—1

Y(£.T) =

Aplicando o lema de It6 a funcao Y (r,¢,T), na qual adicionamos a dependéncia a

I'r. temos

dY(r.t,T) = M(h
ary
ay(r.t,T _
oY (rt,T) = %o () (2.36)

onde oy (., 7) ¢ a volatilidade das taxas a vista (yield to maturity) entre t e T
e o(t) é a volatilidade da taxa instantanea (short rate) verificada no instante t. Essas
volatilidades estdo medidas em termos absolutos (dY) e néo em termos relativos (dY/Y)

Substituindo a derivada parcial em (2.36),
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BT
(1) T )(T (1)
T —1
B(t.T)= ((r(—[))ﬂsr'(t,]‘) (2.37)

Entao. B(t.T) é ancao da estrutura a termo de volatilidade das taxas i vista,
dada por oy (, ;). e da volatilidade da short-rate o (1)". Para calcular no instante t=0,
obtemos.

T

B(0,T) = ﬂ—U)U)'(o.y') (2.38)

Usando (2.38). torna-se bastante claro o ajuste a estrutura a termo atual das
volatilidades das taxas de juros a vista. O termo A (0.7) é obtido no momento em que
[azemos o ajuste aos precos dos titulos descontados (discount bonds ou zero coupon) obser-

vados no instante atual t=0, ou seja, & estrutura a termo das taxas de juros.
P(0.T) = A(0.7) ¢ BODr (2.39)

Portanto, A(0,7) e B(0,7T) sao inseridos nas equagoes (2.32), (2.33), (2.34) e
(2.35) para que seja possivel calcular A (t.T). B(t.T). a(t)e (t) para qualquer instante de
tempo. O termo o (7) que surge na equacao para A (1.7T) permite deduzir o comportamento
atual e futuro da volatilidade da taxa de juros instantanea.

Analisando-se os aspectos de implementacao do modelo Hull-White, é possivel
reconhecer imimeras qualidades do modelo. A forma [uncional do modelo Vasicek Extendido
resulta em distribuicao normal para r, logo. em distribuicao lognormal para os precos dos

titulos P (£. T). o que permite o uso do aparato Black e Scholes para a obtencao de f6rmulas

"Esta mesma derivacao pode ser feita para mostrar que B (L. 7). alternativamente. também é expresso em
termos da estrutura a termo de volatilidade das taxas a termo. Ver Apéndice Hull e White (1990) “Pricing
interest rate derivative securities”. Ver ainda Rebonato. segunda edicao. capitulo 13.
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lechadas para opcoes européias sobre titulos com e sem cupons.  No caso de EXCIR, ¢
necessario solucao numeérica para o cileulo de precos de opgoes. A equacao para voic !
[xtendido com parametros dependentes do tempo possui tres graus de liberdade, os quais se
ajustam a estrutura a termo das taxas e Juros (o (1)) e & estrutura a termo de volatilidades
€ aos precos de caps e swaptions (a(l) e o (1)). Porém. a implementacio recai, na grande
maioria dos casos, no uso de valores constantes para a e @, porque ao ajustar precos exatos
aos de mercado para prémio de opgoes, o modelo pode produzir padroes inconsistentes para
a volatilidade futura da short rate o (1) E claro que ao tornar a e o constantes, impede-se
que precos de opcées sejamn recuperados EXatamente, contudo, o resultado é uma estrutura
estaciondria para a volatilidade e wn aprecamento mais robusto para derivativos exéticos.

Ademais, Hull e White, como serd visto em capitulo posterior, propdem a resolucao
do modelo através da construcao de drvores trinomiais. Isto confere grande flexibilidade na
medida em que opcoes americanas também podem ter pregos calculados. Dessa forma, a
tratabilidade analitica e a facilidade de implementagao é grande porque pode se dar por via
analitica ou por drvores trinomiais. Como desvantagem do modelo. citamos a probabilidade

de serem observadas taxas de Juros negativas. caracterfstica atenuada pela reversao 4 média.

2.8 Black-Derman-Toy (1990)

Assim como os outros modelos de taxas de juros citados anteriormente, o modelo
sugerido por Black, Derman e Toy (BDT) é um modelo Markoviano de um fator, ou seja,
apenas o valor atual da taxa de juros de curto prazo ry determina a estrutura a termo

vigente bem como sua evolugao no tempo. No artigo original. BDT mostram como imple-
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mentar o modelo em uma arvore binomial e ressaltam a [acilidade em replicar a estrutura a
termo de juros com v!atilidade constante ou replicar as duas estruturas a termo simultane-
amente. Assim como o modelo Hull-White, BDT também & uma evolucao clara em relagio
ao modelo de Ho-Lee. pois este iltimo assume volatilidade constante para as taxas de juros
de qualquer prazo. Entretanto, ndao somente a possibilidade de ajustar wma estrutura a
termo de volatilidades das taxas de juros é uma vantagem de BDT. Ao adotar a hipétese de
que 7 possui distribui¢ao lognormal, BDT evita a ocorréncia de taxas de juros negativas e
resolve um inconveniente da maioria dos modelos de um fator que assumem a distribuicéo
gaussiana para a taxa de juros de curto prazo. A lognormalidade para 1, todavia, reduz
a tratabilidade analitica do modelo. pois nao é mais possivel obter [érmulas fechadas para
pregos de titulos e opcoes curopéias. H4 necessidade de esquemas numéricos, por exemplo
Newton-Raphson. para resolver as taxas de juros, volatilidades e precos de titulos em cada
né da arvore. Eim tempo continuo, podemos analisar algumas caracteristicas analiticas do
modelo.

dln (1) = (0(t) — aln (1)) dt + o (t) W2 (2.40)

Na equagao (2.-40). podemos verificar mais claramente que o processo para In (r¢)
possui reversao & média. Se considerarmos 1, = u () ¢”(OM" e aplicarmos o lema de It para
a fungao r(t, W), com Wy = (Inr, — Inw () /o (1), ampliamos o nivel de detalhamento do

modelo BDT.

dInu(t s ;
din(r)) = “al;( ) B f)lllaj (t) (Inu(t) —In r(_)> dt + o (t) r_lH"tQ (2.41)

onde u () ¢ a mediana da distribuicao lognormal para ;. Se considerarmos a=0

na equacao (2.40), o proceso estocdstico nao apresentard reversio a média, tornando-se uma
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“versao logaritmica™ do modelo Ho-Lee. Visto de outra forma, se considerarmos volatilidade
constante, o termo Jdne (t) /dt serd igual a zero # n’» vermitira reversao & média. Uma das
limitacoes do modelo ¢ que deve ser assumido que o processo de evolugéo de o (t) decaia com
o tempo (JIno (t) /9t < 0). caso contrdrio, acontecerd o inverso (mean-flecing) da reversiao
a meédia e a volatilidade assumird um cardter explosivo com o aumento do tempo.

Apenas para efeito de comparagao, a discretizacao do processo estocdstico para ¢

na drvore binomial para HL (normal) e BDT (lognormal) segue
Ho— Lee : rij =u (i) + ojVit (2.42)
BDT :r;; = u(i)e °IVit (2.43)
Nas equagoes (2.42) e (2.43), r;; é a taxa de juros no tempo i e estado je u (i) é
0 termo que se ajusta para gerar precos dos titulos iguais aos do mercado. BDT assumem
que a probabilidade neutra ao risco ¢ igual a 1/2 em qualquer né. O procedimento de
Jorward induction e o uso dos precos de estado de Arrow-Debreu® facilita a construcao da
arvore binomial. Além dos contratos europeus. a avaliacao de derivativos de taxas de juros
americanos ¢ vidvel porque os precos dos titulos sao calculados para qualquer né, permitindo

o cdlculo do payoff para um exercicio antecipado.

2.9 Black-Karasinski (1991)

Da equacao geral para o modelo de Black-Karasinski (BK), podemos concluir que
o modelo BDT é umn caso particular de BK.

dIn (1) = (0 (t) — k (t)In (1)) dt + o () AW R (2.44)

®Ver Jamshidian. F.. 1991. “Forward Induction and Construction of Yield Curve Diffusion Models™.
Journal of Fived Income. 1. 62-74.
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Ao adicionar um termo dependente do tempo k (L) e que caracteriza a velocidade
de reversao a4 média. BK deixam trés graus de liberdade para o ajuste simultan~_, d=~ curvas
de taxas de juros. de volatilidade e dos caps. Em seu artigo. é demonstrada a implementacao
do modelo em uma drvore binomial na ¢ual o espacamento de tempo da drvore é varidvel
e € o parametro que se ajusta para replicar os precos de mercado para os caps. De modo
similar a BDT. para evitar distor¢des ¢ preciso usar uma curva de volatilidades que seja

declinante com a passagem do tempo.

2.10 Heath-Jarrow-Morton (1992)

Segnindo a mesma linha de raciocinio de Ho-Lee, David Heath, Robert Jarrow e
Andrew Morton (HJM-1992) desenvolveram uma nova abordagem para modelos de taxas
de juros com o objetivo de apregar titulos de maneira consistente com o mercado e tratar
a evolucao de toda a curva de juros, nao somente a short-rate. O modelo de HIM é um
marco na modelagem de taxas de juros porque sua construcao engloba toda a classe de
modelos de mmn fator por meio da evolugao completa das taxas forwards instantineas em
tempo contimio. alterando-se apenas as especificacdes do termo de tendéncia (drift) e da
volatilidade. O ativo subjacente no modelo HJN ¢ curva inteira e atual das taxas de juros.
Portanto, devido a generalidade e amplitude do modelo 11JM ¢ impreciso chamé-lo de
“modelo HJM". Nao é um exagero alirmar que HJM est4 para os modelos de derivativos de
taxas de juros assim como o modelo de Black & Scholes esta para os modelos de derivativos
de agoes, moedas. indices e futuros. Se considerarmos um intervalo de tempo 0, 7% e

fixarmos uma data T' < T, a formalizagao de HJM através de seu processo estocdstico para
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a laxa a termo na versao unifatorial ¢ dada por

12 ol
a(u.T) du+/ o (u, T)dWwe (2.45)
40

LT = 1(0,7) + /

Jo

onde os parametros a (£, T) e o (t.T) caracterizam. respectivamente, o termo de
tendéncia e volatilidade da taxa a termo. Fixando-se T, temos a dinamica da taxa a termo
f(t.T), ou seja, a evolugao ao longo do tempo da taxa a termo observada na data t e vélida
para um intervalo de tempo infinitesimal a partir de T. Se variarmos a data de vencimento T,
conseguimos reunir e descrever a evolugao de toda a curva de taxas a termo. Adicionando um
pouco mais de rigor a equacao (2.45), a mesma est4 definida em um espaco de probabilidade
(Q, F, @), j4 na medida de probabilidade neutra ao risco, e os parametros a (¢,7) e o (t,T)
satisfazem condi¢oes de integrabilidade para que sejam processos adaptados e finitos para

qualquer T.
]()T la (u, T')| du + .];)T lo (u, T)|? du < oo

Como pode ser notado pela equacao (2.45), HJM é um modelo nao-Markoviano
pois a dinamica da taxa f (¢, 7)) depende da histéria do movimento Browniano do instante 0
até o tempo t. Para derivar as condicoes necessdrias para auséncia de arbi tragem em HJM,
seguiremos Shreve (1996) e Musiela-Rutkowski (1997) de maneira concisa. Reescrevendo
(2.43), temos

Af (. T)=a(t,T)dt + o (t,T)dW S (2.46)

Do capitulo 1. estabelecemos em (1.7) que

P(f,. T) =e~ ftT Sf(tu)du
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Se primeiramente diferenciarmos ~ | . [ (t.u)du, chegamos em

d (—'[IT [ (L) (l'u) = rudt — ft"u (t.u) du dt — ]ljn (t.u)du r,m-’,?

d (— I r (m) =rdt — a* (L. T)dt — o* (1.T) W0
usando o Lema de It6 em (1.7) e o resultado anterior, temos
dP (1, T) = P (L, T) [r,,cu —at (4, T) + Lo (¢, T)2] dt— o* (1, T) P (1, T) dW2

Para que Q seja de [ato de a medida de probabilidade risco neutra, o termo de
tendéncia da equacao anterior deve equivaler a taxa de Juros livre de risco, pois todos os
ativos possuem este rendimento em um mundo neutro ao risco. Para isto, é preciso que a

condicao a seguir seja satisleita

at (L, T) =3 (t, TV 0<t<T <T*,

; 2
flT a(t,u)du = 5 ([LT o (t,u) du)
Derivando em relacao a T,
7
a(t,T)=o(t, T)/ o (L u)du (2.47)
t

E assim, a equacao (2.46) pode ser reformulada em termos de (2.47).

T
df (4,T)=o (1,T) / o(t,u)ydudi+ o (L. 7) clH-',Q (2.48)
Jt

Deduzimos da equacéao (2.48), que o processo estocdstico das taxas a termo ¢é caracterizado
totalmente pela estrutura a termo da volatilidade das taxas a termo. Sem divida, é um
resultado poderoso pois ressalta a importancia do conhecimento da estrutura a termo de

volatilidade, pois, dados os precos de titulos de renda fixa, o 1inico parametro que nio
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conseguimos verificar em mercado para o aprecamento de derivativos é a volatilidade e sua
estrutura a termo. A equagao (2.48) pode ser reformulada em teri~. ¢~ taxa de juros

\

instantanea dado que ry = [ (4, ¢).
T
re=f(0.t) +0(t.T) / o(t.u)du dl +o (1,T) d‘I',Q (2.49)
Ji

Além disso. é possivel extrair a maioria dos modelos unifatoriais de taxas de juros
a partir da formulagao HJM. Alterando-se apenas a especificacio uncional da varidncia,
¢ possivel deduzir os modelos de Ho-Lee. CIR, Hull-White, para citar alguns, a partir do
modelo geral de Heath-Jarrow-Morton. Dessa forma. fica comprovada a abrangéncia de
HJM ao englobar todos estes modelos e mostrar que podem ser derivados a partir dele.

Sobre aspectos praticos de implementacao, HIM ¢ bastante flexivel por accitar
diversas formas [uncionais para a estrutura da volatilidade e pela possibilidade de inclusao de
mais fatores (versao multifatorial). Essas caracteristicas auxiliam o modelo HJM a fornecer
uma descricao mais precisa da yield curve e de seus movimentos. Para o aprecamento
de derivativos mais complexos, do tipo path-dependent (dependentes do caminho) ou que
sejam inflenciados pela correlacao entre pontos diferentes na curva de Juros, sem divida, a
versao multifatorial de HJM ¢ a mais indicada. Pelo fato de ser nao-Markoviano, nao possui
férmulas fechadas e sua implementacao ocorre com simulacao de Monte Carlo ou drvores
nao-recombinantes. Com relacio a simulacao de Monte Carlo, para opcoes americanas é
praticamente invidvel identificar os valores de exercicio antecipado. Para as drvores nao-
recombinantes o custo computacional é intenso, se em wma drvore binomial recombinante o
mimero de nés terminais ¢ igual a n, em uma arvore binomial nao-recombinante este mimero

¢ igual a 2". Dessa forma. tendo em vista o lrade-off entre as vantagens e a complexidade
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e intensidade computacional na implementacdo de modelos [JM. para derivativos mais

simples “ proferivel usar modelos de um fator para r;.
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Capitulo 3

Derivativos de Taxas de Juros: Principais Produtos

3.1 Introdugao

O volume negociado de derivativos de taxas de juros, tanto em bolsas como em
mercado de balcao. vem experimentando crescimento continuo ano apds ano. Segundo
estatisticas do ISDA (International Swap Derivatives Associalion), o valor nocional das
posigoes de derivativos de taxas de juros em mercados de balcio (OTC: over-the-counter)
cresceu de US§ 865 bilhoes. em 1987, para cerca de US$ 63 trilhdes no final de 2000. No
mercado externo. principalmente Europa e Estados Unidos. hd uma variedade enorme de
produtos oferecidos nas bolsas de futuros e pelos bancos aos seus clientes. Estes instrumentos
sao usados com diversas finalidades: hedging, arbitragem e especulacao. Dentre os principais
produtos. podemos citar os swaps entre taxas de juros pés-fixadas x pré-lixadas, futuros de
titulos governamentais. opcdes sobre titulos, caps, floors, swaptions, até as operagoes 1mais
complexas envolvendo op¢oes americanas, opcdes com barreira. digitais e elc.

O mercado brasileiro infelizmente carece de instrumentos mais sofisticados para a



gestao de carteiras de renda fixa. destacando-se, principalmente, os futuros de taxa de juros
(Futuro DI BM&L) e swaps de taxa pré-fixada contra taxa pés-fivada s quais nao requerem
um aparato conceitual mais avangado pelo fato de seus precos decorrerem diretamente de
um fator de desconto. a partir da curva de taxa de juros didria de mercado. A proposta
deste capitulo é examinar alguns dos principais derivativos de taxas de Juros e ressaltar que
seu uso pode oferecer maiores possibilidades de exploracao no gerenciamento de carteiras

de renda fixa.

3.2 Opcgao sobre Discount-Bond

Considere-se a negociacao em uma data £, de uma opcao de compra européia C'
(venda P), com vencimento em 7', sobre um titulo de renda fixa sem cupons (discount bond),
com vencimento em 73. Esta opcao dd ao comprador o direito de adquirir (vender) pelo
preco de exercicio K, em T', um tftulo de renda fixa sem cupons P (t,T) com vencimento
em 71, sendo 77 > T > t. Exemplificando, se um investidor acredita em mmn movimento de
alta das taxas de juros a vista Y (4, T), ele pode comprar puts ou vender calls sobre um
discount bond. Se a trajetéria das taxas de juros for declinante. sua estratégia pode ser a
compra de calls ou venda de puls. Na data de vencimento 7. o payoff da opcio de compra
¢ definido a partir de

Cr=(P(T.TY) - K)" (3.1)

Para avaliar o preco desta opgao de compra na data t, precisamos calcular a

expectativa condicional abaixo

V= BB By (P(T.Th) — K)*) (3.2)
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onde B; e B;I sao os fatores de acumulacao definidos em (1.4). Em um ambiente
de taxas de juros estocdsticas. os dois termos dentro dos ccl~t. t~ .. B}l e P(T,T1) sao
varidveis aleatérias. Logo, tomar a esperanca condicional na medida de probabilidade @Q
implica em calcular a probabilidade conjunta dessas duas varidveis estocdsticas, o que nos
obrigard a calcular termos de correlacao entre as duas varidveis e a resolucio desta esperancga
serd muito mais complicada. Além disso, P (T,T}) niao é um processo martingal na medida
Q. Uma solugao para contornar estas dificuldades ¢ fazer uma mudanca de medida de
probabilidade que transforme estes processos em martingais. Esta medida. denotada Fr, é
chamada de medida neutra ao risco a termo (forward martingale measure), e transforma a
expressao

Co=BEZ (B (P(T,Th) — K)*) (3.3)

eIm uina expressao muito mais simples

Co=P(,T)EF(P(T.T}) — K)*t (3.4)

onde P(7T.T1) é caleculado na mesma data cque a mudanca de medida. Esta abor-
dagem sofisticada foge ao escopo deste trabalho.

No caso brasileiro. as opcoes sobre discount bonds seriam as opcoes sobre os titulos
pré-fixados da divida piiblica. por exemplo. op¢des sobre LTN's (Letras do Tesouro Na-
cional). Em um cendrio de quedas consistentes nas taxas de juros projetadas pelo mercado
futuro, as quais sao uma das referéncias para a formacao dos precos das LTN's, o Tesouro
Nacional poderia vender em um mesmo pacote LTN’s de prazos mais longos e opcoes amer-

icanas de venda dessas LTN’s. Dessa forma, o Tesouro conseguiria aumentar relativamente
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o estoque e alongar o perfil da divida piiblica federal atrelada a juros pré-fixados e ofereceria
mnls eaguranca aos compradores das LTN's, pois em caso de alta sibita das taxas de juros,
os investidores exerceriam antecipadamente as puts e venderiam seus titulos ao Tesouro. Se
a politica econdomica mantivesse a queda nas taxas. arrecadaria recursos com a venda das
puts, que nao seriam exercidas, e reduziria o encargo de juros sobre a divida publica. Toda
essa arquitetura jd foi desenhada pela atual equipe econémica, entretanto, nao foi posta em
prdtica devido as turbuléncias no cendrio internacional, as quais impediram a continuidade

da trajetéria declinante das taxas de juros, interrompida no primeiro semestre de 2001.

3.3 Cap

O cap é um instrumento financeiro negociado no mercado de balcio e oferecido
pelas instituicoes financeiras aos seus clientes corporativos. O cap de taxa de juros funciona
como um seguro contra subitas altas nas taxas de juros pés-fixadas, acima de um certo
nivel pré-estabelecido (cap rate). A negociacio de um cap envolve a determinacao de um
montante de referéncia (notional), um prazo de vencimento T,, datas de pagamento T},
J = l....n e o nivel de taxa de juros definido como teto k. Em cada uma das datas de
pagamento Tj, o comprador do cap tem direito ao seguinte payoff, supondo-se montante
igual a 1.

Cpl(Tigr) = St(Y (T1, Tiy) — k)" (3.5)

Um cap nada mais é do que um conjunto de opgoes de compra sobre a taxa de
Juros, cada uma dessas opcoes individuais recebe o nome de caplet (Cpl). O payoff acima,

representado de maneira genérica para um caplet, estabelece que se a taxa de juros Y entre
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o tempo T; e T4 for maior do que a taxa k. o comprador do caplet recebers, no tempo
T;41, essa diferenca ajustada par= o intervalo de tempo 6t = Ty, | — T;.

A avaliacao do preco do caplet na data t segue abaixo!.
Cpl(t) = BEC [B;}I (Y (T1.Ts) — k)" 6t (3.6)

Usando o formalismo da medida neutra ao risco a termo. a equacéao é simplificada

para

Cpl(t) = P (L. T)) BF [(1 5P (Tl.Tg)) +] (3.7)

De (3.7), é verificado que um caplet nada mais é do que uma opcao de venda com
preco de exercicio igual a 1 sobre um discount bond com valor de face 8 = (1 + két) e mesmo
vencimento do caplet, em Ty. Entdo, um cap, o qual é um conjunto de opgoes de compra
sobre taxas de juros pode ser visto também como um portfolio de opcoes de venda sobre

um discount bond.

3.4 Floor

Um floor é um contrato inverso ao cap, pois oferece protecao contra quedas nas
taxas de juros pés-fixadas, abaixo de certo nivel pré-estabelecido (floor rate). Um floor
nada mais é do que um conjunto de opcées de venda sobre taxas de juros, cada uma dessas
opgoes individuais recebe o nome de floortion. FExiste uma paridade para caps e floors

semelhante & que existe entre calls e puts, que relaciona

preco do Cap = preco do Floor + preco do Swap (3.8)

'Esta derivacao esta em Musiela e Rutkowski (1997).
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3.5 Opcao de IDI

A opcao de IDI é um instrumento derivativo sobre vaxa de juros negociado na
BM&F, que pode ser usado tanto para hedge, apostas direcionais e outros tipos de operacoes
na curva de taxas de juros. O IDI (_fndjce de Depésito Interfinanceiro) é um indice divulgado
diariamente cfue reflete o actimulo didrio das taxas médias de CDI (Certificado de Depésito
Interfinanceiro). Para uma opgao de IDI, o ativo objeto é a variacdo acumulada do CDI
didrio, decorrido entre a data de compra ou venda da opcéo e seu vencimento. Considerando

um periodo entre as datas t e T (T > t). temos

T-1
IDI; =IDI || 1+ CDIL) 3.9
1=t

1

CDI; = (14 CDI %a.a)% — 1 (3.10)

Estas opgoes sao de estilo europeu e possuem vencimento em todo primeiro dia
util de cada més, data em que ocorre liquidacao financeira das posicoes pela diferenca entre
o valor do IDI no vencimento da opgao e seu respectivo preco de exercicio. Levando-se em

conta que a andlise ocorre em tempo continuo. podemos reformular (3.9)
- .
IDIy = IDI Ui CDIsds) (3.11)

O payoff de uma call sobre o IDI, com preco calculado em t. é determinado através
da esperanca, na medida de probabilidade neutra ao risco Q, do valor presente da diferenca

entre o IDI na data T e o preco de exercicio K=.

C, = ER [e(_ Sl reds) (1 pry — K] (3.12)

2A primeira derivacao desta [6rmula deve-se ao artigo de C.A.V. Neto e P. Valls (1999), “Derivacao
de uma Férmula para o Cdlculo do Preco Livre de Arbitragem das Opcées sobre o [ndice de Depésitos
Interfinanceiros de 1 Dia - IDI”. Resenha BMEF, vol. 136.
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Considerando a representacao para o IDI, em tempo continuo. como o actimulo

das taxas C'DI didrias e substituindo na expressao anterior,
o oy +
C, = EP {t‘(" st [, ePtts) _ ] } (3.13)

A taxa de juros de curto prazo livre de risco é o CDI didrio. portanto, pode-se
substituir a integral que acumula as taxas de CDI pela integral que acumula as taxas de
curto prazo 7. Apds este arranjo na férmula, a opcao de compra sobre o IDI é expressa
pela diferenca positiva entre o valor do IDI na data t e o preco de exercicio K trazido a

valor presente para a data t.
: +
com 2 {[r0t - el 7] a0

T
Para a avaliacao do preco desta opcao, existe um termo estocdstico e~ Ji rads) para
o qual devemos determinar uma dindmica e assim chegar ao preco livre de arbitragem para
a call. Supondo-se que o processo que melhor representa o movimento de r; seja o modelo

Hull-White, com parametros de velocidade de reversao a4 média e variancia constantes.
dry = [0 (t) — ary| dt + odiV; (3.15)

Aplicando o teorema de Girsanov, para a equacéo diferencial estocdstica anterior,
.Q . v § e
onde ¢ (t) = 0 (t) — ary — Ao e IV," é um movimento browniano na medida de probabilidade
neutra ao risco Q

dry = [0 (t) — ar dt + cdW? (3.16)

A resolucao da equagao (3.16) nos leva ao processo estocéstico para Tt

re=e{~®)p, 4 fLT o(s)eCoT=5))qey ][T oe("“(T‘S))dH"?



L= (f,l rgr.l,s) :.];T ds [e(ws)n + [T o (u) 5.(—a(s-u)){_m]
! ]tT ds [[LS gg(‘a(S*U))d”,fl?]
Trr= j,r =)y, ds+ ]tT j;s o (u) e=35= My, ds
+ i ) e emDaw ds
Verificamos acima que z; 7 ¢ uma varidvel gaussiana definida por ;7 ~~ N (/J't,T7 g'g’T) )
onde a esperanca de uma varidvel com distribui¢ao lognormal é dada por,
P(t,T)= E? [e(_ I rsds)} e [e(-tt,'r)}

2
gt
*“l.T+ 5

P(t.T)= E? [e(*l‘w)} =

. U?.T
I (P (4,T)) = g+ 5 (3.17)

w T = ftT el=as)pr ds + jtr I ¢ (u) e-s=" gy, ds

u T = Ia—{ (el — e(=aT)) 4 [T J7 & (u) e gy ds

e a variancia definida de acordo com a derivacao abaixo,

tr= b= 52| (1o J7 e awas) l

Aplicando a propriedade da Isometria de It6 na expressao anterior, podemos cal-
cular a integral estocdstica,

2
o= | (4 (7 ) )|

. ' (—als—uin2
Integrando o primeiro termo( [;” e(‘“(s*”))) du, obtemos.
2
1 e(-(l(&'*t))

(i el-oto=u0)? gy = ( —

\
: 2el—a(s—t)) (—2a(s—1))

(Ls e(‘(l(S*u)))z i = iz _ e ; n € ,

o a a a

IS}

a

Introduzindo estes resultados e voltando a resolucao de UZP logo abaixo,



De(—als—1)) (—2a(s-1t))
o _ ot 1 B 2e e ;
0h =0 {j{ <a2 = + e ) ds

T ¢ 2aT-8) o o6l o) 1}

a? a2 a’ asd 2a3 2a3

Fazendo 7 = T — ¢, conseguimos simplificar e chegar ao resultado final da variancia

condicional
o2 o’ ) _ o(—2ar)
B —ar —2art .
P = ﬁ [.).(1.7' + 46( =e = 3]

Voltando & resolucao do preco da call de IDI, temos

2
o ()
C'r=/ [IDIf_ - Ke("‘t'vT)] — P dz

oC v27TCTp

Para retirar operador parte positiva +. precisamos avaliar o payoff da opcéo al-

terando seus limites de integracao, de tal modo que a parte positiva do payoff seja calculada
2

55 B Tt T —HtT
s -~ (~‘1'. K ) 1 25P
Ci= [[D[t_ — Ke\7%T)| —— ¢ dx

_ m(%) V2nop
“ s Ty T — My 1 » . : .
SubstlmmdwseM or z, & preciso mudar a integral de dx para dz, assim
op ) 13 ’

como o limite inferior da integracdo para que continue positivo

+o0 (75)
Cy= [DI,,/ EL2 . ) opdz

(%)”T V2 Top

+o0 1 _i

- 1(/_.,1(1_13_&)4“ e(*w"_"’”)——e( 2 )opdz

K t.T -),...o,

—_— e e “nop

op
~ . —lu(ﬂ) —Hy,
e (3.17), o termo j, p pode ser substituido em op ~de modo que

In( )+,LL,T

-—(11
op )
In (12L) —n (P (t, 7)) + 22
—dy = =
op
, 2
IDI, 9p
s (=) +5
—dy =

op
Voltando a resolucao da opcao de compra
=2

-2 (s
Ci=IDI, [+ ﬁe(“' )z — K J oo elssoe- “tT)v;_e(‘T)dz



o .
Ci= [lefft.lx 1 ‘(_?)(lz—l(ff»]x 1o (-3(z*+220p403))

V2r * \/277

(295 ) dy

Ct_z [DI[ ;‘Vy ((Z])—]\—.[dl 1 e _%(3+0P)2)

- or

(30 +In(B(.T))- 1o2) 4,

Cy=IDI, N (di) -KP(t,T) [*1 7P V%Ee(*%”?)d[{

—0

Cy=IDI, N (d1)—KP(t,T) N (d; — op)

onde d,¢é definido da seguinte forma

KP(t,T)

m( IDI, )+0_22
dy =

op

(3.18)

(3.19)



Capitulo 4

Implementacao do modelo Hull-White

4.1 Introdugao

Ap6s a discussao tedrica dos principais modelos de estrutura temporal no que tange
as sua especificacoes, vantagens e desvantagens e da descricao dos principais derivativos de
taxas de juros, parte-se, neste ponto. para a descricio do processo de implementacao dos

modelos. Este processo constitui umn conjunto que é formado pelas seguintes etapas:

e calibracao de alguns parametros, usando precos de mercado de opcoes e algoritmos

de otimizacao.
e construcao da drvore trinomial de taxas de juros.

e aprecamento dos derivativos de taxas de juros.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma: na primeira parte, descrevemos

algumas idéias e principais abordagens para o processo de calibragao dos paradmetros. A
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estabilidade das estimativas é um ponto de preocupacao durante a calibracao. Sao apresen-
tados, também, alguns estudos para as tent~*vas de calibracao para o mercado brasileiro.
Depois, descrevemos a rotina para a construcio da drvore trinomial de Hull-White e final-

mente, como o aprecamento dos derivativos ocorre na drvore.

4.2 Calibracao dos Parametros

4.2.1 Principais abordagens

Esta etapa constitui-se na escolha de métodos e critérios para encontrar estima-
tivas consistentes e estdveis para os parametros que se deseja inferir e usar na geracao da
drvore trinomial. A intuicdo do problema da calibracio para derivativos de taxas de juros
¢ a mesma empregada para opgoes Black & Scholes, nas quais o pardmetro calibrado é
a volatilidade implicita, a qual equaliza o preco de mercado com o preco calculado pelo
modelo.

Grande parte do que ser4 discutido nesta secao estd baseado nos trabalhos de Hull
e White (1994 e 2000), Ong (1996), Douady (1999), Rebonato (1996) e Pelsser (2000). A
tarefa de calibragao busca os parametros de velocidade de reversio a média e volatilidade que
melhor ajustam os precos observados em mercado aos precos do modelo, para os derivativos
de taxas de juros mais liquidos. Descobertas as estimativas para os pardmetros, é possivel
nao somente calcular os pregos dos préprios instrumentos que deram origem as estimativas,
mas também é possivel fornecer precos para opcoes exéticas, para as quais nao existem
cotacoes disponiveis. As mesmas estimativas sdo usadas para hedging e gerenciamento do

risco destes contratos. Infelizmente, esta “tarefa” de encontrar os melhores pardmetros, na



pritica nao possui o cardter tao simplista como descrito na frase anterior, pelo contrério,
sao colocadas questoes de dificil resolugao para quem deseja implement == ,1~-los de taxa
de juros com essas caracteristicas. Por exemplo, qual conjunto de instrumentos derivativos
devemos usar: caps, floors, swaptions ou simplesmente as opcoes de IDI, no caso brasileiro,
pela mais absoluta falta de outros instrumentos com precos negocia(%os e visiveis em mer-
cado. Além disso, precisamos definir qual o prazo de veneimento dos contratos contingentes
que devem ser considerados no momento da calibracio e qual o método de otimizagao e a
funcao objetivo a ser empregada na procura pelos parametros 6timos.

Em Hull e White (1994), o assunto calibracio ¢ tratado de maneira preliminar, fo-
cando apenas na resolugao do problema de otimizacéo nio-linear, com a bﬁsca dos paramet-
ros @ e 0 que minimizam a diferenca ao quadrado entre os precos de mercado e os precos do
modelo para um conjunto de contratos derivativos vc‘zt-‘tlz.e-'moﬁ.e;‘y‘ liquidos. Os pardmetros
implicitos representam, na realide}de, solucoes global best-fit, por serem tinicas estimativas a
serem empregadas para todas as opgdes e, portanto, nao reproduzem exatamente os precos
de mercado. A sugestao de Pelsser (2000) segue a mesma linha e adiciona o fato de que os
precos de caps e floors possuem ordens de grandeza bastante distintas: no conjunto de da-
dos utilizado por Pelsser, o intervalo de variacio para estes precos chegava a cerca de 1.000
basis-points. Esta amplitude nos precos prejudica a performance do algoritmo de otimiza-
cao, e em certos casos, pode até mesmo impedir o alcance de uma solucao adequada para
o problema. Pelsser trata os precos na forma logaritmica, o que reduz consideravelmente a

amplitude observada nos precos dos derivativos, com o adicional citado por ele de que uma
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regressao nao-linear em termos logaritmicos diminui a heterocedasticidade do erro.
n 2
min ¢ = Z (log (P{"‘”C“d”) —log (Pim"d elo)) (4.1)
sl ’

onde [ é o preco da i-ésima opcgao. Jd no artigo de Ong (1996), h4 uma citacao
bastante relevante e que deve nortear o inicio de qualquer processo de calibracéo e ser, de
certo modo, uma premissa na elaboracao desta estrutura.

“As much as possible. one needs lo choose the most liquid ones with the most
market information embeeded in them”

Portanto, o conjunto de instrumentos necessarios para a calibracao de um modelo
precisa ser liquido o suficiente para que se possam extrair dele as estimativas corretas e
isso inclui, também, que esses derivativos sejam ai-the-money. A razio para a preferéncia
por opgoes at-the-money ¢ porque na ocorréncia de negécios com opc¢oes muito fora do
dinheiro, o prolongamento do skew de volatilidade pelo trader, no momento do aprecamento
do derivativo, envolve algum tipo de intuicao subjetiva pelo simples motivo de haver poucos
negoécios além de um certo nivel de pregos. Partindo-se para a discussao sobre o nimero de
vértices, ou seja, o tempo até o vencimento do derivativo, devemos garantir que o sistema
seja determinado. Usando o mesmo exemplo de Ong (1996), suponhamos que existam
dez vértices de tempo. vinte instrumentos disponiveis para a calibracao e vinte pardmetros
dependentes do tempo para serem calibrados. Assim, a estabilidade e unicidade da solucao
estao garantidas pois existe o mesmo mimero de incégnitas, os vinte parametros dependentes
do tempo, para o mesmo nimero de equacdes, os vinte instrumentos derivativos.

Um exemplo de funcao objetivo sugerida por Ong a ser usada na implementacao

¢ a minimizagao n-dimensional da fungao a seguir e que nada mais é do que encontrar n



pardmetros dependentes do tempo minimizando ®. O termo w é um peso que diferencia
os Instrumentos usados na calibracac ~ pods ser, por exemplo, o vega do respectivo instru-
mento. O termo entre parénteses é o objetivo principal da minimizacéo, a diferenca entre o

preco de mercado e o prego fornecido pelo modelo.

n ‘ 9
nin ® = Z =; (Pmcrcado _ f)imod clo) (42)

7

i=1
Outros [ormatos para esta [un¢io podem ser os que seguem. calculando essas diferencas
em termos relativos. [ para as trés variagoes da [uncao de minimizacao, deve ser escolhido
um algoritmo de otimizagao que seja o mais adecuado para tratar minimos-quadrados nao-
lineares, por exemplo, o algoritmo de Levenberg-Marquardt.

n mercado mod elo 2 n mercado _ pmod elo) 2
preres _ (pyrerct _ prsct

(4.3)

P]nercada Pmercado
i 7

i=1 i=1
Para fins de hedging e risk management. além das medidas de sensibilidades ("gregas”) j4
conhecidas, é fundamental mensurar o impacto que variacoes nos parametros do modelo
(a;,0;) provocam no preco do derivativo em anilise.

O trabalho de Douady (1999) analisou minuciosamente os principais assuntos rela-
cionados & calibracao de modelos mateméaticos em financas e em seu artigo sao colocadas
idéias importantes sobre os diversos aspectos relacionados ao tema, como as possiveis abor-
dagens da calibracao. métodos numéricos de otimizacio e estabilidade dos parametros esti-
mados. Douady distingue duas abordagens no processo de calibragao, a calibracao estatis-
tica. a qual procura extrair de séries histéricas as estimativas para os parametros e para
isto, é claro, estd se assumindo que o futuro ird comportar-se de maneira igual ao passado.

Um outro inconveniente desta linha de modelagem., citado por Douady, é o mercado inteiro
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possuir estimativas completamente diferentes do modelo utilizado, mesmo que as tltimas
estejam corretas. A segunda abordagem é a calibracao implicita, ~ - compreende a ex-
tracao dos parametros dos precos de opcoes liquidas, o mesmo raciocinio enfatizado por Ong
acima. J4 neste tipo de abordagem. podem ser inconvenientes a falta de uma solucao tnica
por haver mais parametros do que opcoes, e essa instabilidade nas solucdes gerar situagoes
em que o hedge, com o uso desses parametros, torna-se uma prética perigosa e leva a grandes
oscilagoes no valor de mercado da carteira. Independentemente da abordagem escolhida,
devem ser fontes de atencdo, para o usudrio do modelo, a precisio da calibracao implicita
e a sugestao de Douady neste ponto é que o erro decorrente da calibracao niao exceda o
spread entre a compra e a venda e a estabilidade dos parametros, pois nao é recomendado
que estes sejam processos aleatdérios.

Duas técnicas sao sugeridas por Douady para lidar com a calibracao: bootstrap e

global, as quais comegamos a discutir com mais detalhe a partir de agora.

4.2.2 Calibragao Bootstrapping

O bootstrap unidimensional destina-se a situacoes em (ue existe um conjunto de
opgoes a serem calibradas, mas hd apenas uma opcao para cada vencimento, por exemplo,
11,T5...Tx. Os parametros sao fung¢oes dependentes somente do tempo, sendo que um deles é
a incoégnita e os outros N-1 foram fornecidos. Para calibrar este inico pardmetro dependente
do tempo. a funcio pode ser representada por uma funcio polinomial do tipo piecewise
constant ou splines. Deve ser encontrado, por meio de um método numérico de resolucao
de equacdes nao lineares para uma varidvel ( Newton-Raphson), um valor \; que faca o preco

do modelo “bater” com o preco de mercado.
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Para lidar com a resolucao de vérios pardmetros simultaneamente, existe o boot-
stro~ mmitidimensional cuja légica consiste em agrupar um mimero determinado 7 de opc¢oes
com a mesma data de vencimento e, a partir disso, calibrar j parametros dependentes do
tempo. Este conjunto forma um sistema de j equagoes nao-lineares para j incégnitas, tor-
nando o sistema determinado. A instabilidade criada pela excessiva variacio dos pardmetros
Ai pode ser contornada pelo uso de uma constante ¢, que procura estabilizar a variagao na

série \;, conforme equacao (4.4)
5 2
min @, (\;) = [C(K,;.TZ-,,\i) - C(’I(,-‘Ti)] e —Nio1)? (4.4)

A equacgdo de minimizacao acima reflete um (rade-off entre a precisao da calibragao dos
precos dos derivativos vis & vis a estabilidade pretendida para o parfmetro ;. Quanto
menor o valor atribuido & constante ¢, melhor serd o ajuste do preco do modelo ao preco do
mercado e menor a estabilidade da série \j, Ay...\,,. Por outro lado, quanto maior o valor
de ¢, pior o ajuste da calibracao e menor variacio do parametro \;. Douady ressalta a falha
neste procedimento numérico quando o primeiro valor calculado para A; estd distorcido,

pois a partir daf. os erros na minimizacao sio sisteméaticos e ocorrem na mesma direcao do

erro inicialmente cometido.

4.2.3 Calibragao Global

E uma técnica que consiste em encontrar um conjunto de parametros cque minimize,
segundo algum critério de minimos quadrados uma funcéo como a descrita abaixo, na mesma

linha do que foi citado anteriormente para outros pesquisadores

n

min ¥ (ay, .., ) = > @ (Fi (01, ....ap) — P)* (4.5)
=1
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Os pesos @; sao positivos e sua tarefa é garantir a uniformidade nos resultados, onde F; é
o preco do modelo e P; é o proe. d= -nercado. [ possivel inserir restricdes nos pardmetros
da funcao W, o que efetivamente acontece pois temos que assegurar ue a volatilidade e
a velocidade de reversao a média sejam positivas. Além de sugerir diversos algoritmos de
minimizacao, Donady deixa bastante claro as falhas que podem ser encontradas durante o
processo de minimizagao da funcio ¥, como minimos locais e dreas planas, as quais levam

o algoritmo para solugées incorretas, impedindo o alcance do minimo global.

4.2.4 Calibragao para o mercado brasileiro

Algumas tentativas e sugestdes para dados do mercado brasileiro j& foram real-
izadas em alguns artigos que lidaram com o problema da calibracao. De La Rocque e Garcia
(1996)! e Silva (1997)? empregaram métodos econométricos para a estimagao empirica do
parametro de velocidade de reversio & média e de volatilidade. Mais recentemente, a tese
de doutorado de Neto (2000) propés duas alternativas as quais chamou de método endégeno
e método exdégeno. No primeiro, a estimacao via funcio de log-verossimilhanca encontra
para a série histérica do CDI-Cetip os parametros de nivel de longo prazo da taxa de ju-
ros (0), velocidade de reversao a média (a) e volatilidade da taxa de juros de curto prazo
(7). No método exégeno, é sugerida a utilizacao da volatilidade do DI Futuro como uma
aproximacao da volatilidade do preco dos titulos (op) e seu uso direto na férmula do preco

da opgao de IDI, conforme (3.18). Essa volatilidade op é estimada através de um modelo

GARCH(p,q) que leva em conta o fato de que a volatilidade do titulo tende a diminuir a

'Garcia. M. e E. La Rocque. 1996. “Um Estudo sobre a Volatilidade do Mercado Futuro de Juros no
Brasil”, Pesquisa e Planejamento Economico. vol. 26, num. 2, agosto.

%Silva, M. E.. 1997. “Precificacao de op¢oes e futuros de taxa de juro no Brasil”, Resenha BM&F. vol.
118. 21-35.



62

medida que o prazo para o vencimento esgota-se. Mais recente ainda, hd o artigo de Casse-
tari (2001), no qual ¢ implementado um modelo semi-empiri~~, v=> . a estimacéo estatistica
dos pardmetros. O autor justificou a impossibilidade em extrair do modelo os pardmetros
de velocidade de reversao a média e a volatilidade devido a falta de dados de juros e a
excessiva volatilidade do mercado de juros. As estimativas de a e ¢ foram obtidas através
da insercao exégena de alguns valores, como o nivel médio de longo prazo para a taxa de
Juros. Finalmente, cabe ressaltar que a obtencao de pardmetros para modelos de taxas de
Juros através de técnicas estatisticas nao produzird os parametros de acordo com a dindmica
risco-neutro Q. Para obté-los, a estimacao deve ser feita implicitamente com os precos de

mercado para opcoes liquidas.

4.3 Construcao da Arvore Trinomial
4.3.1 Principais idéias

A idéia do uso de drvores para o aprecamento de opgoes é devida a Cox, Ross
e Rubinstein (1979) para o caso de opcdes sobre acoes. que ilustram de maneira bastante
intuitiva conceitos como probabilidade neutra ao risco, portfolio replicante e delta hedging.
Para o tratamento das taxas de juros, o trabalho pioneiro foi o de Ho e Lee (1986), com
0 uso de uma 4&rvore binomial para representar a evolucio de discount-bonds, o qual foi
seguido pelos artigos posteriores de Hull e White (1990) e Black. Derman e Toy (1990),
citando-se apenas os modelos de maior destaque.

Os métodos de drvore sao uma alternativa aos métodos de diferencgas finitas e sim-

ulacao de Monte Carlo. Dessa forma, em que situacées pode-se favorecer a construcao de
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drvores em detrimento das outras duas alternativas citadas? Para calcular o preco livre
de arbitragem de contratos derivativos, via método de diferencas finitas, a complexida
envolvida ¢ maior comparativamente s drvores, exigindo-se a discretizacao de uma equacio
diferencial parcial em um grid e no caso de métodos implicitos, a resolucao de sistemas de
equagoes: além da possibilidade de ocorréncia de problemas ligados a convergéncia e estabil-
idade numérica. Por outro lado, simulacées de Monte Carlo sio inconvenientes no apreca-
mento de instrumentos derivativos de estilo Americano ou Bermuda, os quais envolvem
exercicio antecipado, por nao serem capazes de identificar a fronteira 6tima de exercicio.
Conceitualmente. pode-se dizer que a representacao em drvore nada mais é do que uma
aproximacao. em tempo discreto, das varidveis em tempo continuo, descritas pelas equacdes
diferenciais estocdsticas representativas de pregos de acoes, taxas de cambio e taxas de juros.
A construcao adequada da drvore deve garantir que a média e a variancia da variacéo da
varidvel de estado analisada sejam equivalentes & média e variancia do processo estocdstico

neutro ao risco.

4.3.2 Arvores Trinomiais de Taxas de Juros de Hull-White

A idéia discutida aqui é a apresentada por Hull e White (1993), na qual sugerem
um procedimento para a construcio de drvores trinomiais de taxas de juros que permita
tanto a consisténcia com a estrutura temporal das taxas de Juros bem como com a estrutura
temporal de volatilidades das taxas de juros. Logo em seguida, Hull e White (1994) sug-
eriram um outro procedimento numeérico para a geracao da drvore trinomial, o qual é uma
melhoria em relacao a rotina anterior, sob o ponto de vista computacional mais eficiente

e com mais precisao. Esta metodologia é vélida para aplicacao, apenas para os modelos
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de Ho-Lee (1986). [Tull-White (1990), Black-Derman-Toy (1990), Black-Karasinski (1991) e
para todas as formulacoes log-normal. Para especificacoes mais gerais do processo estocés-
tico seguido pela taxa de juros de curto prazo, conforme equacao (4.6), é conveniente usar

o modelo Hull-White descrito em 1993,
dre = [0(t) —a(®)rdt + or’dWV, (4.6)

Em Hull-White (1993), a 4rvore trinomial é construida de modo a retratar 0s movimentos
da taxa de juros de curto prazo (short-rate) r em cada intervalo de tempo At e a cada passo,
podendo tomar valores como rg + kAr, onde k é um mimero inteiro. Esta restricao de, a
cada passo de tempo, a taxa de juros de curto prazo r ser igual a rg + kAr é substituida,
em Hull-White (1994b), por uma nova geometria da drvore trinomial de modo que esta seja
simétrica em torno de um né central, o qual é o valor esperado de r. Esta simetria da drvore
trinomial proporciona uma construcao mais répida da drvore e valores mais precisos para
aprecamento e hedge. A 4rvore gerada é uma trinomial modificada, pelo fato de incorporar
propriedades de reversao a média, conforme descri¢ao do processo estocdstico e que pode
ser visto na figura 4.1. De cada um dos nés da drvore trinomial. pode partir cada um dos
trés ramos, o ramo (a) indica uma situacéao normal para as taxas de juros, ou seja ela tanto
pode subir como cair Ar ou manter-se estdvel, o ramo (b), ascendente, indica a ocorréncia
de uma taxa de juros muito baixa, a qual tende a ser maior no perfodo seguinte devido
a reversao & média. A partir do ramo (b), as taxas podem manter-se estdveis, subir Ar
ou subir ainda mais, 2Ar . A partir do ramo (c), descendente, as taxas sdo muito altas

e portanto, espera-se que se mantenham estaveis, caiam Ar ou caiam ainda mais no valor

2Ar.
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(a) (b) (c)

Figura 4.1: Trés alternativas do processo de branching, que parte de cada um dos nés da
arvore trinomial.

De cada um destes ramos. as probabilidades Pu, Pm € Pg sao as probabilidades de
deslocamento para um né superior, para um né no meio e para um né inferior, respectiva-
mente.

A construgao da drvore trinomial divide-se em dois estdgios, no primeiro deles é
assumida a hipétese de que a fungao 0 (¢) = 0 e o valor inicial de r é igual a zero. Sendo
assim, o processo estocdstico para a taxa de juros de curto prazo, neste primeiro estégio, é
dado por

dry = —ary dt + odW, (4.7)

2

IX interessante analisar o fato de que o novo procedimento sugerido por Hull-
White (1994b) consegue separar as contribuicoes para o termo de tendéncia da taxa de
juros (s dt) em dois fatores, o termo responsavel pela reversao 4 média (—ar dt) e o termo
(0 (t)), responsdvel por ajustar os precos dos discount-bonds gerados pela drvore aos pregos
observados no mercado e portanto, produzir consisténcia com a curva zero-coupon de taxa

de juros inicial.
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Da equagao anterior (4.7), verifica-se que, no primeiro estdgio. apenas a reversao &

média constitui a tendéncia para o processo estocdstico em questio. Nesta fase, exic'w €*i.2-
tria em torno da taxa de juros de curto prazo igual a zero e sdo calculadas as probabilidades
Pu, Pm € pqg em cada né (i.j) da drvore, assim como as taxas de juros para cada periodo de
tempo Al e em cada um dos nés, na forma r = jAr. Assume-se. como hipétese, que r é

uma taxa composta continuamente para o periodo At, o intervalo de tempo escolhido, e sao

explicitados o valor esperado e a variancia da mudanca da taxa de juros como

Er(t + At) —r(t)] = r(t)M (4.8)
Var[r(t+ At) —r(t)| =V (4.9)
onde M e V sdo iguais a,
M =888 _ 3 (4.10)
V=0%(1-¢ 22 /2 (4.11)

e estas escolhas para M e V permitem uma convergéncia levemente mas rdpida, conforme
Hull e White (1994). O tamanho do passo da taxa de juros na drvore ¢ igual a Ar = /3V
e esta escolha é decorrente de procedimentos numeéricos que validam a mesma do ponto
de vista de minimizacao de erro numérico. Hull e White (2000) explicam que o mimero
3 permite ao método numérico reproduzir os cinco primeiros momentos da distribuicao
condicional de ry, quando a taxa de reversio é zero. Para gerar a evolucao das taxas
de juros. é preciso resolver as probabilidades de tal modo que correspondam & mudanca
esperada para a taxa de juros igual a jAr M e sua variancia V no préximo intervalo de tempo

Al. e respeitando a condicao de que a soma das probabilidades seja igual a 1. Portanto, as
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probabilidades sao resultado da solucdo de um sistema de trés equacoes e trés incégnitas,

no caso. as probahilidedes. Analisando-se a figura 4.2, se o ramo que sair do né (i,j) for

normal, suas probabilidades serao determinadas por

1 | (. .
Pu= =+ > (_]zl\lz +_]1\-[)

6 2

-) ; i
Pm =5 — M

[8

+ 5 (J°M? — jM)

D=
(SR

Pd =

Se o ramo for descendente, as probabilidades sio

Tl g ;
Py = é + 5 (JPM* + 3 M)
1 -2 2 oo
pm:—§—J M* —25M
L o Liayn .

E se for ascendente, as probabilidades siao

Pu= é + 5 (JPM? - jM)

v

| =

1 5.
Pm = =3 —PM? 4 2jM

| =

Pi= =+ (J*M —3jM)

D~
o

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

Hull e White estabelecem um J méximo e minimo (jmax / Jmin) para o qual o ramo que

parte de um né(i.j) nao é o ramo normal, trocando-se para o ramo descendente ou o ramo

ascendente. respectivamente. Esta rotina existe para evitar a ocorréncia de probabilidades

negativas e dd a drvore o formato exposto na figura 4.2, na qual ¢ visivel a limitacao superior

e inferior do mimero de nés existentes na 4rvore apés um determinado tempo iAt. Para
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Figura 4.2: Exemplo de drvore trinomial modificada, em que os nés inferiores e superiores
estao limitados em um determinado nivel.

garantir que as probabilidades sejam sempre positivas, Hull e White propoem como mais
eficiente determinar j,., igual ao menor inteiro maior do que —0,184/ M e jmin igual a
_.jmax-

O segundo estédgio da construcio da drvore trinomial consiste em adicionar um
valor o; a0s nés no tempo :At, determinados no primeiro estdgio, de modo que a nova 4rvore
a ser gerada seja igual a r(z, j) da drvore antiga mais «;. Este a; é escolhido de modo que
a drvore fornega precos de discount-bonds consistentes com a curva inicial de taxa de juros
observada no mercado e assim, o; estars corretamente determinando um preco para o titulo
vencendo em (¢ + 1)A¢. Para este segundo est4gio, o processo estocéstico representativo é

dado pela expressao abaixo

dry = [0 (t) — ary] dt + od¥, (4.21)

A geragao da drvore final de taxas de juros envolve a resolucao de duas varidveis,
O proprio a; e @;j , o preco de Arrow-Debreu, o qual é definido como o valor presente de

um titulo que paga 1 se o né (i,j) é alcancado e zero, caso contrario. O procedimento para a
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geracao de Q; j é o forward-induction. proposto por Jamshidian (1991) e a implementacéo
da rotina computacional, seguindo a notagao de Hull e White (1994), p.c 3 « ue para
um tempo z < m (m > 0), os precos de Arrow-Debreu j4 tenham sido gerados, e assim,
resolve-se a equacao abaixo para descobrir o valor de ',

Nm

Py = Z Qm.,j exp [— (am +.]A’) At] (422)

J=-nm

logd i .. Qm.jexp(—jArAt) —log Ppyy
At

Qip =

(4.23)

A primeira equacéao equaliza o preco dos discount-bonds no tempo (m + 1)At ao
produto dos precos Arrow-Debreu Q;.j, no tempo m pelo fator de desconto (am + jAT) At,
0 qual representa a taxa de juros do né (m, j ) valida para o periodo entre mAt e (m+1)At.
A solugdo da equacao 4.23 fornece a taxa de Juros todos os nés no tempo m, as quais sao
dadas por a,, + JAr, onde n é o mimero de nés em cada lado a partir do né central no
tempo m. Como o, foi descoberto, para o periodo seguinte (m + 1)Az sio calculados os

pregos de Arrow-Debreu @Q; ;.

Qm—H,j = Z Qm.k q (k1 .]) exXp [_ (am + kAT) At] (4'24)
".
O termo ¢(k. j) indica a probabilidade de mover-se do né(m. k) para o né(m+1, j)
e sao tomados todos os valores de k para os quais esta probabilidade nao é zero.
4.3.3 Aprecamento dos Derivativos de Taxa de Juros

Para calcular precos dos derivativos de taxa de juros em uma &rvore trinomial,

podemos usar um procedimento de backward induction. através do qual se calcula, primeira-



mente. o payoff para os nés terminais da drvore
Crj=(Prj—K)* (4.25)

onde (7j é o preco de uma opcao de compra na data de vencimento T e no né Js
Pr; é o preco do titulo na data T e paraoné je K é o preco de exercicio. O valor (4.25)
de cada né é trazido a valor presente de acordo com as probabilidades e taxa de juros de

desconto de cada né, do final da drvore para seu comeco.

Cij =dij (PuiiCivtn + PmiiCiviin + +PaijCit 1.4) (4.26)

onde d; ; é o fator de desconto para o né i,j e p sao as probabilidades de cada né.
Para opcées americanas, é preciso incluir uma condigao que avalie se o exercicio antecipado

P; ; — K é vantajoso.

Cij=[Pj — K,di j Pu;;jCit1.u + PmiCit1m + +paiiCivra)]" (4.27)



Capitulo 5

Descricao dos Dados e Fatos Estilizados no Mercado de

Renda Fixa Brasileiro

5.1 Estrutura Temporal das Taxas de Juros

Os principais dados empregados na implementacao do modelo Hull-White (Vasicek
Extendido) foram a taxa média didria do CDI-CETIP. as taxas de Swaps Pré x CDI divul-
gadas pela BM&F e os dados relativos ao mercado de opcoes de IDI na BM&F. A amostra
possui informacdes que compreendem o perfodo de 03/01/2000 até 31 /12/2001. Trata-se,
sem duivida alguma. de um perfodo um tanto quanto limitado em termos de base de dados;
entretanto. justificado pelo acréscimo recente de operacdes envolvendo opgoes de IDI. A
figura 5.1 ilustra o comportamento da taxa média didria anualizada do CDI-CETIP, dentro
do perfodo analisado, e no qual podem ser verificados dois padroes de comportamento bem
distintos. O primeiro padrao reflete um comportamento de queda das taxas de juros bésicas

até meados de marco de 2001, cujo piso ficou em torno de 15% ao ano. Em decorréncia
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Figura 5.1: Evolugao da taxa de juros CDI no periodo entre janeiro/2000 e dezembro/2001

do agravamento da crise argentina e o efeito contdgio no Brasil, a partir do mesmo més de
marco de 2001, ocorrem sucessivas elevacoes nas taxas de Juros primdrias (Selic), as quais
sao acompanhadas pelo CDI e levadas novamente ao patamar de 19% ao ano.

As figuras 5.2 e 5.3! exemplificam os mais variados formatos que a curva de taxas
de juros assumiu em periodo recente no Brasil. As mudancas na estrutura a termo das
taxas de juros atestam a instabilidade e volatilidade que o mercado de renda fixa sofreu a
partir da grave deterioracao do risco soberano da Argentina. O aumento da volatilidade
e do prémio de risco exigido pelo mercado para operagoes com prazos mais longos ficam

nitidos quando sao comparadas as curvas de juros nos dias 28/12/2000 e 18/09/2001.

'Nas duas figuras. foram utilizadas as taxas de Swap Pré X CDI, divulgadas diariamente pela BM&F.
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Figura 5.4: Decomposi¢ao das mudan cas da curva de juros brasileira em componentes
principais.

5.2 Aplicacao de Componentes Principais para a curva de juros pré-

fixada

A técnica de andlise de componentes principais tem sido bastante empregada para
explicar as variacoes na estrutura temporal das taxas de juros. O principal trabalho neste
campo de aplicacao ¢ o de Litterman e Scheinkman (1988)°. Uma base de dados formada
por 997 observagoes, de novembro de 1997 até dezembro de 2001. foi decomposta em dez
varidveis, as quais correspondem aos vértices escolhidos para descrever a estrutura temporal.
Os resultados mostram que os trés primeiros fatores explicam cerca de 92% das variacoes

na curva de taxa de juros.

’Litterman. R. e J. Schienkman, 1988. “Common Factors Affecting Bond Returns”, Goldman Sachs,
Financial Strategies Group, New York.



5.3 Andlise de Liquidez das opgoes sobre IDI

Apds esta breve discussao sobre o comportamento recente das taxas de juros no
Brasil, partimos para uma anilise mais detalhada sobre as condicoes que cercam o mercado
de opgoes de IDI. como liquidez, prazos de vencimento. A figura 5.5 ¢ um resumo sobre os
negdcios realizados de opgdes de IDI e dela constatamos que este mercado ainda sofre pela
falta de liquidez. dado que nao se observam operagoes em todos os dias, apenas em 85,02%
dos dias contidos na amostra. E existe o problema de que para outros derivativos de taxas
de juros como caps. floors e swaptions. a negociacao ocorre apenas no mercado de balcio e
com liquidez ainda mais reduzida. Como essas operacoes sao realizadas por tesourarias de
grandes bancos para grandes clientes corporativos, a indisponibilidade destes dados é total.
Na realidade, a dificuldade em obter dados para este tipo de pesquisa nao é exclusividade
nossa, aqui no Brasil. Conforme citam Gupta e Subrahmanyam (2000)

“Therefore, while these models have provided important theoretical insights, their
empirical validity and performance remain to be tested. Empirical research in this area has
lagged behind theoretical advances partly due to the dificulty in obtaining data, as most of
these interest rate contingent claims are traded in over-the-counter markets, where data are
often not recorded in a systematic fashion. This gap is being slowly filled by recent research
in this area.”

Como jd era esperado, a predominancia é total para os contratos de opcoes de
compra, cuja parte no total de mimero de negécios efetuados equivale a 96,71%. Por este
motivo, para a aplicacao do modelo aos dados de op¢ao de IDI foram desprezadas as puts,

pois sao pouco representativas em relagao ao universo destes negécios.
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OPGOES DE IDI - BM&F

Inicio da amostra 03/01/00
Fim da amostra 28/12/01
N° de dias 494
Total de dias com negécios 420 85,02%
Total de negécios efetuados 4685 100,00%
Total de negéceios efetuados CALLS 4531 96,71%
Total de negécios efetuados PUTS 154 3,29%

Total de contratos negociados 1.790.278 100,00%
Total de contratos negociados CALLS 1.665.380 93,02%
Total de centratos negociados PUTS 124,898 6,98%

Figura 5.5: Quadro Resumo sobre dados de negociaciao das opcées de IDI na BM&F.

A seqiiéncia de graficos a seguir retrata a evolucao ao longo do tempo de alguns
critérios de liquidez envolvendo as opgoes de IDI. Sio ilustrados os dados didrios relativos
a nimero de contratos negociados, mimero de negécios e quantidade de séries negociadas,
assim como uma linha de média mével de 21 dias titeis, a qual facilita a visualizacdo de

tendéncias no aumento ou diminui¢do destas operacdes durante o periodo.

5.4 Implementagao da Arvore Trinomial para a curva de taxa de juros
brasileira

A rotina computacional para a geracio da drvore trinomial de Hull-White foi
realizada em MATLAB e diversas anslises foram conduzidas para testar a sensibilidade do
processo gerador da drvore.

Como no modelo de Hull-White h4 a possibilidade de ocorréncia de taxas de ju-

ros negativas, pelo fato de o mesmo assumir como hipétese a distribui¢aio normal para as
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Figura 5.8: Evolugao temporal da quantidade de séries negociadas de opgao de IDI, na
BM&F, durante 03/01/2000 até 28/12/2001.

taxas de juros, é importante verificar se a probabilidade de existéncia de taxas negativas
¢ significativa e a partir disso, tentar eliminar esta possibilidade. Conforme Hull e White
descrevem, para a maioria das moedas, a ocorréncia de taxas de juros negativas possui
pequena probabilidade, entretanto, em paises com taxas de juros muito baixas, essa prob-
abilidade aumenta consideravelmente. Isto porque a taxa de juros muito baixa associada
a alguma volatilidade, facilmente pode levar as taxas de juros para o lado negativo. Um
exemplo citado pelos dois autores ¢ o Japao e a sugestao proposta por Fisher Black (1995),
que consiste em transformar em zero as taxas negativas. A seguir, sao discutidas vérias
simulacoes feitas com base em pardmetros previamente definidos da drvore trinomial. Um
parametro para o qual devemos tomar cuidado é a volatilidade da taxa de juros, pois é o

determinante da magnitude de Ar e assim do grau de abertura da drvore. Volatilidades
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Como calibrar a drvore de Hull-White

data  31/01/2001

T 252 v 236607
N 350 M 2.36E-04
ﬂlpha 10,00% jmax 645
sigma st 1.00% Num. Max. de nos 699
dt 0.002857 dr 0.000926
variagio maxma de dr -32,3065%

N Adr 16.10% oo

30 11.99% 15,90% -

65 13.74% o 1570%

V] 0

80 -15,29% Q 15,50%

95 -16,70% 5 15.30% +

110 17.99% 31510% s

125 49:_)00;9 2.3 14,90‘%

140 -20.34% H'?O% ‘!

155 21.42% Mo

170 20 440 ;oagffﬁﬂ?iiﬁga_;gég
- dias dteis

Figura 5.9: Anélise do limite inferior da taxa de Juros no 1%stégio da construcao da 4rvore
quando o mimero de passos N varia. a = 10% e o — 1,00% em 31/01/2001.

muito altas inevitavelmente irdo levar a taxas de juros negativas.

Na figura 5.9, foi feita uma simulagao de todos os parametros envolvidos na, con-
strucao da drvore para verificar qual o0 mimero méximo de passos (N) que evitaria o aparec-
imento de taxas de juros negativas dados esses parametros. O exemplo foi criado a partir
da curva de taxa de juros pré-fixada para o dia 31 /01/2001, considerando o intervalo dt
como fracao do ano, a = 10%, o = 1% e as outras varidveis calculadas conforme explicacao
dada no item 4.3.2.

Relembramos que no primeiro estédgio da construcao da drvore trinomial, sao ger-
adas taxas de juros r(i,j) = jAr e no segundo estédgio, as taxas de juros finais obtidas
saor (i,j) =7r(i,j) +a (). Desta forma, saber antecipadamente, ou seja, antes de “rodar”

a drvore, qual o valor minimo que jA7r pode tomar facilita a calibracao e a intervencéo do
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Como calibrar a drvore de Hull-White

data  22/03/2001

T 5 v 1,54E-06
N 150 M -1,54E-03
alpha 10.00% jmax 120
sigma st 1,00% Num. Max. de nos 129
dt 0015385 dr 0002147
vanagio maxima de dr -13,7388%

50 -11,99%

65 -13,74%

80 -15,29%

95 -16,70%

110 -17,99%

125 -19,20%

140 -20.34%

155 -21,42%

170 22 44%%

Figura 5.10: Andlise do limite inferior da taxa de juros no 1%estégio da construcio da 4rvore
quando o mimero de passos N varia. a = 10% e o = 1,00% em 22/03/2001.

usudrio para que taxas de juros negativas sejam evitadas. Dado o perfil da curva de taxa
de juros e um prazo de vencimento (T) igual a 252 dias titeis, tem-se que a partir de 80
passos (N), a probabilidade de ocorréncia de taxa de juros negativas comeca a aumentar
pelo fato de o termo jAr estar crescendo. Fizemos o mesmo teste para um outro dia em
que a estrutura temporal de taxa de juros nao estava tao plana, como pode ser verificado na
figura 5.10, a qual mostra a mesma simulacao para o dia 22/03/2001, dia de nervosismo no
mercado financeiro em decorréncia de turbuléncias na economia argentina. Na figura 5.10,
verifica-se cue uma drvore para o mesmo prazo comportaria cerca de 150 passos sem gerar
taxas de juros negativas.

Para o mesmo dia 22/03/2001, analisamos o efeito do mimero de passos(N) so-

bre uma édrvore com duracao menor, T=25. O que a figura 5.11 mostra é que para um
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Como calibrar a arvore de Hull-White

data  22/03/2001

T 25 v 6.61E-s"
N 150 M -6,61E-05
nlpha 10.00% jmax 2783
sigma st 1,00% Nim. Max. de nos 299
dt 0,000661 dr ,000445
variagio maxma de dr -6,6368%
50 »3,780/0 1]’000/5 ,[ ..........................

75 -4.66% ﬁ 20,00% +--

100 -5,40% B0 10,00% e
“
125 -6,05% : 18,00%
0/ ‘
150 -0,64% -; 17.00%
175 -7,18% o
_‘18 ¢ 16,00%
200 -7,68%
225 8.15% e s
250 3.59% mTer a2 25 35232839922

Figura 5.11: Anélise do limite inferior da taxa de juros no 1%estdgio da construcao da drvore
quando o mimero de passos N varia. a = 10% e o0 = 1,00% em 22/03/2001 com 25 dias
para vencimento.

prazo menor, podemos gerar a drvore com nimero muito maior de passos sem aumentar
significativamente a probabilidade de gerar taxas de juros negativas.

Até o presente momento, descrevemos os impactos que o mimero de passos N e
o tempo para o vencimento 7" exercem sobre Ar e, portanto, sobre a taxa de juros r (i, j)
gerada em cada né j a cada intervalo de tempo dt. Os gréficos a seguir pretendem ilustrar
a construcao completa da drvore trinomial de Hull-White, destacando-se a curva de taxa
de juros observada no mercado de renda fixa e os limites maximos e minimos delimitados
pela drvore para a taxa de juros. Os graficos ilustram as conseqiiéncias sobre o formato
da drvore, quando existe variacdo nos parametros de velocidade de reversio a4 média a e
volatilidade da taxa de juros de curto prazo o. A curva de taxa de juros tomada como

exemplo é referente ao dia 08/02/1999. Nesta ocasido, o cendrio econémico financeiro era
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Figura 5.12: a=10% e 0=1%. Arvore de Hull-White para a curva de taxa de juros de
08/02/1999 com T=252, N=250

bastante instdvel pois havia decorrido menos de um més desde a mudanca do regime cambial
que levou a flutuacao do real. Posto isto, a curva reflete a indefinicao do mercado através
de taxas de juros extremamente elevadas, em torno de 50-55% a.a.

Por exemplo, na figura 5.12, a drvore foi construida com a = 10% e o = 1%.
Observa-se que a menor taxa de juros atingida pelo limite inferior da drvore ficou em torno
de 30% a.a e portanto sem chances de ocorrerem taxas de juros negativas. Na figura 5.13,
apenas aumentamos a volatilidade para ¢ = 1,5%, com os limites da arvore abrindo-se
muito mais e o limite inferior foi levado para o nivel de 15%a.a praticamente no final do
nimero de passos.

Na figura 5.14, apenas foi mudada a velocidade de reversdao 4 média a, a qual

subiu de 10% para 20%. E nitido o efeito que a reversao 4 média possui sobre os limites da
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Figura 5.13: a=10% e 0=1,5%. Arvore de Hull-White para a curva de taxa de juros de
08/02/1999 com T=252, N=250

arvore, pois a arvore estabiliza-se no nivel inferior, em cerca de 30%a.a. a partir do passo
nimero 230. Mantivemos a em 20% e alteramos o de 1% para 1,5%, o que levou os juros
da drvore para préximo de 18%a.a na figura 5.15. Na iltima figura 5.16, aumentamos os
dois parametros simultaneamente para niveis maiores, a = 30% e 0 = 2%. Nota-se que
a alteracao no parametro de reversao a media teve maior impacto pois a drvore comeca a

reverter a partir do passo 155 para o patamar de cerca de 20% a.a.
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Figura 5.14: a=20% e o=1%. Arvore de Hull-White para a curva de taxa de juros de
08/02/1999 com T=252, N=250
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Figura 5.15: a=20% e 0=1,5%. Arvore de Hull-White para a curva de taxa de juros de
08/02/1999 com T=252, N=250
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Figura 5.16: a=30% e 0=2%. Arvore de Hull-White para a curva de taxa de juros de
08/02/1999 com T=252. N=250
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Capitulo 6

Resultados

6.1 Escolha do Modelo

Para a implementacio de um modelo de taxa de juros, escolhemos o modelo Hull-
White descrito em (2.20), com valores constantes para a velocidade de reversao a média
e para a volatilidade da taxa de juros de curto prazo. Uma das principais razoes para a
escolha deste modelo é sua facilidade e simplicidade para ser implementado. Por ser um
modelo de um fator, gaussiano e Markoviano para a taxa de juros de curto prazo, possui
grande tratabilidade analitica, permitindo o uso de férmulas fechadas ou a implementacao de
4rvores trinomiais. Além disso, consegue reproduzir a curva das taxas de juros negociadas no
mercado. Com relacio & preferéncia da modelagem unifatorial, podemos argumentar com
os resultados de anslise de componentes principais, os quais atribuem ao primeiro fator
(mudanga de nivel da curva) a responsabilidade por elevada parcela das variacoes na curva
de juros. Um outro ponto positivo para a adogao de modelos de um fator é a possibilidade
maior de realizar calibracio didria porque possui menos pardmetros e assim, requer um

mimero menor de observacoes necessarias para a calibracao. Por exemplo, a versao Hull-
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White dois fatores possui mais pardmetros para serem calibrados, logo, necessita de um
nimero maior de observagoes para det~rminacao da solucao. Se estamos trabalhando em
um mercado com liquidez relativamente menor, a calibracao pelo modelo Hull-White dois
fatores deixard de ser didria em alguns dias.

A distribuicdo normal para as taxas de juros de curto prazo r; nao impede a
existéncia de taxas de juros negativas. Porém, ¢ interessante repetir aqui o argumento
usado por Cicero Vieira Neto (1999) em sua tese de doutorado, na qual reproduziu uma
frase de Duffie (1996).

“Gaussian short-rale models are nevertheless useful. and frequently used, since the
probability of negative interest rates within a reasonably short time, with reasonable choices
Jor the coefficient fucntions. is relatively small. Since any model is only an approzimation,
there may, therefore. be applications for which it is worth the trouble of having negative
interest rales if the tractability that is offered in return is sufficiently great”

Além disso, o modelo pode ser deduzido no contexto do paradigma de nao arbi-

tragem para HJM.

6.2 Calibracao via Opc¢oes de IDI-BM&F

“Calibration is definitely more an art than science. Consequently, calibrating to
the market can be highly subjective.” Ong (1996)

Calibrar um modelo de Finangas aos dados de mercado é uma arte, que envolve um
certo grau de empirismo e intui¢do pois a tarefa de encontrar os parametros que melhor se

ajustam a um conjunto de dados é funciao de uma série de fatores como quais instrumentos
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derivativos considerar, como filtrar a amostra para evitar a presenca de outliers', como
escolher um critério para ser utilizado como peso, quais os “chutes” ‘niciris, quais restrigGes
devemos submeter aos pardmetros e a escolha do algoritmo de otimizacio. Todos estes
detalhes foram enfatizados na subsecao de Calibracao, no capitulo referente 4 implementacao
do modelo Hull-White. Como j4 foi mencionado no inicio do capitulo 4, todas as rotinas de
otimizagao para a calibracido do modelo Hull-White foram criadas no MATLAB pelo fato
de o mesmo possuir grande capacidade computacional em prover respostas rdpidas e com
muita informacao. Apesar disso, concluimos que, sem divida alguma, a calibracéo ¢ a parte
mais dificil de todo o conjunto relacionado ao aprecamento de um contrato derivativo de
taxa de juros.

No mercado de derivativos de taxas de juros brasileiro, o tinico instrumento passivel
de fornecer estimativas para os parametros que desejamos calibrar e com pregos divulgados
ao publico é a opgao de IDI, negociada na BM&F. Todavia, ¢ um mercado relativamente
iliquido se compararmos com outros mercados de opcoes, seja Bovespa (ag()es‘) ou BM&F
(délar, por exemplo). Portanto, devemos atribuir importancia especial ao critério empre-
gado para a selecao dos dados e constituicao da amostra, dada a sua relativa liquidez, em
termos de op¢oes negociadas para poucos vencimentos e exercicios diferentes?. Como con-
seqiiéncia da andlise dos precos das opgoes, foram observados alguns critérios preliminares

para a coleta de dados:

e o fato de volume de negécios com opcdes de venda de IDI influirem minimamente

'Aqui, estamos chamando de outliers os dados que embutem pouca ou nenhuma informacao para a
calibracao. A manutencao dos mesmos no conjunto de dados para a calibracao pode levar a %tlmatwas
totalmente viesadas para os parametros.

*Isto torna dificil, se nao impossivel, a tarefa de observar superficies de volatilidades implicitas para as
opcoes de IDI. Assim, as metodologias de Breeden-Litzenberger (1978), Banz-Miller (1978), Shimko (1991),
Rubinstein (1994), Derman-Kani (1994) e Dupire (1994) nao podem ser implementadas.
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no total de negécios efetuados dentro do perfodo da amostra nos fez desconsiders-las

nara a otimizacao.

e escolhemos o preco médio das opcoes pelo motivo de o iltimo preco ser passivel de
alguma “puxada” do preco de fechamento do pregéo ou estar distorcido por fazer parte
de alguma operacao estruturada, na qual nio se observa o preco individual de cada
opg¢ao, mas sim o conjunto. Isto pode ocorrer devido a uma operacao de arbitragem,

por exemplo.

e seguimos a sugestao de Pelsser (1999), conforme citado anteriormente, e calculamos
todos os pregos em termos logarftmicos. A amplitude nos precos negociados justifica

esta decisao por melhorar os resultados da otimizacéo.

e para evitar a resolugao de sistema com mimero de varidveis maior do que o nimero
de observagdes, consideramos somente os dias em que hd, no minimo, mais de dois

precos disponiveis, pois temos dois pardmetros para calibrar, (a) e (o).

Apenas para comprovar a qualidade do ajuste logaritmico mencionado acima na
minimizacao dos residuos quadraticos entre precos de mercado das opcoes e prego do modelo,
comparamos os resultados dos residuos ao quadrado com e sem o ajuste pelo logaritmo, de
acordo com a figura 6.1. Os residuos ao quadrado diminuem sensivelmente apds a aplicacao
do logaritmo aos precos.

Porém, nesta primeira tentativa de calibraco, os resultados ainda nio foram bons,
motivo que nos levou a investigar minuciosamente toda a informacgao contida na amostra.

Esta rdpida pesquisa concluiun que muitas observagdes, principalmente as opcdes muito



Amosfra: 1.390 observacdes
Chute Iniciat 50% e 100% (o /a)
restric3o inferor: 0.001% e 10% (o /a)
restric2o superor: 500% e 150% (o /a)

Funcdo Objetivo: [ merceuo - 1.delb P Fung3o Cbetivo: [ log(mercado+1) - log(modelo+1) P
sem LOG com LOG
Estatisticas Volatilidade Revers@o Residuos leragdes ~ Volatiidade Revers@aoa Residuos Iteragdes
amédla ao ao
(s) (a) quadrado (o) m__éﬂa (a) quadrado

Média 8.37% 121.59% 33,182 13 14.648% 129.549% 3 8
Desvio-padrao 7.35% 49.62% 125,819 4 11.354% 42.299% 7 3
Min 0.24% 10.00% 0 1 0.031% 10.000% 0 1

Q1 3.57% 132.03% 678 11 6.702% 136.715% 0 6
Mediana 6.77% 145.56% 5114 12 11.809% 149.945% 1 7
Q3 10.84% 150.00% 21,346 16 20.412% 150.000% 3 8
Max 50.00% 150.00% 1,849,477 32 65.537% 150.000% 59 26

Figura 6.1: Exemplo com resultados de duas calibracdes, com e sem a aplicacio do log aos
prémios das opcoes

dentro/fora do dinheiro e as opgtes com prazo muito curto para o vencimento, poderiam
estar prejudicando a performance do algoritmo de otimizagao. Diante disso, parecia mais
adequado testar algumas alternativas de filtragem dos dados, da fungéo objetivo usada na
otimizacao e de algum tipo de peso que minimizasse de forma acentuada a importéncia
dessas informacGes relativas as opgdes muito dentro/fora do dinheiro. A tabela a seguir
exemplifica a existéncia de negécios com opcoes totalmente fora do dinheiro, sobre as quais
devemos colocar em divida a validade de seus precos para a calibracao. Nestes pregos para
a série MR05%, a coluna “r implicito” indica a taxa de juros anualizada, entre a data da
cotagao e a data de vencimento da opcdo, que é requerida para que a opgao tenha payoff
nulo, enquanto que a coluna “r mercado” mostra a taxa de juros negociada em mercado
para o mesmo periodo. As diferengas entre as duas colunas sao extremamente elevadas.
Diante disso, foram testadas diversas variacoes para a funcao ob jetivo com o intuito

de ajustar melhor os prémios das opcdes e estimar pardmetros estdveis para a volatilidade

30 termo MRO5 ¢ um cédigo de negociacao definido para opcao de IDI cuja série ¢ a 05 e o més de
vencimento marco de 2000.
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Data Vencto Tipo Data K  Utimo Médio r r
de implicito mercado

série  Vencto (ry) (r)
14/01/00 MRDS C 01/03/00 129,500 9 9 T 00T 18.96%
21/01/00 MRD5 C 01/03/00 129,500 5 5 840.01% 19.04%

26/01/00 MROS C  01/03/00 129,500 3 3 1104.88%  19.00%

Figura 6.2: Resumo dos negécios com o vencimento Margo 05 de opcao de IDI durante o
més de Janeiro de 2000.

(0) e para a velocidade de reversdo & média (a).

n
2
min ¢ = Z (log (Pmercado ) log (Pmodelo + 1)) (61)
® e i=1
n 2
min &= w; (Iog (Pg"mm n 1) —log (amde"’ v 1)) (6.2)
' i=1
: _ G w; mercado _ mod elo 2
b, =5y (s (7 1) g (1)) 09
= i
n o 2
log (Pgnercado + 1) _ log (Pimode 4 1)
min 4 = sz ( log (Prereedo 4 1) (6.4)

Nas fungdes objetivo (6.1), (6.2), (6.3) e (6.4), empregadas na otimizacao nio-linear, Pmercado
é o preco médio da opgao de IDI, Pmed€e ¢ o preco gerado pelo modelo para cada uma
das n opgoes e w; ¢ um peso escolhido, cuja soma ¢ igual a 1. Nas quatro funcdes acima,
foi somado 1 para evitar que o log do preco fosse igual a zero quando o prémio da opgao
era igual a 1. Portanto, é possivel produzir diversas combinagdes entre as functes objetivo
e vérias alternativas para os pesos na busca pelas estimativas que sejam as mais est4veis
e que minimizem os residuos ao quadrado. Restringimo-nos a analisar trés critérios para

escolha do peso (w;) na calibracao:
e o vega calculado pelo modelo de Black (1976)*

Vega = Z—C = Fe "IN (dy) VT — t (6.5)
o

*Os parametros para o célculo do Vega foram definidos assim: F é uma estimativa para o preco futuro
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e 0 moneyness da opcao, definido aqui como

(KTP (t,T) )
moneyness = | ———=

6.6
IDI; 7 (66)

onde K € o preco de exercicio na data 7" de vencimento da opcio, I DI, é o preco do
IDI calculado na data ¢ e P(t,T) & o fator de desconto, dado pela taxas projetadas no
mercado futuro, que traz o preco de exercicio a valor presente, da data T até a data

t.

e ¢ um tipo de peso, bastante original, que combina o absoluto da diferenca relativa
entre a taxa de juros requerida para que a opcao seja exercida e a taxa de juros
projetada no mercado futuro para a data de vencimento da opgao, ajustada pelo

prazo remanescente da opgao. Esse peso serd chamado a partir de agora de “ws”.

1

wy =
abs (JK:_JM>

*T (6.7)

Jm
onde Jk € o juros implicito para que a op¢io tenha payoff nulo e calculado de acordo

com a férmula abaixo

-1 (6.8)

K_T> (d1245z,2T>

Jk = Juros implicito para ezercicio (% a.a) = ( TDI
t

K7 & o preco de exercicio na data 7" de vencimento da opgao, I DI é o preco do IDI
calculado na data ¢, du; 7 é o nimero de dias 1iteis entre as datas t e T' e 252 & um

parametro para seguir a convencao do mercado brasileiro de renda fixa em reais. J M é

do IDI na data de vencimento da opgao, dada pelo valor atual do IDI multiplicado pelo fator equivalente &
taxa de juros de mercado prevista no mercado futuro para o mesmo prazo. Os outros pardmetros sio: r é a
taxa de juros anualizada até a data de vencimento da opgao, T-t é o prazo para o vencimento da opgio em
termos de fracao de ano, N’(d) ¢ a derivada da fun¢io de densidade cumulativa normal.
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o juros de mercado, projetado pelo mercado futuro, entre as duas datas e 7 representa

0 tempo para o vensimento da opcao (fragao do ano), de acordo com

_ d’Ll,t’T
T=c5 (6.9)

A intuicao existente neste peso é que diferencas relativas muito elevadas entre J K
e Ju (opgdes muito dentro ou fora do dinheiro), por estarem no denominador de (6.7)
receberao peso inversamente proporcional. Ao contririo, quando a diferenca entre Jx e
Ju for muito pequena (op¢des no dinheiro), elas receberao peso consideravelmente maior.
Adicionalmente, o termo 7 pondera mais as opcoes com prazo mais longo. Por exemplo,
se a diferenca (Jgx — Jyr) for de 5% para duas opgdes diferentes, uma com 1 més para o
vencimento e a outra com 6 meses para o vencimento, é razodvel supor que exista uma
probabilidade maior de exercicio para a opcio mais longa e assim, ela deva receber maior
peso, pois as chances de a taxa de juros subir 5% faltando apenas 1 més para o vencimento
da opgao sao menores. Entretanto, uma primeira pergunta que inevitavelmente surge é o
motivo que nos levou a sugerir o critério anterior como uma ponderacao para os residuos
quadréticos. A primeira inspecao visual das séries temporais dos trés pesos mostrou que
“wz” oscilava mais, efetuada uma anélise estatistica dos dados, verificou-se que, realmente,
“wz” possui maior desvio-padrao e maior amplitude em seus dados. Pelo fato de o “ws”
ser mais sensivel, acreditdvamos que ele conseguiria minimizar os erros e gerar estimativas
melhores para (a) e (o).

Para comprovar a influéncia positiva da inclusio de pesos, rodamos a rotina de

calibracao para trés funcoes-objetivo listadas anteriormente e para cada um dos quatro

pesos, de modo que no final pudemos analisar os resultados de 12 calibragoes diferentes.
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W; Moneyness  Vega

BLACK

Media 22.26 0.995 160.21

Desvio-padrio 185.26 0.023 113.63
Min 0.00 0792 0.00

Q1 0.86 0995 3452

Mediana 265 01.999 17810

Q3 3.87 1001 25415

Max  3.98562 1.021 48217

Figura 6.3: Estatisticas para os trés tipos de pesos

Claramente. percebe-se que a média dos residuos quadréticos é reduzida consideravelmente
quando algum tipo de ponderacao do erros é efetuada. Destacaram-se o vega e o “ws” como
aqueles que apresentaram menor média e desvio-padrao para os residuos da otimizacao.
Desta forma. as conclusées preliminares indicam a superioridade dos resultados com o uso
do log, de fun¢ées-objetivo com diferencas relativas e a ponderacao pelo vega ou “ws;”.
Considerando o fato de que esta selecdo inicial dos dados apenas descartou os dias
ém que apenas um negécio foi efetuado, havia muitas opcoes totalmente fora do dinheiro
que poderiam ser retiradas da amostra através de algum procedimento para filtrar essas
informacoes. O objetivo principal é eliminar prémios distorcidos ou de op¢oes muito den-
tro/fora do dinheiro e assim obter estimativas estaveis para (a) e (o). Filtramos a amostra
usando um critério bastante empirico’ e que é o inverso de “wz”, ou seja, é a diferenca
percentual entre a taxa de juros para o exercicio da opcdo e a taxa de juros de mercado

para o mesmo prazo. ajustado pelo tempo para o vencimento.

filtro = abs | LK =Im x(i> (6.10)

Jar T

Com base na equacao (6.10), criamos trés selecdes diferentes de dados, aplicando filtros.

“Existem diversos procedimentos estatisticos que poderiam ser utilizados para filtrar os dados da amostra.
tais como box-plot ou quantis da distribuicio normal.
<
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Funcao Objetivo: [ log(m ercado+1) - log(m odelo+1) ]

Ponderagao Média Desvio- N°de vezes em
relagao amenor
padrio média
sempeso 2869 B6.778 29.322
moneyness 0.194 0.904 1983
vega +1 0.088 0886 1.000
Wa 0.110 0931 1129
Funcao Objetivo: 1/ log(m ercado+1) * [ log(m ercado+1) - log(modelo*1) 2
Ponderagao Média Desvio- N°de vezes em
relagao amenor
padrao média
sem peso 0.327 0642 62.568
moneyness 0018 0.050 3709
vega+1 0005 0038 1.000
wy 0008 0038 1091

Func3o Objetivo: [ (log(mercado+1) - log{m odelo+1}) / log(mercado+ VP

Ponderagido Média Desvio- N°de vezes em
relagao amenor
padrao m édia
sempeso 0327 0.642 62.568
moneyness 0.019 0.050 3.708
vega +1 0005 0038 1000
Wa 0006 0038 1.091

Figura 6.4: Comportamento dos residuos quadraticos da otimizagao dos parametros a e o.

definidos arbitrariamente. de 100%, 50% e 40%. As otimizacdes, com a funcao dada pela
equacao (6.4) e as ponderacdes pelo vega e pelo “ws”. produziu resultados bastante semel-
hantes para as estimativas dos parametros de reversio a média. volatilidade e para os
residuos quadraticos como se pode depreender dos quadros inseridos no Apéndice deste
trabalho. os quais resumem as principais estatisticas de cada uma das calibracdes.

Com relagao aos resultados da estimacao, conclusoes interessantes foram obtidas.
A primeira constatacio dos resultados é que se pode distinguir trés periodos com compor-
tamentos distintos para os resultados. O primeiro periodo. que chamaremos de P1, vai de
03/01/2000 até 30/11/2000, o segundo periodo. chamado de P2, compreende o periodo de
01/12/2000 até 15/03/2001. e o ltimo periodo P3. de 16/03/2001 até 28/12/2001. Para

o primeiro periodo P1. verificamos que praticamente todo o ano de 2000 gerou estimativas
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Vol. (% a.a)

f

25/Jan/00
14/Fev/00
05/Mar/00
25/Mar/00 -
14/Abr/00
04/Mai/00
24/Mai/00 {
13/Jun/00
03/Jul/00-
23/Jul/00-
12/Ago/00
01/Set/00
21/Set/00
11/0ut/00
31/0ut/00
20/Nov/00
10/Dez/00
30/Dez/00

Figura 6.5: Parametro o (volatilidade da taxa de Juros de curto prazo) no periodo P1
(03/01/2000 até 30/11,/2000)

instdveis e com excessivo desvio-padrio para (a) e (o), de acordo com as figuras 6.5 e 6.6.

Pode-se atribuir isto a pequena liquidez do mercado de opcoes de IDI no ano de
2000, a qual foi crescendo durante o ano, e a convergéncia da estrutura a termo das taxas
de juros para condigoes menos voldteis, com taxas de Juros menores e estrutura mais plana
da curva somente no fim do ano citado. conforme figura 6.7°.

No periodo P2, a partir de dezembro de 2000 até marco de 2001. as estimativas
para a e ¢ surpreendentemente mostraram maior estabilidade, com queda da volatilidade
de 8-9% a.a para 2-3% a.a e a velocidade de reversio a média entre 130-140% a.a. Um
exemplo da reducao da volatilidade das taxas de Juros no periodo estd presente na figura
6.7, a qual mostra a visivel queda na volatilidade de novembro/2000 até margo/2001. A

outra série representa o spread entre a taxa de swap de 1 ano e a taxa didria do CDI, na

A volatilidade da taxa de Juros de 21 dias iiteis foi calculada por alisamento exponencial e fator de
decaimento igual a 0,94. com base nas taxas de Swap Pré x CDI - BM&F e o spread, medido em basis-points,
¢ entre a taxa de swap de 1 ano e a taxa média didria anualizada do CDI-CETIP
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Figura 6.8: Parametro o (volatilidade da taxa de Juros de curto prazo) no periodo P2
(01/12/2000 ate 15/03/2001)

qual verificamos a redugao de 200 basis-point no inicio de novembro/2000 para a metade
no inicio de mar¢o/2001. Essa reducdo nos spreads representa uma reducao no prémio de
risco exigido para operagoes de prazo mais longo, ocorrendo em uma estrutura mais plana
das taxas de juros. Portanto, no periodo em que houve relativa estabilidade no mercado de
renda fixa, conforme descricio da curva de juros e sua volatilidade, foi possivel inferir boas
estimativas para os parametros. Nas figuras 6.8 e 6.9, apresentamos um dos resultados da
calibragao das opcoes de IDI para (a) e (o), para o perfodo de 01/12/2000 até 15/03/2001.
A estabilidade da volatilidade é marcante a partir da metade de dezembro/2000, ocorrendo
0 mesmo para a velocidade de reversao & média, com excecdo de algumas datas, as quais
foram ressaltadas na figura 6.9. Apesar disso, conseguimos calibrar o parametro (a) para
90% dos casos.

O mais interessante é que no dia 15/03/2001, quando as inquietacdes com a situ-

agao argentina comegaram a se agravar, ocorre uma ruptura neste comportamento mais
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Figura 6.9: Parametro a (velocidade de reversio a média) no periodo P2 (01/12/2000 até
15/03/2001)

estdvel para as estimativas. A partir desta data, a ampliacio do nervosismo em relacao ao
futuro econémico de nosso vizinho e o eventual contdgio para o Brasil, a crise energética
no segundo semestre e os atentados de 11 de setembro desestabilizaram completamente as
estimativas geradas pela calibracao didria, ilustradas nas figuras 6.10 e 6.11.

As figuras 6.12 e 6.13 conseguem ilustrar perfeitamente a magnitude do choque
ocorrido no mercado de renda fixa brasileiro a partir de marco de 2001. No primeiro dia
do contdgio do mercado de renda fixa brasileiro devido & crise argentina, a curva de juros
deslocou-se para cima, praticamente de maneira paralela, cerca de 1 ponto percentual e
o deslocamento para cima da estrutura a termo de juros continuou até o final do més de
marco. Consequentemente. a volatilidade das taxas de juros aumentou expressivamente,
por exemplo, a volatilidade da taxa de juros para 252 dias 1iteis. aproximadamente 1 ano,
foi multiplicada por 6 vezes entre a metade e o final do més de marco de 2001. Certamente,

nenhuma modelo de taxa de juros da familia de um fator consegue ajustar-se a este choque.
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Em virtude do cendrio de excessiva volatilidade iniciado em marco e prolongado
devido a crise energéti~« = =5 atentados nos EUA, a impossibilidade em extrair estimativas
estdveis para (a) e (o) ficou patente. O processo de calibracio do modelo Hull-White gerou
estimativas enquanto a curva de juros era estdvel, praticamente plana e as volatilidades
das taxas de juros estavam em trajetéria declinante. Entretanto. concluimos também que o
conjunto de condigdes adversas apés marco de 2001 impediu que o modelo proposto obtivesse
0 ajuste necessirio de modo a fornecer parametros confidveis para o aprecamento e hedge

de derivativos de taxa de juros.
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Capitulo 7

Conclusao

Apesar da escassez de dados digrios de opgoes de IDI, mostramos que é possivel
calibrar, de maneira razoavelmente robusta. o modelo de Hull-White em periodos de estabil-
idade econémico financeira. Mostramos também que em periodos com grande volatilidade
ou pds-crise, o mesmo modelo gera parametros instdveis. A partir dos estudos realizados
para a calibracao, sao necesssrios testes de aprecamento e hedging, o que nao foi feito neste
trabalho, para que se tenha argumentos a favor ou contra a qualidade da calibracdo e do
modelo.

Certamente. se o mercado de opgoes de taxas de juros no Brasil. ho je representado
somente pela opc¢ao de IDI. mostrar aumento significativo de liquidez. a tarefa de calibracao
serd muito facilitada. Como sugestdes de pesquisa futura na 4rea de modelagem de deriva-
tivos de taxas de juros, existem imimeros caminhos a serem seguidos. Um deles pode ser a
construcao de modelos que incorporem o cariter estocistico da volatilidade mais saltos dis-

cretos (stochastic volatility Jump diffusion model), provocados pelas reunides do COPOM,
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por exemplo. Uma outra linha é a implementacao de modelos unifatoriais da classe HJ M,

mas com especificacoes diferentes para a variancia.
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Apéndice A

Resultados da calibragao com a aplicagao do log aos prémios das opgoes



Calibragao das opgoes de IDI ao modelo Hull-White

Parametros
Amostra: Calibragdo Drania, apenas mais de 1 obs. por dia é valido
Amostra: 1,380 cbs.
Tty anhom
Peso: nenhum
Fung3o Objetivo: [ mercado - modelo |
Algoritmo: Large scale ON - Gauss Newton
Chute Inicial: 50% e 100% (sigma e a)
restncdo inferior. 0.001% e 10% (sigma e a)
restngdo supenor. 500% e 150%  (sigma e a)
Média 4 8.374% 121.585% 33182 13
Desvio-padrdo 2 7.346% 49619% 125819 4
Min 2 0.238% 10.000% 0 1
Qi 3 3.568% 132.033% 678 1"
Mediana 4 6.768% 145555% 5.114 12
Q3 5 10.845% 150.000% 21.346 16
Max 10 50.000% 150.000% 1.849.477 32
Data N° de observaces Volatilidade (5) Reversiod Residuos MReragdes
ao
03/)an/00 2 50.00% 100.00% 483886 1
05/Jan/00 3 50.00% 100.00% 35,103 1
06/Jan/00 3 50.00% 100.00% 24653 1
10N an/00 2 7.72% 142.28% 144 9
13/Jan/00 2 9.92% 10.00% 1.708 15
141an/00 4 8.30% 143.58% 1312 9
19/Jan/00 3 6.16% 132.12% 906 20
20/an/00 4 6.54% 10.00% 2548 13
21lan/00 3 7.36% 11691% 2 1
26Nan00 3 777% 10 00% 84 14
270an/00 2 724% 100.11% 0 12
28/Janf00 3 6.28% 10.00% 620 14
31/1Jan/00 2 8.35% 150.00% 45 13
01/Fevi00 2 835% 150.00% 74 12
02Fevi00 2 7.95% 150.00% 76 12
03/Fevi00 2 771% 150.00% 52 13
04/Fevi00 2 794% 150.00% 61 13
08/FeviD0 3 6.75% 150.00% 75 13
09/Fevi00 3 5.38% 10.00% 1310 13
10/Fev0 2 677% 150.00% 64 12
15/FeviD0 4 755% 142.45% 26 9
17/Fevi00 3 1.30% 148.71% 61 12
18/Fevi00 3 161% 14833% &4 12
23Fevit0 3 6.30% 142.99% 6395 12
24/Fevi00 2 506% 14537% 4an 17
25/Fevi00 2 6.06% 144.43% 527 17
28/Fevi00 4 14.66% 10.00% 408,771 12
10Mar/00 3 384% 14597% 1023 1
15Mar/00 5 3.34% 10.00% 1.805 16
16/Mar/00 4 341% 10.00% 1.202 15
17Mar/00 4 3.32% 10.00% 1212 16
23Mar00 2 417% 150.00% 203 13
27MAzri00 3 449% 150.00% 160 12
29/Mar/00 2 4.58% 150.00% 99 12
31/Mar00 5 551% 10.00% 30,674 13
03/Abe/00 4 £42% 10.00% 30922 13
04/Abr/00 2 475% 150.00% 224 12
05/Abr/00 3 3.29% 10.00% 2102 13
06/Abr/00 3 385% 10.00% 4583 13
07/Abr/00 5 3.92% 10.00% 6615 13
13/Abr00 3 463% 10.00% 2815 12
14/Abc/00 3 604% 10.00% 1.706 13
17/Abe/00 2 4.20% 147.97% 358 18
18/Abe/00 3 567% 10.00% 208 16
20/Abr/00 3 591% 18.75% 444 14
24/Abe100 3 552% 10.00% 608 13
26/Abr/00 3 683% 150.00% 991 12
28/Abr/00 3 7.16% 150.00% 698 12
02/Mai/00 3 732% 150.00% 561 12
05/Mai/00 3 9.10% 150.00% 468 12
09/Mai/00 4 750% 150.00% 6.792 1
10/Mav00 3 804% 150.00% 6.648 "
15Mai00 2 13.83% 13382% 208 19
17/M3i/00 3 7.85% 150.00% 4524 1
18/Mav00 3 734% 150.00% 5635 1"
18/Mai/00 3 757% 150.00% 5.541 1
22/Mav00 2 884% 14129% 625 8
02/un/00 2 673% 14327% 2 9
13/Jun/00 4 789% 150.00% 2.366 "
14/Jun/00 2 1051% 138.74% 1 )

Figura A.1: Calibracao sem aplica cao do log aos prémios
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Data N° de observagdes Volatilidade (o) Reversdod Residuos lteracdes
a0
médiafa) quadrado

15un/00 7 321% 146.79% 541 20
20/Jun/00 3 14.32% 10.00% 548806 10
210uwn/00 2 811% 150.00% 2356 1z
28Mun/CO 4 10.12% 139.88% 20 9
14/Jull00 8 471% 150.00% 5,183 12
200ul00 3 6.76% 142.86% 463 16
271300 2 5.05% 14252% 401 19
31Nu00 4 556% 150.00% 10377 "
01/Ago/00 4 331% 149.98% 10827 1"
0VAgoD0 3 20.19% 10.00% 1849477 2
07/Ago/00 2 46.56% 103.20% 165391 5
08/Aga/00 2 395% 144.06% 132 21
09/Ago/00 2 4507% 104 80% 89.855 5
10/Ago/00 2 346% 145.17% 52 18
18/Ago/00 4 381% 150.00% 45 12
21/Ago/00 2 259% 144 82% 437 2.

24/Ago/00 7 3.31% 148.12% 42,691 10
25/Ago/00 2 345% 14721% 216 18
28/Ago/00 2 326% 147 40% 2 i8
29/Ago/00 2 3.80% 14461% 293 21
30/Ago/00 2 32.31% 117.28% 861 7
31/Ago/00 3 337% 10.00% 473 15
01/5et/00 2 6.09% 14391% 25 9
04/Set/00 3 3.58% 1000% 75 15
12/Set/00 3 341% 10.00% 314 17
28/5e/00 2 3.65% 145.68% 126 20
24/0ut/00 2 344% 138.28% 398 20
25/0uv00 5 3.59% 10.00% m 14
26/Cuv00 2 397% 144 82% 3 17
27/0uy00 2 489% 144 75% 297 1

30/0ut/00 4 473% 150 00% 315 12
31/0u/00 2 515% 146.18% 18 i

01Nov/00 2 648% 137.08% 346 20
08Novi00 2 584% 146.08% 235 18
07Movit0 2 556% 138.04% 254 20
08MNov/00 5 4.93% 11.51% 445 22
09/MNov/00 2 8.38% 138.13% 308 18
10MNovi00 3 5.24% 150.00% 5216 1
13MNovi00 2 1041% 132.63% 402 19
14N ovi00 3 489% 150.00% 339 13
17MNovi00 3 6.03% 10.00% 409 14
20Movi00 3 595% 10.00% 321 14
21MNov00 4 6.57% 139.49% 364 10
22MNaov00 4 577% 150.00% 476 12
23Novi00 3 5.89% 126.76% 281 1
28Nov/00 8 943% 150.00% 14475 10
29N ov/00 3 8.32% 150.00% 2,192 "
30MNov/00 3 9.79% 150.00% 19.607 10
01/Dez00 3 10.58% 150.00% 24,157 10
04/De20 3 10.09% 150.00% 27.830 10
05/MDez/0 2 6.77% 10.00% 100 15
06/Dez/00 5 8.26% 150.00% 52,172 10
08/Dez/00 3 £5.82% 150 00% 539 12
11/Dez/00 2 481% 14543% 2594 18
12/Dez/00 4 389% 150.00% 5.078 12
14/Dez/00 2 1541% 107.89% 87 21
15Mez2/00 7 379% 150 00% 3753 4
18/De2/00 3 354% 150.00% 803 13
19/Dez/00 2 254% 147.44% 929 12
20/Dez/00 ] 247% 150.00% 1.853 4
21/Dez00 6 3.10% 150.00% 1.033 13
22/De2/00 3 287% 146 96% 1196 11
27Mez/00 2 3.70% 14135% 384 19
03/an1 3 4.16% 14577% 524 10
04idan1 5 346% 28.78% 3854 14
05/4an1 8 330% 3589% 3912 14
08/Jan01 2 445% 14583% 226 1
09/Jan01 2 3.18% 150.00% 231 2
104an/01 3 3.46% 150.00% 1.742 12
114an/01 5 3.64% 150.00% 1.936 12
12an01 5 334% 150.00% 1707 12
15/2n01 8 344% 150.00% 1419 12
16/Jan01 2 343% 145.74% 589 20
171an01 4 3.05% 146.96% 3571 10
18/Man01 8 230% 148.06% 7.031 19
18/an01 4 2.68% 150.00% 993 13
220Janl01 6 249% 150.00% 7.178 12
23an01 5 257% 150.00% 6.279 13
24/Jan01 3 231% 147 68% 5.159 "
Z6lan/01 3 241% 147.48% 3.282 2

Figura A.2: Continuacao
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Data N de observacdes Volatilidade (0) Reversioad Residuos leracdes
a0
media (a) guadrado
29an/01 5 252% 150.00% 5479 4
30Man/0ot 7 195% 150.00% 4015 14
IMNan/0n g 180% 148 66% 3813 12
01/Fev/Ot 8 112% 149.00% 6,001 17
05/Fevi01 8 162% 147.71% 5984 2
068/Fevi01 7 2.15% 147.16% 13487 20
07/FeviO1 8 273% 146.49% 12251 19
08/Fevi0t 4 199% 147 82% 4.301 18
09/FeviOl 4 250% 147 62% 8.150 12
12Fevitl 3 174% 148.23% 3344 "
13/Feviot 5 2.11% 147.15% 3858 20
14/Fevi01 3 222% 148.55% ien 19
15/Fev/01 5 2.39% 147.81% 11323 12
16/Fevi0l 8 229% 150 00% 7.680 13
19/FeviOt 8 254% 150.00% 11,402 12
20/Fevi0t 2 0.24% 148.60% 1,218 ]
21/Fevi01 3 246% 147 88% 3.5¢8 8
22fFevict 3 3.59% 147.28% 6.674 19
2UFeviol 2 283% 149.93% 2,585 18
28/FeviOl 2 252% 143.67% 3577 17
02Mar01 2 2. 147.81% 2700 10
06/Mar/01 2 245% 147.88% 2708 18
07Maro1 2 272% 145.08% 2387 18
12/Mar/01 4 280% 146.85% 7.642 1"
13Mar01 ] 278% 130.00% 10.878 12
14Mar/01 4 456% 143.04% 8.986 17
15Mar01 4 173% 148 65% 153.501 16
16Mar1 5 1133% 10049% 1217 10
20/Mar01 5 780% 12000% 4041 "
21Mar1 5 585% 10.00% 7154 1"
22Mari01 7 085% 148.10% 825583 5
23/Mar/0t 5 15.86% 136.05% 144312 7
26/Mar01 4 13.12% 10.00% 9.368 i2
27MNari01 4 913% 137 81% 4334 17
28Mar01 4 5.14% 149.98% 10859 "
29/Mar/01 5 334% 146.76% 198.352 12
30/Mar/1 3 17 68% 149.97% 1818 10
02/Abr01 4 2072% 128 27% 22589 17
03/Abri01 2 1518% 135.49% 222 17
04/Abr/01 4 490% 144 69% 5.148 17
05/Abri01 4 1081% 141.20% 407 17
06/Abrf01 5 7.39% 132.37% 1.969 20
09/Abr/01 3 1273% 135.44% 24868 18
10/Abr/01 4 11.44% 150.00% 7.260 10
12/Abr/01 4 946% 140.58% 813 9
18/Abr/01 3 105% 146.48% 12206 12
20/Abr01 3 2241% 130.47% 756 15
23/Abr01 2 16.15% 137.82% 186 17
24/Abr/01 3 3.00% 145.27% 11,192 7
26/Abrf01 4 244% 146.61% 2740 15
27/Abr1 3 059% 148.41% 7.006 5
30/Abe01 2 1.08% 147.84% 21228 8
02/Mai0t 5 14.40% 150.00% 2519 "
04/Maif01 3 1091% 10.00% 2482 12
07Maio1 4 131% 147.38% 21,697 7
08/Maif1 5 10.09% 10 00% 2805 14
09/Mail1 3 12.79% 130.00% 9834 "
10/Main1 5 12.88% 150.00% 1.681 12
11/Mai01 6 9.12% 1000% 45399 n
14/Mai/01 5 10.84% 10.00% 4218 13
15Mai0l 5 1371% 150.00% 4191 1"
16/Mai01 7 1127% 10.00% 18.929 13
17Maint 7 885% 10.00% 24302 12
18/Maim 5 1006% 10.00% 23.003 12
21Maio1 2 3.04% 146.96% 1 9
22/Mail 8 8.17% 10 00% 18.113 13
23Ma01 3 062% 148.00% 10634 K
24/Mait 3 570% 148.85% 542 18
25/Mailot 2 0.76% 149.24% 76 7
28Mail01 7 359% 147 21% 14,498 15
29/Maif01 10 525% 10.00% 50.646 12
30/Maio1 4 10.22% 10.00% 7n7 12
31/Mai01 4 097% 149.06% 31978 3
01/4un01 2 1293% 143 92% 162 16
04/Jun01 4 266% 147.83% 19.375 16
05/un01 5 4.16% 147.81% 15787 13
06/un/01 S 0.86% 148.18% 5372 7
07/4un/1 2 497% 145.17% 1.600 39
08/Jun1 2 1227% 137 79% 100 8
12/Juni01 2 3731% 11.27% 115 5

Figura A.3: Continuacao
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Data N° de observacdes Volatilidade (0) Revers3oa Residuos
a0
média (a) quadrado
18/4Jun/0f 4 3.70% 146 29% 5654
20/un/01 3 548% 150.00% 968
210un/01 - 5.20% 150.00% 2388
22/3un/01 o 381% 145.16% 10178
26/un/01 5 121% 148.79% 23877
271uni01 6 081% 14920% 63.700
04/Jui01 2 250% 146.17% 16.002
05/1ulo1 2 387% 143.03% 1077
06/Jul01 3 21.51% 130.99% 14.365
10/ul01 2 3.14% 145.00% 65.606
11Ju01 4 11.90% 137.78% 173449
12Jui1 2 2.23% 147 80% 97.719
130601 3 13.23% 13494% 819
16001 2 30.23% 150.00% 18
170u/01 2 12.16% 138.17% 1072
18/3ul 1 4 11.82% 135.45% 91.566
200ult 4 11.66% 14023% 22032
23/l 6 14.14% 136.55% 3629
240wl 2 233% 145.77% 57.687
254ul01 4 17.16% 131.76% 13.070
26/Jul01 4 15.97% 133.72% 13.657
271ulD1 3 19.08% 136.23% 25249
30/ ul01 4 24.54% 122.65% 5.309
314ul01 4 21.00% 131.63% 20458
01/Ago/01 2 25.00% 12521% 5118
03/Ago/01 3 25.78% 121.84% 14747
08/Ago/01 3 21.34% 136.04% 4377
07/Ago/01 4 24.04% 128.66% 11889
09/Ago/01 5 13.85% 136 54% 10522
10/Ago/01 5 12.64% 150.00% 5245
13/Ago/01 2 12.09% 137.91% 1
14/Ago/01 3 18.24% 130.30% 8.283
15/Ago/01 5 942% 150.00% 34694
16/Ago/01 2 11.56% 138.25% 2898
17/Ago01 4 1046% 14051% 3873
20/Ago01 4 11.57% 138.02% 4834
21/Ago01 3 633% 1081% 10840
22/Ago01 6 1.71% 150.00% 3313
24/Ag001 7 12.68% 150.00% 10837
27/Ago/01 8 7.75% 150.00% 29322
28/Ago/01 8 10.38% 150.00% 16629
29/Ago/01 7 10.03% 150.00% 54951
30/Aga/D1 8 12.33% 7871% 58.133
31/Ago/01 5 11.00% 150.00% 48177
03/Sev/01 3 11.58% 14043% 54297
04/Set/01 8 12.20% 10.00% 63,587
05/Set/01 4 12.18% 136.10% 78,366
06/Set/01 3 10.80% 139.69% 31492
10/Set/01 2 14.25% 135.83% 7.186
12/Set/01 3 13.43% 136.72% 122
14/Set/01 5 13.33% 150.00% 43,948
17/Sev01 8 13.43% 150.00% 288815
18/Set/01 8 14.37% 150.00% 81.921
19/Se/01 2 8.59% 14957% 5552
20/Set/01 4 9.34% 141.03% 83438
21/Se01 9 8.23% 150.00% 168,085
24/Sey/01 5 15.08% 150 00% 21893
25/Set/01 7 14.04% 150.00% 27.664
26/Set/01 5 14.16% 140.56% 55483
28/Set/01 7 915% 150.00% 24472
01/0uv01 2 11.76% 138.62% 4743
02/0ut/01 3 12.36% 137.43% 15.683
03/0uv01 8 820% 150.00% 18,586
04/0ut/01 4 12.16% 10.00% 23,182
05/0uv01 4 11.93% 10.00% 5.110
08/0ut/01 3 1249% 137.24% 8.136
08/0ut01 6 13.10% 121.83% 16643
10/0ut01 6 10.79% 10.00% 20,197
11/0ut/01 3 12.13% 137.20% 4700
15/0ut/01 7 14.12% 117.02% 11441
16/0ut/01 5 11.94% 10.00% 8785
17/0ut/01 5 12.96% 84.54% 7.887
18/0ut/01 5 7.88% 142.42% 41795
19/0ut/01 5 13.37% 150.00% 5842
22/0ut/01 8 10.75% 10.00% 70806
23/0uv01 8 9.18% 10.00% 19237
24/0uv01 3 9.75% 139.22% 3143
25/0ut/01 6 11.28% 92.78% 17.407
26/0ut/01 5 10.53% 150.00% 35.145
28/0ut/01 4 8.68% 150.00% 13214

Figura A.4: Continuacao
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Data N° de observagées Volatilidade (o) Revers3oa
30/0uv01 6 9.86% 4087%
31/0uv01 8 10.71% 150.00%
01Nov/01 3 14.65% 135.89%
05MNaviol B 10.87% 13958%
06Mov/01 6 985% 150.00%
07MNovio1 7 937% 140.85%
08MNov/01 5 B79% 150.00%
09MNov/01 7 9.56% 150 00%
12Noviot 4 898% 150.00%
13Nov/01 8 7.76% 150.00%
14MNov/01 6 7.03% 150.00%
16Mov01 3 12.77% 138.66%
19Mov/01 9 956% 150.00%
20Novi01 10 6.65% 148.99%
21Novio1 8 792% 131.77%
22MNov/01 4 6.98% 150 00%
23MNov/01 4 5.40% 150.00%
26MNov/01 7 4.08% 150.00%
27TMNovi01 9 280% 14957%
28MNovint 9 7.92% 149.99%
29MNovi01 8 3.59% 148.56%
30MNov/01 9 897% 150.00%
03/Dez2/01 8 452% 150.00%
04/Dez/01 8 251% 14771%
05/Dez/01 8 326% 150.00%
06/Dez/01 4 6.12% 141 .04%
07Mez1 2 2681% 12281%
10/De2/01 4 684% 14282%
11/Dez/01 7 0.89% 145.30%
12Dez01 6 262% 150.00%
13/Dez/01 3 579% 138.59%
14/Dez/01 5 4.85% 150.00%
17/Dez01 6 6.80% 12838%
18/MDez01 7 6.03% 1000%
19/Dez01 8 709% 143.18%
20/Dez/01 5 643% 10.00%
21/Dez01 8 708% 1060%
26Dez01 5 763% 142.53%
27Mez0 [:} 835% 41.75%
28/Dez/01 2 8.37% 14354%

Residuos
a0

11.248
43728
4411
37567
15,088
88584
23.043
70.619
35.749
69475
35883
6244
84011
128.397
33313
31991
3565
91.133
309.239
108.075
435314
21,755
86.204
139.780
84459
25945
92
35679
372573
90.6%8
8318
32,054
25878
138798
18,576
36.895
27143
15.380
2081
8896

Figura A.5: Continuacao
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Calibragdo das opgoes de IDI ao modelo Hull-White

Parametros
Amostra: Calibrag3o Diana. apenas mars de 1 obs_ por dia e valido
Amostra: 1.390 obs.
Filro: nenhum
Peso: nenhum
Fungdo Objetivo: [ logimercado+1) - log(modelo+1) |
Algortmo: Large scale ON - Gauss Newton
Chute Inicial: 50% e 100% (sigma e a)
restngdo infenor: 0.001% e 10% (sigma e a)
restngdo supenor- 500% e 150%  (sigma e a)
Média 4 14.648% 129.549% 2.87E+00 8
Desvio-padrdo 2 11.354% 42.289% 6.7BE+00 3
Min 2 0.031% 10.000% 5.24E-11 1
Qt 3 8.702% 136.715% 1 20E-01 8
Mediana 4 11.809% 148.945% 7.68E-01 7
Q3 5 20.412% 150.000% 2.81E+00 8
Max 10 85.537% 150.000% 5.91E+01 26
Data N° de Volatilidade (o) Reversioa Residuos ao Iteragées
observacdes _ média(a)  quadrado
03/Janm0 2 50.00% 100.00% 5.49E+01 1
05/Jan/00 3 $0.00% 100.00% 5.81E+01 1
06/Jan/00 3 50.00% 100.00% 5.52E+01 1
100an/00 2 772% 142.28% 6 58E+00 8
13/JanR0 2 8.99% 10.00% 1.22E-01 9
14/Jan0 4 765% 142.54% 5.47€+00 ]
19/Jan0 3 760% 142.01% 1.60E-01 8
20/Jan/00 4 876% 10.00% 1.70E-01 1"
211an/00 3 7.36% 116.31% 3.21E+00 7
26/Jan/00 3 7.83% 10.00% 2.02E+00 3
271an/00 2 7.24% 100.12% 5.24E-11 7
2B/an/0 3 6.89% 26.58% 3.91E-02 8
31/Jan00 2 8.88% 150.00% 1.84E-02 7
01/FeviO0 2 9.13% 150.00% 3.81E-02 7
02UFevi00 2 8.86% 150.00% 5.80E-02 7
03/Fevio0 2 8.58% 150.00% 6.54E-02 7
04/Fevin0 2 8.98% 150.00% 9.B4E-02 7
08/FeviO0 3 8.44% 150.00% 9 28E-01 7
Q9/FeviD0 3 5.27% 10.00% 5.40E-01 9
10/Fevi00 2 8.99% 150.00% 7.70E-01 4
15/Fevi00 4 7.55% 142.45% 5.31E+00 5
17/Fevi00 3 3.25% 146 53% 4 38E+00 26
18/Fevi00 3 8.08% 142.42% 712E+00 21
23/Fev/00 3 10.37% 150.00% 2.35E+00 8
24/Fevi00 2 5.13% 145.90% 1.05E-02 9
25/Fevi00 2 6.78% 142.97% 1.08E-01 [
28/Fevi0 4 13.06% 62.28% 3.29e+00 15
10/Mar/00 3 7.22% 148.80% 3.92E+00 8
15/Mar 0 5 8.49% 150 00% 2.80E+00 7
16/Mar/00 4 6.32% 150.00% 2.30E+00 7
17/Mar0 4 6.40% 150.00% 2.61E+00 7
23 Maro0 2 5.33% 150.00% 5.21E-01 7
27/Mar00 3 771% 150.00% 2.30E+00 7
28/Mar/00 2 800% 150.00% 2.18E+00 ]
31/Mar/00 5 5.26% 10.00% 5.74E+00 9
23/Abri00 4 8.60% 108.22% 3 36E+00 8
4/Abr/00 2 9.15% 150.00% 2.03E+00 8
03/Abr/00 3 3.00% 10.00% 5.87E-01 9
06/Abr/00 3 311% 10.00% 1.03E+00 9
07/AbriD0 5 9.53% 150.00% 9.00E+00 8
13/Abr/00 3 410% 10.00% 2.49E-01 8
14/Abr/00 3 5.60% 10.00% 5.93E-02 8
17/Abr/00 2 4.48% 148.00% 4 04E-02 &
18/Abr/00 3 576% 16.64% 2.01E-02 10
20/Abr/00 3 6.36% 64.90% 4 26E-02 7
24/Abr/00 3 550% 10.00% 3.85€-02 9
26/Abr/00 3 7.54% 150.00% 8.08E-02 8
28/Abr/00 3 7.73% 150.00% 5.63€-02 7
02/Mav00 3 785% 150.00% 4 52E-02 7
05/Mai/00 3 967% 150.00% 3.27€-02 7
09/Mav00 4 17.14% 150.00% 1.70E+00 7
10/Mai00 3 10.80% 150.00% 3.08E-01 7
15/MavD0 2 18.32% 132.31% 1.57E+00 14
17/Mav00 3 11.08% 150.00% 3.67E-01 7
18/Mai/00 3 11.20% 150.00% 4.53E-01 7
18/Mav00 3 11.79% 150.00% 4.00€E-01 7
22/Mav00 2 28.97% 150.00% 1.47E+00 3
02/Jun/00 2 36.14% 150.00% 6.59E+00 5
130un/C0 4 25.03% 150.00% 3.05E+00 8

Figura A.6: Calibracao com aplica ¢do do log aos prémios



Data N® de Volatilidade (o) R
observacoes
14/Jun/00 2 11.15% 143 68%
15/Jun/00 7 10.77% 150.00%
PRt 3 15.46% 10.00%
210uni . 2 911% 150.00%
28/Jun/00 4 10.13% 140 98%
14/Jul0 8 9.75% 150.00%
20/Jul00 3 11.28% 138.61%
2701ul00 2 5.13% 145 85%
31/Jul00 4 12.98% 150.00%
01/Ago/00 4 12.69% 150.00%
03/Ago00 3 27 40% 10.00%
07/Ago/00 2 35.83% 113.43%
08/Ago/00 2 4.04% 146.34%
09/Ago/00 2 36.33% 113.80%
10/Ago/00 2 3.53% 144 66%
18/Ago/00 4 649% 150.00%
21/Ago/00 2 284% 148.66%
24/Ago/00 7 20.65% 10 00%
25/Ago/0 2 3.61% 144 26%
28/Ago00 2 3.45% 147 .74%
29/Ago/00 2 3.98% 142.64%
30/Ago/00 2 35.62% 113.37%
31/Ago/00 3 3.29% 10.00%
01/Set/00 2z 42.03% 150.00%
04/Set/00 3 3.50% 10.00%
12/Set/00 3 383% 68.34%
28/Set/00 2 4.17% 30.00%
24/0ut00 2 380% 140.13%
25/0ut/00 5 5.28% 130.00%
26/0ut/00 2 4.36% 147 17%
27/0uvC0 2 5.25% 142.19%
30/0ut/00 4 8.02% 150.00%
31/0ut/00 2 6.85% 146.47%
01/Nov/00 2 5.84% 136.56%
06/MNovi0d 2 6.29% 137.19%
07/Nov/00 2 6.00% 143.70%
08/MNovi00 5 381% 10.00%
09/MNov/G0 2 B75% 144.22%
10/Nov/00 3 8.22% 150.00%
13MNovi00 2 10 88% 142.48%
14/Novi00 3 5.87% 150.00%
17Mov/00 3 6.27% 33.13%
20/Novi00 3 6.07% 19.97%
21Mavit0 4 6.77% 150.00%
22/Novi00 4 721% 150.00%
23MNoviD0 3 7.13% 150.00%
28/Novi00 8 9.36% 82.56%
29/Nov/00 3 9.18% 150.00%
30/Novi00 3 12.20% 150 00%
01/Dez0 3 13.34% 150.00%
04/De2/00 3 13.20% 150.00%
05/0ez/00 2 6.66% 10 00%
06/Dez/00 5 14.16% 150.00%
08/Dez/00 3 761% 150.00%
11/Dez00 2 593% 149.93%
12/De2/00 4 538% 150.00%
14/Dez/00 2 21.35% 128.77%
15/Dez/00 7 5.50% 150.00%
18/De2/00 3 4.48% 25.86%
19/DezR0 2 5.02% 144 86%
20/Dez/00 6 584% 150.00%
21/Dez/00 6 639% 150.00%
22/Dez0 3 525% 138.59%
27/Dez/00 2 3.88% 145.76%
03/ann1 3 6.32% 144 99%
04/Jan01 g 5.69% 141 86%
05/Jan01 6 6.01% 150.00%
08/Jan1 2 6.75% 143.68%
09/Jan/01 2 7.39% 150.00%
10/anQ1 3 751% 150.00%
111Jan01 5 7.12% 150.00%
12/4an/01 5 711% 150.00%
15Han01 8 7 40% 150.00%
16/Jan01 2 3.48% 146.12%
171anD1 4 7.12% 150.00%
18/Jan/01 ] 272% 149.55%
19/Jan/01 4 7.12% 150.00%
22/Janl01 6 6.72% 150.00%
23/Jan/0t 5 413% 150.00%
24/Jan/01 3 2.95% 147 23%
26/an/01 3 3.01% 147 56%

F

3.95E-01
1.24E+01
4 29E+00
8.17E-01
4 34E+00
234E+00
B.I9E-01
8 98E-03
1 79E+00
4 50E+00
B.44E+00
8.34E-01
1 B7E-02
5.92€-01
1 B2E-D2
1.47E+00
1 S8E-01
5.BOE+01
5.02E-02
591E-02
6.44E-02
1.64E-01
6.83E-02
6.29E+00
5.52€-02
9 40E-02
2.26E-01
1 20€-01
8 B2E-01
535E-02
S 95€-02
1.13E+00
4.36E-01
5.39€-02
4.32E-02
4.38E-02
3.48E+00
2.08E-02
3.58E-01
3.84E-02
2.07€-01
2 01E-01
267€-01
3.18E-01
5 97€-01
3.77e-01
8.21E+00
7 48E-02
2.80E-01
341E-01
4 4BE-01
9.26E-04
1.97E+00
1 77€-01
1.02E-01
6 17E-01
8 34E-01
1.18E+01
231E-0
7 87E-01
1.1SE+01
1.29E+01
111E+00
5.05E-02
1 16E+00
1 30E+00
2.43E+00
2.13E-01
7.36€-01
1.11E+00
4 04E+00
4.16E+00
9.35E+00
1.37E-02
3.60E+00
2.05E+00
5 24E+00
7 89E+00
1.80E+00
4 97€-01
4.80E-01

igura A.7: Continuacao
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Data N° de Volatilidade (o) Reversdoa Residuos a0 Iteragdes
observacdes médiafa) _ guadrado
291an/01 5 4 83% 150.00% G.14E+00 10
30/Jan01 7 3.84% 150.00% 1 D1E+D1 9
31/Jan01 9 4.65% 150.007% 197 1"
01/Fevi 8 5.00% 150.00% 1 S8 8
05/FeviO1 6 2.78% 150.00% 1.37E+01 7
06/Fev1 7 3.34% 148.63% 6 89E+00 13
07(FeviOl 8 3.74% 149.96% 1.35E+01 11
08/FevO1 4 11.92% 150.00% 9 63E+00 7
09/FeviO1 4 353% 145.66% B8.45E-01 5
12/FeviOl 3 2 147 49% 4.04E-01 7
13/FeviO1 5 2.55% 149.87% 3.56E+00 9
14/FeviOl 3 2.80% 147 24% 3 40E-01 7
15/Fevi0f 5 3.61% 146.44% 4 15E+00 12
18/FeviD1 8 7 44% 150.00% 1.03E+01 g
19/FeviO1 8 791% 150.00% 1 09E+01 9
20/Fevi0l 2 19.61% 150.00% 2.86E+00 7
21/FeviOt 3 2.88% 147.10% 7.80E-02 7
22/FeviD1 3 4.26% 146.09% 2.31E-01 7
23FeviO1 2 3.20% 147.01% 1.03€-01 7
28/FeviDl 2 2.96% 146.34% 1.33E-01 7
02/Mar 1 2 287% 146.35% 1.86E-01 7
06/Mar/01 2 2.96% 146.96% 1.88E-01 7
07/Mar01 2 3.21% 147.07% 1.68E-01 7
12/Mar01 4 B8.84% 150.00% 4.98E+00 7
13/Mar01 6 534% 150.00% 5.31E+00 8
14/Mar01 4 5.46% 144 66% 1.80E-01 7
15/Mari01 4 2.14% 147.51% 1.09E+00 13
16/Mar/01 5 12.08% 150.00% 1.96E+00 g
20/Mar/01 5 14 73% 150.00% 2.30E+00 7
21/Mar01 5 582% 10.00% 2.27e-01 9
22/Mar1 7 0.82% 149.46% 5.83E-01 5
23/Mar01 5 16.22% 134.46% 7.18€-02 6
26/Mar/01 4 11.60% 10.00% 1.31E-02 9
27/Mar1 4 9.16% 140 84% 9.98E-03 10
28/Mar/f01 4 34.77% 150.00% 2.65E+00 6
29/Mar/01 5 21.27% 130.00% 9.84E-01 7
30/Mar/01 3 43.13% 150.00% 5.81E-01 6
02/Abr/01 4 21.12% 131.04% 2.16E-02 7
03/Abr/01 2 15.14% 134.86% 2.00E-04 8
04/Abr/01 4 8.20% 141.60% 2.11E-02 5
05/Abr/01 4 54.75% 150.00% 3.12E+00 8
06/Abr/01 5 56.97% 150.00% 5 54E+00 7
09/Abr/01 3 13.01% 138.36% 8.67E-03 6
10/Abr/01 4 25.81% 150.00% 1.10E+00 7
12/Abri01 4 9.35% 140.64% 1.53E-03 7
18/Abr/01 3 27.83% 150.00% 1.49E+00 6
20/Abr/01 3 2227% 127.64% 7.69E+00 8
23/Abr/01 2 15.95% 133.92% 132E-04 7
24/Abri01 3 29.91% 150.00% 1.33E-01 6
26/Abr/01 4 37.88% 150.00% 1.07E+00 6
271Abr/01 3 2.02% 147 98% 5.04E-01 5
30/Abr/01 2 0.10% 149.80% 6.80E-02 5
02/Maiv01 5 16.60% 150.00% 1 09E-01 7
04/Mai/01 3 10.84% 10.00% 7.22E-03 9
07/Mai/01 4 2.02% 148.43% 1.16E-01 8
08/Mav01 6 10.15% 10.00% 5.03E-G1 14
09/Mav01 3 12.83% 150.00% 3.32E-02 8
10/Mai/01 5 20.79% 150.00% 2.11E+00 7
11/Maif01 8 20.52% 150.00% 2.78E+00 8
14/Mav01 6 20.62% 150.00% 9.28E-01 7
15/Mai/01 5 13.85% 138.17% 1.75E-02 8
16/Mai/01 7 22.53% 150.00% 2.04E+00 7
17/Mai01 7 23.10% 150.00% 3.82E+00 8
18/Mai/01 5 2281% 150.00% 4.57E+00 8
21/Mavo1 2 5.07% 144.93% 4.63E-08 8
22/Maif01 8 24.07% 150.00% 5 24E+00 8
23/Mailot 3 0.03% 149.97% 6.56E-01 ]
24/Mai/01 3 22.68% 10.00% 1.25E+00 7
25/Mai/01 2 1.90% 148.10% 4.82E-01 6
28/Mav01 7 19.14% 10.00% 1 34E+00 8
29/Maifo1 10 25.96% 150.00% 9 02E+00 7
30/Mav/01 4 11.41% 10.00% 3.12E-01 7
31/Mai/01 4 20.29% 10.00% 8.88E-01 9
01/Jun/01 2 13.76% 146 34% 4.39E-03 7
04/Jun/01 4 22.24% 10.21% 1.17E+00 18
05/Jun/01 5 24.53% 150.00% 3.66E+00 ]
06/Jun/01 5 31.81% 150.00% 1.35E+00 7
07/un/01 2 28.15% 150.00% 1.38E+00 7
08/Jun/01 2 34.22% 150.00% 5.71E+00 7
12un/01 2 3577% 108.39% 4.12E-03 7
18/Jun/01 4 27.7%% 2285% 4.93E-01 18

Figura A.8: Continuacao
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Data N* de Volatilidade (o) Reversdo a
observacdes
20/un/01 3 2302% 150.00%
21/Jun/ot 3 27 30% 150.00%
22/Junfot 3 34 58% 150.00%
26/Jun/01 S 29.90% 150.00%
271Juni01 & 32.99% 150.00%
04/Jul01 2 3241% 150.00%
05/Jul01 2 31.52% 150.00%
06/JulD1 3 31.34% 150.00%
10/Julot 2 30.77% 150.00%
11/Jul01 4 31.16% 150 00%
12/Jul01 2 32.11% 150.00%
13Mul01 3 14.52% 135.54%
16/Jul01 2 37.43% 150.00%
171ul01 2 12.56% 137.38%
18/1JulD1 4 43.96% 150.00%
20/JuIt 4 19.10% 149 35%
231ulol ] 18.21% 143 54%
24/ulot 2 53.56% 150.00%
25/Julot 4 18.76% 130.68%
26/Jul1 4 17.26% 133.02%
271uiRt 3 22.14% 127.85%
30/Julo 4 65.54% 150.00%
31ult 4 24.15% 132.20%
01/Agof1 2 26.28% 122.91%
03/Ago/t 3 28.68% 121.03%
06/Ago01 3 20.38% 129.27%
07/1AgaD1 4 27.42% 125.18%
08/Agot 5 21.93% 127.71%
10/Ago/01 5 15.75% 150.00%
13/Ago01 2 12.10% 137.91%
14/Ago01 3 24.49% 125.92%
15/Agof01 5 26.45% 150.00%
16/Ago/01 2 16.81% 134.00%
17/Ago01 4 20.73% 12891%
20/Ago01 4 23.08% 150.00%
21/Agot 3 6.75% 10.94%
22/Age0t 6 24.30% 150.00%
24/Agof01 7 26.45% 150.00%
27/Ago1 8 18.28% 150.00%
28/Ago1 8 26.80% 150.00%
29/Ago/1 7 12.61% 150.00%
30/Ago1 8 20.77% 150.00%
31/Ago01 5 23.62% 150.00%
03/Set/01 3 12.77% 137.18%
04/Set/01 8 25.61% 150.00%
05/Set/01 4 14.18% 135.76%
06/Set/01 3 12.05% 137.98%
10/Set/01 2 14 .68% 136.87%
12/Set/01 3 13.36% 136.67%
14/Set/01 5 18.45% 150.00%
17/Set/01 8 48.62% 150.00%
18/Set/01 8 62.96% 150.00%
19/Set/01 2 9.16% 140.84%
20/Sev/01 4 12.17% 137.80%
21/Set/01 9 21.02% 150.00%
24/Sev/01 5 22.34% 150.00%
25/Sev01 7 17.88% 150.00%
26/Set/01 5 13.00% 136.89%
28/Set/01 7 21.63% 150.00%
01/0uv/01 2 12.44% 137.89%
02/0uv/01 3 14.06% 135.88%
03/0ut/01 6 23.95% 150.00%
04/0ut/01 4 12.32% 10.00%
05/0ut/01 4 12.27% 17.80%
08/0ut/01 3 13.89% 136.73%
09/0u/01 6 30.67% 150.00%
10/0ut/01 6 14.90% 150.00%
11/0uv01 3 13.57% 136.17%
15/0ut/01 7 38.31% 150.00%
16/0ut/01 5 1481% 135.81%
17/0ut/01 5 1561% 150.00%
18/0ut/01 5 16.30% 135.22%
18/0ut/01 5 15.55% 150.00%
22/0uv01 8 10.78% 10.00%
23/0ut/01 8 15.11% 150.00%
24/0uv01 3 15.57% 134.38%
25/0uv01 & 20.00% 150.00%
26/0uv01 5 12.36% 150.00%
29/0u01 4 13.50% 150.00%
30/0ut/01 8 11.66% 103.48%
31/0ut/01 8 13.00% 150.00%

Residuos a0

2.98€-01
7 18E-01
1.75E+00
8.33E+00
6.90E+00
1.66E-01
4.59€-02
5 06€-02
7 75E-02
2.92E-01
7.38E-02
2.00E-02
551E-03
1.47E-03
1 30E+00
3.56E+00
3.32E+00
5.54E-01
5.80E+00
4.55E-02
1.20E-01
3.40E+00
5.88E-01
3.88E-02
7 89E-02
6.09E-02
5.84E-01
8 29€-01
5 48E-01
4.80E-01
2.78€-01
8.46E-01
2.28E-01
1 03E+00
7.87E-01
8.52E-03
2.13E+00
3.56E+00
2. 23400
6.26E+00
2.85E-01
2.4SE+00
1.89E+00
8.31E-02
4.99E+00
1.72E-01
5.28E-02
1.24E-02
4.25E-04
2.32E-01
1.52E+01
1.326+01
1.92E-02
2.56E-01
2.34E+00
4 87E-01
2.84E+00
9.14E-01
5.66E+00
1.85E-02
9.51E-02
4.24E+00
6 58E-02
1 84E-02
4.38E-02
4 31E+00
3.21E-01
4.84E-02
B.49E+00
1.926-01
2. 44E-01
137E+00
3.14E-01
3.44E-01
1.02E+00
6.27€-01
2.68E+00
3.34E-01
4.36E-01
4.47E-02
1.10E+00

Figura A.9: Continuacio
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Data N° de Volatilidade (5) R
observacdes
01/Nov/01 3 18.38% 129.44%
05MNovi01 5 12.39% 137.51%
06/MNovi01 8 14.44% 150.00%
07Mov/01 7 12.61% 137.84%
08/Nov/01 5 14.19% 150.00%
08/MNov/01 7 18.52% 150.00%
12MNovio1 4 11.03% 150.00%
13Mov/01 8 20.34% 150.00%
14/Novi0t 8 21.68% 150.00%
16/Mov/01 3 2247% 128.06%
18/MNov/01 9 16.74% 150.00%
20/MNov/0t 10 21.74% 150.00%
21/Novi01 8 12.95% 150.00%
22/MNoviot 4 14.81% 150.00%
23/Noviot 4 15.85% 150.00%
26/MNov/01 7 26.84% 150.00%
27MNov01 9 19.57% 150.00%
28/Novi01 9 28.22% 150.00%
28/MNovio1 6 11.85% 150.00%
30/MNovi01 9 14.69% 150.00%
03/Dez/01 8 15.68% 150.00%
04/De2/01 6 18.33% 150.00%
05/Dez01 6 10.61% 150.00%
06/Dez01 4 8.15% 142.11%
07/Dez/01 2 38.19% 117.00%
10/De2/01 4 13.42% 134.18%
11/Dez1 7 10.42% 150.00%
12/Dez01 8 11.96% 150.00%
13/Dez/01 3 6.92% 144.14%
14/De2/01 5 8.58% 150.00%
17/D22/01 8 12.19% 150.00%
18/Dez/01 7 9.61% 150.00%
19/Dez/01 8 11.99% 143.15%
20/Dez1 5 8.21% B6.21%
21/Dez01 6 11.97% 150.00%
26/Cez01 5 1231% 137.73%
27/Dez/01 8 1183% 138.03%
28/De2/01 2 1143% 134.00%

Figura A.10:

4.96E-01
4.25E-01
1.71E+00
9.16E-01
1.53E+00
3.97€+00
7 .45E-01
9.09E+00
4.95E+00
7 S8E-01
5.00E+00
1.15E+01
1.80E+00
2.43E+00
1.53E+00
1.20E+01
1.75E+01
1.15E+01
1.18E+00
1.29E+01
8.95E+00
4.14E+00
1.35E+00
2.38E-01
1.23E+00
1.51E+00
2.95E+00
2.54E+00
7.76€-02
5.47E-01
7.47E+00
7.01E-01
2.11E+00
5.60E-01
1.37E+00
8.06E-01
2.30E+00
5.97E-01

Continuacao

média (a) quadrado
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Apéndice B

Resultados da calibragao variando a fung a0 objetivo e o critério de

ponderacgao



Calibragado das opgdes de IDI ao modelo Hull-White

Parametros
Amostra: CalibracZo Didria. apenas mais de 1 cbs. por dia é vélido
Amostra: 1.380 cbs
Fitro: nenhum
Peso: moneyness
Fungo Objetivo: w * [ log(mercadot1) - log(modelo+1) |
Algonitmo: Large scale ON - Gauss Newton
Chute Inicial: 50% e 100% (sigma e a)
restngdo infericr: 0.001% e 10% (sigmaea)
restricdo superiar 500% e 150%  (sigma e a)
Data N° de Volatilidade (s) Reversioa Residuos ao Iteragoes
———cbservacbes _____ média(@  ouadrado
Média 4 14.598% 129.575% 1.94E-01 7
Deswvio-padrdo 2 11.336% 42.054% 9.04E-01 3
Min 2 0.031% 10.000% 1.35E-11 1
Qt 3 6.614% 136.045% 1.35€-02 6
Mediana 4 11.801% 149.945% 5.01€-02 6
Q3 5 20.333% 150.000% 1.46E-01 7
Max 10 65.326% 150.000% 1.38E+01 39

Figura B.1: Calibracao com a equagao (6.2) e moneyness

Calibragéo das opgdes de IDI ao modelo Hull-White

Parametros
Amostra: Calibraco Didria, apenas mais de 1 cbs. por da € valido
Amostra: 1.390 cbs.
Filtro: nenhum
Peso: vega + 1
Func&o Objetivo: w * [ log(mercado+1) - log(modelo+1) |
Algoritmo: Large scale ON - Gauss Newton
Chute Inicial: 50% e 100% (sigma e a)
restricdoinferior: 0.001% e 10%  (sigma e a)
restricdo superiar: 500% e 150%  (sigma e a)
Data N° de Volatilidade (c) Reversdoa Residuos ao Iteragoes
= observacdes __ médiaa)  oquadrado
Meédia 4 8.311% 119.573% 9.78E-02 8
Desvio-padrio 2 7.155% 51.001% 8.86E-01 4
Min 2 0.113% 10.000% 5.92€-07 1
Qt 3 3.672% 128.680% 1.59€-03 6
Mediana 4 5.820% 144.430% 5.86E-03 7
ox] 5 10.477% 149.380% 2.21E-02 8
Max 10 50.000% 150.000% 1.37E+01 66

Figura B.2: Calibracao com a equacio (6.2) e (vega +1)
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Calibragdo das opgdes de IDI ao modelo Hull-White

Parametros
Amostra: Calibrago Diaria, apenas mais de 1 cbs. per da & valido
Amostra: 1.390 obs.
Filtro: nenhum
Peso: “w,"
Fung&o Objetivo: w * [ log(mercadot 1) - log(modelot1) I
Algoritmo: Large scale ON - Gauss Newton
Chute Inicial: 50% e 100% (sigmaea)
restriigo inferior: 0.001% e 10% (sigma e a)
restric3o superior: 500% e 150%  (sigma e a)
Data N° de Volatilidade () Reversioa Residuos ao Iteragdes
“
Média 4 9.543% 121.201% 1.10E-01 7
Desvio-padrao 2 7.885% 49573% 9.31E-01 2
Min 2 0.074% 10.000% 1.16E-14 1
Qt 3 4 .070% 130.368% 1.78E-03 6
Mediana 4 7.793% 145.140% 8.95E-03 7
Q3 5 12224% 150.000% 2.93E-02 8
Max 10 50.000% 150.000% 1.46E+01 19

Figura B.3: Calibracao com a equagio (6.2) e “ws3"

Calibragao das opgdes de IDI ao modelo Hull-White

Parametros
Amoslra: Calibracao Diaria, apenas mais de 1 cbs. por dia é valido
Amostra: 1.390 obs.
Filtro: nenhum
Peso: nenhum
Funcdo Objetivo. 1/ log(mercado+1) * [ log{mercadot 1) - log(modelo+1) I
Algontmo: Large scale ON - Gauss Newion
Chute Inicial: 50% e 100% (sigma e a)
restricdoinferior: 0.001% e 10% (sigma e a)
restric3o superior: 500% € 150%  (sigma e a)
Data N° de Volatilidade () Reversioa Residuos ao Iteragoes
observacdes média(a) _ guadrado
Média 4 16.883% 130.686% 3.27€-01 7
Desvio-padrao 2 13.984% 41.279% 6.42E-01 2
Min 2 0.041% 10.000% 3.78E-12 t
Q1 3 7.209% 137.310% 4 79E-03 6
Mediana 4 12.480% 150.000% 3.61E-02 6
Q3 5 23.027% 150.000% 2.31E-01 7
Max 10 81.433% 150.000% 3.91E+00 25

Figura B.4: Calibracao com a equagao (6.3) e sem ponderacao
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Calibragdo das opgdes ' L} w0 modelo Hull-White

Parametros
Amostra: Calibragio Didria, apenas mais de 1 cbs. per da & valido
Amostra: 1.390 obs.
Filtro: nenhum
Peso: moneyness
FuncZo Objetivo: w/ log{mercador1) * [ log(mercadot 1) - logimodelo+1) |*
Algaritmo: Large scale ON - Gauss Newton
Chute Inicial: 50% e 100% (sigma e a)
restricBo infencr: 0.001% e 10%  (sigma e a)
restricdo supenar: 500% e 150%  (siogma e a)
Data N° de Volatilidade (a) doa Residuos ao Iteragd
=——obsevaches  médialal _ oguadrado
Média 4 16.680% 130.940% 1.84E-02 6
Desvio-padrao 2 13.528% 40.780% 5.02E-02 2
Min 2 0.041% 10.000% 9.70E-13 1
Qt 3 T.207% 137.3386% 4 98E-04 5
Mediana 4 12.507% 149.970% 2.46E-03 3
Qa3 5 22915% 150.000% 1.266-02 8
Max 10 78.357% 150.000% 5.00E-01 22

Figura B.5: Calibracéo com a equacéo (6.3) e moneyness

Calibragio das opgdes de IDI ao modelo Hull-White

Parametros
Amostra: Calibragao Diaria, apenas mais de 1 cbs. por da é valido
Amostra: 1.390 obs.
Fiktro: nenhum
Peso: vega + 1
Funcgo Objetivo: w/ log{mercado+1) * | log(mercadot 1) - logimadelo+1) |*
Algontmo: Large scale ON - Gauss Newton
Chute Inicial: 50% e 100% (sigma e a)
restricioinfencar: 0.001% e 10% (sigma e a)
restricdo superior: 500% e 150%  (sigma e a)

Data N° de Volatilidade (o) Reversioa Residuos ao Iteragoes
“QMMMM_@‘
—_—— e Mmedialal quadrado

Média 4 8.425% 121.120% 5.23E-03 6
Desvio-padréo 2 7.155% 48.427% 3.78E-02 2
Min 2 0.107% 10.000% 5.40E-08 1

Qi 3 3.72%% 131.005% 6.14E-05 5

Mediana 4 6.907% 143.450% 2.41E-04 &

Q3 5 10.723% 147.943% S 17E-04 7

Max 10 50.000% 150.000% 5.00E-01 16

Figura B.6: Calibracao com a equacao (6.3) e (vega +1)



Calibragédo das opgoes de IDI ac modelo Hull-White

Parametros
Amocstra: Calibraco Didria. apenas mais de 1 cbs. por da é valido
Amostra: 1.390 cbs.
Filtro: nenhum
Peso: “wy"
Funcso Objetivo: W/ log{mercadot1) * [ log(mercadot 1) - logimadelot1) |
Algaitmo: Large scale ON - Gauss Newton
Chute Inicial: 50% & 100% (sigma e a)
restncdoinfenar: 0.001% e 10% (sigma e a)
restnicdo superior 500% e 150%  (sioma e a)
Data N° de Volatilidade (c) Reversioa Residuos ao Iteragoes
%
Média 4 9.96%% 123.430% 5.71E-03 6
Desvio-padrao 2 8.438% 47 317% 3.77E-02 2
Min 2 0.062% 10.000% 5.16E-10 1
Q1 3 4.347% 133.878% 7 30€E-05 5
Mediana 4 8.105% 145.120% 4.61E-04 6
Q3 5 12.443% 149.980% 1.49E-03 7
Max 10 50.478% 150 000% 5.02E-01 19

Figura B.7: Calibracao com a equacao (6.3) e “ws”

Calibragdo das opgdes de ID] ao modelo Hull-White

Parametros
Amostra: Calfibracao Diaria. apenas mais de 1 cbs. por da é valido
Amaostra: 1.390 obs.
Filtro: nenhum
Peso: nenhum
Funcdo Cbjetivo: | (log(mercado+1) - logtmodeto+1)) / log(mercado+1) |
Algonitme: Large scale ON - Gauss Newten
Chute Inicial: 50% e 100% (sigma e a)
restricdoinferior: 0.001% & 10% (sigma e a)
restricio superiar: 500% e 150%  (sigma e a)
Data N° de Volatilidade (o) Reversioa Residuos ao Iteragdes
observacoes médiala) __ guadrado
Média 4 16.883% 130.686% 3.27E-01 7
Desvio-padrdo 2 13.984% 41279% 6.42E-01 2
Min 2 0041% 10.000% 378E-12 1
at 3 7.208% 137.310% 4 79E-03 6
Mediana 4 12.480% 150.000% 361E-02 6
Q3 5 23.027% 150.000% 231E-01 7
Max 10 81.433% 150.000% 3.91E+00 25

Figura B.8: Calibragéo com a equacio (6.4) e sem ponderacao
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Calibragéo das opgoes de IDI ao modelo Hull-White

Parametros
Amostra: Calibracao Didria, apenas mais de 1 cbs. por dia é vilido
Amostra: 1.390 cbs.
Filtro: nenhum
Peso. moneyness
Fungao Objetivo: w * [ (log{mercadot 1) - log{modelot 1)) / log(mercadot 1) I
Algantmo: Large scale ON - Gauss Newton
Chute Inicial: 50% e 100% (sigma e a)
restricdoinferior: 0.001% e 10% (sigma e a)
restric3o superiar: 500% e 150%  (sigma e a)
Data N° de Volatilidade (o) doa Resi ao I ¢o
=0 Obsevacdes ___ médiatal _ auadrado
Média 4 16.680% 130.896% 1.94E-02 6
Desvio-pacrdo 2 13.530% 40.780% 5.02E-02 2
Min 2 0.041% 10.000% 9.51E-13 1
Q1 3 7.207% 137.128% 4 88E-04 5
Mediana 4 12.507% 148.975% 2.46E-03 6
Q3 5 22.920% 150.000% 1.26E-02 6
Max 10 78.356% 150.000% 5.00E-01 22

Figura B.9: Calibracio com a equacéo (6.4) e moneyness

Calibragao das opgdes de IDI ao modelo Hull-White

Parametros
Amostra: Cafibragdo Digria, apenas mais de 1 cbs. por da é valido
Amostra: 1.390 obs.
Filtro: nenhum
Peso: vega + 1
Funcao Objetivo: w * [ (log(mercadot 1) - logimodelo+1)) /logimercado+ 1) il
Algoritmo: Large scale ON - Gauss Newton
Chute Inicial: 50% e 100%  (siomaea)
restricdoinferior: 0.001% e 10% (sigma e a)
restrig8o superior: 500% € 150%  (sigma e a)
Data N° de Volatilidade (o) Reversdoa Residuos ao Iteragoes
“
Média 4 8.425% 121.035% 5.23E-03 6
Desvio-padrao 2 7.155% 48373% 3.78E-02 2
Min 2 0.107% 10.000% 5.40E-08 1
Q1 3 3.710% 132.348% 6.14E-05 5
Mediana 4 6.907% 143.240% 2.41E-04 6
Q3 5 10.726% 147.810% 9.17E-04 7
Max 10 50.000% 150.000% 5.00E-01 16

Figura B.10: Calibragao com a equacao (6.4) e (vega + 1)



Calibragéo das opgdes de IDI ao modelo Hull-White

Parametros
Amostra: CalibragZo Didria, apenas mais de 1 cbs. per dia e valido
Amostra: 1.390 obs.
Fittro: nenhum
Peso. “w,"
Fungéo Objetivo; w * [ (I 1) - log( 1)) /leg( 1) [
Algaritmo: Large scale ON - Gauss Neaton
Chute Inicial: 50% e 100% (siama e a)
restricdo inferior: 0.001% e 10% (sigma e a)
restric@o supericr: 500% e 150%  (sigma e a)
Data N° de Volatilidade (5) Reversaoa Residuos ao Iteragoes
obseryacdes médiafal _ guadiado
Média 4 9.965% 123.123% 5.71E-03 6
Desvio-padrdo 2 8.438% 47637% 3.77E-02 2
Min 2 0.062% 10.000% 5.16E-10 1
Q1 3 4.345% 134.203% 7.30E-05 5
Mediana 4 8.105% 145.060% 461E-04 6
Q3 5 12.443% 149.973% 1 49E-03 7
Max 10 50.478% 150.000% 5.02E-01 21

Figura B.11: Calibragao com a equacao (6.4) e “ws”
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Apéndice C

Resultados da calibragao com critério de ponderacao e filtragem dos

dados
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Calibragdo das opgdes de IDI ao modelo Hull-White

Parametros
Amostra: Calibragdo Disria, apenas mais de 1 cbs. par dia é valido
Amocstra: 812 abs.
Filtro: < 100%
Peso: vega + 1
Func#o Objetivo: w * [(log{mercado+1) - log{modelo+ 1)) / log(mercado+1) |
Algaritmo: Large scale ON - Gauss Newton

Chute Inicial: 50% € 100%  (sigma e a)
restricio inferior: 0.001% e 10% (sigma e a)
restric@o superior: 500% e 150% (sigma e a)

Data N° de Volatilidade (5) Reversaoa Residuosao  lleracd

Média 2 6.478% 99.978% 9.44E-04 5
Desvio-padréio 2 3347% 51.544% 2.01E-03 2
Min 0 1.335% 10.000% 7A7E-07 2

[o}] 0 3413% 67.284% 7.92€-05 4

Mediana 2 5937% 122035% 2.94E-04 5

Q3 3 9.245% 141.713% 8.94E-04 6

Max 6 14 853% 150.000% 2.226-02 13

Figura C.1: Calibragio com a equa céo (6.4), (vega + 1) e filtro de 100%

Calibragdo das opgdes de IDI ao modelo Hull-White

Parametros
Amostra: Calibracio Diaria, apenas mais de 1 cbs. por dia € vélido
Amostra: 812 obs.
Filtro: <= 100%
Peso: "w-*
Funcéo Objetivo: w * [(!og(mercado+1) - log(modeio* 1)) / log(mercado+1) |
Algaritmo: Large scale ON - Gauss Newton
Chute Inicial: 50% e 100% (sigma e a)
restricao inferior: 0.001% e 10% (sigma e a)
restricdo superior: 500% € 150%  (sigma e a)
Data N° de Volatifidade (o) R aoa Resit ao |t
—observacdes médiala) _guadiado
Média 2 6.879% 101.594% B.74E-04 5
Desvio-padrio 2 3.785% 51.105% 2.06E-03 1
Min 0 1.191% 10.000% 5.08E-08 3
Qt 0 3.299% 67.002% 5.33E-05 4
Mediana 2 6.301% 123.455% 3.09E-04 5
Q3 3 9.632% 149.970% 8.33E-04 [
Max 6 16.403% 150.000% 1.89E-02 12

Figura C.2: Calibracio com a equa cio (6.4), “ws™ e filtro de 100%



Calibragdo das opgdes de IDI ao modelo Hull-White

Parametros
Amostra: Calibrag3o Didria, apenas mars de 1 obs. por dia é valido
Amostra: 723 cbs.
Filtro: <=50%
Peso: vega + 1
Fungo Objetivo: w * [(log( - 1)) / log( 0
Algontmo: Large scale ON - Gauss Newton

Chute Inicial: 8% e 100% (sigma e a)

restrigdo inferior: 0.001% e 10% (sigma e a)

restrigdo supenor: 20% e 150% (sigma e a)
Média 2 6.536% 97.615% 1.02E-03 5
Desvio-padrio 2 3.468% 50.383% 2.28E-03 2
Min 0 1.335% 10.000% 1.21E-09 2
Q1 0 3418% 86.511% 7.88E-05 4
Mediana 2 5.973% 116.790% 2.72E-04 5
Q3 3 9.068% 136.860% 8.77E-04 6
Max 6 19.415% 150.000% 2.22E-02 13

Data N° de observagdes Volatilidade () R a ao  lteragd

13/JanA0 2 9.92% 10.00% 6.73E-05 9
14/Jan0 3 5.94% 112.28% 4.19E-04 4
19/Jan/00 2 567% 111.07% 3.20E-04 4
20/Jan/00 3 6.46% 10.80% 5.32E-04 4
28/Jan/00 2 6.20% 10.00% 244E-04 8
08/FevD0 3 479% 10.00% 1.00E-02 5
17/Fevi00 2 1.33% 141.84% 2.22€-02 12
18/Fev/00 2 1.70% 139.46% 1.74E-02 1"
23/Fev/00 2 5.75% 114.22% 2.00E-04 4
24/FeviO0 2 487% 119.58% 9.22E-05 4
25/Fev/00 2 5.60% 115.04% 1.48E-04 4
28/FeviO0 3 17.66% 23.62% 716E-05 7
15/Mar/00 4 3.34% 10.03% 9.50E-05 8
16/Mar/00 3 3.39% 10.00% 3.40E-04 7
17/Mar/00 3 3.31% 10.00% 3.13E-04 7
23/Mar/00 2 4.12% 150.00% 8.74E-05 6
31/Mar00 2 381% 10.00% 6.34E-03 7
03/Abr/00 2 3.86% 10.00% 5.55E-03 7
05/Abr/00 3 3.32% 10.00% 4.18E-03 6
06/Abr/00 3 347% 10.00% 7.31€-03 9
07/Abri00 4 373% 1C.00% 2.98E-03 6
13/Abr/00 3 4.59% 10.00% 1.25€-03 8
14/Abr/CO 3 8.04% 10.00% 2.08E-04 4
17/Abe/00 2 394% 122.77% 4 81E-04 5
18/Abr/00 3 5.67% 10.03% 2.84E-05 7
20/Abr/00 3 5.78% 10.02% 4.22E-05 7
24/Abr/00 3 5.50% 10.10% 7.83E-05 8
26/Abri00 3 6.70% 150.00% 3.86E-05 5
28/Abri00 3 7.04% 150.00% 1.41E-05 6
02/Mai/00 3 7.20% 147.47% 7.61E-06 5
05/Mai00 3 8.00% 147.95% 3.58E-06 4
09/Mai/00 3 7.01% 150.00% 7.91E-05 5
10/Mail00 3 754% 150.00% 5.83E-05 5
17/Mai/00 3 748% 150.00% 2.82E-05 5
18/Mai/00 3 6.84% 150.00% 3.89E-05 5
19/Mai/00 3 7.18% 150.00% 2.87E-05 5
134Jun/00 2 747% 103.30% 2.06E-05 3
15/Jun/00 2 3.19% 129.53% 4.35€-04 5
14/Jul00 5 4.55% 131.88% 1.30E-04 4
20/3ul00 2 8.48% 113.90% 3.33E-04 4
2713ul00 2 491% 119.34% 7.95E-05 4
311ulm0 2 5.271% 117.08% 6.94E-05 4
01/Ago/00 2 3.26% 131.88% 3.20E-04 5
08/Ago0 2 3.90% 130.58% 2.40E-04 6
10/Ago/00 2 341% 126.19% 2.88E-04 7
18/Ago/00 2 351% 125.01% 5.19E-04 5
21/Ago00 2 2.60% 134.95% 2.67€-03 5
24/Ag0/00 2 3.28% 139.62% B.57E-04 8
25/Ago/00 2 3.38% 133.20% 721E-4 8
28/Ago/00 2 3.20% 132.20% B.57E-04 5
29/Ago/00 2 3.66% 123.32% B.76E-04 5
31/AgoR0 3 3.37% 10.00% 1.05E-04 8
04/Set/00 3 3.56% 10.07% 1.27E-04 7
12/Set/00 3 3.60% 37.31% 1.63E-04 6
28/Set/00 2 3.69% 127.03% 5.50€-03 4
24/0ut00 2 3.28% 128.83% 1.84E-03 5
25/0uti0 4 357% 10.01% 2.02E-04 5
26/0ut/00 2 3.77% 128.14% 7 29E-04 5
27/10u00 2 4.56% 121.31% 6.95E-04 4

Figura C.3: Calibragdo com a equa cio (6.4), (vega + 1) e filtro de 50%
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Data N° de observagdes Volatifidade (a) a0 ag
MI [Il Qﬂm
30/0u00 2 436% 12261% 8.35E6-04 ]
01/Novi00 2 5.86% 113.40% 4.046-04 3
06MNaovi00 2 5.49% 119.89% ALX ", 4
07Mavin0 2 5.17% 118.35% 4.09E-04 4
08/Nov/00 2 483% 116.50% 8.17E-04 4
09/NGV/00 2 771% 101.78% 1.756-04 2
10/Nov/00 3 496% 149.08% 3.10E-04 5
13/Navio0 2 939% 89.22% 2.39E-04 4
14/Nav/00 3 461% 121.46% 8.55E-08 4
17MNovioo 3 6.01% 10.00% 1.45E-04 4
20/Novioo 2 593% 10.01% 1.87€-04 5
21/Novio0 3 6.53% 136.86% 1.21E-05 5
22/Nov/00 3 5.54% 119.27% 3.40E-05 4
23MNovi00 2 5.15% 20.90% 1.02E-05 5
28/Novio0 4 8.66% 150.00% 5.14E-04 4
29/Nov/00 3 8.02% 150.00% 1.20E-04 4
30Movi00 3 8.74% 150.00% 6.236-04 5
01/De2/00 3 9.32% 150.00% 6.88E-04 5
04/De2/00 3 8.64% 150.00% 8.43E-04 4
05/Dez/00 2 6.78% 10.13% 2.726-08 8
06/Dez/00 3 6.66% 150.00% 2.126-03 5
08/De2/00 2 659% 150.00% 2.85E-05 [
11/Dez00 2 476% 120.28% 1.08€-03 4
12/Dez/00 3 407% 145.05% 2.96E-03 5
15/Dez/00 4 3.93% 130.37% 4.236-03 5
18/Dez/00 2 3.69% 127.33% 234E-03 4
19/Dez/00 2 2.77% 132.56% 6.79E-03 6
20/Dez/00 2 2.87% 132.21% 8.36E-03 5
21/Dez/00 2 3.22% 120.79% 5.77E-03 5
22/Dez/00 3 298% 131.41% 1.91E-03 5
27/Dez/00 2 386% 131.74% 6.56E-04 5
03/Jan01 2 4.04% 124.67% 7.60E-04 4
04/Jan/01 4 371% 10.00% 8.65E-04 7
05/Jan01 5 354% 10.00% 7.76E-04 7
10/Jan/01 2 3.40% 150.00% 1.48E-08 6
11/Jan/01 4 326% 8262% 1.47E-04 6
12/Jan@1 4 328% 149.91% 1.276-04 [
15/Jan/01 3 3.42% 150.00% 5.76E-05 &
16/Jan/01 2 335% 129.17% 1.23E-04 5
171an01 3 297% 130.68% 6.47E-04 5
18/Jan1 4 245% 134.92% 1.20€-03 5
19/an01 3 274% 150.00% 6.36E-04 5
22/3an01 4 259% 133.70% 1.16E-03 5
23an1 4 266% 132.84% 1.46E-03 5
241Jan/1 3 248% 134.40% 291E-03 5
26/Jan01 3 256% 134.01% 3.08E-03 4
20/Jan1 3 259% 133.97% 4.70E-03 4
30/an/01 5 2.30% 150.L0% 2.39E-03 5
311an01 5 2.08% 137.12% 2.336-03 5
01/Fev1 5 1.94% 137.28% 5.386-03 5
0S/FeviDt 4 2.00% 136.91% 288E-03 4
06/Fevi0t 5 237% 135.15% 234E-03 4
07/Fevi0l 5 271% 133.06% 1.09E-03 4
0&/Fevi01 3 212% 136.86% 1.39E-03 5
0o/FeviDt 4 251% 133.34% 1.76E-03 5
12Fevi0t 3 1.95% 137.92% 2.09E-03 5
1YFen1 4 217% 136.48% 1.136-03 5
14/Fevio1 3 224% 136.34% 1.58E-03 5
15/Fevi1 4 2.36% 135.22% 1.81E-03 5
16/Fevi0t 5 240% 139.06% 9.61E-04 5
19/Fev0l 5 253% 138.17% 8.99E-04 5
21/Fevid1 3 249% 134.61% 258E-04 5
22/Fevi1 3 335% 120.08% 1,036-03 4
23/Fevi0t 2 277% 132.67% 1.18E6-03 5
28/FeviDt 2 251% 134.05% 1.59€-03 5
02/Mar/1 2 238% 134.77% 2.65€-03 5
06/Mar/01 2 230% 134.57% 2.62E-03 5
07/Mari1 2 258% 133.19% 2.07E-03 5
12Mari01 3 254% 133.28% 3.20€-03 4
13/Mar/01 5 253% 150.00% 221E-03 5
14/Marf 4 3.95% 12531% 201E-04 4
15/Mar/01 4 1.93% 139.91% 291E-03 9
16/Mari01 4 10.74% 51.87% 7.32E-06 4
20Mar1 3 7.25% 104.69% 8.33E-06 3
21/Mart 3 7.62% 44.09% 2.75E-05 2
27/Mar 2 851% 96.21% 5.44E-05 2
28/Mar01 2 6.84% 107.27% 9.52E-05 3
09/Abr/O1 2 12.19% 68.63% 5.57E-05 4
10/Abe/01 2 10.54% B1.26% 1.69E-04 4
02/Maiv01 2 12.79% 84.07% 1.22E-05 5
08/Mai/01 2 11.91% 119.38% 1.21E-09 8

Figura C.4: Continuacio
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Data N°de observacdes Voltilidade (5) Reversiod  Residuos a0  Meragdes
MI ‘il ﬂﬂm
14/MaV01 2 12.03% 69.78% 5.66E-05 5
15/Mai/01 2 12.46% 66.53% 9.80E-05 5
18/Mai/01 3 13.18% 149.90% 1.08€-05 6
17/Mai01 3 9.30% 11.15% 3.12E-04 5
18/Mai/01 2 9.77% 10.02% 7.036-04 8
22/Maiv01 2 9.37% 89.93% 2.78E-04 4
28/Maif01 2 4.96% 145.72% 4.81E-04 13
29/Maif01 3 8.66% 10.00% 1.05E-03 4
04/Jun/01 2 3.74% 124.54% 1.14E-03 8
06/Ago/01 2 19.42% 14.39% 1.85€-04 8
10/Ago1 2 11.08% 68.99% 1.52E-09 4
15/Ago/01 2 8.70% 94.75% 2.38E-05 3
20/Ago01 2 10.79% 78.96% 1.70£-05 4
21/Ago01 2 7.34% 104.11% 3.87E-05 2
22/AgoN1 3 11.13% 105.15% 9.30€-08 4
24/Ago1 5 12.75% 150.00% 3.08E-05 5
27/Agomn 5 8.56% 150.00% 1.93€-04 3
28/Ago/1 4 8.60% 14.34% 2.87E-05 5
20/AgoR1 4 8.60% 35.63% 1.19E-04 3
30/Ago1 4 11.10% 10.00% 1.72E-04 8
31/Ago1 3 10.30% 82.71% 1.33E-04 3
0X/Set01 3 10.80% 79.00% 1.79€-04 4
04/Set01 5 11.85% 10.00% 1.25E-04 8
05/Set01 4 11.26% 75.55% 241E-04 4
06/Set/1 3 10.31% 82.64% 1.426-04 4
10/Set01 2 13.05% 62.13% 7.356-05 5
12/Set01 3 1247% 86.47% 7.47E-07 5
14/Sev01 3 11.86% 71.06% 9.23E-05 4
17/Seti01 5 10.73% 150.00% 2.41E-03 5
18/Set01 4 12.81% 63.96% 4.18E-04 5
19/Setr01 2 842% 97.04% 1.456-04 3
20/Set01 3 10.18% 83.62% 5.16E-04 4
21/Sev01 4 8.88% 150.00% 7.36E-04 5
24/Set01 4 14.85% 150.00% 4.41E-05 8
25/Set01 5 14.05% 150.00% 3.80E-05 6
26/Set/01 4 12.98% 62.89% 2.16E-04 5
28/Set/01 3 921% 150.00% 331E-04 4
01/0ut01 2 11.19% 76.06% 1.36E-04 4
02/0ut01 3 11.64% 72.73% 2.62E-04 4
03/Outio1 4 8.10% 150.00% 2.07E-04 4
04/0ut01 4 11.09% 10.13% 9.19E-05 6
05/0ut01 4 11.90% 11.55% 2.206-05 [
08/0ut01 3 11.74% 71.92% 1.24E-04 4
09/0ut/01 4 12.00% 86.34% 7.13E-05 5
10/0ut01 3 10.49% 10.07% 1.07€-04 5
11/0ut01 2 10.88% 78.41% 7.84E-05 4
15/0ut01 3 12.30% 30.66% 2.226-05 6
16/0uv01 3 11.73% 10.32% 1.31E-04 6
17/0ut01 4 11.54% 13.89% 2.29€-05 7
18/0ut01 2 9.18% 20.48% 8.30E-04 4
19/0ut01 3 11.20% 35.91% 5.99E-06 8
22/0ut/01 5 10.50% 10.00% 1.56E-04 8
23/0ut/ot 3 925% 14.62% 2.74E-05 6
25/0ut/01 4 2.96% 1257% 2.16E-05 6
26/0ut/01 4 8.79% 28.38% 344E-04 5
29/0ut01 3 861% 150.00% 2.92E-05 3
30/0ut0l 4 1071% 101.94% 4.08E-05 4
31/0uti01 5 9.68% 87.19% 1.45E-04 4
05Movio1 4 9.77% 86.71% 1.31E-04 4
06/Novi01 4 9.19% 91.10% 9.65E-05 3
07/Novi0t 5 8.86% 9354% 3.93E-04 3
08/Novio1 3 854% 96.00% 3.95E-04 3
09/Nov/01 4 9.06% 92.02% 8.33E-04 3
12/Novi01 3 8.29% 97.80% 4.82E-04 3
13/NoviD1 5 781% 101.16% 7.56E-04 3
14/Noviot 3 6.96% 106.52% 5.68E-04 3
19/Noviot 5 9.08% 150.00% 4.68E-04 4
20/Nov/0 8 7.05% 105.73% 3.37E-04 4
21MNovidt 5 7.55% 87.87% 1.14E-04 3
22MNovio1 2 6.95% 106.40% 253€-03 4
23/Noviot 2 5.38% 150.00% 1.62E-05 6
26/Novi0t 4 5.04% 150.00% 5.18E-04 5
27MNoviot 5 477% 150.00% 1.33E-03 10
28Movi1 4 7.30% 104.28% 3.45E-04 3
20/MNov/01 5 477% 150.00% 4.63E-04 6
30/Novio1 4 9.09% 91.85% 4.04E-05 3
03/Dez01 5 5.48% 150.00% 4.96E-05 5
04/Dez01 4 3.28% 138.04% 4.19E-04 1
05/Dez/01 5 445% 150.00% 2.66E-04 5
06/De2/01 4 6.38% 110.06% 2.99E-04 3
10/De2/01 2 6.34% 110.43% 1.80E-03 4

Figura C.5: Continuacéo
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131

Calibragdo das opgoes de IDI ao modelo Hull-White

Parametros
Amostra: Calibrago Didria, apenas mais de 1 obs. por dia é valido
Amostra: 723 obs.
Filtro: <=50%
Peso: “wy"
Fung3o Objetivo: w * [(log(s 1)- 1)) 1 log( HF
Algoritmo: Large scale ON - Gauss Newton

Chute Inicial: 8% e 100% (sigma @ a)

restrigdo inferior: 0.001% e 10%  (sigma e a)

restrigdo superior: 20% & 150% (sigma e a)
Média 3 6.849% 97.073% 9.05E-04 5
Desvio-padrio 1 3.792% $0.683% 2.53E-03 1
Min 2 1.181% 10.000% 1.35€-09 2
Qi 2 3.302% 66.062% 3.20E-05 4
Mediana 3 6.311% 115.750% 2.57E-04 5
Qi 4 9.265% 137.883% 7.73E-04 5
Max 6 20.000% 150.000% 2.51E-02 11
Data N° de /olatilidade (o) a a0 Herag

servas a

13/Jan/00 2 8.12% 10.00% 9.52E-04 7
14/Jan00 3 6.17% 111.04% 3.57.E-04 4
18/Jan00 2 5.82% 112.81% 3.34E-04 4
20/Jan00 3 5.75% 10.00% J315.E-04 4
28/Janf00 2 6.38% 10.00% 3.67.E-04 8
09/Fevi00 3 2.83% 10.00% 1.30.E-03 "
17/Fev00 2 1.30% 141.81% 3.71.E-03 7
18/Fevi00 2 1.59% 139.95% 5.54 E-04 6
23/Fevi0 2 6.26% 110.70% 149E-03 4
24/Fevi00 2 5.10% 118.08% 7.35E-05 4
25/Fevi00 2 8.11% 112.70% 1.49E-03 4
28/FeviD0 3 10.19% 10.00% 8.11E-03 [}
15/Mar/00 4 3.21% 10.00% 1.12.E-04 8
16/Mar0 3 3.42% 10.02% 312E-03 9
17/Mar/00 3 3.39% 15.77% 3.57.E-03 8
22/Mar0 2 4.65% 150.00% 8.08 E-03 L]
31/Mar/00 2 4.95% 10.00% 2.51.E-02 ]
03/Abri00 2 4.89% 10.00% 2.32E-02 6
05/Abr/f00 3 2.26% 10.00% 342E-03 6
06/Abr/00 3 1.86% 10.00% 246.E-03 7
07/Abri00 4 2.87% 10.60% 1.39.E-03 ]
13/Abr/00 3 2.86% 10.00% B8.45E-04 6
14/Abr/00 3 5.28% 10.00% 3.30.E-04 5
17/Abr/00 2 4.48% 121.89% 4.48E-04 4
18/Abri00 3 5.19% 15.92% 3.50.E-05 5
20/Abr/00 3 5.18% 10.00% 9.10.€-06 5
24/Abri00 3 5.75% 29.85% 8.83.E-05 8
26/Abri00 3 7.07% 149.60% 1.49E-05 5
28/Abri00 3 6.89% 128.43% 3.74 E-06 4
02/Mai/00 3 7.05% 129.48% 3.59.E-05 4
05/Mai/00 3 8.58% 110.92% 3.62.E-08 3
09/Mai/00 3 8.97% 150.00% 9.56.E-04 4
10/Mzi/00 3 9.17% 150.00% 9.80.E-04 5
17/Mai’20 3 8.81% 150.00% 1.07.€-03 4
18/Mai/00 3 8.11% 150.00% 1.25E-03 4
18/Mai/00 3 7.52% 148.94% 4.92E-04 4
13/Jun/00 2 773% 101.66% 7.68.E-06 3
15/Jun/00 2 3.16% 131.28% 4.32E-04 5
14/Jul00 5 5.30% 149.96% 1.82E-04 5
20/3ut0 2 6.10% 111.97% 1.30.E-04 4
271ul00 2 4.73% 120.43% 5.54 E-05 4
31Julo0 2 5.10% 118.14% 4.91.E-05 4
01/Ago/00 2 2.86% 131.52% 1.41E-04 5
08/Ago/00 2 3.80% 120.02% 2.20.E-04 6
10/Ago/00 2 341% 129.54% 283E-04 5
18/Ago/00 2 3.27% 125.38% 2.53.E-04 -]
21/Ago/00 2 2.31% 134.15% 1.58.E-03 5
24/Ago/00 2 3.15% 134.00% 6.94E-04 5
25/Ago/00 2 3.23% 128.89% 5.05.E-04 5
28/Ago/00 2 2.94% 131.81% 3.79.E-04 4
29/Ago/00 2 3.56% 129.83% 6.92E-04 5
31/Ago/00 3 2.96% 10.01% 4.01E-04 6
04/Set/00 3 3.23% 10.05% 334 E-04 6
12/Set/00 3 3.21% 10.00% 3.60.E-04 7
28/Set/00 2 3.64% 126.82% 5.24 E-03 4
24/0ut/00 2 2.96% 132.34% 1.05E-03 5
25/0ut/00 4 3.83% 40.65% 3.28E-06 5
26/0ut/00 2 4.30% 123.10% 7.29E-04 4
27/10ut/00 2 4.18% 123.81% 9.77.E-05 4

Figura C.6: Calibracao com a equagao (6.4), “ws” e filtro de 50%



Data N* de Volatilidade (o) Reversdod  Residuos ao lteragdes
observ: média (a]
30/0ut00 2 4.00% 125.02% 1.61.6-06 5
01/MNovi00 2 561% 114.96% 3.57E-05 4
06Mov/00 2 5.22% RS 1.47 E-04 4
07/MNavi00 2 5.45% 15.05% 8.20E-04 4
08/MNov/00 2 5.72% 116.44% 9.79E-04 4
09/Nov/00 2 8.94% 9281% 1.29E-04 4
10/MNov/00 3 5.13% 150.00% 5.29E-04 5
13/Nov/00 2 9.08% 91.91% 1.36.E-05 4
14/Nov/00 3 4.08% 62.64% 1.63 E-05 8
17/MNovi00 3 4.85% 10.00% 9.01.E-04 5
20Movi00 2 4.97% 10.00% 1.48E-03 5
21/Novi00 3 5.01% 10.02% 1.17E-04 4
22/Novi00 3 5.65% 138.51% 2.37E-05 5
23MNovi00 2 4.93% 10.00% 8.37E-05 7
28/Novi00 4 11.42% 150.00% 6.76.E-04 5
28/MNovi00 3 9.01% 141.19% 2.82E-07 4
30/Nov/00 3 10.46% 150.00% 1.03E-03 5
01/Dez/00 3 15.21% 10251% 6.54 E-06 6
04/Dez/00 3 15.24% 150.00% 4.96E-04 7
05/De2/00 2 8.78% 10.49% 1.98.E-08 8
068/Dezf00 3 10.44% 150.00% 6.50.E-03 7
08/Dez/00 2 6.80% 149.97% 1.23E-04 5
11/De2/00 2 4.72% 12044% 1.05E-03 4
12/Dez00 3 4.37% 150.00% 2.83.E-03 5
15/De2/00 4 2.88% 137.85% 8.89.E-05 5
18/Dez00 2 3.30% 12923% 3.63E-04 5
18/Dez/00 2 261% 133.73% 4.13E-03 8
20/DezR0 2 2.35% 135.33% 2.23E-05 5
21/Dez/00 2 3.47% 128.17% 9.22E-03 5
22/Dez2f00 3 241% 134 83% 3.52E-04 5
27/DezR0 2 3.30% 129.06% 2.03.E-04 5
03/Jan1 2 4.02% 124.91% 7.33E-04 4
04/Jan01 4 3.42% 11.50% 4.37E-04 7
05/Jan01 5 3.14% 10.00% 5.16E-04 7
10/Jan1 2 3.38% 150.00% 8.64.E-05 6
11/Jan01 4 3.22% 76.30% 4.39.E-05 8
12Jan01 4 3.21% 140.05% 2.23E-05 5
15/Jan01 3 3.16% 130.28% 5.08.E-08 5
16/Jan01 2 3.10% 130.64% 2.20.E-06 5
171an01 3 2.65% 133.44% 1.13E-04 5
18/4an/01 4 2.38% 135.51% 6.07.E-04 5
184an1 3 261% 150.00% 1.37.E-03 7
22/Jan01 4 252% 134.62% 7.66.E-04 5
231an01 4 2.22% 136.36% 1.62E-03 5
24/an01 3 1.80% 138.71% 1.69.E-03 5
26/Janl01 3 1.88% 138.21% 1.01E-03 5
29/Jan01 3 1.88% 137.88% 2.22E-03 5
30/Jan01 5 1.81% 150.00% 1.29.E-03 ]
31/Man01 5 1.57% 142.73% 1.58.E-03 5
01/Fevi1 5 1.19% 142.57% 9.50.E-04 6
05/Fevii 4 1.72% 138.44% 2.00.E-03 6
06/Fevi 5 2.24% 135.82% 1.99.E-03 5
07/Fevi0l 5 2.85% 132.97% B.73.E-04 5
08/Fevi01 3 1.97% 137.67% 6.61.E-04 5
09/FeviO1 4 211% 136.81% 2.69E-04 5
12Fevi0l 3 1.71% 139.30% 2.10E-05 6
13/FeviO1 4 1.85% 138.45% 1.13E-05 6
14/Fevi01 3 221% 136.21% 1.25E-04 5
15/FevO1 4 2.25% 135.61% 1.46.E-03 5
16/Fevi1 5 2.84% 150.00% 1.25€-03 6
18/Fevi0l 5 3.15% 150.00% 7.75E-04 5
21/Fevi 3 3.25% 129.67% 2B5.E-05 5
22Fevl 3 3.68% 125.85% 3.17E-04 5
23/FevDi 2 3.35% 128.38% 8.80.E-04 5
28/FeviOl 2 3.29% 128.33% 279E-04 5
02/Mar01 2 270% 133.36% 2.52E-03 5
06/Mar1 2 277% 132.22% 2.54 E-03 5
07/MarR1 2 2.80% 132.28% 2.22E-03 5
12/Mar/01 3 3.28% 128.47% 1.61.€-03 4
13/Mar01 5 331% 150.00% 2.19.E-03 5
14/Mar01 4 4.86% 118.65% 1.84 E-05 4
15/Mar01 4 2.49% 134.53% 7.73E-04 5
16/Mar/01 4 13.49% 150.00% 3.92E-05 6
20/Mar01 3 7.63% 102.32% 8.56.E-06 3
21/Mari01 3 6.74% 10.01% 1.56.E-05 4
27/Mar01 2 9.00% 92.45% 4.00.E-05 3
28/Mar01 2 7.46% 103.40% 8.71E-05 3
09/Abr/01 2 12.89% 63.23% 3.49E-05 5
10/Abri0Y 2 11.66% 72.58% 7.39.E-05 4
02Mai/01 2 12.49% 66.30% 2.37.E-08 5
08/Mai/01 2 11.92% 119.49% 1.35.E-09 8

Figura C.T:

Continuacao
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Data N de Volatiidade (5) Reversiod  Residuos ao Iteragdes
_ observacbes  média(a)  guadrado
14/Mai01 2 11.49% 73.80% 1.52.6-05 5
15/Mai01 2 12.04% 69.69% 6.08.E-05 5
16/Mai/01 3 13.03% 150.00% 1.05.E-05 8
17/Wai0 3 8.72% 10.00% 514 E-04 £l
1&/Mai01 2 9.26% 10.00% 1.83E-03 ]
22/l 2 9.07% 92.02% 2B1E-04 4
28/Mai01 2 12.19% 150.00% 1.81.E-05 8
29/Mai01 3 6.89% 10.00% 233 E-04 5
04/Jun/01 2 16.28% 150.00% 1.88.E-03 ]
06/Ago1 2 20.00% 10.00% 2.87.E-04 8
10/Ago01 2 11.08% 69.54% 441E-08 4
15/Ago/01 2 8.23% 90.80% 1.57.E-05 3
20/Ago/01 2 1.27% 75.45% 1.08.E-05 4
21/Aga01 2 8.01% 99.93% 2.33E05 2
22/Agol01 3 11.32% 90.81% 1.50.E-06 5
24/Ago 5 11.34% 12.58% 1.55E-04 5
271Ago01 5 10.56% 150.00% 2.87.E-04 5
28/Ago01 4 8.45% 18.80% 2.50.E-05 5
28/Ago1 4 9.85% 10.14% 1.28.E-04 5
30/Ago/01 4 12.39% 10.05% 1.63.E-04 6
31/Age01 3 12.60% 65.49% 3.63.E-05 5
0/Set/01 3 13.35% 59.91% 9.76 E-06 5
04/Set/01 5 10.82% 10.06% 2.67.E-04 5
05/Set01 4 12.42% 66.88% 8.30.E-05 5
08/Set/01 3 12.50% 66.25% 1.01.E-05 5
10/Set01 2 14.25% 53.11% 9.82.E-07 ]
12/Set/01 3 12.50% 686.27% 1.78.E-08 5
14/Set/01 3 14.23% 53.30% 9.64.E-06 5
17/Set/01 5 10.15% 150.00% 447E-03 4
18/Seti01 4 11.48% 73.8T% 4.88E-05 5
19/Set/01 2 9.28% 90.44% 2.86.E-06 4
20/Set/01 3 9.97% 85.23% 1.38.E-04 4
21/Set/01 4 1.23% 150.00% 3.59.E-04 5
24/Set/01 4 16.40% 149.98% 3.01.E-05 7
25/Set/01 5 14.92% 150.00% 7.22E-05 7
26/SeV01 4 14.41% 51.94% 1.54.E-D4 5
28/Set/01 3 11.06% 150.00% 5.02E-04 5
01/0ut/01 2 12.35% 67.37% 1.96.E-05 S
02/0ut/1 3 11.68% 7242% 343E-05 5
03/0uv01 4 9.47% 149.99% 2.30.E-04 4
04/Cut/01 4 13.44% 48.20% 7.68.E-06 5
05/0ut/01 4 13.04% 54.20% 1.82.E-06 5
08/0uti0 3 11.89% 70.85% 2.01.E-05 5
09/0uti01 4 13.15% 123.13% 4.97 E-06 6
10/0ut/01 3 10.37% 10.01% 3.39.E-04 5
11/0ut01 2 11.76% 71.82% 2.12E05 5
15/Cut/01 3 13.30% 76.84% 2.58.E-05 5
16/0ut/01 3 10.99% 10.01% 1.92E-04 6
17/0ut/01 4 10.81% 15.23% 2.91.E-05 5
18/0ut/01 2 8.89% 93.22% 7.37E-04 3
19/0uti01 3 11.22% 49.90% 2.29E-07 5
22/0ut01 5 7.18% 10.06% 2.69.E-04 3
23/0ut/01 3 8.86% 14.14% 1.18.E-05 5
25/Cut/01 4 9.49% 10.61% 4.62E-05 5
26/0ut/01 4 9.17% 150.00% 1.25E-04 4
28/0uti0l 3 9.79% 150.00% 7.34E-05 5
30/Out01 4 10.66% 84.69% 2.23E-06 4
31/0ut01 5 9.04% 92.23% 1.74E07 4
05Movi01 4 8.75% 94.35% 3.27.E-05 4
06/Nov/i01 4 8.83% 93.81% 5.55.E-05 3
07MNoviol & 7.92% 100.43% 1.36.E-04 3
08MNov/01 3 8.68% 94.93% 3.51.E-04 3
09/MNov/01 4 9.44% 89.21% 6.89.E-04 4
12MNovi01 3 8.89% 93.18% 5.89.E-04 4
13/MNaov/01 5 6.91% 106.81% 24B.E-04 3
14/Novi01 3 7.18% 105.10% 5.52.E-05 3
19/MNovi01 5 8.07% 150.00% 4.03.E-04 4
20/Novi01 8 7.57% 102.66% 5.22E-04 3
21MNovi01 5 7.20% 73.79% 1.28E-04 3
22/MNoviD1 2 6.32% 110.58% 2.06.€-03 3
23Movi0l 2 6.30% 150.00% 2.10.E-05 8
26Movi01 4 7.06% 150.00% 5.34.E-04 4
27Mavi01 5 B.01% 150.00% 7.16.E-04 4
28/MNoviD1 4 B.34% 97.48% B.85.E-05 3
29/Novi01 5 7.74% 150.00% 235E-04 4
30/MNovi01 4 8.71% 94.70% 1.71E-05 3
03/Dez01 5 6.63% 135.61% 3.80.E-05 4
04/Dez01 4 6.46% 150.00% 1.55.E-04 5
05/Dez201 5 8.73% 150.00% 1.89.E-04 5
06/Dez201 4 5.99% 106.31% 2.61.E-04 3
10/De2/01 2 8.75% 107.80% 2.08.E-03 4

Figura C.8: Continuacao
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