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Resumo

Este texto de sistematizacdo critica descreve sobre as contribuicoes em controle estatistico
de qualidade. Embora este tema seja bastante vasto, as atividades de pesquisas e produtos
estao concentradas em dois assuntos: controle estatistico de processo e confiabilidade. Em
relagdo ao controle estatistico de processo, estao detalbadas algumas contribuigdes sobre
controle on-line de processos (por atributos e por variveis) e fndices de capacidade. Em
relagdo ao tema confiabilidade, estdo os resultados sobre correcio de vicio em estimadores
de tempo médio de falha; proposi¢io de modelos para determinacio de prazo de prate-
leira em alimentos desidratados e procedimentos inferenciais bayesianos da confiabilidade
estrutural.

O uso das técnicas da estatistica cldssica e das simulagdes (para, suprir resultados aproxi-
mados quando os analiticos forem dificeis de serem obtidos ou para confirmar resultados
tedricos) foram ferramentas comuns empregadas na maioria das atividades aqui descritas.

Palavras-chave: controle estatistico de qualidade; controle estatistico de Processo, con-
trole on-line de processos; indices de capacidade; confiabilidade; prazo de prateleira;
confiabilidade estrutural; métodos bayesianos.
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Abstract

Here contributions about statistical quality control are related. As many topics are related
to this subject, the described results are concentrated mainly on two themes: statistical
process control and reliability. About statistical process control, they are concerning
on-line process control (for attributes and for variables) and capability indices. About
reliability, contributions about bias corrections of mean time to failure estimator and
percentiles; models to determine shelf life for dehydrated food and Bayesian inferential
procedure for structural reliability are depicted.

The usage of classical statistical methods and simulations (to provide approximate results
when the analytical ones are difficult to obtain or to confirm some theoretical results) are
present in most of results.

Key-words: Statistical quality control; statistical process control; on-line process control;
shelf life model; reliability; structural reliability; capability index, Bayesian methods.
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Contribuicoes em controle

estatistico de processo e
confiabilidade

Profa. Dr. Linda Lee Ho
Departamento de Engenharia de Producao
Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo

1. Introducao

Virios sao os temas de pesquisa do Grupo de Qualidade e Engenharia do Produto do
Departamento de Engenharia de Produgao da Escola Politécnica da Universidade de Sao
Paulo. Entre eles pode-se destacar o tema: Aplicagdes dos Métodos Estatisticos na Enge-
nharia Industrial. Este texto de sistematizagio critica descreve as atividades de pesquisas
e produtos relacionados ao tema acima que constituem uma parte importante da atuacao
da Professora Dra. Linda Lee Ho como pesquisador e docente. Nesse texto, pesquisas e

produtos foram alocados em duas linhas de pesquisas:

Controle de estatistico de processo O primeiro contato que a docente teve com
este assunto (especificamente com cartas de controle e inspecao por amostragem) foi
numa disciplina de graduagéo, em 1977 (como aluna de graduacio). Nesta época estavam
comegando a aparecer os primeiros conceitos sobre qualidade e o uso do controle estatistico
de qualidade era bastante incipiente e que s6 acabou ganhando forca na década de 80 com

a implantacao dos circulos de qualidade e das ISO’s.

Em fungio da grande oferta de novos produtos e servigos, a qualidade tem sido um
critério de decisdo empregado tanto pelo consumidor como pelo produtor. Desta, forma,
as empresas tém feito esforgos para melhorar a qualidade de seus produtos através de

programas de garantia de qualidade.



Uma grande parte destes esforgos estd centrada no Controle Estatistico de Processo
(CEP). E uma disciplina de gestio que tem como objetivo intervir em processos para
evitar uma producdo grande de itens ndao conformes. Geralmente utilizam-se cartas de
controle que tém como funcido detectar desvios no comportamento estdvel das carac-
teristicas especificas de um processo. De modo bem sucinto, carta de controle é uma
representacao grafica progressiva de uma caracteristica de qualidade medida (pode ser
atributo ou varidvel) ou calculada a partir de observagoes extraidas do processo periodi-

camente ao longo do tempo, utilizando-se as seguintes retas de referénciaz:

LS (limite superior de controle) = pup + dop

LC(linha central) = up

L1I(linha inferior de controle) = up — dop

onde D é uma estatistica associada a uma caracterfstica de qualidade; d é uma constante
previamente escothida, up e op séo respectivamente a média e o desvio padrao de D.
Caso o valor da estatistica D esteja registrado dentro dos limites de controle é dito que
o processo estd sob controle estatistico; caso contrdrio é dito que o processo est4 fora
de controle. Nesse caso, geralmente pdra-se a producio para investigar (ajuste ou falso
alarme). Costuma-se supor que itens sdo produzidos um a um e amostras de tamanho n
sao coletadas em intervalos regulares de duracio m. O planejamento de uma carta de con-
trole ¢ feito através da determinagao dos valores de n, d e mn, satisfazendo critérios tanto
estatisticos como econdémicos. Os critérios estatisticos estdo associados &s probabilida-
des do falso alarme ou niimero de amostras apds a ocorréncia do desvio (da caracteristica
especifica do processo) até a sua detecgao enquanto que critérios econdmicos procuram va-
lores dos pardmetros (6timos) tal que minimize uma funcio-objetivo geralmente associada.

aos custos de operagio (inspecio, de falso alarme, ajuste, retrabalho, etc.).

Um dos trabalhos pioneiros em empregar critérios econdmicos para planejamento de carta
de controle foi de Duncan (1956). Em plancjamentos econdmicos, muitos trabalhos ji
foram escritos, porém talvez o procedimento econdmico on-line mais conhecido seja o
proposto por Taguchi (1985) devido a sua simplicidade e de f4cil implantagdo. O proce-

dimento de Taguchi foi desenvolvido para monitorar tanto caracteristicas varidveis assim



como atributos (veja Taguchi et al., 1989). O procedimento consiste em retirar um tdnico
item da linha produgao a cada intervalo fixo de m itens produzidos. Se o valor da carac-
teristica interesse do item examinado estiver fora dos limites de controle (ou se o item for
nao conforme, no caso de atributos), pira-se o processo para investigacio. Ainda segundo
Taguchi, este sistema de controle de qualidade on-line deve ser empregado de modo que
os valores alvos desejados da caracteristica de qualidade possam ser economicamente con-
trolados. O problema consiste em determinar o intervalo étimo m e a constante Gtima.
d (apenas para o controle de varidveis) tal que minimize uma fungdo objetivo. A pro-
posi¢ao de Taguchi para monitorar processo on-line foi alvo de muitas criticas em fungao
das suposi¢oes (muitas vezes implicitas) e aproximagoes empregadas. Por exemplo, no
controle on-line para varidveis, Taguchi fez a suposicio (implicita) que a caracteristica de
interesse segue uma distribuicdo uniforme no intervalo [—d, +d], o que nem sempre des-
creve o comportamento de muitas caracteristicas de qualidade de interesse em situacées
préticas. Além disso, o modelo de Taguchi ndo deixa claro como ocorre uma mudanca do

parametro do processo.

Também no inicio dos anos 70, para processos estdveis (sob controle estatistico) os indices
de capacidade foram introduzidos para medir o quanto o processo é capaz de atender as
especificagoes exigidas. Assim diversas fungdes da média do processo p e do desvio padrio

o foram propostas como indices de capacidade, entre eles, podem ser citados:

U—-L

C. =
N 6o

proposto por Juran (1974); o indice

2
szop+\/l+(“;T)

proposto por Hsiang & Taguchi (1985); o indice

Cpk:min{ 3 :

de Kane (1986) e o proposto por Pearn (1992)




onde U e L representam, respectivamente o limite superior e inferior de especificacao;
T, o valor alvo do processo. Tal colegao ilustra as vérias tentativas de definir medidas
de capacidade de processo. Uma boa referéncia sobre indices pode ser encontrada no
livo de Kotz & Johnson (1993). A partir dessas iniciativas, esforgos foram feitos por
vérios pesquisadores para desenvolver procedimentos estatisticos especificos para avaliar
a capacidade do processo a partir dos dados coletados do processo. Nos procedimentos in-
ferenciais desenvolvidos para os indices de capacidade sempre vao requerer conhecimento
da distribuicdo da caracteristica de interesse e algumas suposicoes sdo usualmente feitas.
Em nao atendendo a estes quesitos, os usudrios podem estar tomando decisdes erradas,
afirmando que o processo é capaz de atender s especificacdes quando a verdade nio é
capaz de atender, ou o contrrio. Para exemplificar, é geralmente suposto que a carac-
teristica de interesse obedeca a uma distribui¢io Normal, ou as observagdes do processo

devam ser independentes.

Embora controle estatistico de processo seja um tema bastante vasto, nesse texto serio
discorridas contribuigdes em dois assuntos: controle on-line de processos (por atribu-

tos e por varidveis) e indices de capacidade, nos Capitulos dois e trés, respectivamente.

Confiabilidade Atualmente os fabricantes tém, entre outros, o desafio de desenvolver
novos produtos num curto prazo usando tecnologias modernas e simultaneamente conti-
nuar a fazer esfor¢os na melhoria da qualidade. Melhorar a confiabilidade de um produto
¢ sem diivida um importante aspecto num programa de qualidade. Ela é definida como
sendo a probabilidade de bom funcionamento de um produto sob certas condigbes, num
determinado tempo fixo. No entanto, muitas vezes para fazer referéncia 3 confiabilidade,
além da probabilidade, outras quantidades podem ser utilizadas como o tempo médio de
falhas ou percentis. Por exemplo, na indtstria de alimentos, prazo de prateleira é em-
pregado para garantir a qualidade de seus produtos. Além do controle microbiolégico, as
empresas fazem avaliagGes sensoriais como odor, sabor e aparéncia e utilizam os dados sen-
soriais para estimar prazos de prateleiras. Estas quantidades sao estimadas empregando-
se métodos estatisticos cldssicos como o método da mdxima, verossimilhanca que podem
apresentar vicios, principalmente se os dados foram obtidos mediante uso de algum tipo
de mecanismo de censura (uma situagiio bastante comum em confiabilidade além de em-
pregar poucas unidades em experimentos de confiabilidade devido ao fator custo). Em
muitas situagdes, a confiabilidade nao est4 necessdria associada ao tempo, por exemplo,
quer saber a chance de um determinado material apresentar resisténcia superior a um

dado patamar. Este é o caso da confiabilidade estrutural.



Confiabilidade é também um tema bastante vasto. Nesse texto, porém, serdo aborda-
das apenas contribuigdes nos seguintes assuntos: confiabilidade estrutural; modelos para
prazos de prateleira; corregao de vicio em estimadores de méxima verossimilhanga (MV)
do tempo médio de falha (MTTF) e percentis de um modelo de regressiao Weibull, no
Capitulo 4.

O texto esta organizado em capitulos que estdo divididos em secoes, subsecoes. Detalhes
de alguns resultados foram colocados em algumas segdes especiais no fim do préprio
capitulo para leitores interessados. Eles nao foram colocados no texto para nao tornar a

leitura tediosa.

O principal propésito de contribuir nestas duas linhas de pesquisa é apresentar proce-
dimentos condizentes com situagdes praticas. Por exemplo, em controle estatistico de
processo, como monitorar processos on-line por varidveis cuja caracteristica de qualidade
obedega a distribuiges normais, ou como diminuir o impacto de avaliagdes erréneas no
caso de estar monitorando processos on-line por atributos; como avaliar a capacidade de
um processo se a caracteristica de interesse nao é observavel ou no caso das observacoes
nao serem independentes. Em confiabilidade, por exemplo, como corrigir o vicio de uma
estimativa do tempo médio oriundo de poucas observacdes ou a partir de qual tamanho

de amostra, os vicios passam a ser despreziveis.

A relevancia dessas duas linhas de pesquisa para a docente pode ser medida pela quan-
tidade de artigos publicados a partir de 1998. Foram vérios (em torno de 25) artigos
publicados em periédicos internacionais e trabalhos apresentados em eventos e CONgressos;
foram assuntos de (cinco) orientagdes completas de doutoramento e duas em andamento.
I& assunto do atual projeto de renovacio da bolsa de produtividade e pesquisa do CNPq
em 2005, cujo titulo é “Controle on-line no sistema de producio: uma alternativa ao
procedimento proposto por Taguchi”. Foi também assunto do projeto anterior de bolsa
de produtividade e pesquisa no periodo de 2002 a 2005 cujo titulo era “Estimativa da
confiabilidade estrutural no modelo de interferéncia envolvendo resisténcia e solicitacao
aleatérias”. Embora a docente tenha trabalhado e ainda venha desenvolvendo pesquisas
e atividades docentes em outros assuntos, os escolhidos para sistematizacao neste texto

s&0 aqueles nos quais tém mais se dedicado e produzido nos tltimos quatro anos.

Outros assuntos, como os citados a seguir, embora tenham sido objetos de pesquisas

recentes desenvolvidas pela docente, nio serdo tratados neste texto. Esses temas sio:

e Contagens Multivariadas - Este tema foi objeto do doutorado junto a EPUSP,



sob a orientacdo do Prof. Dr. P. L. O. Costa Neto e co-orientacdo do Prof. Dr. J.M.
Singer (IME-USP) que gerou uma significativa produgio bibliografica: dois artigos
internacionais (Ho & Singer, 1997 ¢ Ho & Singer, 2001), trés boletins técnicos, além
de trabalhos apresentados em eventos.

e Planejamento econémico de cartas de controle - este tema é o resultado de
uma parceria bem sucedida com a Profa. Dr. Osiris Turnes da UnB que tém gerado
muitos produtos: foram quatro artigos em periédicos internacionais (Turnes & Ho,
2005; Turnes, Ho & Imana, 2004 e 2002; Borges, Ho & Turnes, 2001; Turnes & Ho,
2004) além de um boletim técnico e trabalhos apresentados em eventos.

e Inspecao zero-defeitos com retificacao - este tema é também resultado de uma
parceria bem sucedida com profs. do Departamento de Estatistica da UFMG (Prof.
Dr. R.C. Quinino e Prof. Dr. E. Suyama). Como produtos podem ser citados, dois
artigos em periddicos internacionais foram publicados [um na European Journal
of Operational Research (Quinino & Ho, 2004) e o outro na Pesquisa Operacio-
nal (Quinino, Ho & Suyama, 2005)], quatro relatérios técnicos e virios trabalhos
apresentados em eventos.

e Métodos estatisticos aplicados a processamento de imagens de satélites
e base de dados espaciais em parceria com professores do Departamento de En-
genharia de Transportes da EPUSP. Neste tema foram produzidos dois trabalhos
apresentados em eventos internacionais; um artigo aceito no periédico Environme-
trics (Quintanilha & Ho, 2005); um outro submetido (Quinino, Ho & Quintanilha,

2005) e um relatério técnico.

Nas dltimas décadas mudangas significativas tém ocorrido em vérias dreas das ciéncias.
Em algumas 4reas, novas técnicas demoraram muito tempo para serem desenvolvidas ao
passo que em outras, foram quase instintaneas. Em relagdo aos métodos estatisticos, o
atual desenvolvimento se deve em grande parte ao aparecimento de equipamentos com alta
velocidade de processamento. Este fato ajudou muito a alavancar uma das ferramentas
poderosas para a estatistica: a simulagio. Muitas vezes resultados analiticos sio diffceis
de serem calculados, no entanto, com a ajuda da simulagdo podem ser demonstrados ou
facilmente aproximados. Por exemplo, através de um procedimento de reamostragem, es-
timadores viciados de quantidades importantes em confiabilidade puderam ser corrigidos.
Uma, das dreas que cresceu muito refere-se aos métodos bayesianos, principalmente algo-
ritmos como o amostrador de Gibbs e Metropolis Hastings muito empregados nas técnicas
denominadas Monte Carlo Markov Chain (MCMC). Muitos dos resultados apresentados

nos capitulos a seguir puderam ser obtidos gragas & simulago.



2 Controle on-line de processos
por atributos e por varidveis

2.1 Introducao

Este capitulo tratard de controle on-line de processo por atributos e por varigveis. Na
secao 2.2 serd dedicado ao controle de processo por atributos. Serao brevemente descritas
as proposigoes de Taguchi et al. (1989) e Naybepour & Woodall (1993), as quais supdem
um sistema perfeito de classificacdo o que néo é uma suposicao muito realista. Borges, Ho
& Turnes (2001) apresentaram um modelo para controle on-line de processos por atributos
permitindo a presenca de erros de diagnéstico e mostraram o impacto desses erros no
planejamento do controle do processo € no valor do custo médio cujos resultados estéo
resumidos na segao 2.2. Em muitas situagdes, principalmente em ensaios nao destrutivos,
¢ possivel executar classificagoes repetidas e independentes na mesma unidade examinada.
A segao 2.2 termina descrevendo os resultados obtidos por Quinino, Ho & Trindade (2005)
utilizando este recurso para diminuir o impacto dos erros de classificacdes no controle on-

line de processos por atributos.

A segdo 2.3 versard sobre o controle on-line por varidveis. A proposicao pioneira de
Taguchi para controle on-line por varidveis sera brevemente apresentada. Essa proposicao
recebeu intimeras criticas por usar aproximagdes e suposicdes nio realistas. Ho, Medeiros
& Borges (2005a, 2005b) apresentam um planejamento econdmico para controle on-line
para varidveis supondo que a mudanga do parametro da média do processo ocorra segundo
uma distribui¢do geométrica. Nessa secio serdo descritos os resultados obtidos que foram
comparados com os de Taguchi. De modo geral o modelo proposto apresentou um melhor

desempenho econémico ¢ mais condizente com a realidade que o de Taguchi.



2.2 Controle on-line de processos por atributos

2.2.1 Modelos de Taguchi e Naybepour & Woodall

Taguchi (1974, 1981, 1985) e Taguchi et al. (1989) propuseram um planejamento econémico
para monitorar processos on-line por atributos. O ciclo inicia-se com uma fracdo inicial
de defeitos igual a zero e em algum instante aleatério muda de fracio zero defeitos para,
algum valor maior que zero. Itens sao produzidos independentemente e uma tnica peca
¢ examinada de cada m pegas produzidas. Se a peca examinada for conforme a inspecao
continua; caso contrdrio interrompe-se a produgao para fazer ajuste. Entre o instante
da sinalizacdo e a parada total do processo para o ajuste, sdo produzidos mais I itens
(atraso). Apés a parada (ajuste ou falso alarme), o processo volta a ter fracio de defeito

igual a zero e o ciclo descrito se repete.

O intervalo de inspegao é escolhido tal que minimize a funcio custo L# proposta por

Taguchi:
Ca Cr C 1
Lf}.:—A+—I+£(—ﬂi+l) (2.1)
% m u 2
Derivando (2.1), o intervalo étimo de inspeciio é dado por: m4 = é"TCC’ com:

% = numero médio de itens produzidos num ciclo;
Ca = custo de ajuste;

Cr = custo de inspegao;

Cnc = custo de ndo conformidade.

Esta proposta recebeu virias criticas, pois Taguchi nao explicitou na sua modelagem como
ocorre a mudanga de pardmetros (mudar de zero % a fracio de defeitos para maior que
zero). Nayebpour & Woodall (1993) apresentaram um modelo para controle on-line de
atributos assumindo que o tempo de mudanca do parimetro ocorre segundo uma distri-
buigio geométrica de parAmetro igual a 7. Empregaram os mesmos custos que o modelo
(2.1) e utilizaram como fungio objetivo o resultado baseado na Teoria da Renovagio
(detalhes em Ross, 2000), ou seja.

fim VO _ BV BV

t—o00 L t—oo t - E [T*]

(2.2)



onde T™* é o niimero de itens produzidos por ciclo entre ajustes e V* é o custo do ciclo en-
tre ajustes. A obtencdo do mfnimo de (2.2) é geralmente obtida através de busca direita.
Além disso, nesse modelo admite-se uma procura retrospectiva nos itens produzidos a par-
tir do resultado do 1iltimo item examinado ndo conforme (que produziu uma parada para
ajuste). No entanto, nestas duas propostas admite-se um sistema perfeito de classificagao
dos produtos e em condigdes ideais, mesmo com técnicos altamente experientes podem
cometer erros que podem superar 25%. Segundo Burke et al. (1995) erros estdo longe
de serem considerados despreziveis em muitas tarefas de classificacio. Virios autores dao
exemplos de erros de classificagdes na avaliagdo de atributos (avaliacio de processo de
produgdo), [veja Burke et al. (1995); Bross, (1954); Kemp & Kemp (1988)].

Considere:

e p = probabilidade de ser conforme;
¢ ¢; = elemento conforme ser classificado como nao-conforme;

® ey = elemento nao-conforme ser classificado como conforme.

Assim as probabilidades de registrar um item como conforme e nio conforme sio respec-

tivamente:

p(1—e1) + (1 —plez = g;

rar+(1-p)(l—e)=1-g¢.

Porém, os efeitos dos erros de classificagio nao podem ser desprezados. Bross (1954), por
exemplo, mostrou que os estimadores cléssicos de p baseados em proporgoes amostrais
sao viciados. Quando e; e ey sdo conhecidos e uma amostra de n elementos com 7 itens

conformes, o estimador de méxima verossimilhanca (MV) de p é dado por:

1, se ——E(lr_/zz:::; > 1;

[(r/n)—es] se 0 < [(r/n)—es] < 1:

(1—e1—en)? — (1—e1~e2) —

LS
I

0, seé({_/e%j—%<0;

Note que isto difere muito da propor¢éo amostral r/n. Na pritica e, e e, sio desconhecidos
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(e admite-se serem inferiores a 0,5) e dai fica mais complicada a estimagio do pardmetro p,
pois segundo o método da méxima verossimilhanga, nao existe um tinico estimador. Uma
alternativa € considerar, por exemplo, os estimadores pelos métodos bayesianos sugeridos
por Gaba & Winkler (1992). Minton (1972) obteve expressdes para analisar o efeito de
uma inspecao ineficiente e propds corregées no poder dos planos de inspecio dando énfase
para as classificagoes de ndo conformidade como conformes. Maiores detalhes sobre erro
de classificacao ver Johnson & Kotz (1988); Johnson, Kotz & Wu (1991) e Evans et al.
(1996).

2.2.2 Controle on-line de atributos com erros de classificacao

Borges, Ho & Turnes (2001) apresentaram um modelo para controle on-line de processo
por atributos com as mesmas suposigdes do modelo de Naybepour & Woodall, ou seja,
assumindo uma distribuicio geométrica (de pardmetro igual m) na mudanca da fracio
de itens conformes; inspecionar uma tnica pega de cada m pecas produzidas, porém

assumindo a possibilidade de ter erros de classificacao:

e p = probabilidade de ser conforme;
e ¢; = elemento conforme ser classificado como nao-conforme;

® ¢, = elemento ndo-conforme ser classificado como conforme.

classificacao
Processo conforme ndo conforme
conforme (p) 1—e e
nao conforme (1 — p) €2 1—ey

Diferente do modelo proposto por Nayebpour & Woodall, o tltimo item inspecionado
e os L itens produzidos apds a sinalizagdo sao descartados nesta proposicdo, visto que
como ha erro de classificaciio, ndo é efetiva uma procura retrospectiva a partir do tltimo
item inspecionado (que resultou numa parada), como era a proposi¢do de Nayebpour
& Woodall (1993). Embora parega simples essa alteracio, no entanto provocou uma,
grande modificagdo na modelagem. Houve necessidade de introduzir varios custos antes
inexistentes nas propostas anteriores, embora a fungio objetivo seja a mesma empregada,
por Naybepour & Woodall (1993). Os custos:

10



e C41= custo de ajuste se o desvio do parametro do processo ocorreu durante o ciclo;

e C o= custo de ajuste se o desvio do parametro do processo nao ocorreu durante o

ciclo;
e C;= custo de inspegao;

Ja estavam incluidos nos modelos anteriores e os seguintes foram introduzidos no modelo
de Borges, Ho & Turnes (2001):

e Cp_no= custo de descartar itens defeituosos;
e Cp o= custo de descartar itens nao defeituosos;

® Cyp nc= custo de nao descartar itens defeituosos.

O intervalo 6timo de inspecdo é determinado por um valor de m tal que minimize a
funcdio (2.2). Diferente da fungao custo de Taguchi, que apresenta solucdo analitica, a
determinagdo de m também serd através de busca direta. Para exemplificar o impacto

dos erros de diagndstico, considere um exemplo com os seguintes custos:

Ca1=C42—=% 4000 (custos levam em consideragio o correto ajuste se o desvio do
parametro do processo ocorreu durante um ciclo assim como uma parada indevida

do processo devido a um alarme falso);

C,= $ 150;

Cpnec=3% 5;

Cp.c=$ 5,5 (uma perda extra em descartar itens conformes);

Cnpnec =3 5;

e Mudanca de fracio conforme: p = 1 para p = 0;

Probabilidade de ndo mudanga de pardmetro: (1 —7) = 0, 999661;

L = 1000 itens produzidos entre o sinal e a completa parada do processo;

Os valores 6timos estao a seguir.

11



Modelo Intervalo 6timo (m) Custo médio

e1 = ez = 0,01 714 2,735

er = ex = 0,00 595 2,669

Esse exemplo ilustra o impacto dos erros de classificacao: um aumento no intervalo de

inspegao e no custo médio.

Considere agora que é possivel classificar repetidamente e independente cada item exami-
nado (ndo é um ensaio destrutivo). Intuitivamente, quanto mais classificagoes forem feitas,
mais preciso deve ser o diagnéstico sobre o verdadeiro estado da peca examinada e me-
nores devem ser os erros de diagndstico. Porém pode-se tornar economicamente invigvel
por causa do custo de inspecao. Este assunto serd tratado a seguir, ou seja, utilizar os
resultados das classificagoes repetidas para diminuir o impacto dos erros de classificagio.
Anteriormente Greenberg & Stokes (1995) propuseram classificagoes repetidas admitindo

apenas o €rro e;.

2.2.3 Controle de processo on-line por atributos com erros de
classificagao e classificagoes repetidas

Quinino, Ho & Trindade (2005) e Trindade, Ho & Quinino (2005) propuseram o uso dos re-
sultados das classificacdes repetidas de modo a diminuir o impacto dos erros de diagnéstico

no controle de processo on-line por atributos. Semelhante 4s propostas anteriores:
e Uma pega ¢é examinada a cada m pecas produzidas;
¢ A peca examinada ¢ repetidamente ¢ independentemente classificada r vezes;

e Em cada exame ela ¢ classificada em conforme ou nao conforme;

e Se a > 0,57, entdo a pega examinada é declarada conforme, caso contrario, a pega

é declarada ndo conforme;
e Se a pega examinada é declarada néo conforme, toma-se a decisdo de parar o pro-
cesso; caso contrario continua inspecionar a préxima m-ésima peca.
O sistema de inspe¢do descrito serd modelado através de cadeia de Markov. Considere o

espago de estados (s, k),
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1, sep=p;

2, sep=py;

. 1, se item declarado conforme;

2, se item declarado nao-conforme.

b

A Figura 2.1 jlustra o sistema de inspegdo com a notagao adotada: s; se s = 1; s, se
s=2%ksek=1ekysek=2

—» mudanga do cstado T para o cstado T

r classificagdes julgamento
estado de . . do item do item . cspago dc
produgiio ™ itens produzidos  jnspecionado inspecionado decisdo estados
ﬁ conforme nio ajustar  [—- |§,K,
P cstadol | AAABMA . A T (<] :
i I A nio-conforme ajustar --1 |SK;
1
)
! * g nio-conforme ustar L4 [sx
E B estado T | 99O . Y < i 1 -
' ! g conforme 1o ajustar it 118K,
¥ '
] i

Figura 2.1: Sistema de inspec@o com classificacoes repetidas.

A matriz das probabilidades de transi¢do de estado (s, k) para estado (s*,k*) é dada por

S Ky S1 Ko Sa Ky Sa K,

51K, Al A2 A3 A4
sk, |As As A7 Ag

S2 K> A9 AIO All A12

S Ky A13 A14 A15 AIGJ

com

A= P{6n=p} [ P{Y >w|®=1}+(1—p) P{Y > w|® = 0}];

Az = P{On =p1} [ P{Y <w[® =1} + (1 —p1) P{Y < w|® = 0}];
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Ay = (1= P{Om=p1}) [p2P{Y < w|® = 1} + (1 — p2) P{Y < w|® = 0}];

Ar= (1= P{On=pi}) [P {Y > w|® = 1} + (1 — p) P{Y > w|® = 0}];

Ais = P(E,’_H = SnglE,: = SzK]) = po P {Y < w|<P = l} + (1 ——pg)P{Y < w|¢> = 0},

A =1—Ayss

onde

P{YZ>2w®=1}=1—-B, 1(r,1 —¢)

€ a probabilidade do item examinado ser julgado conforme dado que a peca é conforme
(®=1);

P{Y > w|®=0}=1— B, (r,e)

¢ a probabilidade do item examinado ser julgado conforme dado que a peca. é nio conforme
(®=0);

P{em:pl}:P{eo:pl)elzply"' )em:pl}:(l—"r)m

¢ a probabilidade do processo estar sob controle (processo com fragio de conformidade
igual p=p;) num ciclo de inspegao e

B;(y,x) = ZJ: (j):};’ (1 —z)¥

z=0
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denota a distribuicdo binomial acumulada até j em y tentativas com probabilidade de

sucesso igual a .

Como cada vez que um item é declarado nao conforme, é feita uma parada (para ajuste se

for o caso), necessariamente o processo volta ao estado I, segue que valem as igualdades:

Ay = A5 = Ay;

Ay = Ag = Auo;
As =Ar = Au;
Ay = Ag = Ajs.

Além disto: A13=0 e A14=0, pois o processo ndo volta ao estado I a nio ser por ajuste.

Neste sentido,

S51K1 S51Kas S2Ke 2K,

sk, |4 Ay A Ay
P= sk, A1 Ay As Ay
S.ks | A1 Az Az Ay

sk; |0 0 A A

Pode-se mostrar que Q = lim,_,., P* existe e todas as linhas de Q sdo iguais. Seja
E = [@Q1; Q2; Q3; Q4] a primeira linha de Q, E = A~'B é a solugio sistema de equagoes
E = EP com a restri¢do (Q1 + Q2 + Q3 + Q4 = 1) sendo

. . = o
A —1 A Ay 0 0
As Ay —1 A, 0 0
A == e B ot
A3 A3 A3 -1 A15 0
1 1 1 1 1

Cada elemento E; pode ser interpretado como sendo a proporcéo de tempo de um sistema

de produgdo permanecer no estado i, = (s1; k1),(s1; k2), (82;k2) e (s2; k1) num niimero
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grande de inspecoes.
A seguir serd calculado o custo médio do sistema de controle. Considere a seguinte
notagao:

® o processo de renovagio N(t) = # de ajustes realizados até a producio do t-ésimo

item, t > 0;

e T* = # de itens produzidos entre ajustes sucessivos;

e T = 4 de itens produzidos entre os ajustes n — 1 e n (com n > 1);

e Segue que E[T*] = E[T}];

e V* = custo associado ao sistema de controle a cada ajuste;

V.. = o custo associado ao n-ésimo ajuste;

Similarmente, E[V*] = E[V}]].

O custo total do sistema de controle apés ¢ itens produzidos é dado por

N(t)

V) =) V.

Pela Teoria da Renovagédo (detalhes em Ross, 2000),

o B BV

lim n . = BT’

t—o0

Ve(t)
R

Ou seja, ap6és um niimero suficientemente grande de itens produzidos, o custo médio do
sistema de controle por item produzido m é igual a razdo entre o custo médio do ciclo
entre ajustes (E|V*]) e o niimero médio de itens produzidos por ciclo entre ajustes (E[T*]).
No entanto, as informagoes fornecidas pela cadeia de Markov anteriormente construida
dizem respeito aos itens produzidos entre inspecoes, e nao entre ajustes. Assim, serd

necessario fazer algumas adaptagdes. Seja

e V = varidvel aleatéria que representa o custo entre duas inspecoes sucessivas;

e V; = o custo entre as inspecgoes 1 — 1 e 4;
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® m = # de inspecdes ocorridas até que o n-ésimo ajuste tenha ocorrido;

e O custo total ap6s n ajustes é dado pela soma dos custos das m inspecgoes realizadas

até entdo (m > n), ou seja

YVe=3u
=1 =1

® T' = varidvel aleatéria representando # de itens produzidos entre inspecdes;

e T; = 4 de itens produzidos entre as inspecoes i — 1 e 4.

Utilizando o mesmo argumento, o niimero de itens produzidos até o n-ésimo ajuste cor-

responde a soma dos itens produzidos nas m inspegdes j4 realizadas, ou seja

>r =3
i=1

=1

Quando n — oo, m — co. Assim,

lim 23V lim }.V#  lim 3.V lim 13V

E[V*] _ n—oo iy _ m—oooig) _ m—00 i __ m—oo ] B E[V]
] T n — n - m - m - .
B[l i 22T lm T lim 3T lim LY T BT
n—eco U i_q n—0o ;1 m—0eo ;4 m—o0 i=1

Portanto, o custo médio do sistema de controle por item produzido pode ser expresso como
a razao entre o custo médio por ciclo de inspecdo e o niimero médio de itens produzidos

por ciclo de inspecao.

Os valores assumidos pelas varidveis T e V sdo discretos e diretamente relacionados aos

estados da cadeia de Markov, como mostra a Tabela 2.1.

Assim, o valor esperado de T é

4
E[T) =) T:Q: = mQ, + (m + L)Q; + (m + L)Qs + mQ,. (2.3)

=1

A varidvel V assume diferentes valores para cada um dos estados da cadeis. Os cus-
tos considerados sao os mesmos do modelo proposto por Borges, Ho & Turnes, (2001),

especificamente:
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Tabela 2.1: Distribuigdo de Probabilidade de V e T.

Estado Valor de V Valor de T Probabilidade

S1K, Vi Ti=m (N
S Ky Va To=m+L Q2
So K, Vs Ts=m+L Qs
S2K4 Vi Ta=m Qa4

e Cr - custo de uma classificagio do item inspecionado;

e Cyp_nc - custo de produzir e enviar um item ndo-conforme para o mercado;

C4 - custo de ajuste do processo;
e Cj nc - custo de produzir € eliminar um item nao-conforme;

e Cp ¢ - custo de produzir e eliminar um item conforme.

A seguir estd detalhada a composicao de cada custo:

Custo V; associado ao estado (S1K;)

O processo permanece todo o ciclo no estado I (S = 1, 6,,=p;) e ndo h4 ajuste (o item

examinado foi declarado conforme: K;). A expressao do custo deve conter:

e Custo de r classificagdes repetidas do item inspecionado;
e Custo dos itens ndo-conformes produzidos e enviados para o mercado;

e Custo de descarte do item inspecionado.

A expressio de custo V; é dada por:

Vi=rCr+ (1 —pi)(m ~1)Cnpnc + Concpiy + Cp.cpij (2.4)

sendo
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pip = P{2=1|(Y > w,0m =p1)}
S P{Y >we=1}+(1—p) P{Y > w|® =0}

(2.5)

a probabilidade do item inspecionado (produzido no estado I) ser conforme dado que foi
julgado conforme;

Pop = P{®=0|(Y > w,6, =p1)} =1—pf, (2.6)

a probabilidade do item inspecionado (produzido no estado I) ser ndo conforme dado que

foi julgado conforme;

P{Y>w®=1}=1-B, 1(r,1—e1); P{Y>w/®=0}=1-B,, (r,eq2);

Bi(y,z) = 37 _, (g) 27 (1 — z)¥~ denota a distribuigdo binomial acumulada até jemy

tentativas com probabilidade de sucesso igual a z.

Custo V; associado ao estado (S; K>)

O processo permanece todo o ciclo no estado 1 (8;), porém h4 ajuste visto que o item
inspecionado foi julgado ndo conforme (Kz). Esse custo deve conter:

e Custo das classificagoes repetidas;

e Custo dos itens ndo conformes produzidos e enviados para o mercado;

¢ Custo de ajuste;

e Custo de descarte do item inspecionado;

Custo relacionado ao descarte dos itens produzidos durante o atraso e calcular o
niimero esperado de itens produzido em cada um dos estados, pois existe a possibi-
lidade de que ocorra a mudanga de estado do processo durante a produgio desses

itens.

A expressao final do custo V, é
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Vo=rCr+ (1 —p1)(m—1)Cypne + Cf).NGPé;u + Cp.epiyp +Ca
+ P{OL=m}®@Cp.c+ (1 —p1)Conc) B|¥.,|0L = pi]
+ P{OL = p2} [(11Cp.c + (1 — p1)Cpne) BV |01 = po
+ (p2Cp.c + (1 —p2)Cp.ne) (L — B[V |0 = py])] (2.7)

(1—p1) P{Y <w|® = 0)
nP{Y <w|®=1}+ (1 —p) P{Y < w|® :(0}
2.8

denotando a probabilidade do item inspecionado ser ndo conforme (produzido no estado

I) dado que foi julgado ndo conforme;

P{m =P{2=1|(Y <w,0, = p)} =1 ‘"Pém (2.9)

a probabilidade do item inspecionado ser conforme dado que foi julgado nio conforme e

P{Y <w|® =1} =By 1(r,1—e1); P{Y <w|®=0}= B, 1 (r,e);

W), denota o niimero de itens produzidos no estado I ao longo do atraso L. Desse modo,

o valor esperado de ¥, é

E[U.|0L = pi] = L; (2.10)
€
E[¥L|0f =po] = Z; (i — 1)1(1_—(3)_;)7; _1 ;w B 1;3_(1(1—_1:)()‘L (2.11)
sendo
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P{em-l-L =P1|9m Zpl} e P{9m+1 =D, 9m+L :pllem = p1}
=P{@1=p1,---,0L=p}=P{O,=p;} = (1 —7)"
(2.12)

a probabilidade que o processo permanega no estado I durante a producio dos L itens
no atraso e consequentemente, a probabilidade do processo mudar de estado em algum

ponto do atraso é P{O, =p,} =1— (1 — 7))L

Custo V; associado ao estado (S:K;)

O item inspecionado foi produzido no estado II e ndo vai haver ajuste (Kj, o item inspe-

cionado foi declarado conforme). Os custos devem conter:

e Custo de classificagtes repetidas do item inspecionado;

e Custo dos itens ndo conformes produzidos e enviados para o mercado considerando
duas possibilidades: o ciclo atual iniciou-se no estado II entdo todos os itens pro-
duzidos foram produzidos no estado II ou o ciclo atual iniciou-se no estado I e em

algum instante aleatério ocorreu a mudanca para o estado II;

e Custo de descarte do item inspecionado produzido no estado IL.
O custo V, pode ser compilado como
Vi =rCr + i Cnpne [(m — 1) (1 — py)]
+py [Cnpnve (1 — p1) E[¥,4)00 = p1, Om = ps

+ Cnpne (1 —p2) [m —1 — E[¥,,|00 = p1, O, = po]]

+ Cp_nepj + Cb.cpify (2.13)

onde

(Ch+Q2+Qs) Ay
(@1 + Q2+ Q3) Ay + Q4 As6

Pty = P{E; = S$;Ki|Ei # S:K:1} = (2.14)

denota a probabilidade de mudanca do estado I para o estado II no ciclo atual;
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Pl = P{E: = S3KG B 1 = S K1} = 1—p (2.15)

é a probabilidade do ciclo atual ter iniciado estado II, visto que para um nimero de
inspegoes suficientemente grande, a fracio do nimero de inspegoes observada em cada

um dos estados é dada pelo vetor E;

W¥,, denota o niimero de itens produzidos no estado I ao longo dos m itens que precedem

e incluem o item inspecionado. Deste modo o valor esperado de W¥,,, é

E,|00 =p] =0 (2.16)
E¥,|00 =p1,0, =po] = Z(z — 1) (1- —a ) ﬂ_)m = 1 ;W — lni(tl__w’,)r’;m; (2.17)
p1|1—P{‘I’—1l( O = p2)}

_ PzP{Y w{® =1}
P P{Y > w|®=1}+ (1 —p;) P{Y > w|® = 0}

(2.18)

denota a probabilidade do item inspecionado ser conforme (produzido no estado II) dado

que foi julgado conforme e

pé|11 =P{2=0(Y >w,0m=p2)} =1~ P1|1, (2.19)

¢ a probabilidade do item inspecionado ser ao conforme (produzido no estado II) dado
que foi julgado conforme.

Custo V; associado ao estado (S,K,)

O item inspecionado foi produzido no estado II (S; ) e declarado nio conforme (Kj, vai

haver ajuste). Os custos devem conter:

e Custo das classificacoes repetidas;

22



e Custo de ajuste;

e Custo dos itens nfo conformes produzidos e enviados para o mercado considerando
que o ciclo atual comegou no estado II, ou seja, todos os itens foram produzidos no

estado 1I ou iniciou-se no estado I e em algum instante ocorreu a mudanca;
e Custo de descartar o item examinado;

e Custos referentes ao descarte dos itens produzidos durante o atraso. Como o item
inspecionado foi produzido no estado II entdo todos os itens que compdem o atraso

sao produzidos neste estado.

A expresséo final para o custo V3 é

Vs =1Cr + p2" % Cnpve [(m —1) (1 — pa)] +
PP E2Cnpne (1 —p1) E[¥,|00 = p1, Om = po] +
PCND e (1= p2) [(m — 1) — E[,|00 = p1,Om = pa]| + Cut

Cp_nepgjo + CD_cPﬁ) +Cpne(1—p2)L + Cp cp2 L (2.20)
onde
A
s . P{B, = Sy K| By y # SpK(} = Gt Q2+ Qs) As 2.21
Y JaNG, { 24| By # 52K} (Q1+ Q2+ Q3) Az + QA5 (2:21)

denota a probabilidade do ciclo atual ter iniciado no estado I e mudado para o estado 11;

P = P{E: = S:K,|Eiy = $2Kq} = 1—pka (2.22)
¢ a probabilidade do ciclo atual ter iniciado no estado II;
(1 —p2) P{Y < w|® =0}

p2P{Y <w|® =1} + (1 —py) P{Y < w|® = 0}
(2.23)

Pojo = P{® =0 (Y <w,0 =py)} =

¢ a probabilidade do item inspecionado ser néao conforme dado que foi julgado nao con-

forme (produzido no estado II) e
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plo=P{2=1|(Y <w,0,=p:)} =1 —pif, (2.24)

a probabilidade do item inspecionado ser conforme dado que foi julgado nao conforme

(produzido no estado I1).

Determinado cada um dos componentes de V', pode-se calcular E[V] como

4
E[V] =) ViQ:i = ViQ: + VaQ2 + V3Qs + VaQu. (2.25)
=1

Seja K uma varidvel que representa o custo do sistema de controle por item produzido.

De acordo com a equagédo (2.2), E|K] pode ser escrito como

Ev]

BIK) = o

O objetivo é determinar os valores de m, r que minimizam E[K], ou seja

(m?,7°) = arg min E[K]. (2.26)

Como néo é possivel obter uma expressao analitica para (2.26), utiliza-se a busca compu-

tacional exaustiva para determinacao dos parAmetros 6timos.

2.2.4 Exemplo Numérico

Para ilustrar o modelo proposto com um exemplo numérico, considere um caso em que:

e Custo de inspecao: Cr=$0,25;
e Custo de ndo descartar pegas nao conformes: Cyp ne =$20;
e Custo de ajuste: C4=$100;

e Custo de descartar pegas nao conformes: Cp yp=8$2,0;

Custo de descartar pegas conformes: Cp ¢ =9%$2,5;

P1=0,999; p,=0,001; 7=0,0001; L=10.
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Para simplificar a execucdo do modelo, o intervalo étimo de inspecdo e o niimero Gtimo
de repeticoes foram obtidos considerando que o item ser4 julgado conforme caso mais da

metade das r classificagtes sejam conformes, ou seja, w = [0, 5r] nas seguintes situagoes:
a) Sem erro de classificagio.

O intervalo 6timo é dado por m = 54 e r — 1 com custo médio de $ 0,1363. A Figura 2.2

ilustra o comportamento de custo versus o intervalo amostral.

T T T T T

------- «0; p=0 o EfK0,1363; m=54; =1

K=
[

Custo (E/K])

0,1 1 L 1 L 1
20 40 60 80 100 120 140

Figura 2.2: Custo versus m - sem erro de classificacio.

b) Com erros de classificacdo e, = e; = 0,01 e adotar a politica de fazer uma
unica classificagao, ou seja, r = 1.

Neste caso o melhor intervalo é m = 63 com um custo aumentado para $ 0,1596, conforme
ilustra a Figura 2.3. Caso os pardmetros do item a (isto é m = 54; r = 1 ) fossem
empregados numa situagdo com erro de classificagao (com e; = ez = 0,01), o custo médio

aumentaria para $ 0,1612.

c) Com erros de classificagao iguais ao item b, porém sem restricao do mimero
de repeticoes.

Nessa situagdo, a melhor politica é inspecionar a cada m = 58 itens e fazer r — 3

classificagoes repetidas no item inspecionado. Isto reduzirs o custo para $0,1471, conforme

ilustra a Figura 2.4.
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Figura 2.3: Custo versus m - com e sem erro de classificagio.

...... o=0; fi=0 o EK=0,1363; m=54; =1
{ —— =1%=1% © EK=0,1586; m=63; =1
\\ —em = 1% 1% © EK=0,1471; m=58; 1=3; wo=2
L\
N\
— 0 A -1
"'M""'- 2 \ \ T
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3 y N - ’.",_.:"'_....
2 N \"“‘----o—-—*‘—"'"" e
., s - - e S
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20 40 60 80 100 120 140
m

Figura 2.4: Custo versus m sem restricao ao nimero de repeticoes.
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d) Com erros de classificacao iguais ao item b, sem restrigao do miimero de
repeticoes e sem restricao de critério,

Isto é, determinar valores de m, r e w tal que minimize F(K),

(m°,r°,w°) = arg min E[K] (2.27)

Neste caso, a melhor politica é inspecionar a cada m = 55 itens; cada item inspecionado
fazer 2 classificagoes repetidas (r = 2) e adotar o critério de classificar como conforme
se em duas classificagoes pelo menos uma classificacdo for conforme (w = 1). Isto cor-
responde a um custo médio de § 0,1444, conforme ilustra Figura 2.5. O resumo dos

resultados obtidos nas varias situacoes est4 na Tabela 2.2.

T T T T

------- a=0; §=0 o EK=0,1363; m=54; =1
—— =1%f=1% © EK=0,1596; m=63; =1
\ ——-a=1%p=1% © EK=0,1471; m=58; =3; wo=2
L\ —— = 1%p=1% 0 EK=0,1444; m=55; =2; w>=1

=4
N

Custo (E[K])

20 40 60 80 100 120 140
m

Figura 2.5: Custo versus m sem restricao ao niimero de repeticoes e critério.

Tabela 2.2: Resumo dos resultados do exemplo numérico.

Critério Erros m r Custo
w=[0,5r] e;=e;=0,01 58%* 3* 0,1471
63* 1 0,159

ei=e;=0 54* 1* 0,1363

e;=ex=0,01 54 1 0,1612

w=1*  ¢;—e,=0,01 55% 2* 0,1444

24



A Tabela 2.3 mostra os valores 6timos de m (intervalo amostral),  (ndmero de clas-
sificages repetidas) e w (critério de classificar o item examinado baseado nos resulta-
dos das classificagoes repetidas) variando-se um pardametro especificado, com os demais
parametros mantidos constantes nos valores utilizados no exemplo numérico. Apesar da,
faixa de variagdo escolhida ser arbitraria, respeitam-se as seguintes condigdes que tornam

as combinacoes utilizadas razodveis:

Fracao de itens conformes no estado II ¢ inferior a do estado I (p2 < p1);

Custo de descartar um item conforme é maior que um item néo-conforme (Cp_¢ >

Cb.ne);

Custo de ajuste é muito maior que o custo de inspecao (Cy4 > Cr);

Custo de enviar um item nao-conforme para o mercado é maior que o custo de

descartd-lo (CND_NC > CD_NC)-

Tabela 2.3: Determinagao de m®, r°, w° e E[K] para a variacao individual dos pardmetros

do modelo.
m(x10°) E[K] m° r° w° | p EK] m° r w° D2 EK] m, 1o w,
0,100 0,1444 55 2 1 10900 22104 109 2 1 0,050 0,1470 54 2 1
0,325 0,2692 30 2 1 |0923 1,7497 100 2 1 0,088 0,490 53 2 1
0,550 0,3440 23 2 1 10945 1,2853 90 2 1 0,125 0,1509 52 2 1
0,775 041656 20 2 1 (0968 08158 78 2 1 0,163 0,1528 51 2 i
1,000 0,4821 17 2 1 1099 03387 62 2 1 0,200 0,1546 50 2 1
e EK] m° 7 w° e EK] m° r° w° Cr EK] m, 1, w,
0,010 0,1444 55 2 1 (0,010 0,444 55 2 1 0,10 0,1388 52 2 1
0,033 0,1466 56 2 1 10033 0,474 58 3 2 0,45 0,1515 58 2 1
0,055 0,1502 56 3 1 10055 01481 58 3 2 0,80 01630 64 2 1
0,078 0,1508 57 3 1 (0,078 0,1490 57 3 2 1,15 0,1730 70 1 1
0,100 0,1520 57 3 1 (0,100 0,1503 57 3 2 1,50 0,1779 73 1 1
Cnpne E[K] m° r° w° | Cyu E[K] m° r° w° gf—:; EK] m, 7, w,
5,00 0,0735 110 2 1 100 0,1444 55 2 1 2 0,1444 55 2 1
13,75 0,1192 66 2 1 575  0,2007 59 2 1 4 0,1467 55 2 1
22,50 0,1537 52 2 1 1060 0,2563 63 2 1 6 0,1489 55 2 1
31,25 0,1833 44 2 il 1525 0,3114 67 2 1 8 0,1511 55 2 1
40,00 0,2100 39 2 1 2000 10,3660 71 2 1 10 0,1534 55 2 1
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Os parametros r° e w® mostram-se insensiveis aos custos Cyp_yc, Ca e Cp o /Cp_nc nas
faixas utilizadas, enquanto o aumento do custo de cada classificagio (C;) leva a uma
redugéo do nimero de classificagdes a que o item inspecionado é submetido, como espe-
rado. J4 o parametro m° apresenta comportamento distinto para cada um dos custos
avaliados. Um aumento no custo de inspegdo (Cy) ou no custo de ajuste (C4) leva ao
aumento de m’, o que reduz a freqiiéncia das inspegdes e a ocorréncia de ajustes desne-
cessdrios (ajustar o processo que opera no estado I). Um aumento no custo de envio de itens
defeituosos para o mercado (Cyp_nc) leva & reducio do intervalo entre inspecdes, ou seja,
ao aumento na freqiiéncia das inspegdes, com o objetivo de detectar mais prontamente a
ocorréncia da mudanca de estado do processo. Para a faixa pesquisada, Cp /Cp_nc nao

altera a estratégia 6tima de inspecao.

Uma redugao na fragao de itens conformes produzidos no estado I (p;) leva a um aumento
no intervalo entre inspe¢bes. Isso ocorre porque, com mais itens nao-conformes sendo
produzidos no estado I, aumenta a ocorréncia de ajustes desnecessérios, pois mais itens
nao-conformes sao amostrados. J4 o aumento na fragao de itens conformes produzidos no
estado II (py) reduz-se a probabilidade de detectar a ocorréncia da mudanga, pois mais
itens conformes sao amostrados. Como resposta, as inspecoes tornam-se mais freqiientes,
ou seja, hd uma redugao no valor de m°. Estes comportamentos ficam claros quando o
objetivo do sistema de controle ¢ revisto: detectar a mudanca de estado do processo tio
logo ela ocorra, sendo w o pardmetro que controla a mudanca do processo. Como mostra
a Tabela 2.3, o aumento deste parimetro leva & reducgiio no intervalo entre inspegoes, ja

que aumenta a ocorréncia de mudancas de estado.

O uso de classificagoes repetidas (r) e de um critério para declarar um item conforme
(w) atuam sobre a existéncia dos erros e; e e,. Um aumento de e eleva a probabilidade
de declarar um item conforme como nao-conforme. A estratégia étima contrapoe este
aumento exigindo, proporcionalmente, que um nimero menor de classificagbes resulte em
conformidade para julgar o item conforme. Para e;=1%, pelo menos w®/r°=50% das
classificagoes devem ser conformes para julgar o item conforme. Quando e;=10%, a razio
cai para w°/r°=33,3%. Comportamento oposto é observado com o aumento do erro ez,
classificar um item defeituoso como conforme. Quando e;=1%, no mfnimo w®[r°=50%
das classificagoes ser conformes para julgar o item conforme. Quando e;=10% este valor

passa a w°/r°=66,6% devido ao maior mimero de falsas conformidades.

Nos casos em que existem erros de classificagio no sistema de inspegiio por atributos, o

modelo desenvolvido considerando o uso de classificacdes repetidas e um critério para o
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julgamento do item conforme proporciona uma estratégia de controle tao ou mais efici-
ente que os modelos de inspegao simples. O que determina o quao mais eficiente serd o
modelo desenvolvido é a combinagao especifica dos fatores de custo, das probabilidades
de producédo nos estados I ¢ II, da probabilidade de mudanca de estado e dos erros de
inspecao no sistema de controle em questao. Em linhas gerais, quanto menor for o custo
de uma inspegao (Cr) e quanto maior a incidéncia dos erros e, e ep, maior serd a diferenga
observada entre a estratégia obtida com o modelo desenvolvido e aquelas de inspecao
simples. Para o exemplo numérico adotado, erros da ordem de 1% causam uma reducao

de 9,5% no custo médio do sistema de controle.

Para trabalhos futuros sugerem-se a inclusdo no modelo da decisao, descarte ou envio
para o mercado os itens que compdem o atraso e o item inspecionado, o uso de uma
amostra com dois ou mais itens. Esta modificacdo deve aumentar significativamente a
complexidade do modelo, pois passa a existir a probabilidade de ocorréncia da mudanca

de estado entre os itens que compdem a amostra.

2.3 Controle on-line de processo por variaveis

2.3.1 Controle on-line de processo por variidveis — proposi¢cao
de Taguchi

Segundo Taguchi (1985), o sistema de controle de qualidade on-line deve ser empregado
de modo que os desejados valores alvos das caracteristicas do produto, possam ser econo-

micamente controlados.

Um procedimento para monitorar processos on-line para varidveis foi introduzido por Ta-
guchi (1985). Utilizando uma fungao perda, o objetivo do método de Taguchi é determinar
o intervalo 6timo de diagndstico m e o limite 6timo de controle d, de modo que o custo
da qualidade por item L seja minimizado. Taguchi et al. (1989) procurou determinar a
politica de controle para minimizar a perda esperada, por item, dentro de um ciclo. Esta

perda esperada (o custo total da qualidade por item produzido) foi definida como:

erg’i+9+a[£+(m—+l+l)£] (2.28)
U m 3 2 U

onde: g = Q&Q ¢é denominado coeficiente de custo; A é a tolerancia da caracteristica do

produto; u é o mimero médio de itens produzidos em um ciclo; m é o intervalo de medicao
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ou diagnéstico; d é o limite de controle; ! é o atraso, em niimero de itens produzidos, entre
o ponto no qual se decide intervir no processo e a parada do processo para ajuste; Cn¢
¢ o custo devido & produgao de um item nao conforme; C; é o custo de cada inspecio

(medigao da caracteristica do produto) e C4 é o custo de cada ajuste.

Para interpretar a funcéo perda (2.28), seus componentes devem ser analisados separa-
damente. Primeiramente, o custo esperado de inspe¢ao em um ciclo por item produzido,
é dado por Cr/m, ou seja, a cada m itens produzidos hs um acréscimo C; no custo do
procedimento de controle. O custo do ajuste por produto, ou o custo médio de ajuste em
um ciclo, por item produzido, é dado por Cx/u, isto é, a cada ciclo hd um acréscimo Cy
no custo do procedimento de controle. Para melhor entendimento do terceiro termo de
(2.28) associado & perda devido & variagio em torno do valor alvo, supde-se que os limites
de controle para ajustes no processo sejam fixados em +d e as caracteristicas medidas
sigam uma distribuigdo uniforme neste intervalo (+d). Se o processo de producéo esti-
ver sob controle durante a inspegéo (isto ¢, caracteristicas do produto dentro do limite
controle), entdo o desvio quadrético médio do valor alvo é aproximadamente o = d?/3,
supondo ¢ = média = 0. Assim, a perda esperada por item est4 relacionada apenas ao
valor do desvio da caracteristica de qualidade em relagio ao valor alvo, visto que nenhum
item est4 fora dos limites de controle, e a perda causada por desvio quando o processo

estd sob controle é obtida fazendo o2 = d?/3, ou seja,

(2.29)

Segundo Adams & Woodall (1989), o terceiro termo de (2.28) aproxima a perda esperada
por item devido aos desvios da caracteristica de qualidade com relacio ao valor alvo.
Ainda segundo eles, Taguchi justifica esta aproximagio assumindo que a caracteristica
de qualidade de cada item ¢ uniformemente distribuida no intervalo (—d, d), exceto para
alguns dos itens na seqiiéncia de m itens que imediatamente precedem uma observacao
fora dos limites de controle +d. Metade dos valores nesta seqiiéncia e aqueles produzidos
durante o atraso ! sdo assumidos como estando fora do limite de controle d. O terceiro
termo pode ser obtido, exatamente, assumindo que a perda esperada. é d? /3 para cada item
anterior ao intervalo de amostragem final e para cada um dos primeiros (m —1)/2 itens do
intervalo de amostragem final. Este é um resultado sobre a suposicao de uniformidade em
(—d, d). Cada um dos dltimos (m+1)/2 itens no intervalo de amostragem final e os [ itens
do atraso podem entdo ser assumidos estar a dois desvios padrdes, ou a (2 /v/3)d unidades,

do valor alvo. Esta suposigao pode ser explicada pelo fato de que ao considerar um desvio
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padrao, o valor pertencia ao intervalo (—d, d) e nao fora, como é o caso. Se o processo de

produgdo estiver fora de controle durante a inspegao, entdo o desvio quadratico médio é:

0% = (M + l) % (2.30)

De acordo com Adams & Woodall (1989), a equagdo (2.30) estabelece que o desvio
quadratico médio é proporcional ao mimero de produtos fora de controle entre suces-
sivas inspegoes, enquanto que Taguchi et al. (1989) consideram proporcional ao niimero
de produtos nao-conformes. Segundo Taguchi et al. (1989), como a mudanca de estado
no processo ocorre no iltimo intervalo de diagnéstico, o nimero de itens nao-conformes
(fora de controle para Adams & Woodall) produzidos em um ciclo pode variar entre 1 e m,
de tal forma que sdo produzidos, em média, £ (1+...+m) = 41 jtens ndo-conformes

entre inspecoes sucessivas, sendo [ o atraso (em itens).

E interessante observar que estas pecas produzidas fora de controle sdo ponderadas pelo
custo de nao conforme Cyc, em (2.28). Conceitualmente isto nio parece correto, pois
mudar de estado (produzir itens fora de controle) ndo implica que os itens a serem pro-
duzidos sejam nao conformes. Utilizando (2.30), tem-se a outra parcela do terceiro termo
de (2.28):

__CNC' m+1 d2_ m-+1 d2

Para minimizar (2.28) com relacdo a m e d, Taguchi et al. (1989) assumiu que o nimero

médio previsto de produtos entre ajustes sucessivos, u, é:

u = (d?/d3) uo (2.32)

onde, dy € o valor inicial para o limite de controle e uy é o valor inicial para o ndmero
médio de itens produzidos, em um ciclo. Note que o efeito do intervalo de amostragem

m, sobre o intervalo médio entre ajustes u é ignorado em (2.32).

Substituindo-se (2.32) em (2.28), calculando-se a derivada da equagao (2.28) com relacio

a m e igualando-se a zero, o intervalo étimo para inspegio ou diagnéstico myp é obtido:

mr =

9 9 1/2
wCr A _ ( 4 “"C’) . (2.33)

= o

Cne dp
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Admitindo-se a equagdo (2.32), derivando a equagio (2.28) com relacio a d e igualando

a derivada a zero, o limite 6timo de controle d,;- é obtido:

3CA dg 2)1/4 (3CA dg)1/4
dr={ =—"— x — x A = —= x = : 2.34
4 (CNC' Ug a Up (2:34)

Nenhum desses valores 6timos my e dr depende diretamente do atraso I, mas o valor de
I é refletido indiretamente pelo valor de ug. Para valores de mp e dy diferindo substan-
cialmente dos valores correntes, Taguchi recomenda que novos valores de m e d sejam
colocados em algum valor intermedidrio. Assim, o desempenho do procedimento de Ta-

guchi dependera dos valores iniciais my e dp.

Apesar de Taguchi ter obtido expresses simples para m e d, porém o modelo de Taguchi
recebeu vérias criticas em fungdo de aproximagoes e suposicdes nem sempre explicitas.
Adams & Woodall (1989) argumentaram que o modelo de Taguchi néo é adequado para
modelos com passeio aleatério ou para qualquer modelo nao estacionsrio. Neste sentido,
Adams & Woodall (1989) apresentaram procedimentos alternativos para controle de pro-
cesso on-line sob um modelo de passeio aleatério. Neste caso, valores da caracteristica
de qualidade sdo descritos por Z; = Z; 1 + o, i = 1,2,3,...; os varidveis aleatérios in-
dependentes e normalmente distribuidas N (0, 0%). Eles modificaram uma funcio perda
proposta por Box & Jenkins (1963) introduzindo um custo por inspecio (ausente no mo-
delo de Box & Jenkins). O intervalo 6timo e o limite 6timo de controle sdo obtidos através
de busca direta e apresentados na forma de tabelas (ver Adams & Woodall, 1989). Uma.
aproximacao de segunda ordem para essa fung¢do perda proposta por Srivastava & Wu
(1991, 1995) permitiu obter expressées analiticas para o intervalo étimo e o limite 6timo

de controle.

2.3.2 Uma abordagem alternativa para o controle on-line de
processo por variaveis

Nessa secao um procedimento alternativo para monitorar processo on-line por varidveis
prosposto por Ho, Medeiros & Borges (2005a, 2005b) est4 descrito. Itens sdo produzidos
independentemente e similar & proposta de Taguchi, apenas um tnico item é examinado

de cada m itens produzidos, conforme ilustra Figura 2.6.

O #-ésimo item estd associado a um vetor aleatério (X;, ©;), i > 0; X; é uma varidvel

aleatéria continua associada a uma caracteristica de interesse; ©; é uma variavel nio
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®0 ®m ®2m ®km
X 0 Xm X 2m chm
| ! ! ! Inspecio
0 m 2m km
Figura 2.6: Descri¢ao do processo de inspecao.
observdvel associada a média do processo [(©; = p;)]. Assume-se que a seqiiéncia

{6 :1 > 0} é uma cadeia de Markov homogénea com espago de dois estados F£ = {0,¢}
regido por uma matriz de probabilidade de transicao II.

ﬂ 1”(9" = 0|9;| = O) P(B, =5|6i—1 = 0) 1 —P P

P (9; — 0|8i._1 == 6) P (8, == 6‘95_.1 :S) 0 1

No instante 4, p é a probabilidade da média do processo mudar de y; ;=0 (o processo
estd sob controle) para p; = € (o processo fora de controle), 0 < p < 1. Além disso, se
o processo estd fora de controle, vai continuar fora de controle até o ajuste, uma vez que
P(©;=¢0;1=¢)=1.

O atual modelo foi desenvolvido assumindo:

e X; é uma varidvel aleatéria observavel associada & caracteristica de interesse com

as seguinte suposicgoes:

(a) No instante ¢ = 0, o processo esta sob controle.
Especificamente, P {J@ <d|© = ﬂo} = To(to) X I(_aq (Jﬁ%{)’ —ded
sdo os limites de controle; Ip(uo) = 1, se po = 0, caso contrario Ip(ug) = 0;
I 44 (lx"l’;"“l) =1, se—d< L:’“" < d, caso contrario I(_4 4 (lx"—;"”—l) =0.

(b) Xim| (Oim = ftim) ~ N(im,0?) é o valor de varidvel observével na i-ésima
inspecao; (i, € F; m é o intervalo amostral;

(c) Xo,X1,...,X, sdo varidveis aleatérias condicionalmente independentes dado

©o = 1o, 01 = U1,y On = fin ;



(d) A probabilidade do i-ésimo item estd condicionado apenas ao estado da média
do processo no instante 7: P {J%l < d|Og = pgy -y ©5 = Wiy ooy Oy = ,u,km} =
Pt < aie; = i)

(e) O processo é parado para investigagdo na k-ésima inspecio se p‘""j%“‘”"' > d;
d é o limite de controle, jk, ¢é a média do processo do item inspecionado; m
¢ intervalo amostral. Apés a investigacido (ajuste ou falso alarme), o processo

comega sob controle e um novo ciclo se inicia.

(f) Entre a sinalizacdo e a completa parada do processo, ! itens sio produzidos
e nao ¢ feita nenhuma inspecao retrospectiva nos itens produzidos no tltimo

intervalo inspecionado e nem nos itens produzidos no atraso.

(g) X é classificado como néo conforme se X; ¢ [—A, +A], —A, +A s3o os limites

de especificagio do processo.

e ¥ denota o ponto de mudanga da média do processo, ou seja

\Il:mf{k>1(-)k:5}

e descrito pelo comportamento assintético de {©; : 4 > 0}. Especificamente 6; = 0, se
1<i<V¥eO; =¢ sei> V. Usando propriedades da cadeia de Markov, segue que
¥ ~ geom(p) uma vez que P(¥ = k) =p(1—p)* L k> 1e PW 2 k)= (1—p)* Lk > 1.

e ¢ denota o ponto de alerta, ou seja

[

§=inf{km:k>l; Ika——W‘—m|>d},

k, o niimero de inspegdes; m, o intervalo amostral e d, os limites de controle. O nimero de
inspegoes pode ser expresso por k = £/m e o critério de parada anteriormente mencionado

corresponde & parada do processo para investigacdo na observagio Xe.

Para k > 1, a distribuigdo de probabilidade de ¢ pode ser obtida como
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Xo — Xm T Hm
(Co=p0,01=pu,
~-~)ekm:#km)

| X (k—1ym — Bih—1ym| <d | Xkm — k|

= >d,00= 10,01 =1, , Okm = ll'km} (2.35)

Se j denota o ponto antes da mudanga da média do processo, segue que os vetores (9 =

to, ©1 = pa, -+, Okm = tkm) podem ser de dois tipos:

e (00=0,...,0;=0,0j,1 =¢,...,0km =¢)para0 < j <km, (¥ =j+1<km=¢
indica que foi feita uma parada no processo apés uma mudanga na média, ou seja,
£>V)

e (6=0,0,=0,...,0, =0) para j = km, (¥ =j+1 > km = £ indica que houve

uma parada do processo antes da mudanca da média).

Utilizando estas notagdes em (2.35), obtém-se:

P{¢t=km}=P{¢=km, ¥ <km}+P{{=km,¥ > km}

BF — (qA)*
P{t =km, ¥ <km} = (1 — q)(1 - B) XB—_(ZA)
P A& =km, ¥ > km} = (qA)klj_(;A, s 0 < % <1 (2.36)

g=Q1-p™ A=P {lx""g;""‘l < d|Oi, = 0} é a probabilidade do valor de X estar den-
tro dos limites de controle e o processo estd sob controle; B = P {JXL;"%[ < d|Oim = e}
é a probabilidade do valor observado de X estar dentro dos limites de controle dado que
o processo estd fora de controle e a mudanga ainda néo foi detectada (neste caso implica

A > B). Detalhes da obtengio de (2.36) estdo na Segdo 2.A, no fim deste capitulo para

os leitores interessados.

O valor esperado I(§) pode ser também determinado
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E(¢) = ika{& =km} = mik X [(1 —q)(1—B) x B;%(Zj)k + (qA)k%:l

- m(1;q_)£4— B) [imk —ik x [qA]'“] +m(;A_A—)§:k x [qA*
k=1 k=1 k=1
(1—¢)B (1-q)(1—-B)gA | (1—-A)q q
s [(B—qA)(l—B) T (B=qA)(1 — qA)? (l—qA)z] T
(2.37)

Para ilustrar o comportamento de E (£), Figura 2.7 apresenta o gréfico de F (£) versus
o limite de controle d, fixando € = 0,1; m = 10 e p = 0,02; 0,1; 0,2 e 0,5. Da
Figura 2.7, aumentando o limite de controle d, £ (£) aumenta visto que demorard mais
tempo para interromper o processo conforme esperado. Imbora néo fique claro na Figura
2.7, porém aumentando valores de p causa uma leve redugio em E (£), significando que a

intervengio sera mais rdpida se houver um aumento nas probabilidades de mudancas dos

estados.
20000 - :

!

/

i
3 15000 - F;
[ !
B
a, /
wl
m ;;‘
8 10000 - /
(&3 ¥
g /
5 5000 /

J’//
0] — .
T T ] T T
2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
d

Figura 2.7: E (£) versus d, fixando p = 0,02; 0,1; 0,2 e 0,5, e = 0,1 ¢ m = 10.

Uma vez apresentadas as varidveis ¥ e £, o evento £ > ¥ indica uma correta investigacio
no processo e seu evento complementar (o evento £ < ¥) pode ser interpretado como a
ocorréncia de um alarme falso (o processo é parado para uma investigacao desnecessdria)

e a probabilidade deste evento é dada por:

P{E< U} = ;Pg: km, ¥ > km} :;qkAk_l (1—A) =(—11:—;1/)-19 (2.38)
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onde ¢ = (1—p)™; A= P{'X‘"',,;“‘"" < d|Oim = 0}-

De (2.38), & medida que p (probabilidade de uma mudanca na média) aumenta, a probabi-
lidade do falso alarme diminui (a probabilidade de uma investigagao necessiria aumenta).

Semelhanca observacio pode ser feita em relagao a A e m.

A determinagdo do valor 6timo de m e o limite 6timo d é baseada numa, funcdo perda
que leva em consideracdo os seguintes custos: inspecao, niimero de itens nao conformes,

de ajuste e falso alarme. Este serd o assunto da préxima, secio.

2.3.3 Funcao perda Lp

Nesta secao a fungao perda Lp serd determinada usando as suposicdes apresentadas na
secao anterior. Considerando que o processo retorna ao seu estado inicial (o processo sob
controle) apds uma investigagao (portanto é um processo de renovagio) o custo esperado

por item manufaturado Lp é dado por:

(%)

> = BNy (2.39)

C, uma varidvel aleatéria que representa o custo do procedimento proposto num ciclo;
N = £ +1, o nlmero de itens produzidos num ciclo. O intervalo 6timo mp e o limite

6timo de controle dp sio valores que minimizam Lp.

Como N = £ 41, o valor esperado de N pode ser obtido aplicando a expressao (2.37).

Para determinar C' foram considerados os seguintes custos:

e (), o custo de inspecionar uma peca;
e Cne, o custo de produzir um item nio conforme;

e (4, o custo de ajuste do processo;

CF, o custo de um falso alarme.

Segue que a fungio custo C' é expressa por

3
C=Cnc | I (15:51..) +Cr== + Ca(1 — Iecwy) + Crllie<ny)- (2.40)
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&+l

u! ()

O termo é igual ao nidmero de itens nao conformes; I ( P >A) == |l

o numero de inspegoes; Iecwy = 1

' Mo

se (W%"I > A), caso contririo I( P o >A) =0; £
se {£ < U}, caso contrério Ijgcy) = 0.

Para obter o valor esperado de (2.40), o valor esperado de cada termo de (2.40) serd

necessario, ou seja,

EH
E(C)=Cnc (E [ZI(B;_”}A)]) +CIETS) +Cs(1-P{{ <V} +Cp(P{¢ < V})

(2.41)

Os valores do segundo até o quarto termo do lado direito da igualdade de (2.41) podem
ser obtidos aplicando (2.37) e (2.38). O 1inico termo desconhecido é

&+ i
E lz:: I ( P‘_l>A)J (2.42)
Antes de obter (2.42) uma breve comparagao entre as duas propostas pode ser feita. No
modelo de Taguchi, ndo hd um custo relacionado com a ocorréncia do falso alarme e o
custo de nao conformidade foi introduzido de um modelo diferente. Além disto, uma breve
discusséo sobre as posigoes relativas entre os limites de controle e limites de especificacio é
interessante. Um valor X; fora dos limites de controle nio indica uma pega nao conforme,
uma vez que uma peca é dita ndo conforme se o valor de X; estiver fora dos limites de
especificacio A. Consequentemente, se d < A, o processo é parado quando um item
inspecionado apresentar valores fora dos limites de controle, embora nenhum item nio
conforme tenha sido produzido. Por outro lado se d > A itens néo conforme podem ser
produzidos, contudo o processo ndo foi parado para ajuste, uma vez que uma parada
ocorTe somente se L:"l > d. Estas possibilidades devem ser levadas em consideracao na

determinagio de (2.42).

A expressdo (2.42) pode se reescrita como
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g2 ) e |

=1

=E[f (k)] =) FkH)PE=km¥=j+1); (243)

=1 j=0
£
f (k:!.?) =5 I:ZI( X‘_—"‘.|>A) [§ = kmv\II: .7 + 1]
km4l
=Y P (l—)—(f;—”‘l>A|§=km,\Il=j+1) (2.44)

i=1

e a fun¢ao de distribui¢ao conjunta

Ple=kmV=j+1}=p(1—pf ARIB*Z (1= B),sc0<j<kmet =km k>1
(2.45)

ou

P{E=bmV=+1}=p(1—pY A" '(1-A),sej>kmet=km, k>1 (2.46)

Somando (2.44) em i; aplicando (2.45) e (2.46) em (2.43); somando-o em j e k e apds
algumas manipulagdes algébricas, segue que a expressdo (2.42)
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(1 —i:ll?) (1—q) [[(81—d2) (1 —m)Aq oy (61—482) (1 —p) (A — q) — mpq)
(B — Aq) {[ B— Aq AL ) p(1—q) ]

B Aq (01 — &2) (1 —m) Aq B Aq
(1_3‘1—Aq)+ (—ag?  Tm-D-6) ((1—3)2 B (1—Aq)"‘)}

A=) 1 gy [m—1) (60 +L(1 — 62) (1 — A + (1 — 63) [m— 1+ (1 — Ag) ]
(1—Ag)
— (61— &) (1= Ag)[(1—p) (1 — @) — plalp '}
B(@x—dq) ( B = Aq (Ady — Bdy) q
+{[(8~Aq) (1—3 1—Aq)+ (1= Ag”
B Aq 1-B)1—q)  (Q—&q)(1—A)q
+ =8 ()| F A e

(1-d)1—-q ( B Aq (1—d1)q
+{ B—Aq (I—B_I—Aq)+1—Aq

A
}I(dgA)7 se 0 < % <1

(2.47)

onde §; = P {lx’"‘lf;""‘l < A0, = 0}; 6o =P {@ < AOi, = 6}; &1 e d, sdo respec-
tivamente probabilidades similares a A e B; elas foram calculadas usando A ao invés de
d. Neste sentido, se A > d entdo A < d1 e B < dy; 53¢ A < dentiio A > 6, € B > by;
g=01-p)" aq=0- p)'. Detalhes da determinacdo de (2.47) estao na secio 2.B no

final deste capitulo para os leitores interessados.

Com todos os elementos de (2.39) conhecidos, a fungao perda Lp pode ser determinada.
Os valores de intervalo étimo e dos limites 6timos néo podem ser analiticamente obtidos,
mas determinados através de uma busca direta. Para ilustrar o modelo proposto considere

o exemplo descrito na secdo 2.3.4.

2.3.4 Exemplo numérico do novo procedimento.

Um fabricante de circuito integrado para computadores quer instalar um sistema para
controlar uma determinada dimenséo de interesse. Apds uma pesquisa nos seus arquivos,
ele obteve os seguintes valores de custo:

 Custo para produzir uma pega nao conforme - US$ 6,00(Cyc = 6);

» Custo para inspecionar uma tnica pega - US$ 1,50 (C;=1,5);
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Custo de um falso alarme - US$ 0,80 (Cr=0,80);

Custo para ajustar o processo - US$ 12,00(C4 = 12);

Uma produgdo de 3 itens (I = 3) entre o sinal e a completa parada do processo;

Limites de especificagao A=1,6; 2,0 e 3,5; média do processo (fora de controle) e=0,5
e a probabilidade da média do processo mudar p=0,05.

Intervalos 6timos de inspegio m (denotados por myp) por busca direta foram obtidos
fixando-se os limites de controle d=1; 1,7; 2,0; 2,5; 3,0 e 3,3.

Para fins de comparagao, os intervalos 6timos segundo a proposta de Taguchi foram
obtidos (denotados por mr) e colocados na Tabela 2.4. Similarmente limite de controle
6timo, d (denotado por dp ) e o limite controle 6timo segundo a proposta de Taguchi
foram obtidos (denotados por dy) fixando-se intervalos amostrais m=>5; 10; 15; 30; 100 e
1000. Estes resultados foram colocados na Tabela 2.5.

Da Tabela 2.4, intervalos maiores de inspeges (inspegdes mais espagadas) sdo requeridos

na proposta apresentada, indicando uma, inspe¢dio menos freqiiente que a de Taguchi.

Tabela 2.4: Intervalos 6timos de inspegdo fixando limites de controle

d=1,0 d=1,7 d=20 d=25 d=30 d=33

A mp mr mp mr mp mpr mp mr mp mr mp myp
1,6 298 113 629 67 527 57 438 45 405 38 398 34
2,0 699 141 383 83 312 71 249 57 226 47 221 43
3,0 888 247 452 146 353 124 267 99 235 82 229 75

Tabela 2.5: Limites étimos de controle fixando intervalo de inspegao.

m=2>5 m =10 m =15 m = 30 m = 100 m = 1000

A dp dr dp dr dp dr dp dr dp dr dp dr

16 1 1(02036) 303 1() 28 1() 264 1() 1,67 1() 1,09 1()
20 313 1(0,2204) 291 1() 276 1() 250 1() 255 1() 1 1()
35 3,25 1(0,29053) 3,03 1(-) 28 1() 264 1() 270 1() 1 1()

Conforme (2.34), o limite de controle étimo do modelo de Taguchi depende do valor inicial

do. Assim, os limites obtidos através de (2.34) podem fornecer valores ndo apropriados
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conforme havia sido apontado por Adams & Woodall (1989). Para ilustrar este fato, os
limites de controle 6timos aplicando (2.34) e fixando dy=1 e 3,3 foram calculados e colo-
cados entre parénteses (coluna 3-Tabela 2.5). Para A=3,5, os limites sao respectivamente
0,29 ¢ 0,53. Eles nao sao adequados e ndo devem ser adotados em situacoes praticas
(probabilidade de estar dentro dos limites de controle respectivamente iguais a 0,16 e
0,44). Comparando os resultados da Tabela 2.5, os limites de controle da proposta sio
sempre mais largos que os de Taguchi. Isto implica uma maior severidade nas paradas do
processo, resultando em menos interrupgdes. Além disto, conforme 7 aumenta, o limite
decresce. No modelo de Taguchi, contudo, os limites ndo mudam uma vez que eles nio

dependem do intervalo de amostragem.

Finalmente os pares 6timos (m, d) foram determinados apenas para A= 3,5 ¢ 4,5 man-
tendo fixos =0,5; p=0,05 e os custos. Os resultados estio na Tabela 2.6. Analisando os
resultados da Tabela 2.6, o método proposto apresenta valores mais razodveis de limite de
controle e de intervalo de inspegao assim como fornece melhores custos nos casos analisa-
dos. Para A= 3,5, o intervalo amostral do método proposto é muito similar ao resultado
de Taguchi, no entanto os limites de controle sdo muito diferentes. O método proposto
fornece limites mais amplos e condizentes com a realidade que os de Taguchi, uma vez que
limites iguais a d = 1 sdo invidveis. Para A= 4,5, um aumento no intervalo de amostral foi
observado nos dois métodos, sendo os dois valores muito similares. Os limites de controle
nao apresentaram mudangas expressivas. No entanto, o custo decresceu para o modelo

proposto e o de Taguchi aumentou.

Tabela 2.6: Valores 6timos de (m,d) para A= 3,5 e 4,5.

A  Método m d L

3,6 Taguchi 247 1 0,177
Proposto 229 3,248 0,007

4,5 Taguchi 318 1 0,189
Proposto 319 3,277 0,005

A funcdo perda Lp é funcao de dois tipos de pardmetros: um relacionado com custos (¢,
Ca, Cnc e Cp) e outro relacionado com (p,m,l,d,A,e,0). Para analisar o comporta-
mento de Lp pode-se proceder de muitas maneiras. Por exemplo, fixar os custos Cy, Ca,
Cnc e Cp e variar os pardmetros p,m,l,d, A, €, o ou fixar estes e variar os custos. Uma

desvantagem da fungdo Lp, em (2.39), é o fato de expressao a ser minimizada nao ser tio
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simples quanto a proposta por Taguchi. Além disso, é necessdrio um programa compu-
tacional para que seja possivel a sua utilizagio na, pratica, visto que a mesma envolve o
célculo de vérias probabilidades. No método de Taguchi os valores étimos my e dp sio
obtidos através da derivagdo de Ly, enquanto que no método proposto os valores 4timos
de m e d, denotados por mp e dp, serao obtidos através de uma busca direta nos possiveis
valores de m e d, tal que minimizem a perda proposta Lp. A nio obtencio de mp ¢ dp
através da derivagdo da fungao perda Lp dada em (2.39), se deve a complexidade das
referidas expressoes. Na Figura 2.8 apresenta-se uma comparacio das perdas proposta e
de Taguchi quando e =0,1; d=3; p=10,05 ¢ A=3,5.

1} - -
i e
] Jrd
1,54 o
o - -
o e
:
Ay 1,04 ’_,/‘
18 i -
3 st
0,5 P
i - == Taguchi
g - —— m
0- L
T T T T T T
0 200 400 600 300 1000
m

Figura 2.8: Funcao perda de Taguchi e proposta parae =0,1;d = 3;p =0,05¢ A = 3, 5.

Observa-se na Figura 2.8 que a perda proposta é menor que a de Taguchi. De uma forma
geral, a perda proposta é sempre menor que a de Taguchi. Este resultado é importante
pois, significa que o custo da qualidade por item produzido é menor quando utiliza-se o

método proposto neste trabalho.

De acordo com Adams & Woodall (1989), um exame detalhado do primeiro termo da
fun¢éo perda de Taguchi revela a razao do método de Taguchi ter um desempenho pobre

para m grande e d pequeno.

Taguchi aproximou a perda esperada associada com desvios em torno do valor alvo por
uma fungéo de d?, que d4 pequenos valores para d pequeno. O resultado é uma subes-
timagao da perda esperada, por item, em um ciclo de produgio. Nota-se que quando o
limite de controle d aproxima-se de 0, a funcio perda indicard a inexisténcia de perda
devido ao desvio do valor alvo. Como u > m, nota-se também que a perda esperada. de

Taguchi pode, de fato, ser feita arbitrariamente préxima de 0, deixando d se aproximar
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de zero e aumentando m. Assim, um sistema de controle seria obviamente impraticével.

A modelagem proposta explicita na sua composicao uma parcela referente a nao confor-
midade [o nimero esperado de itens nao conformes como multiplicador do custo de nao
conforme (Cyc)]|, ao invés de usar uma fungao dos desvios em relacio ao valor alvo ¢

(dispersdo do processo), como feito por Taguchi.

De uma forma geral, pode-se dizer que a perda proposta é sempre menor que a de Ta-
guchi, o que é um resultado importante, pois significa que o custo da qualidade por item
produzido é menor quando o método proposto neste trabalho for utilizado. Além disso,
a abordagem proposta faz uma modelagem probabilistica do processo a partir de uma
cadeia de Markov, o que d4 o formalismo e a precisdo ao método proposto, ao contrario
de método de Taguchi que é caracterizado como uma proposta intuitiva e carente de uma

formalizagdo matemaética.

A abordagem proposta também expressou de forma mais adequada a parcela associada
ao custo Cnc através da obtencao da expressdo do mimero de itens nao conformes, o que
acaba refletindo no célculo de um valor mais coerente para a perda. A incorporagao do
custo de falso alarme é conceitualmente importante pois, incorpora a idéia de que h4 um

custo associado ao fato de que o processo pode ser parado desnecessariamente.

Em relacdo & determinagao do par étimo (mn, d) o método proposto apresentou uma perda

6tima menor que a de Taguchi, para valores préximos de m e um limite d mais adequado.
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2.A Funcao de distribuicao de ¢

A expressao (2.35) pode ser reescrita como

P{¢& = km} = P{€ = km,¥ < km} + P{¢ = km, ¥ > km}

com

- — Xk—1ym — ,
ﬂfﬂl <dMSd’_,_,I (k—1)m rﬂ'(k—l)ml

<d,

P{gzkm,ll'>km}=P{|X—o—_ ,
g o o

M}d,eozoaelzoa"' )ekm=0}

=P{6y=0,0,=0,---,6y, =0} xp{'X"_‘“" <d, [Xim = fim| <d,...,
g g

lX(k—])m'— ﬁ(k--l}m' <d Ika —".Ufkml > dleg =) el =0,--- GL = 0}
o - o , o

k—1
=P{6=0,0,=0,--,0p, =0} xHP{"—M’“—I gd|e,-,,,=o}
i=0 ez

’Xm_ m
xP{I—ig—”’f—l>d|ekm=0}

k-1
=(1—p)tm [1 x[[a- 2‘3(4))] x 28(d) = ¢* [1 —28(d)]* " 28(d), § > km

i=1
Seja

A=[1-28(d)]; B= [‘I’(d—i)“p(_d—g)]

Introduzindo (A.2) em (A.1), obtém-se

P{E=km, ¥ >km}=(1-p)™ A (1—-A)= A" (1—-A), j>km
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km—1
P{=km, ¥ <km}=> P

J=0

‘X[:’;-]m

s i,
o

|§d7"'7

g

X 1Yy —1m Xm_
| (k—1) U”’(k 1) |Sd,| k O_;Lkm[>d)90=O7“'76j:079j+1:87'.'7ekm:E}

km—1

. ZP{90:O7"'76j:076j+1:€7"'76km:6}

km—1 X[2lm — B4 )

X =
I_MTP"@J>d]90:0,---,(—)j=0,9j+125,---,ka:é‘}

km—1
:ZP{eozo,---,9j=0,6j+1:5,"'7 m = €} X HP{ uM|<d|eim=0}
ran

k—1
Xim_ im My Rakn?
X H P{widleing}xP{M>d,9km:5}
g

=[i]+1 g

= kilp(l —p) x1

[£] k1
[T -20) ] [o (d—g) — 0 (—d—g)] x[1- (d—g) +(-a-2)]

x [aln 0
=3 n -y x 1 2n(a)
x[o(a- ) o (a= ) 1 e (=) o (- 2)] 0 < < bm

(A.3)
[Z] denota o maior inteiro < L. Introduzindo (A.2) em (A.3) obtém-se
S0 bl Bl
P{E=km ¥ <km}=> p1-pfAl™IB L™ (1-B),0<j<km (A4)

=0
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A expressao (A.4) pode ser reescrita como

k—1 (i1)m—1
P{E=km ¥ <km}=>»" 3 p(l—pfAB*'101-B) (A.5)

i=0 j=tm

Somando (A.5) em j e depois em 4, obtém-se

P{£=km,wSkm}z(l—q)ﬁ“*‘U_B)XM

1—[qA/B]
E_ [qAlk
=(l—q)B"_l(1—B)xB—f:%
:(l—q)(1~B)xU?;—:iif]—k],se0<%<le0§j<km

(A.6)

2.B Numero esperado de itens nao conforme

A expressao (2.42) pode ser reescrita como:

*[cann] [

= E[f (k,5)] = ZZf(k,J)P@ km, ¥ =j+1)  (B1)

k=1 j=0

A fungao de distribuicdo conjunta P (€ = km, ¥ = j + 1) é dada por:

P{¢=km, W =j+1}

X{ilp — M I .
_p | Xo — pol <d ‘ [%] [ ]m <o, | X (k= 1ym — tek—1ymm <
g (2 a
Xm_' m
|%‘“—’°|>d,90:0,---,e,-:o,e,-H:e,---,(—)k,,.=a}
—p(l—-pY ARIB[F11 (1 -B),se0<j<kmet —kmk>1 (B.2)
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g

_ = X (k—1ym — Be—1ym
P{ﬁzkm,\lr:jﬂ}zp{'xoawsdaixmawlidw,l Ll s |Sd,

Plim—biml . 4 6,0, , O = 0+ 0501 ZE}
a

=p(A—pYA¥ ' (1-A), se j>kmet=kmk>1

(B.3)
A funcdo f(k,j) pode ser escrita como:
EH
f(k7j) =F [ZI([X,-—;.,- >A) lg . km';\I’ :.7+1]
i=1 v
kmitL
:ZP(""—;E>A|§=km,w=j+1) (B.4)
i=1

A expressao (B.4) foi obtida considerando trés eventos:

1. para 0 < j < km (a média mudou antes da inspecio);
2. para km < j < km + [ (a média mudou durante o tempo de atraso);

3. para j > km + 1 (a média mudou depois do tempo de atraso).
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2.B.1 f(k,j),para0<j<kmek>1

km+l

: | X — i .
= Pl— > Al = v = 1
f (k,5) 2_) ( — > Alg=km, ¥ =j+
z"»%% P (A < Honztml < glo,, = 0) et (P (A< Bzl < glo, =)
e + X I(d>
=\ P (lxa;*‘m' < d|Oim = 0) gty 2 ('X'x%m' < d|8;y = 5)
+ Z ZP( :eryJ ity > A|eim+y - 0) 4 Z P (_‘_J_‘ > Al@i = 0)
i=0 y=1 i=[Z]|mt1
-[-,-"":]m+m~1 k-1 m—1
Xi — M sz m
H Y p(EE ne—e)+ 3 3 p (Himte—tims > Al6imsy = <)
i=j+1 a i=[L]+1 ¥=1
X m m X ™o 1413
— X — P (l__’“o—“"l > A, l"—ou"_' > d|Oxm = 5)
+ 3 7( m>A'6"ZE)]+ Xiem — pm]
i=km+1 P (__kmo’—ﬂ'km > dlgkm = E)
(B.5)
e
P (kam;l"kml > A, |ka;l‘km' > d|Oxm = 6) P (I)(km Brml d|Om = E)
X I(g>a)
P (Ika;I"kml > d|Okm = E) P (Ika—#ka > d|Om = 8)
P (|ka Mem| ~ Ak = 6)
Y - X Ia<a)

Comentérios referentes aos componentes de (B.5):

e Os termos dados por quociente de duas probabilidades se referem aos itens inspe-

4]
m
cionados. ) - esta soma se refere aos itens inspecionados antes da mudanca da
=1
média;
k-1
e > - ela se refere aos itens inspecionados apés a mudanca da média exceto o
i=[L]+H

km-ésimo item;

Como um tinico item ¢ inspecionado a cada m itens, (m — 1) nao sao inspecionados em
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cada bloco de m itens.

[‘L] m—1
e Y. 3 - ela se refere aos blocos de (m — 1) itens néo inspecionados anteriores ao
i=0 y=1
bloco que contém a mudanga da média;

j

e ) - ela se refere aos itens nao inspecionados (produzidos antes da mudanga
[ &1
da média) dentro do bloco onde houve a mudanga da média;

i _
° [M].rgm 1 - ela se refere aos itens nao inspecionados (produzidos apds a mudanca da
méﬁﬁ)l dentro do bloco em que houve a mudanca da média;
k=1 m—1
. _ %: 1 E_l - ela se refere aos blocos de (mm — 1) itens ndo inspecionados apds o bloco
err[lm(_][;e houve mudanca na média;
Em

e Y - ela se refere aos itens produzidos no atraso.
i=km+1

2.B.2 f(k,j) para km < j < km + 1 (a mudanca foi durante o
atraso) e k > 1

km-+1

=3 P (s A —bm v —j41)

: P (A < Wim—timl < 410y, = 0)

= X Iiasn)
ey P (IX.,..U;MW.I < d|Bim = 0)

k-1m-1
|Xtm+ Himy- |
! [ZZP( =Bl 76y =0

i=0 y=1

+ DS A8 = 0) X Igsay + X Ia<ay
( Xim;[‘im > d|9,m — 0) (a<

i=km+1

km+l
X; —
an Z (' Il'll >A|9i=6)

(B.6)
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2.B.3 f (k,j) para j > km +1 (a mudanga foi ap6s o tempo de
atraso) ek > 1

k-l IX —[l;l
Fkd)=>_P (—6— >A|§:kzm,‘llzj+l)

kéj: P (A < Jﬁma;ﬂiﬂ[ < dleim _ 0)
B i=1 ( P (!hg:f‘-_ml < d|Oim = 0) ) X Iiasn)

E—1 m—
T [ZZP (]Xaml—y thlyl > Ale 0):|
imty —

i=0 y=1
P M > A|6,;m = 0)

kmtl
| X — il ﬂa|
1—%1:%1 (LX‘L;MI' > dleim . 0) N

(B.7)

Somando (B.5), (B.6) e (B.7) em i para obter (B.4); aplicando (B.3) e (B.2) em (B.1);
somando (B.1) em j e k e ap6s algumas manipulagdes algébricas, a expressdo (2.42) pode

ser obtida.
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8 Indices de Capacidade

3.1 Introdugao

No inicio dos anos 70, os indices de capacidade foram introduzidos para medir o quanto
um processo é capaz de atender as especificacdes exigidas. Assim diversas fungoes da
média do processo i e do desvio padrao ¢ foram propostas como indices de capacidade,

entre elas, podem ser citados:

proposto por Juran (1974); o indice

—T\?
Cm=0p+\/1+(“a )

proposto por Hsiang & Taguchi (1985); o indice

C'pk=min{'u'_L'U_u}

30 ' 30

de Kane (1986) e o proposto por Pearn (1992)

—1\?2
Cpmk=0pk+¢l+(ua )

onde U e L , representam respectivamente, o limite superior e inferior de especificagao;

T, o valor alvo do processo. Tal colegio ilustra as vérias tentativas de definir medidas
de capacidade de processo. Uma boa referéncia sobre indices pode ser encontrada no
livro de Kotz & Johnson (1993) e nos artigos de Kotz & Johnson (2002) e Spiring et al.
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(2003). A partir destas iniciativas, esforgos tém sido envidados por vérios pesquisadores

para desenvolver novos procedimentos estatisticos para avaliar a capacidade de processo a

partir dos dados coletados. No entanto, todos os procedimentos inferenciais desses indices

sempre vao requerer, além de um processo estavel:

Conhecimento da distribuicao da caracteristica de interesse;
Observagoes da caracteristica de interesse devem ser independentes;
Valor da caracteristica de interesse deve ser observavel;

Limites de especificagio associados com a fragdo de conformidade do processo.

Em nao atendendo a estes quesitos, os usudrios podem estar tomando decisdes erradas,

por exemplo, afirmando que o processo é capaz de atender as especificagoes quando a

verdade nio é capaz de atender, ou o contrario. Para exemplificar, supoe-se, geralmente,

que a caracteristica de interesse obedega a uma distribuicdo Normal, ou que as observagoes

devem ser independentes. Neste capitulo discorrera as contribuigées da Profa. Dr. Linda

Lee Ho sobre indice de capacidade nas seguintes situacoes:

e O indice de capacidade ndo paramétrico proposto por Clements (1989) emprega

estatisticas de ordem e assim sendo nao é necessario conhecer a distribuicdo da
caracteristica de interesse. Na secao 3.2 estao apresentados os procedimentos infe-

renciais do indice de Clements desenvolvidos por Borges & Ho (2000).

Em processos com um alto volume de producgao, os valores da caracteristica de
interesse podem nao ser independentes, porém auto-correlacionados. Na segio 3.3
estao os procedimentos inferenciais sobre os indices de capacidade em processos

normais com observacoes nao independentes apresentados por Ramos & Ho (2003).

Em alguns processos, a varidvel de interesse nao ¢ observdvel, mas obtida a partir
de alguma fung¢io conhecida de varidveis de entrada. Por exemplo, o volume de uma
esfera pode nao ser medida, mas obtida a partir do raio da esfera. Procedimentos
inferenciais de indices de capacidade propostos por Bulba & Ho (2004, 2006) para

este tipo de processo estao descritos na segdo 3.4.

A colegio de indices de capacidade apresentada na introducio desta segdo reflete
a dificuldade em medir a capacidade de um processo e a maioria deles enfoca os

processos com especificacoes simétricas. Uma especificacao é dita simétrica se m =
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(U + L)/2. Desse modo, U — m = m — L e esta quantidade é conhecida como
tolerdncia. No entanto, existem muitos casos com T # (U + L)/2 tal que justifique
especificagbes assimétricas, ou seja, existem duas distintas tolerancias D, =T — L
e Dy = U — T. Para processos assimétricos, varios autores propuseram uma série
de indices de capacidade, inclusive Boyle (1994) propos uma famflia de indices. Na
secao 3.5 estao apresentados os procedimentos inferenciais desse indice de capacidade
desenvolvidos por Ho (2003).

e IEm processos normais, os indices mais conhecidos e utilizados como C,, e Cy, estao
calibrados com a fracao de nao conformidade, no entanto esta propriedade nio é
valida para caracteristicas de interesse que nao sigam distribuigbes normais. Na
segdo 3.6 estdo apresentados alguns indices alternativos similares aos indices C,
e G, para processos nao normais com especificacoes bilaterais e unilaterais, mas
calibrados com a fragao nao conforme desenvolvidos por Borges & Ho (2001) e Ho,
Borges & Barriga (2004).

3.2 Indice de capacidade nio paramétrico de Cle-
ments (procedimentos inferenciais)

Para processos ndo normais, Clements (1989) propos o indice

. Jéos—L U—E&5 }
C. = min : : 2 3.1
{50,5 — & §1-¢—&os (3-1)
onde &, indica o g-ésimo quantil. Um estimador natural de (3.1) é dado por
C, = min { §0’5 — {1; AU — 5015 } (3.2)
o5 — &g £1-¢ — o5

onde fq corresponde ao q-€ésimo quantil amostral.

Borges & Ho (2000) obtiveram a distribuicao amostral de C,. Partindo da distribuicao as-
sintética que o vetor \/n ((éq —¢) (bop—os) (E1—g— §1,q)) tem distribuigdo Normal
(0,X), com
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a(l—q) 0,5¢ q?
F2(&q) F (&) F(éo,5) F(&q) F(€1—q)

0,5¢ 0,25 0,5¢
F(&a)f(%o,5) 2(éos) f(€1-a)f(%0.5)

7 0,59 g(1—gq)
| f&a)f(Ea—a)  F(61—q)f(b0)5) F2(61-q)

segue que o vetor /n((X5 — ) (X2 —p2)) com X; = §°'5_é;; py = 22l X, =

£o,5— &0,5—&q?
Ybos o iy = 755 também vai seguir uma distribuicao Normal (0, 3*) com
&1q—Cos &_q—bos5?

2¥
aJ; T2

3 = dados por

2.
J12 09

o3 = (b5 — &g) [(bos — L)?o11 + 2012(€os — L)(L — &) + (L — &,)%022);

03" = (b1-g — €05) (U — &1_g) 022 + 2023(U — &1_4)(&05 — U) + (o5 — U)033]

or 012U —&g) + 013(€0s —U)](§05 — L) + [022(U — &1—g) + 023(b05 — U)I(L — &)
1 (§1-q — €0,5)% (o5 — &0)*

sendo 0;; elementos da matriz 3. Como C = min( X7, X3) segue que

P(é’c>z):P(X1 > 2, X, >Z) gP(Wl >\/ﬁ(z—u1),W2 >\/ﬁ(z—u2))

com W = (W, W;) seguindo uma distribui¢do Normal com (0,%*). Além disto, se
T, Uy, U, sao varidveis aleatérias independentes normal padréo, a transformacio Y; =
(T + UIM)O'; eYy = (pT + Ug\/l_—‘p_2)0; produzird o vetor Y = (Y1,Y,) com a
mesma, distribuicdo de W (ver Johnson, Kotz & Balakrishnan, 1995) com p = -Z2.. ou

* *9
0'10'2

seja
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05

_ q f(§q)(L _ fq) —2

lp| = l((mzf@ms)(&)ﬁ — L)\/a(l__—zq)) + 1)
g 1 f(gl—q)(U . é‘lfq) =2 ‘

X ((\/sz (¢o5) (o5 — U)m) 1 1) ]

Segue que

P> 2= P (T4 UT= ) > i (1) o+ oy T > v (25 12)

2
pfn s PER) T
N\ T

) = E[f(T)]

com

o (42025

Empregando expansao em séries de Taylor pode-se escrever

2

BIFT)  F(T) + 5 STV ar(Thr—scry-o

que apos algumas manipulagdes algébricas, a distribuicido de (3.2) resulta em

P(C. > 2) = &(21)®(22) + 1 f

7 [#(21)(d(22) — 218(22)) + B(22) (B(21) — 228(21))] (3-3)

com z = /n (z—;:,ﬁ‘—‘) (M)_l, i=1,2

Uma condigao necessaria de (3.3) é que a caracteristica de interesse tenha uma distri-
bui¢do absolutamente continua cuja densidade ndo seja nula em &; &5 e &, Em
termos praticos, é interessante obter valores do indice para valores pequenos de g e conhe-

cer o comportamento da aproximacio da distribuicio amostral de C, nestas condicoes.
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Contudo, isto depende do comportamento da fun¢io densidade no quantil q.

Considere dois pontos, a e b, tal que f(a) > 0 e f(b) > 0. Nestas condiges, |p| — 1

Fea)(Lt) | If@l,.,)(ugw
va Va

conforme ¢ — 0, uma vez que crescem conforme ¢ — 0.

Consequentemente,

P(C.> 2) = P(Wy > vn(z — ), Wa > v/n(z — pin))
>~ P(Wh > v/n(z — ), Pog—iwl > V/n(z — piz))
— %  max vz — ) Vn(z — ps)
= (R, )

51 Poo2

com pyg = *1 = lim,_,9 p. Por outro lado, se f(a) ~ 0, entdo nestas condigoes |p| — 0

F(& o) —&1—q)

—0e Vi

— 0 conforme ¢ — 0.

conforme ¢ — 0, uma vez que ’Mf{g‘)

Desde modo,

P> 2) g@(‘/ﬁ(—z*—”’l_)) @(M),
01 P
Para obter o intervalo de confianca exato de C,. é particularmente dificil, no entanto
Borges & Ho (2000) obtiveram intervalos de confianga aproximados e conservativos para
este indice de capacidade conforme a seguir. Considere z; = 1 + 2, /4)#:7—“;ﬁ ey; =1+

2(1_a/4)%, onde z(g) denota o quantil de ordem ¢ de uma normal padrao. Segue que

X;
P (xi < e < y,-) = P(z: — Dps < X — s < (3 — 1)

Xi — i
=P (%/4) < M < z<1~a/4>) =1-a/2,

g;

ouseja, Vi = X;—21_a/a % g W;: = X;— 204 7L & um intervalo de confian¢a aproximado
(1—a/8)/n (/1) /n

para, p; com confianca de 1 — /2. Como
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2
(Vi < i < Wi} = {min(V3, V2) < G, < min(Wy, Wa)}.

Assim,

{min(W3, V2) < C. < min(W, W)}

¢ um intervalo confianga conservativo aproximado de C, com nivel de confianca 1 — . O
mesmo argumento pode ser usado para construir limites de confianga aproximados para
C., em particular fixando @ = 2q. Empregando as defini¢des de V; e W; acima, tem-se

que

max (o7, 03)

Jn

sdo limites inferiores conservativos aproximados de C, com nivel confianca (1—9q).

min(V;,V3) e CA'c—z(1—4/2)

Para ilustrar o comportamento do indice de Clements e da correlagdo p em funcio dos
quantis, um conjunto de distribuicoes foi selecionado cujos pardmetros estio resumidos
na Tabela 3.1. Foram adotados como limites de especificagio L = 100 e U = 104 tal que
P(X < L)= P(X > U) = 0,0228 nas distribuigdes listadas na Tabela 3.1. Gréficos dos
valores de C; e p versus 0 < ¢ < 0, 25 estiio na Figura 3.1.

Pode-se observar na Figura 3.1 que C, 7 1 e p — —1 quando ¢ — 0 para as distribuicGes
Uniforme ¢ Beta e para outras distribuicées p — 0 quando ¢ — 0. Para avaliar a
distribuicdo amostral aproximada proposta, foram feitas comparagoes com a distribuigao

empirica de C, gerada de distribuicdes uniforme e exponencial com niimero de repetigdes
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r=200, 400 e 800 e tamanho de amostras n=2500, 5000 e 10000. Figura 3.2 ilustra o
comportamento da distribuicdo amostral do estimador versus a empirica (os resultados
para a distribuicao exponencial estao na coluna esquerda; os da coluna direita se referem
a distribuicdo uniforme; os resultados com r=200 estdo na primeira linha, r=400, na
segunda linha e 7=800, na terceira linha). Em todos os casos, a distribui¢do empirica e a
aproximada sdo bastante préximas e, conforme esperado, esta, diferenca diminue 4 medida
que aumenta o tamanho da amostra. Isto mostra que a distribuicdo amostral aproximada,

proposta ¢ uma boa aproximagio da distribuicio amostral do estimador de C..

Tabela 3.1: Pardmetros das distribuicoes.

Distribuicao Funcao densidade Valor dos parAmetros
Normal f(z) = ‘/Zf—m exp (—0, 5 (x—;’f)z) p =102
o=1
t-Student @) =t () n = 0,44235783
t(2), distribuicdo t-Student com 2 g.1. 0 =102
Cauchy flx) = Wlm%)z—) a =102
B = 0,14350213
Exponencial flz) = % exp (— ”—;QD 0 =102
Dupla n = 0,64770037
Weibull fl@)=7 (“’T_g) o exp (— (“‘T_”)a) a=0,5
x>0 6 =99, 66112389
n = 2, 23138348
Exponencial f(z) = %exp (—%‘9) 7 = 1,06441555
>0 0 = 99, 97545038
Beta flz) = FI&S;&))% (%}—A)a ’ (1 — %)ﬂ i a=pF=0,25
A<z<B A = 99,99998723
B =104, 00001277
n=B—-A
Uniforme flz) = ﬂ_% a = 99,90444258
a<z< i B = 104, 09555742
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Valores de p

Figura 3.1: Comportamento do indice e correlagio em fungdo dos valores de g.
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3.3 Indice de capacidade para processos normais au-
to-correlacionados (procedimentos inferenciais a-
través da reamostragem: bootstrap)

Em relagio a avaliagdo da capacidade de processos com dados autocorrelacionados, o
interesse pelo assunto ainda é recente, segundo Zhang (1996), e mesmo alguns autores de
renome, tais como Kotz & Johnson (1993) referem-se pouco a este problema, especifico.
Diversos autores, como Rodrigues (1992), Franklin & Wasserman (1992) e Constable
& Yen (1991), tém sugerido a utilizagdo de técnicas de simulagao, para avaliacio da
capacidade em situagoes especiais. Dentre os métodos de simulacdo, um parece ser de
particular interesse: o método de reamostragem (Bootstrap). Embora o método ji seja
conhecido h4 algum tempo, sua aplicagao a dados autocorrelacionados tem sido incipiente

e nao tém sido feitas comparagoes quanto a sua eficiéncia e robustez nesta situacao.

Ramos & Ho (2003) apresentam procedimentos inferenciais para os indices de capaci-
dade para caracteristicas de qualidade autocorrelacionadas normalmente distribuidos via
bootstrap para alguns modelos de séries temporais mais realistas na inddstria. Segundo
Montgomery & Runger (1994), das vérias séries temporais estaciondrias, merecem des-
taque as séries: auto-regressivo de primeira ordem AR(1); auto-regressivo de segunda
ordem AR(2); média mével de primeira ordem MA(1); média mével de segunda ordem
MA(2); auto-regressivo de primeira ordem e média mével de primeira ordem ARMA(1,1)
por serem as mais comumente encontradas no campo da engenharia. Assim, optou-se por
avaliar somente estas com residuos normais. Por outro lado, deve-se lembrar que uma
das restrigdes dos modelos ARMA é a exigéncia de que os residuos sejam independentes e

identicamente distribuidos com média zero e varidncia constante, ou seja, e; ~ IID(0, o2).

O método originalmente proposto por Efron & Tibshirani (1986) foi modificado para
atender a estruturas de dados mais complexas, em virtude da existéncia de dependéncia
serial. I necessario eliminar a estrutura interna existente entre os dados (autocorrelacao)
através do ajuste de um modelo adequado ARIMA. Se tal modelo for eficiente na extracao
da informacao contida na série temporal, os residuos devem mostrar-se estatisticamente
independentes (ruido branco). Assim sendo, o procedimento de reamostragem para dados

autocorrelacionados é constituido das seguintes etapas:

1. Gerar uma amostra com n valores segundo NIID (0,1);

2. Gerar uma série temporal segundo o modelo ARIMA (p,q) selecionado;
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10.

. Calcular as estimativas dos fndices de capacidade C’,(,i) e CY,

Obter a(s) estimativa(s) do(s) pardmetro(s) do modelo ARIMA (p,q) selecionado,

pelo método dos minimos quadrados;

. Ajustar o modelo aos dados, obtendo os residuos estimados & = z; — £;, e definir

como amostra original (&1, é,,£€3,--- ,&,) a estes;

Obter uma reamostra €3, €3,£3, - - - , £, mediante a amostragem (com reposigao) dos

residuos da etapa d;

- Reconstituir a série temporal ARIMA (p, q), utilizando a reamostra dos residuos

€1,€5:€3,- -+ , &5, € a(s) estimativa(s) do(s) pardmetro(s) obtida(s);

pk?

- Repetir as etapas de 1 até 7, B vezes;

Obter as médias amostrais de C, e Cyy, € 0s respectivos desvios-padrdes SG, € S5
pi

Construir intervalos de confianga para C, e Cyk, segundo as trés formas que sao:

e A primeira é denominada de Método Padrao, dada por:

V" £ Zas25y; (3.4)

¢ a segunda forma denominada de Método Percentil

[%7 (e/2); 4 (1 — /2)]; (3-5)

® ¢ a terceira forma denominada de Método Percentil Corrigido dada por

|9 :B); (0, B)| (3:6)

onde 9*(g) denota o g-ésimo quantil amostral das estimativas dos fndices de
capacidade de interesse; 1 e sy denotam respectivamente a média e desvio

amostral das estimativas dos parAmetros de interesse;

Pi = B 71220 — Zap2); Ps =B (220 + Zaj2); 20— P '(po)

e pp é a probabilidade de uma estimativa de 1/3* (4) ser inferior & estimativa

pontual da amostra original.
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Para ilustrar o procedimento proposto, trés tamanhos de amostra foram utilizados: n =

50, 100 e 250. Tamanhos superiores a estes ndo costumam ser comuns na execucio de

estudos de capacidade de curto-prazo, em fungio do custo de sua obtencio e interferéncia

na producio normal. Nos casos simulados, a quantidade de repetigoes (B) foi mantida

constante e igual a 1000. Os limites inferior e superior de especificacao foram fixados em

—3 e +3, respectivamente. Na Tabela 3.2 estao os valores dos pardmetros utilizados na si-

mulagdo. Foram escolhidos de modo que as séries fossem estaciondrias, as autocorrelacées

positivas e £ = 0.

Tabela 3.2: Valor dos parametros das séries temporais utilizadas nas simulagoes.

Série Valor dos parametros Varidncia da caracterfstica (o?)
2
AR(1) ¢1=10,1;0,3; 0,5 0,7 ¢ 0,9 = (3.7)
1—¢%
¢1 =0,1; 02; --- e 0,8; 0’3 1-— ¢
GR() $2=0,9—¢ 1— ¢2 (1 — 2)2 =0 (38)
’ (1= ¢2)[(1 — ¢2)* — 4]
MA(1) 0, = -1,5; -1,3; -0,9; -0,5 e -0,1 o2(1+6%) (3.9)
(017 02) = ('1a5; _113); (_1)5;
-0,9); (-1,1;-0,9); (-1,1;-0,5); 2 2
MARY Co3) (0,70 (03, (1H0+0)  (310)
-1,5) e (-0,3; -0,1)
6, = 0,1; 0,5 e 0,9 combinados 2(1 — 2,0, + 62
ARMA(11) ™ com ¢; =0,1; 0,5 ¢ 0,9 2z B+ 0) (3.11)

[1 - &i]

Para avaliar os resultados obtidos na simulagio via Bootstrap, o erro quadritico médio

dado por
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EQM Z ("/}z "/)) Z ("/’1 "/") Bg/’__l"/’) = 31211 B("/)_ 17/))

i=1

foi calculado, B é o niimero de repeticdes feitas na simulacio e 1/},- o valor da i-ésima

estimativa de parametro de interesse.

Nas Figuras 3.3 a 3.5 estao os valores de EQM’s de C,, e Cyx. dos vérios modelos de séries em
funcao do tamanho da amostra e nas Tabelas 3.3 a 3.7, encontram-se os resultados obtidos,
no tocante as estimativas de C,(C’, ») € Cpx C, o). Constam, ainda, os valores teéricos de
Cp = Cp, os valores de o2 conforme as expressdes (3.7) a (3.11) e os limites inferiores
dos intervalos de confianga (IC) a 95%, segundo os trés métodos: padrio, percentil e
corrigido conforme expressoes (3.4) a (3.6). Para fins comparativos, os limites inferiores
de intervalo de confianca de C, e Cpr (ver Kotz & Johnson, 1993) dados respectivamente

por

>

2
X(n—1);(1—a)

PG =6 n—1

P [C,,,, > G (1 = za\/ (9nCo) 1 + [2(n — 1)]1)] =1—a

também foram calculados e referenciados como Bissel nas Tabelas 3.3 a 3.7. Da anilise

dos resultados, pode-se constatar que

Modelos Auto Regressivos (AR)

e O EQM diminui sensivelmente com o aumento do tamanho da amostra nos dois
modelos autoregressivos. Em geral, a queda é mais acentuada quando se aumenta
o tamanho da amostra de 50 para 100, especialmente para valores altos de ¢ nos
modelos AR(1). No modelo AR(2), os valores de EQM para Cp. s3o menores do
que para C,.

e Nos dois modelos autoregressivos, as trés diferentes formas para construir IC forne-

cem valores muito préximos entre si, demonstrando coeréncia entre os trés métodos.

e No modelo AR(1), no caso do C, o método padrao fornece valores mais préximos
do IC de Bissel para valores baixos de ¢ (0,1 ou 0,3). Contudo, & medida que ¢

aumenta, o método do percentil corrigido torna-se preferfvel. O método corrigido
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tende a fornecer IC’s mais préximos dos de Bissel, com excecio de ¢ = 0,1, quando

os métodos padrdo ou percentil sdo melhores no caso de Cp.

e No modelo AR(2), o método percentil corrigido revelou-se superior a todos os demais
no caso do Cpx. Além disso, os valores determinados por este método indicaram

sempre uma, cobertura maior do que os 95% de confianca de Bissel.

Modelos Médias Méveis (MA)

e H4 um decréscimo dos EQM’s com o aumento de n, mais acentuado quando este
vai de 50 para 100 nos dois indices. Estes EQM’s sdo similares em valor tanto para

Cp como Cp.

¢ Nos modelos de médias méveis, ndo hd um método (padrao, percentil ou corrigido)
que seja superior aos demais na obtencdo dos IC’s para C,, j4 que este varia em
fungdo do n e @ selecionados. Contudo, quando n > 50, os valores dos IC’s séo
muito proximos entre si para que se possa dizer que haja uma diferenga, pratica
entre estes resultados. As mesmas consideragoes sdo também vélidas para o caso de
Cor;

e No modelo MA(1), os IC’s obtidos contiveram os valores reais dos parametros es-
timados em todos os casos analisados; no modelos MA(2), a mesma observacio é
vélida, além de apresentarem uma cobertura ligeiramente superior aquela fornecida
pelos IC’s de Bissel (95% de confianga).

Modelos Auto Regressivos e Médias Méveis (ARMA)

* Hé queda nos EQM’s com o aumento de n e esta é mais acentuada quando o tamanho

da amostra vai de 50 para 100, mas nao em todas as combinacgtes de ¢ e 0 .

e Em geral, no caso de C,, o método padrio é aquele que proporciona resultados
mais préximos do IC unilateral de Bissel (exceto para ¢=0,1 e 0=0,1) e, quando
n aumenta, os trés diferentes métodos fornecem resultados semelhantes. Contudo,
para ¢’s maiores, os valores dos IC’s tendem a ficar muito diferentes do valor tedrico,

proporcionando uma cobertura inferior aos 95% de confianca;

e No caso de Cp, 0 método padrio também fornece valores mais proximos dos de
Bissel, embora haja algumas situagoes em que o obtido pelo método corrigido se

revela ligeiramente superior a este;
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e Por vérias vezes os IC’s obtidos ndo contiveram o valor teérico do parimetro esti-
mado.

Os métodos tradicionais existentes para avaliagio de capacidade de processo falham
quando- os dados sdo autocorrelacionados. Os procedimentos para realizar inferéncias
nos indices de capacidade devem ser modificados de forma a compensar nao somente a
variabilidade do processo, cujos dados sdo coletados, mas também a dispersao adicional

introduzida pela correlacao serial.

A utilizacio da técnica Bootstrap é uma alternativa vidvel para contornar a dificuldade de
realizar inferéncias com os indices Cp € Cpx. As simulagdes revelaram que h4 uma, sensivel
redugao do erro quadrético médio (EQM) quando o tamanho da amostra (n) passa de
90 para 100. Esta queda ji nao é tao acentuada quando n aumenta de 100 para 250

elementos, (quando a distribuicao normal adere bem aos dados).

Nos trés diferentes métodos avaliados para construgdo de intervalos de confianca (I C’s)
(padréo, percentil e percentil corrigido) observa-se uma tendéncia: o primeiro gera IC’s
mais fechados e o tltimo, mais abertos. Nenhum dos trés se revelou ser sistematicamente
superior aos demais para qualquer um dos modelos ARMA (p,q) simulados, em termos

de obtengio de limites préximos aqueles fornecidos pelos IC’s tedricos.

Nos modelos AR(1), com ¢ < 0,5, o método padrao demonstrou ser ligeiramente superior
ao método corrigido; nos modelos AR(2), os métodos percentil e corrigido sdo superiores

ao método padrao.

Nos modelos MA(1) ¢ MA(2), nenhum dos trés apresentou o melhor resultado em todas
as situagoes analisadas. Nos modelos ARMA (1,1), quando ¢ e ¢ aumentam, qualquer um
dos métodos avaliados conduz a IC’s muito mais fechados do que o IC tedrico. Embora
haja uma vantagem do método padrio sobre os demais, a simulacao bootstrap demonstrou

fraco desempenho nesta tltima situagao.
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Tabela 3.3: Modelo AR(1) - Limite inferior dos intervalos de confianca.

Cp = Intervalo de confianga de Cp Intervalo de confianga de Cpy
n o Cok Bissel padrdo percentil corrigido Bissel padrao percentil corrigido
0,1 50 1,005 0,995 0,82 0,86 0,88 0,91 0,81 0,81 0,82 0,85
100 0,88 0,9 0,91 0,92 0,87 0,87 0,88 0,89
250 0,92 0,93 0,93 0,94 0,91 0,91 0,91 0,92
0,3 50 1,0483 0,9539 0,78 0,79 0,81 0,83 0,76 0,73 0,74 0,77
100 0,84 0,85 0,85 0,87 0,83 0,81 0,81 0,82
250 0,89 0,89 0,9 0,9 0,88 0,86 0,87 0,88
0,5 50 1,1547 0,866 0,7 0,67 0,69 0,71 0,68 0,58 0,59 0,67
100 0,76 0,75 0,75 0,77 0,74 0,69 0,7 0,73
250 0,82 0,81 0,82 0,83 0,81 0,78 0,78 0,8
0,7 50 1,4003 0,7141 0,58 0,51 0,54 0,56 0,56 0,38 0,4 04
100 0,62 0,58 0,59 0,61 0,6 0,5 0,5 0,52
250 0,71 0,69 0,69 0,7 0,7 0,65 0,65 0,66
0.9 50 2,2942  0,4359 0,47 0,37 04 0,43 0,44 0,13 0,14 0,19
100 0,39 0,34 0,36 0,37 0,37 0,16 0,15 0,18
250 0,48 0,45 0,46 0,46 0,47 0,37 0,37 0,39
Tabela 3.4: Modelo AR(2): Limite inferior dos intervalos de confianca.
Cp= Intervalo de confianga de Cp Intervalo de confianga de Cpy
L3 P2 n o Cpk Bissel padrio percentil corrigido Bissel padrio percentil corrigido
0,1 0,8 50 19245 05196 0,62 0,61 0,63 0,66 0,6 0,43 0,44 0,46
100 0,48 0,46 0,48 0,5 0,47 0,3 0,3 0,31
250 0,59 0,55 0,56 0,57 0,58 0,47 0,46 0,5
0,2 0,7 50 1,8787 0,5323 0,64 0,62 0,63 0,66 0,62 0,42 0,43 0,45
100 0,5 0,49 0,49 0,52 0,48 0,32 0,31 0,31
250 0,61 0,57 0,58 0,58 0,6 0,49 0,49 0,5
6,3 0,8 50 1,8898 0,5291 0,63 0,6 0,61 0,65 0,61 0,42 0,42 0,44
100 0,5 0,48 0,49 0,52 0,48 0,29 0,3 0,32
250 0,61 0,57 0,57 0,59 0,6 0,48 0,48 0,51
0,4 0,5 50 19245 055196 0,61 0,58 0,59 0,61 0,59 0,38 0,38 0,42
100 0,49 0,46 0,46 0,49 0,47 0,25 0,26 0,29
250 0,6 0,55 0,56 0,56 0,59 0,47 0,47 0,49
0,5 04 50 19739 0,5066 0,59 0,53 0,54 0,56 0,57 0,33 0,34 0,37
100 0,47 0,45 0,46 0,48 0,45 0,24 0,24 0,26
250 0,58 0,54 0,54 0,55 0,57 0,46 0,46 0,48
0,6 0,3 50 2,0352 0,4914 0,56 0,49 0,5 0,54 0,43 0,3 0,31 0,34
100 0,45 0,41 0,42 0,46 0,55 0,23 0,24 0,26
250 0,56 0,52 0,53 0,54 0,51 0,44 0,44 0,44
0,7 0,2 50 21082 04743 0,53 0,46 0,49 0,52 0,51 0,26 0,27 0,31
100 0,43 0,39 0,4 0,42 0,41 0,21 0,21 0,21
250 0,58 0,49 0,5 0,51 0,52 0,42 0,42 0,45
0,8 0,1 50 21938 0,4558 0,5 0,42 0,44 0,47 0,48 0,2 0,2 0,25
100 0,41 0,37 0,38 0,4 0,39 0,19 0,18 0,22
250 051 047 0,48 0,49 0,5 04 0,4 0,42
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Figura 3.3: Modelos AR(1) e AR(2): Valores de EQM em funcao do tamanho da amostra.
Tabela 3.5: Modelo MA(1): Limite inferior dos intervalos de confianga.
Cp = Intervalo de confianga de Cp Intervalo de confianca de Cp.
g n o Cok Bissel padrio percentil corrigido Bissel padrio percentil corrigido
0,1 50 1,005 0,995 0,82 0,85 0,87 0,9 0,81 0,81 0,82 0,85
100 0,88 0,9 0,91 0,92 0,87 0,87 0,88 0,89
250 0,92 0,93 0,93 0,94 0,91 0,9 0,91 0,92
0,5 50 1,118 0,8944 0,73 0,73 0,74 0,78 0,71 0,68 0,69 0,72
100 0,79 0,81 0,82 0,83 0,78 0,77 0,78 0,79
250 0,82 0,82 0,82 0,83 0,81 0,79 0,79 0,8
0,9 50 1,3454 0,7433 0,61 0,63 0,65 0,68 0,69 0,57 0,58 0,61
100 0,66 0,67 0,68 0,7 0,64 0,63 0,64 0,66
250 0,68 0,69 0,69 0,7 0,67 0,66 0,66 0,67
1,3 50 1,6401 0,6097 0,51 0,47 0,49 0,52 0,48 0,41 0,43 0,46
100 0,54 0,54 0,55 0,57 0,52 0,5 0,51 0,562
250 0,56 0,56 0,56 0,57 0,55 0,53 0,53 0,54
1,5 50 1,8028 0,5547 0,46 0,44 0,45 0,47 0,44 0,37 0,39 0,41
100 0,49 0,5 0,51 0,51 0,47 0,45 0,46 0,46
250 0,51 0,51 0,5 0,51 0,5 0,48 0,48 0,48
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Tabela 3.6: Modelo MA(2): Limite inferior dos intervalos de confianca.

Cp Intervalo de confianca de Cj, Intervalo de confianga de Cok
6 62 n o Cpk Bissel padrio percentil corrigido Bissel padrao percentil corrigido
0,3 0,1 50 1,0488 09535 0,78 0,8 0,82 0,84 0,76 0,74 0,75 0,78
100 0,84 0,85 0,86 0,88 0,83 0,81 0,82 0,83
250 0,88 0,81 0,82 0,85 0,87 0,8 0,79 0,81
1,5 50 1,8276 0,5472 0,46 0,47 0,48 0,49 0,43 04 04 0,42
100 0,47 0,46 0,47 0,48 0,45 0,41 0,42 0,43
250 0,51 0,49 0,5 0,51 0,5 0,46 0,46 0,48
0,7 0,1 50 12247 0,8165 0,67 0,66 0,68 0,71 0,65 0,61 0,62 0,65
100 0,72 0,72 0,73 0,73 0,71 0,67 0,68 0,7
250 0,75 0,69 0,7 0,71 0,74 0,67 0,67 0,71
1,3 50 1,7833 1,786 0,47 0,45 0,47 0,5 0,44 0,38 0,39 0,5
100 0,48 0,47 0,48 0,49 0,46 0,42 0,42 0,44
250 0,52 0,48 0,48 0,49 0,51 0,45 0,44 0,46
1,1 0,5 50 155684 0,6376 0,52 0,53 0,55 0,6 0,5 0,46 0,48 0,5
100 0,56 0,54 0,55 0,56 0,564 0,49 0,5 0,51
250 0,59 0,54 0,54 0,55 0,58 0,51 0,5 0,52
0,9 50 17378 05754 0,47 0,49 0,51 0,54 0,45 0,41 0,43 0,45
100 0,5 0,49 0,49 0,5 0,48 0,43 0,43 0,45
250 0,53 0,49 0,5 0,52 0,52 047 0,46 0,47
1,5 0,9 50 20149 0,493 0,41 0,42 0,43 0,45 0,38 0,34 0,34 0,36
100 0,43 0,43 0,44 0,44 0,41 0,37 0,38 0,38
250 0,46 0,41 0,42 0,43 0,44 0,38 0,38 0,39
1,3 50 2,2226 0,4499 0,38 0,39 0,41 0,43 0,34 0,31 0,31 0,34
100 0,39 0,38 0,39 04 0,37 0,32 0,32 0,33
250 0,42 0,4 04 0,41 0,4 0,36 0,36 0,37
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Tabela 3.7: Modelo ARMA(1,1): Limite inferior dos intervalos de confianca.

Cp Intervalo de confianga de C), Intervalo de confianga de Cpy,
¢ (] n o Cok Bissel padrio percentil corrigido Bissel padrio percentil  corrigido

0,1 0,1 50 1 1 0,8063 0,64 0,65 0,68 0,79 0,56 0,58 0,6
100 0,8674 0,73 0,74 0,75 0,86 0,68 0,69 0,7

250 0,9047 0,88 0,89 0,9 0,9 0,87 0,88 0,89

0,5 50 1,0778 0,9278 0,6987 0,74 0,76 0,78 0,68 0,73 0,74 0,77

100 0,7566 0,9 0,91 0,93 0,74 0,88 0,89 0,91

250 0,7871 0,85 0,85 0,86 0,78 0,84 0,84 0,85

0,9 50 1,2831 0,7793 0,5799 0,68 0,7 0,72 0,56 0,68 0,69 0,72

100 0,623 0,74 0,75 0,76 0,61 0,73 0,75 0,76

250 0,6478 0,72 0,73 0,74 0,64 0,72 0,72 0,73

05 0,1 50 1,015 09078 0,6589 0,69 0,72 0,74 0,64 0,6 0,62 0,65
100 0,7155 0,7 0,71 0,73 0,7 0,65 0,65 0,67

250 0,7788 0,93 0,93 0,94 0,77 0,91 0,91 0,92

0,5 50 1 1 0,527 0,89 0,9 0,92 0,5 0,85 0,86 0,89

100 0,5681 0,89 0,9 0,92 0,55 0,85 0,85 0,87

250 0,6243 0,93 0,93 0,94 0,61 0,91 0,92 0,93

0,9 50 1,1015 0,9078 0,4276 0,81 0,82 0,85 0,4 0,8 0,81 0,83

100 0,4569 0,85 0,86 0,88 0,44 0,84 0,85 0,87

250 0,5027 0,83 0,83 0,84 0,49 0,83 0,83 0,84

0,9 0,1 50 2,091 04785 0,4341 0,55 0,56 0,58 0,41 0,37 0,36 0,39
100 0,356 0,37 0,4 0,42 0,33 0,2 0,2 0,23

250 0,4454 0,57 0,58 0,58 0,43 0,51 0,51 0,52

0,5 50 13572 10,7368 0,3314 0,76 0,78 0,82 0,3 0,62 0,64 0,66

100 0,2653 0,57 0,59 0,6 0,24 0,44 0,45 0,47

250 0,3337 0,81 0,81 0,82 0,32 0,75 0,75 0,76

0,9 50 1 1 0,2654 0,81 0,82 0,84 0,23 0,72 0,73 0,76

100 0,2102 0,9 0,91 0,92 0,18 0,86 0,86 0,88

250 0,2645 0,93 0,93 0,94 0,25 0,92 0,92 0,93
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3.4 Indices de capacidade para variiavel de resposta
nao observavel, mas é funcao conhecida de vari-
aveis de entrada (procedimentos inferenciais).

Considere uma situagio onde quer avaliar a capacidade de um processo cuja varidvel
resposta Y ndo ¢ observdvel, mas, obtida através de relagao funcional ¢ de um conjunto
de varidveis de entrada (Xy; X2; X3;...;X}), isto é: Y = f(X1, X5, X5,...,X;). Por
exemplo, quer avaliar a varidvel resposta Y (4rea de uma placa de ago) como funcio das
varidveis de entrada: comprimento X, e largura X,. Neste caso Bx1, bx2, Ox1 € Ox2 estao
disponiveis, mas uy e oy nao. Desenvolver procedimentos inferenciais ou fornecer uma,
estimativa ou limites de confianca do indice da capacidade da varidvel de resposta Y nio
observada pode ser uma tarefa, um tanto complicada, uma vez que eles seriio estimados
a partir de dados das varidveis de entrada. A situagio fica mais complicada se a relacao

funcional ndo for uma funcéo linear.

Os procedimentos inferenciais desenvolvidos por Bulba & Ho (2004, 2006) descritos a

seguir estao restritos as condicgoes estabelecidas:

e As varidveis de entrada e a varidvel de saida sdo normalmente distribufdas ou muito

préximas de uma distribuicdo normal.
e As varidveis de entrada sdo independentes.
e A relacdo funcional entre as varidveis de entrada e a varidvel de safda é conhecida.

e Para fungGes ndo lineares, as tolerancias e as varidncias das varidveis de entrada

assumem valores favoraveis a uma linearizacio local com erros despreziveis.

e Variancias e tolerdncias sao simétricas a um valor alvo.

Os procedimentos inferenciais foram desenvolvidos apenas para os indices de capacidade
Cp, = % e Cpr = min (UT;E, "3_—01‘) da varidvel ndo observada Y, U e L, sio respectiva-
mente os limites superior e inferior de especificacio; u e o , respectivamente a média e o
desvio padréo do processo. Os dois indices estdo relacionados através da transformacio
Cok = (1 —k)Cp, com k = 271 ) — 7 — I; D, a tolerancia deterministica e T, valor

alvo do processo.

A notacdo empregada. nesta secdo est4 detalhada a seguir
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Cpy,Cpk, — indice de capacidade C, e Cpx para a varidvel aleatéria resposta nio

observivel Y;

ty, oy — média e desvio padrio da varidvel resposta nao observavel Y;

Dy — tolerancia deterministica de Y;

® [ix;,0x; — média e desvio padrio da varidvel aleatéria de entrada X;;

(X1, Xi2,- - - , Xin) — amostra aleatdria da varidvel de entrada. X;;

® Dx; — tolerancia deterministica de X;.

Empregando a notagéo apresentada, o indice de capacidade para a varidvel resposta Y é

Cpy = 57 e um estimador natural para C,, é dado por

~ Dy

66y

CPY

(3.12)

Utilizando aproximagges lineares, um estimador para 0% é dada por

> (Xim—Xi)z . X)X, _X. =
com ox, = \[*F—u—r; ﬁx.-,xj = % (Ko~ %s) (Kym =) ; Xi e X, as médias

£ (X" (%)
amostrais. Quando X; e X; forem varidveis aleatérias independentes, o segundo termo da
expressao (3.13) é omitida. Pode-se notar que Cp, é uma fungéo de o, assim métodos
usados para desenvolver intervalos de confianca para Cpy podem ser os mesmos para
construir intervalo de confianga para oZ. Serfio consideradas duas situagoes: Y como
fungéo de uma tinica varigvel X, isto é, Y = f(X) e Y como fungdo de um conjunto de

v.a. independentes(X;; Xo; X3;- - - ; Xi). No primeiro caso, um estimador de oy pode ser:

) df &
Oy = J(dX II—I‘Z) 03(

, X; valores de uma amostra aleatéria de X. Se X obedecer a uma

SN2
C0m6'2x=2():+)()

distribuicdo normal, entdo 6% tem uma distribuicio x2 com v = n—1 graus de liberdade.

Deste modo, um intervalo de confianca para C,, pode ser obtido:
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DY Xf¥a/2-u DY a/2 v
——1 [ 11-e/2y <0, < — 3.14
66y v P 66y v (3.14)

X3 € xfka) /2 580 constantes de uma distribui¢ao x2 com v =n — 1 . No segundo caso,
quando Y nao for uma fungéo linear das varidveis de entrada, 62 nao ters distribuigao
Qui-quadrado e intervalos de confianga exato ndo podem ser obtidos para 0% |Graybill
& Wang (1980)]. Assim, intervalos de confianga aproximados de o2 serdo desenvolvidos
baseados na distribuigdo assintética de 63 e pelos métodos propostos por Satterthwaite
(1941) e Graybill & Wang (1980).

O método de Satterthwaite (1941) considera que 6% segue uma distribuicio X2, e vy igual

ao nimero de graus de liberdade equivalente, cuja estimativa é dada por

X (6%)

K af 2'\2 ? 1
Zl[(ax '—MX) Ux.] (1)

1=
2 2 22 < 2
Xi:,;x'_) OXi; Ox; € uma estimava de o%,; n;, o tamanho da amostra

A2 o~ K of
oy = )i (ax,-

de z;, 1 = 1,--- , k. Segundo Kragten (1994), tal aproximacao produz uma boa, precisao

na maioria dos casos praticos. Usando este resultado, um intervalo confianga aproximado

para Cp,, pode ser obtido:

2 2
DY Xl-a/Z;VY <C.. < DY _),Cﬂ! (3 15)
Oy vy S 6oy vy .

onde Dy denota a tolerancia deterministica de Y.

O intervalo de confianca para o2 pelo método proposto por Graybill &Wang (1980) é
dado por

ZGg(t Xz&erv. 0 ZHXt X10Xz (316)

=1

cxi = af = (% | Ximpuxcs )2; Gxi = 1 — (Fajzwn00) Y Hxi = (Fiaaaxseo) t —

Fof2uxi0 € F1 a2y 00, valores da. distribuicio de Fisher & Snedecor nos quantis a/2 e
(1 —a/2), com v,; = (n; — 1) graus de liberdade no numerador e co graus de liberdade no
denominador, (i =1,2,3,--- ,k). Deste modo, um intervalo de confianga para C,, pode
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ser obtido:

D
Dy <G, < 4 . (3.17)

k k
6y % + /35 Ha Sk 6y 9% — 1/ 2 Gh

Empregando a relagdo entre as distribuigoes Qui-quadrado e Fisher & Snedecor O3 Jow =

VF,/2,0.00), & expressdo (3.16) pode ser reescrita como

i Ux.C 6’2 . i vy, CXOA’2 2
= X:CX:0 x. S X0 ), N
A2 § : 2 i i 2 2 § : i 2

= \ Xi-o/ Zvx,;

Pode-se observar em (3.18) que os limites do intervalo de confianga de o sdo fungdes dos
limites de confianga dos desvios padrao de cada varidvel de entrada, X; ponderados pelas
constantes Cx; (i =1,2,3,--- ,k).

Sob algumas condigbes de regularidade, a distribuicio assintética de 6% segue uma dis-
tribuicdo normal. A partir daf, um intervalo de confianca para 0% pode ser construido

utilizando-se a distribuigao normal padrio z = \(;—";’—%"2—) isto é

0y — Zajor/Var(62) < o <62 + 2a/21/ Var(6%) (3.19)

N 2
X‘-=,1Xi) ag(i] ﬁ Com esta desigualdade, o intervalo de

i=1

K
com Var(éy) = 3 [(;—){i
confianca para Cj, pode ser facilmente obtido (este método é recomend4vel para grandes

amostras).

Diferentes autores tém feito contribui¢des para o desenvolvimento de procedimentos infe-
renciais para Cp quando a caracteristica de interesse é observavel, no entanto, o resultado

proposto por Bissel (1990) é o mais conhecido e dado por

e
< Cpk < Cp + 24 P L 3.20
\/9n 2(n—1) vk < Opk + 2 \/cm 2(n—1) (3:20)
O indice Gy para varidvel resposta nio observéivel pode ser escrita como Cor, = Cp, (1—

ky) , ky = w e um estimador natural para este indice é dado por
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A

Coy = Cpy (1 - ky) (3.21)

com Cpy dado em (3.12); by = 2t (4, —Ty) E (=T ); (s Iximins )3 B
um estimador de px,, que pode ser obtldo a partir das ca.rtas de controle, por exemplo; Tx,,
o valor nominal de X, (1=1,2,3,---,k). O procedimento adotado para obter intervalo
de confianca de Cpy, é similar ao adotado para C,,. No primeiro caso quando Y é uma
fungéo de uma tnica varidvel, os intervalos de confianca podem ser obtidos aplicando
(3.21) e em seguida (3.20) para obter respectivamente uma estimativa e os limites do

intervalo de confianca.

No caso de Y = f(X3,X2,X3,---,Xy:), o estimador Cpky dependers de mais apro-
ximagoes. O procedimento proposto estd restrito ao emprego do ndmero de graus de
liberdade equivalente 1y e 4 extensdo dos resultados de Bissel e Satterhthwaite para
construir os intervalos de confianga para Cpr,. Nominalmente os limites do intervalo de

confianga, sdo:

g Cory A 1 G
Coy — 2 \/9(w+1) T 3 i S Cpiy < Gy + za\/s(wﬂ) t ey (322)

Para avaliar o grau de cobertura dos procedimentos propostos, foi utilizado um estudo de
simulagdo, considerando o caso em que o interesse é avaliar a drea Y de uma placa de ago
como fungéo do comprimento X; e da largura X, isto é: Y = X1X2. Os pardmetros das

variveis de entrada estao dados a seguir:

O vetor das médias (Mx1> = ( 8, S );

lixz 199,98
D 2
e O vetor das tolerancias ( D;(:) = (g: 2);
T 100
e O vetor dos valores alvo: (T))i:) = (280);

: p ox1 0,01 0,01 0,02 0,03 0,05
Vet de d adrio: = ; ; ; ; ;
SHOrES e deavio padrao (0X2) (0, 02)’ (0, 07)’ (0, 03)’ (0, 02)’ (0, 02)’
0,2\
0,3/’
Com este conjunto de parametros, resultaram os seguintes valores de Cpy € Cp,, -
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Cpy \ _ (3,53 (1,37\ (2,00\ (1,58 . {0,98) (0,20
Coy) \2,59)7 \1,00/)’ \1,47)> \1,15) \0,72)" \0,15)
Dez mil amostras foram geradas a partir de duas distribuicoes normais independentes com

os seguintes tamanhos de amostra:

nx1) _ (9. (10\_ (10\ /20\ (10\ /30\ 30\ [20\_ (40\ /100
nx2) \5)’ \10)° \15/7 \10/° \30/’ \10/’ \30/’ \40/’ \40/’ \100/’
Para cada amostra, intervalos de confianca de Coky € Cp, pelos métodos: assintético,
Satterthwaite e Graybill & Wang, (respectivamente denotados por Cp-As; Cp,-SW and

Cp-GW) foram obtidos com nivel de confianga de 90% e 95%. Na Tabela 3.8 estdo as
porcentagens de cobertura. Dessa tabela, alguns resultados podem ser extraidos:

e Para o indice de capacidade Cp,:

— O método proposto por Graybill &Wang alcanca o nivel nominal (porcenta-
gens de cobertura superiores aos nfveis de confianca teéricos) independente do

tamanho de amostra e do valor da variincia do conjunto de proposto;

— Quando as varidncias e os tamanhos das amostras das varigveis de entrada sao

préximos, o método proposto por Satterthwaite alcanga o nivel nominal.
— O método baseado na distribuigio assintética alcanca o nivel nominal apenas

para grandes tamanhos de amostras, conforme esperado.

e Para o indice Cpx, 0 método proposto atinge o nivel nominal exceto quando os des-

vios padrao das varidveis de entradas estiverem préximos aos valores das tolerancias.

Embora os resultados apresentados tenham como base um exemplo de fungio nao linear,
¢ interessante estender as propostas apresentadas para outros tipos fungées nao lineares

que sdo muito comuns na engenharia.
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Tabela 3.8: Proporgao de cobertura dos intervalos de confianga

90% 95%

nx1 MNxa Vy ox1  ox2 Cy-As Cp-SW Cp-GW  Cp, Cp-As Cp-SW Cp-GW Chpy
5 5 8 0,01 0,02 - 92,8 91,7 92 - 96,6 949 96,6
4.6 0,01 0,07 - 88,9 91,4 88,5 - 93,5 95,6 94,1
7,4 0,02 0,03 - 92,4 91,7 91,7 - 96,7 95,5 96,4
49 0,03 0,02 - 89,0 914 89,2 - 9.1 96,1 M7
4.3 0,05 0,02 - 88,2 90,3 89,3 - 93,9 95,6 94,7

74 0,2 0,3 - 91,7 91,8 88,1 - 96,3 95,3 93
10 10 18 0,01 0,02 87,1 91,4 924 90,9 90,4 96,0 9.9 95,6
10,5 0,00 0,07 82,7 89,4 90,5 88,9 86,1 94,2 95,1 9.5

16,7 0,02 0,03 86,5 91,1 91,1 90 20 95,8 955 95
11 0,03 0,02 83,4 88,8 90,2 88,9 86,8 94,3 95,5 94,2
9,7 0,05 0,02 82,8 89,3 90,0 89,4 86,3 91,0 94,9 94.6
16,7 0,2 0,3 86,4 90,9 90,9 88,9 89,7 94,8 95,2 93,1
10 15 219 0,01 0,02 88,3 91,1 90,8 91,1 91,5 95,6 94.6 95,8
16,2 0,01 0,07 85 89,6 90,3 89,1 88,6 94,6 95,2 94.6

18,2 0,02 0,03 86,1 90,6 90,7 89,8 89,9 95,6 95,3 95
11 0,03 0,02 82,9 88,7 90,2 88,6 86,3 94,1 95,3 94,1
9,7 0,05 0,02 83,2 88,6 89,4 89,6 86,6 93 95,1 94.8

18,2 0,2 0,3 86,6 90,1 90,2 88,6 89,8 95,5 954 93
20 10 244 0,01 0,02 87,7 90,5 90,6 90,3 91,2 95,6 95,0 95,3
10,5 0,01 0,07 834 88,7 90,1 88,9 86,8 93,8 95,0 93,7
27,8 0,02 0,03 88,2 91,2 91,0 89,7 91,9 95,7 95,1 9,7
22,8 0,03 0,02 87,56 90,1 91,8 89,7 91 95,1 95,7 M7
20,4 0,05 0,02 86,9 89,6 90,0 90 90,7 95,0 95,2 947
27,8 0,2 0,3 88,7 90,9 91,7 87,5 92,2 95,9 95,3 91.8
10 30 27,5 0,01 0,02 87,7 90,0 90,1 89,9 90,9 95,1 95,0 94.8
33,2 0,01 0,07 88 89,1 89,9 89,4 92,1 95,4 95,9 9.7
20 0,02 0,03 85,3 88,7 90,4 88,2 88,5 93,7 95,1 934
11 0,03 0,02 83 88,5 90,2 89,1 86,4 93,5 94,9 943
9,7 0,05 0,02 823 89,4 89,9 89,5 85,5 M3 95,1 9.6
20 0,2 0,3 85,1 88,6 90,3 89,1 88,8 934 94.8 93,1
30 10 27,5 0,010 0,02 879 90,3 90,7 20 91,3 949 946 95,1
10,5 0,01 0,07 82 89,0 90,2 88,6 85,4 93,9 95,0 941
20 0,02 0,03 88,8 90,8 90,6 89,1 92,5 95,6 95,2 945
34,4 0,03 0,02 88,1 89,7 90,4 88,8 92 95,0 95,6 944
31,2 0,06 0,02 88,2 89,7 89,9 89,2 92,1 95,0 95,2 9.5
35,1 0,2 0,3 88,5 91,0 90,8 87,3 92,1 95,8 948 921
30 30 58 0,01 0,02 89,3 90,4 90,4 90,2 934 95,3 95,1 95,2
33,7 0,01 0,07 87,9 89,4 89,7 89,7 91,7 949 95,2 9.9
53,8 0,02 0,03 89 90,3 90,6 89,2 93,7 94,9 94,9 95
354 0,03 0,02 87,3 89,7 90,2 89,1 915 944 948 M4
31,3 0,05 0,02 88 89,56 89,7 89,8 91,6 94.8 95,0 95
53,8 0,2 0,3 89,3 90,2 90,4 88,6 93,6 95,3 95,2 92,9
20 410 51,1 0,01 0,02 89 90,9 90,8 89,7 93,1 95,3 95,1 95,1
45 0,01 0,07 88,7 90,0 90,1 89,2 92,6 94,6 95,1 94,2
40,2 0,02 0,03 88,3 90,1 90,4 89 92,2 944 95,0 94
23,3 0,03 0,02 87,5 89,4 90,2 89,1 90,9 94,8 95,3 944

20,5 0,05 0,02 86,5 89,6 89,9 89,7 90,1 94.6 95,0 95
40,2 0,2 0,3 88 89,3 89,9 89,2 91,7 9.8 95,0 934
40 40 78 0,01 0,02 89,3 90,6 90,4 89,6 M1 95,3 95,1 94,7
45,3 0,01 0,07 88,1 89,9 90,1 89,1 924 947 95,1 942
72,3 0,02 0,03 89,8 90,3 90,3 89,8 91 95,4 94,9 94,8

47,6 0,03 0,02 89,2 89,9 90,2 89,7 93,3 94,9 94,9 95
42,1 0,05 0,02 88,4 89,4 89,6 89,6 92,5 94,7 94.8 94.8

72,3 0,2 0,3 89,9 90,0 90,0 87,3 M1 94,8 94,8 92,1
100 100 198 0,01 0,02 90 90,3 90,3 89,8 94,7 95,0 95,1 94,8
115 0,00 0,07 89,3 89,8 89,9 89,5 94 94,7 M7 94,7
184 0,02 0,03 89,9 89,7 89,7 88,8 94,6 949 95,1 94,3
121 0,03 0,02 89 90,1 90,3 89,2 93,7 95,1 95,2 94,6
107 0,06 0,02 89,3 90,0 90,0 89,1 93,9 95,2 95,3 94,4
183 0,2 0,3 90,2 90,0 90,2 811 94,6 949 94,9 89,6

30



3.5 Indice de capacidade para processos assimétricos
proposto por Boyle (procedimentos inferenciais)

A colegdo de indices de capacidade apresentada na segdo 3.1 reflete a dificuldade em medir
a capacidade de um processo e a maioria deles enfoca os processos com especificacoes
simétricas. Uma especificacdo é dita simétrica se m = (U + L)/2, U e L sao os limites
superior e inferior de especificagdo. Desse modo, U — m = m — L e esta quantidade é
conhecida como tolerincia. No entanto existem situagdes com T # (U + L)/2 tal que
justifique especificagbes assimétricas, ou seja, existem duas distintas tolerancias Dy =
T —Le Dy =U—T. Contudo, tolerincias assimétricas estdo indevidamente associadas
as distribuigdes assimétricas. A verdade é que tolerancias assimétricas apenas refletem o
ponto de vista do consumidor que o desvio em relacio ao valor alvo é mais tolergvel numa
diregao do que noutra e ndo meramente associada ao formato da distribuicio. Em alguns
casos, a tolerancia assimétrica pode aparecer apés uma transformagao. Por exemplo, para
uma caracterfstica X log-normal com especificagdo simétrica (L,T,U) . Empregando a
transformacao logaritmica em X vai resultar numa. tolerincia assimétrica (InL,InT,InU)
[ver Kotz & Lovelace, 1998].

Kane (1986) e Chan et al. (1988) apresentaram respectivamente os indices

d—|T—M|—|p—T|
3o

*
Cpk_

d—|T — M|

3vo?+(u—T)?

para tolerancias assimétricas apés modificar os conhecidos fndices Cypr € Cp, com d =

Com =

(U — L)/2 permitindo M ser igual a T, ou ndao. Uma outra contribuigdo foi o estudo

desenvolvido por Boyles (1994). Ele propds a transformacio

S(x,y) = 32710, 5(2(z) + (y))]

que € uma fungdo um a um com a fragio ndo conforme, onde ®(.) denota a funcio
acumulada de normal padrdo. Baseada nesta funciio, ele apresentou vérios indices para

processos assimétricos, por exemplo:
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Spk = S(?)Cp[, 301,“)

que pode ser vista como uma versao suavizada do indice Cpx, onde Cp; = & (1 — ¢;)/3
t=1lu, a4 = P(X <L) ea, = P(X >U). Outros indices introduzidos por Boyle (1994)
também foram inspirados na fun¢io S(z,y). Um deles é

—L U—
S,,,,:S(“ |5 “)

T T

que ¢ uma versdo suavizada do indice Cp, = min (E:;TL, U;‘ ) proposto por Choi & Owen

(ver, Kotz & Johnson (1993) com 7 = y/a? + (u — T)2.

Ho (2003) apresentou procedimentos inferenciais para Sp,. Os resultados foram obtidos
sob duas perspectivas. A primeira, em que um limite inferior do intervalo de confianca para
Spn foi obtido sob métodos classicos da estatistica e a segunda, é apresentar procedimentos

inferenciais para o indice de capacidade S,, empregando métodos bayesianos.

A seguir estd apresentado o desenvolvimento do limite inferior do intervalo de confianga
sob a dtica de métodos cldssicos. O desenvolvimento deste resultado foi feito escrevendo
o indice Sy, como uma fungdo modificada da fragdo ndo conforme e as inferéncias podem
ser feitas através desta modificada fragio ndo conforme. A escolha deste caminho se deve
a dificuldade na obtengao da distribuicdo amostral do estimador natural de Spn-

Especificamente

que implica

2<I>(3s,,,.):q>(¥) +(I>(U—;’f) =1—¢>(#) +<1>(UT_“).

Porém ® (X=£) = o}, é a fragdo nao conforme modificada para valores inferiores a L e

¢ (U—;‘f) é igual a 1 —aj; com of; como uma fracio nio conforme modificada para valores

superiores a U. Desse modo, pode-se escrever
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1 *
2@(35,,,,):1—az+1—a;;¢2<1>(3sp,,)—1:1—7r*:>s,m=§<1rl (1—%)

onde m* = o, +aj; pode ser vista como a fragao de nio conformidade total modificada. A
determinacao de limites de confianga para fracdes nao conformes em processos simétricos
foi objeto de vérios estudos. Um deles foi o resultado de Wang & Lam (1996) que apresen-
tou um limite inferior de confianga conservativo. Baseado neste resultado, uma extensio

para processos assimétricos foi desenvolvida por Ho (2003) conforme serd descrito a seguir.

Seja p; , o limite inferior do intervalo de confianca de of, i = L,U. Segue que

Plap<pr)=1—-o Plap<py)=1—a (3.23)

e as desigualdades

Plog, + oy 2 pi +pu) < P(a}, < pr, afy < pu)

> 1—Plag, >pr) — Pla}, >py) > 1— 2«

‘sdo vélidas, pr, e py podem ser determinados satisfazendo (3.23) e como 29(3S,,) — 1=
1—-aj —af =1 — 7*. Isto implica que 1 — p;, — py é um limite inferior conservativo
de 28(35,) — 1 com nivel de confianga 100(1 — 2a)%. Para determinar p;, substitua
P(Z < &#£) = o3 em (3.23) que resulta em

P[P(Z<L_“)<pb]=1—a. (3.24)

T

Seja T = \/8’2 +(X =T 1=+2+(p—T)Y2 e K, = Y;L que implica L = X — K;7.
Substituindo em (3.24), obtém-se

X - Kyi —
P[P(Z<#)<p[,}:1—a

e segue que
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P [(m) < (I)l(pL)] =1-a

ACZE) e e

Apés algumas manipulages algébricas em (3.25) obtém-se a desigualdade

Xp -1 pry2\ '
ofva 2 (pL)\/ﬁ(l‘F( z )) <\/"EK1

ey i | 1—a. (3.26)

O lado esquerdo da desigualdade de (3.26) é uma varidvel aleatéria que segue uma dis-
tribuicao t-Student ndo central (Johnson; Kotz & Balakrishnan, 1995) com os seguintes

parametros:

n(l4¢)* graus de liberdade com ¢ = £°L;

® Gya= 11262 o0
—1 2 1/2 ’, pad e
o = = Yp)v/n (1+ (£2) ) ¢ uma constante, sendo o parimetro de nio
centralidade;

° % ¢ uma normal padrao;

° I:—.} (Boyle, 1994) segue uma distribui¢do qui-quadrado com 7 graus de liberdade.

O valor de (3.26) foi calculado usando a aproximacio dada por

P(t3(0) <t) = @ [(t — &) (1 +¢%/(20)7/%)] (3.27)

sugerida em Johnson; Kotz & Balakrishnan (1995), onde t5(d) denota uma distribuigao
t-Student ndo central com -y graus de liberdade e pardmetro de nao centralidade 4. Apli-

cando a aproximagéo (3.27) em (3.26), obtém-se

N

ALY 2
\/ﬁKl _ % ( ofr )
(T/T—Jr@ Y(p)v/n(1 + €%) ) 1+‘2(2—(11:£2‘);5

=o7'(1-a). (3.28)

Rearranjando os termos de (3.28) apropriadamente, obtém-se o valor de p;, dado por
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oy 1/2
=% [qu(l —a) (m + 12(—;) - K1] ! (3:29)

Procedendo de modo similar pode-se determinar o valor de py dado por

2\ 1/2
py=20 [(I)—l(l —a) (n(l;—l—fz) + Iz(—;) — Kz] (3.30)

com K, = g Combinando (3.29) e (3.30) e apés manipulagoes algébricas, um limite

inferior de intervalo de confianga conservativo de .S,, pode ser determinado,

1,1 _ 1 K2\Y?
ot fofero-o(arie ]

2\ 1/2
+® le —®(1—-0a) (n(l—i@ + I;—g) H } . (3.31)

Para avaliar o grau de cobertura do limite inferior proposto em (3.31), foi feito um estudo
de simulacao considerando-se uma caracteristica de qualidade X normal com os seguintes

parametros:

e Limites de especificacdo L = 10 e U = 18;

e Valores alvo T' = 12 e 15;

p=11,12,17e 0 = 1;

e Tamanho de amostra = 10, 25, 50, 100, 250 e 500;

Nimero de réplicas r = 500.

De cada amostra, sdo obtidos estimativas de S, e limites inferiores do intervalo de con-
fianga a 90 % (a = 5%). Na Tabela 3.9 estdo as médias amostrais e os desvios padrio
amostral (DP) de Sy, assim como a porcentagem do grau de cobertura do limite proposto.
A medida que o tamanho de amostra aumenta, a média amostral fica mais préxima do
verdadeiro valor de Sy, € o desvio padrdio decresce, conforme esperado. Em relacio ao
limite inferior, o grau de cobertura parece nao estar relacionado com a diferenca entre o

valor alvo e a média .
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Tabela 3.9: Resultados da simulacao.

T=12 T=15
b n Son Son DP % cobertura | S, S DP % cobertura
i1 10 10,3919 0,4189 10,1102 95,2 0,2524 0,2550 0,0233 97,00
25 0,3931 0,0597 94,8 0,2529 0,0147 98,60
50 0,3968 0,0449 92,4 0,2530 0,0104 97,40
100 0,3927 0,0289 94,0 0,2627 0,0076 98,00
250 0,3927 0,0179 94,0 0,2523 0,0043 98,80
500 0,3932 0,0123 92,60 0,2521 0,0033 98,80
12 10 10,7592 10,7835 0,1897 98,00 0,3509 0,3553 0,0417 97,00
25 0,7719 0,1084 98,80 0,3542 0,0281 95,80
50 0,7627 0,0741 97,20 0,3535 0,0193 95,80
100 0,7612 0,0531 97,00 0,3503 0,0128 97,40
250 0,7613 0,0351 97,20 0,3507 0,0082 96,20
500 0,7601 0,0238 97,60 0,3513  0,0061 95,40
13 10 10,7945 10,8095 0,1058 99,00 0,5442 0,5615 0,0969 97,20
25 0,7988 0,0607 99,60 0,5482 0,0552 98,00
50 0,7967 0,0381 100,00 0,5472 0,0420 96,20
100 0,7945 0,0258 100,00 0,5450 0,0280 96,40
250 0,7935 0,0166 99,80 0,5440 0,0189 94,40
500 0,7935 0,0110 100,00 0,5444 0,0134 94,80
14 10 05963 0,5993 0,0759 99,60 0,9428 0,9530 0,1858 98,60
25 0,5963 0,0509 99,20 0,9418 10,1182 98,60
50 0,5986 0,0352 99,60 0,9410 0,0819 99,20
100 0,5973 0,0259 99,60 0,9421 0,0583 98,80
250 0,5961 0,0155 99,60 0,9441 0,0367 98,40
500 0,5961 0,0106 99,80 0,9419 0,0263 98,20
15 10 0,4016 0,4054 0,0491 97,00 10,684 11,083 0,2550 99,60
25 0,4044 0,0306 97,00 10,810 0,1520 99,00
50 0,4020 0,0217 97,00 10,763 0,1037 98,20
100 0,4016 0,0150 98,00 10,741 0,0759 97,80
250 0,4016 0,0095 98,00 10,713  0,0479 97,40
500 0,4016 0,0068 97,40 10,668 0,0323 98,20
16 10 0,2945 0,2921 0,0289 97,80 0,5862 0,6248 0,1632 94,80
25 0,2899 0,0182 97,40 0,5903 0,0912 95,00
50 0,2887 10,0125 97,00 0,5918 0,0670 92,60
100 0,2887 0,0092 98,00 0,5900 0,0431 93,80
250 0,2885 0,0053 99,20 0,5886 0,0286 92,60
500 0,2884 0,0039 98,20 0,5856 0,0185 94,40
17 10 10,2211 0,2219 0,0171 98,60 0,3259 0,3346 0,0566 93,40
25 0,2215 0,0114 98,40 0,3290 10,0321 93,80
50 0,2216 0,0074 99,20 0,3268 0,0228 93,40
100 0,2215 0,0056 98,80 0,3276 0,0162 93,40
250 0,2212 0,0035 99,20 0,3259 0,0093 95,60
500 0,2210 0,0024 99,20 0,3266 0,0070 93,00
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Conforme dito anteriormente, uma alternativa para fazer inferéncia em Spn € empregar
métodos bayesianos, cujos procedimentos aqui apresentados estao restritos a uma carac-
teristica de qualidade normal condicionado aos parametros u e o. Deste modo, a funcao

de verossimilhan¢a com uma amostra de tamanho n é igual a

1 (X —p)\?
L.(X|p, 0%) = (V2r0)™ expT; ( o ﬂ) .
com X = (Xi,...,X,). Na andlise bayesiana, incerteza nos parametros u e o pode ser
expressa por uma distribuicao conjunto a priori f(u,o). Neste caso, supde-se que p e
o sao independentes, isto é, f(u,0%) = f(u)f(0?). Aplicando resultados da inferéncia

bayesiana, a distribuigdo conjunta a posteriori de (i, o) é dada por:

F(1, 0% X) o< Ln(X |, 0%) F (1) f(02).

Em alguns casos é possivel identificar a distribui¢do conjunto a posteriori de p e o, que
naturalmente depende da escolha da distribui¢do a priori. Contudo, o problema para
obter a distribuigao a posteriori de S,y continua nio resolvido assim como seu estimador

pontual dado por

gpnz//Sp,.f(u,02|X)dud02

caso uma fungdo perda quadréitica fosse considerada. Assim sendo, uma alternativa é
empregar o algoritmo SIR (Sempling Importance Resampling) proposto por Rubin [1988]
para obter uma distribui¢ao aproximada a posteriori de Spn que pode ser empregada para
fornecer uma estimativa pontual de S,, bem como um intervalo de confianga aproximado.

Para ilustrar o procedimento apresentado considere:

e Processo normal com =12 e 02 = 1;

e Limites de especificagao L = 10 e U = 16;

Valor alvo T' = 14 (que resulta S, = 0,4067)

Tamanho de amostra n = 20 fornecendo X = 12,046 e S = 0, 824.

Aplicando o procedimento SIR com uma reamostragem de B*=5000 réplicas, uma esti-

mativa pontual bayesiana de S,, = 0,42305 foi obtida e os limites de um intervalo de
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confianga a 95% dados por [0,319; 0,551]. Estes resultados foram obtidos usando como
distribuigdes a priori uma distribuigdo normal para u com hiperparametros w = 12 e
0% = 1 e uma distribuicio Gamma para ¢2 com hiperparametros n=0=0,5. Estimati-
vas pontuais podem ser melhoradas aumentando-se o tamanho da amostra. Por exemplo,
para uma outra amostral de tamanho igual a n = 50, X = 11,95 ¢ S = 1,1010 uma
estimativa S}m = 0,40250 foi obtida com um intervalo de confianca a 95% igual a [0,3415;
0,4952]. Os resultados sao coerentes, o segundo resultado est4 mais préximo do verdadeiro
valor de Sy, que o primeiro assim como a amplitude do segundo intervalo é menor que
o primeiro, conforme esperado. Para terminar, uma simulacio foi feito considerando os

seguintes parametros fixos:
o Limites de especificagdo: L =10 e U = 16; Valor alvo: T = 14;
e Média do processo pp = 12;

e Hiperparametros para f(u) : po = 12, 0g = 1;

e Hiperparametros para f(o?) : 9 =60 = 0, 5;
e variando os seguintes parametros:

e Desvio padrdo amostral $=0,5; 1 e 1,5;
e Tamanho da amostra n=>5, 10, 20, 50 e 80;

e Valores de (7/5)% =1,1; 1,5 e 5 que combinados com os valores de S vio fornecer

os valores de média amostrais X da Tabela 3.10.

Estes pa.rametros foram usados para calcular o valor de fungéo de verossimilhanga uma

vez que Z (%i5£) pode ser escrita como uma funcio de 72 = o2 + (T — p)?, e S?, ou seja
=1

> (5 - e o [ (32) (9 2 () (5] o

i=1

o7 — - s 2
Além disto ;—Z —-1= (1—;‘1)2 e 72 = §2 + (T — X)? que implica & — 1 = (d) i
Substituindo estas igualdades em (3.32), obtém-se
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Tabela 3.10: Valores das médias amostrais empregados no estudo da simulacao.

Desvio padrao
(/5 05 1,0 1,5
1,1 13,842 13,684 13,526
14,158 14,316 14,474
1,5 13,647 13,293 12,940
14,353 14,707 15,060
5,0 13,000 12,000 11,000
15,000 16,000 17,000

= (X — (n—1)8%2 nS?2[+ T2
Z( o2 ): o2 +02 §_1 M ﬁ—l

i=1
s [#2 1/2 72 1/2
emt [ "]

As estimativas pontuais de S,, e os limites de confianca foram obtidos conforme os se-

guintes passos:

e Passo 1: Uma amostra de u e 02 é extraida da distribuicdo conjunta a priori;

e Passo 2: Valores de LY (X|u®, 020) siio calculados, dados a média amostral X e

desvio padrdo S, i =1, ---, B*=5000;

e Passo 3: Uma reamostra de p e 62 é extraida proporcionalmente aos valores de

LD(X |, 620,

e Passo 4: Valores de 5’,(,2 sdo calculados com a reamostra do passo 3, 7 = 1,-.-,B%
s & =B 50
* Passo 5: Estimativa pontual de S, = =1,

?

* Passo 6: O intervalo de confianca de Sy, com 100(1 — p)% de confianga serd dado

POT [Spn(p/2); Spn(1 — p/2)] onde Spn (k) denota k-ésimo quantil amostral.

Valores da estimativa pontual e intervalo de confianga de Spn através de SIR estdo na

Tabela 3.11. A medida que o tamanho da amostra aumenta, a amplitude do intervalo de
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confianca decresce conforme esperado assim como é observada a estabilidade da estimativa,

pontual.

Apesar de ter apresentado um limite de confianga inferior conservativo para o indice Spn, O
limite superior ainda est4 para ser obtido, embora em muitas situacées praticas seja mais
interessante calcular o limite inferior. A escolha do procedimento bayesiano a partir do
algoritmo SIR se deve & facilidade de escrever um programa para calcular a distribuicao
a posteriori, apesar de outros algoritmos como Monte Carlo Markov Chain (MCMC)

poderiam ser tentados.

Um problema que surge no procedimento bayesiano é a escolha adequada das distribuigtes
a priori para expressar as incertezas acerca dos parimetros. Para ilustrar como eles mo-
dificam os resultados, considere-se como uma distribuicdo a priors de 1, uma, distribuicao
uniforme em [10; 14] e como distribui¢io a priori de 02, uma outra distribui¢ao uniforme
em [0; 2], independentes. Para os valores amostrais anteriormente mencionados (média
amostral X = 12, 046; desvio padrdo amostral 5=0,824 e tamanho da amostra n=20), foi
obtida uma estimativa S'pn =0,48119 e um intervalo confianca de [0,4475; 0,5312] empre-
gando do algoritmo SIR com 5 mil réplicas. Para uma amostra de tamanho igual a 50
com X = 11,95 ¢ S = 1,1010 empregando o mesmo nimero de réplicas, resultou uma,
estimativa S",,,, = 0,46433 e um intervalo de confianga igual a [0,4522; 0,49311]. Estes
resultados parecem estar totalmente incoerentes com os obtidos anteriormente, além do
verdadeiro valor do indice (Sp, = 0,4067) nio pertencer aos intervalos de confianca obti-
dos. Este exemplo ilustra como a escolha inadequada da distribui¢do a priori pode alterar
os resultados. Na prética ndo é usual empregar distribui¢des uniformes para expressar
incertezas acerca de média e desvio padrio de um processo, pois sio distribui¢ées nao

informativas.
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Tabela 3.11: Estimativa e intervalo de confianga de S,y através do SIR.

Desvio padrao Tamanho Limites de confianga
(S) (7/5)? da amostra S Inferior ~ Superior
0,5 1,1 5 12,890  0,92356 152,737

10 114,920 0,70660 158,940
20 128,900 0,92356 152,737
50 135,220 108,334 147,149
80 134,760 120,005 140,940
1,5 5 0,93409 0,45405 152,737
10 100,940 0,64291 148,391
20 104,020 0,79372 139,078
50 117,860 0,34665 140,940
80 108,500 100,345 115,872
5,0 5 0,62160 0,32672  0,95756
10 0,66357 0,42356  0,92720
20 0,67412 0,50754  0,83984
50 0,72167 0,610517 0,862310
80 0,70275 0,629898 0,811291
1 1,1 5 0,71416 0,55682  0,90418
10 0,72062 0,46187 101,553
20 0,71656 0,54768  0,92436
50 0,72167 0,61052  0,86231
80 0,70275 0,62990  0,81129
1,5 5 0,60262 0,32321  0,91392
10 0,63558 0,40348  0,82563
20 0,66173 0,48994  0,81810
50 0,63226 0,56113  0,72958
80 0,63285 0,55859  0,70275
5,0 5 0,40804 0,24121  0,60753
10 0,41226 0,28841  0,52698
20 0,39982 0,32204 0,50231
50 0,39411 0,35230  0,48364
80 0,40028 0,34681  0,45484
1,5 1,1 5 0,53395 0,28369 0,81842
10 0,53801 0,35216  0,74563
20 0,54282 0,42752  0,67678
50 0,53472 0,44617  0,64668
80 0,54628 0,46370  0,60754
1,6 5 0,48730 0,26993  0,70819
10 0,48073 0,30710  0,65717
20 0,45671 0,36194  0,57870
50 0,48408 0,39231 0,54198
80 0,48272 0,42752  0,53785
5,0 5 0,32091 0,20487  0,46210
10 0,32188 0,21376  0,41702
20 0,30852 0,21706  0,37208
50 0,29370  0,26355  0,35681
80 0,31338  0,28950  0,32408
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3.6 Indices de capacidades para processos nao nor-
mais calibrados com a fracao nao conforme.

Na Secao 3.1 estao listados os principais indices de capacidade que tém como objetivo
medir o quanto o processo é capaz de atender 3s especificagoes e itens produzidos nao
atendendo as especificages serdo ditas como nao conformes. Ou seja, processo com a,
mesma fragao conforme deveria ter o mesmo indice de capacidade. No entanto, pode
notar através da Tabela 3.12, a forte influéncia da distribuiciio sobre os virios indices
em particular a falta de afinidade entre a fracio de nao conformidade e os indices de
capacidade. Todos os casos apresentados na Tabela 3.12 tém como limites de especificacdo
L=100 ¢ U=108; valor alvo T=104 e apresentam a mesma. fracio nio conforme (1 =

0,6334 x 10~*), embora apresentem valores de indices de capacidade muito diferentes.

Tabela 3.12: Indices de capacidade com mesma fracao ndo conforme.

Processos 7 o Cyp Co. Com  Comi
Normal (104; 1) 104 1 1,333 1,333 1,333 1,333
Weibull (1002; 2,5658; 2) 102,274 1,189 1,122 0,638 0,636 0,262
Exponencial (100; 0,823) 100,823 0,823 1,620 0,333 0,404 0,083

Para resolver este problema, aplicou-se a sugestdo de Flaig (1997) e um novo indice
para medir a capacidade de processo foi sugerido por Borges & Ho (2001) que tem uma

correspondéncia um a um com a fracao de nio conformidade 7. Especificamente

C= %cp—l (1 = g) , (3.33)

7 =1—P(L <X <U), afragdo de defeituosos. O indice C apresenta trés propriedades

interessantes:

o It fungéo um a um com a fragdo de nao defeituosos w. Processos com a mesma
fragio de defeitos sdo igualmente capazes ou seja o fndice de capacidade proposto
ird responder apenas 4s mudancas na fragio de defeituosos e nio 3s mudancas da

distribuicéo da caracteristica de qualidade de interesse;

® Se um processo for normal e estavel com média igual = (L+U)/2 e desvio padrio

0, segue que
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U-p 1 4
— =& Y1 —7/2) =
Cy 7 3 1-n/2)=C

Ou seja, a capacidade do processo é medida por um valor de C, em um processo nor-
mal centrado com a mesma, fracao de defeituosos m sob controle. Esta propriedade

facilita interpretar e entender os valores do indice C;

e Pode ser aplicado para indicadores de qualidade discretos e continuos; univariados
e multivariados e nenhuma suposicio sobre a distribuicio necessita ser feita sobre a

caracteristica de qualidade.

Apresentado o indice, o problema é como proceder para fazer julgamentos sobre a capa-

cidade de um processo baseado nos valores da estatistica

- s #
=—¢ (1=
03(1,(2)

#=1-2L%7" 1{X;e A}, X;,Xs, -+ , X, é uma amostra de X e A é uma regido de
conformidade. Como existe uma correspondéncia um a um entre a fracio de defeitos 7 e
C, segue que procedimentos inferenciais poderiam ser feitos em C através de 7. Contudo,
para, processos altamente capazes, esta conduta pode produzir resultados pouco interes-
santes principalmente se o tamanho da amostra nao for suficientemente grande. Nesta
situagdo ¢ muito provével que 7 seja zero e métodos cléssicos de inferéncia ndo possam
ser aplicados. Uma alternativa ¢ expressar 7 em funcio dos pardmetros da distribuicio
da caracteristica de interesse. Porém esta solucdo pode nio se tornar vidvel uma vez que
a distribuicsio amostral de C pode ser ndo muito f4cil de ser obtida. Desse modo Borges
& Ho (2001) desenvolveram procedimentos inferénciais deste indice sob a ética de uma,

perspectiva Bayesiana.

Seja Xi,---, X, uma amostra aleatéria de uma caracteristica de qualidade X de um
processo estdvel e as incertezas sobre o pardmetro 7 =1 — P{X € A} ser4 descrita com
base em uma distribuigio a priori Beta de parametros a e b. Nao é dificil de mostrar que

o estimador bayesiano de C' sob uma fungio perda quadritica é dado por
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é@):%E[@*(l%g)] (3.34)

U~ Beta(n—s+bs+a)es=3Y . yicomy; =1se X; ¢ A. Com base na Lei Forte
dos Grandes Ntimeros, boas aproximagdes de € (s) podem ser obtidas por Simulagdo de
Monte Carlo. Note-se que o procedimento inferencial contimia mesmo que nenhum item
defeituoso seja observado, isto ¢, se s = 0. Intervalos de confianga bayesianos também sao
féceis de serem obtidos. Seja [, 8] um intervalo de confianca Bayesiano de C com nivel

de confianga (1 — «y). Ele é obtido tal que satisfaga

Pla<C<pBVi=y,Ya=y2,-..,.Yn=0s) =1—7

onde Y; = 0 se X; € [L,U]; caso contrdrio Y; = 1.

Resolvendo em « e 3, obtém-se

1o _1 8 4a) _
a=3z2"|1 2(hm—5+®+@+@)

11 (s +a) y
A=z |1 2(ﬁm—s+w+@+@)

[

J1 e f sio obtidos tais que P(F' < fi) = 11 ¢ P(F > f3) = 4, F ~ Fisher —
Snedecor[2(n — s+ b),2(s +a)), n+72 = 7. Semn = 1 = 7/2, [, 0] é chamado
de intervalo de confianga bayesiano simétrico de C.

Em muitas situagGes préticas, os engenheiros de produgio tém necessidade de demonstrar
que um determinado processo alcangou um nivel de capacidade maior ou igual a ¢p. Os
valores mais comuns de ¢ sdo, por exemplo: 1,33; 1,50 e 1,67, conforme Montgomery
(2001, p. 361). Entende-se por teste de demonstragio da capacidade, um procedimento
definido pelo par (n,d) de ndmeros inteiros; d < n, sendo n, o tamanho da amostra e
Y1 =w,...,Y, = y, provenientes dos valores observados, onde Y; = 0 se X; € [L,U]; caso
contrario Y; = 1. Pode-se considerar que o processo alcangou um indice de capacidade
C>2cses=) ",y <d onde Y " vy éigual ao niimero de itens fora dos limites de

especificagdo numa amostra de tamanho n. O par (n, d) é escolhido tal que

Y=P{C>cq|S>d} e d=P{C<c|S<d} (3.35)
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para valores fixos de ¢1, 0 < ¢1 < ¢g ede y e §. O valor escolhido para ¢; (geralmente maior
que um em processos industriais) deve ser um valor considerado como “nivel aceitdvel”
de C. As probabilidades em (3.35) sdo chamadas respectivamente de risco de produtor
e risco do consumidor. Note-se que a primeira expressiao de (3.35) é a probabilidade a
posteriori do processo tenha capacidade C' > ¢y dado que foi considerado nio “capaz”
ou seja, ocorreu o evento (S > d). Consequentemente produtores tendem a planejar
procedimentos com valores baixos de -y uma vez que um processo “é dito nio capaz” (ndo
atendera as especificagoes) ird demandar mais investimentos na melhoria do processo. Por
outro lado, a segunda expresséo de (3.35) é a probabilidade a posteriori da capacidade
do processo estar abaixo de ¢;, dado que o processo (C' > ¢;) foi considerado “capaz”
ou seja, ocorreu o evento (S < d). Por isto, produtores também tenderdo a planejar
procedimentos com valores baixos de & para proteger os consumidores de adquirir um

produto nao conforme. Para valores fixos de -y e §, o par (n, d) deve satisfazer as equacoes:

yia= {B(b, a) — Z (:)B(b+n—s,a+s)} [B(b,a)[l — Br(1 — mp, b, a)]
_Z (Z)B(b+n —s,a+3)[1—B;(1—mg,n—s +b,s+a)]} (3.36)

Zgzo (:) ! b'*‘ﬂ"(;':-)ﬁ-l-ﬂ BI(l — T, N— S + b1 s+ a)
Zd (n) B(btn—s,a+s) (337)
s=0 \s

B(ba)

B

com m; = 28(3¢;), i = 0, 1; By(x, y, 2) denotando P(U < x) com U ~ Beta(y, z) e B(z,y)
a fungo Beta. Das equages (3.36) e (3.37), os valores de n e d podem a principio ser
obtidos através de busca dircta. Para processos altamente capazes, o procedimento com
d = 0 ¢é de particular interesse. Neste caso utilizando uma distribuicdo a priori nao
informativa Beta (1,1) para =, as expressdes (3.36) e (3.37) reduzem a

. (n+1)mg — 1+ (1 — mp)™»+D

- (3.38)
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6= (1—m)r+D) (3.39)

e 1 deve ser escolhido tal que satisfaca a equagio (3.38) ou (3.39). E interessante observar
que o uso da equagdo (3.38) ir4 fornecer um valor para n se vy < 1y uma vez que o lado
direito da expressdo cresce para my & medida que 7 aumenta. Nesta situaciao, poderia
tomar 1 = 1 para ter um risco do produtor da ordem de 72 se my for pequeno e de fato,
para valores interessantes de ¢y, 7o € um muito pequeno. Para ¢y = 1,33, por exemplo,

7o = 0,00006. Por outro lado, o uso da equagao (3.39) para fixar valores de n para testes

Ind

com d = 0 fornece valores mais interessantes. Neste caso, n = ) 1.

Para ilustrar os procedimentos apresentados, considere o conjunto de dados extraido de
Kotz & Lovelace (1998, p.157-8). Os valores da Tabela 3.13 referem-se a pesos de um
componente de borracha (em gramas) com valor alvo de 8, 7g e limites de especificaciio

iguais a 8,96g e 8, 44g.

Tabela 3.13: Pesos de componente de borracha.

Peso Freqiiéncia
8.84 2
8.85 5
8.86 7
8.87 10
8.88 12
8.89 19
8.90 18
8.91 15
8.92 8
8.93 4

Cp =4,92; Cp, = 1,62 C, = 1,75; Cpn = 0,45; Cpm = 0,12 sd0 as estimativas dos
indices convencionais para este conjunto. Valor alto de C'p em relacao ao de é’pk indica

que existe possibilidade de melhorar centrando corretamente o processo.

Contudo estes resultados devem ser interpretados com cuidado, visto que os dados indicam

um processo nao normal (ndo simétrico), apesar de Cp, e C, estarem coerentes. Valores
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baixos de C‘,,,,,, C'pmk indicam que provavelmente o processo estd fora do valor alvo, uma
vez que eles penalizam as discrepancias entre a média do processo e o valor alvo. Contudo
este fato deve ser analisado com cuidado visto que ndo esté claro se colocar o valor alvo na
média do processo indicaria uma melhoria no processo, especialmente para processo cuja
caracteristica de interesse nao segue distribui¢do normal e valor alvo diferente do centro

da regido de conformidade.

Os procedimentos anteriormente apresentados podem ser facilmente aplicados aos dados
da Tabela 3.13. Empregando uma distribuicdo Beta ndo informativa, Beta(1,1) uma
estimativa pontual de C estd dada em (3.34) com U ~ Beta(101,1) [note-se que n = 100,
8 = 0 (todos os valores dentro dos limites de especificagdo), a = 1 e b = 1]. Empregando
integracio numérica, resulta C 22 0,91594. Simulacio de Monte Carlo pode ser usada,
para obter valores aproximados de C. Para isto deve simular um nimero arbitrério
de observacoes da distribuicio Beta(101,1) (quanto maior, melhor), Uy,...,U,, e daf

calcular

1 & 1+ U;
o1 —22).
TRl )

O resultado de uma centena de simulagoes com m = 500 forneceu uma média amostral
igual a 0,9167, coerente com o resultado obtido pela integracdo numérica e um intervalo
de confianca Bayesiano simétrico [0,82227; 1,22053].

Considere-se uma amostra simulada de cem valores de uma distribuicio Weibull com
pardmetro de forma o =86; parametro de escala 77 =120 e limites de especificacio L e U
respectivamente iguais 81,6602 e 87,2702 (que correspondem respectivamente aos percentis
0,2% e 99,7 %) e s = 0 (ou seja, todos os valores dentro dos limites especificados). O
estimador pontual C' = 0,91594 encontrado é razoavelmente préximo do verdadeiro valor
de C' = %@‘1(0, 9975) = 0,9357. Se empregasse o método da méxima, verossimilhanca
para estimar os pardmetros da distribuigdo Weibull (& = 86,108 e 7 = 135,48) e com
estes obter uma estimativa do indice resultaria, ¢ =0,9930. Este valor é coerente com o
verdadeiro valor de C, mas depende muito da escolha da correta familia de distribuicées

dos processos. '

Com base no indice proposto por Borges & Ho (2001); Ho, Borges & Barriga (2004)
criaram outros indices associados com a fragéo néo conforme a partir de (3.33). A fracdo

nao conforme 7 pode também ser escrita como
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r= (") ey,

Se X é normalmente distribuida com u e o2, ou seja

7L:P(X<L):P(X;“<L_“):@(u)=1—¢(“—;—L) (3.40)

g g

X — - o=
7U:P(X>U):1—P(X<U):1—P( = £« UU‘“) —1-& (—a’f) (3.41)

Dai usando (3.40) e (3.41), pode-se expressar

o1 —qy) &1 —)
2 L, ? ’), (3.42)

Cpr = min (

uma vez que L8 = 711 — ) e T# = o711 — ).

(28
Assim (3.42) pode ser usada para introduzir um novo indice calibrado por “Cp,” . Espe-

cificamente,

1 1
Cl = min {g(p_l(l . ’)’U), 5@&1(1 — ’)’L)}

= %(I)_l[l — max(yr, W) (3.43)

que apresenta as seguintes propriedades:

eSerm=y+w<ley =1 =73, entdo C; =C = 3&71(1—Z) . Assim, o indice
proposto em (3.41) também inclui o indice expresso em (3.33) proposto por Borges
& Ho (2001) como um caso particular;

* Ci(v,w) = Ci(yw, L), mas Ci(yr,yw) ndo é constante para (v +ys) = ;

e O indice de capacidade do processo ird responder a mudangas da maior fracao de

defeitos e ndo a mudancas na distribuicio da caracteristica de qualidade;
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e Pode ser usado para processos nio normais; para processos normais, Cy = Cp;

e (3.41) pode ser aplicada para processos unilaterais; se considerar v, — 0 ou 7y, — 0.

Assim, se 7 = 0 um outro indice pode ser introduzido

0y = (2=, an

e Similarmente, se yy = 0, entdo

0 (0= 9

Os procedimentos inferenciais dos indices (3.43) e (3.44) ou (3.45) também serdo desen-
volvidos por métodos bayesiano como foi o do indice C. As justificativas da escolha pelo
método bayesiano anteriormente apresentadas para o indice C também sao vélidas para os
indices propostos em (3.43), (3.44) ou (3.45). Todo o desenvolvimento dos procedimentos
seguird os mesmos passos do indice C. Assim sendo, serd abreviado o detalhamento para

evitar que fique tediosa e repetitiva a descrigdo dos resultados.

Seja Xj,. .., X, uma amostra aleatéria da caracteristica de qualidade X de um processo
estavel; Yi; = 1(X; < L), Yo = 1(X; >U) e Y5; = 1(L L X; < U),i=1,...,n . Desse
modo, a varidvel aleatériaY; = Y & | Yy, paraj = 1,2,3; 1 <4 < n, fornece o ndmero de
itens na classe j e o vetor aleatério Y = (Y1, Y2, Y3) segue uma distribuicdo multinominal

com parametros (n, v, Y, 1 —vL —Yv), com

’)’L:P(X,'<L), ’)’U:P(X,,>U) € 1—’YL—’YU:P(L<X1<U)

n! o
PYi=y,Ys=u,Ys =y3ln} = m?}ﬂ‘ﬁ? 1=y, —yp)" (3.46)

1!y2

0 = (v, w),y; € {0,1,2,...,n} é uma valor observado da varigvel aleatéria Y;,7=1,2,3
en= Z:;:l y;j € o tamanho da amostra. A expressdo (3.46) pode ser visto como a fungao
de verossimilhanga. Para descrever a incerteza dos pardmetros de (3.46), considere como
fun¢éio densidade a priori, a distribuigdo de Dirichlet com hiperparimetros (a;, as, o3) ,
dada por
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I‘(al + oo + (13)

M) Tan)l(ay 9™ 00 =)™ @a7)

w(0) =

0 < oy; 7 = 1,2, 3, sao constantes com valores selecionados de acordo com o conhecimento
disponivel sobre o processo. Quando a; = oy = a3 = 0,5, (3.47) é conhecida como a
distribuigao nao informativa de Jeffreys [ver Box & Tiao (1973)] dada por

m(0) o< (vo) " () P (1 =y —w) ™. (3.48)

A distribuicao a posteriori de 8 = (yi,yy) é:

m(8]D) oc (yp) o (yp) T (1 — ey — )Y e (3.49)

Pode-se notar que a distribuigéo a posteriori é também uma distribuicao de Dirichlet de
parametros (y;+au, y2 + oz, n—y1 —y2+az). O indice proposto (3.43) é fungdo de y;, e yy
e a determinagio da distribuicio exata a posteriori de Cy ¢ possivel empregando (3.49)
[detalhes ver Barriga (2001)], contudo é um tanto complicada. Assim serdo utilizados
métodos de simulagéo para obter uma distribui¢io aproximada de C, a partir de amostras
aleatérias da distribuigao a posteriori de yy e 7y [ver Gamerman (1997)]. Obviamente as
distribuicdes aproximadas serao melhores quanto maior for o tamanho das amostras. A
linica restricio destes métodos, para alcangar alguma precisdo desejada, deve-se apenas
aos recursos computacionais, porém isto nao é fato relevante diante da disponibilidade de

equipamentos com alto desempenho.

Dada uma amostra aleatdria é possivel obter uma estimativa pontual, um intervalo de
confianga e uma fungéo densidade (através da distribuigio empirica) aproximada. A partir
de amostras aleatérias de i e yy de (3.49), estimativas de qualquer ordem de momento
de uma distribui¢ao podem ser obtidas pelo método de Monte Carlo. Existe um interesse
em obter o primeiro momento E(C;) . Sob uma fungio perda quadritica, o estimador

bayesiano de C; dado por

1 . - ¥
E(C) = §/ min (®'(1 — p); 7' (1 — 1)) 7 (ve, | D) dys, dryy,

que pode ser aproximado usando um estimador Monte Carlo como:
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B

- 11 . _ i . - i
Cr = 55 D min |87 (1) & 1(1 -],
=1
73(_1) TEr ,'yj(-B), observagoes de vy;, j = L,U; B, o tamanho da amostra. Para ilustrar o

método, considere um processo cuja caracteristica de interesse X segue uma distribuicao
Weibull com E(X) = 7,054 e Var(X) = 0,845; limites de especificacio L = 5 mm e
U — 13 mm. Com estes parametros e sob condigoes estdveis, o valor de C; = 1,0 é
esperado uma vez que vy, = P(X < 5) = 0,0003 ¢ 7y = P(X > 13) = 0,00135. E
uma amostra de tamanho 50 resultou 1y, = Z;’zl yin = 0, yo = Z;.‘Zl yj2 = 0. Para
obter uma estimativa de C, considere uma densidade a priori nao informativa de Jeffrey
para g, € vy . Isto resulta uma distribuicdo e posteriori de Dirichlet de pardmetros
(0,5;0,5;50,5) para y;, e yy. Uma amostra de 5000 valores é extraida da distribuicao
a posteriori para produzir uma estimativa pontual C; = 0, 7821590. Para melhorar esta
estimativa, outras dez novas observagoes foram incluidas. Especificamente, {5,36; 7,29;
6,04; 5,32; 6,49; 6,39; 5,34; 9,48; 7,09; 9,48}. Uma amostra aleatdria de 5000 observacoes
de uma distribuicdao de Dirichlet com parametros (0, 5;0, 5; 60, 5), forneceu uma nova
estimativa pontual, Gy = 0, 8755814 que estd mais préxima da unidade. Para melhorar
o estimador, tal procedimento pode ser repetido assim que novos valores de X estiverem

disponiveis, permitindo uma redugdo no desvio padrao do estimador.

A seguir descrevem-se os procedimentos inferenciais do indice para processos unilaterais
Cy conforme Barriga, Ho & Borges (2003). O desenvolvimento serd feito empregando
procedimentos bayesianos. Semelhante ao procedimento do indice C (3.33), ser4 utilizada.
uma distribuigdo Beta (a;b) como uma distribuicdo a priori para yy. Seja Xi,..., Xa,

uma, amostra aleatéria e a varigvel

1, se X;>U
Y; =

0, caso contrario

e P(X; > U) = yy. Nao ¢ dificil de mostrar que a distribuiciio a posteriori de vy é
também uma distribuigdo Beta(n—t+b,a+t), com ¢ =} Y;. Usando uma funcéio perda
quadratica, o estimador bayesiano de Cyé dado por

N E[® YU
oy = EL220)
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U ~ Beta(n+b—t, a+t). Valor aproximado de E [® 1(U)] pode ser obtido por integracio

numérica ou pelo método de Monte Carlo, isto é,

N 1 &
Ele7' (] =2—d oYU
LRGIEFINAE
Ui, ..., Un, sao valores de uma amostra suficientemente grande da distribuicao Beta(n +
b—t,a+t).

Como ilustragéo, considere um processo de manufatura onde as quebras afetam muito a
produtividade (principalmente se tiver mais do que trés quebras semanais). Em condigoes
estdveis, o ntimero de quebras N (# de quebras por semana) segue uma distribuicao Pois-
son de pardmetro igual a 1. Um conjunto de 36 interrupgoes foi coletado semanalmente e
em nenhuma semana observou-se mais do que trés quebras, istoét =" ;= 0. Como
auxilio de uma distribuicdo a priori Beta ndo informativa (1;1) obtém-se Cy 220,76, com
base em uma amostra de 100 valores extraidos de ®'(U), U uma distribuigao Beta(37, 1).
Além disso, é possivel avaliar a variabilidade do estimador por simulacio. Por exem-
plo, com 50 amostras de 100 observacoes simuladas de U ~ Beta(37,1), observou-se
uma média amostral de 0,77568 e um desvio padrao de 0,01574. Sob condicoes est4veis,
Yo = P{N > 4} = 0,0036598 que resulta um indice Cy = 0,893979. Para melhorar a
estimativa anterior, novas observagoes devem ser adicionadas para atualizar a distribuicao
a priori Beta(37,1). Por exemplo, com a inclusdo de doze novas observacoes de uma dis-
tribui¢ao Poisson de parametro 1, especificamente {0;0;0; 1;1;1;1;2; 2;0; 0; 1}, obtém-se
uma estimativa mais precisa Cy = 0,81 baseada numa amostra de 100 observacoes re-
tirada de uma distribuicdo Beta(49,1). Note que o tltimo resultado estd mais préximo
do valor esperado 0,89. Tal procedimento de atualizagio pode ser repetido sempre que

novas observagoes estiverem disponiveis permitindo uma melhoria na estimativa de Cy.

Similar ao indice C, é possivel determinar intervalo de confianca bayesiano (t;, t;) para Cy
com confianga de 1 —+y utilizando a relacdo entre as distribuicdes Beta e Fisher-Snedecor,

cujos limites sdo dados por

; _lq)—l( (n+b—1)fi )
173 at+t+n+b—1t)f
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1 _1( m+b—1t)f2 )

by =@
73 att+(n+b—1t)f

(ty < t2), f1 e fo constantes tal que P(F < fi) =m e P(F > fo) =y, n+71 =7
com F' ~ Fisher-Snedecor[2(n + b — t),2(a + t)]. Por exemplo, fixando y; = v, = 0,01;
a=>b=1;n=236 et =0 resultaram valores f; = 0,2039 e f> = 99,4856 que forneceram
um intervalo bayesiano de confianga (1, 2) = (0, 3966; 1, 15283).

Similar ao indice C, o teste de demonstragao que um processo alcangou um nivel de capaci-
dade também pode ser planejado no caso de processos unilaterais. Consiste em determinar
um par (n,d) de inteiros, d < n, tal que se Y1 = y1;..., Y, = y, sdo observados, pode-se
considerar que o processo alcangou um indice de capacidade Cy > ¢pset =3 ., ¥ < d;
¢ e, 0 < < ¢, sdo respectivamente os valores desejaveis e aceitdveis de Cy num

processo. O par (n,d) é escolhido tal que

v=P(C > q|T >d)

§=P(C<all <d)

7 e d sdo valores fixos. Se yy seguir uma distribuicio a priori nio informativa Beta(1,1)

e para valores fixos de v e 4, o par (n, d) satisfaz as seguintes equacoes:

d
(n+ 1) — 21— Br(l —Yap,n —t + 1,1 +1]

=0
n—d

e (3.50)

d
tZOBI(l—'ysl,n—t—i-l,t+1]
0 ==

a7 1 (3:51)

Yss = 1 — ®(3¢;), 4 = 0,1. Como no caso do indice proposto em (3.33), para processos
muito capazes, os procedimentos com d = 0 sdo interessantes e nestes casos as expressoes

(3.50) e (3.51) reduzem respectivamente, para:
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1+ 1)Yse + (1 — 95,)"

6= (1—,)"*" (3.53)

De (3.52) é possivel determinar o tamanho da amostra,

Iné

= 1.
ln(l a ’731)

n

Se g =¢; =1 com ¢ = 0,1, um tamanho de amostra igual a 73 itens seria necessério de
acordo com (3.52) para demonstrar a capacidade do processo (para o caso de d = 0). Se
fosse escolhido ¢, = 1, 33, o tamanho de amostra aumentaria para 69.664 itens conformes.
Intuitivamente é razodvel um grande niimero de itens conformes seja necessirio para
demonstrar a alta capacidade de um processo, obviamente este niimero pode ser alterado

uma vez que ele foi obtido a partir de uma distribuicdo a priori ndo informativa e d = 0.

Novos indices de capacidade calibrados com C), e Cy associados 3 fracdo nio conforme
foram propostos. Procedimentos inferenciais usando métodos bayesianos foram desenvol-
vidos assumindo uma distribui¢do de Dirichlet como distribuigdes a priori para (vz, yv)
e distribuictes Beta, como distribuigoes a priori para 7 e yy. Para obter uma estimativa
dos indices de capacidade propostos, o método de simulagio foi empregado para obter
as distribui¢des a posteriori de Cy; C e Cy. Note que o procedimento pode ser feito
mesmo na auséncia de itens ndo conforme na amostra. Qutras distribuicoes além da Beta
e Dirichlet poderiam ter sido escolhidas como distribui¢Ses a priori, porém estas distri-
buigdes tém a propriedade de serem distribuigdes conjugadas e isto facilita o processo
de recalibragio quando novas observagoes sao tomadas. Na auséncia de informagio, o
analista pode adotar uma atitude conservativa escolhendo como fungoes densidades a nao

informativa Beta(1, 1) ou a ndo informativa de Jeffrey como distribuicées e priori.

Escolher outras distribuigdes além da familia Beta e Dirichlet certamente é uma opcao,
contudo dificultaria a obtencéo das distribuices a posteriori e talvez seja necessério uti-
lizar métodos numéricos como MCMC (Markov Chain Monte Carlo) (Gamerman, 1997)

para obter as distribuigoes a posteriori dos pardmetros de interesse.
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4 Confiabilaidade: Contribuicoes
em procedimentos inferenctais

4.1 Introducao

Atualmente os fabricantes tém, entre outros, o desafio de desenvolver novos produtos num
curto prazo usando tecnologias modernas e simultaneamente continuar a fazer esforcos na
melhoria da qualidade. Melhorar a confiabilidade de um produto é sem divida um im-
portante aspecto num programa de qualidade. A viabilidade deste propésito depende de
uma série de tarefas a ser executada para avaliar os aspectos relativos ao seu desempenho.
Ou seja, dados sobre a confiabilidade do produto devem ser coletados e analisados (geral-
mente obtidos através de um experimento planejado para avaliar o desempenho de algum
produto) e os resultados dessa andlise usados no desenvolvimento de novos produtos ou

na melhoria dos atuais.

Confiabilidade é definida como sendo a probabilidade de um bom funcionamento de um
produto sob certas condi¢des ap6s um tempo fixo. Assim sendo, confiabilidade depende
diretamente do tempo (geralmente coletam-se tempos de falha). Embora seja um as-
sunto bastante vasto, neste capitulo estdo descritas as contribuicoes de procedimentos

inferenciais para algumas situagoes especificas:

e Um método bastante disseminado na andlise de confiabilidade consiste em analisar
dados de tempos de vida através de um modelo de regressao sob a suposicio de
alguma distribuicdo de probabilidade (por exemplo: Weibull, Log-normal, Gamma,
etc). Os parimetros dessas distribuigdes sao geralmente estimados pelo método da
mdxima verossimilhanca (MV) que podem apresentar vicios principalmente quando
se utiliza uma pequena amostra ou quando o modelo incorpora algum esquema de
censura. No entanto, em muitas situagoes, para fazer referéncia & confiabilidade

outras quantidades sao utilizadas, por exemplo, tempo médio de falha (MTTF) se o
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item for ndo reparavel, ou tempo médio entre falhas (MTBF) se o item for repardvel
ou percentis (t,). Os estimadores de méxima verossimilhanca dessas quantidades
também apresentardo vicio visto serem fungoes dos pardmetros da distribuicao de
probabilidade. Procedimentos de correcdo de vicio dessas quantidades através de
reamostragem (bootstrap) propostos por Ho & Silva ( 2005a, 2005b, 2005¢) estao
apresentados na segao 4.2.

Na inddstria de alimentos, uma medida empregada para garantir a qualidade de seus
produtos é chamada prazo de prateleira [é definida como o tempo que o produto
pode estar exposto na prateleira sem que o consumidor (além de ser adequado
para o consumo humano) ndo perceba alteragoes sensoriais|. De modo geral, as
indistrias de alimentos fazem um rigoroso controle microbiolégico. Além disso,
utilizam avaliagGes sensoriais como odor, sabor e aparéncia para avaliar a qualidade
do seu produto. Em muitos casos, apesar da avalia¢ao microbiolégica considerar que
o produto esta adequado para o consumo humano, as avaliacoes sensoriais podem
estar inadequadas. Freitas, Borges & Ho (2003, 2004) apresentaram um modelo
para determinar o prazo de prateleira a partir de dados sensoriais. Os principais

resultados estdao apresentados na segao 4.3.

Em algumas areas de engenharia, a confiabilidade de um produto nio est4 necessa-
riamente associada ao tempo de falha, mas o quanto resiste a um carregamento. Por
exemplo, na engenharia civil, quer saber qual a chance de um determinado material
apresentar uma resisténcia superior a um dado patamar. Neste caso, a confiabili-
dade, denominada de confiabilidade estrutural é dada como fungio (em geral como
razao ou diferenca) da resisténcia e da solicitagdo (ambas varidveis aleatérias). Mui-
tos autores ja contribuiram com procedimentos inferéncias para as distribuicoes de
probabilidade mais comuns (como Normal, Log-normal, Gamma, etc). No entanto,
a situacio mais comum adotada pelos pesquisadores é considerar a resisténcia e a
solicitagdo numa tinica condicdo experimental. Ho (2004) e Ho & Pinheiro (2002)
apresentaram procedimentos bayesianos para fazer inferéncias em confiabilidade es-
trutural cujos resultados estdo apresentados na segio 4.4 considerando a possibili-
dade da confiabilidade estrutural se alterar em funcao de alguma varigvel estressante
(como temperatura), semelhante aos modelos de regressio (de ensaios acelerados)

nos modelos de confiabilidade de sistemas eletronicos.
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4.2 Correcao de vicio nos estimadores de percentis
e do tempo médio de vida num modelo de re-
gressao Weibull

Nos dias atuais, os fabricantes tém a dificil tarefa de desenvolver novos produtos em funcao
da exigéncia do consumidor, num curto prazo usando tecnologias modernas e ao mesmo
tempo continuar a fazer esforcos na melhoria da qualidade. Sem divida, um importante
aspecto num programa de qualidade é melhorar a confiabilidade de um produto. Para
isto, uma seqiiéncia de tarefas deve ser executada para avaliar os aspectos relativos ao
seu desempenho (Nelson, 1982, 1990). Ou seja, experimentos devem ser planejados para
fornecer dados de tempos de vida do produto, analisd-los e empregar os resultados dessa

analise no desenvolvimento dos novos produtos ¢ na melhoria dos atuais.

Uma metodologia consiste em analisar os dados do tempo de vida através de um modelo de
regressao sob alguma distribuicdo de probabilidade (por exemplo: Weibull, Log-Normal,
Gamma, etc). Geralmente os dados sdo coletados através de um experimento planejado
para avaliar o desempenho de algum produto e a distribuicaio Weibull é uma das mais
utilizadas para analisar o tempo de vida uma vez que assume diferentes formas devido &
flexibilidade da sua funcao de taxa de falha.

Em estatistica, confiabilidade é definida. como a probabilidade de um sistema ou de um
item funcionar apés um tempo sob condigdes especificas. Deste modo, confiabilidade
depende diretamente do tempo (tempo de falha), porém este conceito néo é facilmente
assimilado em algumas situagdes e para sanar este dificuldade, confiabilidade pode ser

reportada por um dos seguintes valores:
e tempo médio entre falhas (MTBF), se o item for reparavel;

e tempo médio de falha (MTTF'), se o item ndo é reparsvel;

e percentis (,) [(100 x p)-ésimo percentil do tempo de falha],

entre outros. Estimativas dos parametros das distribui¢oes sdo geralmente obtidas pelo
método da méxima verossimilhanga (MV), no entanto, sabe-se que estes estimadores
podem estar viciados principalmente quando se utilizar um pequeno tamanho de amostra
e/ou quando o modelo de coleta incorpora algum esquema de censura. Conseqiientemente

estimativas de MBTF, MTTF e t, também serdo viciados uma vez que eles sdo fungdes
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dos parametros das distribui¢des de probabilidade. [maiores detalhes, ver, Ferrari & Silva
(1999); Colosimo, Silva & Cruz (2000)].

Contribuicoes sobre corregao de vicio em estimadores de méxima verossimilhanca de
pardmetros da Weibull sdo intdmeras [ver, Jacquelin (1993), Ross (1994) e Kahle (1996)
como exemplos|. Apesar da relevancia destas contribuigoes, a maioria dos artigos se refe-
rem a correcao de vicio dos parametros da distribui¢ao para dados nao censurados. Assim,
a quantificacao dos vicios do MTTF e {, continua desconhecida e estes valores (MTTF
e t,) sdo guias para as empresas tomarem decisoes na melhoria da confiabilidade. Além
disso, geralmente poucas unidades sdo empregadas num experimento de confiabilidade e

a presenca de dados censurados é uma situagao pratica muito comum.

Ho & Silva (2005a, 2005b, 2005¢) apresentaram um procedimento para corrigir vicios
de estimadores de méxima verossimilhanca de MTTF e percentis t,, 0 < p < 1, num
modelo de regressdo Weibull, levando em consideragio diferentes planejamentos, tipos de
mecanismo de censuras (tipos I e II) e diferentes niveis de dados censurados através de

procedimento de reamostragem bootstrap (Efron, 1979; Efron & Tibshirani, 1993)

Para tal foi considerado um modelo de regressiao Weibull dado por

Y =InT = p(x) + o¢, (4.1)

T ¢é o tempo de falha, Y = InT que segue uma distribuigdo com parametro de locacgio
wzx) =lna(z) =z6, = (z1...2y) e B = (B1-...0,)’; pardmetro de escala ¢ = 1/6;
o > 0 e € segue uma distribuicao de valores extremos e é independente das varidveis
explicativas x. Em cada estudo de confiabilidade, tais pardmetros devem ser estimados
a partir de valores observados para determinar o modelo e tornar possivel a estimacio
do MTTF e dos percentis (f,). O método da méxima verossimilhanca é geralmente
usado para estimar os parimetros desconhecidos, uma vez que é possivel incorporar dados
censurados e apresenta propriedades que permitem ao usudrio construir intervalos de

confianga dos parimetros de interesse.

m
Considere uma amostra aleatéria de Y’ n; = n itens a serem submetidos a um teste de

=1

falba; no i-ésimo nivel da varidvel stress x, (i =1,2,...,m), n; itens sio submetidos

a um teste de falha. No final do teste, ) r; =r tempos de falha sio observados; r;
i=1

e (n; —r;) sdo respectivamente os tempos falha observados e valores censurados no i-

ésimo nivel da varidvel siress . Se ndo existe mecanismo de falha, segue que r; = n;.
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Modelos de regressdo com uma, tinica varidvel stress é um caso particular de (4.1), isto é

w(z;) = Bo + Biz; e o modelo pode ser expresso como

Yij = Inty; = Bo + bz + oy, (4.2)
¥i; = Intj, ti; é a j-ésima observagdo no i-ésimo nivel da varidvel stress “z”, (i =
1,2,...,m; 5 = 1,2,...,n;), onde t;; segue uma distribuicio Weibull com parametros

(a(x:); ) cuja funcdo densidade de probabilidade é dada por

sind= oy (i) o[- (25)]

ou equivalentemente, y; = Int; segue uma distribuigio de valores extremos de pardmetros

(u(z;) = In[e(;)];0) com o = 1/8. Se z = 1/7, 7, a temperatura absoluta em graus
Kelvin, entdo o modelo de regressao é conhecido como o modelo de Arrhenius-Weibull
com Gy = In (A); 1 = E/k, onde E é a energia de ativacio; k, a constante de Boltzmann

e A, uma constante.

Modelos de regressao Weibull podem ser usados para planejar ensaios acelerados. Em tais
experimentos, os niveis da varidvel stress sdo escolhidos para acelerar a falha na unidade
experimental e conseqiientemente diminuir o tempo do experimento. Dados obtidos deste
modo, quando adequadamente planejados, modelados e analisados permitirdo estimar
parametros dos modelos, as quantidades MTTF e t, bem como extrapolar os resultados
em condigoes do uso. Em tais experimentos, é comum usar a temperatura como varisvel

siress.

Para planejar um teste de vida acelerado, trés tipos de planejamento sao geralmente usa-
dos: os planejamentos tradicionais, os 6timos e os de compromisso. O plano tradicional
consiste em escolher trés ou quatro niveis igualmente espacados da varidvel stress e alocar
o mesmo nimero de unidades experimentos em cada nivel. No plano étimo, geralmente,
sao escolhidos dois niveis tal que minimize alguma fungdo objetiva. Os planos de com-
promisso (Meeker & Hahn, 1985) empregam trés niveis: alto, intermedidrio e o baixo.
O primeiro nivel (alto) é escolhido de acordo com as experiéncias praticas. As unida-
des experimentais sao alocadas na proporcio 1:2:4 respectivamente para os niveis alto,
intermedidrio e baixo. O argumento para esta alocagio é a baixa precisio dos estima-
dores produzidos pelos planos tradicionais quando comparados com os de compromisso.

Uma das razoes do péssimo desempenho pode ser atribuida ao igual nlimero de unidades
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experimentais alocados em cada nivel da varidvel stress.

Considere um conjunto de observagoes independentes (y;,x:), 7 = 1, ..., 7n; y; é o logaritmo
do tempo de falha ou o logaritmo do tempo censurado e x;, o vetor de covarigveis. O

logaritmo da fungio de verossimilhanga de ¥, ..., 7, é dado por

1(8,0) = L(B,0) = —rlno—l—Z(y' ”"ﬂ) iexp(@) (4.3)

e i=1

7 € o niimero de tempos de falha observados e D denota o conjunto de fndices dos tempos
de falha observados. Estimadores de méxima verossimilhanga de (3; o) sdo obtidos pela

maximizagdo direta de (4.3). As expressoes das primeiras derivadas sio:

3l§)[.[;,10') lz T+ — thle y b= )---7p

I as segundas derivadas sdo:

»*L(B, )
— S ilLis€C ’ :1,-“7
5006 ;”””” < :

0% (B, =~ . )
GRS ) T

ac‘;lg(lﬂa’a_a) 2 Z | = _ZT,IP 2 él:milzieL’ij l= 1) «--3D-

=1

onde z; = (y; —z:3)/o. Estimador de méxima verossimilhanca pode ser obtida por
métodos de otimizagéo numérica como o conhecido algoritmo de Newton-Raphson. Usando
a propriedade invariante, podem-se obter os estimadores de maxima verossimilhanca de

MTTF e (t,) . Especificamente no caso de uma tnica covaridvel,

MTTF (z;) = =) (1 + &) = & (z:) T (1 + %) , (4.4)
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bp(z:) =exp{ fi(z:) +6In[-In(1—p)] } =& () [~-In(1—p)] ¥, (4.5)

f(z:) =lna(x;) = Bo+fix:, i =1,...,m; méontmero de niveis da varigvel stress. Note
que para cada nivel de z;, diferentes estimativas para MTTF e t, sdo obtidas. Contudo,
em estudos de confiabilidade, o mais interessante é estimar estas quantidades na condigio

normal de uso. Tal extrapolagao pode ser feita usando as seguintes expressoes

MTTF (z) = e##T (14 &) = & (o) T (1 + %) , (4.6)

tp (%0) = exp{ A (o) +6In[~In(1—p)] } =& (m) [n(1—p)] ¥4,  (4.7)

Zo é o nivel da varidvel stress na condigio normal de uso. Usando resultados da teoria as-
sintdtica e método delta, é possivel obter expressoes do estimador da varidncia assintética

de (4.6) e (4.7). Seja ¢ (zo) = MTTF (x9), sua varidncia é aproximadamente

Var [ (@) ~ Var (@ (z0)) [Zjﬁ EZ;]

a0 (i), 4) e ) v 5) |20 e

Om) P(1+1/8), 20(en) — _ [ete)] r(1+1/8)¢(1+1/8); 1 (2) denota a funcio

digamma que pode ser aproximada por 1 (2) ~ Inz — = (Abramowitz & Stegun, 1965).

Similarmente seja ¢ (o) = Iné, (o), sua varidncia ¢ dada por

Var (J’ (330)) ~ Var (,éo) + 333‘70\7” (,él) +€,2,@‘ (6) + 220Cov (ﬁoﬁl)
+ 25,,55’21 (ﬁo, 6) + 25,,:1:060\11 (,31, &) (4.9)

gp = In[—In(1 — p)]; ,30, ,31 ed=1/ 4 sio respectivamente os estimadores dos parimetros

do modelo de regressio log-Weibull ou do modelo de regressao de valores extremos.
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Reducdo de vicio ndo é um assunto novo na teoria estatistica. Desde da pioneira con-
tribuicdo de Cox & Snell (1968) muitos outros estudos tém contribuido para mostrar a
importancia deste assunto na teoria estatistica e em outras dreas de aplicacdo. O obje-
tivo é aplicar esta metodologia em andlise de confiabilidade. E sabido que experimentos
em confiabilidade sao realizados com poucas unidades experimentais (por ser caro ou le-
var muito tempo para obter valores suficientes) e este fato pode fornecer estimativas de
MTTEF et, com baixa precisdo. Seja é, o estimador de méxima verossimilhanca de ¢, um
pardmetro de interesse. De acordo com Cox & Hinkley (1974), o vicio assintético pode

ser escrito como

B -0) = B) - 11O | B0

+, (4.10)

onde By(0) e By(#) sdo fungdes de derivadas em relagdo 0 do logaritmo de fungio de
verossimilhanca com uma tnica observagdo e n, o nimero de observacées. Para um
vetor de pardmetros, a extensdo de (4.10) é andloga, ou seja, para cada pardmetro, uma
expressao similar do seu vicio pode ser obtida. Usualmente métodos bésicos para reducéo

do vicio foram desenvolvidos para eliminar o termo B;(6) em (4.10) ou torné-lo desprezivel.

Muitos métodos analiticos e procedimentos de reamostragem para reduzir o vicio foram
extensamente estudados. Ambos os métodos produzem bons resultados na reducdo de
vicio. Para aplicar o procedimento de reamostragem néo é necessario ter as expressoes
analiticas de By(0), e este aspecto pode ser a principal vantagem deste procedimento em-
bora vé requerer o uso computacional intenso. Os métodos analfticos sdo mais precisos
porém em muitos casos é muito dificil obter as expressoes. Por estas razdes, o procedi-
mento de reamostragem descrito a seguir foi a alternativa escolhida por Ho & Silva (20054,
2005b, 2005c) para remover vicio nas estimativas de MTTF e dos percentis no presente
estudo (Efron, 1979; Efron & Tibshirani, 1993):

e Passo 1 — Considere um pardmetro de interesse § = g(F) e seja § = g(F) sua
estimativa “plug-in”, onde F' é fungdo de distribui¢do empirica dos dados ¢ =
(%1, - --,%,). O vicio de 6 é entdo definido como biasy = Ep(6) — 0 = Ep(6) —g(F).

® Passo 2 — Extraia uma amostra bootstrap &* = (23, ..., z}) da funcio de distribuigio
empirica . Uma amostra bootstrap x* = (z1,-..,2}) é uma amostra aleatéria de
tamanho n com reposigao retirada do conjunto original x = (zy, ..., Z,). Este pro-
cedimento € conhecido como procedimento bootstrap ndo paramétrico e a estimativa

boostrap para o vicio de 6 é dado por
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bias; = Ep(6*) — g(F),

onde E;; (é*) é o valor esperado de § com base na fungao de distribuigdo empirica da
amostra bootstrap e g(ﬁ') é o estimador “plug-in” de §. A estimativa bootstrap do
vicio pode ser obtida aproximadamente por procedimento de simulacio de Monte

Carlo.

Passo 3 — Extrair B amostras independentes bootstrap z*',z*2,..., z*8 da distri-
buigéo empirica F'.

Passo 4 — Calcular as replicagoes bootstrap é;, para b=1, ..., B e aproxime o valor
esperado E;(6*) pela sua média amostral 6% = Se.,0;/B. Este resultado é a

estimativa bootstrap do parAmetro 8 e o estimador bootstrap do erro padrao de é,‘,‘ é
dado por

st = ﬁ i (é;; - 63)2 (4.11)

=1

Passo 5 — O estimador bootstrap do vicio de é, (de ordem n'), baseado em B

replicagoes é

biasg = 05 — 0 (4.12)

Passo 6 — O estimador bootstrap corrigido (BCE) de 0 é expresso como

0y = 20 — 63, (4.13)

Este procedimento também pode ser usado quando os dados x = (z4, ..., ,) incluem al-

gum mecanismo de censura. Efron (1981) empregou o procedimento bootstrap para dados

censurados & direita e discutiu como construir intervalos de confianga para os parimetros

de interesse. Este método apresentado em Efron (1981) foi aplicado para desenvolver
estimativas de corregdo de vicio no (MTTF') e (t,) da distribuigio Weibull.

Um estudo de simulaggo foi realizado por Ho & Silva (2005a, 20005b, 2005¢) para com-
parar e calcular os vicios dos estimadores de MTT F(xy), to,05(%0) € to.10(2o) obtidos pelo

método da méxima verossimilhanca (MV) e pelo procedimento bootstrap.

Os parametros da simulacio foram:
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e B=500 reamostras bootstrap;

Valores de #y = 1 = 2; valores de of § = 0,75; 1,00 e 1,50;

Tamanho de amostra:

— Planos tradicionais n= 30; 60; 90; 120; 150; 180 e 210;
— Planos de compromisso (4:2:1), n = 35; 70; 105; 140; 175; 210 e 245;

e Niveis das temperaturas em graus Celsius X = 75°C; 95°Ce 115°C;

Nivel da temperatura em condigoes normal de uso zy = 55°C;

Com e sem presenga de mecanismo de censura;
e Com mecanismo de censura:

— Tipos de mecanismo de censura: tipo I e II;

— Porcentagem de dados censurados: 10%, 25% e 50%.
passos usados no estudo da simulacdo foram:

® Passo 1: extrair uma amostra de tamanbo n da distribuigao Weibull (a(z), 4).
e Passo 2: obter (&(x) = exp[ii(z));0 = &_1) pelo método MV.

e Passo 3: usar as expressoes (4.6) e (4.7) para calcular as estimativas de MV de
MTTF((I?U), £0,05(.'L'0) e f()’lo(xo).

e Passo 4: extrair uma amostra com reposi¢ao de tamanho n da amostra original do

passo 1.
e Passo 5: repetir passos 2 e 3 usando os dados do passo 4 e guardar os resultados.
e Passo 6: repetir B vezes os passos 4 e 5.

e Passo 7: calcular os estimadores bootstrap usando os resultados do passo 5 conforme

a seguir:

———e B -
MTTF" (z0) = L 32 MTTB® (z,);
i=1
B
=B i
to,os(xﬁ) . % ; t((J,Z)s (20);

B 1 & ®
to,m(”O) =B ;to,lo(xo)-
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e Passo 8: calcular os estimadores bootstrap do vicio de MTTF (z0), tA0705 (zo) e fo,m(xo)

[usando expressao (4.12)] respectivamente dados por:

ViaSuTTR@) = MTTE" (z0) — MTTF (20);
BiaSto 05 m0) = Lo,05(0) — t0,05(z0);
biaSto so(s0) = to10(0) — Lo,10(x0)-

e Passo 9: Calcular os estimadores corrigidos (BCE) de WF(:L‘O), to,05(xo) e

to,10(xo) [usando expressao (4.13)] respectivamente dados por:
MTTF (zo) = 2MTTF (z5) — MTTF" (0);
2 . <B
505 (%0) = 2t0,05(%0) — 1,05(%0);
f(]fm(wo) = 2do,10(z0) — Z(1)5,'10(350)

e Passo 10: Repetir os passos 1-8, R vezes.

e Passo 11: Calcular os vicios relativos (RB) dos estimadores de MV conforme a

seguir:

e R =
RBMTTF(z0) = %ﬁgg;; MTTF TTF(z0) = & Z:l MTTF 4 (x0);
é 05(Zo) A 1 E .
0,05\%0) .
BBy ps(20) = too(ze)’  10.05(%0) = 5 Z_:lto,os &) (Zo);
R

f 10 T o
BBy, 10(0) = tzjlzgzﬂg; to,10(%0) = % Zl 106)(Z0);

e Passo 12: Calcular os vicios relativos (RB) dos estimadores corrigidos conforme a

seguir:

—_— B - _--"‘r--.TB R B
RByrrro) = Sirrmesys  MITF (zg) =% 21 MTTF ;) (%0);

s (z0) | 7 1 _
RBtBor.(zo) = t(()),(()):.(zo)’ t(llj,os (o) = Ei_zltg,os 6) (®o);

O 1 .
RBip, (20) = toatme)’  to,0 (%o) = ﬁgt{im w(o);
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Um programa usando o software MATLAB foi escrito para realizar as simulacoes com
B=500 e R=10.000. Um exemplo de resultados da simulagido para analisar os vicios do
MTTF e dos percentis ,, p=5% e 10% usando planos tradicionais e compromisso est4 na
Tabela 4.1. Nesta tabela foram calculados os vicios relativos do estimador de MV e do
procedimento bootstrap e comparados com os verdadeiros valores dos pardmetros. Pode se
observar que os vicios do MTTF e dos percentis {,, p—=5% e 10% apresentam consideravel
magnitude nos dois planos (tradicional e compromisso). De modo geral, o procedimento
proposto para corrigir o vicio é mais eficiente que o método de MV principalmente quando

o plano de compromisso ¢ usado ao invés do plano tradicional.

O préximo passo é avaliar o efeito do nivel dos dados censurados nos vicios relativos em
estimadores de MV e os corrigidos pelo bootsirap no MTTF e nos percentis ¢, com p=5% e
10%. As médias dos estimadores de MV e BCE do MTTF e dos percentis ¢, para p=5% e
10% versus o tamanho da amostra variando os niveis de dados censurados estdo na Figura
4.1. Pode se observar que os vicios crescem & medida que o nivel dos dados censurados
aumenta, (principalmente para 50% de dados censurados). O estimador corrigido proposto
(BCE) foi eficiente para reduzir os vicios, uma vez que as médias das estimativas estdo
mais préximas dos verdadeiros valores de MTTF e dos percentis t, com p=5% e 10%. Na
Figura 4.2, estao os valores do erro quadrético médio (raiz quadrada) versus o tamanho
da amostra variando a percentagem de dados censurados. Pode ser observar que BCE
fornece estimativas com menor variabilidade (menores valores de erro quadratico médio).
Estes resultados foram obtidos com dados censurados tipo I e § =1,00. Para outros valores

de 4 e com censura tipo II resultados similares foram observados e no serdo replicados
aqui.

Para analisar os efeitos do planejamento (tradicional versus compromisso), considere os
resultados apresentados na Figura 4.3. Esta figura apresenta as médias das estimativas de
MV e BCE do MTTF e percentis 5% e 10% versus tamanho da amostra, variando o tipo
de planejamento. Na Figura 4.4, estdo os grificos da raiz quadrada do erro quadratico
médio versus o tamanho da amostra variando o tipo de planejamento. Observa-se que
usando o procedimento BCE, as estimativas do plano de compromisso apresentam melhor
desempenho que os obtidos com o plano tradicional uma vez que seus valores médios
estdo mais préximos dos verdadeiros valores e com menores variabilidades. Em relacio
as estimativas obtidas com o método da MV, as alcangadas com o plano de compromisso
ainda apresentam menor variabilidade. Figuras 4.3 e 4.4 apresentam os resultados com
25% de dados de censurados tipo I e =1. Resultados similares foram encontrados com

outros niveis de censura e outros valores de § bem como para dados censurados tipo II.
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Por este motivo, eles ndo serao reproduzidos aqui.

Quantidades como MTTF e percentis £,, 0 < p < 1, sao muito titeis em estudo de
confiabilidade assim como também muito empregados em situacoes praticas. O desenvol-
vimento de estimadores nao viciados destas quantidades pode ter um ganho substancial
em estudos de confiabilidade de produtos. Tal ganho desempenha um importante papel
no desenvolvimento de novos produtos uma vez que produz reducio de custos relaciona-
dos no processo de desenvolvimento e experimentos de produtos desses produtos. Além
disto, pode permitir quando possivel, reduzir o tamanho de amostra em experimentos
de tempo de vida. Conseqiientemente, implicard em menores custos e menos tempos em
tais estudos. Os resultados deste estudo ilustram a importancia da reducdo de vicio em
estimadores de MV. O foco do estudo foi propor a reducdo do vicio nos estimadores do
MTTF e t, nos modelos de regressao Weibull ao invés dos pardmetros da distribuicio
Weibull.

De acordo com os resultados da simulacéo, os estimadores de MV de MT'TF e dos percentis
5% e 10% apresentam vicio de considerdvel magnitude. Neste sentido, a estimagao destas
quantidades deve ser feita com cuidado para evitar erros grosseiros, principalmente quando
poucas unidades forem consideradas. Os vicios sao maiores quando mecanismos de censura,
sao considerados (tanto tipo I como tipo II). Um aumento no nivel de dados censurados
acarretard também um aumento no vicio (os resultados da simulacio com 50% de dados
censurados apontam para essa diregao). Por outro lado, o procedimento de reamostragem
bootstrap é um instrumento eficiente para reduzir vicio em estimadores de MV do MTTF e
percentis, melhorando suas estimativas, nao apenas nos seus valores médios, como também

na sua variabilidade.

A Tabela 4.2 foi construida para ajudar a planejar experimentos com tempo de vida.
Ele fornece o menor tamanho de amostra usado para obter estimadores nao viciados dos
pardmetros de interesse no estudo de simulacdo. Note que isto ser4 1itil se o foco for obter
estimativas nao viciadas de MTTF e percentis ¢,. Por exemplo, uma amostra de duzentas
unidades foi empregada para obter estimadores nio viciados de MV de to,05 com 25% de
dados censurados tipo I e §=1,00. Por outro lado, apenas uma amostra de cinqiienta
unidades foi necessiria para obter estimadores nao viciados do mesmo pardmetro empre-
gando o procedimento bootstrap. Analisando os resultados da Tabela 4.2 pode se salientar
que os experimentos com tempo de vida podem ser realizados com tamanho de amostras
menores. I} importante ressaltar que os resultados da simulacao ndo estfo associados com

a variabilidade dos estimadores. Embora a Tabela 4.2 indique a possibilidade de reduzir o
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tamanho de amostra em experimento com tempo de vida, é necessario avaliar o impacto

desta redugdo na variabilidade nas estimativas dos parametros de interesse.

Tabela 4.1: Vicio relativo do estimador de MV e do estimador corrigido (BCE) de MTTF
e dos quantis ¢, p=5% e 10% no modelo de regressao Weibull (G, = 0;= 2 e
sem mecanismos de censura)

Tradicional Compromisso (* = BCE < 0)
MTTF to,05 to,10 MTTF to,05 to,10

n MV BCE MV BCE MV BCE n MV BCE MV BCE MV BCE

0,75 30 1,22 099 1,80 0,73 1,60 0,86 35 1,17 091 1,68 * 1,52 *
60 1,10 1,000 135 0,9 1,28 0,98 70 1,09 1,00 1,29 0,97 1,23 0,99
% 1,07 1,00 1,22 098 1,18 099 105 1,06 1,00 1,19 0,99 1,15 1,00
120 1,06 1,00 1,16 099 1,13 1,00 140 1,06 1,00 1,14 1,00 1,11 1,00
150 1,04 1,00 1,13 099 1,10 1,00 175 1,03 1,00 1,10 1,00 1,08 1,00
180 1,03 1,00 1,10 099 1,08 099 210 1,03 1,00 1,09 1,00 1,07 1,00
210 1,02 1,00 1,09 099 1,07 1,00 245 1,02 1,00 1,07 1,00 1,06 1,00
1,00 30 1,11 1,00 1,45 0,97 1,34 1,00 3% 1,11 1,00 1,39 097 1,30 1,00
60 1,05 099 1,19 0,98 1,14 0,99 70 1,06 1,00 1,18 1,00 1,14 1,00
9 1,03 1,00 1,12 0,99 1,09 099 105 1,03 1,00 L,11 1,00 1,09 1,00
120 1,03 1,60 1,10 1,00 1,08 1,00 140 1,02 1,00 1,08 1,00 1,06 1,00
150 1,02 1,00 1,07 1,00 1,06 1,00 175 1,02 1,00 1,06 1,00 1,06 1,00
180 1,02 1,00 1,07 1,00 1,06 1,00 210 102 100 1,05 1,00 1,04 1,00
210 1,01 1,60 1,06 1,00 1,04 1,00 245 1,01 1,00 1,05 1,00 1,04 1,00
1,50 30 1,04 1,00 1,20 1,00 1,15 1,00 3% 1,05 1,01 1,19 102 1,15 1,02
60 1,02 1,00 1,10 1,00 1,07 1,00 70 1,02 1,00 1,09 1,00 1,07 1,00
90 1,02 1,00 1,07 1,01 1,06 1,00 105 1,00 1,00 1,06 1,00 1,04 1,00
120 1,01 1,00 1,05 1,00 1,04 1,00 140 1,01 1,00 1,06 1,00 1,04 1,00
150 1,00 1,00 1,04 1,00 1,03 1,00 175 1,01 1,00 1,03 1,00 1,03 1,00
180 1,01 1,00 1,03 1,00 1,02 1,00 210 1,00 1,00 1,03 1,00 1,02 1,00
210 1,01 1,60 102 1,00 1,02 1,00 245 1,01 1,00 1,03 1,00 1,02 1,00
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Tabela 4.2: Menor tamanho de amostra usado no estudo de simulacio para obter estima-
dores nao viciados para MTTF, £y g5 € 19,10 (planos tradicional e COmMPromisso).

Plano Censura ] MV BCE MV BCE MV BCE
Tradicional  Sem censura 0,75 150 30 > 210 60 > 210 60
1,00 90 30 >210 30 210 30
1,50 30 30 150 30 120 30

Tipo I-110% 0,75 210 90 > 210 90 >210 90
1,00 120 60 210 60 210 60

1,50 90 30 120 30 120 30
25% 0,75 >210 120 >210 120 >210 90
1,00 150 90 > 210 60 210 60
1,50 90 60 120 60 120 60
50% 0,7 >210 210 >210 150 >210 150

1,00 >210 150 >210 120 >210 120
1,50 180 90 180 90 150 90
Tipo II-110% 0,75 150 90 >210 90 >210 60
1,00 90 60 >210 60 180 60

1,50 30 60 120 60 90 60
25% 0,75 180 120 >210 90 >210 90
1,00 90 90 > 210 60 210 60
1,50 60 60 120 60 90 60
50% 0,7 >210 >210 >210 120 >210 120

1,00 210 180 >210 90 >210 90

1,50 90 120 150 90 120 90

Compromisso  Sem censura 0,75 175 70 >245 70 >245 70
1,00 105 35 >245 35 210 35

1,50 70 35 175 35 105 35

Tipo I-10% 0,75 175 70 >245 70 >245 70
1,00 105 35 210 70 175 35

1,50 70 35 105 35 105 35

25% 0,76 210 106 >245 105 >245 70
1,00 140 70 245 70 175 70

1,50 70 35 140 35 105 35

50% 0,75 >1245 175 >245 105 > 245 105
1,00 245 105 >245 70 245 70

1,50 105 70 140 70 105 70

Tipo IIF10% 0,75 140 70 > 245 245 70

70
1,00 70 35 245 35 175 35
1,50 35 35 105 35 70 35
25% 0,75 140 106 >245 70 >245 70
1,00 70 70 245 70 175 70
1,50 35 70 105 35 105 35
50% 0,75 245 210 >245 105 >245 105

1,00 105 140 245 70 210 105
1,50 70 105 140 70 105 70
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Figura 4.1: Valores médios das estimativas de MV (MLE) e BCE do MTTF e dos per-
centis a 5% € 10% (8o = B1 = 2; § = 1 e dados censurados tipo I ).
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Figura 4.2: Raiz quadrada do erro quadrético médio dos estimadores de MV (MLE) e BCE
do MTTF e percentis a 5% e 10% (B = 1 = 2; 6 = 1 e dados censurados

tipo I).
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Figura 4.3: Valores médios das estimativas de MV (MLE) e BCE do MTTF e dos per-
centis a 5% e 10% (B = 1 = 2; § = 1 e 25% dados censurados tipo I).
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4.3 Modelos de prazo de prateleira

Em produtos alimenticios, um dos aspectos mais dificeis de ser mensurado é a qualidade,
em fungao da sua prépria natureza. Os produtos alimenticios sao suscetiveis & perda
de nutrientes, podem estragar e/ou apresentar mudangas nos aspectos sensoriais como
cor, sabor e odor. Consequentemente muitos estudos para verificar sua estabilidade sio
rotineiramente conduzidas pela indistria de alimentos como parte de programa, do desen-
volvimento do produto, ao incluir um novo ingrediente, ou na mudanga ou troca de um
especifico ingrediente. Alguns estudos concentram-se na taxa de degradacio e outros se
propGem a estimar o prazo de prateleira, ou seja, estabelecer um prazo tal que o produto
nao seja impréprio para consumo humano. Entende-se por consumo impréprio quando o
produto exibir alguma. caracteristica fisica, quimica, microbioldgica ou caracteristica sen-
sorial inaceitdveis para o consumo regular. Na inddstria, tenta-se desenvolver um produto
com o méximo prazo de prateleira, consistente com os custos e que apresente um padrao
que agrade aos consumidores e produtores. A determinagao inadequada do prazo de pra-
teleira pode gerar queixas decorrentes da insatisfagio do consumidor e, como conseqiiéncia
pode afetar a aceitagéo e venda dos produtos e no pior dos casos, pode causar doencas ou
m4 nutricdo nos consumidores. Por estas razdes, as inddstrias sdo bastante cautelosas ao

determinar um prazo de prateleira e armazenamento dos produtos alimenticios adequado.

Em experimentos para determinar o prazo de prateleira, uma quantidade determinada de
produtos é estocada e periodicamente, em tempos predefinidos, uma amostra, é selecionada,
dos estocados e submetidas 3 avaliagio sensorial por painelistas treinados. Cada painelista
julga um atributo do produto através de escala, por exemplo, uma escala de sete pontos,
variando de zero a seis. Pela natureza do experimento, o ensaio é destrutivo e as unidades
J& avaliadas ndo podem mais ser estocadas para serem avaliadas posteriormente. O tempo
de falha de um dado item é definido como sendo o tempo para obter um escore igual &
nota de corte previamente definida pela empresa. Para a unidade avaliada num tempo
predeterminado, uma das duas situagdes pode acontecer: o escore ou é menor ou igual
a nota de corte ou maior que a nota de corte. No primeiro caso, o tempo de falha
ocorreu entre o inicio do experimento e o tempo da atual avaliacio. No tltimo caso, o
produto ainda estd adequado ao consumo e a falha poderd ocorrer em algum tempo apds
a avaliacio. Este tipo de procedimento gera dados censurados tanto 3 direita quanto a
esquerda (Lawless, 1989; Meeker & Escobar, 1998).

Um razoével mimero de autores tem discutido e proposto diferentes métodos estatisticos

para o problema de estimar prazo de prateleira com base em dados com as caracteristicas
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mencionadas. Uma discussdo sobre este assunto foi escrita por Freitas, Borges & Ho
(2003). Neste trabalho, os autores propuseram um modelo alternativo que incorpora as
informacoes de dados censurados 4 direita e & esquerda, considerando um modelo Weibull
para o tempo de falha. O modelo foi aplicado para um conjunto de dados reais, onde
avaliagoes sensoriais foram feitas num produto desidratado, para determinar o prazo de

prateleira, estocado em uma das seguintes condicoes:

e Refrigeracao (RE - BRE): Unidades foram mantidas sob refrigeracio aproxi-
madamente a 4°C. Temperatura e umidade ndo foram controladas, mas anotadas
diariamente. Foram calculadas médias semanais e usadas neste estudo. Estas uni-

dades foram utilizadas como referéncias (padrao) durante todo o experimento;

e Temperatura e umidade ambiente (R): temperatura ¢ umidade foram monito-
radas, registradas continuamente por um equipamento e as médias semanais foram

calculadas e usadas no estudo;

e Camara climatica 1 (CH1): temperatura e umidade mantidas constantes a 30°Ce

80% respectivamente;

e Camara climdtica 2 (CH2): temperatura controlada a 37°C. Umidade ndo con-
trolada, mas coletada diariamente e médias semanais foram obtidas e usadas no

estudo.

As duas iiltimas condigdes foram usadas para similar um ambiente mais agressivo de esto-
cagem. Os pesquisadores esperavam registrar um tempo de vida menor nestas condigoes

quando comparadas com as condigoes de estocagem em temperatura ambiente.

Quarenta e cinco pessoas foram treinadas para avaliar caracteristicas sensoriais antes do
inicio do principal experimento. As avaliagoes foram feitas semanalmente. Em cada se-
mana, oito entre os treinados eram sorteados aleatoriamente para o teste. Embora a
idéia fosse ter sempre o mesmo niimero de painelistas toda semana, isto nao foi possivel.
Durante o perfodo do experimento, pessoas selecionadas ndo compareceram ao experi-
mento em algumas semanas, (devido a problemas pessoais ou doengas). Apesar destes

problemas, o tamanho minimo do painel foi de cinco pessoas.

Numa dada semana, unidades foram selecionadas de cada condigdo de estocagem. Para
cada painelista era apresentada numa ordem aleatéria trés conjuntos de unidades para
avaliagdo, a saber, [RE, BRE, R]; [RE, BRE, CH1] ¢ [RE, BRE, CH2|, onde RE, BRE
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¢ R denotavam respectivamente “padrao”,“padrdo cego” e “umidade e temperatura am-

biente”; CHi denota “Camara i” 4=1,2. Dentro de um dado grupo, a unidade padrio
(RE) era sempre a primeira a ser avaliada. Para as outras duas, (BRE, R, CHI ou
CH2), a ordem ecra aleatéria. Todas as unidades eram descartadas apés avaliacio. As
unidades chamadas “padrdo” (RE) e “padrio cego” (BRE) foram sempre extraidas do
grupo “refrigeracao”. Estas unidades foram usadas apenas para checar as consisténcias
dos julgamentos dos painelistas. Por consisténcia, entende-se que o painelista dé escores
semelhantes as unidades experimentais do padréo cego (BRE) e do padrio (RE). Se as
notas atribuidas pelos painelistas discordarem muito, a avaliacio do painelista discordante
deveria ser excluida do estudo. Felizmente, ndo foram encontradas inconsisténcias nesse

conjunto de dados.

Foi solicitado aos panelistas que comparassem cada unidade teste (incluindo o padrao
cego) com o padrio e dar um escore numa escala de sete pontos (0 a 6), individual-
mente, para cada atributo: 6 = “penhuma diferenga”; 5 = “muito pouca diferenca”; 4 =
“pouca diferenca”; 3 = “diferente”; 2 =“grande diferenca”; 1= “muito grande diferenca”;
0="“total diferenca”.

A empresa adotou um critério de falha: para cada atributo, foram consideradas ina-
dequadas para consumo humano as unidades avaliadas com escores zero, um, dois ou
trés. O tempo de experimentagio foi fixado em 51, 36 e 18 semanas respectivamente,
nas condicoes de temperatura ambiente, cAmara 1 e cAmara 2. Neste experimento, trés

atributos foram avaliados pelos painelistas: odor, sabor e aparéncia.

Freitas, Borges & Ho (2003) desenvolveram um modelo, utilizando a seguinte notacdo:
k

N:Z n; ¢ o nimero de unidades extraidas de uma linha de produgio e estocadas em
a.lgl;lzrta condigdo anteriormente descrita e 7; (i = 1, ..., k) sdo os tempos (fixos) escolhidos
para avaliar os produtos. Por exemplo, no tempo 71, 7; unidades sio retiradas do total
de N e submetidas a uma avaliagio sensorial por n; painelistas que atribuem, para cada
atributo, um escore separadamente. Estas n; unidades sdo descartadas. No tempo T3,
ng unidades sdo selecionadas das N — n, restantes e avaliados por ng painelistas. Este
processo se repete até o dltimo tempo 7; quando s6 sobraram n, unidades para serem
avaliadas; Z;; é o escore dado a um atributo na j-ésima (j =1, ..., n;) unidade avaliada

no tempo 7; (4 = 1,...,k). E Y;; uma varidvel definida como
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1, se Z,;j <4
Y =
0, se Z‘ij 2 4.

Segue que Y;; é uma varidvel Bernouli com probabilidade p; dada por p; = P(Y; = 1)
= P(0 < Ty <m), Ti; é o tempo de falha do j-€simo item avaliado no tempo 7;. Isto

. 1, se 0 < 11,'_7' L7
equivale a redefinir Y;; como Y;; = .
0, se T'ij > T;

Ou

P(Yj=y5)=PO0<T; <) =1—R(%),se y;; = 1
= P(Ty; > ) = R(7:), se 435 =0 (4.14)

R(.) em (4.14) é a fungdo de confiabilidade (Nelson, 1990). Freitas, Borges & Ho (2003)
fizeram a suposi¢do que o tempo de falha T;; segue uma distribuicao Weibull. Tradici-
onalmente, esta distribui¢do tem sido usada para modelar tempos de falha em sistemas
eletronicos e mecAnicos, porém sua aplicagio nio estd restrita apenas a estes. A mesma
distribuicéo foi utilizada para modelar dados provenientes de experimentos envolvendo
produtos alimenticios conforme afirma Gacula & Kubala (1975) (outras referéncias sobre
este assunto, ver Gacula, 1975; Gacula & Singh, 1984).

A distribuicio Weibull é funcéo de dois parametros, especificamente para o tempo de
falha Ty; da j-ésima unidade avaliada no tempo 7; (fixos), eles sao dados por a; e 6 > 1,
definidos conforme a seguir

a; :exp{X],B} =exp{Xfﬂ0 +X11,31 +.+X_;1ﬂq}, (] = 1,2,,’"/,)

d=exp(7),7=0 (4.15)

onde X; = (X2, XJ, ..., XJ) é um vetor (¢ + 1) das varidveis experimentais (fatores)
relacionados ao j-ésima unidade avaliada no tempo 7;. Supde-se que elas foram medidas
sem erro; B =(fy, By, ... ,f)’ é um (q-+1) vetor de parAmetros associados s varidveis

experimentais.
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Sob uma distribuicdo Weibull de pardmetros « ¢ 4, R(t)= exp{- (o t)’} e com a dico-
tomizacao proposta, Y;; tem uma distribui¢do Bernoulli com probabilidade p; dada em
(4.14), a fungao de verossimilhanca é dada por

re=1111 { [exp(—(ria;)")]" ™ [1 — exp(—(rict;)?)] W}

i=1 j=1

= ﬁ { [exp(—('r,-erﬂ)ey)] 1-yi; [1 B exp(—(TiGXj‘B))] yej} (4.16)

0° = (B°% ). Estimativas de maxima verossimilhanca (MV) podem ser obtidas pela
maximizagio do logaritmo de (4.16). Esta maximizagao pode ser obtida pelos métodos
numeéricos, por exemplo, o conhecido método de Newton-Raphson. Nesse trabalho, serd
empregado um ajuste em problemas estatisticos, o chamado Score de Fisher (McCullagh
& Nelder, 1989). Expressoes das quantidades necessarias para este célculo estdo na, Secao

4.A para os leitores interessados.
Se = (ﬁo, Bi, ..., Bq, %) é o estimador de MV de 8= (5,,51, ... ,0,, 7)’ dado um conjunto

de varidveis experimentais X;= (X{, X}, ... , XJ),

* o estimador de MV do percentil t,;) é dado por

~

1 LR A R )
o) = = [—In(1 —p)]? ,4; = exp{X;8} e § = exp{H}; (4.17)

® ¢ o estimador de MV da fracio de defeitos em tp, Fj(to), é dado por

Fy(to) = 1— R;(to) = 1 — exp{—t,eXsPye" (4.18)

Utilizando a propriedade de assintética do estimador de MV é possivel obter expressoes
de intervalo de confianga para fracio de defeitos e dos percentis. Detalhes estio no Secao

4.A para leitores interessados.

Em Freitas, Borges & Ho, (2003) foi apresentado um modelo para prazo de prateleira
incorporando os dados censurados & direita e & esquerda e usando a distribuicio Weibull

como base. O modelo foi aplicado a um conjunto de dados, em uma situacio real pratica.
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As estimativas dos pardmetros foram obtidas e empregadas para planejar um estudo de

simulacao considerando apenas o plano de amostragem bdsico usado no experimento real.

Em Freitas, Borges & Ho, (2004) foi expandido o estudo de simulagéo realizado anterior-
mente feito em Freitas, Borges & Ho (2003). A mesma modelagem foi utilizada, porém
para avaliar o efeito de alguns fatores listados a seguir na qualidade das estimativas (menor

vicio, melhor precisdo, etc.) de prazo de prateleira:

e O niimero de varidveis experimentais (varidveis estressantes, por exemplo, condices
de estocagem como temperatura, umidade e qualquer outra varidvel como tipo de
embalagem, etc.) incluidas no estudo e o niimero de niveis de cada varidvel estres-

sante;
e Tamanho total da amostra: total de unidades submetido ao teste;

e Proporgio de alocacao em cada condi¢do experimental: por exemplo, quantas uni-

dades devem ser armazenadas em cada nivel de temperatura;

e O mimero de avaliagGes e com que freqiiéncia avaliagoes devem ser feitas: por exem-
plo, avaliacGes devem ser uma vez por semana durante vinte semanas ou duas vezes

por semana por vinte semanas ou quinzenalmente por vinte e quatro semanas, etc.

Para medir a qualidade ou desempenho das estimativas obtidas nas situacdes simuladas,

as seguintes medidas foram calculadas:

N
e O vicio absoluto Bz{( '&,) /N } - (valor real de u), 4; sio as estimativas dos
i=1

pardmetros para cada uma das N amostras geradas;
e O vicio relativo RB={(valor absoluto de B)/(valor real de u)}x100%;

e O desvio padrao (DP) e o erro quadrético médio (EQM) das estimativas obtidas.
Foram executados dois estudos de simulacio:

e Bstudo de simulacdo #1 — Modelo Weibull sem varidveis experimentais;

e Estudo de simulagao #2 — Modelo Weibull com varidveis experimentais.
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O objetivo principal do estudo de simulagéo # 2 foi empregar um modelo tipo regresséo
para o parametro o como fungao das varidveis experimentais. Este tipo de teste consiste
em deixar as unidades em condigGes estressantes mais elevadas que as condiges normais
para acelerar o aparecimento das falhas, ou seja, diminuir o tempo de vida. O objetivo
dessa aceleracdo é obter um conjunto de dados mais rapidamente, o que, devidamente
planejado e analisado pode fornecer informagoes do tempo de vida em condi¢bes normais
de uso. Em outras palavras, os dados obtidos em condicdes aceleradas sdo modelados
para estimar quantidades de interesse como percentis e fragoes de defeitos sob condigio
normal de uso. O estudo de simulagio # 2 foi dividido em dois subcasos: uma, varidvel e

duas varidveis estressantes.

Em cada estudo, um conjunto de procedimentos foi adotado:

e Eiscolha do plano amostral. Entende-se por plano amostral, a duracio do experi-
mento em nimero de semanas (nw); o niimero de painelistas a ser alocado semanal-
mente (np) e o nlimero total de unidades em teste (N = nw x np) e o tipo alocacao.
Para simulacoes com varidveis estressantes as unidades foram alocadas de acordo
com proporgoes 1:1:1 e 4:2:1 em cada nivel da varidvel estressante (Conforme Tabela,
4.4).

Os passos conduzidos na simulacdo foram:

e Passo 1: escolher os valores de parimetros (a; § para o estudo #1; Bo, P1 e & para
o estudo # 2a; By, By , Bz e & para o estudo # 2b) e um plano amostral, extraidos

respectivamente das Tabelas 4.3 e 4.4;
e Passo 2:

— no caso sem variavel estressante, gerar uma amostra aleatéria de tamanho
N= nw X np de falhas de tempo da Weibull (o; 6); a = € e § = ¢7; valores

de o e § escolhidos no passo 1;

— no caso com uma varidvel estressante, gerar trés amostras, uma para
cada uma das trés Weibull (o, d), a=exp{f; + £:137}; a=exp{B + [141};
a=exp{fy + 145}; d=exp{~}, com [y, B e & escolhidas no passo 1;

— no caso com duas varidveis estressantes, gerar quatro amostras, uma para
cada uma das quatro Weibull (e, 4), a=exp{fy + £137+8:60}, a=cxp{G; +

B137+3:80}, a=exp{fBy + £145+03:60}, a=exp{By + £145+08:80}, d=exp{7},
com [y, B1 , B2 € 6 escolhidas no passo 1.
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Tabela 4.3: Valores dos pardmetros escolhidos nos estudos de simulagéo

e a=0,020, 0,035 ¢ 0,065

Estudo #1
Sem varidvel estressante » 6=1,2;1,4;1,6;1,8 ¢ 2,0.
e Temperatura = 37°C; 41°C; 45°C;
o fo=—4,4; —4,7; =5,0;
e 3, =0,03; 0,05; 0,07;
Estudo #2a

Uma varidvel estressante e 0=1,2;1,4;1,6; 1,8; 2,0;

e Os valores combinados vao produzir 45 cenérios
diferentes;

e Condigao de uso 28°C.

e Temperatura = 37°C; 45°C;

e Umidade = 60%; 80%; sem interacéo;

:30 _67 ) _7’ 2
e 6] =008 ];[0112];
Estudo #2b B2 0,112 0,05

Duas varidveis estressantes
e 0=1,2;1,4;1,6; 1,8; 2,0;

¢ Os valores dos parametros combinados irdo pro-
duzir 40 cendrios diferentes;

Condicdo de uso [28°C; 40% RU].

— Os tamanhos das amostras de cada nivel da varidvel stress dependem da

alocacio do plano se 1:1:1 ou 4:2:1 ;

* Passo 3: dicotomizar os resultados ¢ guarda-los sob a forma de um vetor (Y). A
dicotomizagao é feita comparando cada tempo de falha (gerar de acordo com cada
distribuigio Weibull) com os tempos de avaliacio. Se £ > 7 entio Y = 0, caso

contrdrio Y’ =1 (a falha ji ocorreu);

e Passo 4: calcular os estimadores de MV de parimetros usando os dados dicotomi-

zados conforme passo 3;
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e Passo 5:

— no caso sem variavel estressante, estimar os percentis e fracoes de defeitos

de interesse usando as estimativas obtidas no passo 4;

— no caso com varidveis estressantes, utilizar as estimativas do passo 4 para
achar as estimativas de percentis e fracao de defeitos na condi¢io normal de
uso (isto é, estocagem a 28°Cou 28°Ce 40% de umidade respectivamente para

0 caso com uma varigvel estressante e duas varidveis estressantes)
e Passo 6: guardar os valores calculados no passo 5;
e Passo 7 : gerar outra amostra aleatéria como no passo 2 e repetir passos 3 a 6;

e Passo 8:

— no caso sem varidvel estressante, os passos 2 a 7 devem ser repetidos
até completar mil amostras. Com base nessas mil amostras, calcular para o

percentil e a fracio de defeito de interesse:

* a média dos mil valores estimadores;
* 0 desvio padrao empregando os mil valores;
* o vicio absoluto (B); o vicio relativo (RB) e o erro quadratico médio (MSE);

— no caso com variavel estressante repetir os passos 2 a 7 mil vezes para
cada condigéo de stress. No fim da simulagdo, para cada percentil e fracio de

defeitos de interesse, ambos estimados na condigao de uso, calcular também:

* a média dos mil valores estimadores;
* 0 desvio padrdo empregando os mil valores;

* o vicio absoluto (B); o vicio relativo (RB) e o erro quadritico médio (MSE).

Esse estudo de simulagio gerou muitos resultados que foram resumidos na forma de ta-
belas. No entanto elas nio serdo reproduzidas aqui para nio tornar a leitura cansativa.
De modo geral, no modelo sem varidveis experimentais é possivel obter resultados mais
precisos e com menor viés se o tempo de experimentacio for menor, alocando mais pai-
nelistas em cada tempo de avaliagio. Para o caso de uma varidvel, os vicios e os desvios
padrao das estimativas dos percentis crescem 4 medida que aumenta o valor dos percentis
a serem estimados. O mesmo padrdo de comportamento foi observado para as fracoes de
defeituosos. A alocagio de unidades em cada nivel de stress proposto por Meeker & Hahn
(1985) (4:2:1) ndo apresentou melhores resultados que a usual alocagio 1:1:1 do modelo
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proposto. As simulagées com duas varidveis também indicam que os vicios e os desvios

dos percentis estimados crescem com o aumento dos percentis a serem estimados.

Tabela 4.4: Plano amostral

Estudo #1 Sem varidvel estressante
Caracteristica do plano amostral

«@ Plano amostral N nw np
0,02 I 357 51 7
I 714 51 14
I 280 40 7
v 560 40 14
A\ 504 36 14
VI 224 32 7
VII 448 32 14
vin 168 24 7
X 336 24 14
0,035 I 252 36 7
I 504 36 14
m 448 32 14
v 302 28 14
0,065 1 126 18 7
I 252 18 14
I 168 12 14
Estudo #2a Uma varidvel estressante
Proporg¢io de alocagio
01:01:01 04:02:01
Niveis do stress Niveis do stress
37°C 41°C 45°C 37°C 41°C 45°C
N=378 n 126 126 126 216 108 54
np 7 7 7 12 6 3
nw 18 18 18 18 18 18
N=756 n 252 252 252 432 216 108
np 14 14 14 24 12 6
nw 18 18 18 18 18 18
Estudo #2b Duas varidveis estressantes
Proporcio de alocagio
01:01:01 04:02:01
Niveis do stress Niveis do stress
37°C, 60% 45°C, 60% 37°C, 80% 45°C, 80%
N=504 n 126 126 216 54
np 7 7 12 3
w 18 18 18 18
N=1008 n 252 252 432 108
np 14 14 24 6
nw 18 18 18 18

133



4.4 Conlfiabilidade estrutural: procedimentos bayesi-
anos

Quando um consumidor adquire um produto, um dos mais importantes fatores de decisao,
na selegdo entre vérios produtos competidores, é a qualidade. Medidas de qualidade po-
dem ser feitas de vérias maneiras e uma das possibilidades é a partir da confiabilidade
(quao freqiiente o produto falha?). Muitos modelos probabilisticos tém sido usados para
modelar confiabilidade em fungéo do tempo. Contudo em muitas situagdes, ndo é conveni-
ente adotar confiabilidade como fun¢ao do tempo. Por exemplo, uma solicitacdo intensa
aplicada a um sistema, durante um curto perfodo de tempo, (pode ser alguma carga
elétrica, térmica, quimica, mecénica) pode produzir falha (ou seja, a solicitagio excedeu
a resisténcia do sistema). Neste caso, confiabilidade é considerada. est4tica e nao como

fun¢éo do tempo.

Para quantificar a solicitagdo e a resisténcia, denotam-se respectivamente por X uma
varidvel aleatéria representando a resisténcia com média e variancia, px, 0% e por Y, uma
varidvel aleatéria representando a solicitagio com média e variincia py, o%. Na literatura,
a andlise de resisténcia e solicitagio é referenciada como teoria de interferéncia. Na
engenharia, margem de seguranca (SM) e fator de seguranga (SF) sio funcdes de
solicitacdio e resisténcia e respectivamente definidas como SM = X —Y e SF = X /Y e
o maior interesse estd em calcular a confiabilidade estrutural de um sistema. (p,), ou

seja

p, = P(SM >0) = P(X —Y > 0)

ou

pr = P(SF > 1) = P(X/Y >1).

[Mais detalhes ver Ebeling (1997)]. Expressdes de p, quando se supoe distribui¢des in-
dependentes para solicitagdo e resisténcia tais como Normal, Log-normal, Exponencial,

Gamma or Weibull sdo conhecidas.

Nao ¢ dificil verificar que quando X e Y sao varidveis aleatérias normalmente indepen-
dentes, a probabilidade p,=P(SM > 0) é dada por
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py=® (("—"liﬂ) (4.19)

(0% +o3)"

onde ®(.) representa a funcao de distribuigio acumulada da normal padrio. Similarmente
se X e Y foram varidveis aleatérias log normais independentes, pr = P(SF > 1) é dada

por

P ([lnfo,s(X) = ln'fo,s(Y)]) (4.20)

(‘71211)( + ‘7121] Y)0’5

onde &,(i) é o g-ésimo quantil de ¢, ¢ = X e Y; 0; , o desvio padréo de i, i = InX, InY.

Quando X e Y forem varidveis aleatérias Gamma independentes,

_ I'(a+b)

Pr= WB(’Y/ (1+17),a,b) (4.21)

onde v = px/py, (a,7x) e (b,7v) sdo respectivamente pardmetros de X e Y, B(z, v, z)
representa P(U < z), onde U segue uma distribuicio Beta de parametros (y,2). Se

a=0b=1, entdo X e Y sdo varidveis aleatdrias exponenciais e a equagio (4.21) se reduz

_ Ay _ Bx
Ay +Ax  px +py

Pr (4.22)

onde ); é o pardmetro da distribuigdo exponencial 4, i = X e Y. Caso X e Y forem

Weibull independentes, p, nao apresentam uma expressio analitica fechada e é dada por

pr=P{X>Y}=1- 7 e’ exp {— [%z”"x + (%)]ﬂy} dz  (4.23)

0

_ . o Bx i ] Bx—1
onde (3;, 7;) sio pardmetros dei,i = X,Y; z = (%) , que implica dz = 8x (l) dx.

x \x

Algumas dificuldades desse assunto podem ser listadas:

e calcular valores tedricos da confiabilidade estrutural [isto é, calcular P(SM > 0) ou
P(SF > 1);
e obter estimadores da confiabilidade estrutural;

e identificar a distribuigio amostral e propriedade dos estimadores da confiabilidade
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estrutural para tomar decisoes através de inferéncia estatistica.

Muitos autores tém feito esforgos para propor estimativas para as equages (4.19)-(4.23).
Quando a resisténcia e solicitacao forem normalmente distribuidas, Church & Harris
(1970) apresentam limites de confianca para (4.19) para o caso de px, 0% serem des-

conhecidos e py=0, 0% =1.

Raiser & Guttman (1986) também apresentam limites de confianga para (4.19), quando
os parimetros pux, 0% e py, 0% forem desconhecidos. Neste caso, sio necessdrios valores
de uma distribui¢do t-Student néo central quando os tamanhos das amostras de X e Y
forem diferentes. Quando os tamanhos de amostras forem iguais, o estimador de K =
(G%?TZ‘%S,T‘) segue assintoticamente uma distribuigdo normal e pode-se calcular o limite
inferior aproximado do intervalo de confianca de ®(K) uma vez que ®(.) é uma funcao

estritamente mondétona crescente de K.

Se as varidveis forem log-normalmente distribuidas, os procedimentos apresentados por
Raiser & Guttman (1986) anteriormente mencionados, podem ser adaptados apés uma

transformacao logaritmica nos dados.

E quando as varidveis forem exponencialmente distribuidas, pode-se citar a contribuicao
de Tong (1974) que propds um estimador de minima variincia para (4.22). Kelley et al.
(1976) também contribufram para derivar a varidncia do estimador de Tong. Existem
poucos estudos referentes as estimativas de (4.21) e (4.23). Mais detalhes ver Basu (1981)
e McCool (1991), respectivamente.

Nesta seg@io, propde-se apresentar métodos alternativos para analisar um conjunto de
dados provenientes de estudo de interferéncia, estimar e fazer inferéncias referentes 3.

confiabilidade estrutural.

Ho & Pinheiro (2002) obtiveram um intervalo de confianga, conservativo para confiabili-

dade estrutural p, empregando resultados obtidos por Ichikawa (1983).

Seja py =P(X <Y), segundo Ichikawa (1983), um limitante superior de p; é dado por

0% + o
py)?+o% + ol

< =« 4.24
Dy (/LX _ 7 ( )

Reiser (1985) fez uma modificagao em (4.24) acrescentando uma condiciio para manter a
desigualdade. Assim a desigualdade (4.24) se mantém se Mx = py, caso contrario py <
1.
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Manipulando (4.24), obtém-se um limitante inferior para a confiabilidade estrutural dada

por
2 2 . 2+ 2 _
p=1opy > 1 - it st <1 i 1OV =t 429

onde CV(.) denota o coeficiente de variagio da varigvel aleatéria (X —Y), X e Y v.a.
independentes. Esta proposta é interessante, pois o, é um limitante inferior de confiabi-
lidade estrutural (p,) para qualquer distribuicio. Estimativas de o, podem ser obtidas e
o limite inferior do intervalo de confianca «, pode ser usado como um limite inferior de

confianga conservativo para confiabilidade estrutural (p,) como serd visto a seguir.

Sejam X1, Xs,..., X, e Yq,...,Y, amostras independentes respectivamente de X (re-
sisténcia) e Y (solicitagio); n, o tamanho de amostra de X e Y. Um estimador natural
de C ‘/( X-Y) é

(5§ + 53

OVixr) = K=

onde S; é o desvio padrao amostral de i, 1 = X e Y; X e Y sdo as médias amostrais.
Quando X e Y sao v.a. independentes e normalmente distribuidas, (X — Y) também
segue uma distribuigio normal e um intervalo de confianga aproximado do CV de uma
distribuigdo normal é dado por

-1

-2
0,5+ CV x_y,

= (4.26)

W(x_y) 1+ Za/z\/

onde CVé uma estimativa de CV e Zo/2 € uma constante tal que P ( Z < zq/3) = a/2
(ver Johnson, Kotz & Balakrishnan, 1994) e Z uma normal padrio. Manipulando (4.26)

pode-se obter um intervalo confianga aproximado para «, dado por

-1

1+ {6"17 [1 :tza,g\/ (0,5+5172)/nJ 4}2 (4.27)

Como a, < p;, o limite inferior de intervalo de confianga expresso em (4.27) pode ser
usado como um limite inferior de intervalo de confianca de p, =P(SM > 0).
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Estendendo estes resultados, quando X e Y forem log-normalmente distribuidos, (InX —
InY’) também ¢ normalmente distribuida e o limite inferior de (4.27) pode ser usado como
um limite inferior de intervalo de confianca conservativo de pr = P(lnX — InY > 0) =
P(X/Y > 1) = P(SF > 1). Se os tamanhos de amostras de X e Y forem diferentes,
uma, alternativa é considerar n = min{m,n} para manter a propriedade conservativa de
(4.27). Em situagOes priticas é recomenddvel tamanho de amostras similares para X e
Y.

Com o objetivo de ilustrar o grau de cobertura do limite proposto, um estudo de si-
mulaggo foi realizado por Ho & Pinheiro (2002). Distribuicdes normais independentes

para resisténcia e solicitagdo foram simuladas considerando os seguintes parimetros:

® ux=80, ox =22,4 e uy=20, oy =10 que corresponde a pr=0,99492 e o,=0,86903;

e Tamanhos de amostras n= 10, 50, 100, 200 e 1000 foram extraidos;

Estimativa de C'V(x_y) e intervalo de confianca de o, foram obtidos em cada amostra.
Este procedimento foi replicado mil vezes. Tabela 4.5 mostra a freqiiéncia absoluta do
grau de ndo cobertura dos intervalos de confiabilidade estrutural (pr) e o limitante (o).
De acordo com a Tabela 4.5, mesmo para. pequeno tamanho de amostra, o limite inferior

proposto em (4.27) pode ser usado uma vez que foi observado zero % de nio cobertura.

A principal vantagem da, proposicio (4.27) é a facilidade de obter resultados bem como a
possibilidade de aplicagao tanto para tamanhos diferentes ou iguais de amostras de X e
Y. No entanto quando solicitagao ou resisténcia nao for normalmente ou log-normalmente

distribuidas o procedimento de inferéncia proposto em (4.27) nao pode ser aplicada.

Tabela 4.5: Plano amostral

Tamanho de amostra  # < 0,99492 # < 0, 86903

10 0 9
50 0 5
100 0 0
200 0 0
1000 0 0
Considere Xy, X3, ..., X, e Y1, Yo, .. ., Yn amostras independentes de tamanho n de X

eY. Seja
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uma v.a. Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a confiabilidade estrutural (p,).

Um estimador natural para p,, neste caso, é o estimador empirico

p* =) Wi/n
=1

No entanto, em sistemas altamente confidveis, é muito provivel que px seja igual a um e
procedimentos inferenciais utilizando métodos estatisticos cléssicos ndo possam ser apli-
cados.

Uma alternativa é reescrever p, como uma fungdo de h(8), onde 6 é um vetor de pardmetros
das distribuigoes da resisténcia e solicitacio e inferéncia em Pr poderiam ser feitas através
de B, = h(), onde 8 &, por exemplo, estimador de méxima verossimilhanca dos parAmetros
desconhecidos. Porém, esta solugdo pode ser tornar invivel, pois a distribuicao de 5, pode
ser muito dificil de ser obtida. Por estas razdes, procedimentos inferenciais de P- sob uma
perspectiva bayesiana foram apresentados por Ho & Pinheiro (2002). Na andlise bayesi-
ana, a incerteza de p, pode ser descrita por uma distribuicso Beta a priori de parametros
a e b. Nao ¢ dificil mostrar que a distribuigdo a posteriori de (p,|s) também é uma dis-
tribuigdo Beta de pardmetros (a+s) e (n —s+b), s = 3.7, W; é o niimero de sucessos

em 7 tentativas e um estimador bayesiano de p, utilizando uma fungéo perda quadratica

é dada por
. a+ts
= — 4.28
2 n-+b+a 523

(Mais detalhes ver Martz & Waller, 1991). Note que sob esta perspectiva, o procedimento
inferencial pode ser conduzido mesmo quando s = n e o intervalo de confianga bayesiano

pode ser facilmente obtido.

Seja [L, U] um intervalo de confianca bayesiano de p, com nivel de confianga (1-) tal que
P(L<p <UW,=wy,... ,W, = wy) = 1 —y. Valores de L e U respectivamente dados

por
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_ f(v)(a+s) , _ SO —7)(a+s)
S (m—s+b)+(at+s)f(y) U_(n—s+b)+(a+s)f(1—7) (4.29)

podem ser obtidos utilizando a conhecida relagdo entre as distribuicoes Beta e Fisher —
Snedecor onde k é uma constante tal que P[F < f(k)] =k, 0 < k < 1 e F é a distribuicao
de Fisher-Snedecor com graus de liberdade no numerador ¢ denominador respectivamente
dados por [2(a + 5);2(n — s + b)]. Quando intervalos [L, U] sdo construfdos satisfazendo
P, < L)= P(pr > U), eles sdo chamados de intervalos de confianca bayesiano

simétricos de p;.

Em alguns estudos de confiabilidade, é possivel tomar um ndmero razodvel de amostras.
Suponha que uma primeira amostra de tamanho n, forneceu s, sucessos que resulta um

estimador bayesiano

qy__Ss1ita
Pr m+a+bd

de acordo com expressdo (4.28). Na andlise bayesiana, a distribuicdo Beta a posteriori
(plrsl) pode ser usada como uma distribuicio a priori para obter um novo estimador
recalibrado de p, quando uma segunda amostra de tamanho n, fosse extraida e S2 Sucessos
fossem observados. Neste caso, a distribuicio a posteriori de (pr|s2) é também uma
distribuicdo Beta de pardmetros [s; + ai; e — 8o +bi] comay =a+s,eby =n;—s1+b, a
e b parametros da distribuicao a priori de (p'rsl). O estimador recalibrado de p, incluindo

a nova informagéio é dado por

s2)_ _S1tar
" ny+a;+b

E este ajuste torna o estimador bayesiano atualizado toda vez que uma nova amostra,
for extraida e, apds j recalibragdes, o estimador bayesiano de p,, incorporando todas as

informagdes, é dado por

J
Y.sita
3 = = : (4.30)
Yomi+b

=1

Para ilustrar o procedimento de recalibracao, um estudo de simulagao foi realizado por Ho

& Pinheiro (2002). Amostras de tamanhos iguais a cinco e dez foram extraidas duas mil
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vezes de distribui¢oes Normal, Exponencial, Gamma e Weibull, cujos pardmetros estio
dispostos na Tabela 4.6. O valor de p, da distribuigdo Weibull foi obtido por integracio
numérica e seu valor é aproximado. A estimativa de p, da primeira amostra foi obtida
utilizando uma distribui¢éo a priori Beta nio informativa, isto é, coma = 1 e b = 1. Para
cada nova amostra, a confiabilidade p, foi recalibrada e seu intervalo de confianca bayesi-
ano com 95% de confianca foi obtido. Figura 4.5 ilustra os resultados destas simulagoes;
dados extraidos de distribuigbes normais fornecem estimadores bayesianos estdveis apés
a centésima amostra; para outras distribuigbes a estabilidade é alcancada apés a du-
centésima amostra. Conforme esperado, a amplitude dos limites de confianca se estreita

4 medida que mais amostras forem extraidas.

Tabela 4.6: Parametros das distribui¢oes simuladas

Distribuicio  resisténcia(X) E(X) solicitacao(Y) E(Y) Pr
Normal g =80;0=224 80 p=20;0=10 20 0,99492

Exponencial A:=0,0125 80 Ay=0,05 20 0,8
Gamma, a=80; v,=2 160  b=20; ,=2 40 0,896
Weibull  7,=80; B,=2 70,9 1n,=20; f,=2 17,7 >0,90

Contudo, em muitas situagGes praticas é razodvel que a resisténcia e/ou a solicitacio se
alterem em fungéio de um vetor de varidveis estressantes W=(Wj, ...,W}). Por exemplo,
se a varidvel Wy, fosse temperatura; é razodvel que um determinado material tenha sua
resisténcia modificada se for submetida a diferentes condicdes de temperatura. E se a
varidvel Wy, fosse pressao, e material submetido a diferentes combinacdes de temperatura
e presséo pode ter resisténcia e/ou solicitagdo alteradas, e como conseqiiéncia, a confiabi-
lidade estrutural (p,) modificada, visto que ela é funcio da resisténcia e solicitacdo. Ou
seja, propor um modelo de regressio para a confiabilidade estrutural (pr) como fungao de
varidveis estressantes W e vetor de pardmetros (cujos componentes estdo associadas as

distribuigdes de probabilidade da solicitagio e resisténcia) sers proposta a seguir.

Ho (2004) apresentou procedimentos bayesianos para estimar a confiabilidade estrutural
para uma particular situagio com uma, tinica varidvel estressante, por exemplo, a tempe-

ratura.

Suponha que amostras aleatérias de tamanho n; de resisténcia e solicitagio sio coletadas
de cada nivel da varidvel estressante. O conjunto de dados de um experimento pode ser

escrito como
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D= {XllaXIZ,- .- 7X1n17Y117},127' "1),1711) g ")XKly- '-7XK'nK1YK17- '~1YK1IK}

Xij e Yy; sao, respectivamente, j-ésima observacio de resisténcia e solicitacdo na tem-
peratura W = w;, ¢ = 1,...,K; § = 1,...,n;. Similar ao modelo de Tegressao para
dados de tempo de vida (apresentados nas secdes 4.2 e 4.3), o problema consiste em esti-
mar a confiabilidade estrutural para cada nivel da varidvel estressante W, isto é, calcular
pr(W=w),i=1,...,K.

Semelhante aos ensaios acelerados de tempos de vida (das seces 4.2 e 4.3) um experimento
de interferéncia também pode levar muito tempo ou ser muito caro para obter valores
de resisténcia e solicitacio, em condicdes normais de uso. De modo que os niveis das
varidveis estressantes podem ser escolhidos de forma a acelerar a ocorréncia da falha
sendo o objetivo principal é estimar a confiabilidade estrutural em condig¢oes normais. Ou
seja, fornecer uma estimativa para p,(W = Wygw), Wyew < min(wy, wy, ..., wg), um

nivel da varidvel estressante que especifica a condigio normal de uso.
Os procedimentos bayesianos para estimar o vetor de pardmetros 0, as confiabilidades
estruturais p, (W), e p,(Wygw), foram obtidos para os seguintes modelos probabilisticos
quando resisténcia e solicitagdo forem independentes e:

1. Ambas normalmente distribuidas;

2. Ambas exponencialmente distribuidas;

3. Resisténcia normalmente distribuida e solicitacio exponencialmente distribuida.
A incerteza do vetor de parimetros 8=(6y,0s,.. ., 0p) é descrita por uma distribuicdo

a priori f(@). Dado um conjunto de dados D, pela teoria bayesiana, sabe-se que a

distribuigdo a posteriori de 8| D é dada por

f(0|D) o L(D|0)£(6) (4.31)

L(D|6) ¢ a fungdo de verossimilhanca. Em muitas situacdes é complicada obter a ex-
pressao analitica de (4.31). Assim métodos de simulagio sdo empregados para obter
valores aproximados de (4.31) através da distribuicio a posteriori empfrica f(@|D). E

empregando a distribui¢do empirica a posteriori, distribuicoes marginais a posteriori do
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parametro 6;, i = 1,..., P podem ser obtidas. Obviamente, que distribuicdes aproxima-
das a posteriori serdo melhores quando maior for o tamanho das amostras. Desse modo,
a partir das amostras aleatérias da distribuigdo a posteriori de (8| D), uma distribuicdo
aproximada a posteriori da confiabilidade estrutural p,(W = w;, theta|D), i = 1,...,k
pode ser obtido e os quantis empiricos &,/2 € {(1_p/2) Podem ser visto como intervalo de con-
fianga ao nivel de (1 —p)% . Como o primeiro momento é o estimador bayesiano sob uma
perda quadrética, uma estimativa pontual da confiabilidade estrutural p,(W = w;, 6| D)

pode ser obtida utilizando método de Monte Carlo, ou seja

[br(w:, 8)|D] = % Z [Br(w;, 09| D] (4.32)

onde 80 ... 8®) 550 as observacoes de f(0|D), i=1,...,k.

Similarmente, numa situagdo de ensaios acelerados, uma estimativa da confiabilidade
estrutural numa condigao normal de uso p.(W = Wxgw, 8| D) também pode ser obtida,

ou seja,

[6-(WyEw, 6)|D] = % > [6-(Wnew, 69| D] (4.33)

=1
oW, . ..,0® sip observagdes de f(0|D).

Considere que os valores esperados da resisténcia e solicitagdo sdo expressos como uma
fungdo (log) linear de um conjunto de varidveis estressantes, isto §, (In)px = Wg;
(In)py = Wey, com W=(1, Wy, Wa, ..., W;) um vetor conhecido de varidveis estressantes;
B=(Bo, 51,82, --,B)’ € ¥ = (Y0, M+ Y2, - - »7¢)’ 580 parametros desconhecidos. Quando X
e Y sao normais independentes, respectivamente para resisténcia e solicitagao, nao é dificil
de obter

(4.34)

2. (W,0) = & (eXP(Wﬂ) - eXP(W’)’))

(0% + %)

0 = (B, 7, 0% ,0%)- No caso de uma tnica variével estressante, X ~ N(fy + /i W, %)
eY ~ N(v +mW,0%) e os hiper-parametros G,, b1, Y0, Y1, 0%, 0% podem ser descritos

pelas seguintes distribuicoes a priori:
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Bo ~ N(bo,05x); B~ N(bio%y);
Yo ~ N(do,05y); 1 ~ N(di,0%);

o% ~ Gamma(a,b); o3 ~ Gamma(c, d) (4.35)

onde by, 02y, by, 02y, do, 03y, d1, 03y, a, b, ¢ e d 530 constantes. Nestas condiges 8=(0,,
B1, 10, M, 0%, 0%) e aplicando (4.31) a distribuigio a posteriori de 8D pode ser obtida
pela sua distribuicdo empirica e estimativas de (p,(W = w;, 0|D,i = 1,. .. ,k) podem ser
obtidas usando (4.32).

Similarmente, aplicando (4.33) uma estimativa para W = Wy também pode ser ob-

tida. Se X e Y forem varidveis exponenciais independentes, entao

exp(W B)

(W, 0) = o (WB) + oxp(Wa)’

(4.36)

No caso de uma tnica varidvel estressante, o vetor de parAmetros 0=(0o, 51, 10, M) €
as distribuigdes a priori em (4.35) podem ser usados para descrever os hiperparametros
Po, B1, Y, M. Estimativas de (4.36) podem ser obtidas da distribuicao a posteriori de
O|D. E no caso de X e Y forem independentes, porém com distribuigoes diferentes, por
exemplo, a resisténcia (X) normalmente distribuida e a solicitacio (Y), exponencialmente
distribuida, a confiabilidade estrutural é dada por

p(W,0)=1—-3 (ﬂ;:&_wgl)

e [_exp(Wﬂ) ok ] [1_ o (—exp(W,B) L1 )J

exp(W<7)  2[exp(W+)]? 0% exp(Wy)
(4.37)
que pode ser aproximada por
I _exp(Wg) o% J
n(W,6)~1-e p[ exp(W7) =~ 2[exp(W))2 (4.38)

s€ 0; < min(fg, iy). No caso de tnica varidvel estressante, 0=(06o, Br, Y0, M, 0%) e

similar aos outros modelos, a distribuicio a posteriori de (4.37) também pode ser obtida.
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Para ilustrar o procedimento proposto, considere os dados publicados em Draper & Smith

(1981)

X 120; 100; 80; 65; 60
Y  90; 70; 55; 45; 40
W 20; 30; 60; 120; 180

Suponha que X seja a resisténcia; Y, a solicitagdo e W como a varidvel estressante, a
temperatura. Pelo teste de Anderson-Darling, niveis descritivos da ordem de 0,90 confir-
mam que as duas varidveis (X e Y) s@o normalmente distribuidas. Gréficos de dispersao
dos valores de Y versus W e de X versus W indicam que é razodvel assumir os modelos
log-lineares: (In)ux = W B e (In)uy = W+ para descrever a relacio entre o valor médio
das varidveis X e Y e a varidvel estressante W. Estimativas bayesianas dos parimetros
da regressdo foram calculadas e estimativas de (4.34) foram obtidas usando o software
Winbugs e dispostos na Tabela 4.7.

Tabela 4.7: Estimativas bayesianas da confiabilidade estrutural - dados do Draper &
Smith (1981)

Parametro Estimativa FErro padrao L.C. a 95%

pr(W=20) 0,863 0,153  0,434; 0,999
p-(W=30) 0,863 0,147  0,459; 0,998
pr(W=60) 0,857 0,133  0,505; 0,996
p(W=120) 0,817 0,153  0,425; 0,992
p(W=180) 0,743 0,230  0,186; 0,996

Da Tabela 4.7, é coerente aferir que a confiabilidade decresga & medida que a temperatura
aumenta. No entanto como o verdadeiro valor dos pardmetros é desconhecido, fica dificil
quantificar o viés. Assim, com essa finalidade, um estudo de simulagéo foi planejado por

Ho (2004) com as seguintes suposicoes:

1. Valores esperados da resisténcia e solicitagdo sao descritos por um modelo log-linear
com uma tnica varidvel estressante, ou seja: px=exp(Go + /W) e py= exp(vyo +
NnW);

2. E razoével que os valores esperados tanto da resisténcia quanto da solicitacio de-

crescam a medida que aumenta o nivel da varidvel estressante;
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3. Temperatura foi considerada como variivel estressante.
4. Resisténcia (X) e solicitagao (Y) sao varidveis independentes;

5. As distribuigdes a priori dos hiperpardmetros usados na simulagio sdo os mesmos
listados em (4.35);

6. As estimativas bayesianas dos pardmetros relevantes foram obtidas utilizando o

software Winbugs.

7. Niveis da varidvel estressante foram fixados em W= 20, 30, 60, 120 e 180. De cada
nivel de W, apenas uma tinica observagdo da. resisténcia (X) e solicitagéo (Y) foi
simulada, totalizando uma amostra de tamanho n = 5 para imitar situagoes praticas

quando nio se dispoe grandes amostras;

Na Tabela 4.8 estdo resumidas as estimativas bayesianas das confiabilidades estruturais.

Tabela 4.8: Estimativas bayesianas da confiabilidade estrutural no modelo de regressio.

Modelos Parametros  Verdadeiro valor Estimativa Erro padrio IC 95% Vicio relativo(%)

XeY pr(W=20) 0,96 0,982 0,062 0,812; 1,0 2,29
Normais pr(W=30) 0,94 0,979 0,056 0,816; 1,0 4,15
pr(W=60) 0,87 0,917 0,112 0,592; 0,999 5,40

pr(W=120) 0,73 0,617 0,220 0,167; 0,955 15,48

pr(W=180) 0,63 0,436 0,223 0,066; 0,855 30,79

XeY pr(W=20) 0,86 0,7338 0,166 0,332; 0,957 14,67
Exponenciais  pr(W=30) 0,85 0,739 0,155 0,361; 0,950 13,54
pr(W=60) 0,30 0,7339 0,132 0,423; 0,928 8,26

p(W=120) 0,69 0,7091 0,154 0,345; 0,936 2,77

pr(W=180) 0,59 0,6655 0,229 0,151; 0,973 12,80

X normal;  pr(W=20) 0,859 0,749 0,234 0,023; 0,996 12,80
Y, exp, p ~(W=30) 0,857 0,741 0,226 0,024; 0,990 13,53
pr(W=60) 0,849 0,704 0,212 0,035; 0,967 17,08

pr(W=120) 0,799 0,619 0,248 0,025; 0,965 22,53

p-(W=180) 0,489 0,545 0,322 0,002; 0,994 11,45

Pode se observar que a maioria das estimativas da confiabilidade estrutural é menor do
que o verdadeiro valor. Em termos praticos, principalmente em confiabilidade estrutural,
¢ melhor ter resultados conservativos. Uma possivel causa pode ser atribufda ao tamanho
da amostra empregado na simulagio. Apesar desta observagio, os verdadeiros valores
estdo dentro dos intervalos de confianga. O vicio relativo e a amplitude dos intervalos

de confianga aumentam 4 medida que o nivel da temperatura (W) cresce quando X e Y
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forem normalmente distribuidas. Para outros modelos, nio foi observado nenhum padrio
para o vicio relativo. Quando a resisténcia e solicitacdo seguem distribuigdes diferentes,
pode-se observar que os métodos bayesianos fornecem intervalos de confiancas mais largos,
para qualquer nivel da varidvel stress. Para niveis menores da varidvel stress, o método

proposto fornece intervalos menos amplos.

Um segundo caso da simulagao foi planejado por Ho (2004) para ilustrar o teste acelerado
num estudo de interferéncia. As suposigoes 1 a 5 anteriormente listadas foram mantidas

e as seguintes foram adicionadas:
e Os niveis da varidvel stress fixos em W = 30, 60,120 e 180 uma vez que o minimo
de trés niveis ¢ requisitado para fins de extrapolagao (Meeker & Escobar (1998));

e Uma amostra aleatdria de n,=3 foi selecionada de cada nivel de W, totalizando uma,

amostra de 12 observacoes.
® Wyew=20 foi escolhida como a condicio normal de uso.
Na Tabela 4.9, estdo as estimativas bayesianas da confiabilidade estrutural para a condigao

normal de uso, ou seja quando Wy sy =20.

Tabela 4.9: Estimativa bayesiana de confiabilidade estrutural na condicéio normal de uso
(testes acelerados)

Modelosde X e Y Verdadeiro valor Estimativa Erro padrso IC 95% Vicio Relativo (%)

Normais 0,96 0,982 0,050 0,870; 1,000 2,29
Exponenciais 0,86 0,785 0,094 0,567; 0,923 8,72
X normal, Y exp, 0,97 0,931 0,094 0,657; 1,000 4,02

Pode se observar que as estimativas da confiabilidade estrutural estdo préximas dos ver-

dadeiros valores quando as duas varidveis sdo exponencialmente distribuidas.

Quando as varidveis sdo normalmente distribuidas, o método forneceu estimativas com

menor variabilidade. Todos os verdadeiros valores estio nos intervalos de confianga.
As propostas de estimar a confiabilidade estrutural proposta nesta segdo apresentam
vérias vertentes:

¢ O primeiro é um resultado conservativo que pode ser aplicado apenas quando a

resisténcia e solicitagdo forem normalmente ou log-normalmente distribuidas. Ape-
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sar desta restricdo, os limites inferiores sdo facilmente obtidos pelo procedimento
apresentado. Para outras distribuicdes, encontrar a distribuicao amostral de (4.24)

ainda é uma questao a ser resolvida.

O segundo resultado é uma proposta para se obter uma estimativa da confiabili-
dade estrutural através do estimador empirico aplicando métodos bayesianos. Para
isto, foi empregada como distribuicdo a priori, a distribuicio Beta. As principais
razoes desta escolha sdo: a densidade Beta apresenta diferentes formas quando seus
parametros g e b sdo apropriadamente escolhidos; ela é uma distribui¢do conjugada.
com o parametro p,, ou seja, a distribuicdo a posteriori de p, também terd distri-
buicdo Beta e esta propriedade tornar fécil obter estimadores bayesianos. Escolher
outras distribuigoes como distribuigio a priori certamente é uma alternativa. Nesse
caso, a propriedade de conjugagao ndo é mais vélida e obter estimativas bayesianas

e mtervalos de confiangas podem se tornar muito complicadas.

Finalmente obter estimativas da confiabilidade estrutural na presenca de varidveis
estressantes através de métodos bayesianos. Esta situacdo é bastante comum em
estudo de confiabilidade de sistema, quando a varivel de interesse é a duracio do
equipamento (tempo de vida), embora este tipo de planejamento nao tenha sido
mencionada em estudos de confiabilidade estrutural. O mais atraente do método
proposto ¢ a facilidade em obter as estimativas e o respectivo intervalo de confianga.
Sabe-se que experimentos de interferéncia envolvem altos custos, podem levar muito
tempo para executar, além de dispor de poucas unidades para o experimento. Em-
bora nos exemplos apresentados tenham sido empregadas amostras pequenas, o
procedimento forneceu estimativas muito préximas do verdadeiro valor. Ainda que
o método bayesiano tenha sido escolhido, o uso de métodos cldssicos da estatistica
pode ser uma outra possibilidade, embora estimativas de baixa precisio possam ser

obtidas, em fun¢ao do pequeno tamanho da amostra.
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4.A Modelo de Prazo de Prateleira: Expressoes das
primeiras e segundas derivadas.

A funcio de verossimilhanga é dada por

i e I_y".?' b Yij
1) = T T { oo | [ ] )
: ng . €7 B i X\ Yij
- T IGa [ | 1w | 4

onde & = (3’;4). As expressdes das primeiras derivadas so:

220 BE ;

00 ] (g+2)x1 ac() ’
ay

com:

XiByr, X;PB ‘
ac(®y _ k n; (1 — .. SXiBver | vigere e TN (g NG e
6,3‘ - Ei:l Zj:l ‘X_‘; (1 yﬁJ)e’y('r'e Jﬁ) + ’ [1—e_(rieX5ﬁ)=‘r] >,
7
(4]
X8 |
L@ k - . B i ge(rie I0)°
78‘7_2 = Y1 Do ¢1(r;e X3P In(r;e XiP) —(l—yij)+(ffe ‘(T.ijﬁw)

Os elementos da matriz de Informaggio de Fisher I(6) [(¢ +2) x (¢ + 2)] sio dados por

02 Iy I
10)= E {_ [3 ,C(g’)]} _ | e ,
000 gy | pp p

onde:
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-

com Iy, Iiz e Iy com dimensdes (¢ +1) x (g+1), (¢+1) x 1 e 1 x 1 respectivamente.

e O estimador de MV do percentil t,; é dado por

= 1 1
tp(s) = & [~ In(1—p) |3,

& = exp(X;3) e 6 = exp(¥).

¢ Usando a teoria de grandes amostras (normalidade assintética) e o método delta

(Cox & Hinkley, 1974), é possivel obter expressoes do estimador da varidncia as-

sintStica

Var(by) =2 1740) Z 1 g,

Z é um vetor de dimenséao (g + 2) x 1 dado por

—[1(1-p)] & [eYIn(—ln(1-p)) ]
e“r 3

Segue que um intervalo de confianga (assintGtico) para fp(j) é dado por
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UB

I

x SR 1/2
tps) + (1,96) {Va‘-'"(tp(j})} )

. e 1/2
LB = iy —(1,96) {Va?‘(tp(j))}

e Equivalentemente, o estimador de MV de fragao de defeitos em ¢y, Fj(ty), é dado

por

Fy(to) =1 — R;(ty) =1 — e (toe iBy

e Novamente, usando propriedades assintéticas (Cox & Hinkley, 1974), um intervalo
de confianga a 95% para a fragiio de defeitos Fj(ty) = 1 — R;(to) é dado

exp{1,96 [Var($)]'/? }

vB = 1-{Rt)} :

. exp{ — 1,96 [Var(#)]"/?}
LB = 1-{R;t)} ,

Com

-

$ = In(—In Bj(to)),
Var(§) = 2170) Z g 5 »

e Z é um vetor de dimenséo (q+2) x 1 dado por

e In(ty eXiP )

(Detalhes, ver Kalbfleisch & Prentice, 1992).
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6 Consideracoes finais

Este texto de sistematizagdo critica contém contribuigdes em controle estatistico de qua-
lidade, mais especificamente em controle estatistico de processo e confiabilidade. No que
diz respeito ao controle estatistico de processo, as contribuicées se concentraram em temas
referentes ao controle on-line de processo (por varidveis e por atributos) e ndices de ca-
pacidade. Em confiabilidade, as contribuicdes se concentraram em vérios assuntos. Entre
eles, a corregio de vicios de estimadores de medidas importantes de decisdo como o tempo
médio de falha e percentis a 5% e 10%; construgdo de modelos de prazo de prateleira em-
pregando dados sensoriais (com presenca de dados censurados 3 direita, e a esquerda) para,
alimentos desidratados, com base num modelo probabilistico; procedimentos inferenciais

em confiabilidade estrutural na presenca de fatores estressantes.

As contribuigdes aqui apresentadas sio condizentes com as situacoes préiticas, porém, nio
discutidas nos livros texto de controle estatistico de qualidade. Embora os resultados ora,
apresentados parecam muito complicados, é plausivel sua aplicabilidade. Um programa
(empregando algum pacote estatistico ou planilhas excel) ou um algoritmo ou um fluxo-
grama estavam sempre disponiveis aos usudrios e faziam parte de anexos/apéndices da.
maioria das contribuicoes mencionadas. No entanto, sabe-se que quanto mais complexa,
for uma, situagao real, mais complicado deve ser o modelo, em fungdo da introducgo de
novos elementos, restrigdes, fungdes, etc. O uso de modelos mais simples é geralmente
a estratégia utilizada, no entanto os usudrios podem estar incorrendo em tomar decisoes

erroneas.

A seguir algumas caracteristicas em comum nas contribui¢des podem ser destacadas:

e O uso intenso de recursos computacionais possibilitou descobrir a melhor politica
através da busca direta (Capitulo 2) assim como usar simulacdo como ferramenta,
para suprir resultados analiticos inexistentes ou dificeis de serem obtidos (Capfitulos
3 e 4). Esta foi uma grande evolugio devido & disponibilidade de equipamentos de

alta velocidade.
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® A apresentacao de procedimentos inferenciais bayesianos foi um dos pontos em co-
mum nos Capitulos 3 e 4, além dos métodos da estatistica cldssica. Em muitos casos
a dificuldade de obter a distribui¢ao a posteriori ou o primeiro momento da distri-

buicio a posteriori foi suprida pelas distribuigdes empiricas através das simulagoes.

e O uso do planejamento de ensaios de degradagdo em outras aplicagoes (prazo de
prateleira e em confiabilidade estrutural) além do seu emprego usual em acelerar o

surgimento de falhas em sistemas eletronicos.

Além disso, outras contribuigdes relacionadas ao controle estatistico de processo estdo em

elaboracio:

e O planejamento do controle on-line de processo apresentado foi feito com base
somente em critérios econdémicos e os pardmetros de interesse assumem apenas dois
valores, cuja mudanca ocorre segunda uma distribuicio geométrica. A inclusio
de critérios estatisticos em conjunto com critérios econdémicos na determinacio de
planejamento do controle on-line e a criacio de estados intermedigrios entre os dois
valores dos parimetros sdo aspectos mais condizentes e mais abrangentes com as

situagoes praticas.

e Adaptar os planejamentos de controle on-line de processo (por varidveis e por atri-
butos) para horizonte finito, visto que os apresentados sio obtidos para horizonte
infinito.

o Transferir todo o conhecimento de controle estatistico de processo em manufatura

para outras dreas das ciéncias.
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