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Resumo

Este trabalho apresenta um modelo computacional para o estudo dos materiais granulares. Mostra uma
maneira de como eles podem ser representados do ponto de vista de sua fisica (adverte-se que o enfoque é
puramente mecénico) e apresenta um método numérico para a solugio das equagSes correspondentes.
Detalhes de sua implantagio computacional sio discutidos, e alguns exemplos de aplicagio sio analisados

pata ilustrar as potencialidades da metodologia desenvolvida.
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Abstract

This work presents a computational model for the study of granular materials. It shows a way to represent
their physics (from a purely mechanistic point of view) and develops a numerical method for the solution
of the corresponding equations. Details of its computational implementation are discussed, and a few

examples are analyzed to illustrate the potentialities of the proposed scheme.
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1 Introducio

1.1 Consideragdes iniciais

Os materiais granulares estio presentes em uma mirfade de formas naturais e aplicagdes por parte do
homem, sendo observados em diversas escalas do comptimento: de pilhas de pedra e amontoados de
blocos de rocha a pés finos e particulados; de montanhas de graos em silos e navios graneleiros a
punhados de flocos de neve ou poeira atmosférica; de montes de areia e matetiais de construgao a
aglomerados compactos de grios finos e alto valor agregado nas industrias quimica, farmacéutica,
alimenticia e microeletrdnica. Nio é exagero afirmar que essa classe de materiais é uma das mais presentes
nas atividades humanas. Apesar disso, do ponto de vista fisico o estudo rigoroso dos materiais granulares
¢ relativamente recente, remontando 4 era moderna com os trabalhos de uma linhagem notivel de
cientistas, como C.-A. Coulomb (1736-1806), M. Faraday (1791-1867), W. J. M. Rankine (1 820-1872), O.
Reynolds (1842-1912), Lord Rayleigh (1842-1919) e K. Terzaghi (1883-1 963). Foi somente em meados do
século XX que a primeira obra reunindo obsetvagdes sistematicas sobre a fisica dos materiais granulares,
mais ou menos na forma como hoje a conhecemos e estudamos, foi publicada. O livro “The Physics of
Blown Sand and Desert Dunes”, de R.A. Bagnold (1896-1990) [1], é hoje um classico na 4rea e inaugura a
era contemporinea desse campo da mecanica. Ainda assim, a despeito das descobertas e avangos
promovidos por esses ilustres pioneiros, a mecanica dos materiais granulares nunca despertou nos
estudiosos o mesmo interesse que despertaram, por exemplo, 2 mecanica dos sélidos e a mecinica dos
fluidos, e nio existe no presente nenhuma teoria (formalmente baseada em principios e axiomas) que seja
reconhecida como a mecinica dos materiais granulares, e sim apenas fragmentos de uma teoria, em contraste
com que acontece com os sélidos e fluidos.

Os materiais granulares se distinguem dos sélidos e fluidos em varios aspectos. Um dos mais
intrigantes é que o seu comportamento é por vezes semelhante a0 de um sélido, por vezes a0 de um
fluido, e muitas vezes ¢ algo completamente diferente, além de com frequéncia néo intuitivo —
especialmente para quem estd acostumado a entender a matéria sob a otica da mecanica dos meios
continuos. Quando fortemente excitados, os materiais granulares podem ter comportamento que se

assemelha ao dos gases, como observado em nuvens de poeira ou em leitos fluidizados de instalagbes
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industriais. Eles também podem ser bombeados no interior de dutos ou escoar em recipientes abettos,
como os fluidos, podendo inclusive apresentar padrdes que se assemelham aos de ondas em superficies
livres. E podem formar pilhas ou amontoados estiticos, i.e., formas que ndo se dissolvem
espontaneamente e que resistem a tensdes tangenciais, como acontece com 0s sélidos, e que podem até
mesmo experimentar deformagdes plasticas.

Do ponto de vista da abstragio fisica, os materiais granulares nao podem ser idealizados como
conjuntos continuos de pontos materiais (a menos que a escala do fendmeno fisico seja muito grande
comparativamente ao tamanho de seus grios, como acontece pot exemplo na deformagio de macigos de
solo em problemas da engenhatia geotécnica). Devem, ao contrario, ser entendidos a prioti como meios
discretos, em que a matéria é concentrada em um nimero grande de entidades elementares de volume e
forma definidos. No contexto deste trabalho, define-se material granular como sendo um aglomerado de
sélidos discretos de tamanho macroscépico que interagem permanentemente entre si e com o meio que 0s
citcunda, com a parcela mais significativa dessas interagSes sendo dada por contato fisico (quase sempre
com atrito) caracterizado por considerivel dissipagio de energia. Seus solidos constituintes, também
chamados de grios ou eventualmente particulas, tém dimensdes que sio da ordem de, pelo menos, 10 2
100 um!. Por conta disso, os materiais granulares nio estdo sujeitos a movimentos induzidos por
flutuagdes térmicas, sendo o seu comportameﬁto governado essencialmente pelo deslocamento (mais ou
menos coletivo) de seus grios. Esse aspecto explica por que eles, diferentemente dos fluidos, apresentam
grande resisténcia a qualquer tentativa de mistura: vibrar ou chacoalhar uma amostra de graos (disposta,
digamos, no interior de um recipiente) resulta em segregacao por tamanhos, e ndo em mistura —
exatamente o oposto do desejado ou do que se espera por intuigio. Esse fendmeno € apenas mais um dos
aspectos intrigantes dos materiais granulares, e ilustra bem o fato de que eles, embora constituidos de
entidades sélidas, e portanto que tém comportamento individual muito bem caracterizado, possuem uma
fisica propria. A Figura 1 apresenta alguns exemplos de materiais granulares.

E usual classificar os matetiais granulares segundo a dimensio de seus grios. Conforme Brown e

Richards [2], referéncia classica na 4rea, definem-se os seguintes tipos ou subclasses:

e  Pbs: sio os materiais granulares cujos grios tém dimensao inferior a 100 pm. Sio divididos em
p6s granulares (dimensio dos grios entre 10 e 100 pm), pés finos ou supetfinos (dimensio dos
gtios entre 1 e 10 um) e pds hiperfinos (dimensdo entre 0,1 ¢ 1 pm) (alguns autores, como ji
dito, nio consideram esses dois Gltimos como materiais granulares). Poeira, argila seca e produtos
manufaturados como farinha, leite instantineo, pélvora e certos artigos cosmeticos e
farmacéuticos, sao alguns exemplos.

e Solidos granulares: sio os materiais granulares cujas dimensdes dos grios vatiam de 100 pm a 3
mm. Exemplos tipicos sdo as areias e varios produtos resultantes da sintetizacao de pos (muito

comum em processos industriais), além de diversos attigos alimenticios processados como flocos

1 Niio existe um consenso bem estabelecido quanto a esses valores na literatura. Alguns autores, por exemplo, consideram 1 pm
ou até mesmo 0,1 um como a dimensio minima. Neste trabalho, em consonincia com a definicio dada, que estabelece que os
grios devem ser macroscopicos, adota-se o limite de 10 ou 100 pm.
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Figura 1. Exemplos de materiais granulares. Créditos das imagens (da esquerda para a direita, de cima para baixo): (1)

John Hart, www.freeimages.com/photo/river-rocks-1474259; (2) Afonso Lima, www.freeimages.com/ photo/rock-
texture-1193808; (3) Alegt, www.4freephotos.com/pt/Duna-do-deserto-3078.html; (4) e (5) Laura M. Fortes e o autor;
(6) Alegti, www.4freephotos.com/pt/ Caminho-com-pedras-3810.html; (7) a (9) Laura M. Fortes e o autor. Sitios
acessados em 10/07/2016 (o uso das imagens é gratuito).

de milho, agicar refinado e café moido.
e Solidos “quebrados” ou partidos: sdo os matetiais granulares onde a maior parte dos grios tem
dimensio supetior 2 3 mm. Os agregados utilizados na fabricagio do conctreto, pot exemplo, se

enquadram nessa categoria.

Nesse contexto, este trabalho se restringe aos p6s granulares, sélidos granulares e s6lidos quebrados
ou partidos. Dentro deste tecorte, restringe-se ainda aqueles que sio ditos secos, i.e., cujo meio externo em
que os grios estio imersos é o ar, inerte, sem quantidades significativas de umidade e nem a presenca de
fluidos de outra natureza. Em grande medida, esse recorte concorda com aquele adotado por Duran [3]
(na opinido do autor, o grupo de J. Duran, da Universidade Pierre e Marie Curie na Franca, € hoje a maior
referéncia académica no estudo da fisica dos materiais granulares), com a diferenca de que as interagdes
com o meio, como se ver nos préximos capitulos, nio sio aqui de todo desprezadas.

No estégio atual do conhecimento sobte os materiais granulares, a maior parte dos avangos tem sido
promovida pot meio de expetimentos — fisicos e computacionais. Os expetimentos fisicos tem fornecido
um sem ntimeto de observagdes valiosas, as quais tém servido de ponto de partida para a construgio de
modelos tedticos e o estabelecimento de conceitos muito dificeis de serem elaborados na base da
abstracio ou especulagdo puras. Por outro lado, os experimentos computacionais tém permitido que

aspectos extremamente dificeis (se ndo impossiveis) de serem monitorados em ensaios fisicos — por




exemplo, as posigdes e velocidades de cada um dos grios de uma amostra de material granular em
movimento, em um determinado instante de tempo, ou o valor das forgas que atuam sobre os mesmos, ou
outras grandezas fisicas de dificil medigio quando se consideram fodos os graos da amostra — o sejam por
meio de simulacdes computacionais. Dados sobre os grios estio disponiveis em qualquer estigio de um
expetimento computacional. Isso permite que o movimento de um conjunto de graos possa set
inspecionado em suas mintcias, ao toque de alguns botdes do teclado. Informagdes valiosas podem assim
ser capturadas e servir de apoio a elaboragio de modelos tebricos e conceitos fisicos, conttibuindo
positivamente para o nosso entendimento sobre a mecénica desses materiais. Os experimentos
computacionais podem, ainda, ser utilizados para projetar, apetfeicoar e otimizar os ensaios fisicos,
servindo-lhes de suporte e com isso diminuindo o nimero de ensaios-testes necessarios até que se atinja a
forma final ou definitiva de um ensaio. O esforgo demandado para todos esses propositos € relativamente
pequeno (bastam apenas algumas poucas horas, ou mesmo minutos, de simula¢io em um computador
pessoal), e o niimero de parAmetros que podem ser ajustados e variados (e sua influéncia, pois, avaliada) a
um tempo acessivel é praticamente ilimitado quando comparado as possibilidades dos ensaios fisicos. Nas
palavras de dois dos mais renomados estudiosos dos matetiais granulares da atualidade, “simulagoes
computacionais nio apenas pertencem aos mais impottantes métodos de investigacio tedrica dos
materiais granulares, como também provém as ferramentas que tém permitido grande parte da pesquisa
por parte dos fisicos e engenheiros na area” (Pdschel e Schwager [4], capa postetior, em tradugio livre do

autot,).

1.2 Por que este trabalho?

Este trabalho é uma introducio ao estudo dos materiais granulares por meio de modelos
computacionais. Apresenta uma formulacio, dentre as muitas possiveis, para tal propésito. Nio se propde
de forma alguma a ser um tratado ou obra abrangente sobre 0 assunto, tampouco a ser extenso e
demasiadamente rigoroso do ponto de vista formal. E, a0 contritio e antes de tudo, um breve relato da
experiéncia pessoal e dos desenvolvimentos conduzidos pelo autor a0 se iniciar nesse topico fascinante
nos ltimos (pouco mais de) trés anos, a pattir da realizagio de um estigio pés-doutoral na Universidade
da Califérnia em Berkeley, EUA. A abordagem seguida procura ser simples e faz uso de um recorte
confessadamente estreito, com a intencio de resultar em um texto que seja sucinto e acessivel 2 quem
eventualmente também deseje se iniciar no assunto. Apesar disso, um minimo de formalismo esta, sim,
presente, além de algumas contribuigSes originais. Com relagdo a esse Gltimo aspecto, citam-se a descri¢ao
cinemtica do movimento dos grios, onde uma forma peculiar de descrever as rotagdes € utilizada? e o
método de solucio numérica das equagdes do movimento, que é uma generalizacio de um método
proposto em Zohdi [5] para poder acomodar os graus de liberdade de rotacio — além de pormenores que
nao cabe relacionar. Dito isso, o autor pede desculpas de anteméo se determinadas passagens se

mostrarem exageradamente simplificadas, ou se aspectos que mereceriam maior destaque ou que podem

2 Observa-se que descri¢io semelhante também é proposta em Brasiel [39], de forma independente e praticamente simultanea.

9




ser relevantes a determinado leitor forem tratados apenas supetficialmente, ou forem até mesmo
completamente ignorados. O autor espera poder contribuir, ainda que timidamente, para a disseminagio
de parte do conhecimento cotrente sobre o assunto junto ao Departamento do Engenharia de Estruturas
e Geotécnica da EPSUSP, e fomentar a nucleagio de uma nova linha de pesquisa no ambito do
departamento, qual seja, a2 da modelagem computacional dos matetiais granulares e suas diversas
aplicagbes nas engenharias.

No estudo dos materiais granulares, os métodos computacionais mais utilizados pertencem a classe
dos chamados métodos de particulas, sendo os mais conhecidos o método dos elementos discretos, os
métodos de dindmica molecular e o método da hidrodindmica de particulas suavizado. Este trabalho faz
uso do método dos elementos discretos. Uma formulagio para ele serd apresentada no Capitulo 2. A
solucio numérica das equagdes diferenciais correspondentes serd o objeto do Capitulo 3, onde também
serdo discutidos aspectos relacionados 4 sua implantagio computacional e a resolugio dos contatos entre
as particulas, incluindo a aptresentagio de algoritmos. O autor destaca que esses aspectos nao sio
usualmente esmiucados na literatura do método dos elementos discretos e, nesse sentido, espera poder
contribuir para uma melhor apresentagio dos mesmos junto as comunidades técnica e académica,
especialmente junto aqueles que pretendem se iniciar na modelagem desses materiais. Exemplos de
validagdo e aplicagio sio apresentados no Capitulo 4 e, como fechamento, algumas conclusGes e

consideracdes sdo apresentadas no Capitulo 5.

1.3 Sobre 0 método dos elementos discretos

O método dos elementos discretos (MED) surgiu nos Estados Unidos no inicio dos anos 1970 com
os trabalhos do engenheiro civil P. A. Cundall (Cundall [6] e [7]) para o exército americano, na tentativa de
simular o movimento de blocos de rocha em macigos rochosos fragmentados. O método permaneceu
relativamente desconhecido até 1979, quando apareceu pela primeira vez em um periédico académico
(dessa vez em coautotia com o professor O. D. L. Strack, da Universidade de Minnesota) em Cundall e
Strack [8]. Esse trabalho é considerado, por praticamente toda a comunidade ligada a0 uso e
desenvolvimento do método, como o nascimento do MED. Em linhas gerais, a ideia central por tris do
MED é a de que o comportamento mecinico de um material granular pode ser compreendido a partir do
conhecimento do movimento individual de seus grios. Essa nio é, contudo, uma ideia original de Cundall.
A época de seu trabalho seminal, ja havia tentativas de descrever ou monitorar o movimento de conjuntos
de discos e esferas por meio de modelos analiticos (Deresiewicz [9]) e experimentais (Dantu [10] apud
Dutan [3] e Wakabayashi [11]) (citando somente alguns) concebidos estritamente com esse proposito. A
originalidade de Cundall foi tentar fazé-lo de forma numeérica.

Em seu trabalho conjunto, Cundall e Strack descreveram detalhadamente o modelo idealizado em
Cundall [6], com atencio especial a como reptesentar as interagdes de contato e atrifo entre 0s graos por
meio de forcas — dadas, no caso, na forma de fungdes lineares dos deslocamentos (ou seja, na forma de
“molas” de rigidez constante, caracterizando uma lei de penalidade ou, equivalentemente, uma equagao

constitutiva de contato e atrito). O movimento dos grios foi descrito por equagdes triviais da mecinica
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newtoniana, com soluciio realizada numericamente por meio de um método explicito de integragao no |
tempo. Dissipacio local (decorrente dos contatos e do atrito) e global (na forma de amortecimento sobre
as velocidades e velocidades angulares) de energia foi considerada. Todas as expressoes necessarias ao
método de integracio foram apresentadas em detalhes. Apesar de mencionarem que o método setia valido
para elementos de qualquer forma geométrica, apenas discos e esferas foram tratados. Cundall e Strack
chamaram o seu modelo de “método dos elementos distintos”, designagio que, pouco tempo depois,
daria lugar 2 atual (é oportuno comentar que o autor desconhece o motivo exato por tras disso; Cundall
continuou utilizando a terminologia “clementos distintos” em todos os seus trabalhos subsequentes —
como pode ser observado em um de seus artigos mais recentes, Potyondy e Cundall [12], além de em
todos os outros 14 citados — mas jamais conseguiu consolidé-la a contento: a designacio “clementos

discretos” tornou-se indiscutivelmente mais populat).

Apesar de reconhecido como pioneiro, Cundall nio foi o tnico em sua época a tentar utilizar
métodos numéticos para estudat o comportamento mecénico de conjuntos de discos e esferas. De forma
totalmente independente e praticamente concomitante, porém separada geograficamente pelo Atlantico,
Serrano e Rodriguez-Ortiz [13] desenvolveram na Espanha um método que em VArios aspectos se
assemelhou 20 de Cundall. Com a distincio de terem considerado, para as forgas de contato, uma mola ou
penalidade com rigidez baseada na teoria de contato de Hertz, e para a forca de atrito, uma mola ou
penalidade com rigidez baseada na teoria de Mindlin para deformacdes tangenciais eldsticas. A solugio
numérica proposta, contudo, fazia uso de matrizes (diferentemente do método de Cundall) e logo estava
bastante mais limitada pela capacidade dos computadores da época. Ainda assim, os ingredientes basicos
do MED podem ser observados nesse trabalho. O trabalho de Setrano e Rodriguez-Ortiz é reconhecido
por Cundall e Strack como sendo uma das primeiras tentativas de utilizar métodos numéticos para estudar
o comportamento de materiais granulares. Curiosamente, contudo, 2 comunidade académica costuma
ignorar a contribuigio desses precursores, havendo eles praticamente caido no esquecimento fora de seu
pais de origem.

Hoje, passadas algumas décadas desde o seu sutgimento, um grande nimero de formulagdes do
MED pode set encontrado na literatura, com aplicagbes aos mais variados fins. Pode-se até mesmo dizer
que existem varios méfodos dos elementos discretos, ainda que quase todos sejam na sua esséncia variagdes,
generalizagbes ou releituras do método original, e ainda que muitos deles se autodenominem por outros
nomes que nio o MED, sem fazer qualquer mengao 3 terminologia “MED™2. J4 ha, até mesmo, alguns
programas cometciais com o método. Se, por um lado, isso comprova o sucesso do MED junto as
comunidades técnica e cientifica ligadas ao estudo dos materiais granulares e suas aplicagGes, por outro
deu ensejo a uma literatura extremamente variada, fragmentada e desconexa, o que contribuiu para uma
falta de identidade e unidade formal a0 método — para nio mencionar a propria falta de consenso na sua
denominagio. Na visiao do autot, os seguintes trabalhos devem ser citados como exemplos representativos
de formulacdes competentes do MED (a lista é longe de ser exaustiva): Thornton [14], Munjiza et al. [13]
e [16], Matuttis et al. [17], Owen e Feng [18], Rojek et al. [19], Avci e Wriggers [20], Lim e Andrade [21] e

3 Com efeito, existe uma infinidade de denominacdes, com virios autores cunhando a sua prépria. As de “método das particulas
discretas”, “método da dinimica granular” e “método dos elementos granulares” s30, contudo, mais comuns.
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Zohdi [22].

Nos dias de hoje, fala-se ja em Extended Discrete Element Method (XDEM), para se referir a métodos
que consideram, juntamente ao problema mecénico dos grios, outras fisicas, como efeitos térmicos e 2
interacdo com fluidos. Na opinido do autor, contudo, nio se trata exatamente de um novo método, mas
sim de modelos multifisicos, que tio somente juntam métodos preexistentes (e ja consagrados) ao MED,
fazendo o acoplamento de um problema de um meio discreto e puramente mecanico, descrito pelo MED,
com outros de meios continuos e governados por equagdes diferenciais proptias, desctitos por métodos
como o método das diferencas finitas, o método dos elementos finitos, o método de /attice-Boltzmann, e
vatios outros. Em sua esséncia, a parte puramente discreta e mecéinica do chamado XDEM continua a

mesma do MED original, conforme proposto por seus engenhosos idealizadores nos idos anos 1970.

1.4 Notagao

Ao longo de todo esse trabalho, grandezas escalares sio designadas por letras mindsculas e
maitsculas em italico e nio negrito (a,b, ..., 5,..., 4, B,...). Vetores do espago euclidiano tridimensional
sio designados por letras mintisculas em itilico e negtito (@, b,...,c, 3,...) (com duas exce¢des, indicadas
no texto). E tensores de segunda ordem sdo designados por letras maitisculas em italico e negtito
(A, B,...). Letras latinas maitsculas em caracteres normais de texto (A,B,..) designam pontos materiais €

pontos geométricos do espaco euclidiano.
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2 Uma formulag¢io do método dos elementos discretos

2.1 Consideragdes iniciais

O método dos elementos disctetos nio é exatamente um “método”, no sentido de possuir um
conjunto de hipéteses, equagdes e procedimentos que lhe seja proprio ou particular. Difere, nesse sentido,
de outros métodos numeéricos utilizados na mecanica, como por exemplo, o método dos elementos
finitos. Na visio do autot, o MED deve ser entendido mais como um 70delo para a representagao e o
estudo de meios discretos. O MED se propde a resolver numericamente as equagdes diferenciais da
dinimica dos sélidos igidos para sistemas constituidos por um grande nimero desses solidos (que sdo
entio chamados de “elementos discretos™ ou “particulas™), suplementando-as com modelos
fenomenolégicos (pot vezes ad hoc) para caracterizar as diversas forgas que atuam sobre eles. E, nesse
sentido, uma coletinea de conhecimentos teéticos previamente estabelecidos da mecanica dos sélidos,
complementada por técnicas numéricas de integracao de equagGes diferenciais e por técnicas de
otimizagio (essas Ultimas necessérias 3 resolugio dos contatos), também previamente estabelecidas. No
estudo dos meios discretos, tais conhecimentos e técnicas estavam desconexos até o inicio dos anos 1970,
quando foram entio interligados nos trabalhos seminais de Cundall [6] e [7] e Cundall e Strack [8], na
tentativa de construir um modelo para a simulagio computacional do movimento de blocos de rocha em
macicos rochosos fragmentados, como ji mencionado no Capitulo 1. E nesse contexto que, na visio do
autor, é mais adequado referir-se 20 MED como um modelo e nio um método?. Em todo caso, para ficar
em consonancia com a terminologia ja consolidada na literatura, a designagio “método dos elementos
discretos™ sera utilizada neste trabalho.

Ao menos até o momento em que este trabalho foi escrito, e em patte pelas razdes dadas acima, nio
existe na literatura uma referéncia que sistematize o MED em um conjunto coeso de hipéteses, definigdes,
equacdes, técnicas numéricas e aspectos computacionais associados. Essa lacuna contribui para que haja
uma enorme disparidade formal na maneira em que é apresentado pela comunidade cientifica (para nao

mencionar as suas particularizacdes a aplicagdes muito distintas entre si, 0 que agrava ainda mais a

4 A Juz do que foi discutido na Segio 1.3, seria ainda mais apropriado referir-se ele como uma classe de modelos, e nio simplesmente
um modelo.
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disparidade), sem que haja uma notagio consolidada ou minimamente comum 2 toda a comunidade. A
formulacio apresentada neste capitulo reflete a visio presente do autor sobre o MED quando aplicado a0
estudo dos materiais granulares secos. Nao se propoe a set completa, posto que é desenvolvida com vistas
2 simulacio computacional de uma classe patticular de problemas, além do que, mesmo dentro desse
recorte, ainda comportta intimeros avangos. Mas pretende ter certa generalidade, unidade e algum (porém
nio demasiado) rigor formal, com vistas a contribuir no preenchimento da lacuna mencionada acima e
assim servir de apoio aqueles que desejam se iniciar na modelagem dos materiais granulares.

No contexto do MED, um elemento discreto, doravante chamado de particula, pode ser definido
como matéria concentrada homogeneamente em uma determinada forma geométrica (esfera, elipsoide,
superelipsoide, etc), admitida infinitamente rigida, a qual é representada no espago tridimensional por um
ponto (o seu centro de massa), uma orientagio angular, e um ou mais parametros geométricos
relacionados 4 sua forma e dimensio (no caso de esferas, o raio). O fato de set infinitamente tigida implica
que 2 particula mantém a sua forma e dimensio ao longo do tempo. A influéncia de outras particulas e do
meio externo sobre o seu movimento ¢ representada por meio de forgas. Essas consideragoes permitem
identificar uma particula com um sélido rigido — embora seja no minimo curioso observar que tal
identificacio nfio costuma ser explicitamente declarada na literatura do MED. Admite-se, entio, que sao
validos os principios da mecanica dos sélidos rigidos (a saber, os conceitos de espago fisico e espago
geométrico, o principio do tempo absoluto, o principio das foras de volume e de superficie, o principio
da inércia, o principio da conservagio da massa, as leis de Euler e o principio da agdo e reagdo), de
maneira que o movimento de uma particula possa ser inteiramente desctito por meio das equagdes da
mecanica dos sélidos rigidos. De certa forma, essa hipétese é razoavelmente vélida mesmo para particulas
de dimensdes quase atdmicas, sendo por isso também admitida no campo da dindmica molecular, nos
chamados métodos ou modelos de dinimica molecular (MDM).

Nesse ponto, é oportuno fazer um comentario acerca da semelhanca entre 0 MED e os MDM. Os
MDM se refetem a modelos matematicos de sistemas de dtomos e moléculas onde cada dtomo (ou
molécula) ¢ idealizado como um ponto material, de massa conhecida e cujo movimento é governado pelas
equacdes da mecénica clissica newtoniana. As interacSes entre 0s atomos (ou moléculas) sdo dadas por
meio de potenciais de forga, com aplicacdes na modelagem de sélidos, liquidos e gases. A parte da
diferenca na dimensio das particulas — tipicamente da ordem de nanémetros nos MDM, mas podendo ir
de nandmetros a centimetros ou até mesmo metros no MED —, na visio do autor a Gnica diferenca entre
os dois métodos é a forma de caracterizacio das forcas. O MED nio costuma fazer uso de potenciais.
Uma consequéncia direta é que as particulas podem efetivamente entrar em contato fisico, e a resolugao
dos contatos se torna, de longe, a questio dominante. J4 nos MDM, os potenciais de forga geralmente
previnem que as particulas se toquem, por envolverem forcas repulsivas suficientemente elevadas quando
elas se tornam muito préximas entre si. O leitor interessado em uma introducio aos MDM pode consultar
os livros classicos de Rapaport [23] e Haile [24]. J4 para um visio geral do MED, incluindo petspectivas
diferentes da que ¢ adotada neste trabalho, refere-se a Bicanic [25] (onde alguns aspectos computacionais

relevantes 20 método sio apresentados e discutidos), O Sullivan [26] (em que € tragado um excelente
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panorama e avaliagio critica sobre a aplicagio do método no estudo de solos e materiais geotécnicos), Zhu
et al. [27] e [28] (em que uma vasta tevisio do estado da arte ¢ apresentada, incluindo teoria e aplicagio a
problemas das diferentes engenharias) e os diversos trabalhos de T. Zohdi e seu grupo que se seguiram a
Zohdi [5] (esses Gltimos, apesar de nio fazerem uso da terminologia “MED?, constituem claramente
modelos de elementos discretos aplicados 4 simulagio de materiais granulares e de processos de
manufatura em que sio utilizados).

A formulacio do MED apresentada a seguir possui algumas distingdes que convém destacar.
Primeiro, utiliza uma parametrizagio vetorial para descrever a rotagio das particulas (o que permite que as
rotacdes sejam representadas formalmente de maneira idéntica aos deslocamentos, i.e., por meio de
vetores, além de evitar o uso de entidades complexas como os 4ngulos de Euler, ou que nio tém
significado geométrico, como os quatérnions). Segundo, procura se concentrar essencialmente na fisica
das particulas, i.e. nos aspectos relacionados 2 sua cinemiética e dindmica, evitando por ora mistura-los aos
aspectos computacionais relativos 2 solucio numérica de suas equagdes (essa ultima ¢ tratada
separadamente, no Capitulo 3) (essa caracteristica néo é comumente observada na literatura do MED e
algumas vezes acatreta, na visio do autor, certa confusio entre a fisica que governa um sistema de
particulas e os métodos numéricos utilizados para resolvé-la). Terceiro, procura incorporar algum (porém
nio demasiado) rigor formal, como ja comentado acima, o que, curiosamente, também néo € comumente
observado na literatura do MED.

Neste trabalho, consideram-se apenas particulas esféricas. Isso permite apresentar uma formulagio
do MED que é ao mesmo tempo simples e suficientemente geral, e que pode setvir de base para
desenvolvimentos subsequentes. A consideragio de particulas com outras formas geométticas pode set
feita sem maiores dificuldades conceituais, sendo para isso necessatio apenas que se considere o tensor de
inércia correspondente as formas geométricas consideradas (e sua eventual variagio ao longo do tempo), e
que os contatos sejam descritos (e resolvidos) por equagdes correspondentes a essas formas. No caso de
particulas esféricas, como se vera mais adiante, a descrigio do contato € bastante simples, envolvendo
apenas equagdes algébricas. J4 no caso de particulas com outras formas geométricas, frequentemente
envolve a solugio de um problema de minimiza¢io (com vistas a encontrar o ponto de contato) que por
sua vez em geral nfio possui forma analitica, e logo requer o uso de métodos numéricos. Nesse sentido, a
consideracio de particulas nio esféricas acarreta mais um énus computacional do que uma dificuldade
conceitual a0 MED. Por esse motivo, e com a intengio de apresentar uma formulagao do método que seja
simples, mas que sirva de base para desenvolvimentos subsequentes, este trabalho se restringe a sistemas
de particulas esféricas.

No que segue, antes de se adentrar a formulagio do MED propriamente dita, faz-se uma breve

apresentacio da parametrizagio vetorial utilizada para descrever as rotagSes das particulas.

2.2 Descrigdo vetorial das rotacdes

A descricio das rotagdes no espaco tridimensional é um tépico classico da mecanica e remonta 20s

trabalhos de L. Euler (1707-1783) e O. Rodrigues (1795-1851), ainda nos séculos XVIII e XIX. Apesar
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disso, foi somente apés a notavel contribuicio de J. Argyris (1913-2004) [29] no inicio dos anos 1980, que
muito do conhecimento que se tem hoje sobte as rotagdes pode ser mais bem compreendido e utilizado
em aplicagbes praticas — em grande parte devido as possibilidades abertas pela evolugio dos computadores
e pelo aprofundamento de diversos métodos numéricos, em patticular, o método dos elementos finitos.
Utna rotacio finita em trés dimensdes é descrita por um operador vetorial ortogonal que possui um
isomorfismo com um tensor de segunda ordem, o chamado tensor das rotagdes ou tensor rotagio. Esse
tensot, sendo ortogonal, pode set representado por um nimero de parametros independentes inferior ao
seu ntimero total de componentes, que é nove. Desde que uma certa limitacio na magnitude das rotagoes
entre duas configuracdes consecutivas seja tolerada (esse aspecto ser discutido logo mais adiante), o
nimero de parimetros independentes pode ser reduzido a trés. Nesses casos, a parametrizacio é chamada
de vetorial. Uma parametrizagio vetorial é bastante atrativa, ndo apenas pela simplicidade e eficiéncia
computacional, mas também porque permite que as rotagdes sejam descritas por graus de liberdade que
tém forma idéntica aos das translacdes, i.e., a forma de vetores.

Vitios tipos de parametrizagdes vetotiais existem na mecanica. Os mais conhecidos sio aqueles que
empregam os Angulos de Euler, o vetor rotagio (por vezes também chamado de vetor rotagio de Euler?)
ou um vetor de mesma direcio e sentido que o vetor rotagio (ou, equivalentemente, que o eixo unitirio de
rotacdo), mas de magnitude diferente. A parametrizagio com angulos de Euler (remete-se ao livro classico
de Goldstein [30] para detalhes) é bastante utilizada nas dreas de mecénica quéntica, aeronautica e
robética. Define uma rotacio finita como sendo a composigio de trés rotagdes consecutivas em torno,
respectivamente, de trés eixos arbitrarios pré-definidos. Embora consistente e elegante, possui algumas
desvantagens: necessita de um sistema de eixos proptio; envolve diversas (e razoavelmente longas)
expressdes trigonométricas para compor as trés rotagdes, com suas eventuais singulatidades; requer
cuidados devido 4 ndo unicidade da ordem da composicio (de fato, hi doze sequéncias de composicdes
possiveis, cada uma conduzindo a uma expressio diferente para o tensor das rotacdes); requer a extracio
dos angulos de Fuler a partir do tensor rotagio resultante (o que pode ndo ser trivial); e requer cuidados
quando duas das rotagdes intermedidrias resultam com eixos alinhados (o que pode conduzir a perda de
um grau de liberdade).

A paramettizagio com o vetor rotagio ou vetor rotacio de Euler, pot sua vez, ¢ livre de boa parte
dessas desvantagens. Um atrativo adicional é que ela é baseada no proprio eixo de rotagao, a0 invés de
empregar eixos arbitritios pré-definidos. Por outro lado, ndo ¢ livre de expressdes trigonométricas (e suas
eventuais singularidades), e tampouco do fato de que a composicio de rotagoes sucessivas requer a
utilizacio do tensor rotagio. Esse tltimo aspecto tem duas implicagdes do ponto de vista computacional:
primeiro por ter de lidar com tensores e operagdes tensoriais, segundo porque o vetor rotagio referente a

rotacio total precisa ser extraido do tensor rotagio resultante — operagao que, além do mais, nao é trivial.

5 Embora Euler jamais tenha trabalhado com vetores, essa designagio nio é desprovida de sentido. Euler trabalhou com
grandezas escalares que posteriormente foram identificadas como os cossenos diretores do eixo de rotagio, suplementadas pela
magnitude da rotacio, i.e., utilizou os mesmos parimetros que definem o vetor rotacio (ver, por exemplo, Cheng e Gupta [31]).
Com eles, e com a ajuda de mais trés cossenos diretores conhecidos, chegou a expressoes que correspondem exatamente a forma
escalar da aplicagio da férmula da rotagiio, a chamada férmula de Euler-Rodrigues. O uso da terminologia “vetor rotagdo de
Euler”, pois, é pertinente — além de ser uma justa homenagem 20 matematico suico.
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A parametrizacio com um vetor de mesma direcdo e sentido que o vetor rotagio, mas de magnitude
diferente, pode eliminar essas desvantagens — desde que uma magnitude particular, como a mostrada a
seguir, seja utilizada. Ao mesmo tempo em que preserva a vantagem de ser baseada no eixo de rotagio (e
nio em eixos atbitririos pré-definidos), pode resultar em expressdes com um menor nimero de fungbes
trigonométricas. Nesse sentido, a parametrizagio apresentada nesta segio faz uso do chamado de vetor
rotagio de RodriguesS.

Seja @ = fe o vetor rotagio (ou vetor rotagio de Euler) correspondente a uma rotagao arbitratia de
magnitude 6 em torno do eixo € (||| = 1) no espago tridimensional. Um vetor qualquer v, quando
rotacionado de @ em torno de e, é transformado em w de acordo com u = Qu, onde Q ¢ o tensor
rotacio. Esse tensor, quando escrito em fungio de @, ¢ dado pela conhecida férmula da rotagio ou

férmula de Euler-Rodrigues,

- sinf 1—cosf
Q=1+ 7 e+ 7 e, 2.1

onde @ = Skew() é o tensor antissimétrico cujo vetor axial é 8, ie.,

0 -6, 6, 0,
O =Skew(@)=|6, 0 0| & 0=\0,. (2.2)
-6, ¢ O 0,
Inserindo as identidades trigonomeétricas
sinf = 2sin(d/2)cos(6/2) e 1—cosf = 2sin*(6/2) (2.3)

em (2.1), tem-se

2sin(9/2)cos(9/2)@ n 2sin®(0/2) .,

Q=1+ 02 e?, 2.4)

e considerando que

1
cos?(0/2) = ———, 2.5
( 1+ tan%(6/2) @)
a seguinte expressao é obtida
2 6/2 tan*(6/2
Q=1+ tan(6/2) g | tan (6/2) g2 | 2.6)
1+ tan?(6/2) 0 6°
Seja agora 3 = tan(f/2)e o vetor rotagio de Rodrigues, tal que || B]| = 8 = tan(6/2) e

6 Assim como Euler, Rodrigues também jamais trabalhou com vetores; utilizou, porém, expresses escalares cujos parametros
independentes sio exatamente as trés componentes do que é hoje chamado de vetor rotagio de Rodrigues.
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(temete-se a0 trabalho de Argyris [29] e a0 excelente registro histérico de Cheng e Gupta [31] para uma
discussio mais detalhada acerca do vetor rotacio de Rodrigues, bem como dos chamados “parametros de
Rodrigues”, que sdo as trés componentes desse vetor; citam-se também os trabalhos relativamente mais
recentes de Ibrahimbegovic [32] e Ritto-Correa [33], além de trabalhos anteriores do autor como
Campello [34] e Pimenta e Campello [35] e [36]. O vetor rotagio de Rodrigues é um vetor paralelo ao
vetort rotacao de Euler (ou, equivalentemente, 20 eixo de rotagio), e com ele a expressio (2.6) pode ser

reesctita da seguinte forma

Q=I+——(B+BY), 2.8)
1+ 6
onde B = Skew(f3) é o tensor antissimétrico cujo vetor axial é 3. A expressio (2.8) é conhecida como
a parametrizacio de Rodrigues do tensor rotagio. Essa parametrizacio nao ¢ global, visto que ndo
consegue reptesentar rotagdes de magnitude § = 7, pois nesses casos § — F00. No entanto,
apresenta duas vantagens: (1) envolve um nimero menor de fungdes trigonométricas (o que ¢é relevante do
ponto de vista computacional) e (2) permite que a composigio de rotagdes sucessivas, digamos, Q eQ,,

seja efetuada por meio de uma expressio extremamente simples e puramente vetorial, a chamada férmula

da composicio de rotagdes de Rodrigues, indicada abaixo:

1

’61+2=1_131_132

(;61 + :32 - /81 X 162) (29)

Em (2.9), B, e B, sio os vetores rotagio de Rodrigues associados 2 Q, e Q, respectivamente, e 3|, ¢
o vetor rotagio de Rodrigues associado a rotacio total @, = Q,Q; . O uso dessa expressio traz
vantagens importantes. Primeiro, porque elimina operagdes algébricas com tensotes, melhorando o
desempenho computacional (esse aspecto é especialmente relevante quando se lida com sistemas
dinimicos, em que a discretizagio no dominio do tempo implica que as rotagdes devem ser
sucessivamente acumuladas, i.e., compostas, nos diversos instantes de tempo). Segundo, porque fornece
diretamente o vetot rotagio B, ,, evitando-se que ele tenha que ser extraido de @, , — operagio que,
como j4 dito, nio é trivial —, o que também acaba por melhorar o desempenho computacional. A
utilizacio da férmula da composigio de Rodrigues s6 é possivel quando o tensor das rotagdes é
parametrizado por meio do vetor rotagio de Rodrigues, ou por um multiplo desse.

Seja & = 23 um miltiplo do vetor rotagio de Rodrigues, com ||| = a = 2 tan(6/2), tal que

_ tan(6/2)

©/2) (2.10)

Esse vetor foi utilizado pelo autor em Campello [34] e Pimenta e Campello [35] no contexto da cinematica
de barras, e também em Pimenta et al. [37] e Campello et al. [38] no contexto da dindmica de barras e

cascas. Ele conduz 2 seguinte expressio para o tensot rotagao:

Q=I+-4——|—4_052—[A+-1_A2]’ (2.11)

4
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onde A = Skew(), e 2 seguinte exptessio para a férmula da composicdo de rotagSes:

4

1
Q) , = —— 0 T oy — -y Xy . 2.12
2T o ey | 275N % (2.12)

Conforme evidenciado nas referéncias logo acima mencionadas, o uso de & conduz a expressGes para o
vetor velocidade angular (e suas derivadas espaciais) que sdo ligeiramente mais compactas do que aquelas
obtidas com o uso de 3. O vetor @ é o vetor rotagdo que sera utilizado na formulagio do MED
apresentada neste capitulo. E oportuno mencionar que a paramettizagio com ¢ foi também proposta, de

forma independente e praticamente simultinea, em Brasiel [39], como j4 dito no Capitulo 1.

Nota. A restricio de que a magnitude das rotacdes deve ser inferior a 7 nio chega a configurar, para
os propésitos pretendidos neste trabalho, uma desvantagem dessa parametrizago. No MED, a
solucio das equagdes que governam o movimento das particulas é feita por integracio numérica, o
que implica a discretizagio do tempo em instantes. Se, entre dois instantes consecutivos, a descrigio
do movimento for do tipo lagrangiana atualizada (como é o caso da formulagio apresentada a seguit),
as rotacOes serdo compostas somente entre esses dois instantes, de maneira que a restricio devera ser
obedecida apenas entre eles — o que nio é dificil de ser atendido, ja que os passos de integracio

dificilmente (ou até mesmo jamais) serdo grandes o suficiente para ocasionar uma violagio.

Nota. Convém destacar que parametriza¢des nio vetotiais para as rotagdes também sdo possiveis —
e, de fato, utilizadas em um grande niimero de formula¢des do MED encontradas na literatura. Nesse
sentido, a parametrizagio com quatérnions é sem ddvida a mais comum (vet, por exemplo, as
formulacdes de Omelyan [40], Péschel e Schwager [4], Rubio-Largo et al. [41] e Servin e Wang [42],
para citar somente algumas). Os quatérnions foram idealizados por W. Hamilton (1805-1 865) em
meados do século XIX, no contexto dos niimeros complexos e sua representagio em espagos
euclidianos tridimensionais, na tentativa de construir uma 4lgebra para a multiplicagio e divisio de
triplas de ntimeros. Imediatamente, A. Cayley (1821-1895) percebeu a sua conexdo com a
parametrizacio empregada por Rodrigues na dedugio da formula da composicao das rotagdes,
encontrando-The uma aplicacio bastante importante. O uso dos quatérnions conduz a expressoes
algébricas extremamente simples na manipulacio das rotagdes — uma grande vantagem sobre as
parametriza¢Ses vetoriais. Traz contudo, algumas desvantagens. Primeiro, os quatérnions sio
entidades puramente algébricas, sem o significado geométrico que tém os vetores (um quatérnion nio
pode set “visualizado” no espago euclidiano, embora contenha a informacio de um vetor). Segundo,
utilizam quatro patimetros para tepresentar a rotagao, ao invés de trés como os vetores. Terceiro,
seus quatro parimetros precisam obedecer a uma restrigio, a sabet, a de que a soma de seus
quadrados deve ser igual 4 unidade, para que possam representar uma rotagao (apesar de
aparentemente simples, essa restricio ndo é facil de ser satisfeita em aplicacGes numéricas). E, por
fim, a extracio de um quatérnion a partir de um tensot rotagio nio é uma operagio trivial. Ainda

assim, devido 4 sua grande simplicidade algébrica, os quatérnions sao bastante utilizados na
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manipulacio de rotagdes finitas, nas mais variadas aplicagdes. Na opinido do autot, o uso da
parametrizagio vetorial com o vetor de Rodrigues, por permitir a facil composicio de rotagdes com 2
férmula (2.9) ou (2.12), compensa as vantagens advindas da patamettizacio com quatérnions. Com o
beneficio adicional de que permite que as rotagdes sejam descritas da mesma maneira que as
translacdes, i.e., pot meio de vetores, o que além de ser formalmente atraente é também vantajoso do
ponto de vista computacional. A tnica desvantagem, lembra-se, é a de que as rotagGes devem set

limitadas a 7 entre duas configuragdes consecutivas.

2.3 Cinematica e dinimica de uma particula

Esta secio se concentra na unidade basica de um sistema de particulas. Busca descrever o movimento
de uma particula individual no espaco tridimensional, e as forcas nele envolvidas. Para tanto, considere-se
uma particula esférica de raio r e massa especifica p conhecidos. Seja {O,e,,€,,€;} um sistema de
referéncia fixo, com origem no ponto O e base ortonormal {e,,€,,€e5}, chamado de sistema global, e seja
{C, ef 3 eg ,€5} um sistema de referéncia mével vinculado 2 particula, com origem em seu centro C e base
ottonormal {ef , eg , eg} , chamado de sistema local da particula (esse sistema se move solidaria e
rigidamente a particula), conforme ilustrado na Figura 2. Considere-se um observador que contém o
sistema global’, ¢ sejam (%, %, ;) (ou, indistintamente, (z, Y, 2)) as coordenadas em cada uma das
direcdes desse sistema. No instante tp , 2 particula ocupa uma determinada regido do espaco, denominada
de configuracio de referéncia, sendo ¢, < tp <tp, onde #, € o instante correspondente asua
configuraciio inicial e ¢z o cotrespondente 4 sua configuragio final. Num instante posterior qualquer ¢,
tp <t < tp,ocupaa regiio denominada de configuragio atual.

Seja & o vetor posigio do centro da particula na configuracio de referéncia, com a notagio O
sendo introduzida para designar grandezas na configuragio de referéncia, e seja a” o vetot totagio de
Rodrigues da particula nessa configuracio, responsavel por fornecer a orientagio espacial da particula em
relacio 2 configuragio inicial. E importante observar que, embora a particula seja esférica e portanto tenha
otientacio espacial irtelevante, o conhecimento de sua rotagdo entre as configuragdes de referéncia e atual
pode ser necessatio, j4 que a agdo de forgas que tém excentricidade em relagio ao seu centro pode induzir
o seu giro — fato que deve ser considerado na descrigio de seu movimento. A rotacio observada entre
essas duas configuracdes é representada aqui pelo vetor rotagdo incremental (de Rodrigues), o” . Ja a
rotacio total (i.e., aquela em relaciio 3 configuracio inicial) é representada pelo vetor rotagio total o, que
pode set obtido fazendo-se a composigio de a” e a® por meio de (2.12).

A posigio de um ponto material genérico da particula na configuracio de referéncia € expressa por
T 7 r
T =z +71, (2.13)

onde 7" ¢ o vetor que liga o centro C ao ponto, conforme ilustrado na Figura 2. Na configuragio atual, a

posicao desse ponto é dada por

7 No que segue, todas as grandezas serdo definidas em relacfio a esse observador.
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Configuragio de
referéncia

Configuragio
atual

Figura 2. Cinemitica de uma patticula. Por simplicidade, os vetores de rotagdo e
velocidade angular nio estio representados.

z=z +7r, (214
onde
r=Q,r", (2.15)

sendo @, o tensor rotagio que descreve a rotagio da particula entre as duas configuragdes, dado de (2.11)

pot
4 1 .9
Q, =1+ > A, +-A (2.16)
4+ 0o 2
onde a, = |a*| ¢ A, = Skew(a”). A velocidade do ponto genérico na configuragio atual, v, é dada
pela detivada no tempo de (2.14), o que fornece
v=a':c+'r"='vc+QAQATr=vc+.Qr, (2.17)

onde v = @&, ¢ avelocidade do centro da particula (com a notagio de ponto superposto sendo utilizada
para designar detivagio em relagio ao tempo) e §2 = Q AQZ é o tensor velocidade angular da particula.
Nota-se que §2 ¢ antissimétrico, e portanto possui um vetor axial, designado por w = axial(£2),
chamado de vetor velocidade angular da particula. E possivel mostrar, a pattir de (2.16) (e apés alguns

algebrismos) que

. 4 1 -
R Ty _ i “A __ = A
w—-ax1a1(QAQA)—4 = [I+2AA]a =Z,a°. (2.18)

A

Assim, pode-se escrever (2.17) também da seguinte forma:
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v=v +wXr. (2.19)

A aceleracio do ponto genético na configuragio atual, @, é dada pela derivada no tempo de (2.17), o

que fornece
a=19 +82r+ 02 =a_+ Qr + 2Q,Q5r) =a_+ Qr 4+ Qr (2.20)

onde @, = U, éa aceleragio do centro da particula e £2 é o tensor aceleracio angular da particula, que,
assim como §2, também ¢é antissimétrico, tendo como vetor axial o vetor w = axial(§2), chamado de
vetor aceleracio angular da particula. Logo, a expresssio (2.20) pode também ser escrita da seguinte

forma:
a=a +wxr+wx(wxr). (2.21)
O momento linear da particula na configuragio atual, A, é dado, com a ajuda de (2.19), por
A= j;,p'vdV = f‘_p'uch—i-pr(wxr)dV =mu,_, (2.22)

onde V é o volume da particula (que é constante no tempo por hipétese, ja que a particula é um sélido

rigido) e
m = ﬂ pdV (2.23)

é 2 sua massa (também constante pot hipétese, ja que valem os principios da mecanica dos sélidos
rigidos). Observa-se que em (2.22) uma das parcelas na segunda igualdade se anula, em virtude de o vetor
7 ser definido em relagio ao centro da particula, que é também o seu centro de massa.

O momento angular da particula em relagio ao seu centro na configuracio atual, p_, € dado por

(com a ajuda de (2.14) e (2.19), e apds algumas manipulagbes algébricas)

s _—_J;'(g;xpv)dV:zcvap(vc+w><r)dV—|—j;rr><p('vc+w><r)dV

(2.24)
= z . xmv, +dJw,
onde
J = ﬁ ol —r®rldV (2.25)
é o tensor de inércia da particula em relagdo a C, que por ser esférica é constante no tempo e resulta
T .2, 5o
J. =i, j—gmr . (2.26)

Em (2.25), I é o tensor identidade e o simbolo “® ” denota produto tensorial. De (2.22) e (2.24), decotre

que a derivada no tempo dos momentos linear e angular resulta em

A=ma_ e [ = jw. @2.27)
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Seja agora f°! o vetor que agrupa as forgas e as resultantes de forcas que atuam sobre a particula na
configuragio atual, chamado de vetor das forgas totais (cujo ponto de atuacio € o centro da particula), e

seja m!° o vetor que agrupa os momentos e as resultantes de momentos que atuam sobre a particula em

C
relacio ao seu centro também na configuracio atual, chamado de vetor dos momentos totais em relagao a

C. De acordo com as leis de Euler, as seguintes relagdes devem ser satisfeitas na configuragio atual:

A’ — ft()t N [:ll(: . mtnt , (228)

C

que, com a ajuda de (2.27), conduzem as seguintes equagdes do movimento, que governam a dinamica da

particula:

ma_ = f e jw=m. (2.29)

Deve-se observar que a descrigio do movimento apresentada acima ¢ do tipo lagrangiana
generalizada, uma vez que a configuragio de referéncia ndo necessariamente se confunde com 2a
configuragio inicial. De fato, no préximo capitulo, quando se proceder 2 solugio numérica de (2.29), o
tempo sers discretizado em instantes {0,,4),.., 8,41, ..,tp} e, entre duas configuragdes consecutivas,

correspondentes por exemplo a #; e 1, , a configuracio de referéncia serd tomada como sendo aquela

correspondente a t;. Essa abordagem conduz a uma descricio que € do tipo lagrangiana atualizada.

Nota. A consideracio de particulas niio esféricas acarreta uma cinematica apenas ligeiramente mais
elaborada, mas que segue os mesmos passos apresentados nesta segio. Nesses casos, recomenda-se
definir 0 momento angular em relagio ao centro de massa da particula (da mesma forma como feito
acima), o que simplifica as expressdes. O tensor de inércia, naturalmente, deve ser calculado para a
fotma geométrica considerada, por meio de (2.25) (recomenda-se adotar eixos locais alinhados com
os eixos principais da particula, o que simplifica a sua expressio). No caso geral, J_ nio resulta
constante no tempo, e esse aspecto exige um pouco mais de atencio quando se efetua 2 derivada no
tempo do momento angular, com vistas 4 obten¢do de expressoes anilogas a (2.27). Um artificio
conveniente é utilizar uma descricio ligeiramente diferente para a parcela angular do movimento, em
que a velocidade angular e o tensor de inércia so retrorrotacionados para a configuragio de
referéncia, onde sio invaridveis no tempo; ver Pimenta et al. [37] e Campello et al. [38]. A parte disso,

a cinematica e a dinfimica sio exatamente as mesmas das que sio apresentadas aqui.

2.4 Sistemas de varias particulas

Para descrever sistemas de vérias de particulas, uma pequena modificagio na notacio € feita em
relacio 4 segio anterior. O indice alfabético, utilizado para designar o ponto a que algumas grandezas se
referem (como, por exemplo, o indice C do vetor &), sera substituido por um indice numérico,
indicando o niimero da particula a que se refere a grandeza. Em se tratando de grandezas referentes a um
ponto, subentende-se doravante que esse ponto € o centro da particula (para se referir a outros pontos,

notacio especifica sera introduzida onde necessario). Assim, Z; (¢ = 1,2,3,...) passa a designar o vetor
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Particula §

Ampliacio nas vizinhangas da particula

Sistemna de NV 5 particulas

0 )
€

Figura 3. Sistemas de vérias particulas. Representagio de uma particula genérica . O centro da particula é designado por C; eo
. ¢ c - 3 . - <
seu sistema local por {efi, € eg,i} . Por simplicidade, os vetores posigio, rotacio, velocidade angular e aceleragio ndo estio

representados.

posigio do centro da particula % na configuragio atual, e v; e @; o vetor velocidade e o vetor aceleracio,
respectivamente, do seu centro nessa mesma configuragio. Além disso, grandezas que anteriormente
foram introduzidas sem indice (por se tratarem de grandezas da particula e ndo de um ponto da mesma,
como ¢é o caso do vetor rotacio incremental @), serdio agora designadas com o indice numérico da
patticula a que se referem. Dessa forma, aiA , W, e W, sdo, respectivamente, O Vetor rotacao incremental,
o vetor velocidade angular ¢ o vetor aceleragio angular da particula ¢ na configuragio atual.

Considere-se um sistema de N p particulas esféricas imersas em um determinado meio, cada uma
com raio 7;, massa especifica p; e carga elétrica ¢; (2 = 1,...,Np) conhecidos, conforme ilustrado na
Figura 3. O centro de cada particula ¢ designado por C,. Admitindo que o meio ¢ fluido ¢ inerte, e que
tem densidade e viscosidade conhecidas, as forgas que atuam sobte uma particula genérica ¢ podem set

agrupadas no vetor de forgas resultantes ou forgas totais da particula, fit"t , dado por
]L;tot — j.;ce + j.;arr + j.;at-rep + f;ad + ficon + f;atr , (230)

onde f°¢ é a resultante das forgas de campos externos exercidos sobre 4 (forcas de campos
gravitacionais, elétricos e/ou magnéticos exteriores existentes no local onde o sistema se encontra), [ é
a forca de arrasto exercida pelo meio sobre i (decorrente da densidade e da viscosidade do meio), Frre
é a resultante das forcas de atracio e repulsio que atuam sobre i (devido 2 interagdo de ¢ com outras
particulas), fiad é a resultante das forcas de adesio sobre 4 (adesdo a outras particulas e/ou a supetficies

rigidas), £ é a resultante das forcas normais de contato mecanico sobre % (contato ou colisdo com
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outras particulas e/ou com superficies rigidas) e f;*” ¢ a resultante das forgas de atrito sobre ¢ (que
decorrem dos contatos ou colisbes com outras particulas e/ou supetficies rigidas). Todas essas forgas, a
excecio das forcas de atrito, sio admitidas centrais, isto é, sdo forcas que atuam no centro da particula e,
quando envolvem uma relagio com outra particula j, tém a direcio dada pela linha que une os centros de
i e j. As forcas de atrito, por sua vez, atuam no ponto de contato de i com j, que é um ponto material
sobre a supetficie das particulas, e tém direcao tangencial 4 mesma. Outras forgas podem ser consideradas
em (2.30), como por exemplo, forgas de empuxo induzidas pelo fluido (essas sio admitidas despreziveis
neste trabalho; tal aproximagio € aceitivel se o fluido tiver densidade muito baixa frente a densidade das
patticulas, fato que é admitido aqui), fotcas de Magnus, etc.; para os propésitos deste trabalho (que,
lembra-se, é a modelagem de matetiais granulares secos), no entanto, as forgas indicadas acima sio
suficientes. Elas serio detalhadas nas se¢Ges subsequentes.

Os momentos que atuam sobre 2 particula 4 com relacio a0 seu centro C; podem agrupados num

tot

vetor de momentos resultantes ou momentos totais, M,” , € uma vez que a unica forca que possui

excentricidade em relagio a C; é forca de atrito (pelas hipéteses acima), ele € dado por
mit = mM"" (2.31)

onde M é a resultante dos momentos que atuam sobre ¢ com relagio ao seu centro devidos a0 atrito
com outras patticulas e/ou superficies rigidas.
Todas as particulas do sistema devem obedecer as leis de Euler em todos os instantes de tempo. Em

particular, no instante ¢ da configuragio atual, deve-se ter

A =ma, e [ =jw, i=12..,Np, (2.32)

2 11
o que conduz a

ma, = f' e juw,=m", i=12.. Np, (2.33)

% (3

que sd0 as equagbes que governam a dinimica do sistema. Como se vera nas se¢des a seguir, as forgas e
momentos totais de uma particula no instante ¢, em geral, dependem das posices, velocidades,

otientacdes espaciais e velocidades angulares de todas as outras particulas nesse mesmo instante, isto é,

tot ptot :
£ =100, §=12.,Np

tot = tot

_ 2.34)
m.” = m; (a:j,vj,aj,wj), j=12,..,Np,

1

o que implica que (2.33) consiste num sistema de equagGes diferenciais fortemente acoplado, que
invariavelmente (salvo casos muito simples) tequet solugio numérica. Esse aspecto serd abordado no
préximo capitulo. Nas segdes que se seguem, modelos fenomenolégicos para caracterizar as diversas

forcas envolvidas em (2.30) sdo considerados.

2.5 Forgas de campos externos
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As forcas de campos externos sio aquelas que decorrem da eventual existéncia de campos
gravitacionais, elétricos e/ou magnéticos (e ocasionalmente outros) exteriores ao sistema no local em que
ele se encontra. Esses campos sio considerados aqui desacoplados entre si e estiticos em relagio a0
sistema, i.e., eles nio sdo afetados pelo movimento das particulas. Sejam g o vetor aceleragdo que define
o campo gravitacional, E o vetor que define o campo elétrico e B o vetor que define o campo
magnético no ponto em que uma particula 4 se encontra (note-se que esses dois tltimos, embora sejam
vetores, sdo aqui designados por letras maitsculas, para ficar em conformidade com a notagao usual da

eletrodinimica). A resultante das forgas de campos externos que atuam sobre ¢ € dada por
f;ce =mg + qu + q,9; X B, (235)

onde m; éamassa de i, obtida a partir de sua massa especifica p;. A soma das duas dltimas parcelas na
expressio acima resulta na chamada forga de Lorentz. Um grande nimero de fenémenos envolvendo os
materiais granulares pode set estudado sem a necessidade de considerar campos elétricos e magnéticos
externos, como por exemplo quando os grios sdo de dimensio relativamente grande, como nos s6lidos
granulares e sélidos quebrados, em que as forgas de inércia sdo preponderantes (virios materiais
granulares da natureza, no seu estado bruto, sdo exemplos disso, como areia, cascalho, blocos de rocha,
etc.). A consideracgio de E e B pode ser Gtil, entretanto, no estudo de processos industriais que
envolvem o manuseio de solidos granulares finos, além de pés e particulas ionizadas, como, por exemplo,
nos métodos de deposicio de camadas protetoras sobre superficies sélidas e nos métodos de pintura
eletrostatica. Salienta-se que 2 influéncia dos campos eletromagnéticos autoinduzidos (i.e., aqueles gerados
pelas cargas das proprias particulas) é considerada desprezivel neste trabalho. Essa hipétese ¢ vilida desde
que as velocidades das particulas sejam bastante inferiores 4 velocidade da luz, o que € aqui admitido. Em
geral, as forgas de campos externos sio as forcas mais simples de se caracterizar no MED, por decorrerem
de parimetros externos ao sistema e que sio tomados como invariaveis no tempo (embora, ndo

necessatiamente, 10 espago).

2.6 Forgas de arrasto

As forcas de arrasto tém otigem no atrito e na pressio que o meio fluido (de viscosidade e densidade
ndo nulas) exerce sobre a particula quando essa se desloca em relagao a ele. Uma forma simples de
caracterizé-las, mas suficientemente geral para os propésitos deste trabalho, é por meio da seguinte

expressio classica, devida a Lord Rayleigh e conhecida como equagao do arrasto:

1
arr __ _ —

& =- ZPFCAAz' lv; — vpll(v; — vp), (2.36)
onde pj ¢ a densidade do fluido, C, é o coeficiente de arrasto, A, é adrea “frontal” da particula em
relacio a0 escoamento (que, sendo ela esférica, vale A= 7”7:'2) e vy ¢ avelocidade local do fluido, i.e., é
a velocidade (média) do escoamento na regido em que a particula se encontra. O coeficiente de arrasto é

uma grandeza adimensional que depende da forma geométrica da particula e também das caracteristicas
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do escoamento. Para fluidos incompressiveis, como é o caso quando a velocidade relativa entre a particula
e o fluido é inferior 2 velocidade de propagacio do som no fluido?, um modelo simples e bastante

eficiente de caracterizi-lo é escrevendo-o em funcio do nimero de Reynolds, Re, conforme indicado a

seguir:
e Para 0<Re<1, C,=24(Re)"; (2.37)
e Para 1<Re<400, C, =24(Re)"*; (2.38)
e Para 400 <Re<3x10°, C,=0,5; (2.39)
e Tara 3x10° < Re <2x10°, C, = 0,000366(Re)"**"; (2.40)
e Para Re>2x10°, C, =0,18; (2.41)
onde
or. n—
Re = 2ipellv = vrl 242
W

é o nimero de Reynolds do escoamento na regido em que 2 particula se encontra, sendo 77, a viscosidade
do fluido. Esse modelo foi proposto por Chow [43] (ver também Crowe et al. [44], pp. 69-75, para uma
discussio mais detalhada), e graficamente cotresponde 4 curva apresentada na Figura 4. Ele é uma
aproximacio da chamada curva padrio do atrasto, que é conhecida (expetimentalmente) para esferas de
supetficie lisa. O fato de C ser varidvel para uma forma geométrica fixa pode ser explicado pelas
alteracdes que ocorrem na camada limite aderida a particula, que tem a espessura e 0 escoamento interior
modificados conforme mudam as caracteristicas do escoamento ao seu redot, isto €, conforme muda o
niimero de Reynolds. Para esferas de superficie rugosa, modelos andlogos podem ser considerados. E

oportuno observar que a consideragio de particulas nio esféricas requer modelos de arrasto especificos.

Nota. Uma maneira indireta e bastante simplificada de se considerar o arrasto no movimento de uma

particula é aproximando-o por uma forca de amortecimento, conforme a seguir:
arr ~ pamort _
VA / = —p4(v; — vp), (243)

onde p, ¢éum parimetro de amortecimento, a ser arbitrado ou determinado empiricamente. Essa
expressio pode ser interpretada como um modelo stokesiano de atrasto, ja que implica que ele é
diretamente proporcional 2 velocidade relativa entre a particula e o fluido. Modelos stokesianos sao
validos pata escoamentos laminares com baixissimo niimero Reynolds (idealmente, Re < 1),em
que as forgas de viscosidade preponderam bastante sobre as forcas de inércia. Isso ocotre, por
exemplo, quando as velocidades sio muito baixas e a viscosidade do fluido é muito alta, ou quando a

escala do escoamento é muito pequena. Um exemplo de escoamento stokesiano na natureza € o

8 Essa hipbtese é verificada em um grande nimero de fenémenos que envolvem o movimento de materiais granulares, e serd
admitida neste trabalho.
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Figura 4. Coeficiente de arzasto em fungio do niimero de Reynolds (eixos em escala logaritmica). Esse
modelo aproxima a curva padrio do arrasto para esferas de superficie lisa.

movimento de lava vulcinica. Note-se que o modelo mais geral, dado por (2.36) em conjunto com
(2.37)-(2.41), reproduz (2.43) quando 0 < Re < 1. A expressio (2.43) também pode ser entendida
como uma maneira expedita de se introduzir dissipagio de energia no sistema, sendo de fato

frequentemente utilizada com esse proposito.

Nota. O efeito das forgas de Magnus no movimento das particulas ¢ admitido desprezivel neste
trabalho — apesar de poder ser facilmente incorporado. Nesse caso, um termo adicional

j"iMag = M,w, X v, (M, = constante que deve ser arbitrada ou determinada empiricamente)
precisaria ser acrescentado 4 equagio (2.30). As forgas de Magnus aparecem sempre que uma
particula se desloca com velocidade angular diferente de zero em um meio, como consequéncia de os
pontos matetiais de sua superficie possuitem velocidades translacionais diferentes (essas velocidades
sdio funcio da posi¢io do ponto em relagio 20 centro da particula e 4 diregdo do escoamento) e, logo,

estarem sujeitos a arrastos diferentes. O efeito liquido dessas diferengas de € a forca de Magnus.

2.7 Forgas de atragao e repulsio

Forgas de atracio e repulsio sdo forgas que agem entre dois corpos que, no geral, ndo estio em
contato fisico entre si. Podem ser de natureza nuclear, eletromagnética ou gravitacional. No contexto dos
materiais granulares, as de natureza eletromagnética costumam ser as mais relevantes. Somente nos casos
em que os corpos tém massas e dimensdes relativamente grandes (como, por exemplo, asteroides e corpos
celestes) é que as gravitacionais também o sio. Neste trabalho, a terminologia “forcas de atragio e

repulsio” ser utilizada para designar as forgas de atragio e repulsdo de natureza eletromagnética. Essas,
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por sua vez, tém origem nas interacdes que ocorrem entre as nuvens de elétrons dos atomos dos dois
corpos quando esses sio colocados a uma distancia suficientemente préxima entre si. A rigot, o
conhecimento dessas forcas requer a determinagio dos campos elétrico e magnético que decorrem das
nuvens de elétrons, o que pot sua vez exige a solucio das equagdes de Schrédinger e de Maxwell na escala
atdmica dos corpos — o que é muito dificil (se ndo impossivel) de ser levado a cabo, mesmo
computacionalmente. Por conta disso, é vantajoso recorrer a expressoes semiempiricas para se caracteriza-
las, dadas pela combinagio de forgas “efetivas” de atracio e repulsio?®. Aqui, a forca de atragdo e repulsio
que atua entre duas particulas i e j, ou forca aplicada em 4 devido 2 atracdo e repulsio por j, € dada

pela seguinte expressao:

1 Ry 1 a'!'f‘p
fotrer = | ——— | n — kT ————— | ny, (2.44)
’ W=l 7 Ul T
onde k;-t , @y, kT e o, sio parimetros matetiais determinados empiricamente e
T, — T,
n, = L — (2.45)
I T, — % I

é o vetor unitério que aponta do centro da particula % para o centro da particula j,ie., € o versor que da

a direcio central entre as particulas no sentido de i para j . Note-se que, pelo principio da agiio e reagio,

a forca correspondente que atua em j ¢ dada por ab-rep — _ fab-rey

A at
g 7. Os parametros k;” e

at

k;t, a,, > 0) definem a parcela atrativa da forga, ao passo que ki;” e o, (ki? 50, 2 0) definem a
parcela repulsiva. Essa exptessio tem origem nos potenciais de forca desenvolvidos de forma
semiempirica 4 época do surgimento das teorias modernas de dinimica molecular, quando o conceito de
energia foi introduzido como uma abordagem alternativa para representar as interacoes entre atomos e
moléculas, sendo as forcas obtidas pela diferenciacio desses potenciais. Um exemplo bastante conhecido é

o potencial de Lennard-Jonnes (Lennard-Jonnes [45] apud Haile [24]), dado por

1 6 1 12
Vd)=a|—| —b| =1 , (2.46)
Id| ]

onde d é a distincia entre o par de 4tomos ou moléculas considerado e a e b sio constantes a serem
ajustadas empiricamente. A parcela atrativa desse potencial se refere 20 que hoje é conhecido como forgas
de van der Waals. A diferenciacio de (2.46) com relagio d fornece uma expressio de forga formalmente

idéntica a (2.44), com kg.t = 6a, a,, =7, k¥ =12b e o, = 13. No ambito da dinimica molecular,

ep
varias outras representagdes sio possiveis; ver, por exemplo, Rapaport [23]. Remete-se também ao

trabalho de Frenklach e Carmer [46] para uma discussio sobre diversos modelos e uma comparagao entre

9 Nao faz parte do escopo deste trabalho fazer uma representagio rigorosa dessas forcas, para o que seria necessasia a
consideracio de conceitos da termodinmica clissica e estatistica, e também da mecénica quintica. Ao invés disso, expressdes
simples, que possam capturar os fendmenos essenciais envolvidos (no caso, atragio e repulsio em funcio da distincia entre as
particulas interagentes) por meio de grandezas “efetivas”, sdo preferidas. O leitor interessado em se aprofundar nesse assunto
pode consultar o excelente tratado de Israclachvili [47]. Um étimo histérico sobre o estudo dessas forcas desde o século XVII
também ¢é apresentado, logo no inicio do livro.
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eles.
U caso particular que pode ser obtido a partir de (2.44) é quando as forcas de atragio e repulsio sio

devidas a interacbes puramente eletrostaticas, as quais sdo regidas pela lei de Coulomb e resultam em

2
fat-rep _— 9 qj 1
%

; = (2.47)

onde g; e g; (lembra-se) sio as cargas elétricas das particulas i e j, e £ éa constante elétrica (ou
permissividade) do meio em que se encontram, com frequéncia dada em relacio a constante elétrica do

vécuo, €. Essa expressio é obtida fazendo-se

at

4;9;
R

=2, K2=0 e a, =0 (2.48)
Awe g

aat rep

em (2.44), onde se subentende que a parcela ndo nula se refere tanto a uma forca de atracido quanto a uma
de tepulsio, conforme o sinal das catgas envolvidas. Forgas eletrostiticas podem aparecer em ateriais
granulares devido, por exemplo, 4 redistribuigio de cargas elétricas que tenham eventualmente sido
induzidas por atrito entre os grios — fendmeno muitas vezes observado em silos de armazenamento e em
navios graneleiros, e que pode ocasionar faiscas e, na presenga de gases inflamaveis, até mesmo explosoes.
Alguns tipos de grios metlicos e pés finos, por sua vez, costumam ser carregados eletricamente em
processos industriais com vistas 4 sua aplicagio sobre supetficies, como em certos métodos de pintura e
jateamento e em métodos de deposi¢do de camadas antiabtasivas e barreiras térmicas (ver, por exemplo,
Zohdi [22]).

As forcas de atracio e repulsio eletromagnéticas costumam set despreziveis quando a dimenso das
particulas é razoavelmente grande, de cerca de 1 mm ou mais (Zohdi [5], p. 10). Ja para particulas menores
do que 1 mm, quase sempre tém magnitude semelhante (ou até mesmo maior) 4 das demais forgas
envolvidas.

A resultante das forcas de atracio e repulsio que atuam sobre uma particula ¢, decorrente de sua
interacio com todas as demais particulas do sistema, é dada por

Np

fiat-rep — Z ‘ﬁ;t-7'ﬁli. (2.49)

j=Ljw=i

Nota. B comum classificar as forcas de atracio e repulsio em forgas de alcance curto e forcas de
alcance longo. Tsso é feito a partir dos expoentes que definem a sua energia potencial, posto que sao
eles que governam o decaimento da forca com relagio 2 distincia entre as particulas. Forgas cujo
potencial tem expoente menor ou igual a 3 s3o consideradas forgas de alcance longo, enquanto
aquelas cujo potencial tem expoente maior do que 3 sao consideradas forcas de alcance curto. As
forcas de natureza eletromagnética em geral sio de alcance curto (uma excegio € forca eletrostatica);
a forca gravitacional, por sua vez, ¢ de alcance longo. Outra classificacio é em funcio da intensidade

dessas forcas. As forcas eletromagnéticas sio forgas fortes (embora, como dito, em geral de alcance
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curto), 20 passo que as forgas gravitacionais sdo forgas fracas (mas de alcance longo). As forgas
eletrostaticas sio fortes e de alcance longo. Remete-se a Istaelachvili [47] para uma discussio
aprofundada no assunto, incluindo vérios exemplos numéricos que calculam a ordem de grandeza

dessas forgas pata diferentes entidades interagentes.

Nota. Os potenciais de forga (e, consequentemente, as forgas que deles decorrem) podem apresentar
uma distincia a pattir da qual a interacdo que eles representam se torna instavel, no sentido de que
uma minima perturbagio na configuracio das particulas ocasiona efeitos drésticos. Essa distancia ¢
comumente chamada de distincia ctitica, e pode ser determinada analisando-se o sinal das derivadas
do potencial. Uma condigio necessatia e suficiente para a estabilidade € que o potencial seja uma
funciio convexa da distincia. O ponto em que ele deixa de ser convexo e passa a ser concavo, se
houver, é o ponto de instabilidade. As interages entre particulas que estio afastadas de uma distancia
maior do que a distincia ctitica devem ser tratadas com muito cuidado. Um artificio usual é despreza-

las pot completo. Para detalhes, ver, por exemplo, Zohdi [5], pp. 107-112

2.8 Fotrgas de adesdo

A adesiio entre duas particulas pode ocorrer quando essas sdo colocadas em contato fisico ou a uma
distancia suficientemente préxima entre si, podendo a partir daf ser induzida por fatores internos ou
externos s mesmas. No primeiro caso, as forgas de atragio e repulsdo eletromagnéticas que agem sobre
elas podem ter a sua parcela atrativa significativamente aumentada devido 4 proximidade ou 20 contato;
havendo contato, as deformacdes localizadas que se processam em suas superficies aumentam a 4rea de
contato e logo expdem um mimero maior de suas moléculas, elevando, por exemplo, as forgas atrativas de
van der Waals. As particulas podem encontrar uma posicio de equilibrio mecinico em que ficam aderidas,
sendo o acréscimo das forcas de atracio chamado de forga de adesdo. No segundo caso, 2 adesdo pode ser
induzida pela acio de elementos ligantes presentes no meio fluido em que as particulas se encontram, ou
aplicados sobre suas supetficies, os quais podem desenvolver forcas atrativas quando as particulas se
tocam ou ficam suficientemente proximas entre si, formando eventualmente uma ligagdo. Isso pode se dar
por meio de reagdes quimicas, por meio de efeitos de temperatura (que podem causar amolecimento e
derretimento de matetial), por uma combinagio de ambos, ou também por efeito de capilaridade (causado
por goticulas de liquido eventualmente presentes no meio, que podem aderir 2 supetficie das particulas). A
forca de ligacio ¢ entdo chamada de forga de adesio. Em qualquer dos casos, as forcas de adesdo sao, em
ultima instancia, forcas eletromagnéticas.

O primeiro estudo teético rigoroso das forgas de adesio em sdlidos foi feito por Johnson, Kendall e
Roberts [48] no inicio dos anos 1970, e constitui o que ¢ hoje conhecido como teoria JKR. Os autores se
basearam em estudos anteriores de H. R. Hertz (1857-1894) e desenvolveram uma expressio para a forca
de adesio entre esferas elésticas lisas postas em contato, com base na deformagio das mesmas e na energia
de superficie de seus materiais. Consideraram apenas a adesio induzida pelas proprias esferas, ie., aquela

devida as forcas de van der Waals, sem a presenca de elementos ligantes.
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Neste trabalho, com a intencio de caracterizar as forgas de adesio por meio de uma expressao que
seja razoavelmente simples, mas que a0 mesmo tempo seja valida para representar tanto a adesdo
“espontinea” (i.e., aquela induzida pelo contato mecanico) como a “forgada” (i.e., aquela induzida por
elementos ligantes), recorre-se 2 um modelo semiempirico. Esse é baseado na deformacio local observada
entre as superficies das particulas e na rigidez da ligacéo. Considerem-se duas particulas ¢ e j, conforme

ilustrado na Figura 5, ¢ seja §;; o comprimento definido por
&, =z —a;[ = (r + ) (2.50)

que representa o afastamento entre as suas supetficies, quando resulta em um valor positivo, ou o
encurtamento combinado de seus raios no ponto de contato!, quando resulta em um valor negativo. Seja
€; uma medida de deformacio local entre as particulas, definida como

5,

5i. = -——L’ (251)
A

i T

vilida quando 6,; < 0, e seja £, um valor ctitico (conhecido) de deformagio. A forga de adesio entre 4

e j, ou forca que atua em ¢ devido 4 ades@o a j, € dada por

fz.;.ld = ki"jd(eij)ﬂ Ny, €5 2 € (2.52)

iy = Te¢?

onde kg-d ¢ um parametro relacionado 4 rigidez da ligagio, § é um pardmetro material a ser ajustado
empiticamente e 7,; € a direcio central entra as particulas no sentido de ¢ para j, dada por (2.45). Note-
se que a forga de adesdo s6 se manifesta quando 2 deformagio local atinge ou supera a deformacio critica
£, ; caso contrario, tem valor nulo. Note-se também que a forca de adesio que atua em j ¢é dada pot

fﬁd =— f;d . B importante obsetvar que esse modelo, assim como outros de segoes subsequentes, viola
a hipotese de esferas infinitamente rigidas. Tal violagao, contudo, é apenas local e é intrinseca do MED
quando hi contato fisico entre duas particulas. Ela ocorre somente para permitir o uso de modelos
fenomenolbgicos na caracterizagio das forgas desenvolvidas na regido do contato. A cinematica das
particulas continua sendo a cinematica dos sélidos rigidos. Assim, desde que as deformagdes (2.51) sejam
suficientemente pequenas, a ponto acarretar alteragdes despreziveis na geometria das particulas e em seus
tensores de inércia, é uma violagio aceitavel.

Uma interpretacio que pode ser dada pata o que acontece quando (Sij < 0 é que as particulas
softem uma interpenetragio na regiio do contato, isto €, apresentam uma regido de sobreposi¢ao. Isso € uma
irrealidade do ponto de vista fisico, mas vale como artificio para se determinar as forcas de contato
envolvidas. Nesse caso, é comum referir-se 20 comprimento 6,; como sendo 2 interpenetracao entre as

particulas. Se ela for suficientemente pequena em relacio as dimensoes das esferas, tera poucas

10 A rigor, ndio existe um “ponto de contato”, mas sim infinitos pontos, que 530 os pontos matetiais sobre a superfiie de contato —
forma que a superficie das particulas adquire na regifio de contato quando elas se tocam e se deformam localmente. A
terminologia ponto de contate sers utilizada neste trabalho para se refetir 20 ponto material que ocupa o lugar geométrico da
projegio ortogonal dos centros das particulas sobre a supetficie de contato. Aqui, como as particulas sdo esféricas, tal lugar
coincide com o centro geométrico dessa superficie. Nesses casos, a resultante das forcas que atuam na superficie de contato € uma
forca aplicada no ponto de contato.
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€. .
2 Particulas afastadas entre si

Plano tangente a
supetficie de
contato

Supetficie de contato
(

1 ESftienSlemycontiD Vista lateral (ampliada)

Vista separada de cada particula

Figura 5. Relagio de proximidade entre duas particulas genéricas. A grandeza 6z‘j mede o afastamento entre a superficie das
particulas quando resulta em um valor positivo (figura superior), ou o encurtamento combinado dos seus raios no ponto de
contato quando resulta em um valor negativo (figura inferior). O ponto de contato, P, é definido como sendo a projegio
ortogonal dos centros das particulas sobre a superficie de contato.

consequéncias na dindmica das mestmas. Fica evidente por esses argumentos que o MED nio € adequado
para a descrigiio de sistemas onde as deformagdes das particulas sio relevantes — nesses casos, modelos
que consideram as particulas como s6lidos deformaveis devem ser preferidos.

Pelas mesmas razdes que nas forgas de atragdo e repulsio, as forgas de adesdo espontinea (aquelas
induzidas puramente pelo contato mecinico) costumam ser despreziveis quando a dimensio das particulas
é de cerca de 1 mm ou mais; para particulas menotes do que 1 mm, contudo, podem ser relevantes. O
trabalho de Avci e Wriggers [20] propde uma maneira bastante simples de se caracterizd-las, com base na
teoria JKR.

E possivel ainda acrescentar uma parcela tangencial (i.e. normal a 7,;) a expressio (2.52), para
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caractetizar uma componente tangente de adesao.
A resultante das forcas de adesio que atuam sobre uma particula ¢, decorrente de sua adesdo a nfd

outras particulas do sistema, é dada por

ad
7,

o= 3 5. (2.53)

=1,

Nota. A adesio por capilaridade é um fenémeno mais complexo e requet um modelo mais
elaborado do que o modelo acima para poder ser caracterizada satisfatoriamente. O estudo da
capilaridade, por outro lado, é antigo e existem diversos resultados que permitem estimar a adesao
que ela gera, com base na geometria do menisco (ou ponte capilar) e na tensio superficial do liquido
no meio considerado. Ver, por exemplo, Duran [3], p. 24, Crowe et al. [44], pp. 133-134 ¢
Istaelachvili [47), pp. 456-460. Infelizmente, tais resultados s6 sdo uteis a0 MED se a geometria do
menisco for conhecida para todos os pates de particulas aderidas (ou candidatas a se adetirem), o que

dificilmente ocorre. Pode-se, contudo, estabelecer critétios e tentar arbitra-los.

2.9 Forgas de contato mecanico

As forcas de contato mecanico decorrem da elasticidade e da troca de momentos linear e angular
entre as particulas quando elas se tocam ou colidem. Difetentemente das forcas de atragio e repulsio e
das forcas de adesdio, nio tém, pois, uma origem diretamente eletromagnética. Quando o contato ou
colisio é perfeitamente eldstico, as particulas trocam quantidade de movimento de forma a que esse se
conserve exatamente; do contrério, sendo apenas parcialmente elastico, parte dos momentos é perdida e
logo alguma energia cinética ¢ dissipada. As forgas de contato mecénico costumam set separadas em duas
componentes, sendo uma normal, que é a que age normalmente as supetficies das particulas, e uma
tangencial, que é a forga de atrito — que pode ou nio existir, 2 depender da rugosidade das supetficies na
regido de contato. Neste trabalho, a terminologia “forcas de contato” ser utilizada para designar apenas a
componente normal dessas forgas; ja “forgas de atrito” sera utilizada para designar a componente
tangencial, 2 qual ser4 assunto da proxima segao.

O primeiro estudo tedrico rigoroso sobre o contato mecinico entre sélidos foi feito por Hertz ja no
século XIX. Ele ests sistematizado, de forma detalhada e ainda bastante estendida, no livro (hoje classico)
de Johnson [49]. Essa obra estabeleceu o surgimento de uma subérea bastante prolifica na mecénica dos
solidos contempotinea, 2 mecanica do contato. Muito se avangou nas ultimas duas décadas, em especial
devido 4 abordagem computacional levada a cabo pelos grupos de P. Wriggers (ver Wriggers [50]) e T.
Laursen (ver Laursen [51]). O MED nio se propde a fazer uma representacio rigorosa das forgas de
contato. Ao invés disso, procura utilizar expressGes simples que permitam capturar a esséncia da dindmica
das particulas enquanto em contato, i.e., seus movimentos como corpos rigidos que se tocam, sem
resolver as complexas deformagbes localizadas que se proceésam em suas superficies durante o contato.

Por esse motivo, nio sera apresentada aqui uma descri¢io minuciosa do fenémeno do contato. O leitor
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interessado em se aprofundar no assunto pode consultar as referéncias acima mencionadas.

No contexto do MED, uma maneira simples e bastante eficiente de se caracterizar a forga de contato
que atua entre duas particulas i e j, ou mais especificamente, a forca que atua em ¢ devido ao contato
com j, é por meio da seguinte expressio geral

o = ke, Py, 259
onde kicj”" é um parametro relacionado  rigidez do material das particulas, €; é uma medida local de
deformacio na regido do contato (dada, por exemplo, por (2.51)), A é um parimetro material a ser
determinado empiricamente, e m,; é a ditegao normal entre as supetficies das particulas no ponto de
contato, no sentido de i para 7, que coincide com a diregio central dada por (2.45) j& que as particulas
sio esféricas. Do ponto de vista estritamente matematico, (2.54) pode ser interpretado como uma lei de
penalidade, estabelecida com vistas 2 impedir que 7 e j se interpenetrem mais do que um valor aceitavel.

Diversos modelos de contato podem set escritos na forma de (2.54). Os livros de Péschel e Schwager
[4] e Crowe et al. [44] discutem vérios deles, para os quais a medida local de deformagio é o encurtamento
combinado dos taios, i.e., é o valor absoluto da interpenetragio 6, ;- Os mais conhecidos dentre esses sao
o modelo linear, em que k" é uma constante e A = 1, e 0 modelo baseado na teoria de Hertz, em que
kg™ também é uma constante (dada em funcio da elasticidade e das dimensdes das particulas) e
A = 3/2. Os trabalhos de Zohdi (vide [52] e [22]), pot sua vez, costumam utilizar modelos em que a
deformacio local é dada por (2.51), e o pardmetro de rigidez dado em funcio da 4rea de contato entre as
particulas, a qual varia com a deformagio e pode set calculada por meio da teoria de Hertz. Em todos os
casos, é comum ainda somar a (2.54) uma forga de amortecimento, dada em fungio da velocidade de
aproximagio (ou afastamento) das particulas, para permitir eventual dissipagio de energia na diregao
central durante o contato ou colisdo.

Neste trabalho, adota-se um modelo baseado na teoria de Hertz, suplementado por uma forca de
amortecimento. Assim, a forca de contato que atua em uma particula ¢ devido a0 contato com outra

particula j é dada por

con 4 * * 3/2 * ¢
= —gE N8, my — d¥ymy, (2.55)
onde
EE, rr.
o= — e r=—" (2.56)
Ej(l—z/iz)—kEi(l—V]z) nt+r

sio os chamados médulo de elasticidade equivalente e raio equivalente do par de patticulas em contato
(com E; e v, o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson da particula 7, e E ; € V; 08 seus
correspondentes para a particula 7), 6; ; € O encurtamento combinado de seus raios no ponto de contato,
ou interpenetragio, dado por (2.50), Sij é a taxa de variacio desse encurtamento em relagio 2o tempo
(que ¢é igual  velocidade de aproximacio ou de afastamento das particulas na direcao central, ou seja, 2

velocidade relativa das mesmas na diregdo ;) € d* é um parimetro de amottecimento associado 2
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dissipacio de energia na diregio central durante o contato. A forca de contato que atua em J,porsua

vez, & fi"" = —f;™ . A teoria de Hertz presume que as superficies em contato sejam lisas e tenham vetor
normal bem definido em todos os seus pontos. Presume também que as deformagdes sejam pequenas e
restritas A regido de contato, de maneira a que sejam vélidas as equages da teoria linear da elasticidade.
Para particulas esféricas, desde que o valor de ¢, ; fique restrito a uma fracio pequena de seus raios, essas
hipéteses sio razoavelmente bem atendidas.

Para arbitrar o valor do patimetro de amortecimento d*, faz-se aqui uma analogia entre o
movimento das particulas na dire¢io central e a vibragdo de um sistema massa-mola-amortecedor de um
grau de liberdade nessa diredo, de massa m” , mola de rigidez k™ e amortecedor de coeficiente dr.

Sendo esse movimento descrito por 5ij , 2 €quagio que governa o sistema é

m*gij () + d*Sij(t) + k*éij (t)=0, (2.57)
que também pode ser escrita como
by, (£) + 26,w}6,, () + wi%6,(t) = 0, (2.58)
onde
d* k*
{,=—F—— e wy= (2.59)
AL m*

530 a taxa de amortecimento do sistema e a frequéncia natural nio amottecida (o indice “n” € utilizado em
€, para especificar que se trata de um amortecimento na diregio normal 20 contato). De (2.59): decorre

que
d* =2 Nm'k", (2.60)

que constitui uma maneira simples de se obter d* uma vez que m”, k* e §, sejam conhecidos. Nesse

caso, a massa " pode set tomada como sendo a massa equivalente do par de particulas, ie.,

m* = ——L—, (2.61)

mi+mj

e arigidez k* como sendo a rigidez equivalente decortente da teoria de Hertz, ie.,
d |4 ;
k* [—E*«/;*_ 16,1 2] = 28\ |5, "7, 2.62)

|63

de modo que de (2.60) tem-se
& =26 Nom BN |8, 12 (2.63)

J4 a taxa de amortecimento &, pode ser tomada como sendo aquela que decorre da definicdo do

coeficiente de restituicio e do contato ou colisio, dada por
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_ Sij (tf)

LAY idy (2.64)
51;j (ti )

e =
onde 6, ]- (tf) é a velocidade de afastamento das particulas no instante ¢; em que o contato é finalizado, ¢
51- j(ti) é a velocidade de aproximagio das mesmas no instante ?; em que ¢ iniciado. Sendo essas

velocidades dadas pela solugio de (2.58), i.e., obtidas a partir de

§,(t) = T\/L___Q_exp(_gnwot)[wm/1 €2 cos(upyf1— £21) — & sin(wp1 - €20)]
wo1— §n
(2.65)
(admitindo amortecimento subcritico), e sendo i, o instante que corresponde 4 metade do periodo de

oscilacio do sistema, i.e., o instante em que a massa, apds comprimir e descomprimir a mola e o

amortecedor, passa de volta em sua posicio inicial, dado da solugio de (2.58) por

T
tf = —*———2, (266)
Wy 1- 7

a expressio (2.64) resulta (fazendo-se ¢; = 0)

571 7r

e = exp(—¢ wpt;) = exp| ———=|.
n f {1_ 572,

(2.67)

Desse resultado, decorre que

Ine
£, = ——F—, (2.68)
Jrt +Infe

que é uma maneira bastante simples de se controlar a dissipacio de energia na diregdo central do contato
uma vez que e seja conhecido. Nesse aspecto, ressalta-se que e é um parametro que pode ser faciimente
medido em laboratério.

Convém obsetvar que, em sendo a rigidez k* aquela que decorre da teoria de Hertz, os resultados da
analogia acima sio apenas uma aproximagio. Isso porque (2.57)—2.60) e (2.65)—(2.66) sdo validos para um
sistema massa-mola-amortecedor com mola de rigidez constante, i.e., que ndo depende dos
deslocamentos, o que ndo é o caso de (2.62). Uma expressio analoga a (2.67) para um sistema com mola
de rigidez ndo constante é apresentada em Ramirez et al. [53], e particularizada para 2 mola da teoria de
Hertz em Poschel e Schwager [4] (pp. 142-144). Essa, contudo, ¢ bastante mais intrincada, e ndo permite
que se escreva &, em funcio de e, como em (2.68). Além disso, o modelo proposto por esses autores
supde que o parimetro de amottecimento é constante, o que nio concorda com observacoes
experimentais. Shunying e Hayley [54], comparando resultados de ensaios numéricos com ensaios fisicos,
sugerem que o parimetro de amortecimento seja dependente dos deslocamentos — como é o caso de
(2.63). Mais ainda, sugerem que tal dependéncia seja uma poténcia de 6;;, com expoente variando entre

1/4 e 1/2, a depender do material — 0 que concorda com (2.63). Por esses motivos, e dada a simplicidade
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do modelo, a expressio (2.63) serd utilizada neste trabalho, com a taxa de amortecimento sendo dada por
meio de (2.68).

A parcela eldstica da expressdo (2.55) tesulta sempre em uma contribui¢io repulsiva na forca de
contato, i.e., tem sempre diregio contriria a 72, . A parcela de amortecimento, por sua vez, pode resultar
repulsiva ou atrativa, a depender do sinal de ;. Quando as patticulas estdo na fase de compressdo do
contato, a contribuicio é repulsiva; quando estio na fase de descompressdo, ela € atrativa. Como
consequéncia, se o amortecimento for muito forte na descompressao, pode acontecer de (2.55) resultar

em uma forca atrativa — o que nio faz sentido do ponto de vista fisico. Essa inconsisténcia é contornada

COT
g

verificando-se o sinal de (2.55) em relagio a 7,;. Caso ele seja positivo, deve-se impor = 0 (onde
0 ¢é o vetor nulo). Esse artificio nio é desprovido de significado fisico: quando o amortecimento é muito
alto, as particulas tém deformagio (local) diferente de zero mesmo que ja tenha sido finalizada a
descompressio, significando que, embora elas ndo mais se toquem, seus centros estao separados por uma
distincia inferior 2 soma de seus raios. Assim, mesmo que 51-]. resulte negativo em (2.50), a forga de
contato é inexistente. Vide Poschel e Schwager [4], pp. 21-22 para uma ilustragio e uma descri¢io um
pouco mais detalhada.

E evidente que, no nivel binario, i.e., entre duas particulas quaisquet, as inimeras variantes do
modelo dado por (2.54) conduzem a resultados distintos entre si, especialmente no que se refere a
deformaciio maxima observada durante o contato e 4 duragio do mesmo. Shunying e Hayley [54],
entretanto, comprovaram que todas levam a0 mesmo comportamento coletivo do sistema quando
utilizadas para descrever sistemas de muitas particulas — como € o caso dos materiais granulares —, ou, em
outras palavras, todas geram resultados qualitativamente semelhantes para o sistema como um todo.
Crowe et al. [44], p. 130, também fazem comentirio semelhante. Nio é dificil entender as razdes dessa
constatacio ao lembrar que, do ponto de vista matemitico, todos sio modelos de penalidade, diferindo
entre si apenas pelos valores dos pardmetros de penalizagio. A utilizacio de um ou outro para o estudo de
sistemas de varias particulas pode patecet, pois, em patte uma questio de preferéncia pessoal. Na opinido
do autor, o modelo baseado na teoria de Hertz tem a distingio de ser baseado na mecanica do contato,
i.e., na representacio fisica do que ocotre elasticamente com as particulas na sua regiio de contato. Como
consequéncia, os parimetros de penalidade que dele decorrem advém de grandezas fisicas facilmente
conhecidas, que sio o raio, o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson das particulas. A teoria de
Hertz provém, nesse sentido, uma maneira expedita de se arbitrar k" para cada par de contato, além de
um valor para o expoente A . Essa é sem divida uma grande vantagem sobre outros modelos. Além disso,
j4 foi exaustivamente testada e validada em ensaios fisicos de laboratotio, comprovando que fornece
excelentes resultados para esferas elisticas suficientemente rigidas (i.e., em que as deformacdes durante o
contato nio sio grandes). Traz, contudo, uma desvantagem. Como (2.55) € ndo linear em relagio a 6,
sua integracio no tempo requer certos cuidados, como passos de integracao suficientemente pequenos,
pata que nio haja perda significativa de precisio e consequente geragdo (ou redugio) espiria de energia
entre as particulas em contato. Esse aspecto serd discutido mais adiante no Capitulo 3.

A resultante das forcas de contato que atuam sobre uma particula ¢, decorrente de seus contatos
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com n{®" outras particulas do sistema, é dada por

ron
n,

j.;con . Z Z4;,_’(m‘ (2.69)

j=1lj=1i

Nota. Da mesma forma que na segio antetior, os modelos de contato dados pela forma geral (2.54)
— dos quais o modelo de Hertz é um caso particular — violam a hipétese de esferas rigidas. Observa-
se, mais uma vez, que tal violagio se verifica apenas localmente. Ela ocotte somente para permitir o
uso de modelos fenomenolégicos na caracterizagio das forgas de contato. A cinemitica das particulas
continua sendo a cinemtica dos sélidos tigidos. E possivel, contudo, formular o MED sem essa
violacio. Nesses casos, os contatos sdo tratados como eventos instantaneos, sendo entio resolvidos
pelo balango de momentos linear e angular entre o par colidente, levando em conta o coeficiente de
restituicio do par (ver, por exemplo, Zohdi [5], Campello [55] e Campello e Zohdi [56]). Modelos
desse tipo sio correntemente designadas de “modelos de esferas rigidas”, ou hard sphere models
(Péschel e Schwager [4], Crowe at al. [44], dentre outros), enquanto que os ptimeiros sio designados
de “modelos de esferas deformaveis”, ou soff sphere models. A formulacio otiginal do MED, conforme
proposta por Cundall e Strack [8], é um exemplo de modelo de esferas deformaveis (embora essa
classificacio nio existisse 4 época). O modelo de esferas rigidas € bastante eficiente na resolugio dos
contatos; é valido, contudo, apenas se os contatos forem realmente de curta duracio, a ponto de
poderem ser aproximados por eventos instantineos. Situages que envolvem contatos relativamente
longos, ou ainda “duradouros” ou permanentes — por exemplo, quando as particulas encontram uma
configuragio estitica de equilibrio em que ficam permanentemente em contato entre si, como em
pilhas de grios em repouso sobre supetficies, ou em amostras de graos compactadas no interior de
recipientes —, nio sio adequadamente representadas. Ji o modelo de esferas deformaveis permite 2
solucio de contatos com duragio qualquer (quase instantineos, longos e permanentes), sendo nesse
sentido mais geral do que o modelo de esferas tigidas; é, contudo, bastante mais dispendioso, uma
vez que requet a integragio das equagdes do movimento das particulas durante toda a duragio do

contato.

2.10 Forgas de atrito

O atrito, ou mais precisamente, o atrito seco (aquele que se desenvolve entre corpos sélidos de
superficies completamente secas) tem origem preponderantemente nas asperezas das superficies em
contato, cujas microrrugosidades podem se intertravar ou encaixar mecanicamente e assim oferecer
resisténcia a0 movimento tangencial relativo entte elas. Esse tipo de atrito é fortemente governado pelas
forcas normais que se desenvolvem em decorréncia do contato — incluidas ai as agdes normais externas, as
forcas normais de inércia, as forcas notmais de adesio espontanea, ou ainda uma combinacio de todas
essas. Em corpos de dimensdes muito pequenas, a adesdo espontinea costuma tet contribui¢io bastante

significativa na forga normal; j4 em corpos maiores, conforme ja comentado, as forcas de inércia e as
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forcas externas (incluindo as de adesio forcada, se houver) preponderam. Neste trabalho, os efeitos da
adesio espontanea sobre o atrito serio considerados despreziveis.

No estudo do attito entre corpos sélidos, é usual falar ainda em atrito com lubtificacio, por vezes
também chamado de atrito hidrodinimico ou hidroelastodinimico. Esse se refere a0s casos em que as
supetficies em contato possuem entre si uma fina camada de material viscoso, a qual d4 origem a forgas de
viscosidade e de lubrificacio que desempenham papel significativo juntamente com as forcas normais.
Essa camada pode até mesmo néo existir inicialmente, e ser formada por derretimento localizado de
material na regiio de contato, induzido pelo aumento de temperatura que se observa em decorténcia do
atrito. Este trabalho nio considera esse tipo de atrito. A presenca de lubrificantes ou de outros materiais
de viscosidade razoavelmente elevada entre as particulas nio é admitida, em conformidade com a hipdtese
de material granular seco.

O estudo do atrito seco é bastante antigo. Nos tempos modetnos, remonta aos trabalhos de G.
Amontons (1663—-1705) sobre o deslizamento de blocos de madeira em supetficies rigidas, e também aos
trabalhos de C.-A. Coulomb sobre a distincio entre atrito esttico e atrito dindmico pouco tempo depois.
As chamadas leis de Amontons!! sdo ttés e postulam que: (1) a forca de atrito € diretamente proporcional
3 forca normal externa aplicada; (2) a forga de atrito nio depende da 4rea aparente de contato; e (3)
havendo movimento tangencial, a forga de atrito ndo depende da velocidade relativa de deslizamento (essa
Gltima é com frequéncia também chamada de lei de Coulomb, embora equivocadamente). Nos dias de
hoje, sabe-se que as duas primeitas leis s6 sdo vilidas quando ndo ha forcas de adesio entre as superficies
em contato, de forma a que o atrito resulte governado essencialmente pela agao da forca normal externa
aplicada. Havendo adesio, a forga de attito passa a ter uma parcela adicional, que é fungio da 4rea de
contato e também da intensidade das forcas intermoleculares atuantes entre as superficies. A terceira lei,
por outro lado, é ainda hoje considerada razoavelmente vilida — mesmo que ja se saiba que uma fraca
dependéncia da velocidade de fato exista (Israelachvili [47], p. 482). O conhecimento adquirido pelo
homem a partir do estudo do atrito é hoje vasto e constitui uma importante subérea da ciéncia e das
engenharias: a tribologia.

Quando um sélido é comprimido contra outro, mesmo que as suas velocidades tangenciais sejam
impostas idealmente de forma constante em seu centro de massa, o movimento tangencial relativo na
regiio do contato (i.e., entre as suas supetficies de contato) nio é uniforme. Existe uma defasagem entre a
resposta do sélido como corpo rigido — por exemplo, a velocidade de seu centro de massa, que estd
afastado da regido de contato — e a resposta na regido de contato — por exemplo, a velocidade de seus
pontos da superficie de contato. A primeira pode ser uniforme, a0 passo que a segunda é geralmente
bastante nio uniforme. Essa defasagem tem origem em parte na deformabilidade do sélido, que em geral
depende da taxa de carregamento (mesmo que de forma fraca), e em parte na ocorréncia de ciclos

Jocalizados de aderéncia e deslizamento (“stick-s/ip”) entre as diversas microrrugosidades de suas

11 Bssa designagio ndo é de todo apropriada, posto que quem estudou e descreveu esses fenbmenos pioneiramente foi L. da Vinci
(1452—1519) (Israelachvili [47]), ainda no século XV. Os estudos de da Vinci, contudo, permaneceram guardados em suas notas

pessoals até serem descobertos — ¢ levados adiante — por Amontons muito tempo depois. E inegivel, portanto, a contribuicio de
Amontons para o entendimento do atrito seco na forma como o conhecemos hoje.
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superficies na regiio de contato. Nem Amontons nem da Vinci mencionam sobre esse fendmeno em seus
estudos. Coulomb, por outro lado, 2o petceber a distingio entre atrito estitico e attito dinimico, sugere
indiretamente a existéncia de (e a diferenca entre) aderéncia e deslizamento.

Neste trabalho, com a intenciio de caracterizar as forgas de atrito por meio de um modelo que seja
razoavelmente simples, mas que 20 mesmo tempo permita capturar os fenémenos essenciais envolvidos,
como aderéncia, deslizamento e eventuais ciclos de aderéncia-deslizamento, adota-se um modelo de atrito
semiempirico baseado no chamado modelo de Coulomb (vet, por exemplo, Wriggers [50]). Nesse, a forca
de atrito f*" é acoplada 4 forga normal de contato f*" por meio do coeficiente de atrito, 1, tal que a
relacio f% < pgfé" évalida quando hi aderéncia, e fou = ppfe" évalida quando hé deslizamento,
sendo pg o coeficiente de atrito estitico e iy, < pig o coeficiente de atrito dinamico. Note-se que,
quando ha aderéncia, a forca de atrito assume um valor (a principio desconhecido) entre zero e pgf".
Esse valor é o valor necessario para fazer com que as supetficies dos corpos tenham velocidade relativa
nula na direcio tangencial de contato. No modelo de Coulomb, ele é determinado por meio de tentativas,
a partir de uma equagio constitutiva que procura descrever a deformagio tangencial localizada
experimentada pelas supetficies quando ha aderéncia. Essa deformagio é representada aqui pelo
alongamento de um dispositivo mola-amortecedor tangencial ficticio, em paralelo, posicionado no ponto
de contato. Presume-se, inicialmente, que h4 aderéncia, calculando-se o alongamento da mola e a forca
cotrespondente no dispositivo; checa-se, em seguida, se essa forga ultrapassa o limite do atrito estatico.
Em caso afirmativo, ha deslizamento e a forca de atrito é dada por U = ppf"; caso contrario, hi
aderéncia, e a forca de atrito é dada pelo oposto da forga no dispositivo (i.e., pelo oposto da soma da forga
na mola com a forca no amortecedor). O modelo é descrito em maiores detalhes a seguir.

Seja i?tr a forca de atrito que atua em uma particula i devido ao contato com outra particula j,

com f j';tr =— ;tr a forga correspondente que atua em j . Seja i;tr’tent a forca de atrito tentativa, i.e.,
aquela que corresponde 2 hipétese de que ha aderéncia, dada por

atrtent __ __(7.a087 tent atr

airtent — (K4 AzS + d2v,), 2.70)

onde kfj" e df]'-tr sio a rigidez da mola e a constante de amortecimento do dispositivo tangencial ficticio, e

A:l:z-t;“t e v; o alongamento tentativa ¢ a velocidade de alongamento. O alongamento tentativa é dado

por

tent _ acmun tent
Az = Axi™™ + bz, (2.71)
onde Az;™" é o alongamento acumulado em instantes anteriores (i.e., alongamento adquirido por tet
tent
i
acréscimo de alongamento devido 2 hipétese de haver aderéncia na configuracio atual, cuja expressao sera

havido aderéncia em configuracdes anteriores) e bx é o alongamento incremental tentativa, i.e., éo

dada logo mais adiante. A velocidade de alongamento, por sua vez, é tomada como sendo a velocidade

relativa entre as superficies das particulas no ponto de contato P na dire¢io tangente, designada por v,,;,

(o indice “t” ¢ utilizado para designar a diregio tangente), i.e.,
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= il T
vij - vwll‘ i (vrel ’ n;] )'n’ij s (272)

onde v}, éavelocidade relativa no ponto de contato'?. Essa ltima pode ser expressa por

v, =0 — vl (2.73)

rel i 7
onde 'vf e v;-’ s3o as velocidades do ponto de contato de 7 e de j, respectivamente, que s30 dadas por

bl = g r _ P
v, =9, +w, X1y e v =vU;Fw; X1, (.74

sendo 17 e 'r']-P os vetores que ligam os centros de ¢ e j a P, respectivamente. Esses vetores, por sua vez,
sao dados por

P =(r,—6n, e 'rf = —(r; —6,)ny (2.75)

onde §; e §; sdo o encurtamento local dos raios de i e de j no ponto P, respectivamente, que podem

ser obtidos a partir da interpenetragio 6,; por meio de

E,
i g 6 | e o; = E’]“ |4; l (2.76)
A expressio (2.76) decorre da teoria de Hertz e significa que o encurtamento do raio de cada particula ¢
uma fracio da interpenetragio total entre as particulas, dada na proporgio de seus mo6dulos de elasticidade
em relacio ao médulo de elasticidade equivalente do par. Quando a interpenetragio é pequena (o que

.y , I P P o
deve acontecer por hipétese), € aceitivel fazer-se 7, = 1,7, e T; & —T;7,;.

A direcio da forca de atrito tentativa é designada pelo versor tg-ent , € € dada por
atr,tent
goont = L 2.77)

g ” a,tr tent "

Para verificar se a tentativa é valida ou admissivel, i.e., se hipétese de aderéncia de fato se verifica,

define-se uma funcao citério de deslizamento, F' , dada por

atr) - " afr " HS " COTL ”, (278)

tal que

F( I atr;tent) < () = a tentativa é admissivel (ndo ha deslizamento)

ir.tent . . . (2'79)
F(f"'") > 0 = a tentativa nio é admissivel (hd deslizamento).

Se a tentativa for admissivel, a forca de atrito entre ¢ e j é tomada como sendo a forga no dispositivo,

. 7 tent - .
ie, i;-’tr = ;“ “eo alongamento é igual a0 alongamento tentativa, i.e., Az, = Amfj"‘m ; caso

, . P . t . . = :
contrario, ha deslizamento, e logo f." = pp " o ” t,,onde t; = titjen é a direcio de deslizamento.

12 A rigor, existem dois pontos de contato, um pertencente a particula i e outro pertencente a particula 7, j& que o ponto de
contato é um ponto material. Para simplificar 2 notagio, contudo, utiliza-se aqui a designacio “ponto P” para se referir
indistintamente tanto a0 ponto de contato de ¢ quanto ao de j , fazendo-se a distingio onde necessirio.
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Nesse caso, o alongamento nio ¢ igual ao alongamento tentativa. Ele pode, contudo, ser obtido a partir
desse tltimo por meio de uma correio Az, tal que nao ultrapasse o maximo alongamento possivel,

que é o alongamento cotrespondente ao limite do atrito estatico:

atr,tent “ " atr,tent " . II con " “ con “
" ij _ ‘fiJ Hs if ttent — K, S ‘fij ttent
atr atr i atr (/A
kij kij kij

(2.80)

— tent __ corr  __
Az, = Az AzZ™ =

Note-se que a cotrecio é feita na direcio 87t da tentativa. Ela pode ser entendida como uma espécie de

4
“método de retorno”, em analogia a0 que é feito nos métodos de integracio de tensSes da teotia de
plasticidade quando um estado elastico tentativa conduz a tensGes que ultrapassam a tensio de
escoamento do material. O estado elastico tentativa é, assim, o analogo a um estado aderente fentativa, e a
tensdo de escoamento o analogo ao limite do atrito esttico.

Ao final da tentativa, faz-se

Aze™ — A, (2.81)

de maneira que o alongamento adquirido pelo dispositivo na configuragio atual seja guardado e assim
permita o calculo de novas tentativas num instante ou configuracio seguintes (a notagio () () é
introduzida acima para designar que a grandeza (-) recebe o valor de (++)). Aqui, novamente a analogia
com os métodos de integracio de tenses da teoria da plasticidade pode ser feita, onde o histérico de
deformacdes plasticas precisa ser continuamente armazenado.

E interessante observat, de (2.80), que o modelo prevé um alongamento no dispositivo mesmo no
caso de haver deslizamento. A principio isso pode parecer contraditério, j4 que que o dispositivo €
utilizado para representar a deformagio devido 4 aderéncia. Mas do ponto de vista fisico faz todo o
sentido: para que haja deslizamento, mesmo que esse se inicie quase que imediatamente, tem-se primeiro
que vencer o atrito esttico entre as supetficies das particulas, o que implica deforma-las localmente na
direcio tangencial, i.e., implica solicitar o dispositivo até que ele atinja o seu maximo alongamento
possivel, além do qual ndio oferece resisténcia e o deslizamento se inicia.

Dois aspectos importantes precisam ser comentados. O primeiro € a obtengdo do alongamento
incremental tentativa, que pode ser feita de diferentes formas. Aqui, semelhantemente 2 ideia original de
Cundall e Strack [8], e também seguida por diversos autores (vide, por exemplo, Poschel e Schwager [4] e
Avci e Wriggers [20]), faz-se

tent bop
S, = ft Uy (T)AT, (2.82)

1)

a

onde ¢, € o instante anterior até o qual o alongamento acumulado é conhecido (i.e., instante
cotrespondente 4 configuracio anterior conhecida) e ¢ € o instante da configuracio atual, com

t. <t, <tet<t, sendo t; o instante de inicio do contato e tf o instante de seu término. No caso
geral, a integral acima nio pode ser calculada analiticamente, em virtude de o integrando ser uma fungao

desconhecida. E necessario, pois, recotrer a alguma aproximagcio, e 1ss0 é feito aqui utilizando o método
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do trapézio generalizado, por meio do qual se escreve

6$t}mt = [(1 - So)vrpel,t(ta.) + (pv'}"el,t (t)}(t —t )’ 0 S ® S 1. (283)

7] ()

Quando ¢ = 0, a aproximagio corresponde 20 método de Euler explicito; quando ¢ = 1, a0 método
de Euler implicito; e quando ¢ = 1/2, 20 método do trapézio clissico. O segundo aspecto é que, durante
o contato, o plano tangente entre as particulas, no caso geral, nio ¢ fixo. Ele pode girar em decorréncia do
movimento das particulas, o que implica que o dispositivo ficticio deve girar junto com ele. Para levar tsso
em consideraciio, é necessario, no inicio da tentativa, aplicar 20 alongamento acumulado uma rotacio igual
aquela experimentada pelo plano tangente entre os instantes ¢, e t. Alternativamente, conforme
proposto em Luding [57] e Avci e Wriggers [20], pode-se, no inicio da tentativa, substituir o alongamento
acumulado por sua projegio no plano tangente da configuracio atual, o que é feito por meio da seguinte
expressio:

Am'f!,.cl].lll — Aw{ﬂplnll . (Aw;}cmn n

i - o i T - (2.84)

1)

A utilizacio da projegio no lugar do alongamento rotacionado conduz a resultados praticamente idénticos
aqueles obtidos com a utilizagio desse tltimo. Isso se explica pelo fato de que no modelo acima a forga de
atrito é indeterminada quando ha aderéncia, podendo assumir qualquer valor entte zero e [ig " i;""‘ " X
como comentado anteriormente. A projegio ou a rotagdo sio apenas maneiras distintas de se determinar
esse valor. A utilizacio de (2.84), contudo, é nitidamente mais vantajosa, uma vez que nao requet o célculo
de uma rotacio, e é preferida neste trabalho.

A rigidez kgtr do dispositivo ficticio é tomada aqui a partir da solugio de Mindlin para a deformagao
tangencial experimentada pelas superficies de dois corpos elasticos em aderéncia (vide Mindlin [58], e

Crowe et al. [44], pp. 128-129; remete-se ainda a Johnson [49], pp. 202-224, para uma discussdo mais

abrangente), tal que

atr __ * * 1/2
ke = 8er |8, 17, (2.85)
onde
GG,
e (2.86)
G, + G,

é 0 médulo de elasticidade transversal equivalente do par de particulas em contato, e G eG ; 08 médulos
de elasticidade transversal de i e de 7, respectivamente. J4 a constante de amortecimento dg-tr ¢ aqui
arbitrada a partir de consideragdes semelhantes aquelas feitas para o amortecimento na diregio normal,

ie., a partir de uma taxa de amortecimento £, desejada para o dispositivo tangencial ficticio, tal que

i = 28,4 [m ke (2.87)

(o indice “t” é utilizado em &, para explicitar que se trata do amortecimento na direcio tangencial ao

contato).
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A resultante das forcas de atrito que atuam sobre a particula 4, decorrente de seus contatos com

con
n.

2" outras particulas do sistema, € dada por

con
,

fiatr . Z i;_ztr ) (288)

=l=i

Nota. O modelo apresentado nesta segio é um modelo regularizado de atrito, no sentido de que, se 0
contato entre as particulas for tal que deva haver aderéncia, a forga de atrito necessria para fazer
com que as suas supetficies adquiram velocidade relativa tangente nula é aplicada de forma gradual, e
néo abrupta. Isso explica o fato de, nos instantes iniciais do contato, existir um v, em (2.70), que
pode ser diferente de zero e atinge valor nulo somente algum tempo depois, em algum instante entre
t,et £ Em outras palavras, a aderéncia, se houvet, ocotre somente em alguma configuragio
posterior 2 do inicio do contato. Pode ainda ocorrer, subsequentemente 20 instante em que ha
aderéncia, perda de aderéncia antes de o contato ser finalizado, em decorréncia de a forca normal
ijc-‘m ser variavel durante o contato. Isso reconduz v,; a valores diferentes de zero, eventualmente
resultando em oscilacdes do tipo aderéncia-deslizamento durante o restante do contato. E notivel
que modelos regularizados baseados no modelo de Coulomb, embora extremamente simples, sejam
capazes de capturar com razoével fidelidade fenomenos tio complexos decorrentes do atrito, como a
aderéncia, o deslizamento, e as oscilages entre esses dois estados. Modelos regularizados tém ainda a

vantagem de que suavizam as descontinuidades que seriam observadas no movimento das particulas

caso a forca de atrito fosse aplicada abruptamente.

Nota. Um modelo alternativo em relacio ao modelo apresentado nesta secéo, em que o alongamento
tentativa é calculado de maneira diferente daquela dada por (2.82), pode ser encontrado em Campello
[59]. Esse, por sua vez, é baseado no modelo proposto por Gay Neto et al. [60] para o atrito entre
barras, o qual também ¢ utilizado em Brasiel [39]. Ressalta-se que os resultados obtidos com o uso de
um ou outro sio praticamente idénticos. A vantagem do modelo aqui apresentado € que 2 expressiao
do alongamento tentativa é ligeiramente mais simples, além de mais eficiente do ponto de vista

computacional por no envolver o uso do tensor rotagao.

2.11 Momentos devidos as forgas de atrito

Como ja mencionado, as forgas de attito ndo sio forgas centrais. Elas tém excentricidade em relagao
a0s centros de massa das particulas em que atuam e tendem, portanto, a gira-las em relagio aos mesmos,
afetando-lhes o movimento rotacional. O momento induzido em uma particula ¢ devido ao atrito com
outra particula 7 é dado por

atr __ .0 atr (o)
mg =1 X i, (2.89)

onde, recorda-se, 77" é o vetor que liga o centro de massa de ¢ 20 ponto de contato P com j, dado por

(2.75). A resultante dos momentos devidos s forgas de atrito que atuam sobre i, decorrente de seus
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contatos com 1™ outras particulas do sistema, € dada por

nnon

atr __ atr

m;" = E m; . (2.90)
j=1j=i

Nota. Quando existe movimento de rolamento entre % € j,ie., quando as particulas tém velocidade
angular nao nula mas velocidade translacional relativa igual a zero no ponto de contato, pode
aparecer a chamada resisténcia ao relamento. Isso ocorre em virtude de haver histetese no contato,
combinado com o fato de que as particulas se tocam na verdade em uma supetficie de contato e nio
em um ponto, como ja comentado. A histerese faz com que a pressio de contato seja ligeitamente
maior na regido antetior ou da “frente” da supetficie de contato (tornando-a mais comprimida) do
que na regido posterior ou da sua “traseira” (que é menos comprimida). Essa diferenca causa uma
leve excentricidade na resultante de pressio em relagio ao centro de massa de cada particula, que pot
sua vez gera um momento oposto ao tolamento — dai chamado de resisténcia a0 rolamento. Em
geral, quanto mais deformaveis forem as particulas, mais pronunciado ¢ esse efeito, ja que a superficie
de contato pode ser relativamente grande e assim induzir maior excentricidade. Neste trabalho, a
resisténcia ao rolamento é considerada desprezivel (a exceio de dois exemplos do Capitulo 4,
conforme explicado mais adiante). Ela pode, contudo, set incorporada sem maiores dificuldades. Para
tanto, um termo adicional mi"’l deve ser acrescentado a expressio (2.31). O momento de resisténcia

L pode

ao rolamento que atua em uma particula i devido a0 rolamento sobte outra particula j, ™M}

i
ser caractetizado por uma equagio constitutiva, por exemplo na forma de um dispositivo rotacional
ficticio analogo ao dispositivo tangencial do atrito. Um modelo simples pode ser obtido
considerando um amortecedor sobre a velocidade angular de rolamento; outro, um pouco mais

elaborado, é considerando uma mola rotacional em paralelo com o amortecedot, conforme proposto

em Twashita e Oda [61]; refere-se ainda a0 modelo de Jiang et al. [62].

2.12 Interagio com paredes ou superficies rigidas

As forcas de adesio, contato e atrito das segdes anteriores foram apresentadas apenas para o caso de
interacdes entre particulas. No caso de as particulas interagirem também com paredes ou supetficies
rigidas, as forgas correspondentes podem set esctitas como um caso particular das primeiras. Para tal,
admite-se que o tamanho, a rigidez e a massa inercial das paredes (ou superficies rigidas) sio muito
maiores do que os valores correspondentes das particulas.

Considere-se a interacio entre uma particula i e uma parede w, cuja interpenetragio 6, é dada por

onde d, éa distincia entre o centro de i ea face de w. A medida de deformacio na regido do contato

entre 1 e w é dada por
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e _ Iéiml
= Dl (2.92)

w
T.
k3

Fazendo-se 1, — o0, B, — 00, m, — 00 e G, = 00 em (2.56), (2.61) e (2.86), respectivamente, o
raio equivalente, 0 modulo de elasticidade equivalente, a massa equivalente e 0 modulo de elasticidade

transversal equivalente de ¢ e w resultam em
r=r, E*=E, m‘=m e G =G,. (2.93)

Com (2.91)-(2.93), a fora de adesio e a forga de contato entre ¢ e w podem set obtidas por meio das
mesmas expressdes apresentadas anteriormente, i.e., por (2.52) e (2.55), respectivamente. A forga de atrito,
pot sua vez, pode ser obtida por meio do mesmo modelo regularizado apresentado na Segao 2.10, com
um correspondente momento sobre i. Na expressio dessas forcas, observa-se que a diregdo central m,, é
agora dada pelo vetor normal (unitrio) 4 patede w no ponto de contato com i, apontando no sentido de
i para w. Esse vetor deve ser calculado a partir dos dados que definem a geometria da patede. No caso
de paredes planas, por exemplo, 7, é igual ao vetor normal que define o plano da parede, sendo
pottanto o mesmo para todos os pontos de w; no caso de patedes fixas (iméveis), 7,,, € constante no
tempo para cada ponto de w, sendo portanto igual ao m,,, da configuragio inicial para cada ponto.

A adesio da particula ¢ a nt%¥ paredes ou supetficies rigidas gera a contribuigio

ad o
”1

¥ (2.94)
w=1

con,w

na resultante das forgas de adesio (2.53). Ja o contato de ¢ com 7; patedes gera a contribui¢ao

n

DOF i (2.95)

w=1

con.a
]

na resultante das forcas de contato (2.69), a contribuigao

con,u
nFon

o f (2.96)
w=1

na resultante das forcas de atrito (2.88), e a contribui¢do

con it

7?,7
> miy (2.97)
w=1

na resultante dos momentos devidos as forgas de atrito (2.90).

Nota. Eventualmente, forcas de atracio e repulsio entre particulas e paredes (induzidas, por
exemplo, por cargas elétricas distribuidas na superficie dessas Gltimas, com uma densidade de carga

conhecida) também podem ser consideradas.
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3 Solucdo numérica das equagdes do sistema e aspectos
computacionais associados

3.1 Consideragdes iniciais

As forcas e os momentos totais que atuam em uma particula em um determinado instante ¢,
correspondente a configuragio atual do sistema, dependem, no caso geral, das posigoes, velocidades,

orientacdes espaciais e velocidades angulares de todas as outras particulas nesse mesmo instante, i.e.,

t hod -
= .fit‘”(:l:j,vj,aj,wj), j=12,..,Np

tot __ .5, tot 5 —
m”" = m; (mj,'vj,a].,wj), =12..,Np.

3.1)

Esse aspecto j4 foi mencionado na Segio 2.4, e ficou evidenciado nas segdes subsequentes do Capitulo 2.
Como consequéncia, as equagdes que governam a dindmica do sistema, dadas por (2.33), formam um
sistema de equagdes diferenciais fortemente acoplado, que invariavelmente (salvo casos muito simples, e
envolvendo um niimero muito pequeno de particulas) requer solugio numérica. Para particulas esféricas,
como é o caso da formulacio do MED proposta neste trabalho, a dependéncia de flte m na
orientagio espacial o; em geral nio existe ou é irrelevante, mas isso ndo diminui de maneira significativa
o acoplamento observado entre as equagdes™.

Este capitulo apresenta um método para a solugiio numérica de (2.33). Ele ¢ baseado no método
proposto por Zohdi [5], que por sua vez consiste em uma aplicagio particular do método do trapézio para
a integragio de equagoes diferenciais ordinarias. Deve ser entendido como uma generalizagio do método
de Zohdi [5], no sentido de que considera a rotagio e a velocidade angular das particulas (o método
original foi desenvolvido para sistemas sem graus de liberdade de rotacio). Além disso, é aqui aplicado a
solucio de sistemas cujos contatos sao descritos pelo modelo de esferas deformaveis, com o atrito sendo
dado pelo modelo incremental regularizado — em contraste a formulacio de Zohdi [5], que adota o

modelo de esferas rigidas e um esquema correspondente para o atrito.

13 S¢ o modelo de atrito de Campelio [59] (que ¢ baseado no modelo para barras de Gay Neto et al. [60]) for utilizado no lugar do
modelo da Secio 2.10, a dependéncia nas rotacdes incrementais existe.
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3.2 Solugio numérica das equagdes do sistema

As equagbes (2.33) sio equagdes diferenciais ordinarias de segunda ordem na varidvel independente
¢ . Para proceder 2 sua solugio numérica, deve-se primeiramente selecionar um intervalo de interesse
(ty,tr), com 1, sendo o instante inicial, em que o estado do sistema ¢é conhecido, e tp o instante final,
em que ¢ desconhecido. Em seguida, deve-se discretizar esse intervalo em instantes
{tg, sty s s by +17"'>tF} , sendo conveniente fazer-se t, = 0, por simplicidade. Entre dois instantes
consecutivos quaisquer, t; e t;_;, admite-se que a configuragio correspondente a ¢; é a configuragio de
referéncia, e a configuragio cotrespondentea ¢, ; €2 configuragio atual. Iniciando-se com 1 =0, e
utilizando as expressGes apresentadas logo mais a seguir, procede-se entao, para todos os pares de
instantes consecutivos, 4 obtencio das posicdes, velocidades, orientaces espaciais e velocidades angulares
das particulas na configuracio atual a partir dos seus valores conhecidos na configuragio de referéncia.
Uma vez que essas grandezas sio obtidas, faz-se ¢ — 1 + 1 (ie., a configuracio atual passa ser a nova
configuracio de referéncia) e procede-se 4 determinagio do estado do sistema no instante seguinte. O
procedimento é repetido até que ¢, = tp. Essa abordagem conduz a uma descrigdo do movimento que
¢ do tipo lagrangiana atualizada. As expressdes necessirias 2 sua execucio sio apresentadas a seguir.

Seja At = t,,; —t; o intervalo de tempo entre dois instantes consecutivos quaisquer, € sejam
t=to instante da configuragio de referéncia e ¢t + At = 1, 41 © instante da configuragio atual (a
notacio com o indice sobre os instantes sera doravante abandonada para evitar ambiguidade com o indice
das particulas). Considerem-se os vetores aceleraciio e aceleragio angular de uma particula, que estao

relacionados aos vetores velocidade e velocidade angular por meio de

dv. . dw,

i

GG YT

(3.2)

A integracio no tempo das equagdes (2.33) entre t e t + At considerando (3.2), fornece

1 i+ AL
'U,i(t -+ At) = ’Ui(t) + __f f;—tat(T)dT,
m, t

(3.3)
w,(t + At) = w,(t) + —%—ftJrAt "nfm'(’r)d'r.
7 t

2

As integrais do lado direito de (3.3) nio podem, no caso geral, ser calculadas analiticamente, pois 0s
integrandos nio sdo funcdes conhecidas. Elas sdo aqui aproximadas por meio do método do trapézio

generalizado, tal que

f;t+At ot ()T {(1 — OFPLE) + oFIH(E + At)]At,

t+ At (34
f, mi® ()T = (1 — )m (t) + ¢m”(t + At))At, 0<¢<1

Como o estado do sistema é conhecido na configuracio de referéncia, os vetores () e m(t) em
(3.4) sio conhecidos, mas Flot(t + At) e m(t + At) nio o szo. Assim, quando ¢=0,a

aproximagio cotresponde ao método de Euler explicito; quando ¢ = 1, a0 método de Euler implicito; e
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quando ¢ = 1/2, a0 método do trapézio cléssico. Inserindo-se (3.4) em (3.3), tem-se

v,(t + At) = v,(t) + —[(1 AFHE) + pfHE + A1),

(3.5)
w,(t + At) = w,(t) + -—[(1 SymPH(t) + dmi(t + At)].
Sejam agora v, € w;,, Os vetores velocidade e velocidade angular de uma particula em um
instante de tempo intermediario t,, entre t e ¢t + At. As seguintes aproximagdes sao aqui adotadas:
1
Vim = Z‘["}L(t + At) - ‘Bi(t)],
115 (3.6)
w. = —o?(t+ At),
i, At i ( )
onde implicitamente se convenciona que &'(t) = 014 De (3.6), decorre
t+ At) = z.(t) + v, At,
A( ) ( ) ,m (3'7)
ol (t + At) = w,, At,
e dessa, fazendo uso das interpolagGes
w2 [ = O),(0) + du,(t + AD)], o5
,mN[(l— Jor (t) + gt + A, 0< @ <1, '
tem-se
z,(t + At) = z,(t) + [(1— d)v, (1) + ¢v,(t + AD)] At
(3.9)

ad(t + At) = [(1 — p)w;(t) + gw,(t + At)] At.

As expressdes (3.9), com v,(t + At) e w,(t + At) dadas por (3.5), € © =1,..., Np, constituem um
sistema de equagdes pot meio do qual as posigdes, rotagoes incrementais, velocidades e velocidades
angulares de todas particulas podem ser obtidas uma vez que z,(t), v;(t) e w;(t) sejam conhecidos. Sua
solucio, contudo, nio pode ser efetuada de forma direta, ja que (3.5) envolve Fltt + At) e

mf"t (t + At) e esses, por sua vez, sio fungdes de todas as posicdes, velocidades, orientacdes espaciais e
velocidades angulares no instante ¢t + At, conforme (3.1). E necessétio, assim, recorrer a métodos
iterativos. Neste trabatho, adota-se um método de ponto fixo baseado no esquema proposto por Zohdi [3]
(ver também Zohdi [63] e [64]). Ele é relativamente simples e facil de ser codificado, sendo apresentado a

seguir na forma de algoritmo:

Algoritmo 1. Método iterativo para solugio das equaces do sistema entre dois instantes de tempo

consecutivos.

14 Em (3.6) deve-se notar que, a despeito de a expressio que define o vetor velocidade angular envolver o tensor &, (vide (2.18)

no Capitulo 2), 2 aproximagio adotada para w), = ¢é vilida uma vez que satisfaz o requisito de consisténcia numérica. Em outras

1ML
palavras, ela reproduz (2.18) quando At — 0, j4 que nesse caso =, -1
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Sejam t, At, ¢, T;(t), o (t), v;(t) e w,(t) conhecidos, e seja K o contador das iteragSes, com (Y&
o valot assumido pela grandeza (-) na iteragio K . Fazer:
1. Inicializar contador: K = Q;
2. Arbitrar previsor ou estimativa inicial:
x¥ (t + At) = z,(t) + v,(t)At,
vE(t + At) = v,(t),
otk (t + At) = w,(t)At,
wi (t + At) = w,(t);
3. Para cada particula i, 2 = 1,..., Np, fazer:

3.1. Calcular as forcas e momentos totais em ¢ + At (utilizando as expressdes do Capitulo 2):

FlLEHL (g + At) = fiot [mf (t + At), v (t + At), (¢ + At), W (t + At)],

mio B+ (¢ + At) = [:z:JK (t + At), vE (t + At),af (¢ + At), w (t + At)];
3.2. Atualizar as velocidades e velocidades angulares:

At
m;

WG+ Af) = w, () + 2] (1 — Pm () + $m (e + A1)
J;

oFH(E+ At) = v (t) + 2|1 = S 0) + 5K e+ A,

3.3. Atualizar as posigdes e rotagdes incrementais:
2K (¢ + At) = () + [ — S, (1) + gvf Tt + At)at,
oKt + At) = (1 — Pl () + g/t + At)) At

4, Calculat erros:

Son Nzt + At —af (¢t + Ab)

S e+ A -z @]
S o Jet K + A — a2+ Af)|
S et e+ ag]

error(x) =

error{a®) =

5. Checar convergéncia:

5.1. Se error(zx) < tolz e error(a’) < tola®, a solugio convergiu. Atualizar as rotagdes totais
o,(t + At), fazer t + t + At e repetir o algoritmo para o préximo passo de tempo (e,
para o préximo par de instantes consecutivos);

5.2. Se error(x) > tolz ou error(cx®) > tola”, a solugio niio convergiu. Fazer K — K +1

e repetir os passos 3, 4 e 5 acima.

No passo 2, o previsor (ou estimativa inicial) é arbitrado supondo-se que as patticulas sofrerdo
movimento uniforme entre ¢ e t + At, i.e., supondo-se que as velocidades e velocidades angulares serdo

constantes no intervalo, sendo as posicdes e rotacdes incrementais obtidas correspondentemente. Outros
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previsores também sdo possiveis. Pode-se, por exemplo, supor que o sistema permanecera estatico e, logo,
com posicdes e otientagdes espaciais em ¢ + At iguais as em ¢, com velocidades e velocidades angulares
nulas. Na experiéncia do autor, a hipétese de movimento uniforme ¢ mais indicada pois, no geral, as
particulas tém algum movimento entre ¢ e ¢ + At — mesmo que pequeno. Assim, conduz a uma
estimativa que costuma ser mais préxima da solucdo (uma exce¢ao é o caso de sistemas globalmente
estaticos, i.e., sistemas em que se sabe, a prioti, que as particulas devem permanecer tnais ou menos
paradas ao longo do tempo).

As grandezas tolz e tola” que aparecem no passo 5 sio as tolerancias do critério de convergéncia,
referentes as posigdes e as rotagbes incrementais, respectivamente. Devem ser numeros pequenos, tao
menores quanto mais precisa se deseje a solugio. Valores tipicos sio da ordem de 107¢. Note-se que as
rotacdes totais, ¢ (t + At), s6 sio atualizadas uma vez que a convergéncia é atingida, em 5.1. Isso é feito
por meio da férmula da composicio de rotagdes de Rodrigues, tal que

4

o, (t + At) = ) ai(t)+af(t+At)-——;—ai(t)xaf(t—i-At) . (3.10)

Destaca-se que o método niio envolve o uso de matrizes, o que ¢ uma peculiaridade notavel do ponto de
vista computacional.

Utn detalhe importante deve ser comentado. Em uma iteracdo, ao se executar 3.1 para uma particula
i, as posicdes, velocidades, rotagdes incrementais e velocidades angulares das particulas j < i ja terdo
sido atualizadas. Logo, podem ser utilizadas para calcular as forcas e momentos de 7. Dito de outra forma,
os vetores fO0KT(t + At) e mK+1(t + At) de i podem ser calculados utilizando :I:f it + At),
'UJKH(t + At), a]A.’K‘H(t + At) e w]KH(t + At),se j <ij;se j =1, utilizam—semf(t + At),

'UJK (t + At), aJA’K (t+ At) e w]K (t + At). Isso é anilogo 20 que é feito nos métodos iterativos do tipo
Gauss-Seidel de solucio de sistemas de equagdes lineares, e acelera a convergéncia (nos casos em que ha
convergéncia) ou a divergéncia (nos casos em que ha divergéncia) se comparado 2 uma versio do método
que utiliza :c;K (t + At), 'U]I-{ (t + At), af’K (t+ At) e wf (t + At) para todo j (essa ultima, por usa
vez, setia aniloga a0 que ¢ feito nos métodos iterativos do tipo Jacobi).

E possivel demonstrar que o método tem convergéncia garantida, desde que as forgas e momentos
que atuam sobre as particulas assumam valores finitos e ndo variem exageradamente entre ¢ e ¢ + At.
Essa exigéncia pode ser atendida sem maiores dificuldades se o tamanho do passo de integragio for
escolhido adequadamente, tal que as forcas e momentos sejam funcGes suficientemente bem comportadas
no intervalo At. A demonstracio de convergéncia envolve o conceito de contragao ou aplicagao
contrativa, além do chamado teorema da contragio, que garante a existéncia e unicidade de pontos fixos
de aplicagdes contrativas. Em linhas gerais, escrevem-se as expressdes do passo 3.3 como a soma de duas
funcdes, uma que agrupa as grandezas em ¢ e outra as grandezas em t + At. Em seguida, escreve-se a
expressio do erro (com relagio a solugio exata) e mostra-se que, se At for suficientemente pequeno e as
forcas e momentos assumirem valores finitos em ¢ + At (e nio exageradamente diferentes em trelagao
aos seus valores em t ), a segunda fungio ¢ uma aplicagio contrativa, sendo essa uma condicio suficiente

para que o erro decresca entre duas iteracoes consecutivas. Mostra-se, alias, que esse decrescimento €
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linear ou no maximo superlinear, a depender da natureza das forgas e momentos envolvidos. Assim, o
erro tende a zero com o progresso das iteracdes e a convergéncia fica assegurada. O leitor interessado

pode consultar Zohdi [63] e [5] para maiores detalhes.

Nota. Existern duas conotacdes para o termo wmvergéncia quando se resolve a dindmica de um sistema
de particulas por meio de métodos como o descrito nesta seco, e é importante nido confundi-las.
Umma se refere 4 convergéncia dentro de um passo de integracio, que aqui é a convergéncia do
método iterativo de ponto fixo conforme comentado logo acima, a qual € linear ou no mAaximo
superlinear. A outra se refere 2 convergéncia do método numeérico de discretizagao do tempo e
integragio das equagdes diferenciais do movimento, que aqui é o método do trapézio generalizado.
Esse tltimo, como se sabe, tem taxa de convergéncia de ordem 1 quando ¢ = 0 (ie, tem acuracia
de primeira ordem quando ¢é explicito), e de ordem 2 quando ¢ = 1/2 (ie., tem acuricia de segunda

ordem quando é o método implicito do trapézio classico).

3.3 Etrro e critério de convergéncia do método iterativo

No método acima, o erro de uma iteracio é medido pelas grandezas normalizadas error(x) e
error(a?), definidas no passo 4. Os normalizadores adotados nessas grandezas sio a norma do
incremento das posicdes e a norma do inctemento das rotacdes, respectivamente. Pode acontecer, em um
determinado instante ou passo de integracio, de eles tenderem a zero ou a um numero muito pequeno,
causando um problema de divisio por zero ou de perda de precisio na aritmética de ponto flutuante —o
que acaba por estragar o efro e, por conseguinte, o ctitério de convergéncia, dado no passo 5. E o que
acontece, por exemplo, quando o sistema atinge (ou se aproxima de) uma configuragio estatica de
equilibtio, com as particulas permanecendo iméveis ou quase iméveis entre t e t + At, tal que
Tt + At) = z,(t) e a®E+Y(t + At) =~ 0. Para contornar essas situacdes, deve-se sempre checar o
valor dos normalizadores, adotando-se normalizadores alternativos quando necessario. Aqui,

considerando operacdes em precisio dupla'®, acrescentam-se as seguintes condicdes no passo 4:

se SO |24t 4 A) — 2, ()] < 107430 2]t + AB), entio

SOV |2E A + A — 2 (¢t + A (3.11)

SOV i  + A

error(z) =

se Z?:'l“af‘KH(t + At)| < 107,  entio
’ (3.12)

error(a?) = J,\Q’ aEF (4 AL) — oK (t + At
i=1 t ?

15 Na representacio de ponto flutuante com precisdo dupla, um nimero real hexadecimal possui cerca de quinze algarismos
significativos (a quantidade exata vatia de nimero para ntmero, conforme a sua conversio do sistema binario para o
hexadecimal).
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Quando error(z) passa a ser dado por (3.11), deve-se ainda verificar se 0 novo normalizador também

nio é zero ou proximo de zero, alterando-o em caso afirmativo conforme abaixo:

se ZZ\ZI " .'B,LKH (t+ At)“ <107, entio o

error(z) = Zf\’:pl |=X*1(t + At) - zX (¢t + At)|.

Nesse caso, como error(x) deixa de ser normalizado, é recomendavel alterar tolz para um valor mais
restritivo — por exemplo, 10~ . Da mesma forma, quando error(a”) passa a ser dado por (3.12) (e
portanto deixa de ser normalizado), € recomendavel alterar tola® para um valor mais restritivo — por
exemplo, 1071,

Opcionalmente, é possivel introduzir no critério de convergéncia um controle também sobre o etro
das velocidades e velocidades angulares. Para tanto, pode ser incluido no passo 4 o calculo das seguintes

grandezas:

SV oK H E + At) - oF (¢ + A
SOV ot + At) — ,8)]

SN KA (¢ + Af) — WK (¢ + A
S kg 4+ A - w @)

error(v) =

(3.14)

error(w) =

fazendo-se no passo 5 a checagem contta as tolerdncias correspondentes tolv e tolw, respectivamente. A
vantagem de se incluir (3.14) é que a solugio ganha mais precisao, melhorando, por exemplo, os
momentos linear e angular do sistema e também a sua energia cinética (74 que essas grandezas dependem
diretamente das velocidades e velocidades angulares). A desvantagem é que, no geral, implica um numero
ligeiramente maior de iteragbes em um passo de tempo até que a convergéncia seja atingida. Esse dltimo
aspecto pode ser atenuado escolhendo-se valores adequados para tolv e tolw. Na expetiéncia do autor,
utn bom compromisso entre precisio e eficiéncia computacional € que essas tolerdncias sejam uma ou
duas ordens de grandeza maiores do que tolz e tola® , respectivamente. Assim, valores tipicos podem
ser da ordem de 107 ou 107*.

Deve-se notar que os normalizadores de error(v) e error(w) em (3.14) também podem causar
problemas quando tendem a zero ou a um nUMero muito pequeno. Assim, esquema analogo ao que ¢
feito pata as posigdes e rotacdes incrementais deve ser adotado, impondo-se seguintes condi¢oes:

se SO |oF it + At) - o) < 10730 ol + At

1

, entio

S oKL + AL —of (E + A (3.15)
NP >
Sl + A

error(v) =
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se ZE" WKLt + At) — w,(1)] < 10‘1422\]:”1 |wE*(t + At)]|,  entio

SN oKt + Af) — W (2 + A1) (3.16)
N, .
Yo lwl e + A0

error(w) =

Caso error(v) ou error(w) passem a ser dados por (3.15) ou (3.16), deve-se verificar se seus novos

normalizadores também nio sio zero ou proximos de zero, alterando-os em caso afirmativo conforme

abaixo:
se SOV JoF it + A < 107H,  entio
(3.17)
error(v) = S | Lt + At) — o (¢ + AB)|;
(S
se Z?:l "sz'H(t + At)]| < 107, entio
(3.18)

error(w) = zi:lnw{("'l(t + At) — Wi (t + A,

sendo recomendavel nesses casos que se adotem valores mais restritivos para tolv e tolw, ja que os erros

deixam de ser normalizados.

3.4 Tamanho do passo de integracio e adaptagio automatica

Em sistemas de varias particulas, a discretizagio do tempo deve ser densa ou refinada o suficiente
para garantir que todos os possiveis contatos sejam detectados durante o intetvalo de solugao. Como a
deteccio é feita calculando-se o valor das grandezas (51.]- e 6,, (vide equacdes (2.50) e (2.91),
respectivamente) para todos os pares de particulas e superficies rigidas do sistema (ou, 20 menos, para
todos os pares que estio relativamente proximos entre si, conforme descrito na préxima segio), um dos
aspectos que deve ser levado em consideragéo na definicio do At ¢ a distincia maxima que as particulas
podem percotrer entre dois instantes consecutivos da discretizacio. Essa distincia ndo pode,
evidentemente, exceder o diAmetro da menor das particulas, caso contririo um possivel contato dessa com
outras particulas (ou com superficies rigidas) seria “perdido” ou ndo detectado.

Um outro aspecto a ser considerado — esse bem mais restritivo — é que 2 utilizagio do modelo de
esferas deforméveis para a caractetizagdo do contato requet que a trajetoria das particulas seja descrita
durante o contato, i.e., requer que as equacdes do movimento sejam resolvidas durante o mesmo. Isso
implica que a discretizagdo deve ser tal que sempre haja instantes de tempo durante os contatos. Como, em
geral, os contatos tém dutracio muito curta comparativamente a0 tamanho do intervalo (t,,tp), é
inevitavel que isso resulte em passos de tempo muito pequenos. Mesmo nos casos em que 0s contatos sao
relativamente “longos” ou duradouros, a utilizacio de passos pequenos é necessaria em virtude de as
forcas de contato serem varidveis no tempo (alids, em geral de forma nio linear, conforme a expressao

(2.54), e em particular neste trabalho, conforme (2.55)), com um petiodo de vibragio associado, e assim
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exigirem uma discretizagio relativamente refinada para que sejam integradas com razoavel acuracia. De
acordo com a teotia de Hertz, a duragio At, do contato entre duas particulas (ou entre uma particula e

uma supetficie rigida) é dada pela seguinte expressio (vide, por exemplo, Johnson [49], pp. 351-353)

ey [

At = 2,87| ——t
g r* (E* )2 U

(3.19)
onde, recorda-se, m*, r* e E* sio a massa, o raio e 0 mbdulo de elasticidade equivalentes do par em
contato, e v, € a velocidade relativa de aproximagcio do pat na sua direcio central no instante em que o

contato se inicia. Chamando de At

i 3 menot das duragSes de todos os possiveis contatos do sistema,

recomenda-se aqui o uso do seguinte critério:
At

A R— (3.20)
10

Isso garante que a0 menos dez instantes de tempo serdo utilizados para descrever todos os contatos. Na
expetiéncia do autor, esse nimero ¢ suficiente para que se tenha uma acuracia razoavelmente aceitavel na
solucio’s. Deve-se observar que o cilculo de Atc’mi , por meio de (3.19) envolve a velocidade v,,; , que
em geral nio é conhecida. Essa, contudo, pode ser estimada (ou 20 menos ter a sua ordem de grandeza
conhecida) sem maiores dificuldades, com base nas caracteristicas do sistema em estudo. O uso de um
valor apenas estimado nio chega a ser um problema, uma vez que o expoente de (3.19) faz com que At,
seja pouco sensivel a variagdes em v, .

Consideracdes semelhantes se aplicam com relagio a integracio no tempo das forgas de atracdo e
repulsio e das forcas de adesio, dadas respectivamente por (2.44) e (2.52). Essas forgas também sio
vatiéveis no tempo (com variagio governada pelos pardmetros &, , @, € B , respectivamente), € logo o
passo de integragio deve ser definido considerando o seu periodo de vibracio e o seu grau de nio
linearidade, de modo a que possam set integradas com a acuricia adequada. Aqui, fazendo-se uma
analogia entre as interagdes representadas por essas forgas e a vibragao de um dispositivo massa-mola de

um grau de liberdade, e chamando de T

atrep © T, os petiodos de oscilagio correspondentes pata duas

particulas interagentes, tem-se

Z:zt-rep = QT'/m*/k“t'mp N T:zd =97 [m*/kad i (3.21)

onde k% pode ser obtido pela diferenciagio das forgas de atrago e repulsio em relagio a distancia
entre as duas particulas, e fed pela diferenciagio das forgas de adesdo em relacio a interpenetragao entre

elas. Sendo T, eT

t-repmin € Ladmin © TR€NOTL dos respectivos petiodos de todo o sistema, recomenda-se o

uso do seguinte critério:
T

At < :Z:zt-rep.,miu e At < M (322)
10 10

16 Em colisdes centrais e perfeitamente clisticas entre duas particulas, por exemplo, 0 uso desse critério conduz a velocidades pos-
contato que tém erro inferior a 1%.
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Deve-se lembrar ainda que, se a integragio no tempo for feita com a versao explicita do método (e,
com ¢ = 0), é especialmente importante que At seja menor do que o petiodo critico do sistema (que
pode ser tomado como o menor petiodo natural de oscilagio de toda as forgas do sistema), j4 que nesse
caso o método € apenas condicionalmente estivel. Um critério usual, baseado em observagdes empiricas, €
que At seja no maximo um décimo do petiodo ctitico (ver, por exemplo, Crowe et al [44], p. 130). Os
critérios acima satisfazem automaticamente a essa restri¢ao.

As expressdes (3.20) e (3.22) estabelecem limites superiores para o tamanho do passo de integragio.
Flas sio baseadas na fisica do sistema e também em consideracdes de acuricia. Mesmo que sejam
satisfeitas durante a solucio numérica, nio garantem necessariamente que o método de ponto fixo do
Algoritmo 1 ird convergir em todos os passos de integracio. De fato, pode acontecer (e na verdade é usual
que acontega) de as forgas e momentos apresentarem descontinuidades significativas entre dois instantes
consecutivos, fato que pode comprometer a convergéncia do método conforme ja comentado na Segio
3.2. Essas descontinuidades podem ocorret, por exemplo, quando pares de contato que ndo existem em
um instante ¢ passam a existir no instante t + At, implicando o surgimento repentino de forgas e
momentos f;™", j;atr e mftr cotrespondentes que, se suficientemente grandes, petturbam a
convergéncia. O mesmo pode ocorrer quando pares existentes em 1 deixam de existir em t + Af. Assim,
é desejavel que o tamanho passo de tempo seja adaptavel durante solugio, tal que possa ser reduzido
quando a convergéncia nio é atingida, ou aumentado quando a convergéncia ¢ atingida muito facilmente.
A adaptabilidade do At é, na verdade, um artificio indispenséavel na simulagdo de sistemas de particulas,
uma vez que a dindmica do sistema pode mudar drasticamente a0 longo do intetvalo de solugdo. Neste
trabalho, adota-se um esquema de adaptacio bastante simples e eficiente, apresentado a seguir.

Seja Ny, (dado) o ntimero desejavel de iteragSes de ponto fixo em um passo de integracio, e seja
N_,. (dado) o mimero méximo de iteragdes permitido. Seja At o passo de tempo atual, e sejam At ;e
At (dados) os valores minimo e maximo permitidos, com At . obedecendo as expressdes (3.20) e
(3.22). Seja N, o niimero de iteragSes de ponto fixo realizadas até entdo no passo de integragao atual.

Deve-se substituir o passo 5 do Algoritmo 1 pelo novo passo 5 abaixo:

Novo passo 5 pata o Algoritmo 1.
5. Checar convergéncia e fazer adaptagio do passo de tempo:
5.1. Se error(z) < tolz e error(a”) < tola”, a solugio convergiu. Atualizar as rotagdes totais
o, (t + At) e fazer t — t + At.

Calcular o novo passo de tempo:

At [N pp A < At < A

min  — — max ’
real

Repetir o algoritmo para o proximo passo de integracio;
5.2. Se tolz < error(x) < maz_error ou tola® < error(a”) < maz_error, e
N,y < N, 2 solugio ndo convergiu. Fazer K K +1 e repetit os passos 3,4 e 5.

A
5.3. Se error(x) > maz_error ou error(a®) > max_error ,ouse Ny > N, . .2

57




solucio divergiu. Calcular o novo passo de tempo:

N
At — | AL AL

min

< At < At

max ?
real

Recomecar o passo de integragio com o novo At.

Note-se que o limite maz_ error foi introduzido nos passos 5.2 e 5.3, como forma de controlar o
crescimento indesejado dos etros e, assim, contornar as situagSes em que pode haver divergéncia. Ele
deve ser um nimero grande — por exemplo, 108 . Note-se também que foi introduzido o limite N, no
namero de interacdes, para evitar que o método faga iteragdes indefinidamente quando a convergéncia
nio consegue ser atingida. Foi introduzido ainda o limite At ., para evitar que a adaptacio reduza
indefinidamente o passo de integragio quando hi divergéncia ou falta de convergéncia (além de assegurar
um tamanho minimo para o passo, com vistas a ndo comprometer excessivamente a eficiéncia
computacional da integragio). Com relagio a0 nimero desejado de iteracbes, N, valotes tipicos sdo de
4 210.

Como comentado na Secio 3.3, os erros error(v) e error(w) também podem ser incluidos nos

passos acima.

Nota. Esquemas de adaptacio que dividem ou multiplicam o passo de tempo por um fator fixo (a0
invés de um varidvel, como nos passos 5.1 e 5.3 acima) também podem ser utilizados. Nesses casos,
por experiéncia propria, o autor recomenda que o multiplicador seja um nimero entre 1 e 1,5. O uso
de valores maiores do que 1,5 implica aumentos muito bruscos de At, que geralmente levam o
sistema a uma configuragio muito distinta daquela em que se encontra no instante em consideragio —
o que dificulta 2 convergéncia ou, até mesmo, leva a divergéncia, conduzindo a nova adaptagio e logo
piorando a eficiéncia do esquema. O divisor, por sua vez, pode ser maior do que 1,5 (por exemplo,
2). Nesse aspecto, O esquema proposto nos passos 5.1 € 5.3 € mais versatil pois utiliza um fator
vatiavel que é fungio da eventual facilidade ou dificuldade de convergéncia em determinado instante,
além de nio conduzir 2 aumentos bruscos de At j4 que a raiz quadrada suaviza a razdo Ny /N, -
Outtos esquemas de adaptacio automatica também sio possiveis, ver pot exemplo Zohdi [5], que
por sua vez é baseado no método de Zohdi [65] para a solucdo de problemas termomecanicos de

meios continuos.

3.5 Deteccao dos contatos

A deteccio dos contatos é o grande “gargalo” computacional do MED. Em sistemas de particulas
esféricas, o que define se uma particula estd ou ndo em contato com outras e/ou com supetficies rigidas —
e, logo, se as forgas e momentos cotrespondentes devem ser calculados no passo 3.1 do Algoritmo 1 — éo
sinal das grandezas 5@' e 6., , definidas em (2.50) e (2.91), respectivamente. Quando ele é negativo, o
contato existe e, como ja dito, 5ij e 6,, passam a ser chamados de intetpenetragio. A deteccgio dos

contatos requer, pois, que se efetue uma varredura sobre as particulas e supetficies rigidas do sistema a

58




cada execucio do passo 3.1, a fim de se calcular 6; e §;, para todos os pares de contato possiveis. Essa
varredura é a operagio que mais demanda esforgo computacional em um passo de integragio. Se ela for
efetuada sobre fodos os pares do sistema, o tempo necessitio para a sua execugio serd proporcional a0
quadrado do nimero total de particulas e superficies tigidas. Em sistemas razoavelmente grandes, essa
tarefa é extremamente demorada e pode, até mesmo, inviabilizar a simulagio numérica.

Uma maneira de tornar a deteccio ou busca mais eficiente é definir um dominio espacial para o
sistema (por exemplo, atribuindo-lhe dimensdes finitas nas diregbes &y, T, € T3, 0u T, Y € 2 ), dividi-lo
em subdominios ou regides, e fazer a varredura somente dentro dessas regides, percorrendo
separadamente cada uma elas. Nesse caso, para cada particula i, faz-se a varredura apenas sobte as
particulas j e superficies rigidas w que se encontram na mesma regido de % e nas regides imediatamente
adjacentes. Esse artificio reduz drasticamente o tamanho das varreduras, especialmente se o sistema for
denso ou constituido de muitas particulas. Métodos que seguem essa abordagem sdo chamados de
métodos de “subdivisio do dominio”, de “divisdo pot células” ou ainda de “engradamento ou

encaixotamento do dominio™ (grid, cell ou binning algorithms; vet, por exemplo, Péschel e Schwager [4]).

Neste trabalho, faz-se uso de um método de subdivisio relativamente simples, apresentado a seguir.
Sejam (%;,%5), (¥}, Yr) € (21,2p) as coordenadas iniciais e finais do dominio nas direcbes z, y e
z , respectivamente, e sejam L = zp — I, Ly. =y —y; e L, = zp — 2; as dimensdes do dominio
nessas direcdes. Sejam NDIVz, NDIVy e NDIVz o ndmero de divises, subdominios ou células
nessas direcdes. Seja (CELLz, CELLy,CELLZ) o “endetego” de um subdominio ou célula, com CELLx
, CELLy e CELLz ntmeros inteiros tais que 0 < CELLz < NDIVx +1,
0 < CELLy < NDIVy+1e0< CELLz < NDIVz 4+ 1. Seja
LIST(CELLz,CELLy,CELLz) = {l,m,n,...} alista das particulas contidas na célula
(CELLz,CELLy, CELLZz) em um determinado instante, onde I,m,n,... sao os numeros dessas
particulas, e seja ADDR; = (CELLz,,CELLy;, CELLz;) o enderego da célula em que uma particula 4
se encontra nesse instante. Em ¢ = 0, antes de iniciar a integragio no tempo pot meio do Algoritmo 1,
devem-se construir as listas LIST(CELLz,CELLy,CELLz) de todas as células conforme descrito no

Algoritmo 2 abaixo:

Algoritmo 2. Construcio das listas de particulas contidas nos subdominios ou células.
Seja T, = (:Elxi,arzﬂ,x& l) — (a:i,yi,zi) o vetor posicio da particula ¢ no instante de tempo em
consideracdo. Fazer:

1. Inicializar as listas:

Para iz = 0,...,NDIVz + 1, fazer:
Para iy = 0,..., NDIVy + 1, fazer:
Para 1z = 0,...,NDIVz 4 1, fazer:
LIST(iz,1y,iz) = { } (célula inicialmente vazia)
2. Para cada particula %, ¢ = 1,..., Np, fazer:

Identificar a célula em que % se encontra:
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T — T

CELLz, =int[ . ’]xNDIVx—i—l,

9

CELLy, = int[yi—;ﬂ

Yy
Z; — 2

X NDIVy 41,

CELLz, = int[ ] x NDIVz +1;

z

Guardar o endereco de i« em ADDR, = (CELLz;,CELLy;,CELLz,);
Acrescentar § 2 lista LIST(CELLx,,CELLy,,CELLz;).

A notaciio int(") éintroduzida acima para designar a funcao que transforma o niimero real (-) no
ntmero inteiro mais préximo (porém nio superiot) a (). Note-se que na verdade sio criados mais
subdominios ou células do que o especificado por NDIVz, NDIVy e NDIVz, j4 que os indices do
passo 1 acima variam de zero a0 numero de divisSes mais um. Esse artificio é feito apenas para facilitar o
algoritmo de detecgio (descrito logo a seguir), nio sendo estritamente necessario. Uma vez que o

Algoritmo 1 é iniciado, no inicio de seu passo 3.1 deve-se fazer:

Algoritmo 3. Detecgio dos contatos utilizando o método da subdivisio do dominio.
Para cada particula %, i = 1,..., Np, fazer:
1. Identificar a célula onde a particula se encontra:
CELLz; = ADDR,(1),
CELLy, = ADDR,(2),
CELLz, = ADDR,(3);

2. Efetuar a varredura sobte a célula ADDR, e suas células imediatamente adjacentes:
Para iz = CELLz, —1,...,CELLz; + 1, fazer:
Para 15y = CELLy, —1,...,CELLy; + 1, fazer:
Para iz = CELLz, —1,...,CELLz; +1, fazer:
Para jcell = 1,...,nimero de particulas na célula (iz, 1y, 12) , fazer:
j « ntimero da particula que ocupa a posicio jeell em LIS T(iz, iy, i2)
Se 7 > i, calcular 6ij

atr

Se (51-j < 0, hé contato = calcular f;]c”" , f;;tr emy’ .

Note-se que 6, n s6 é calculado para j > %, de modo a evitar que se calcule 6 i (isso seria uma
duplicidade desnecessatia, ji que 6; = 51.] ). Ao final de cada passo de tempo do Algoritmo 1, apos
atingida a convergéncia, devem-se atualizar as listas LIST(CELLz,CELLy,CELLZ) . Isso é feito
executando-se o Algoritmo 2 novamente, no final do passo 5.1, dessa vez utilizando as novas posi¢oes das
particulas.

Uma maneira de tornar a busca dos contatos ainda mais eficiente é definir, dentro das células, uma
vizinhanca para cada particula, caracterizada por uma distincia de busca, e fazer a varredura somente

dentro dessa vizinhanca, i.e., somente sobre as particulas e superficies rigidas cujas distancias 2 particula
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em consideracio sio inferiores A distincia de busca. Métodos desse tipo séo por vezes chamados de
métodos de Verlet ou de listas de Vetlet (ver, por exemplo, Péschel e Schwager [4], pp. 54-61). Neste
trabalho, propde-se o método apresentado a seguir, como um complemento a0 método da subdivisao do
dominio.

Seja dy, a distincia de busca, também chamada de distancia de Verlet. Seja VLIST, = {l,m,n, .} a
lista de particulas contidas na vizinhanga da particula i em um determinado instante, ou lista de Verlet de
i nesse instante, onde I,m,n,... sio os nimeros dessas particulas. Em ¢ = 0, antes de iniciar a
integracio no tempo por meio do Algoritmo 1, devem-se construir as listas VLIST, de todas as particulas

conforme o Algoritmo 4 abaixo:

Algotitmo 4. Construgio das listas de particulas contidas nas vizinhancas, ou listas de Verlet.
Seja x; = (z,,4;,2;) 0 vetor posicio da particula i no instante de tempo em consideracio. Fazer:
1. Dividit o dominio em células e construir as listas LIST(CELLz, CELLy,CELLz) por meio do
Algoritmo 2.

2. TInicializar as listas de Vetlet:
Para cada particula ¢, 1 = 1,...,Np , fazer:
VLIST, = { } (lista inicialmente vazia)

3. Efetuar varredura sobre todas as células:
Para iz = 1,..., NDIVz, fazer:
Para 1y = 0,..., NDIVy, fazer:
Para 1z = 1,...,NDIVz, fazer:
Para icell = 1,..., ntimero de particulas na célula (iz, 1y, i) , fazer:
i + numero da particula que ocupa a posicio icell em LIST(iz, 1y, iz)
Para itz = iz —1,...,5z + 1, fazer:
Para ity = iy — 1,...,7y + 1, fazer:
Para iz = iz — 1,...,iz + 1, fazer:
Para jcell = 1,...,ntmero de particulas na célula (%iz, %y, i4z), fazer:

§ +— numero da particula que ocupa a posigio jcell em
LIST (i, ity, iiz)
Se |&; — x| < d;, , acrescentar j alista VLIST;.

Uma vez que o Algoritmo 1 ¢ iniciado, no inicio de seu passo 3.1 deve-se fazer:

Algoritmo 5. Detecgio dos contatos utilizando as listas de Verlet.
Para cada particula 4, i = 1,..., Np, fazer:
1. Efetuar a varredura sobre a lista de vizinhos de 4:
Para iviz = 1,..., nimero de particulas na lista VLIST, , fazer:

j +— ntimero da particula que ocupa a posigo iz na lista VLIST;
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Se 7 > 1, calcular 5ij

con atr atr
P [ mij .

Se 6ij < 0, hé contato = calcular

Ao final de cada passo de tempo do Algoritmo 1, depois de atingida a convetgéncia, devem-se
atualizar as listas VLIST, de cada particula. Isso é feito executando-se o Algoritmo 4 novamente no final
do passo 5.1, agora utilizando as novas posicSes das particulas.

As listas de Vetlet aceleram significativamente a detecgdo dos contatos, posto que reduzem o
tamanho da varredura dentro das células (desde que, claro, a distancia de busca seja escolhida
apropriadamentel?). A titulo de ilustracio, para sistemas constituidos de mil particulas, que sao
considerados sistemas pequenos a moderados, quando d}, é igual ao tamanho das células o ganho de
eficiéncia é da ordem de 40% se comparado 20 método da subdivisio “puro”, i.e, sem listas de Verlet
(esse percentual se refere ao tempo de processamento de um passo de integragio, considerando
programagio nio paralelizada). Em sistemas maiores, 0 ganho é ainda maior; para sistemas de poucas
particulas, contudo, nio hé ganhos perceptiveis. A escolha da distdncia de busca deve levar em
consideracio a distncia maxima que as particulas podem percorrer entre dois instantes consecutivos da
discretizacio do tempo, tal que nenhum possivel contato seja “perdido” em um passo de integragao.
Outros aspectos que afetam a eficiéncia da deteccio, como por exemplo o tamanho das células, também
devem ser selecionados com critétio. Han et al. [66], por exemplo, recomenda que as células tenham
dimensio de cerca de trés vezes (em problemas bidimensionais) ou cinco vezes (em problemas
tridimensionais) o didmetro da menot particula. Ver também Santasusana et al. [67] para uma discussdo
nesse sentido, além de uma descrigio de outros métodos de busca.

A implantagio computacional dos algoritmos acima nio é complicada, mas requer algum cuidado. A
smaior dificuldade é o gerenciamento das listas de particulas, pois elas vatiam de tamanho a cada passo de
integragio. Sua alocagio e realocagio deve ser feita aproptiada e eficientemente, 2 medida que particulas

entram ou saem das células e das vizinhangas de outras particulas.

Nota. E possivel atualizar as listas dos subdominios e as listas de Verlet somente depois de
decorridos alguns passos de integracio, a0 invés de em todos os passos como desctito acima. Isso
aumenta ainda mais a eficiéncia da busca, mas deve ser feito escolhendo-se com muito cuidado a
frequéncia das atualizagdes. Deve-se sempre considerar a distincia maxima que as particulas podem
percorter entre duas atualizagdes consecutivas, comparando-a com o tamanho das células e/ou com
a distancia de Vetlet, de modo a que nenhuma particula saia ou entre nas células e nas vizinhancas de
outras particulas antes de as listas serem atualizadas novamente. Embora essa distdncia maxima seja a
principio desconhecida, ela pode a0 menos ser estimada, com base na ordem de grandeza esperada

para as velocidades e no tamanho do passo de integracao adotado.

Nota. Na literatura, é comum refexir-se a algoritmos como os 2 e 4 acima como sendo a “busca

17 Essa distancia deve ser menor do que trés vezes o tamanho das células, j4 que a vartedura empreendida na montagem da lista de
uma patticula ¢ feita sobre a célula em que a particula se encontra e sobre 2s duas células imediatamente adjacentes (a anterior e 2
posterior) em cada direcdo. Nio deve, contudo, ser muito pequena, conforme comentado logo a seguir.
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global de vizinhos™ (global neighbor search), e aos 3 e 5 como sendo a “busca local” (local neighbor search).
A busca global é um filtro relativamente grosseiro, que identifica os potenciais pares de contato ou
candidatos ao contato. Ele nio depende da forma geométrica das particulas, mas sim (e apenas) das
suas relaces de proximidade. J4 a busca local é um filtro fino, que identifica, somente dentre os
potenciais pates de contato, aqueles que realmente estdo em contato. Esse filtro, sim, depende da
forma das particulas. Quando elas nio sio esféricas, a busca local pode set extremamente demorada,
constituindo a parte da detecgio (e eventualmente do préprio MED) que mais demanda esforco
computacional, em geral envolvendo a solugio de um problema de minimiza¢io para cada par

candidato ao contato.

Nota. O célculo das forcas de atracio e repulsio também exige que se fagam varreduras sobre as
particulas. Essas forcas ndo dependem de as particulas estarem em contato, sendo diferentes de zero
até mesmo para particulas muito afastadas entre si. A rigor, portanto, seu célculo requer que a
varredura seja feita sobre todas as particulas. Muitas vezes, contudo, € possivel definir uma distancia
limite ou distincia de cotte, a partir da qual as interagGes de atragio e repulsio passam a set
despreziveis. Nesses casos, uma patticula ¢ somente terd interacOes com outta particula j se essa
Gltima estiver no interior da vizinhanca definida pela distincia de corte. Esse artificio pode diminuir
significativamente o tamanho da varredura. Sua implantagio computacional é semelhante a das listas
de Vetlet. O valor da distincia de corte também pode ser estabelecido com base na distancia critica
do potencial das forcas de atracio e repulsio, que é a distancia a partit da qual a interagio se torna

instavel — fato que deve ser evitado (vide nota ao final da Secio 2.7).

3.6 Armazenamento do histérico do atrito

Como visto na Secio 2.10, o calculo da forca de atrito entre um par de contato requer que O
alongamento acumulado no dispositivo tangencial ficticio (ie., o histérico do attito) seja armazenado
durante o contato. Isso deve ser feito para todos os pares de particulas e superficies rigidas que estiverem
em contato entre si. Uma maneira de se fazé-lo é por meio da criagio de listas de contatos, conforme
descrito a seguir.

Seja CONTLIST, = {l,m,n,...} alista de contatos de uma particula ¢ em um determinado
instante, i.e., a lista de particulas e superficies rigidas que efetivamente estdo em contato com % nesse
instante. Ela deve se inicializada com contetido vazio em ¢t = 0, e atualizada toda vez que um contato ¢
detectado no tltimo passo dos Algotitmos 3 ou 5 acima. Para cada um de seus elementos 7, deve ser
criado um vetor Zg "™ correspondente, o qual ¢ inicializado como um vetor nulo tao logo j é

acrescentado a CONTLIST,. O calculo da forga de atrito entre i e j deve entio proceder conforme

acuin

descrito na Secio 2.10, armazenando-se em A:I}ij

indicado em (2.84).

o alongamento resultante no dispositivo, como

As listas de contato também devem ser atualizadas toda vez que um par deixa de estar em contato,

ie., toda vez que um par que estava em contato no instante ¢ deixa de o estar em t + At. Isso deve ser
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feito imediatamente ap6s o calculo de §;; nos Algotitmos 3 ou 5:se j pertence a CONTLIST,, mas tem
agora vetor posicio tal que 6ij > 0, entlio o contato entre ¢ e j foi “desfeito” e j deve ser removido da
lista. Por esse aspecto fica evidente que a implantagio computacional das listas de contato exige cuidados
semelhantes aos das listas da secio anterior: como elas podem variar de tamanho a cada passo de
integracio, sua alocagio e realocagio deve ser feita apropriada e eficientemente, 2 medida que novos pares
de contato sio formados e/ou outros sio desfeitos.

Os comentétios acima podem parecer um tanto desnecessirios, mas nao é comum encontrar mengao
(muito menos detalhes) sobre o armazenamento do histérico do atrito na literatura do MED —nem
mesmo naqueles textos mais voltados aos aspectos computacionais do método. Por esse motivo é que se

optou pot incluir uma segio (ainda que muito breve) sobre isso neste trabalho.

64




4 Exemplos numéricos

4.1 Consideragdes iniciais

A formulacio do MED e o esquema de solugio numérica apresentados nos capitulos anteriores
deram origem ao programa computacional PSY (Particle Systems Analysis Program), desenvolvido pelo autot.
O PSY foi concebido pira servir de ambiente de programagio e ferramenta de simulagdo para o estudo de
materiais granulates e particulados. Seu codigo esté escrito em linguagem Fortran 90/95/2003 e é baseado
no paradigma da orientagio a objetos, com encapsulamento de dados, polimorfismo, heranca e carga de
operadores. Essas caracteristicas permitem que ele possa ser utilizado de forma concomitante por
diferentes programadores, o que facilita a sua extensao gradativa e a inclusao de novos desenvolvimentos
tebticos 2 medida que esses sio conduzidos. Dispde de interface grafica para a entrada de dados e a
visualizacio de resultados, baseada nos programas auxiliares GiD® [68] e Paraview® [69]. Dispde também
de um gerador de particulas, desenvolvido com base em técnicas de adicio sequencial aleatoria. Com
relaciio a esse Giltimo aspecto, convém destacar que 2 geracio de particulas (i.e., 2 defini¢io de suas
coordenadas iniciais no interior de um dominio de interesse) é uma etapa 2 parte no MED. Ela antecede a
simulacio computacional propriamente dita e pode ser empreendida por meio de diversos métodos. Os
mais simples (porém nio necessariamente os mais eficientes) 3o os de adicio sequencial aleatdria, que se
baseiam na adicio, uma apds uma, de particulas de forma aleatoria mas tal que nenhuma nova particula
possua interpenetra¢io com outras ja previamente adicionadas (e nem com supetficies rigidas que
eventualmente facam patte do sistema). A geragio ¢ finalizada quando um numero total desejado de
particulas for atingido, quando uma densidade desejada (relagio entre o volume total das particulas e o
volume do dominio) for atingida, ou quando o dominio estiver saturado e nao for mais possivel adicionat
novas particulas com os parametros utilizados. A ideia ¢ bastante simples e tem origem no trabalho de
Widom [70], ainda da década de 1960.

No gerador desenvolvido neste trabalho, as particulas s3o geradas com diametros que seguem uma
curva granulométrica ou uma distribuigio de probabilidade dadas (pot exemplo, com forma gaussiana),
cuja média e desvio padrio devem ser fornecidos. Se desejado, a geragio pode ser seguida de uma pré-

simulacio do sistema, tal que que as particulas recém-geradas sejam postas a se movimentar € assim
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“relaxar” (pot exemplo, sob a agio da gravidade), atingindo uma configuragio estética de equilibtio que
serve entdo como configuracio inicial para a simulagio que se deseja empreender. Métodos que seguem
essa abordagem sio chamados de métodos dinamicos de geraciol®. A geracio de particulas (por vezes
também chamada de empacotamento de particulas) é um topico que tem atraido o interesse das
comunidades de fisica e mecinica computacionais j4 ha algumas décadas. Fla € importante para a
simulacio de diversos sistemas, como coloides (Bolintineanu et al. [71]), cristais (Tan et al. [72]), polimetos
(Kroupa et al. [73]) e materiais granulares (Han et al. [74], Xu e Chen [75}, Cui e O’Sullivan [76], Donev
[77], Feng et al. [78] e Jiang et al. [79], citando somente alguns), e nao é exagero afirmar que o
desenvolvimento de algotitmos de geragio ou empacotamento hoje constitui uma area de pesquisa por si
s6. Na visio do autor, além dos trabalhos citados acima, as contribui¢des do grupo de S. Torquato (ver
[80], [81] e [82]) e de Thornton et al [83] estao dentre as mais relevantes na 4rea. Nio faz parte do escopo
deste trabalho entrar em detalhes sobre os métodos de geragio de particulas. O leitor interessado pode
consultar as referéncias acima e também o trabalho do autor em Campello e Cassares [84], o qual deu
origem 2o gerador aqui utilizado.

Este capitulo apresenta alguns exemplos pata ilustrar a validade da formulagio apresentada nos
Capitulos 2 e 3, e 2 sua aplicabilidade ao estudo dos matetiais granulares secos. Nio pretende de forma
alguma ser exaustivo, mas sim apenas apresentar exemplos de validagio e exemplos representativos de
caréter geral que possam dar uma ideia das capacidades do MED — na forma como foi aqui formulado —
para esse proposito. O autor advette que diversos desenvolvimentos estao no momento em curso 10
Ambito de sua pesquisa, com vistas 2 modelagem de problemas especificos, como por exemplo ensaios
triaxiais de amostras de solo, processos de deposicio de particulas sobre substratos flexiveis, processos de
impressio tridimensional e de sinterizagio a laser com particulas poliméricas, dentre outros, mas que esses
3o serio incluidos neste trabalho por ainda se encontrarem em fase de desenvolvimento. Assim, os
exemplos aptesentados neste capitulo sio propositadamente genéticos. Os primeiros, alias, sao
extremamente simples, envolvendo um ntimero muito pequeno de patticulas, de modo a que a resposta
possa ser conhecida analiticamente (ou a0 menos antecipada qualitativamente) e a validagio ser
suficientemente conclusiva. Cutriosamente, ndo é comum encontrar exemplos de validagio na literatura do
MED. Espeta-se, assim, que este capitulo possa conttibuir (ainda que timidamente) no preenchimento
dessa lacuna, ajudando a estabelecer algumas solugdes de referéncia por meio das quais outros
pesquisadores possam testar e validar as suas formulacoes e implantagdes computacionais.

No que segue, algumas hipoteses sao comuns a todos os exemplos. Com relagio ao meio fluido em
que as particulas estio imersas, admite-se que é o ar (inerte e seco) e que sua velocidade € muito pequena

se comparada A velocidade das particulas, tal que se possa fazer vy ~ 0 em (2.36). Isso implica que o

18 Os métodos dindmicos tém origem na década de 1990, com o famoso algoritmo de Lubachevsky-Stillinger [92], e sdo bastante
utilizados no MED e nos métodos de dinfmica molecular. Possuem inimeras variantes. Hi também os métodos construtivos, que
partem de consideracdes puramente geométricas para preencher o dominio, sem envolver uma pré-simulagio do sistema. Esses
sio, em geral, mais eficientes do ponto de vista computacional do que os primeiros. Os métodos dinamicos, contudo, tém maior
simplicidade de implantagio e sio capazes de gerar configuragdes iniciais mais densas —aspecto que muitas vezes é desejado, ou
até mesmo necessario.
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Figura 6. Choque frontal de uma particula com uma parede. Vista em perspectiva (2 esquerda) e vista lateral (3
direita, ligeiramente ampliada).

conhecimento da dinimica do fluido ndo é necessario para o conhecimento do movimento das particulas
(ou, em outras palavras, que as particulas sdo afetadas pelo fluido, mas o fluido ndo é afetado pelas
particulas). Em aplica¢des onde o escoamento do fluido ¢ relativamente tipido, a dinimica do fluido deve
set resolvida junto com a dindimica das particulas, o que requer um modelo acoplado particula-fluido para
descrever adequadamente a evolugio do sistema ao longo do tempo. Isso serd objeto de desenvolvimentos
futuros por parte do autor. Admite-se também que a densidade das particulas ¢ muito maior do que a
densidade do fluido, de modo que se possa desprezat a forca de empuxo. Com relacio as forcas de atrito,
a obtencio do alongamento incremental tentativa (vide equagio (2.83)) € feita com ¢ = 0,
independentemente do valor que ¢ adotado para ¢ no método de integragao do Algotitmo 1. Isso se faz

apenas por questdo de simplicidade e eficiéncia computacional, sem nenhuma perda de generalidade.

4.2 Choque frontal de uma particula com uma parede

Esse exemplo é extremamente simples e tem o propdsito de dar uma breve ideia sobre a acuricia do
método numérico aqui proposto, pot meio da simulagio de uma colisio isolada. Uma patticula esférica de
raio r = 0,1 m e massa m = 10 kg ¢ projetada contra uma parede plana a uma velocidade v = 1 m/s,
como ilustrado na Figura 6. A particula tem proptiedades elisticas £ = 10° N/m?e v = 0, e nio estd
sujeita 2 nenhuma forga externa além da forga de contato que surge durante o choque. O choque, por sua
vez, é petfeitamente elistico (i.e., 0 par particula-parede tem parimetros de amottecimento e coeficientes

de atrito nulos: £

=& = 0e pg = pp = 0), ¢ sua duragio, de acordo com (3.19), é

At, = 2,87 X 1073 s. O problema é simulado com passos de integragdo progressivamente refinados,
com ordem de grandeza variando de At, a At /1000 . Tanto a versdo explicita quanto implicita do
método de integragio sio utilizadas. No caso da versio implicita, adota-se ¢ = 1/2 (i.e., método do

trapézio classico) e tolz = tola® = tolv = tolw = 1079, sem adaptagéio automética. Os resultados
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Figura 7. Choque frontal de uma particula com uma parede. Evolugio da forca de contato com o tempo
durante o choque. Os resultados para o passo de integragio mais refinado ndo estio representados por serem
visualmente idénticos aos do passo 2,5%10-5 s.

obtidos para a velocidade pés-choque estio apresentados na Tabela 1 a seguir. A Figura 7, por sua vez,
apresenta um grafico da evolugio da forga de contato com o tempo durante o choque. Como se observa,
a resposta numérica converge adequadamente para o resultado esperado 2 medida que o passo de
integragio é reduzido. Em espedial, para um At de cerca de um vigésimo de At , o erro na velocidade
pos-choque j4 ¢ de apenas 0,015% (com o método explicito) ou 0,0024% (com o método implicito). Na
experiéncia do autor, a utilizagio de At /20 ¢ quase sempre um bom compromisso entre acuricia e
eficiéncia computacional. Os resultados que se obtém utilizando tolerdncias mais rigorosas no critério de

convergéncia sio idénticos aos aqui apresentados.

Tabela 1. Choque frontal de uma particula com uma parede. Velocidades p6s-choque (em m/s) obtidas
com diferentes passos de integracio. Os niimeros entre parénteses s30 o etro em relagdo 4 resposta exata.

At (s) Explicit Implicit
5,0x104(~ At./5) -1,011929 (1,19%) ~1,006123 (0,61%)
2,5x104(~ At,/10) ~1,007418 (0,74%) ~1,001939 (0,19%)
1,25%10+4 (~ At,/20) ~1,000154 (0,015%) ~1,000024 (0,0024%)
2,5%10 (~ At,/100) ~1,000006 (0,0006%) —1.000006 (0,0006%)
2,5%106 (~ At, /1000 ) ~1,000000 (0%) ~1,000000 (0%)

4.3 Derrapagem e rolamento de uma particula sobre uma superficie rigida

Este exemplo estd apresentado em Campello [59], e é uma adaptagdo de exemplo semelhante

proposto por Gay Neto et al. [60] envolvendo o rolamento de uma barra cilindrica. Uma particula esférica
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Figura 8. Detrapagem e rolamento de uma patticula sobre uma superficie tigida. Vista lateral.

de raio 7 = 0,2 m e massa m = 1000 kg ¢ posicionada sobre uma superficie rigida (plana) com
velocidade inicial v(0) = (2,355;0;0) m/s e velocidade angular inicial w(0) = (0;0;—127,03) rad/s,
tangenciando-a conforme representado na Figura 8. A superficie esta no plano zz e tem coeficiente de
atrito com a particula pg = pp, = p = 0,25. A aceleracio da gravidade atua no sentido —y, com valor
g = 9,81 m/s2, e faz com que a particula entre em contato com a supetficie tigida ja no inicio do seu
movimento. Nessa ocasido, as velocidades iniciais sdo tais que a particula comega a “derrapar” sobre a
superficie, i.e., a girar e escorregar com atrito, no sentido +z . E possivel compreender a dindmica do
problema olhando para o que ocotre com a velocidade translacional do ponto de contato P na diregdo z .

Em t = 0, tem-se
vr(0) = 2,355 — 127,03 X 0,2 = —23.051 m/s. 4.1)

A forca de atrito, entio, tem sentido oposto e causa dois efeitos distintos: por um lado, acelera a
translacio da particula no sentido + ; por outro, desacelera a sua velocidade angular, ja que gera um
momento em relacio a0 seu centro que é contrario ao giro que ela possui nesse instante. A combinagao
desses efeitos faz com que v- comece a decrescer a partir de entdo em valor absoluto, até que, decorrido
algum tempo, chegue a zero e o ponto P fica instantaneamente “aderido” 4 supetficie — embora a
velocidade translacional da particula nio seja nula. Nessa ocasido, como deixa de haver movimento
relativo entre P e a superficie rigida, a particula para de derrapar e comega a experimentat rolamento puto.
A integracio das equagdes do movimento durante a fase de derrapagem fornece uma expressio analitica

para as velocidades da particula ao longo do tempo, conforme abatxo:

W(t) = (v,(),0,0), v, () = v,(0) + pgt = 2,355 + 2,453¢,

Sug (4.2)
w(t) = (0,0,w,(t), w,(t)=w,(0)+ —2———t = —127,03 4 30,656t.
T

Esse resultado é vélido para t < t.,, onde t,, ¢ o instante em que o rolamento puro & iniciado. De (4.2),

decorre que a velocidade do ponto P na diregdo z 20 longo do tempo é

0P () = v, (t) + w,(t)r = —23,051 + 8,548t 4.3)

T
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Figura 9. Derrapagem e rolamento de uma particula sobre uma supetficie rigida. Hist6rico da posicio, rotagio,
velocidade e velocidade angular da particula a0 longo do tempo. Os resultados numéricos estio representados com linha
cheia e os analiticos com marcadores.

e dessa expressio, fazendo-se v, = 0, obtém-se

—93,051 + 8,548t =0 = t = £, = 2,6%s. (4.4)

Apos esse instante, a particula permanece em movimento uniforme indefinidamente (admite-se que nio
ha resisténcia a0 rolamento), com velocidade de translagio v, ., ¢ velocidade angular w, ., constantes,

cujos valotes podem ser obtidos fazendo-se ¢ = 2,69 s em (4.2):

v, = U,(2,69) = 8,95m/s,

= w,(2,69) = —44,57 rad/s.

z,rol

w

z,rol

(4.5)

A solucio numérica obtida neste trabatho ests apresentada na Figura 9 para um intervalo de analise de 5,0
s, juntamente com a solugio analftica acima para comparagao. Como se vé, os resultados sio visualmente
idénticos!®. Pode-se constatar que a fase de derrapagem e a transicéo para a fase de rolamento sdo
adequadamente representadas. Além disso, os valores da solugdo numérica para boy (2698), v, ., (8,94
m/s) e W, rol (—44,70 rad/s) estdo em excelente concordincia com a resposta analitica. Esse exemplo é
um bom teste para verificar se 0 modelo de attito captura adequadamente os fen6menos de aderéncia e

deslizamento. Os pardmetros utilizados na simulagdo foram: E = 10! N/m?e v = 0,25;

19 A rotagio apresentada se refere 4 componente em z do vetor rotagdo 0 , o qual pode ser calculado uma vez que o vetor
totacio de Rodrigues ¢ obtido. Neste exemplo, contudo, o eixo de rotagio nio varia a0 longo do tempo e, logo, a rotagio total
em qualquer instante pode ser obtida por simples soma das rotagoes incrementais de até entdo.
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(0) = (3,1,0)
1,(0) = (~V/3,1,0)
v,(0) = (0,—2, 0)

w,(0) = (=5,5v/3, 0)
w,(0) = (~5,—5v3, 0)
w,(0) = (10, 0, 0)

Figura 10. Choque de trés particulas em rolamento sobre uma superficie rigida. Vista em perspectiva
(parte superior da figura) e vista supetior (logo abaixo). Os vetores de velocidade angular estdo
representados com seta dupla.

¢ =& = 0 (ie, ndo hi amortecimento); At =107 s (com adaptacdio automética, sendo
_ -5 - . -4 . . - s _ i , e
At =107 se At = At =107 s); integragdo implicita com ¢ = 1/2 (i.e., método do trapézio

clssico) e tolerincias do ctitétio de convergéncia tolr = tola? = tolv = tolw = 107°. Forgas arrasto,

de atraciio e repulsdo e de adesio ndo sdo consideradas.

4.4 Choque de trés particulas em rolamento sobre uma supetficie rigida

Este exemplo foi proposto em Campello [59] e se assemelha a0 choque de bolas de bilhar. Trés
particulas idénticas de raio 7 = 0,2 m, massa m = 1000 kg e proptiedades elasticas £ = 101 N/m?e
v = 0,25 sio colocadas em aproximagio numa formagio equilitera sobre uma supetficie rigida, como
mostrado na Figura 10 (a supetficie é plana e estd no plano zy; as particulas tangenciam-na). A gravidade
atua no sentido —z , com valor g = 9,81 m/s?, e hé atrito entre as patticulas e a supetficie, caractetizado

por pg = pp = 0,5 (o atrito entre as proptias particulas também existe e tem 0s mesmos coeficientes).
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As velocidades iniciais das particulas sdo tais que elas expetimentam, desde o inicio do movimento,
rolamento puro em direcio ao centro geométrico G da formacio (em outras palavras, ndo ha derrapagem
nessa fase do movimento: as particulas se aproximam com velocidade translacional e angulat constantes),
até se chocarem. Apbs o choque, o movimento é revertido ¢ elas passam a se afastar em diregdo as suas
posicoes de origem. O amortecimento € nulo (&, = & = 0). A solugio numérica obtida neste trabalho
esta apresentada na Figura 11, onde pode ser vista a evolugdo das velocidades e da rotagio da particula 1
ao longo do tempo para um intetvalo de analise de 2,0 s. O choque acontece em ¢ = 0, 46 s, e dura
aproximadamente 0,0047 s. Assim que é finalizado, no instante ¢ = 0,4647 s, observa-se que 2
velocidade de translacio da particula ¢ revertida a um valor praticamente idéntico (mas de sinal contrario)
20 seu valor inicial. Esse fato é esperado, ja que ndo ha amortecimento. A sua conservagio exata, porém,
nio ocotre, mas isso também é esperado: durante o contato, as patticulas perdem a “aderéncia” que
possuiam com a superficie rigida e passam a derrapar, tanto na fase de compressdo quanto na de
descompressio, dissipando energia. Essa dissipagio, contudo, é pequena, pois o contato tem duragio
muito curta, de modo que visualmente as velocidades antetior e imediatamente posterior ao choque sao
idénticas nos graficos da Figura 11 (o valor exato para a particula 1 apés o choque é v, , = —1,691 m/s
e, = —0,976 m/s, o que representa uma redugio de cerca de 2% em relacio 2 velocidade de
aproximagio). A reversio da velocidade angulat, por outro lado, acontece num intervalo de tempo maiot
do que a duragio do choque. Isso porque a forga de atrito, responsavel por essa reversdo, precisa atuar
por um tempo suficientemente longo até que a particula tenha detrapado o bastante a ponto de zerar
seu giro e s6 entdo inverter o seu sentido. Como pode ser visto nos gréficos, a velocidade angular comega
a dectescer (em magnitude) assim que o choque se inicia, e isso prossegue até ¢ = 0,62 s, quando ela
muda de sinal e comeca a crescer. Em t = 0,69 s, o ponto de contato da particula com a superficie rigida
volta a “aderir” 4 superficie, e o rolamento puro é restautado —agora em sentido contrario. Note-se que,
como ha derrapagem entre 0,46 s <t <0,69s,hi dissipagio de energia, de modo que a velocidade de
translacio da particula é progressivamente reduzida nesse intervalo, conforme pode ser observado nos
grificos. De t = 0,69 s em diante, havendo o rolamento puro sido restaurado, a particula segue em
movimento unifortme em direcio 2 sua posiio inicial, com v; , = —0,760 m/s, Uy, = —0,439 m/s,
Wy, = 2,193 rad/s e Wy, = —3,799 rad/s constantes. Os resultados da particula 2 sio simetricamente
idénticos, € os da patticula 3 seguem comportamento totalmente semelhante (para essa Gltima, ap6s

t = 0,69 s, tem-se V3, = 0,877 m/se wy, = —4,387 rad/s). As particulas passam de volta na
posicdo inicial em ¢ = 1,38 5. Os demais pardmetros utilizados na simulagio foram: At =107* s (com
adaptagio automatica, sendo At = 10°%se AL, =At= 1074 5); ¢ = 1/2 (i.e., integragio
implicita com o método do trapézio classico) e tolerancias do critétio de convergéncia

tolz = tola® = tolv = tolw = 107°. Forcas arrasto, de atragio e repulsio e de adesio nio foram
consideradas. Esse exemplo é um bom teste para verificar se os contatos sao corretamente resolvidos em
situacdes em que uma particula tem contato com mais do que uma outra particula em um mesmo mstante
de tempo. E itil, também, para verificar se o método de solucio fornece resultados simétricos quando o

problema é simétrico. E constitui, ainda, uma situagao extremamente simples para validar a implantagio
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Figura 11. Choque de trés particulas em rolamento sobte uma superficie rigida. Histérico da velocidade, velocidade angular e
rotacio da particula 1 a0 longo do tempo. A totagdo apresentada é em relagio 20 eixo de rotagio da patticula, que € fixo.

das listas de contato (LISTCONT).

4.5 Segregagio de grios por vibragio em um recipiente

Este exemplo é proposto em Poschel e Schwager [4], e € aqui reproduzido com pequenas adaptagdes.
Uma amostra de matetial granular com grios esféricos de tamanhos variados € depositada por gravidade
no interior de um recipiente, no fundo do qual se encontra um grao de tamanho muito maior do que os
demais, conforme esquematizado na Figura 12. A gravidade atua na direcio vertical (sentido —y ). Depois
que os grios atingem o repouso, o recipiente é chacoalhado na vertical por varios segundos, durante o que
o material desenvolve um complexo movimento em seu interior, com 0s graos trocando energia e
momentos (linear e angular) seguidamente por meio de multiplas colisdes entte si e com as paredes. O
problema é tratado de forma bidimensional, de maneira que o recipiente é um retingulo no plano zy,

com dimensdes internas 0,4 m (base) ¢ 1,0 m (altura). O material, por sua vez, ¢ constituido de
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I y(t) = Asen(wt)

20m

1,0m

0,15 m
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Figura 12. Segregagio de grios por vibragio em um recipiente. (a) Inicio da deposicio do material no interor do
recipiente, (b) instante intermediario da deposigio e (c) final da deposicdo (configuragio estitica de equilibrio antes
do infcio da vibragio).

Np = 1000 particulas, e tem curva granulométrica dada por uma distribuigao gaussiana com raio médio
7 = 0,01 m e desvio padrio o, = 0,001 m. A distribuicio é truncada a dois desvios padrdes de
distancia da média, tal que 7; € (0,008 m;0,012 m), ¢ = 1,...,1000. Seguindo o modelo de Poschel e
Schwager [4], as paredes do recipiente sdo representadas por particulas justapostas com restrigio de
movimento, sobre as quais se impde uma vibragio harménica vertical definida por y(t) = Asen(wt),
com amplitude 4 = 0,02 m e frequéncia angular w = 30 rad/s, constantes a0 longo do tempo (o
movimento nas outras direcdes, bem como as rotagdes, sio impedidos). Essa representacao, 20 invés do
uso de supetficies rigidas, permite capturar, ainda que de maneira muito simplificada, os efeitos
geométricos da rugosidade das paredes. Esse é um artificio de modelagem muito comum no MED (deve-
se observar, pot outro lado, que 2 rugosidade ja é de alguma forma considerada, por meio do coeficiente
de atrito). O exemplo € analisado conforme a explicado seguir. Inicialmente, uma “nuvem” de particulas €
gerada no interior do recipiente por meio do gerador de particulas mencionado no inicio deste capitulo. A
nuvem é em seguida depositada no fundo do recipiente pot acio da gravidade, com as particulas partindo
do tepouso, até atingir a configuragio de equilfbrio indicada na Figura 12(c) (isso ocotre em pouco menos
de 0,5 s de simulacio). O recipiente é entéo posto a vibrar por um tempo de 25,0 s. Os seguintes

parametros sao utilizados:

e raio da particula maior: 7, = 0,06 m;

e raio das particulas das paredes: 7, = 0,01 m;
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e densidade das particulas: p = 8000 kg/m3;

e proptiedades elisticas das particulas: B = 10° N/m?e v = 0;

e coeficientes de atrito (entre todas as particulas, incluindo as das paredes): pg = pp = 0,5;
e taxas de amortecimento: £, = 0,0002 e & = 0,02;

o aceleracio da gravidade: g = —9,81 m/s%

e passo de integragio: At = 2,5 X 107° s (integragio com o método explicito, ie, ¢ =0);
e subdivisio do dominio: 5 células na direcio z e 10 na direcio y, com distancia de Vetlet

d, =012 me atualizacdo das listas a cada 0,005 s.

Forcas de arrasto, de atragio e repulsio e de adesio nio sao consideradas. Deve-se ressaltar que as
propriedades de amortecimento utilizadas nio sio as mesmas das de Poschel e Schwager [4], em virtude
de esse dltimo adotar um modelo de contato e atrito diferente do que é aqui proposto. Uma cotrelagdo
aproximada, comparando-se as equagdes que definem as constantes de amortecimento (i.e., (2.60) e (2.87))
com as equagdes correspondentes do modelo de Poschel e Schwager [4], conduz aos valores acima. A
Figura 13 apresenta retratos da configuragio do sistema em diferentes instantes de tempo conforme a
solucio numérica obtida neste trabalho. Como se observa, apés decotridos cerca de 20,0 s de excitacao, a
particula maior “emerge” na camada superior da amostra, e 14 permanece indefinidamente até o final da
simulacio. A Figura 14 apresenta a evolugio de sua coordenada vertical ao longo do tempo. Pode-se
perceber que 2 particula ascende em um movimento ciclico, que acompanha a vibragdo do recipiente mas
que tem coordenada média crescente, até atingir o valor de cerca de 0,73 m — correspondente a0 nivel
médio da camada supetior. E interessante constatar 2 partir do grafico que essa ascensio ocotre 2 uma
velocidade aproximadamente constante até t = 11 s, quando entdo se torna mais pronunciada e assim
prossegue até ¢ = 17 s, a partir do que desacelera progressivamente até cessar (em valor médio), em
t = 920 s. Essas vatiacdes de velocidade podem ser explicadas pela diferenca de densidade observada na
amostra ao longo da altura do recipiente: as particulas das camadas superiores sio mais “soltas”, ou livres
para se movimentar verticalmente, pelo fato de haver menos material (e logo peso) acima de si, o que
oferece menos restricio 20 movimento da patticula maior. Esse exemplo ilustra um fendémeno tipico dos
materiais granulares, que € 2 segregagio de grios por diferenca de tamanho devido a vibragSes impostas.
Na fisica dos materiais granulares, esse fendémeno é muitas vezes chamado de “efeito castanha-do-Para”
(“Brazil nuts gffect”), por ter sido assim designado ap6s o famoso trabalho de Rosato et al. [85] (ver também
Jullien e Meakin [86]), um dos pioneiros na sua investigacio. Esse tipo de segregagio € cutioso por set de
certa maneira contrario 3 intuicio, ja que sio as particulas mais pesadas as que ascendem 2 superficie. Sua
causa é a existéncia da chamada convecgio granular (vide Duran [3], dentre outros), que é o transporte ou
migracio de grios (induzido por vibragio) com forte componente rotacional devido 20 attito. E instrutivo
observar que esse mesmo exemplo, se analisado inibindo-se a rotacdo das particulas, mas com os mesmos
parimetros acima, nio apresenta a segregacio. Nesse caso, a particula maior permanece indefinidamente

no fundo do recipiente, como pode ser observado na Figura 15.

75




it

e
I L

Aidanrsia

o e s e A e 8
Trepatat Ly

. A
bk k4

hhaadimi

~

sisterna em

30 do

30 de grios pot vibragio em um recipiente. Retratos da configurag

Segregag

diferente

Figura 13.

squetda para a direita, de cima pata baixo).

da e

é

IS

sequéncia

stantes (ordem da

s 10

76



Posigio vertical da patticula maior
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Figura 14. Segregacio de grios por vibragio em um recipiente. Evolucio da coordenada vertical da
particula maior 20 longo do tempo (grifico superior) e detalhe entre os instantes t = 150s et =
20,0 s (grifico inferior). A linha escura se refere 4 média das coordenadas.

t=2,625s t=125s t=250s

Figuta 15. Segregagio de graos por vibragio em um recipiente. Retratos da configuragio do sistema
quando a simulagiio ¢ feita inibindo-se a rotagdo das particulas.
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Figura 16. Desmoronamento de uma pilha de gedos. A pilha possui contengdes laterais nas quatro
faces verticais, nio representadas por simplicidade.

4.6 Desmoronamento de uma pilha de grios

Uma certa quantidade de material granular € empilhada verticalmente (com contengOes laterais) sobre
uma supetficie rigida, formando um prisma de base quadrada conforme representado na Figura 16 (as
contencdes nio sio mostradas por simplicidade). A gravidade atua na direéo vertical (sentido —y). Com
os grios em tepouso, as contengoes sao removidas repentinamente ¢ a pilha sofre um desmoronamento
brusco, atingindo uma configuragéo estatica de equilbrio certo tempo depois. A forma dessa configuracio
depende, fundamentalmente, do attito interno do matetial, e esse aspecto ¢ investigado nesse exemplo. A
pilha tem dimensées iniciais de 1,0 m (lados) e 0,7 m (altura). Os grios, por sua vez, sdo esféricos e seus
raios seguem uma distribuicio gaussiana de valor médio 7 = 0,02 m e desvio padrio o, = 0,002 m (a
distribuicio é truncada a trés desvios padroes da média, tal quer; € (0,014 m;0,026 m)). O
empilhamento inicial € feito por meio do gerador de particulas mencionado no inicio deste capitulo,
seguindo a técnica de deposigio por camadas proposta em Campello e Cassates [84]. A densidade da pilha
assim obtida (tazdo entre o volume total ocupado pelas particulas e o volume do ptisma) é de 0,57. O
efeito do atrito interno em pilhas de grios também é estudado em Yan et a. [87], embora em um problema
bastante diferente. Aqui, adotam-se os mesmos pardmetros de atrito e material utilizados nessa referéncia.
Um aspecto importante ¢ que nesse exemplo a resisténcia ao rolamento deve ser necessariamente
considerada, do contrério as particulas, por serem perfeitamente esféricas, passariam a rolar
indefinidamente sobre a supetficie rigida ap6s o desmoronamento, o que causaria uma “dissolucio”
progtessiva da pilha, até o sea completo desmancho. Adota-se aqui um modelo simplificado de resisténcia
a0 rolamento, adaptado do modelo de Yan et al. [87]. O momento de resisténcia ao rolamento que atua
em uma particula ¢ devido ao contato com outra particula j (ou com a superficie rigida) ¢ aqui dado por

W, — W,

mig.ol - —'u'RT* " i]qon " “ wi. — wJ. " , (4.6)
i j

onde fp é o chamado coeficiente de resisténcia 20 rolamento, 7* é o raio equivalente do par em contato

78




(dado em (2.56) ou (2.93)), i]c-"" é a forca normal de contato entre o pat, e W, € W; suas velocidades
angulares. Nesse exemplo, o desmoronamento é estudado por meio de cinco simulagdes diferentes, cada

uma correspondendo a pardmetros distintos para o attito interno (particula-particula) do material:

e simulagio 1: g = pup =0 e pp = 0;

e simulagio 2: pg = pp = 0,15 e pp = 0,05;
e simulagio 3: pg = pp = 0,25 e pp = 0,1;

e simulagio4: pg = pp = 0,5 e pp = 0,45;

e simulagio 5: pg = pp =1 e pp = 0,9.

Os seguintes demais pardmetros sdo utilizados, com base em Yan et al. [87]:

o densidade das particulas: p = 2500 kg/m?;

e propriedades elasticas das particulas: B = 2 X 10" N/m?e v = 0,25;

e coeficiente de atrito particula-superficie rigida: pg = pp = 0,65;

e cocficiente de resisténcia 20 rolamento particula-superficie rigida: igual ao particula-particula;

e taxas de amortecimento: §, = § = 0,1;

o aceleracio da gravidade: ¢ = —9,81 m/s3

e passo de integracio: At = 1X 10™* s (integracio com o método explicito, i.e., ¢ = 0);

e ntmero total de particulas no empilhamento inicial: Np = 12360;

e subdivisio do dominio: 12 células nas direcdes z e z e 5 na diregio y, com distancia de Vetlet

dy = 0,125 m e atualizacio das listas a cada 0,005 s.

Forcas de arrasto, de atragio e repulsdo e de adeséo néo sao consideradas. A Figura 17 apresenta
retratos da configuragio do sistema em diferentes instantes de tempo conforme obtidos em uma
simulacio tipica (o caso mostrado ¢ o da simulagdo 5). Como pode ser observado, apos o
desmoronamento a pilha adquire a forma de um cone abatido, conforme esperado. A razio de aspecto
desse cone pode ser caractetizada pelo chamado angulo de repouso do material, designado por 8. Essa

grandeza é aqui medida conforme sugerido por Yan et al. [87] indicado na Figura 18, fazendo-se

_01+92+03+64
. .

0 4.7

Nesse caso, 6, (m = 1,...,4) sio as inclinagdes médias das faces de duas secdes transversais ortogonais
alinhadas com os eixos de referéncia. A Tabela 2 apresenta os valotes de f obtidos em cada uma das
simulacdes. A Figura 19, por sua vez, apresenta a configuracao final das pilhas (em vista lateral) para cada
caso. As inclinacdes médias estio indicadas em escala, e atestam a 6tima concordancia observada entre o
ingulo de repouso obtido e o coeficiente de atrito entre os graos, que podem ser relacionados por meio da
expressdo cléssica g = tan6. E importante ressaltar que a resisténcia ao rolamento pode ter influéncia

significativa na forma estatica da pilha, como demonstrado em Yan et al. [87]. Por esse motivo, o estudo
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Figura 17. Desmoronamento de uma pitha de grios. Retratos da configuracio do sistema em diferentes instantes
obtidos na simulagio 5 (ordem da sequéncia é da esquerda para a direita, de cima para baixo). A superficie rigida
sob a pitha ndio é mostrada por simplicidade.

rigoroso de problemas de desmoronamento exige que modelos mais sofisticados de resisténcia a0

rolamento sejam considerados. Fendmenos de avalanche também podem ser estudados por meio de

modelos de MED como o descrito nesse exemplo.
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Figura 18. Desmoronamento de uma pilha de grios. Medida da inclinagio média das faces ap6s o desmoronamento.
As secdes transversais indicadas sdo alinhadas com os eixos de referéncia. As retas pontilhadas devem ser tragadas
para um trecho de altura intermediatia da pilha, de modo a ndo incluir o efeito parede induzido pela superficie tigida
(na base da pilha) e nem o abaulamento (préximo ao cume).

Tabela 2. Desmoronamento de uma pilha de grios. Angulo de repouso obtido com diferentes parametros
de attito interno do material.

Atrito interno Inclinacio média (tané) Angulo de repouso (8)
Simulacio 1 0 0
Simulagdo 2 0,15 8,5°
Simulagio 3 0,26 14,5°
Simulagio 4 0,51 27,0°
Simulagio 5 0,89 41,7°

4.7 Deposigio de um aglomerado de particulas sobre uma superficie rigida
eletrificada

Este é um dos principais exemplos analisados em Zohdi [5] e [88]. Um aglomerado de particulas
carregadas eletricamente, formando uma espécie de “gota” ou “pingo” com o aspecto de uma esfera, é
projetado contra a supetficie de um bloco rigido a alta velocidade inicial, conforme esquematizado na
Figura 20. O bloco esti elettificado por um campo elétrico uniforme de intensidade E*" no sentido +z,
cuja influéncia se iniciaa 1,0 m de distincia de sua supetficie frontal. Essa, por sua vez, se encontra na
coordenada z = 2,0 m. As particulas exercem forgas de atragio e repulsdo entre si, na forma dada pela

equagio (2.44). Deseja-se aqui estudar o comportamento do aglomerado ao impactar a superficie do bloco
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Figura 19. Desmoronamento de uma pilha de grios. Configuragio final da pilha em cada simulacdo (vista lateral paralela
ao plano zy ). A superficie rigida sob a pilha nio é mostrada por simplicidade.

sob diferentes valotes de E¢ . Em especial, deseja-se investigar o grau de coeréncia do aglomerado ap6s
o impacto, i.e., 0 quanto as particulas conseguem petmanecer mais ou menos coesas entre si aderidas a
superficie dentro de uma regido-alvo ap6s a coliszo. Define-se como regido-alvo um circulo de raio 2,0 m
com centro no ponto A = (2,0,0), conforme indicado na Figura 20. As seguintes grandezas sdo

consideradas ap6s o impacto:

e distincia de uma particula i (de coordenadas ¥, e 2;) em relagio ao centro da regido-alvo:

d = Jyf + 22 (4.8)
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Figura 20. Deposigio de um aglomerado de particulas sobre uma superficie tigida eletrificada.
No instante inicial, o centro do aglomerado esti na origem do sistema de referéncia. A
superficie ¢ paralela a0 plano yz e estd na coordenada z = 2,0 m.

distincia média das particulas em relagio ao centro da regiao-alvo:

onde N, ¢ o niimero total de particulas do aglomerado;

desvio padrio em relagio a distincia média:

1 }4’: =9
oy, = =) _(d —d);
Npizt "
espessura média da camada depositada sobre a supetficie do bloco, definida como sendo a

diferenca média entre a coordenada x = 2,0 m da supetficie e a coordenada ; de cada

particula:

A= L%(Q—%);

NP i=1

desvio padrio em relagdo a espessura média:

N
Op = Li(% —h);

NP i=1

percentual de deposi¢io na regido-alvo: é o nimero de particulas que satisfazem a condi¢do

d, < 2,0 m, divido pelo nimero total de particulas Np.

O aglomerado é formado por N = 1000 particulas de raio 7; = 0,05 m, aleatoriamente
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posicionadas no interior de uma esfera ficticia de raio 1,0 m (a técnica de adigo sequencial aleatéria é
utilizada para a sua geracio). O centro da esfera coincide com 2 origem do sistema de referéncia no

instante ¢ = 0. Os demais parametros sao:

o densidade das particulas: p = 2000 kg/m3;

e carga elétrica das particulas: ¢; = 1,0 G;

e propriedades elasticas das particulas: B = 2 X 10° N/m2e v = 0,25;

e coeficiente de atrito particula-particula e particula-superficie do bloco: g = py = 0,23
=¢ =0,3;

e parimetros das forcas de atragdo e repulsio: kfjt =05, 0, =1, k{jep =0,25 e W 2,

e taxas de amottecimento: §,
com distancia de cotte d, = 1,0 m;

e velocidade inicial do aglomerado: v = (50,0,0) m/s;

e campo elétrico: E** = (, 10, 100, 1000 ¢ 10000 N/C (conforme a simulagio), atuando a partir
da coordenada z = 1,0 my;

e passo de integracio: At = 2 X 107° s (integragio com o método explicito, i.e., ¢ = 0);

e tempo total de simulacio: tp = 1,0 s;

e subdivisio do dominio: 5 células na direcio z e 10 células nas direcdes y e 2, com distincia de

Verlet d, = 0,2 m e atualizacdo das listas a cada 0,002 s.

A aceleracio da gravidade é desprezada e forgas de arrasto e de adesio ndo sao consideradas. Deve-se
ressaltar que as propriedades de amortecimento nio sao as mesmas utilizadas em Zohdi [5], em virtude de
esse tltimo adotar um modelo de contato e atrito baseado no conceito de esferas rigidas (vide nota ao
final da Seciio 2.9), cujo pardmetro de dissipacdo ¢ o coeficiente de restitui¢io e ndo as taxas de
amortecimento. Uma correlacio entre essas grandezas, por meio das equagdes (2.60) e (2.87), conduz aos
valores acima. Ainda assim, salienta-se que esses sio apenas valores aproximados, obtidos a partir da
média dos coeficientes de restituicio utilizados na referéncia em questio (nela, o coeficiente de restituigio
nio é constante, mas sim uma funcio da velocidade de aproximagio das particulas colidentes). Deve-se
ressaltar também que em Zohdi [5] o problema é analisado com particulas que nio tém graus de liberdade
de rotagao.

A Figura 21 apresenta retratos da configuracao do sistema em diferentes instantes de tempo obtidos
em uma simula¢io tipica (o caso mostrado é o de E®* =100 N/C). Como pode ser observado, assim
que o aglomerado atinge a superficie do bloco, as particulas de seu fronte rebotam (com perda de energia
devido 20 amortecimento) e colidem com as que estdo em aproximagao, o que confina a amplitude do
rebote. Essas colisdes acabam por provocar também um movimento transversal velocidade de
aproximagio, em decorréncia de elas serem (em sua maioria) nio frontais. Um grande nimero de
particulas passa entdo a se deslocar tangencialmente a superficie, de modo que o aglomerado se espalha ou
esparrama sobre ela. Esse movimento de espalhamento ocorre com bastante dissipagio de energia, ja que

a forca de atrito é mobilizada devido 4 forca normal induzida pelo campo elétrico. Decorrido algum
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t=0,032s t=0,040s t=0,052s

t=10,080s t=0,1s t=0,152s

t=0,2245 t=10s

Figura 21. Deposigio de um aglomerado de particulas sobre uma superficie rigida eletrificada. Retratos da configuragio
do sistema em diferentes instantes de tempo obtidos para o caso E®™ = 100 N/C (ordem da sequéncia é da esquerda
para a direita, de cima para baixo).

tempo, toda a energia das particulas teré sido dissipada e o sistema atinge uma configuragdo estitica de
equilibrio.
A Tabela 3, Tabela 4 e Tabela 5 e a Figura 22 apresentam os resultados obtidos em cada uma das

simulacdes. Os resultados de Zohdi [5] e [88] também séo apresentados para comparagio. Para uma
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(© E™ =1000 N/C d E“* =10000 N/C

Figura 22. Deposi¢io de um aglomerado de particulas sobre uma supetficie rigida eletrificada. Configuragdes
finais do sistema pata cada uma das simulagdes (rotagdes nio inibidas): (a) E® = 10 N/C, (b) E® =100
N/C, () E® = 1000 N/Ce(d) E = 10000 N/C.

melhot correspondéncia com os resultados dessas referéncias, o exemplo também ¢é aqui analisado
inibindo-se a rotaciio das particulas, e os resultados correspondentes sio mostrados nessas tabelas e
também na Figura 23. Como conclusdes gerais, pode-se afirmar, exatamente cOmo constatado em Zohdi

[5] e [88], que:

e Para E“ = 0, as particulas rebotam quase que inteiramente, nao aderindo 2 superficie (no
instante final, algumas poucas particulas, que correspondem a menos de 10% do total, sio
observadas na regiio-alvo, mas isso é decorrente de terem dissipado enetgia por colisbes com
outras particulas, e nio por terem aderido 2 supetficie);

e Para B = 10 N/C, parte das particulas rebota e parte adere a supetficie, sendo que aquelas

que aderem se espalham bastante sobre a mesma;
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(© E“ =1000 N/C (d) E“" = 10000 N/C

Figura 23. Deposicio de um aglomerado de particulas sobte utma supetficie tigida eletrificada. Configuracdes finais
do sistema para a simulagio com rotagdes inibidas: (a) E® =10 N/C, (b) E*" = 100 N/C, (9)
E = 1000 N/Ce(d) E“ = 10000 N/C.

e Para E® = 100 N/C, as particulas aderem 2 superficie com quase nenhum rebote, mas o
espalhamento ainda ¢ razoavelmente pronunciado;
e Para E® > 1000 N/C, as particulas aderem integralmente 4 supetficie € o espalhamento €

limitado a uma regido relativamente pequena.

E interessante observar que neste problema a consideracio das rotagdes nao altera qualitativamente
os resultados: a tendéncia geral do sistema é a2 mesma independentemente de elas serem inibidas ou nao.
Isso pode ser explicado pelo fato de as velocidades de translaciio serem muito altas comparativamente as
velocidades angulares desenvolvidas. A propdsito, deve-se observar que a resisténcia ao rolamento precisa
ser considerada no caso em que as rotagdes nio sdo inibidas, pela mesma razdo exposta no exemplo
anterior. Aqui, adota-se ptp = 0,3. Por fim, ressalta-se que o valor do raio da regifio-alvo e o valor da

distancia de corte para as forgas de atracdo e repulsio ndo sio reportados em Zohdi [5] e [88]. Eles foram
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arbitrados aqui por inspecao dos resultados dessa referéncia. Por meio de modelos como o construido
neste exemplo, é possivel estudar diversos problemas de interesse da industria e da engenharia, como
processos de pintura eletrostatica, aplicagio de sprays sobre supetficies, aplicagio de camadas antiabrasivas

e barreiras térmicas em substratos solidos, impressio por jateamento de tinta, dentre VArios outros.

Tabela 3. Deposi¢io de um aglomerado de particulas sobre uma supetficie rigida eletrificada. Distancia
média das particulas em relagio ao centro da regido-alvo para diferentes valotes do campo elétrico. O
desvio padrio esti indicado entre parénteses.

Campo elétrico (N/C) Zohdi [5] Rotagdes inibidas Rotacdes nio inibidas
0 5,46 m (1,81 m) 5,92 m (5,18 m) 6,12 m (5,15 m)
10 5,13 m (2,08 m) 5,26 m (6,96 m) 5,63 m (5,12 m)
100 2,19 m (1,70 m) 2,42 m (2,57 m) 2,85 m (3,12 m)
1000 1,07 m (0,52 m) 1,10 m (0,78 m) 1,30 m (1,72 m)
10000 0,99 m (0,41 m) 0,98 m (0,92 m) 0,98 m (0,90 m)

Tabela 4. Deposicio de um aglomerado de particulas sobre uma superficie rigida eletrificada. Percentual
de deposigio na regido-alvo para diferentes valores do campo elétrico.

Campo elétrico N/C) Zohdi [5] Rotacdes inibidas Rotagdes nio inibidas
0 6% 9% 8%
10 11% 34% 34%
100 60% 61% 56%
1000 95% 91% 87%
10000 99% 93% 94%

Tabela 5. Deposi¢io de um aglomerado de particulas sobre uma supetficie rigida eletrificada. Espessura
média da camada depositada sobre a superficie para diferentes valores do campo elétrico. O desvio padrao
esta indicado entre parénteses.

Campo elétrico (N/C) Zohdi [5] Rotacdes inibidas Rotagdes nio inibidas
0 1,887 m (2,692 m) 1,662 m (3,754 m) 1,724 m (3,222 m)
10 0,423 m (1,389 m) 0,589 m (4,281 m) 0,128 m (0,356 m)
100 0,050 m (0,003 m) 0,057 m (0,021 m) 0,055 m (0,018 m)
1000 0,050 m (0,000 m) 0,075 m (0,046 m) 0,068 m (0,038 m)
10000 0,050 m (0,000 m) 0,059m (0,027 m) 0,085 m (0,052 m)

4.8 Jateamento de particulas sobre uma superficie

Este exemplo é uma versio simplificada de exemplo semelhante aptesentado pelo autor em
Campello [89]. Um jato de particulas esféricas é projetado sobre uma superficie rigida conforme indicado
na Figura 24. A intengio é que, ap6s o impacto, as particulas fiquem aderidas 2 supetficie e sitvam-lhe de

pintura ou camada protetora. Deseja-se investigar qual é a velocidade adequada de jateamento, U, tal que
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2,5 cm

25 cm

Figura 24. Jateamento de particulas sobre uma superficie.

se promova uma boa aderéncia e acabamento 4 camada jateada. O jato consiste de N, = 1500 particulas
(dispostas aleatoriamente no interior de uma prisma ficticio de dimensdes 15cmx25cmx25cm—a
técnica de adi¢io sequencial aleatéria € utilizada), com seus raios seguindo uma distribui¢ao gaussiana de
valor médio 7 = 2,0 mm e desvio padrio o, = 0,2 mm (a distribuigio é truncada a trés desvios
padrdes da média, tal quer; € (1,4 mm;2,6 mm)). O jato se move no sentido +y a uma velocidade
constante de 5 m/s. A adesdo entre as particulas (e também entre elas e a supetficie tigida) € representada
por forgas conforme a expressdo (2.52). Além disso, dadas as velocidades e dimensdes envolvidas, forgas
de arrasto também sdo consideradas, utilizando-se o modelo apresentado na Segdo 2.6 (admite-se que o

meio fluido é o at). Os demais pardmetros utilizados sio:

o densidade das particulas: p = 1000 kg/m?3;

e propriedades elasticas das particulas: F' = 1% 10" N/m2e v = 0,25;

e coecficiente de atrito particula-patticula: ug = pp = 0,05;

e coeficiente de atrito particula-superficie rigida: pg = pp = 0,4;

e coeficiente de resisténcia ao rolamento particula-particula: pp = 0,1;

e coeficiente de resisténcia ao rolamento particula-supetficie rigida: pp = 0,25

e taxas de amortecimento particula-particula e particula-superficie rigida: §, = 0,8 e § = 0,1;
e parimetros das forgas de adesdo: kg.d =10° N/me 8 = 3/2;

e densidade e viscosidade do ar: pp = 1,2 kg/m’e np = 1,8 % 107° Pas;

e velocidade de jateamento: v, = 1, 5,10 e 20 m/s;
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() v=5m/s
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(© v=10m/s
(d) v=20m/s

Figura 25. Jateamento de particulas sobre uma supetficie. Retratos da configuragio do sistea em diferentes
instantes para cada uma das velocidades de jateamento consideradas. O ultimo retrato se refere ao instante final. A

superficie nio esti representada por simplicidade.

e accleragio da gravidade: g = —9,81 m/s? (sentido —y);

e passo de integragio: At =1 X 107 s (integragio com o método explicito, i.e., ¢ = 0);

90




e tempo de simulagio: I = 1,0 s;
e subdivisio do dominio: 5 células nas direcdes = e z e 10 na diregio y, com distincia de Verlet

d, =1 cm e atualizagio das listas a cada 0,001 s.

A Figura 25 apresenta retratos da simulagio em diferentes instantes de tempo para cada uma das
velocidades consideradas. Como pode set observado, o jateamento com v, = 1 m/s nio consegue
promover a aderéncia das particulas 4 superficie. J4 para os demais casos, ha aderéncia praticamente total,
mas o aspecto da camada depositada € bastante diferente em cada situacio. No caso de v, = 5 m/s,a
camada é bastante comprida e estreita, e tem espessura média pequena; no caso de v, =10 m/s,ela é
menos comprida e um pouco mais larga do que o caso anterior, além de um pouco mais espessa; ja no
caso de v, = 20 m/s, ela tem um aspecto bastante compacto, além de maior espessura. Cada uma dessas
caracteristicas pode ser mais ou menos desejada, 2 depender da aplicagio em que se esta interessado. A

Tabela 6 apresenta os valores da espessura média e do comprimento da camada em cada caso.

Tabela 6. Jateamento de patticulas sobre uma superficie. Espessura média e comprimento da camada
depositada para diferentes valores da velocidade de jateamento.

Velocidade de jateamento  Espessura média e desvio padrio  Comprimento

1m/s - -

| 5m/s 0,9 cm (0,42 cm) 34 cm
10 m/s 1,4 cm (0,61 cm) 18 cm
20 m/s 1,6 cm (0,72 cm) 13 cm
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5 Conclusoes

Este trabalho apresentou um modelo computacional para o estudo de materiais granulares. O autot
acredita que ele é relativamente simples, 20 mesmo tempo em que mantém razodvel consisténcia com os
principios da mecénica dos sélidos rigidos, que €, até certo ponto, a fisica que governa o movimento da
unidade basica de um material granular — o grio. Os exemplos apresentados ilustram algumas de suas
potencialidades.

Apesar de os modelos computacionais e experimentos numericos terem contribuido positivamente
para o avango do conhecimento na drea, € importante destacat as limitaces inerentes a qualquer modelo
de particulas utilizado na modelagem dos materiais granulares — inclusive o modelo apresentado neste
trabalho. Um primeiro aspecto é que modelos de elementos discretos tipicamente fazem uso de muitos
parimetros para caracterizar as diversas forgas que representam as interacdes entre as particulas. E
verdade que boa parte desses pardmetros pode ser determinada com razoavel base tedtica, como é o caso
dos parametros da parcela elistica da forca normal de contato, que podem ser detivados de uma teoria de
contato, como a teotia de Hertz (naturalmente que algumas hipéteses precisam ser minimamente
satisfeitas para que tais modelos sejam validos, como ji discutido no Capitulo 2). E o caso também dos
paridmetros das forgas de campos externos e da forca de arrasto, sob determinadas condigdes. Outros,
contudo, nio detivam de teorias ja consolidadas ou de bases tio sélidas assim (a0 menos ainda) e devem,
invariavelmente, ser obtidos de modelos empiricos ou semiempiricos de caractetizacdo das forcas. Os
parametros da forca de adesio e das forgas de atracio e repulsio sio exemplos disso. Soma-se a isso 0
fato de que eles devem ser determinados por meio de experimentos ad hoc em laboratério (muitos dos
quais, alias, nao sio tao simples de serem realizados comno pode parecer), ou por calibracio, confrontando-
se ensaios numéricos com ensaios fisicos, ajustando-se os seus valores até que se obtenha uma boa
aderéncia de resultados.

Um segundo aspecto é que modelos de elementos discretos pressupdem formas geomeétricas bem
definidas para as particulas, e isso é uma aproximagio quase sempre grosseira da realidade. Admitir que
essas formas sio esféricas, como é feito neste trabalho, pode set ainda mais grosseiro. Uma maneira de

diminuir o efeito dessa aproximagio ¢ utilizar formas que reproduzam mais fielmente os graos do material
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que se deseja estudar. Essas podem ser desde formas ligeiramente mais elaboradas, como elipsoides ou
poliedros, a formas extremamente mais complexas, construidas por exemplo a partir de técnicas de
segmentacio de imagem, utilizando imagens de grios reais capturadas em laboratétio. Naturalmente que a
inicializacio do modelo (i.e., a geragio das particulas em uma configuragio inicial) se torna muito mais
trabalhosa, e a descricio cinematica do movimento das particulas (e também a detecgio e resolucao de
seus contatos) adquire maior complexidade. Esses aspectos ja estdo sendo pouco a pouco incorporados ao
MED, inclusive por parte do autor, e devem se tornar lugar comum junto 20s meios técnico e cientifico
ligados ao método no futuro nio muito distante. Ainda assim, modelos que fazem uso de formas
geométricas idealizadas e simples — principalmente esferas — sdo muito tteis, pois conseguem capturat
com surpreendente fidelidade os fenomenos essenciais envolvidos no movimento de uma massa de graos
— além de serem extremamente convenientes por sua simplicidade formal e eficiéncia computacional,
permitindo que sistemas constituidos por um numero muito grande de particulas (dezenas ou centenas de
milhates, ou até mesmo poucos milhdes) sejam estudados (isso ainda nao acontece com os outros
modelos, mesmo aqueles que fazem uso de formas apenas ligeiramente mais complexas do que a de uma
esfera, como os elipsoides). Os modelos que consideram particulas esféricas ainda sio a ferramenta basica
de investigagio no estudo dos materiais granulares. Isso pode ser constatado ao se lancar um rapido othar
sobre a literatura da area.

Um outro aspecto, nio menos relevante na visio do autot, é que modelos de elementos discretos
devem ser utilizados para estudar o comportamento wktivo de um sistema de particulas, e néo para prever
deterministicamente o comportamento individual, no tempo e no espaco, de alguma particula em
especifico — embora para isso faga uso de uma descticio deterministica do movimento de cada uma delas.
Isso implica que deve-se sempre extrair concluses a partir de grandezas médias ou homogeneizadas, i.e., que
representem o sistema como um todo ou determinado subgrupo dele, como por exemplo energia (em suas
diversas formas), forca média (em seus diversos tipos), temperatura média, posi¢io e velocidade médias,
etc., de um conjunto de particulas em um certo intervalo de tempo, e néo a partir de grandezas de uma
particula individual em uma ocasido instantinea. Nesse sentido, a consideragio de medidas de
variabilidade e dispersio (ou momentos estatisticos) dessas grandezas, como o desvio padrio, a variancia,
etc., é importante e, mais ainda, é mesmo extremamente atil, pois d4 suporte 4 identificacio de fendéncias
do sistema. Os dltimos exemplos do capitulo antetior dio uma ideia de como isso pode set feito.
Eventualmente, podem-se fazer experimentos computacionais utilizando um nimero suficientemente
grande de “amostras” de materiais granulares (entre aspas por serem amostras virtuais e néo fisicas),
geradas aleatotiamente mas sob as mesmas condicbes, i.e., a partit dos mesmos dados de entrada,
calculando-se os momentos estatisticos das respostas de interesse e os coeficientes de cortelagio entre os
virios pardmetros do modelo. Com esses Gltimos, pode-se procedet, por exemplo, 2 uma quantificaciao
simples das incertezas, de modo que o impacto da variabilidade de cada dado de entrada sobre os
tesultados pode ser objetivamente estimado — e os parimetros mais relevantes de determinado problema,
representado pelo experimento computacional, assim identificados. Remete-se 2 Campello e Zohdi [56] e

[89] e Campello e Cassares [84] para exemplos de como isso pode ser feito. Com todas essas questoes €
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limitacdes em mente, nio ha dividas de que os modelos computacionais e experimentos numéticos muito
tém a contribuir para o avanco do conhecimento sobre 0s materiais granulares.

Cumpre destacar que o modelo apresentado neste trabalho constitui a pedra fundamental sobre a
qual virios desenvolvimentos subsequentes serdo conduzidos por parte do autor — alguns dos quais ja em
curso. No momento atual, o autor tem envidado esforcos em trés diregdes principais: (1) a incorporagao
de efeitos térmicos no modelo, o que permitira, por exemplo, 2 simulagio computacional de processos de
sinterizacio de objetos (a sintetizagio ocorre a partir do aquecimento e posterior fusio de pés e graos
metalicos ou poliméricos, e geralmente se di por passagem de cotrente elétrica ou exposicao a /ser) e de
impressio tridimensional; (2) a incorporagao do movimento do fluido junto 4 descrigio do movimento
das particulas, o que permitira a simulacéo computacional, por exemplo, do transporte de particulas por
correntes matitimas ou fluviais, do transporte de poeira e polui¢io atmosférica no at, e de processos
industriais e biolégicos que envolvem o escoamento de grios ou particulas imersos em fluidos, dentre
vatios outtos; e (3) a incorporagio de particulas nio esféricas no modelo, com vistas a2 uma representagao
mais fiel de amostras de solos granulares e de agregados compactos secos, como o concreto.
Naturalmente que esses desenvolvimentos s6 sio possiveis de serem empreendidos no ambito de um
grupo de pesquisa, ainda que pequeno.

Por fim, cabe lembtar algo ja dito no Capitulo 1: este trabalho deve ser entendido como um breve
relato da experiéncia acumulada pelo autor 2o adentrar o estudo dos materiais granulares. E o fechamento
da etapa inicial de um trabalho maior, iniciada ha pouco mais de trés anos. O autor espera podet
contribuir, ainda que timidamente, para a disseminagio de parte do conhecimento corrente sobte o
assunto junto a0 Departamento do Engenharia de Estruturas e Geotécnica da EPSUSP, e fomentar a
nucleagio de uma nova linha de pesquisa no 4mbito do departamento, qual seja, a da modelagem

computacional de materiais granulares e suas diversas aplicacdes nas engenhatias.
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