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Prefacio

Por mais certos que sejam os fatos de qualquer ciéncia e por mais jus-
tas as tdéias que formemos acerca desses fatos, estaremos condenados
a comunicar falsas impressbes aos outros enquanto ndo encontrarmos
as palavras certas por meto das quais elas possam ser expressas corre-
tamente.

Antoine Laurent Lavoisier, Elementos de Quimica

Talvez em nenhuma disciplina do conhecimento humano esta afirmacio
de Lavoisier seja mais verdadeira do que na computacio. O computador
ndo pode funcionar movido por falsas impressdes e muito menos produzir, a
partir delas, as solugdes de nossos problemas.

Se quisermos fazer do computador uma ferramenta de desenho que dé
conseqiiéncia as nossas criacOes artisticas, veremos que nio basta o esforgo
de aprimorar a linguagem do computador para aproxima-lo da Geometria:
é necessirio também intervir na linguagem que usamos para descrever a
propria Geometria.

A complexidade da expressio musical tornou necessiria uma notacio
prépria para que o compositor pudesse registrar em partitura, sons ouvidos
ou imaginados e, por meio dela, comunicar sua obra aos instrumentistas. A
comunicagdo entre o desenhista e o computador é um processo semelhante e
por isso, exige uma notacao propria.

Este trabalho resultou do esforco de propor uma tal notacao. Ele procura
tratar os tragos como a gramatica trata as palavras. Cuida das leis que regem
a disposi¢do desses tragos nos elementos graficos e destes, no desenho, como
a gramdtica o faz com a disposigdo das palavras na frase ou das frases no
discurso.

Dentro desse contexto, a Sintaxe do Design Grafico ganha uma conotagao
técnica e precisa, que a afasta da expectativa — criada pelo hébito viciado —
de uma discussdo que mergulha nas questoes estéticas ou filoséficas. Se, por-
ventura, penetrei temerdria ou inadvertidamente em territério dos filésofos, o
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fiz tendo sempre em vista a porta de saida, pois ndo é minha intengao trazer,
as questoes levantadas pelos designers, respostas que os levem a deixar de
entender as perguntas que fizeram.

H4 muitos artistas seguros de suas préprias intuicées. Sempre os houve.
Filarete, arquiteto italiano do século XV assim reproduziu o que, num jantar,
um desses artistas dizia a respeito da pritica da edificagio:

a mim ndo parece coisa de grande importdncia (...) saber tantas razées
de geometria e de desenhos e muitas coisas mais. Creio ter ouvido,
dias atrds, alguém que falava de ndo sei que Vitrivius e de outro a
quem penso chamar-se Arquimedes, os quais teriam escrito sobre essas
edificagbes e de medir coisas e de muitas oulras novidades que, asse-
guram eles, faz falta saber. FEu ndo me preocupo com tantas medidas
nem com tantas outras coisas quando fago alguma construgdo e ndo
perco tempo com tantos pontos de geometria como eles dizem; e, ainda
asstm, elas se sustentam.

Aos artistas que pensam assim, este trabalho serd tao inttil quanto magante.
Desprezar o que se conhece pode nio ser mais do que o exercicio de um
direito; desprezar o que se ignora, é um sintoma de estupidez.

Procurei, com este trabalho dar aqueles artistas (os mais humanos) que
sofrem das angiistias e afli¢des dos poetas sem gramética ou dos misicos sem
partitura, uma modesta opgdo. Quem dera possa ele servir de fuga a algum
talento aprisionado...




(©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana xvii
Introducao

Em 1951, o bidlogo inglés Sir Julian Huxley proferiu na Universidade de
Indiana uma série de conferéncias acerca da Teoria da Evolucgio, reunidas
posteriormente num pequeno livro! publicado dois anos depois, que abre
com a seguinte explicagao:

A Ciéncia tem duas fungées: compreensdo e controle. A compreensdo
pode ser do universo em que vivemos;, ou de nds mesmos; ou das
relagdes entre nds e nosso mundo. A ciéncia da evolugdo, como um
ramo do conhecimento cientifico, existe hd pouco tempo, por menos de
um século. Durante esse periodo, sua contribui¢cdo primdria tem sido
para a compreensdo — primeiro a do mundo em nosso entorno, e depois
a de nossa prépria natureza. As ultimas poucas décadas adicionaram
uma compreensdo crescente acerca de nossa posi¢do no universo e de
nossas relagées para com ele; e com isso, a ciéncia da evolugdo estd
destinada a dar uma contribuicdo 1mportante e crescente para o con-
trole; sua aplicagdo prdtica nas atividades humanas estd por comegar.

No mesmo ano em que se publicava esse livro, James Watson e Francis
Crick identificaram e descreveram a estrutura molecular do material respon-
savel pela transmissido dos caracteres hereditdrios dos seres vivos, abrindo
uma larga avenida que conduziu a engenharia genética. Hoje dispomos de
evidéncias suficientes para a confirmacdo cabal da tese que Huxley expressa
na tltima oragdo do paragrafo acima transcrito.

Mas, na introdugdao que fago & monografia que aqui submeto, interessa-
me ressaltar do paragrafo de Huxley, ndo sua tese final, mas a idéia que estd
implicita na sua primeira oragao, que dd substidncia a ultima. Nessa frase,
ele se refere, tenho poucas dividas?, & fungdo social do conhecimento.

A compreensao e o controle derivam do conhecimento, ndo como necessi-
dade, mas como possibilidade. Para dar ao conhecimento sua funcio social,
(numa metafora. para converté-lo de potencial em poténcia), é preciso dar-
lhe conseqiiéncia. incorporando-o organicamente a coletividade. Mas para

1J. Huxley, Evolution in Action, Penguin Books, 1968.
2Creio que, se nao nos bastar esse mesmo livro para nos convencer disso, podemos
invocar seus Fnsaios de um Humanista, Editorial Labor, 1977,
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consegui-lo, ndo basta divulgar o conhecimento. E preciso, antes disso, orga-
nizd-lo de tal forma e propdsito que os membros de uma sociedade fiquem,
ao assimila-lo, dotados da faculdade de compreender e controlar.

A monografia que aqui apresento é o resultado do esfor¢co de integrar
e organizar (numa formulacdo e notagao apropriadas), e de codificar (em
algoritmos computacionais), alguns dos temas do conhecimento matematico
ensinado nos cursos de segundo grau de nosso pafs, visando dotar o estudante
da faculdade de usar corretamente o computador como um instrumento de
desenho de precisao.

O leitor poderia objefar, com toda procedéncia:

Os produtores dos pacotes de desenho por computador oferecidos no
mercado nao tém como principal objetivo atingir o maior mercado
possivel? Ndo sdo eles, por isso. concebidos para serem simples, amigd-
veis, fdceis de usar? Ndo se julga o autor presuncoso em imaginar-se
capaz de apresentar solucdo mais eficiente?

Tenho consciéncia de que estaria expondo-me ao ridiculo se tentasse con-
vencé-lo de que encontrei um caminho para alterar a fatia do mercado do-
minada por qualquer um desses pacotes de desenho. Mas tenho conscién-
cia também de que esses limitantes mercantis cobram um preco. Nao sio
necessarios grandes investimentos em pesquisa de mercado para se concluir
que a geometria, por intimidar ou aterrorizar a maioria das pessoas, nao
¢ um bem de consumo. Eles sabem que um produto que exija esforgo do
consumidor nao se vende.

H4 muito se sabe que a geometria nao é do agrado da maioria. Conta a
lenda que Alexandre, o Grande, pediu um atalho mais curto para a geometria
a seu mestre Menaecmus, de quem teria ouvido a seguinte resposta:

Rei, para viajar pelo pais hd estradas reais e estradas para os cidaddos
comuns: mas na geometria hd sé uma estrada para todos.

Nem o computador, nem vinte e trés séculos de civilizagao, tornaram
a geometria mais acessivel hoje do que nos tempos de Alexandre. Nao é
de se estranhar, portanto, a escassez de produtos comerciais que déem ao
desenhista a possibilidade de resolver problemas geométricos.
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E também por razdes comerciais (neste caso o custo de equipamentos
mais funcionais), que os fabricantes de pacotes de desenho empenham-se em
substituir o lapis pelo mouse como instrumento de tragado. Quanto a isso,
fico com a opinido de alguns designers:

— E como tocar piano com luvas de boze.

Com luvas de boxe e sem geometria, nao se imagina artesao capaz de produzir
desenhos de precisdao. No entanto, com o suporte de uma notagao apropriada,
capaz de transferir, do desenhista para a mdaquina, a habilidade do tragar,
pode-se dar ao mouse uma outra funcdo. Este, quando controlado por um
desenhista dotado de um conhecimento mais operacional da algebra e da
geometria, poderd transformar-se num instrumento de precisao. Mais do
que isso, podemos dispensa-lo. simplesmente, deixando por conta do teclado
(ou de um outro instrumento digital) a comunicacdo das instru¢des que o
desenhista deve enviar ao computador.

O resultado do traballio que realizei com esses propositos esta codificado
num programa de computador. o Designer's Workbench, registrado no INPI
(Instituto Nacional de Propriedade Industrial), sob nimero 99002484, do
qual uma versao estd anexa a este texto. Por meio dos resultados que com
ele obtive, procuro demonstrar as seguintes teses:

1. Que os desenhos geométricos constituidos por tracos feitos a mao livre
ou por instrumentos de desenho (régua, compasso, pantografo, etc.)
sao, originariamente, procedimentos seqilenciais e que, do reconheci-
mento desse fato, é possivel derivar uma sintaxe do “ato de tragar”,
cujo processo elementar pode ser confundido com o tragado de arcos
de curvas simples. A demonstracio dessa tese estd exposta na parte IV
desta monografia;

2. Que essa sitaxe pode ser completamente reduzida a uma representacio
simbdlica, legivel tanto pelo computador quanto pelo desenhista, na
forma de frases de uma linguagem artificial. Este assunto esta tratado
na se¢ao 13.2.3;

3. Que parte substancial dessa linguagem pode ser expressa na forma
de uma estrutura algébrica polinomial de transformagoes geométricas,
cuja descrigdo encontra-se nas segoes 13.4-13.9.
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‘ 4. Que as curvas simples a que se refere a tese 1 podem ser derivadas das
transformacoes geométricas de que trata a tese 3, por meio de um novo
tipo de passagem ao limite, que nos leva a reconhecé-las como orbitas
de elementos de um grupo de transformagdes continuas;

5. Que os parametros de Lie do grupo a que se refere a tese 4 propor-
cionam uma notagio bastante apropriada para a especificagao dessas
transformagdes numa linguagem de computador. FEssa notacdo estd

. discutida no capitulo 16;

6. Sabe-se que as técnicas de parametrizagao de figuras® dao ao desenhista
L a possibilidade de resolver muitos problemas geométricos segundo os
métodos tradicionais do desenho geométrico e da geometria analitica.

Os usuarios do Designer’s Workbench podem explorar essa possibi-
lidade por meio da especificagdo de comandos escritos na forma de
expressoes aritméticas, reais ou complexas.

Como corolario da tese 3 e do fato descrito em 6, pode-se mostrar que
o conhecimento necessario para que um desenhista possa usar o com-
putador para executar desenhos de precisio — constituido como um
instrumento capaz de integrar e colocar ao alcance do desenhista os re-
i sultados organizados das disciplinas de desenho geométrico, da algebra
( dos niimeros complexos e das geometria analitica e transformacional —
estd todo contido nos programas oficiais dos cursos do segundo grau.
O texto que segue pretende demonstrar essa tese;

=~

Esta monografia ndo pretende resumir-se a uma simples demonstragao

das teses acima relacionadas, mas situar os métodos de desenho por com-

Ry putador que aqui proponho frente aos tradicionais de desenho e de solugao

: de problemas geométricos. Nem se resume a um manual do Designer’s

Workbench. Este, e as demais informagoes de uso do Designer’s Workbench,
encontram-se nos arquivos de ajuda que acompanham o programa.

3Essas técnicas sio encontradas somente nos sistemas de CAD mais avancados.
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O Computador e o desenho

1.1 As artes graficas

Dentre as artes visuais destacam-se, em especial, as Artes Grdficas. As
Artes Graficas constituem o universo dos conhecimentos, técnicas, artificios
e materiais destinados a produgio e tratamento de superficies que resultem
em objetos visualmente perceptiveis!.

Para que se tornasse possivel produzir nas telas das pinturas a extensa
variedade de efeitos visuais hoje conhecidos, nao foi suficiente o talento dos
grandes pintores e ilustradores que fizeram a histéria da arte. Foi também
necessario o engenho de um ndmero incontdvel de técnicos de cujos inter-
mindveis experimentos, descobertas e invencoes surgiram as superficies de
desenho — o0s papéis ou tecidos com que sdo construidas as telas em sua
enorme variedade de tons e texturas — todos os materiais para o recobri-
mento dessas superficies — a grafite, os pastéis, o crayon, a tinta a dleo,
o guache, a aquarela, as tintas acrilicas, os polimeros — e os instrumen-
tos de desenho — o compasso, a régua, os esquadros, as curvas francesas,
o elipségrafo ou o pantdgrafo — por meio dos quais tornou-se possivel o

10O escopo das artes graficas foi bastante alargado recentemente, de modo que muitas
técnicas de tratamento de superficie, ainda que ndo tenham o propésito especifico de
produzir objetos visualmente perceptiveis passaram a ser também classificadas na categoria
das artes graficas. Assim, passou-se a incluir dentre as artes graficas, por exemplo, muitas
das técnicas utilizadas para a produgio de circuitos eletrénicos impressos ou integrados.
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tracado preciso.

Assim surgiram teorias matemadticas como a Geometria e a Perspectiva.
Muitos estudos foram necessarios para que se pudesse contar com as cartas
de cores cujas regras magicas permitem extrair de suas combinagdes, os
mais variados efeitos — um acervo de conhecimentos que forma a volumosa
heranca legada aos pintores de hoje pelos estudiosos da quimica e da ética,
em especial da dtica fisica. Equipamentos complexos como as maquinas
fotogrificas capazes de registrar imagens de objetos reais em materiais foto-
sensiveis, afetaram profundamente as artes graficas?.

O computador surge como mais uma engrenagem desse intrincado me-
canismo.

As técnicas para a produgao da arte-final usadas na computagio grafica
podem ser consideradas derivagbes ou adaptagoes das técnicas tradicionais,
consagradas na impressao a cores ou na reprodugao de imagens coloridas nas
telas de video dos televisores. Tais técnicas desenvolveram-se em torno da
idéia de preencher-se, com cores diferenciadas, um reticulo formado por um
grande nimero de minusculas células, até completarem-se as extensdes visi-
veis da figura. Quando vista de uma distancia suficientemente grande para
que o reticulo ndo possa mais ser divisado pela vista, a figura deixa de ser
percebida pelo observador como um mosaico; seus elementos descontinuos
como que se fundem para formar tonalidades uniformes.

Na computagdo, a técnica usada gira em torno dessa mesma idéia; a
principal diferenca estd em que a cor de cada célula do reticulo — entdo
denominada pizel® — é determinada por um processo de calculo.

O maior impacto dos computadores nas artes graficas nao estd, portanto,
na geracdo da arte-final, mas em dar aos artistas pldsticos um acesso privi-
legiado aos resultados de diferentes teorias matematicas como o cédlculo com
nimeros complexos, as transformagdes geométricas e os grupos de simetria,
que até recentemente estavam confinadas a um publico muito restrito de
iniciados. Por meio desses recursos eles poderdo, nao apenas realizar com-
posi¢des muito mais complexas do que aquelas as quais estavam limitados
pelas técnicas tradicionais do desenho, mas também exercer maior controle
sobre os equipamentos utilizados na producdo da arte-final.

?Para uma apreciacio da variedade e extensio dessas técnicas veja, por exemplo, [11]
3Ver definicdo de pizel no capitulo 4
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1.2 Pintura e desenho

A Pintura e o Desenho sao as principais expressoes das artes visuais. Embo-
ra Desenho e Pintura estejam a tal ponto interligados que se tenha tornado
dificil divisar suas fronteiras, essas duas formas de expressio das artes vi-
suais estdo fundamentadas em técnicas distintas e devem ser analisadas por
diferentes disciplinas do conhecimento. Para entender mais facilmente os
problemas a serem enfrentados, quando buscamos colocar o computador a
servigo das artes visuais, convém-nos o esfor¢o de restaurar as fronteiras en-
tre essas duas expressGes artisticas, entendendo, cada uma delas, nas suas
definigbes mais estritas.

Desenho significard, para nés [26],

A arte de representar visualmente, por meio de tragos, a forma — e
eventualmente os valores de luz e sombra — de um objeto ou figura.

Por outro lado, a pintura sera entendida como

Uma obra de representagdo ou de invengdo (quadro, afresco, etc.) feita
de cores aplicadas sobre uma superficie devidamente preparada para
esse fim.

A conveniéncia das defini¢ées acima estd na oposicdo do trago ao reco-
brimento como meios de expressio. Nos computadores, as técnicas do trago
baseiam-se na representacao chamada vetorial dos elementos de desenho, ao
passo que as do recobrimento, na formagdo dos assim denominados mapas
de bits. Embora os resultados de qualquer uma dessas representacdes pos-
sam vir a ser convertidos* ou fundidos uns aos outros, suas potencialidades
computacionais sao distintas e seus tratamentos, independentes.

4 As técnicas correntes favorecem, em preco e desempenho, os equipamentos de registro
grafico que realizam a arte final sobre reticulas, como se d4, por exemplo, nas telas de
video ou nas impressoras graficas. Nesses casos, as representacdes vetoriais dos desenhos
devem ser convertidas, por exigéncia de tais equipamentos, para a forma de mapas de bits;
a maioria dos plotadores dispensa essa conversao.

Desenho

Pintura
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1.3 Otica e geometria

A oposicao entre o Desenho e a Pintura torna-se mais explicita quando a en-
caramos & luz de duas disciplinas complementares do conhecimento: a Otica
e a Geometria. A decomposigao das figuras em seus componentes geométrico
e Otico esteve presente em varios momentos da histéria das técnicas de de-
senho e pintura.

A Geometria lida com os aspectos abstratos das formas dos objetos, inde-
pendentemente da natureza material das superficies de que sdo constituidos.

Gragas a sua origem abstrata, as propriedades geométricas das formas
e estruturas podem ser reduzidas a expressio matematica, onde encontram
sua representacdo em termos de pontos e curvas. Assim, quando se trata
de representar apenas os atributos geométricos das figuras, a forma mais
econdmica e preferida pelos desenhistas tem sido a de usar tragos para re-
gistrar seus componentes mais caracteristicos.

O traco é importante ndo apenas para a expressio artistica. Ele tem
servido, durante séculos, como recurso dos cartégrafos para desenhar mapas,
dos engenheiros e arquitetos para desenhar plantas ou localizar pontos no
plano ou no espago. A localizagdo de pontos, de que nos ocuparemos durante
toda primeira parte deste trabalho, constitui o problema fundamental da
aplicagdo da geometria ao desenho.

A ()tica, por outro lado, estuda os fendmenos fisicos que resultam da
interacdo da luz com as superficies dos objetos materiais, tais como a reflexao
e a refragdo. Para o desenho e a pintura, interessam desses fenémenos, em
especial, seus efeitos sobre o olho humano que nele provocam as sensacdes
visuais de cor, sombra ou textura, caracteristicas das superficies dos objetos.

Uma mesma figura geométrica pode ser apresentada segundo uma grande
variedade de estilos pictéricos que lhes conferem distintos aspectos. Assim,
uma figura poliédrica, por exemplo, pode ser representada seja pelo tragado
de suas arestas, seja de forma mais completa, pelo recobrimento de suas
faces, recobrimento esse que pode ser feito por diferentes texturas ou cores
que provocam no observador a ilusdo das luzes, sombras e volumes.

A producao dessas ilusoes depende, por sua vez, de uma grande variedade
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de fatores, tais como a posi¢ao, a intensidade ou a cor das fontes de luz
que iluminam o objeto, da natureza fisica da superficie desse objeto, da
posicao do observador, todas elas coordenadas pela habilidade do artista
que o representa.

Este trabalhotrata das técnicas de produgdo de tragos por computador.
Nio serdo abordadas nele as técnicas de colorizagio, geragio de texturas,
iluminagdo ou sombra. Tais efeitos podem ser obtidos por meio do uso de
técnicas como o ray-tracing [55], por exemplo, que procuram reproduzir,
por simulagdo, os fenomenos fisicos que ocorrem quando o olho humano é
sensibilizado pelos raios de luz refletidos nos objetos que ele observa.

Quando se trata da produgdo de figuras bi-dimensionais — tais como a
geragio de logotipos, o desenho de plantas de engenharia ou de arquitetura,
ou o projeto de caracteres de imprensa — as técnicas de ray-tracing sio de
pouca valia. Para essas aplicacdes, a abordagem geométrica, baseada na
geragdo de tragos, é a mais recomendada.

As principais técnicas de computacdo destinadas a geragdo de tracos
tiveram origem nas aplicagdes a engenharia, genericamente conhecidas por
Sistemas de Projeto Auziliado por Computador®. Rapidamente a assim
chamada Computagio Gréfica® expandiu-se e vem subdividindo-se em um
nimero crescente de disciplinas.

Enquanto isso, diversas linguagens de programacdo vém sendo desen-
volvidas para facilitar a utilizagdo do computador na manipulacido de ele-
mentos grificos. Dentre essas linguagens merece mengao a Metafont [32], de-
senvolvida para permitir a representagdo dos tipos de imprensa comumente
usados na editoragdo, numa forma especialmente adaptada a computagio
digital. Sdo também muito usadas na editoragao eletronica, a linguagem de
programagio PostScript’ [48] desenvolvida para proporcionar reproducdes de

5Costuma-se designar esses sistemas pela sigla CAD, acronimo da expressio inglesa
Computer Aided Design.

8 A expressao computagdo grdfica ndo é a mais apropriada para designar o assunto de
que tratamos pois este nao aborda os procedimentos grdficos de computagdo, isto é, as
técnicas, baseadas na manipulagdo de pardmetros métricos como nos abacos e gréficos,
usadas até recentemente para a solugdo de problemas de engenharia, como alternativa
para o célculo numérico [27]. Nao se trata, portanto, do uso de graficos em computagao,
mas do uso do computador nas artes graficas. N&o obstante sua imprecisio, a expressdo
ganhou popularidade.

“PostScript ¢ uma marca registrada pela Adobe Systems Inc.

Linguagens
de Programacao
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alta qualidade em impressoras gréficas, bem como a codificagio TrueType®
desenvolvida para representar caracteres e simbolos grédficos destinados nao
apenas a produgdo de material impresso, mas também a geragio de tipos
mais legiveis nas telas dos computadores.

1.4 Desenho técnico

O uso do computador para o desenho geométrico justifica-se tanto mais,
quanto mais complexas as figuras que se pretende desenhar.

Um desenhista experimentado possivelmente verd pequena vantagem em
usar um computador para auxilid-lo no desenho de uma estrela como a da
figura ao lado.

Porém se lhe couber desenhar, ndo mais uma estrela de cinco pontas mas
outra semelhante, agora formada por 12 vértices e repeti-la varias vezes, em
escalas decrescentes de modo a formar um padrao de encaixes para servir de
decoragao de fundo para um mostrador de relégio como o da figura seguinte,
a economia de esforgo que o computador traz, dificilmente serd desprezada.

Embora a diferenga entre os trabalhos manuais necessarios para pro-
duzir esses desenhos seja enorme, o esforgo intelectual necessirio para “equa-
cionar” a solu¢do de cada um dos problemas geométricos que estd por detras
dessas figuras é praticamente o mesmo. De fato, uma vez resolvido o prob-
lema de como desenhar uma estrela de cinco pontas, sua generalizagao para
um numero qualquer de vértices e a reproducao de cépias concéntricas em
escalas decrescentes, é um problema menor.

1.5 O computador como desenhista

A geragdo de formas precisas depende de ferramentas e instrumentos de
qualidade e a precisio da régua e do compasso sao, na maioria das vezes,
suficientes para a produgdo de resultados de qualidade. No entanto, falta-
lhes alguma coisa para libertd-los de suas limitagdes.

8TrueType é uma marca registrada pela Apple Computer, Inc.
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Albrecht Diurer ao lado de outros homens da Renascenga tentaram es-
tabelecer principios matemdticos para o desenho de tipos de imprensa,
mas as letras que eles obtiveram ndo eram particularmente belas. Seus
métodos fracassaram porque eles restringiram-se ds conslrugées com
“régua e compasso” que ndo permitem expressar adequadamente todas
as nuangas da boa caligrafia. [32]

As deficiéncias da régua e do compasso poderiam, no entanto, ser comple-
tamente superadas se fosse possivel (de fato, pratico) ao desenhista, recorrer
ao cdlculo.

Embora as possibilidades abertas pelo cdlculo para o desenho sejam co-
nhecidas ha séculos — mais explicitamente a partir da sintese da Geometria
Analitica por René Descartes, em 1637 — seu uso ndo se generalizou na
extensdo prometida por sua potencialidade. Isso possivelmente porque as
dificuldades encontradas no calcular, aliada a familiaridade dos desenhis-
tas com seus instrumentos tradicionais, criavam resisténcia suficiente para
impedir que a Geometria Analitica viesse a desloca-los.

O fato recente — e que vem modificando significativamente as técnicas do
desenho — é a possibilidade aberta pela computagao digital de automatizar o
calculo numérico. As dificuldades para realizar os cdlculos necessédrios foram
removidas e as vantagens que os antigos instrumentos tinham sobre estes
métodos, praticamente desapareceram. '

Por meio do controle de equipamentos como impressoras ou plotadores®,
o computador podera reproduzir figuras de qualidade, tornando dispensdveis
os instrumentos tradicionais de desenho como a régua, o compasso, o pan-
tégrafo, as curvas francesas etc.

O equipamento moderno de tmprensa, baseado em linhas de varredura
— no qual os tipos fundidos em metal foram substituidos por padroes
puramente combinatérios de uns e zeros que especificam descontinua-
mente a posi¢gdo desejada da tinta — torna a matemdtica e a ciéncia da
computagdo cada vez mais relevantes para a imprensa. Hoje nds temos

a posstbilidade de definir com precisdo ilimitada os contornos das letras,

°A palavra “plotador” é um neologismo criado para designar o equipamento que é
reconhecido na lingua inglesa pelo vocébulo plotter.

Capacidade de Calculo

Faculdade de Controle
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garantindo assim resultados equivalentes em qualquer mdquina baseada
na técnica de varredura. Além disso, os contornos podem agora ser
definidos em termos de pardmetros varidveis; os computadores podem
desenhar novas fontes de caracteres em segundos, tornando possivel, a
seus projetistas, realizar valiosos experimentos'® que eram, até recen-
temente, impensdveis.

Essas observagoes feitas por Donald E. Knuth, um dos originadores da
editoragdo eletronica [32], embora limitadas ao desenho de tipos para a im-
prensa, aplicam-se ao desenho de quaisquer figuras e descrevem bem as po-
tencialidades do computador como instrumento de desenho.

Podemos afirmar, sem grande margem de erro que

e tudo aquilo que puder ser reduzido ao cdlculo serd feito mais rapidamente e com
maior precisdo pelo computador do que por qualquer outro meio conhecido.

e todo dispositivo que puder ser controlado pelo computador serd controlado com
maior precisao do que por qualquer outro agente.

Algumas das tarefas que vinham até recentemente sendo executadas
pelo desenhista, foram transferidas para o computador, modificando assim
a relagdo entre o desenhista e seus instrumentos.

Se, de um lado, muitas dessas tarefas foram simplificadas pelo computa-
dor — principalmente o tragado de curvas ou o preenchimento de regides do
desenho com cores ou texturas — de outro, com a ampliagdo dos recursos
disponiveis e das possibilidades de estender o desenho técnico a realizagdo
de figuras complexas, novos desafios foram colocados aos desenhistas.

Ha algumas diferencas importantes entre efetuar um desenho com o
auxilio da régua e do compasso e fazé-lo por meio do computador. Mas
hd também muita coisa em comum nessas duas técnicas.

O que ha de comum é que as instrugdes que devemos dar ao computador

190s trés estudos que margeiam o trecho acima sédo variagdes em torno de um mesmo
tema. Compostas a partir de um mesmo elemento gréafico codificado em termos de
pardmetros varidveis, essas figuras sio o resultado de um conjunto de experimentos desti-
nados a mostrar os efeitos que diferentes valores atribuidos a esses parametros produzem
sobre o resultado final.
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sd0, em esséncia, as mesmas que nosso cérebro d4 as nossas méos para
executar o desenho. Seja um desenho feito com o auxilio do computador,
seja com o auxilio da régua e do compasso ou de outros instrumentos, cabe
saber:

onde localizar os pontos principais da figura;
guais pontos devem ser ligados entre si e

como liga-los entre si — se tragando entre eles um segmento de reta ou um arco de
curva; se por meio de uma pena fina ou grossa; se usando tinta preta, vermelha ou
verde.

No caso do desenho da estrela (ver pigina 6), é preciso determinar em
que lugar do papel devem ficar as pontas (os vértices) da estrela bem como
em que pontos seus bragos se cruzam. De fato, uma vez fixadas as posicées
desses pontos da estrela, o préximo passo serd como um jogo infantil: ligar
pontos.

A diferenca mais relevante estd, portanto, em saber como instruir o
computador para realizar o desenho. Devidamente instruido, o computa-
dor ligara!! os pontos com rapidez e precisio.

1.6 A estrutura de um desenho

Os desenhos, como todas as composigdes artisticas, sdo formados de compo-
nentes'? que se justapdem segundo determinadas leis de formagéo. Essas leis,
que ddo estrutura e organicidade & composicdo podem tanto ser inspiradas
nas leis da natureza quanto criadas pela imaginagao do autor.

Os componentes de um desenho podem ser visiveis ou invisiveis. Sao
visiveis os tragos — alteragOes das propriedades Sticas da superficie de de-
senho. Séao invisiveis as marcas transitdrias que servem de referéncia e guia
para a realizacao dos tragos.

"1Quer dizer, enviard & impressora ou ao plotador, as instrucées precisas para fazé-lo.

12 As palavras composicdo e componente, assim como o vocdbulo composto, tém como
raiz comum o verbo latino ponere, “por alguma coisa em algum lugar”. Composigdo é o
ato ou efeito de por em um ou mais lugares, um ou mais componentes. Componente é
aquilo que é posto. No desenho por computador a responsabilidade do compositor é a de
informé-lo dos componentes e da disposicdo destes no desenho.

Componentes
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Os componentes invisiveis sao eliminados na fase final de acabamento,
como o s3o os andaimes usados na construgio dos edificios. Podem também
ser considerados componentes invisiveis todas as anotagdes, registros de
dedugdes geométricas, memorias de célculo etc., que foram usados para a
realizagdo do desenho.

1.7 Organizacao deste trabalho

Os componentes invisiveis mais importantes para o desenho geométrico sio
os pontos de referéncia. Sdo eles os centros de circunferéncias; pontos de
tangéncia ou osculagao entre curvas; pontos que determinam linhas retas ou
curvas, etc.

Assim como o construtor de um edificio marca o terreno antes de iniciar
a construgdo, o desenhista deve marcar os pontos principais de referéncia
de sua composi¢do. A localizacido desses pontos &, portanto, de importancia
capital para a boa qualidade dos resultados.

A primeira parte deste trabalho esta dedicada as técnicas de localizagao
de pontos na superficie de desenho.

Embora vantajoso em muitos casos, o computador deixa a desejar quando
comparado & intimidade que o lipis e 0 papel travam com o desenhista.
O trago, elemento fundamental do desenho, é produzido por meio de um
gesto muito pessoal aplicado ao lapis; tao individual que, entra técnica, sai
técnica, a assinatura — um gesto muito caracteristico e quase intransferivel
de cada individuo — foi e continua sendo o sinal universalmente aceito para
identificar responsdveis seja por cheques bancarios seja por contratos. O
reconhecimento da individualidade do trago é tdo difundido que, além de
dar razdo de ser a grafologia, permite que a caligrafia seja considerada meio
eficaz para determinar a autoria de um manuscrito, muitas vezes decisivo
nas investigagoes policiais.

Nos desenhos de precisdo — tais como plantas de engenharia ou de ar-
quitetura, fontes de caracteres, padroes para impressos de seguranga, logoti-
pos, selos e estampilhas ou sistemas de sinalizagdo— nédo sdo recomenddveis
os tragos a mao livre. Nesses casos, nao se trata de codificar e transferir a
gesticulagdo de um artista para o computador. Em vez disso, seleciona-se um
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conjunto de arcos de curva definidos em termos de parametros geométricos
para que o desenhista, controlando suas construgdes através de “pontos de
referéncia”, possa obter os resultados gréificos desejados.

Na segunda parte tratamos da construcao de tragos baseados em curvas
geométricas.

Freqiientemente um autor seleciona um determinado componente para
apresenta-lo sob diferentes flexdes ou aspectos numa mesma composigio. O
recurso mais usado para se “flexionar” um determinado tema ou componente
é a transformagido geométrica. As transformagGes mais comumente usadas
sdo a translacido, a rotagio, a reflexdo, a homotetia, as deformagbes afins e
suas combinacgdes.

A terceira parte deste trabalho trata das transformacgdes geométricas e a
forma de representd-las para comunicé-las ao computador. L so também
discutidas algumas técnicas tuteis para se explorar mais apropriadamente
esses recursos.

A comunicagdo entre o computador e o desenhista depende de uma lin-
guagem prépria, com léxico, gramatica e protocolos precisos e bem definidos.
Para que as “frases” dessa nova linguagem reflitam a estrutura do desenho e
sejam, a0 mesmo tempo, compreensiveis tanto pelo desenhista quanto pelo
computador, elas devem obedecer a certas regras sintdticas, baseadas em
principios matemadticos. :

Na quarta parte s ao discutidas as necessidades que tornam obrigatéria
a busca dessa linguagem, suas diferencas com a linguagem comum e as
exigéncias de rigor e de ndo-ambigiiidade das mensagens por meio das quais
se estabelece o didlogo entre o desenhista e o computador.

Muitas leis de composicio podem ser expressas matematicamente: sdo
as leis que definem ritmos e simetrias, principios estéticos fundamentais em
todas as artes.

A quinta parte do trabalho trata das leis de simetria linear e plana, da
representag@o dessas leis e das formas de comunicé-las ao computador, por
meio da linguagem definida na quarta parte do trabalho.

Um relato possivelmente apdcrifo descreve, de forma sugestiva o que
podemos tomar, hoje em dia, por metifora do processamento digital [28]

Transformacdo
de Figuras

A Sintaxe do Desenho

Composicao
de Figuras

Aplicacoes
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“Os astronomos hindus resolvem seus cdlculos com grande facilidade,

sem escrever um algarismo; em seu lugar utilizam-se de pequenas con-
‘ chas, colocadas sobre uma mesa ou sobre o solo, como se fossem fichas
de jégo, deslocando-as e retirando-as. Suas regras de cdlculo estdo
contidas em versos misteriosos que conhecem de cor e que citam, em
murmuirio, enquanto deitam as conchas; de quando em vez recorrem
ainda a um pequeno caderno de félhas de palmeira contendo tabelas
numéricas. Trabalham com um sangue frio de que os europeus ndo sdo
capazes, e jamais cometem erros.”

No desenvolvimento do Designer’s Workbench!® o autor buscou na 3l-
gebra, os “versos misteriosos”, e na programacio, uma forma de dar ao
computador a faculdade de “murmura-los de cor”, procurando transforma-
lo assim, num instrumento por meio do qual um desenhista possa ver os
componentes de seu desenho como “fichas de um j6go” e assim, deslocd-los
e modificd-los & sua vontade.

Como as vantagens resultantes dessa abordagem podem ser melhor avali-
adas a partir de exemplos de aplicagGes, incluiu-se, na sexta parte deste tra-
balho uma cole¢do de problemas geométricos resolvidos segundo os métodos
aqui propostos. Neles o autor procurou mostrar como, por meio de uma
notagdo e uma codificagio adequadas, pode-se revelar, na forma de um
“instrumentos de desenho”, um pouco do espirito da dlgebra.

O fisico alemdo Heinrich Hertz assim se expressou, certa feita, sobre a
;, lgebra [12]:

Nado se consegue impedir o sentimento de que essas formulas matemd-
ticas possuem uma exiténcia independente e uma inteligéncia proprias;
de que elas sdo mais sdbias do que nds mesmos, ou mesmo mais sdbias
do que seus descobridores; de que podemos extrair delas, mais do que
fot originalmente nelas colocado.

Elas descrevem bastante bem, na opinido do autor, o sentimento que

o acompanhou durante o longo periodo de gestacdo e desenvolvimento do
‘ Designer’s Workbench.

Apfidices A sétima parte do trabalho inclui, na forma de apéndices, alguns da-
dos e propriedades das curvas que servem de elementos de composi¢ao para

!8Programa de computador concebido e desenvolvido pelo autor.
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o desenho por computador. Essas informacbes encontram-se dispersas na
literatura e sua reunido aqui, tem o objetivo de torni-los mais acessiveis
ao desenhista interessado em seguir os métodos de desenho descritos neste
trabalho.
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A Localizacao de pontos
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Antigamente muitos estudiosos de talento (...) aprendiam a arte da
pintura, sem nenhum fundamento, quase completamente a partir das
regras prdticas do dia-a-dia. Assim, eles cresceram na ignordncia,
como uma drvore selvagem que jamais tivesse sido podada. Embora
alguns deles tenham adquirido da prdtica continua uma tal destreza
manual, a ponto de ndo se poder negar-lhes o reconhecimento de que
seus trabalhos tenham sido habilmente erecutados, (deve-se afirmar)
no entanto, que (esses artistas,) em lugar de estarem apoiados em
principtos bem fundados, fizeram (suas obras) meramente de acordo
com seus proprios gostos.

Se, entretanto, a pintores mais instruidos e artistas merecedores do
nome lhes fossem mostrados tais trabalhos assim irrefletidos, eles des-
denhariam a cegueira dessas pessoas, e ndo sem alguma justiga. Pois,
para aquele que realmente conhece, nada é mais desagraddvel de se
ver numa pintura do que um erro fundamental, ainda que seus deta-
lhes tenham sido cuidadosamente pintados. Que tais pintores tenham
encontrado satisfagdo em seus erros, € somente porque eles ndo apren-
deram a Arte de Medir, sem a qual ninguém pode ser ou tornar-se um
mestre em seu oficio.

Considerando, entretanto, que este seja o verdadeiro fundamento de
toda pintura, propus-me ezxpor seus elementos para uso de todos estu-
dantes ansiosos da Arte e instrui-los a aplicar um sistema de Men-
suragdo com Régua e Compasso e, dessa forma, aprender a Verdade,
vendo-a diante de seus prdprios olhos. Assim eles ndo apenas (sen-
tirdo) a delicia e adquirirGo o amor por essa arte, mas também al-
cangardo uma compreensdo cada dia mais correta dela.(...)

(Estes ensinamentos) servirdo ndo apenas aos pintores, mas (também)
aos joalheiros, escultores, pedreiros, marceneiros e todos aqueles que
dependem de medidas. Ninguém estd obrigado a valer-se desta minha
doutrina, mas eu estou certo de que quem quer que a adote, ganhard
ndo apenas uma base firme, mas, tendo chegado pela prdtica didria a
uma melhor compreensao dela, continuard minhas buscas e descobrird
muito mais do que eu aqui exponho. (...)

Euclides, homem dos mais sagazes, construiu as fundagées da Geome-
tria. Aquele que tiver entendido sua obra nao ird precisar deste livro
que foi escrito apenas para os jovens e para aqueles que ndo podem
contar com ninguém para instrui-los corretamente.

17

Albrecht Diirer, Instrugcdes para a Arte de Medir, 1525
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Régua e compasso

2.1 Localizagao de pontos

O problema da localizacdo de pontos no plano é conhecido pelos especialistas
como um Problema Geométrico. Esse problema nao surge apenas quando se
trata de realizar o desenho mais preciso de uma figura que obedega a re-
gularidades geométricas, como € o caso das estrelas da pdgina 6. Muitas
atividades profissionais exigem que se saiba resolvé-lo.

Um pedreiro que ergue paredes fora do prumo estd pondo em risco quem
passar por perto. Ao ergué-la, ele deve saber em que ponto do espago as-
sentar cada tijolo. O mesmo cuidado deve ser tomado ao assentar lajotas
para revestir o piso de um comodo. Gavetas deslizardo mal em trilhos de-
salinhados; o marceneiro que os fixa deve saber monta-los paralelos e para
isso, como o pedreiro, saber localizar pontos no espago. Uma pega mecini-
ca usinada fora das medidas ndo funcionard corretamente. Saber medir é,
também saber localizar pontos no espago.

Para aplicar um bordado a um tecido, a bordadeira deve saber em que
ponto da trama passar a agulha. Um terreno arado sem o respeito as curvas
de nivel estard sujeito a erosdao: o tragado de curvas de nivel é outro pro-
blema de localizacdo de pontos no espago. Se um logotipo for desenhado
sem obedecer as regras da simetria, ele ficard desproporcional e por isso,
feio e desagradavel. A obtengédo de um desenho de boa qualidade somente é

19
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possivel quando seu criador souber como localizar os pontos no papel e como
ligé-los com tragos de régua, compasso ou outro instrumento de desenho. O
mesmo poderd dizer-se de um canteiro, de uma escada ou de um caminho
aberto num jardim, se suas propor¢des, esquadro e paralelismos nao tiverem
sido respeitados pelo jardineiro. O cirurgido, o ortopedista ou o dentista
também enfrentam problemas semelhantes de como usar um mapa (uma
radiografia ou uma tomografia) para localizar pontos no espago (no caso, o
corpo humano) onde devem fazer uma intervengdo ou uma corregio.

A experiéncia mostra que a determinagdo precisa de um ponto no plano
ou no espago pode ser um problema técnico complexo. Em torno dele de-
senvolveram-se teorias e métodos especiais que fazem parte da Geometria.

O problema da localizagdo de pontos no plano e no espago é tdo fun-
damental e recorrente que as técnicas para a sua solugdo deveriam ser do
conhecimento de qualquer cidaddo. Nenhum profissional cujas atividades
envolvem, direta ou indiretamente a localizagao de pontos no plano ou no
espaco, pode desconhecer os principios e métodos da. Geometria.

Ao longo da histéria da Geometria, duas técnicas para resolver o prob-
lema de localizar pontos no plano destacaram-se das demais. A primeira
delas inspira-se nas possibilidades de dois instrumentos clissicos de desenho:
a régua e o compasso. A segunda fundamenta-se na nocdo de coordenadas,
origindria das idéias de latitude e longitude que sdo o legado de nossos an-
cestrais, criadas da necessidade de localizar pontos na superficie da Terra.
Embora esses dois métodos conduzam a um mesmo resultado para um mesmo
problema geométrico, eles sdo muito distintos em sua esséncia.

O segundo desses métodos, explorado sistematicamente na Geometria
Analitica, é muito mais geral do que o primeiro: sido conhecidos casos, que
se tornaram cldssicos, de problemas geométricos cujas solugdes sao acessiveis
pelos métodos do cdlculo, mas impossiveis por meio da régua e do compasso.
Além disso, o célculo estd muito mais préximo do computador do que a régua
e 0 Compasso.

O melhor método de solucdo de um problema geométrico para quem
puder valer-se de um computador, nem sempre é o melhor para quem dis-
puser apenas da régua e do compasso. O reverso também é verdadeiro. Um
método de solugao de um problema geométrico que tenha sido concebido
para ser executado por meio da régua e do compasso, ainda que seja preciso
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e elegante, pode n3o ser o mais adequado & computagdo digital.

O desenhista que diante da distancia que separa o computador dos instru-
mentos tradicionais de desenho e deslumbrado pela novidade, fizer tabula-
rasa destes ao valer-se daquele, pode estar incorrendo em sério erro. Os
métodos classicos da Geometria constituem patriménio valioso demais para
ser abandonado.

Para aproveitar a heranca que nos foi legada por mais de dois milénios de
histéria da Geometria, convém reservar a régua e ao compasso, um lugar nos
métodos computacionais para a solu¢do de problemas geométricos. E por
essa razdo que dedicamos o capitulo 2 & transposi¢do para o computador,
dos principios de solugdo de problemas geométricos por meio da régua e do
COmpasso.

Nos capitulos seguintes, examinaremos os métodos das coordenadas e
da Geometria Analitica para, em seguida, valermo-nos da abordagem muito
mais geral e poderosa da Algebra.

As técnicas mais tradicionalmente utilizadas para a localizagdo de pontos
no plano estio baseadas no uso da régua e do compasso. FEssas técnicas
estenderam-se para muito além dos seus limites originais e deram origem,
ainda na Antigiiidade, as técnicas de triangulacdo usadas na Astronomia e
na Topografia e utilizadas, ainda hoje, na construcdo civil, na agrimensura
ou na cartografia. :

Possivelmente nenhum instrumento mecanico tenha sido estudado em
maiores profundidade e variedade de pontos de vista do que o par formado
pela régua e o compasso, os mais fundamentais da Geometria e das técnicas
cldssicas de construgao geométrica.

2.2 Os Ancestrais da Régua e do Compasso

Arquedlogos e historiadores, nos seus trabalhos de recolher, classificar e in-
terpretar os fatos da Antigiiidade, constataram ter se desenvolvido na antiga
India, técnicas elaboradas, referidas nos velhos escritos, os Sulvasutras, como
as regras das cordas. Admite-se que o propdsito dessas regras era religioso:
destinava-se a construcio de altares para a pratica de sacrificios, pois se

As Regras das Cordas
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acreditava que para conferir poderes sagrados a esses altares era necessério
construi-los com a méxima precisao[36].

N3o é muito dificil imaginar como, esticando-se uma corda sobre uma, su-
perficie plana, pode delinear-se um segmento de linha reta ou como, girando-
se uma corda esticada em torno de um ponto fixo do plano, pode tragar-se
um arco de circulo!. As cordas podem entdo ser vistas também como ins-
trumentos de desenho e ndo apenas como pecas de culto.

Com o tempo, a régua e o compasso tornaram-se duas pecas indepen-
dentes, pouco tendo a ver uma com a outra. Mas na Antigiiidade, régua e
compasso estavam integrados, na forma de cordas esticadas, num sé instru-
mento.

Durante muitos séculos eles foram os tnicos instrumentos permitidos aos
desenhistas geométricos; os demais eram proibidos.

Alguns historiadores da Ciéncia, nas suas tentativas de encontrar uma
razdo para essas proibigoes, satisfizeram-se ao julgar té-la encontrado em mo-
tivacdes religiosas ou filosdficas, as primeiras especialmente entre os hindus,
as segundas, entre os gregos?.

Outros historiadores, tomando possivelmente o Egito como paradigma,
encontraram-na nas necessidades praticas da agrimensura. De fato, os reg-
istros histéricos testemunham ter existido, também no antigo Egito, uma
classe de importantes oficiais chamados esticadores de cordas, encarregados
de fazer muitas daquelas coisas que os antigos hindus faziam para suposta-
mente construir altares e os topdgrafos e construtores de hoje ainda fazem:

esticar cordas para demarcar terrenos e usar fios de prumo para erguer pare-
des.

Sabe-se que esses antigos especialistas egipcios, tidos como os verdadeiros
pais da Geometria, recebiam do Faraé a incumbéncia — bastante prética
mas pouco religiosa ou filoséfica — de restaurar os marcos de divisa das pro-
priedades que as dguas do rio Nilo periodicamente destruiam ou removiam.

Uma terceira corrente de historiadores identificou essa razao nas exigén-

!Veja discussdo a respeito na segio 8.2.1.
2Veja, por exemplo, & pagina 83, comentdrios a respeito desse assunto feitos sobre uma
citagao de Platao.
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cias técnicas emanadas da construgdo de edificios.

O arquiteto romano Vitruvius®, no primeiro volume de seu livro sobre

Arquitetura [54], escrito muito tempo depois, sustentou a conveniéncia de
um arquiteto usar, na confec¢do de plantas de edificios, as mesmas técnicas
de desenho — baseadas na régua e no compasso — usadas pelos pedreiros
encarregados da realizagio da obra, de modo que o arquiteto possa mostrar-
lhes, com maior facilidade e precisio, o trabalho a ser realizado.

Sabemos hoje que além das razbes dadas por Vitruvius, a qualidade e a
seguranga das obras arquitetonicas podem ficar facilmente comprometidas
se, num estagio qualquer de sua construgio, for permitida a utilizacio de al-
guma técnica ou instrumento imprecisos. Ora, a régua e 0 compasso, mesmo
nas suas versoes mais antigas, como cordas esticadas, sdo possivelmente os
instrumentos mais precisos que se pode construir em tecnologias primitivas.

Curiosamente, todas essas razdes e necessidades convergiram indepen-
dentemente para a eleicdo da reta e do circulo como formas fundamen-
tais. Como veremos no decorrer deste trabalho, a reta e o circulo surgem
freqiientemente como “conseqiiéncias” necessdrias de leis matemdticas ou
naturais.

Fatos naturais ou matematicos sdo universais e, por isso, afetam qualquer
cultura. Parece-nos mais sensato, portanto, admitir que estd no poder que
eles tém de incidir sobre as necessidades materiais dos seres humanos, de
afetar o dia a dia de suas técnicas, que esses fatos — e suas conseqiiéncias
— acabem sendo escolhidos como objeto de reflexao e estudo, do que buscar
as motivacdes para o estudo da geometria em devogdes coletivas a preceitos
dogmaéticos, sejam eles religiosos, sejam filoséficos®.

E concebivel que as civilizagbes antigas estivessem tdo comprometidas
com a qualidade e a seguranca de suas construgdes quanto supostamente
noés deveriamos estar hoje em dia. Afinal, suas construgoes eram, sendo por
menor zelo, ao menos por um menor conhecimento acerca da ciéncia dos
materiais ou da engenharia das construgdes, mais sujeitas ao desabamento
do que as nossas.

®Marcus Vitruvius Pollio, arquiteto e engenheiro romano, viveu no sec. 1 a.C.

*0O ser humano tem sido tido como um ser racional, caracteristica que o diferenciaria
dos outros animais. A mim parece que o humano é, como os outros animais, um ser
irracional. Mas com um defeito.
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Restringir as técnicas de construgio geométrica ao uso da régua e do com-
passo pode ter sido uma simples regra préatica cujo inico objetivo fosse o de
garantir qualidade, confiabilidade e seguranga as construgdes arquitetonicas.

Noés nao podemos, portanto, descartar a hipdtese de que tenha sido
necessdrio, em alguma época da histéria dessas sociedades, excluir da prética
da arquitetura, pela persuasdo ou pela punicdo, aquelas pessoas inaptas ou
adversas a respeitar regras socialmente relevantes. Somos convidados a con-
siderar, em oposigdo a visao de alguns historiadores, a conveniéncia, para os
administradores das coisas publicas dessas sociedades, de dogmatizar essas
restrigdes convertendo-as num principio filos6fico ou num preceito religioso®.

O uso de qualquer instrumento exige conhecimento e destreza. Estes
adquirem-se por meio de estudo e treinamento. Quem quer que se proponha
a operar um instrumento complexo, logo sente a necessidade de buscar ori-
entagdo no manual de uso desse instrumento. Quem sabe, as regras das
cordas dos hindus tenham surgido ndo como preces em rituais religiosos,
mas redigidas para servir aos construtores de entao, como o manual de uso
desses instrumentos?

Uma espécie de manual do usudrio da régua e do compasso, intitulado
Elementos, foi escrito na Grécia, hd mais de dois milénios pelo gedmetra
Euclides®. Nele encontram-se os elementos necessarios para a realizagao de
desenhos geométricos precisos por meio da régua e do compasso. Régua e
compasso eram os instrumentos com os quais os arquitetos gregos’ contavam
e 0 “Manual” de Euclides, sua referéncia.

5Hoje em dia restrigcdes sio fixadas em normas e sua obediéncia, imposta por leis.

Nem sempre as leis sao suficientes para restringir abusos. Alguns tém seu comporta-
mento delimitado por seus préprios principios, outros, por suas proprias crengas, uma
terceira categoria (daqueles que ndo aceitam impor restrigdes a si mesmos ou que nao
tém imaginagao para tanto), pela lei e outros tantos (aqueles que nado admitem restrigdes
préprias, nem que a sociedade o faga), pela policia...

®Euclides (c. 300 A.C.) foi o mais proeminente matemético da antigiiidade grega,
imortalizado por seus Elementos. Embora o contelddo dos Elementos tenham sido, em sua
maior extensdo. compilados a partir de trabalhos de antecessores, é na organizagido desse
material que reside a maior contribuicdo de Euclides & Geometria e & Ciéncia.

7 Assim como todos seus sucessores na civilizagao ocidental.
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2.3 Construgoes geométricas

Nesta secdo nés examinaremos algumas das proposi¢oes constantes do livro
de Euclides, como exemplos de enunciados de problemas de localizagdo de
pontos no plano, bem como da obtencio de suas solu¢des com o auxilio da
régua e do compasso.

Proposi¢ao 1. Sobre um segmento de reta dado AB, construir um trian-
gulo equilatero.

1. Com centro em A, tracamos a circunferéncia BCD que passa por B;

Com centro em B e passando o compasso por A, tracamos a circunferéncia ACFE e

3. partindo do ponto C — onde uma circunferéncia corta a outra — desenhamos os
tragos retos CA e CB que o ligam aos pontos A e B, completando o triangulo
equilatero.

o

Proposi¢ao 2. Determinar a mediatriz de um segmento AB dado.

A solugao deste problema estd, de certa forma, incluida na construcao
do tridngulo equildtero. Referimo-nos aqui nao apenas a um, mas aos dois
pontos onde as circunferéncias se cruzam. Assim, devemos dar um nome
também ao outro ponto, digamos, F. Feito isso, tracamos o segmento de
reta CF que é a mediatriz do segmento AB.

Proposicdo 3. Determinar a bissetriz de um angulo ABC' dado.

A bissetriz de um angulo é a semi-reta que, tendo origem no vértice desse
angulo, o divide em dois angulos iguais. Para determinar a bissetriz de um
angulo ZABC dado, seguimos o procedimento:

1. Escolha, arbitrariamente, um ponto P sobre a reta BC;

2. Determine o ponto @, onde a circunferéncia de centro em B e que passa por P
cruza a reta AB;

3. Construa a mediatriz do segmento PQ, cujas extremidades foram obtidas nas etapas
1 e 2 da figura acima.

A mediatriz BS do segmento P(Q) é a bissetriz do angulo ZABC.

Tridngulo Equildtero

LN

F
Mediatriz
Bissetriz
c
P S
A
B Q



Ponto Médio

26 (©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana

Proposigado 4. Determinar o ponto médio M de um segmento AB dado.

A solugao deste problema esta contida na solugido do problema anterior.
De fato, o ponto médio M do segmento AB estd na intersegdo dos segmentos
AB e C'F. Esse ponto divide também o segmento CF' em duas partes iguais.

2.4 As regras do jogo

Embora ndo seja esse o meu oficio, somente para apreciar o raciocinio
quando fosse o caso, eu recompensaria bem quem me fizesse compreen-
der o que se ha de medir para construir um edificio proporcionado e de
onde, e por quais razdes, se derivam tais medidas (...)

Filarete®, Tratado de Arquitetura

Observando as proposigdes discutidas na se¢ao 2.3 nds constatamos que
resolver um problema geométrico consiste em determinar, valendo-nos ape-
nas da régua e do compasso, as posigdes de pontos desconhecidos, a partir
de pontos conhecidos. Podemos entao definir:

pontos dados, sdo aqueles cujas posi¢es no plano estdo indicadas no pré-
prio enunciado do problema que, neste caso sdo os pontos A e B.

pontos derivados, sio aqueles cujas posi¢des no plano devem ser determi-
nadas a partir dos dados, por meio de procedimentos que envolvem ex-
clusivamente a régua e o compasso. Neste caso, C' é um ponto derivado,
determinado a partir dos pontos A e B.

Os pontos dados sdo, por definigio, conhecidos. Os pontos derivados tornam-
se conhecidos a partir do momento em que suas posi¢oes forem determinadas.

Assim, na proposi¢do 1, os pontos dados sio A e B. A partir deles,
valendo-nos apenas do compasso, derivamos os pontos C' e F. Por essa
razao, estes dois dltimos pontos sao denominados derivados.

8 Antonio Averlino Filarete (1400-1469), arquiteto e escultor italiano [49].



(©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana 27

Na proposigdo 3, sao dados os mesmos dois pontos, A e B. A partir deles,
derivamos os pontos C', F' e M. Os dois primeiros sio obtidos conforme
procedimento estabelecido na solu¢do da proposicdo 1 e M é obtido com o
auxilio da régua.

Na proposicio 4 sio dados dois pontos?, B e P. Os pontos derivados
neste caso sdo o ponto () e um quarto ponto (ndo mostrado na figura) usado
como referéncia para o tracado da mediatriz do segmento PQ.

Como ja vimos, no desenho geométrico ndo é permitido o uso de qualquer
instrumento que ndo a régua e o compasso, nem tampouco é permitido o
tragado a mao livre. Ainda mais: esses instrumentos ndo podem ser usa-
dos de qualquer forma. O tnico efeito que um desenhista pode extrair de
uma régua e de um compasso — € que sdo aceitos pelas regras do Desenho
Geométrico — é a linha que a ponta tragadora usada (de um lapis, de uma
caneta ou de um tira-linhas) deixa na superficie do papel. Isso quer dizer
que os pontos somente poderdo ser derivados de outros pontos conhecidos,
se eles se encontrarem no cruzamento de duas dessas linhas.

No desenho com o compasso, essas linhas servem apenas como tragos
auxiliares, construidos exclusivamente para determinar a posi¢do de pontos
derivados; elas sdo como os andaimes das construcoes de um edificio que, ao
final, sa2o removidos.

Nés podemos entdo concluir que hd apenas trés formas “legitimas” de

se dertvar, por meio da régua e do compasso, um ponto a partir de pontos
dados:

e na intersecido de duas retas,
e na intersecdo de uma reta com uma circunferéncia ou
e na intersecio de duas circunferéncias.

Os procedimentos segundo os quais se obtem os pontos de intersecdo de

®Sobre P, sabemos apenas que se trata de um ponto arbitrario, tomado sobre o lado
BC do triangulo. Nao existem regras do desenho geométrico para determinar sua posigao;
deixa-se ao “bom-senso” do desenhista a escolha de uma localiz¢ao conveniente, que possi-
bilite a obtengdo de um resultado preciso. Se, ao colocarmos este problema ao computador,
deixarmos a localizagdo de P por conta de seu bom-senso, estaremos sendo imprudentes.
Devemos, entdo, tratar P como se este fosse um ponto desconhecido cuja posi¢do esta por
ser determinada e tratd-lo adequadamente, executando, por exemplo, um procedimento
de interpolagio.

Derivacdo de pontos

Intersecdes
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duas linhas — sejam elas retas ou circulares — formam as trés operacdes
fundamentais do desenho geométrico com régua e compasso.

2.5 Outros instrumentos para localizar pontos

Na secdo 2.3 mostramos, através de alguns exemplos praticos, como se usa
a régua e o compasso para localizar pontos no espaco. Mas o problema da
localizagio de pontos no plano do desenho é tao recorrente que outros instru-
mentos sdo também usados pelos desenhistas, além da régua e do compasso.

Um instrumento muito usado no Desenho Técnico — embora esteja entre
os proibidos no Desenho Geométrico Cldssico — é a régua graduada. O uso
da régua graduada foi imposto pelo aumento da complexidade das técnicas
industriais e da expansdo dos mercados.

Quando quisermos comunicar a um estranho versado na arte de desenhar
com régua e compasso, o método de solugdo de um problema semelhante aos
examinados na secio 2.3, podemos fazé-lo apenas por palavras!®.

Porém, se o desenhista quiser comunicar a seu interlocutor o compri-
mento de um segmento de reta ou do raio de um circulo, ele ndo poderd
fazé-lo apenas por palavras'!, mas deverd, em vez disso, remeter-lhe algum
objeto material a partir do qual ele possa derivar esse comprimento. Se
esse objeto for a régua graduada, nao serd necessario remeter objeto algum
pois, supostamente todo bom desenhista dispde de pelo menos uma delas.
Tomando-a por referéncia, pode-se comunicar comprimentos transmitindo a
nosso interlocutor apenas os nimeros da escala e, para isso, palavras sdo
o bastante. E assim que o desenhista usa a régua graduada para localizar

1%Ainda que nao seja essa a forma usual de se comunicar problemas resolvidos a es-
tudantes de Geometria — os professores (e seus alunos) preferem textos ilustrados —
esse modo de comunicagao é possivel se for adotado um protocolo de comunicagao (ver
discussdo no capitulo 15) e imperativo quando nosso interlocutor é um computador.

"Hoje em dia pode-se comunicar um comprimento fazendo referéncia a valores universais
que podem ser reproduzidos em qualquer ponto do universo. sem a necessidade de se
transmitir matéria. Esses comprimentos sdo os de ondas luminosas de cores muito bem
determinadas. O metro, medida universal de distancia, passou a ser definido em funcao
da radiagdo emitida no vacuo pelo dtomo de criptonio 86. Mas que desenhista pode ser
tao extravagante a ponto de trocar sua “régua graduada” por uma maquinaria capaz de
dar-lhe tal referéncia?
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pontos no plano. Os métodos mais comuns sao os das coordenadas carte-
{ sianas, para o que o desenhista pode contar com o auxilio de esquadros e o
das coordenadas polares, para o que o desenhista vale-se do transferidor!Z.

O transferidor é um instrumento de desenho destinado a auxiliar a local- Transferidor
izacdo de pontos no plano, segundo o sistema de coordenadas polares. Com
o transferidor pode-se resolver o seguinte problema:

Determinar uwm ponto P que esteja a uma dada distdncia r de
um ponto conhecido A e forme com uma reta dada s que passa
por A, um dngulo 0.

Obtem-se a solucido desse problema de acordo com o procedimento de-
scrito a seguir:

e traga-se a circunferéncia de centro em A e raio r;

o fazendo a linha de referéncia do transferidor superpor-se a reta s, desliza-se o in-
strumento nessa diregdo até que seu centro coincida com o ponto A;

e marca-se um ponto no papel, digamos R, na posigdo correspondente a leitura do
angulo 8 feita sobre a escala.

‘ e traca-se a linha reta que passa pelos pontos A e R;

e o ponto P estd na intersecio dessa reta com a circunferéncia tracada na etapa 2.5.

120 uso de esquadros e transferidores é também proibido no Desenho Geométrico
Classico.
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Pontos notaveis do triangulo

O tridngulo é uma figura plana elementar e um dos componentes fundamen-
tais do desenho geométrico. As principais técnicas de localizagdo de pontos
no espago sdo baseadas nas propriedades do triangulo e uma disciplina da
matemdtica, a Trigonometria, foi dedicada ao estudo das técnicas de locali-
zagao de pontos no plano, por meio das propriedades dos tridngulos.

Pode-se definir o tridngulo como a figura formada por trés retas que se
cortam duas a duas. Os pontos de interse¢io dessas retas sido os vértices do
tridngulo, os segmentos que unem esses vértices, seus lados e as regides do
plano que as retas determinam, sédo os dngulos do tridngulo.

O segmento de reta que liga um vértice a um ponto da reta que passa
pelos outros dois, formando com esta, um angulo reto, é denominado altura
relativa ao primeiro vértice. O segmento de reta que liga, um vértice ao ponto
médio dos outros dois, é denominado mediana relativa aquele vértice. A reta
que divide um angulo do tridngulo em duas partes iguais é a bissetriz desse
angulo.

Muitas propriedades dos tridngulos podem ser descritas em termos de
seus pontos notdveis, a saber, o baricentro, o circuncentro, o ortocentro e o
incentro. A seguir, examinaremos cada um desses pontos.

31



Centro de massas

Determinacio do
Baricentro

32 (©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana

3.1 Baricentro e medianas

No tridngulo ABC, cada um dos lados BC, AC e AB é dividido ao meio.
Sejam P, () e R, respectivamente, os pontos médios desses segmentos. As
linhas AP, BQ e CR sdo denominadas medianas do triangulo ABC.

Pode-se mostrar que as trés medianas encontram-se num mesmo ponto
(G, denominado baricentro do tridngulo. O baricentro corta cada uma das
medianas a % de seu comprimento, tomado a partir do seu vértice correspon-
dente, isto é, divide as medianas na proporgio 2 : 1:

N
@
-
3
B

(3.1)

Ql

Q@

o

TR

SRR
[¢]

A palavra baricentro designa centro de massas ou centro de gravidade do
tridangulo. Para verificar essa propriedade fisica dos tridngulos, pode-se fazer
o seguinte experimento:

Recorte um tridngulo em papeldo e atravesse-o por uma agulha em seu
baricentro, de modo que ele gire livremente em torno dessa agulha,
feita de eixo. Gire o tridngulo de qualquer adngulo em torno da agu-
lha e abandone-o, sem imprimir-lhe nénhum impulso. Ele permanecerd
parado, em equilibrio, na posi¢do em que foi abandonado.

Experimente, em seguida, atravessar a agulha em qualquer outro ponto
do tridngulo: ao repetir o experimento dessa forma, vocé observara que
ele terd um comportamento diferente do caso anterior. O triangulo nio
se manterd mais na posi¢do em que vocé o abandonar. Em vez disso,
ele ird oscilar em torno da agulha, como um péndulo, até parar, sempre
na mesma posi¢ao.

Nas técnicas de construgdo geométrica com o auxilio da régua e do
compasso, determina-se cada um dos pontos P, ou R segundo o método
descrito na proposicao 3 da sec¢do 2.3 e o baricentro GG é determinado a partir
da intersecio de quaisquer dois dos segmentos AP, BQ) e CR.

Quando se trata de usar o computador, o método utilizado para re-
solver esse problema é diferente. Fornecemos ao computador uma ezpressdo
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algébrica onde figuram os nomes dos vértices do triangulo. A partir das coor-
denadas desses vértices, o computador calcula as coordenadas do baricentro.
Adiante no capitulo 5, quando tratarmos da representacao de pontos por
niimeros complexos, veremos que o baricentro é determinado pela expressio

_A+B+C

¢ 3

3.2 Circuncentro e mediatrizes

No tridngulo ABC, as mediatrizes (ver 2.3) dos lados do tridngulo, cruzam-se
num mesmo ponto O, denominado circuncentro. O circuncentro é o centro do
circulo circunscrito ao tridngulo. Os pontos P, () e R sdo, respectivamente,
os pontos médios dos segmentos BC, AC e AB.

A localizagdo do ponto O (circuncentro do tridngulo ABC) pode ser
obtida pelos métodos de constru¢do expostos na resolu¢ao da proposicio 2
da secao 2.3.

Para instruir o computador a determinar as coordenadas do circuncentro
do tridngulo ABC usamos a notacio

X = Cc(A, B,C)

3.3 Ortocentro e alturas

Sejam AP, B(Q e CR as trés alturas do tridngulo ABC. A altura AP é o
segmento de reta perpendicular ao lado BC que passa por A. O ponto P é
denominado pé da altura do vértice A sobre olado BC'. As alturas cruzam-se
num mesmo ponto O, denominado ortocentro

Para se determinar a altura, AP, por exemplo, tracam-se duas circunfe-
réncias, uma de centro em C e raio AC e outra de centro em B e raio AB.
Essas duas circunferéncias encontram-se nos pontos A (por constru¢ao) e X,
simétrico a A em relagdo ao lado BC do tridngulo. O ponto P, pé de A
sobre BC' é a intersecdo das retas AX e BC. Noés denotaremos esses pontos

Propriedades do
Ortocentro
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por meio das expressdes

A= CxCP(C, A, B, A)
X = CxCP(B, 4,C, A) (3.2)
P =LxL(B,C, A, X)

onde a fungdo CxCP(C, A, B, A) designa o ponto de interse¢do de duas cir-
cunferéncias e LxL designa a interse¢io de duas retas!.

Se estivéssemos encarando as expressdes (3.2) do ponto de vista estri-
tamente algébrico, poderiamos representar o ponto P por meio de uma ex-
pressao mais “compacta”

P =LxL(B,C, A,CxCP(B, A,C, A)) (3.3)

pois, dessa forma, nao precisamos mais no referir a um ponto intermediario
X, uma vez que ele estaria como que embutido na expressio (3.3).

O artificio de “substituir” valores, muito comum na Algebra., nao pode
no entanto ser adotado no desenho geométrico feito com régua e compasso
pois, neste caso, todos os pontos intermedidrios de um procedimento exe-
cutado com esses instrumentos — e o ponto X é um deles — devem estar
representados no papel. Os outros pontos, ¢ ¢ R sao determinados analoga-
mente.

Para determinar o ortocentro O, basta conhecer dois dos trés pontos P,
@ e R — digamos, P e () — e determinar a intersegdo das alturas AP e
BQ, por meio da expressao O = LxL(A, P, B,Q). Nos representaremos o
ortocentro do tridngulo ABC pela expressio Oc(A, B,C).

A figura ao lado ilustra a relagdo existente entre o ortocentro de um
tridngulo ABC e o circuncentro do seu triangulo quddruplo PQR.

O triangulo quddruplo de ABC se obtém tragando por cada vértice, uma
reta paralela ao lado oposto. Essas retas cruzam-se nos pontos PQR que
formam o tridngulo quidruplo de ABC.

E facil constatar as igualdades dos segmentos

AP = AR = BC
BP = BQ = AC
CQ=CR=AB

1A interpretagio para essas notacdes estd descrita na secio 15.2.
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que implicam na igualdade dos 4 triangulos

ABC =QCB=BAP =CRA

1. O circuncentro O do tridngulo PQR est4, (ver secio 3.2), no encontro das media-
trizes de seus lados PQ, PR e QR.

2. Como A é o ponto médio do segmento PR; B, o ponto médio de PQ e C, o ponto
médio de QR, as mediatrizes desses segmentos passam por esses pontos.

3. Como os lados AB, BC e AC sio, respectivamente paralelos aos lados QR, PR e
PQ, as mediatrizes dos lados do tridngulo PQR s3do também perpendiculares aos
lados do tridngulo ABC e passam por seus vértices.

Portanto, o circuncentro O do triangulo PQ R coincide com o ortocentro
do tridngulo ABC.

A normal tracada de um vértice de um triangulo a seu lado oposto, cruza-
o num ponto denominado pé da altura. Consideremos um tridngulo ABC;
o pé P da altura tomada do ponto B sobre a base AC pode ser expressa na
forma

P =TFt(A,C, B)

Observe a ordem segundo a qual os pontos A, B e C sao especificados
como argumentos da funcao Ft. Assim, os dois primeiros pontos que constam
da lista de argumentos definem o lado sobre o qual a altura é tomada e o
iltimo ponto representa o terceiro vértice do tridngulo.

3.4 Incentro e bissetrizes

No tridngulo ABC, as retas AP, BQ e CR, dividem, respectivamente, os
angulos LBAC, LABC e /ACB do triangulo ABC', em partes iguais. Essas
retas sao denominadas bissetrizes dos angulos do triangulo. Elas intercep-
tam-se num mesmo ponto O ao qual se dd o nome de incentro do tridngulo
pois ele € o centro do circulo inscrito a esse tridngulo.

O procedimento para a determinagdo o incentro O de um triangulo, por
meio da régua e do compasso, estd descrito na proposicao 4 da segao 2.3. O
método baseado no cdlculo esta descrito na segdo 6.2.4.

Pé da Altura
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O incentro é denotado pela expressao

Ic(A, B,C)

No tridngulo ABC, AX ¢é a bissetriz do angulo ZBAC. Prolongue-se o
lado AC até o ponto P, tal que AP = AB.

O tridngulo ABP assim construido é isésceles e, portanto,

LPBA = [BPA. (3.4)

Porém, como o angulo ZBAC é complementar a ZBAP, temos

(BAC = (PBA+ [BPA (3.5)

De (3.4) e (3.5) concluimos que

LBAC
2

LPBA =

e que AX e PB sio paralelas.

Do teorema de Tales sobre retas par;dlela,s, conclui-se que

AP _ AB _ BX
AC  AC XC
e que a bissetriz AX divide o lado oposto BC em dois segmentos, X B

e XC, cujos comprimentos sao proporcionais aos comprimentos dos lados
correspondentes AB e AC, do tridngulo ABC.

Denotando por s o semiperimetro do triangulo, i.e,
AB + AC + BC
s =
2
entao o raio r do circulo inscrito serd igual a:

r:\/(s—a)(s—b)(s—c)

S




(©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana 37

A bissetriz de cada angulo de um tridngulo cruza o lado oposto a esse
angulo num ponto denominado pé da bissetriz.

Leonhard Euler [1707-1783] demonstrou que o ortocentro P, o baricen-
tro @ e o circuncentro R de um triangulo ABC estio numa mesma reta,
denominada linha de FEuler do tridngulo.

Esses pontos, como ja foi visto acima, podem ser determinados pelas
expressoes:

P =0c¢(A, B,C)
Q=(A+B+C)/3
R =Cc(A, B,C).

Linha de Euler
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O Pixel

4.1 Reticulagao do plano

Um quadro € uma janela através da qual observamos uma se¢do do
mundo visivel.

A idéia que inspirou o desenvolvimento da Teoria da Perspectiva estd
resumida na citagdo acima, retirada do livro della Pittura, escrito no século
XV por Leon Battista Alberti' . Ela inspira-nos a ver o ato de desenhar
como uma operagio precisa, matemadtica, quase automaética, de marcar na
tela aqueles pontos em que esta é atravessada pelos raios de luz que, partindo
de cada ponto do objeto, seguem em linha reta rumo ao olho do desenhista.

O desenhista, pintor e gravador alemao Albrecht Diirer (1471-1528) ilus-
trou, nos desenhos aqui reproduzidos nas figuras 4.1-4.3, algumas técnicas
inspiradas nessa idéia. Na figura 4.1 vé-se o desenhista usando uma moldura
de madeira como se fosse a janela descrita por Alberti para reproduzir em
sua tela (transparente), o modelo desejado.

Na figura 4.2, o artista colocou, entre si e sua cena, um anteparo transpa-
rente e quadriculado de tal modo que, observando seu tema, como se através

! Alberti, Leon Battista, humanista e arquiteto italiano (Génova 1404 — Roma 1472).
Seus tratados de pintura (1435) e de arquitetura (iniciado em 1450) fazem de Alberti o
primeiro tedrico das artes do Renascenga [31].

39
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Figura 4.1: O desenhista do homem sentado - A. Diirer (1472-1528)

de uma janela, pudesse enxergar a imagem ndo mais como um todo, mas
decomposta em multiplas imagens menores, cada uma delas contida numa
das regides retangulares formadas pelo quadriculado.

O quadriculado construido no anteparo serve para auxiliar o desenhista a
transferir com maijor precisdo para o papel, aquilo que ele vé na janela. As-
sim, em lugar de copiar, de um s6 golpe, toda a imagem no papel, ele poderd
tratar sua cena por partes. Ao fazé-lo, sua tarefa torna-se mais simples pois
ele poderd tratar cada uma delas de maneira quase independente das demais.
De fato, ao desenhar a imagem contida em cada uma das quadriculas, basta
concentrar-se no que estd contido nela e, quando muito, levar em conta
somente o que estd na vizinhanga. Dessa forma, elegendo alguns pontos
de referéncia dentro do préprio quadriculado, poderd concentrar-se apenas
nos pormenores e propor¢oes observados em cada quadricula, livrando-se
da tediosa tarefa de determinar as posigoes relativas e proporgoes entre os
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elementos do todo.

Figura 4.2: O desenhista da mulher deitada - A. Diirer (1472-1528)

Pode-se perceber que quanto menor a distincia que separa duas linhas
consecutivas do quadriculado, tanto mais preciso e detalhado serd o resul-
tado da transposi¢do para o papel daquilo que se vé na vidraga. As tramas
muito espagadas demandam por uma maior habilidade do desenhista, pois
em cada quadricula hd uma cena complexa, ao passo que aquelas muito fi-
nas, tornam o processo de transposicdo uma atividade quase automdtica.
Portanto, quando se trata de automatizar o processo de transcricio da i-
magem e nao de buscar uma forma de expressido artistica, é desejdvel um
quadriculado estreito, formado por células bem pequenas.

A idéia de quadricular a superficie do desenho tem duas conseqgiiéncias
importantes. De um lado, ela estd por trds das técnicas matematicas de
localizagao dos pontos no plano, o chamado sistema de coordenadas e, de
outro, ela estd na base das técnicas de impresséo e representacdo de figuras,
adotadas pela maioria dos equipamentos de geracio de arte-final.

4.2 Localizagao de pontos no plano

A cada ponto do retangulo da janela corresponde um ponto no retangulo do
papel. A fig. 4.3 mostra como é trabalhoso estabelecer essa correspondéncia.

A técnica da superficie quadriculada simplifica essa correspondéncia e
abre a possibilidade para localizarmos uma posicdo da tela por meio de um
par de nimeros: o primeiro nimero identifica a coluna do quadriculado e o
segundo, a coluna desse mesmo quadriculado onde se encontra o elemento



Ndmeros coordenados

42 (©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana

de nosso interesse. As contagens podem, por exemplo, seguir a convengio
da direita para a esquerda para a localizagdo da coluna e de baizo para cima
para a localizagdo da linha.

Figura 4.3: O desenhista do alaide A. Diirer (1472 1528)

A esse par de nimeros inteiros obtidos da contagem de quadriculas
convencionou-se dar o nome de sistema de coordenadas; nele, o nimero
de quadriculas contadas na direcio horizontal é usualmente denotado pela
letra mintdscula = e o nimero de quadriculas contadas na direcdo vertical,
pela letra mindscula y.

A figura 4.4 exemplifica, esquematicamente, como um elemento M de

coordenadas z = 7 e y = 8 da figura pode ser localizado numa superficie
quadriculada.

E difcil precisar quando foi inventada essa técnica de localizagido de
pontos numa superficie. Ela é certamente tdo antiga quanto os mapas dos
quais herdamos os conceitos de latitude e longitude. Nos mapas imagina-se
a superficie esférica do globo terrestre quadriculada da mesma forma que
se fez na moldura ilustrada na figura. Costuma-se atribuir ao filésofo e
matemadatico francés R. Descartes a idéia de associar essas distancias coorde-
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S = N W A NI 0O

0123456 7289

Figura 4.4: Pixel com coordenadas M = [7,8]

nadas a expressoes algébricas, dando inicio ao que se conhece hoje em dia
por Geometria Analitica.

4.3 Pixel

Podemos, por meio de uma operagido mental, aproximar duas linhas conse-
cutivas do reticulado tanto quanto desejarmos. Se as linhas estdo em nossa
mente, elas sdo imagindrias e nenhuma restricdo as limita. Essa forma de
raciocinar é uma das que podemos adotar para formar a idéia abstrata de
um ponto.

Na pratica, no entanto, ha um limite para reduzirmos as distancias que
separam duas linhas consecutivas no reticulado. Este limite sera atingido
quando essas distdncias alcancarem as dimensdes da ponta do lipis ou do
pincel que estiver sendo usado para a representagao da figura. A partir
dai, qualquer reducdo das dimensdes do reticulado serd supérfluo pois dela
nao resultard nenhum aprimoramento do resultado. A menor quadricula
compativel com as dimensodes do lipis ou do pincel usado, damos o nome
de pixel, um neologismo obtido da contragdo das palavras que compodem a
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expressao da lingua inglesa picture element (elemento ou dtomo de figura).

O pixel nao tem uma dimensdo absoluta como o metro ou a polegada.
Suas dimensdes, como vimos acima, dependem do instrumento de desenho
usado para gravéd-lo na tela. A unidade fisica mais natural para represen-
tar as dimensces de um pixel seria a de drea (mm? ou in?), mas a prética
consagrou medi-lo em termos do nimero de linhas (que determinam o re-
ticulado) por unidade de comprimento (linhas por milimetro - 1/mm - ou
linhas por polegada - Ipp).

Com a utilizacdo dos nimeros reais para localizar os pontos na tela, as co-
ordenadas deixaram de ser representadas pelos nimeros de quadriculas para
passar a serem interpretadas como distdncias: o primeiro nimero informa
a distdncia z, tomada na dire¢do horizontal, entre o ponto objeto e uma
reta vertical de referéncia (no caso das longitudes, a referéncia é um circulo
méximo que passa pelos pélos e pela cidade de Greenwich, na Inglaterra) e
o segundo nimero, a distancia y tomada na dire¢do vertical, entre o ponto
e uma reta horizontal de referéncia (no caso das latitudes, a referéncia é a
linha do equador).

Se, nesse sistema de coordenadas, nés tomarmos como unidade de com-
primento a largura de um pixel, entdo a posicdo do ponto no plano poderd
ser obtida, novamente, por meio da contagem desses pixels. Neste trabalho
pixels e pontos geométricos serdo confundidos como uma mesma entidade.
Rigorosamente, esta confusio somente é aceitivel quando o tamanho do
pixel tende a zero. No entanto, para propdsitos praticos, esta aproximacio é
sofrivel pela maioria das aplicagdes. Nds representaremos os pixels ou pontos
geométricos por meio de letras romanas maidsculas A,B,...,Z, isoladas, ou
afetadas de subscritos ou indices, como nos exemplos Py,H,2,Q3,...,R7, etc.

Um pixel de nome P, por exemplo, serd representado por um par de
nimeros dentro de um par de colchetes e separados por uma virgula, como
em P = [z,y].

Exemplos:
M= [2,4]
H3 = [-120,40]

O pixel de coordenadas [0,0] é denominado a origem do sistema de coor-
denadas. Ele estd na intersecdo das retas horizontal e vertical de referéncia.
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A escolha da origem é arbitrdria: qualquer ponto do plano (ou da esfera no
caso das latitudes e longitudes) pode ser usado para esse fim. A experiéncia
tem demostrado, no entanto, que a melhor posicdo para localizar a origem
é o centro do papel. Isso porque as operagdes de simetria, muito comuns na
arte do design, assumem sua forma mais simples com essa convencio.

O valor da coordenada z dos pixels localizados a direita da reta vertical
de referéncia serd representada por um nidmero positivo e, se localizado &
esquerda dessa reta, negativo. Similarmente, o valor da coordenada y do
pixel serd representada por um nimero positivo se localizado acima da reta
horizontal de referéncia e negativo se localizado abaixo dessa reta. A figura
ao lado mostra essa convencao de sinais.

~
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Numeros complexos

Desenhos dependem sempre da solucdo de problemas geométricos. Num
momento pode ser necessario determinar-se, por exemplo, o centro ou o eixo
de simetria de um motivo qualquer, noutro, pode-se estar buscando o ponto
de concordancia de duas curvas.

Ao lidar com instrumentos tragadores, o desenhista mantém um contato
intimo com os pontos marcados no papel e interage diretamente com os
elementos de seu trabalho, de modo que esses problemas geométricos sdo
vistos e tratados artesanalmente, caso a caso. Porém, ao usar o computador,
ele perde essa intimidade e muito da informalidade, pois ndo hé interlocutor
mais formal — nem mais intolerante com a quebra de etiqueta — do que o
computador.

Ainda que os programas de computador sejam codificados para repro-
duzir no video o trabalho do desenhista, os componentes do desenho que
se vé na tela nio estdo 14, mas ocultos — como coordenadas, paridmetros
numéricos ou outras formas de representacio, dispostos em estruturas de
dados complexas — gravados na memoria do computador.

Por isso, quando o computador substitul os instrumentos mecanicos de
desenho, torna-se necessdrio modificar os procedimentos para resolver os
problemas geométricos que aparecem ao longo do desenvolvimento de uma
obra. Essa transicio obriga-nos a buscar novos meios para contornar as
dificuldades de comunicacio que afastam o desenhista de sua obra. Essa

47
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distancia se reduz mediante a formulagao de uma linguagem na qual as
solugdes de problemas geométricos possam ser comunicadas na forma de
mensagens precisas e facilmente inteligiveis.

Neste capitulo apresentaremos a algebra dos niumeros complexos. Essa
teoria matemadtica, velha de mais de dois séculos, nos proporciona as fontes
de onde derivamos a notagao e a sintaxe dessa linguagem.

5.1 Algebra das operacdes geométricas

Nesta segdo estudaremos as regras matematicas para fazer “contas” com seg-
mentos de reta. A idéia de fazer contas com os comprimentos de segmentos
de reta ndo é estranha. Nenhum estudante ficara surpreso se lhe pedirem
para determinar a drea de um retdngulo cujos lados medem, digamos, 5m e
8m, respectivamente. Pensando apenas nos comprimentos desses segmentos
de reta (os lados do retangulo), um estudante medianamente aplicado ndo
terd nenhuma dificuldade em perceber que, para chegar ao resultado, ele
deverd efetuar uma multiplicacdo. Ele multiplicara dois nimeros, o compri-
mento de um lado do retangulo pelo comprimento do outro lado.

Se a tunica propriedade geométrica de um segmento fosse o seu compri-
mento, poderfamos parar esta segdo por aqui. Mas um segmento de reta tem
outras propriedades igualmente importantes. Uma delas é a sua posi¢do e
outra, sua dire¢do: um segmento de reta pode ser disposto, no plano, em
qualquer posigdo e em qualquer direg¢do.

Em 1797, Caspar Wessel!, topdgrafo noruegués, apresentou a Academia
Real de Ciéncias da Dinamarca, num trabalho intitulado Acerca da repre-
sentagdo analitica da dire¢do [56], as regras matemdticas para fazer “contas”
com segmentos de reta, onde posi¢do e dire¢io — as duas propriedades dos
segmentos de reta que nao se conseguia tratar por meio das operagdes da
dlgebra ou da aritmética ordindrias — eram contempladas.

Wessel, como topdgrafo, estava bastante familiarizado com a localizagdo

!Caspar Wessel (1745-1818). Embora represente a primeira apresentagio clara e
clentifica da algebra dos nimeros complexos, seu trabalho tornou-se conhecido fora do
circulo de leitores de sua lingua nativa. somente 100 anos depois de sua publicagao, quando
esta fol traduzida para o francés!
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dos pontos no plano por meio de coordenadas cartesianas. Nesse sistema,
a posicdo de um ponto P é representada por meio de um par de nimeros
[z,y], onde z e y representam, respectivamente, as distancias do ponto P
as linhas vertical e horizontal de referéncia. Distancias sdo medidas em
unidades métricas de comprimento, como o centimetro ou a polegada.

Antes de apresentarmos a solugdo encontrada por Wessel para essa re-
presentacao, faremos aqui uma breve digressdo acerca de medidas de com-
primento.

Imaginemos que nos é fornecida a posi¢do de um ponto P no papel por
meio de suas coordenadas, dadas na seguinte forma

O ponto P dista 4¢cm da margem esquerda e 3” da margem inferior.

Aqui, margens esquerda e inferior do papel fazem as vezes das linhas vertical
e horizontal de referéncia de um sistema de coordenadas. Os dados que
recebemos nao estdo na mesma unidade: o primeiro nos foi comunicado em
centimetros e o segundo, em polegadas. Nao podemos, portanto, representar
as coordenadas do ponto dado na forma [4,3], omitindo as unidades nas quais
os nimeros sdo fornecidos. Em vez disso, devemos explicitar essas unidades,
escrevendo [4 ¢m,3”], ou, sabendo que a cada polegada correspondem 2.54
cm, escrevendo [4 ¢m,3 X (2.54 ¢m)]. Para tornar mais clara a idéia de como
devemos tratar as dimensGes métricas que aparecem nessas coordenadas,
rescrevemos na forma [4 x (1 em),3 x (2.54 cm)].

Acabamos de ver como as unidades de comprimento aparecem na repre-
sentagao das coordenadas de um ponto. Vamos examinar agora a seguinte
forma de expressar a posicao do ponto no papel

O ponto P estd situado a 4 ¢m horizontais e 3 polegadas verticais.

Parece ndao haver, em esséncia, nenhuma diferenca nas duas formas de
se apresentar as coordenadas do ponto P. Pelo menos para quem nao pense
num centimetro “horizontal” como algo diferente de um centimetro “ver-
tical”. Mas a sensacdo de que havia “qualquer coisa” de diferente nesses
dois centimetros devia perturbar, ao menos dissimuladamente, a intuicdo de
Wessel quando este concebeu a forma analitica para representar a dire¢do.

A natureza do
comprimento
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Essas consideragoes sugerem-nos adotar duas unidades de comprimento
diferentes?, uma para o “centimetro horizontal”, que representamos por cmh
e outra para o “centimetro vertical”, representado por cmv. Para estes, as
coordenadas do ponto P serdo representadas pela expressio

[4 x (1cmh),3 X (2.54cmv)] = [4 X (lemh),7.62 x (1emw)].

Dessa forma, a representagdo das coordenadas de um ponto qualquer no
papel teria a forma

[z X (lemh),y X (Lemo)].

Embora esse ndo tenha sido o caminho seguido por Wessel, tudo se passa
em seu trabalho, como se ele tivesse estabelecido as seguintes identidades®:

lemh=1cm
lemv=1%x1cmh=1cm

Assim, um ponto de coordenadas [z X (1 cmh),y X (1 c¢cmv)] passaria a
ser representado da seguinte forma:

x cmh+y cmu =
rem4+yrcm=
(z +w) cm

ou, resumidamente,

[z,y] =z + w. (5.1)

2 A idéia de uma unidade horizontal de medida diferente de uma unidade vertical, nio faz
parte das idéias correntes sobre o assunto. Ela ocorreu ao autor como meio didatico para
dar ao leitor uma sensagio de necessidade & unidade imaginaria ¢ dos nimeros complexos.
A suspeita de que exista uma diferenca entre o metro horizontal e o metro vertical nio é
despropositada. Embora na Fisica se adote — ao que parece, sem discussdo — a hipdtese
da isotropia do espago (as propriedades do espago sdo as mesmas em todas as diregdes),
tal hipétese pode nio passar de uma aproximagdo conveniente. A aceitagdo ou rejeigao
dessa hipétese depende de encontrar-se um meio objetivo (experimental) para estabelecer
se a distdncia entre duas marcas numa régua varia ou ndo com a diregdo dessa régua no
espago.

$Wessel denotou o “fator” que converte a unidade horizontal na unidade vertical pelo
simbolo +¢. No entanto, como a obra de Wessel nio foi suficientemente divulgada. prevale-
ceu a notagio proposta por Euler, segundo a qual esse “fator de conversdo” se representa
pelo simbolo 1.
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5.1.1 Tabuada

Sabendo que ao multiplicar o ponto de coordenadas [1,0], pelo nimero —1,
obtém-se o ponto de coordenadas [—1,0], Wessel teria se indagado como
poderia “multiplicar” as coordenadas desse mesmo ponto pelo novo nimero
que ele criara (o fator de conversdo de dire¢do ). Nao lhe seria possivel,
porém, fazer essa operagdo sem conhecer a tabuada. Wessel construiu entio
a seguinte tabuada de multiplicagao:

A primeira linha dessa tabuada nos mostra que quando se multiplica por
+1 qualquer dos quatro pontos marcados na figura, seus valores ndo mudam.

A segunda linha é a mais interessante. Quando “multiplicamos” qualquer
um dos pontos por 4, obtemos como efeito, um novo ponto: o ponto +1
passa para a posi¢do +i, o ponto +2 passa para —1, o ponto —1 vai para —1
e a posigdo deste dltimo, muda para +1.

Observando o circulo 2o lado, constatamos que qualquer que seja o ponto
considerado, o efeito de multiplicd-lo por : sera faze-lo girar % volta em torno
da origem, no sentido anti-horario.

Examinando a terceira linha da tabuada, podemos constatar, analoga-
mente, que ao multiplicar um ponto por -1, o efeito que se obtém é o mesmo
que fazé-lo dar meta volta em torno da origem das coordenadas.

A dltima linha da tabuada mostra que ao multiplicarmos qualquer um

dos pontos por —¢ , giramos o ponto de % de volta no sentido anti-horario

ou — o que di no mesmo — de % volta no sentido hordrio.

Notdvel, em especial é o produto 2 X 2, que pode ser escrito na forma
= —1, donde se conclui o resultado surpreendente

1=V~1.

42

O nimero /—1

+1
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Quarto de volta Valendo-nos-dessa tabuada, podemos determinar o que acontece com as
coordenadas [z, y] de um ponto P quando as “multiplicamos” pelo “fator de
conversdo de direcdo”

Pr=[z,yli= (z + ) = (224 wy) = (Py + 220) = (—y + 1) = [-=z,y].
A figura 5.1 ilustra um ponto P de coordenadas [z,y] e o ponto @, de

coordenadas [—y, z], obtido multiplicando-se as coordenadas z+1y de P pelo
“fator de conversdo de diregio” .

Figura 5.1: “Multiplicagio” do ponto P pelo “fator de conversdo de diregdo” @

E facil constatar que os triangulos OPY e OQV da figura 5.1 sdo iguais:
ambos sdo retangulos, PY = OV e OY = QV. Sabemos que a + § = 7/2,
donde pode-se constatar facilmente que o dngulo POQ é reto. Podemos
entdo afirmar que

o efeito de multiplicar as coordenadas [z,y] de wm ponto qualquer P
pelo “fator de conversdo de dire¢do” 1, € o de girar esse ponto P de um
quarto de volta (no sentido anti-hordrio) em torno da origem. Esse
novo ponto terd coordenadas [—y, z].

Como girar um ponto Consideremos agora, um ponto P = [z,y] qualquer do plano. Se a
de um angulo ¢
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distancia desse ponto a origem O for representada por r e se o dngulo for-
mado pelo segmento OP com a horizontal for #, podemos estabelecer as
seguintes relacdes entre os quatro termos z,y,r e 0:

T =rcosf
y=rsinf
22 4 y? = 1?2 (5.2)
¥ =tanf

Utilizando a terceira das identidades de Wessel (5.1), podemos escrever
as coordenadas do ponto P na forma:

€+ =r(cosf+sinf). (5.3)

A expressido que aparece a esquerda em (5.3), abreviada na forma [z, y],
corresponde & representagdo, em coordenadas cartesianas, da posi¢cio ocu-
pada pelo ponto O. A expressdo a direita, abreviada na forma {r, 8}, é co-
nhecida por representagdo em coordenadas polares da posicao desse ponto.
Essas notagdes estdo relacionadas pelas identidades:

[z,y]=2z+w={r,0} =r(cosf +1sinf).

A partir das relagdes (5.2) estabelecem-se as definigdes dos seguintes
termos:

Parte real de P ¢ a componente = (abcissa) das coordenadas de P. Representa-se por
meio da notagdo R(P) em textos impressos e por meio da notagao Re(P) nas ins-
trugdes enviadas ao computador.

Parte imagindria de P é a componente y (ordenada) das coordenadas de P. Representa-
se por meio da notagao I(P) em textos impressos e por meio da notagdo Im(P) nas
instrugdes enviadas ao computador.

moédulo de P é adistancia r = 4/22 + y? que separa o ponto P da origem O. Representa-
se por meio da notagdo mod(P).

argumento de P ¢é o dngulo # formado entre a reta horizontal de referéncia e a reta OP.
Representa-se por meio da notagio arg(P).

Complexo conjugado de P é o ponto de coordenadas

[z,—y] =z —w={r,—8} =r(cosf —1sinf).
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Nos tratados sobre niimeros complexos, o complexo conjugado de P é representado
pelo simbolo P*. Na comunicacio com o computador! adota-se a notagio ~P.

5.1.2 As quatro operagoes

Valendo-nos das identidades (5.1), (5.2), (5.3) e da tabuada, podemos ver-
ificar o que acontece quando efetuamos, entre dois pontos, cada uma das
quatro operagOes da aritmética: a adigdo, a subtragdo, a multiplicagdo e a
divisdo.

Tomemos dois pontos do plano, P e () e representemos suas coordenadas
conforme a expressao de Wessel (5.1) P = [z,y] = z+w e Q = [u, v] = utwv.
Usando a tabuada, podemos efetuar as operacdes para obter

Adicao P+@Q (z+u)+u(y+v)

Subtragao P-qQ (z ~u) +12(y —v)

Multiplicagdo | P X Q | (zu — yv) + (zv + yu)

Divisdo P/Q (%‘—iﬁ%) +1 (3’51—33)

As expressoes para a adicdo e subtragdo sio obtidas diretamente, sem
necessidade de se recorrer a tabuada.

Multiplicagdo. A expressdo para o produto P x () obtém-se abrindo os
parénteses da expressao

(@ +2wy) X (u+ w) = zu+ wu + zw + wew

*A notacao aqui adotada é condizente com a que prevalece nas linguagens de pro-
gramacao mais populares como FORTRAN, Algol, Pascal, ou C. Nessas linguagens, os
simbolos usados para designar operadores undrios precedem o termo ao qual se aplicam.
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agrupando os termos, temos
(z +y) X (u+w) =zu+12(yu+ zv) + 22y
e recolhendo 2 = —1 da tabuada, obtemos, finalmente

Px Q= (zu—yv)+:(yu+ zv) (5.4)

E conveniente examinarmos como se desdobra a operagao de multiplica-
¢do em coordenadas polares. Representando os pontos P e () em coordenadas
polares, '

P ={r,0} =r(cosf + ¢sin )
Q= {57¢} = s(cos¢ +sin @),

estabelecemos as seguintes relages entre as coordenadas cartesianas dos
pontos P e @ e suas correspondentes coordenadas polares:

(5.5)

z=rcosf
y=rsinf
U = Scos ¢ (5.6)
v = ssin ¢.

Substituindo os valores obtidos em (5.6) na identidade (5.4), obtemos a
representacio em coordenadas polares do produto P x @)

P x Q = rs[(cosfcos¢ — sin fsin ¢) + ¢ (sin f cos ¢ + cosfsin ¢)].  (5.7)

Substituindo em (5.7) as conhecidas identidades trigonométricas,

cos (0 + ¢) = cosf cos ¢ — sin Osin ¢
sin (6 + ¢) = sin @ cos ¢ + cosfsin ¢

obtemos
P x Q= {rs,0+ ¢}, (5.8)

donde, concluimos:

¢ O mddulo do produto de dois nimeros complexos (dois pontos) € igual ao produto
dos médulos dos fatores.

e O argumento do produto de dois niimeros complexos (dois pontos) é igual a soma
dos argumentos dos fatores.
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Divisdo. Para determinar o resultado de R = P/}, lembramos que
P=RxQ. (5.9)

Adotando a representagdo R = {p, ¢} e substituindo-a na expressio (5.9)
juntamente com as defini¢des (5.5), temos

{T‘, 0} = {pa ¢} ' {37‘10} = {ps, é+ ‘P}

que eqiiivale as duas equagdes

r=ps
0=¢+¢

de onde se obtem os valores de p e ¢
p=3
p=0-9¢

Escrevemos o valor de R na forma cartesiana
R=p(cosp+siny) = g (cos(6 — @) + 1sin(8 — ¢)) (5.10)
que, desenvolvida, resulta em

R =% (cosfcos¢+sinbsin ¢+ 2 (sinfcos ¢ — cosfsinp))

= -5%- (r cos s cos ¢ + rsin fssin ¢ + ¢ (rsin fscos ¢ — rcos fssin ¢))

Substituindo os valores das identidades (5.6), temos

(zu+ yv) + 2(yu — zv)
52

R =

de onde derivamos a expressdo final:

ny::<fii£3>-pz(23:f3) (5.11)

u? 4 v? u? + v?

Referindo-nos a expressao (5.10) podemos concluir que para a divisdo
entre dois niimeros complexos:

¢ O mddulo do quociente de dois nimeros complexos (dois pontos) € igual ao quociente
dos mddulos dos fatores.

e O argumento do quociente de dois nimeros complexos (dois pontos) ¢ igual a
diferenca dos argumentos dos fatores.
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5.1.3 Propriedades algébricas dos nimeros complexos

Dentre as propriedades notaveis dos nimeros complexos estd a possibilidade
de traté-los da mesma forma que os niimeros ordinarios® — aqueles com os
quais ji nos familiarizamos nos cursos elementares de dlgebra.

Ao introduzir o elemento ¢ e a correspondente tabuada em torno dele,
Wessel pode dar sentido as quatro operacoes da aritmética, nos casos em
que seus termos sio pontos do plano.

Pode-se verificar facilmente, a partir das propriedades das quatro opera-
¢Oes, que pontos e nimeros ordinarios tém a mesma lgebra; suas aritméticas
— isto é, o jeito de “fazer as contas” — é que sdo diferentes. Uma forma
de se verificar essa equivaléncia é examinar a solugdo da seguinte equacio
algébrica,

az + b _

- d. (5.12)

Ao olhar para a equacdo (5.12), pense apenas nos simbolos, nio se deixe
levar pela tentagdo de saber o que eles representam, se nimeros ordindrios
ou pontos. Pede-se para “isolar” z, isto é, resolver a equagdo em z. Se
obedecermos as regras usuais da algebra, obtemos a solu¢do da equagio:

cd—-b
a

T =

(5.13)

Enquanto lidamos apenas com literais (usando letras em vez de nimeros),
encontramo-nos no dominio da Algebra. Passemos agora, ao dominio da
Aritmética.

Examinemos inicialmente o caso em que a, b, ¢, de z representam nimeros
ordindrios. A titulo de exemplo, adotemos os valores

a=4, b=5, ¢=7 e d=3

para as grandezas que figuram na expressdo (5.13).

5Trataremos indistintamente por ordindrios os niimeros naturais, inteiros, racionais ou
reais. N3o se trata de um termo técnico, mas de uma forma sintética para referirmo-nos,
coletivamente, aqueles numeros que sdo estudados nos cursos elementares de dlgebra e que
sio familiares a um publico mais amplo de leitores.
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Para descobrirmos o valor de z, substituimos esses valores em (5.13),
obtendo o resultado

7x3-5 16

r=—"""——/—z=—=4.

4 4

Examinemos agora o caso em que a, b, ¢,d e ¢ representam coordenadas

de pontos do plano, isto é: nimeros complexos. Adotemos, para este exem-

plo, os valores

e=1[3,5], b=1[5-3], ¢=[7,2] e d=[4,-1].
e, em seguida, os substituimos na mesma expressdo (5.13)

I = [7) 2] X Hi:;;% - [57 _3] (514)

Podemos nao saber como ir além desse ponto — isto é, podemos nio
ter entendido as explicagbes dadas na secdo 5.1.2 que ensina como “fazer
as contas” que constam da expressdo (5.14) — mas, com o que sabemos da
algebra ordinaria, ndo tivemos nenhuma dificuldade para chegar até ele.

Com este exemplo, o leitor podera perceber que o problema nio estd na
dlgebra, isto é, em como manipular as letras para sair de (5.12) e chegar a
(5.13) ou mesmo até (5.14). A questdo estd em saber como fazer as contas
que figuram em (5.14) para determinar as coordenadas do ponto z.

5.2 Problemas geométricos

5.2.1 Rotagfo em torno da origem

Considere-se o niimero complexo que aparece entre parénteses na identidade
(5.3)
€g = [cosf,sin 6] = {1, 6}. (5.15)

Quando um ponto qualquer P do plano for multiplicado por ¢4, obtém-se
um novo ponto Q = ¢g P = Pey. E facil verificar que mod(Q)) = mod(P). O
fato notdvel acerca dessa operagao é que o angulo POQ) é igual a 8. i.e., o
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efeito que se obtém ao multiplicarmos o ponto (nimero complexo) P por €5 é
o o de girar P de um angulo 8, na dire¢do anti-horéaria, em torno da origem O.

As seguintes identidades importantes sdo validas para esta operagio:

e 6 = arg(es);

mod(eg) = 1;

mod(Q) = mod(P) x mod(es) = mod(P);
arg(Q) = arg(P) + arg(ep) = arg(P) + 6

‘ L. Euler descobriu uma representagdo notavel para esse nimero que pas-
a sou a ser conhecida por identidade de Euler

€ = et?

=cosf + 1sinf (5.16)
L onde 1 = y/—1 é a raiz imagindria da unidade®.

O niimero 1 pode ser representado, na notagio de Euler, por

1 =¢e™ (5.17)

Se representarmos a raiz n® de 1, /1 = 1/” na notacéo de Euler, teremos

128 <o (). (2]

que nos mostra que na aritmética dos niumeros complexos, diferentemente
do que ocorre na aritmética dos niimeros reais, existem n resultados para a
expressao 1.

As coordenadas dos vértices de um poligono regular de n lados, inscrito
num circulo de raio 1 sdo dadas pelas expressdes complexas:

2m 2m 2me 2me
1, en, &%, &m ... T

8Um caso curioso da expressdo (5.16), muito apreciado pelos mateméaticos, ocorre para
8 = m, quando ela pode ser escrita na forma

¢ e +1=0.

que tem a propriedade notdvel de expressar, numa mesma identidade, as 5 constantes mais
importantes da matemaética, 0,1,e,2 e =.

Identidade de Euler

As raizes da unidade
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2ms

O niimero ¥/1 = e~ é tdo recorrente na construgio de figuras dotadas
de simetria circular — poligonos ou estrelas — que convém designa-lo por
uma notagao prépria

Cy(f) = [cos (27 f) , sin (27 f)] (5.18)

onde f representa uma fragdo de volta. Assim, multiplicando um ponto
P qualquer pelo nimero complexo Cy(1/3), obteremos um outro ponto @,
como se tivéssemos girado P de % de volta em torno da origem, no sentido
anti-horario.

5.2.2 Centro fora da origem

Vamos considerar agora o seguinte problema geométrico:

girar, no sentido anti-hordrio, um segmento dado AB de um
angulo 8 em torno de sua extremidade A.

A solucdo desse problema pode ser obtida com o auxilio do transferidor”’.
Para resolver esse mesmo problema por meio do computador, devemos ter
em mente que A e B ndo estdo mais no papel, mas registrados, na forma de
coordenadas, na memoria do computador.

Como o segmento deve girar em torno do ponto A, as coordenadas de
A nao mudam com a rotagdo. Devemos nos concentrar, portanto, nas coor-
denadas do ponto P. Uma vez que as coordenadas sao nimeros, resolver o
problema consiste em calcular os niimeros que representam as coordenadas
do ponto P a partir dos dados do enunciado, a saber, as coordenadas do
ponto B.

Vimos nas se¢Oes anteriores como, por meio da representagao dos nime-
ros complexos, podemos girar um segmento em torno da origem. No entanto,
o problema que temos aqui tem um complicador, pois agora, o centro de ro-
tacao nao estd na origem.

Vamos comparar o nosso problema com o de um mecanico que deva
reparar uma pega de uma mdaquina. Quando nao for possivel reparar a pega

"Ver descrigio & pagina 29
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na propria mdquina, ele a desmonta e a desloca para sua bancada, onde
dispoe das ferramentas necessarias para a realizagdo do conserto.

Iremos fazer a mesma coisa com o segmento AB que desejamos girar.

1. Removemos a peca (o segmento) de sua posigdo original e a colocamos no lugar onde
se encontram instaladas nossas ferramentas. Para isso, deslocamos o segmento AB
até que o ponto A coincida com a origem. Isso se consegue subtraindo de ambas
as extremidades do segmento AB, o ponto A. Dessa forma teremos construido um
novo segmento CD, assim determinado

C=A-A=][0,0]
D=B- A.

Como vemos, o ponto C coincide com a origem, por construgdo.

2. Somente agora, quando nossa “pega” estd devidamente colocada na “bancada”,
podemos executar o reparo, a saber, girar o ponto D do &ngulo 4.

Podemos conseguir esse efeito se multiplicarmos o ponto D, obtido na etapa anterior,
pelo mimero complexo €y, definido em (5.15), para obter, assim, um novo ponto R

R=Dxeg=(B—A)*eo.

3. Finalmente, “devolvemos” o ponto girado (a peca reparada) a sua posi¢do original.

Isso se consegue, adicionando ao ponto R obtido na etapa anterior, o ponto A,
desfazendo assim o que foi feito na etapa 1 e obtendo, com isso, o ponto P procurado

P=R+A=(B—A)*69+A. (5.19)

Como se pode verificar, a expressao (5.19), que nos consome menos de
uma dizia de simbolos, resume toda a descri¢io do procedimento que ocupou
quase duas duzias de linhas de texto.

A possibilidade de uma representacao assim compacta e, a0 mesmo tem-
po, inteligivel, demonstra a conveniéncia de adotarmos essa notagao algébrica
como a linguagem para comunicagao entre o desenhista e o computador.

5.2.3 Interpolagao

Dados dois pontos A e B quaisquer e um nimero £, obter um terceiro ponto
P, no segmento AB, tal que

AP _,
AB
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t<0 t=0 O<tkl t=1 t>1

P<A<B|P=A|A<P<B|P=B|A<B<P

Tabela 5.1: Posigdo do ponto P = A + (B — A) no segmento AB.

As coordenadas de P podem ser obtidas diretamente a partir da seguinte
expressao aritmética complexa:

=y (5.20)

Isolando o valor de P da expressio (5.20), obtemos®:

P=A+t(B-A) (5.21)

Na dedugio acima nao foi imposta nenhuma restricao sobre o valor do
parametro ¢, com exce¢do do caso em que B coincide com A, para o qual ¢
se torna indeterminado.

No entanto, na representacdo (5.21), onde é o valor de P que estd iso-
lado e ndo o de ¢, essa restricdo j4 ndo se aplica, pois hd sempre um valor
tnico e determinado para P, quaisquer que sejam os valores de A, B e t,
mesmo quando A e B forem coincidentes. O pardmetro t pode assumir, por-
tanto, qualquer valor real®. Os valores 0 e 1 dividem a reta em cinco regides
conforme mostrado na tabela 5.2.3.

Quando t = p%q, onde p e ¢ 330 nimeros reais ou inteiros quaisquer, com
P # —q, a expressao acima pode ser representada mais simetricamente:
p=-—21 442
p+q p+q

8Ver capitulo 5.

°Os matemiticos dizem que a identidade (5.21) estabelece uma correspondéncia bi-
univoca entre os nuimeros reals e os pontos da reta que passam pelos pontos A e B. Com
isso eles querem dizer que a qualquer numero real ¢ corresponde um ponto P da reta AB
e, também que a cada ponto P da reta, corresponde um ndmero real ¢.
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5.3 Raizes complexas de um polinémio

Nesta se¢ao mostraremos como derivar, por meio da interpretagio geométri-
ca dos niimeros complexos, a famosa férmula de Bhaskara'® para determinar
a raiz z da equagdo

az? +bz+c=0 (5.22)
- de coeficientes reais a,b e c.
YA
6 C
Y
az’ M
bz
6
< B

' ( A c B X

Figura 5.2: Soma das parcelas do trinémio az? + bz + ¢

Quando interpretamos as parcelas de (5.22) como nimeros complexos,
podemos visualizd-las como trés segmentos do plano, a saber, os segmentos
AB = ¢, BC = bz e CA = az?, representados na figura 5.2. Substituindo
em (5.22) os valores de AB, BC' e C A, temos

AB+ BC+CA=0

isto é, a seqiiéncia de segmentos AB. BC' e C'4 forma um tridngulo que parte
de A e termina em A.

1%Bhaskara (1114~c.1185). matemético hindu [6].
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Para visualizar como esses segmentos estido dispostos no plano, represen-
tamos a variavel complexa z na forma de Euler

z=r ¢’ (5.23)

de modo que para determinar a raiz z do trinémio do segundo grau (5.22),
devemos calcular os valores de seus componentes r e 8 de sua representacio
em coordenadas polares (5.23).

O triangulo ABC é is6celes. Podemos facilmente concluir que ¢ = AB e
bz = BC. Portanto, esses segmentos formam, entre si, um angulo 6.
De fato, o valor de 6 pode ser obtido a partir do quociente

bz b ,

- ’

a a

donde obtemos 6§ = Arg (%) A partir dai, podemos determinar o
valor do angulo 3 que se forma no vértice B do tridngulo ABC

f=m-6. (5.24)

Da mesma forma, o angulo formado entre os segmentos BC e CA,
também é igual a §, pois

isto é, 6 = Arg (ab*f). O valor do angulo v que se forma no vértice C

do tridngulo ABC é
y=m—8. (5.25)

De (5.24) e (5.25) concluimos que o triangulo ABC é iséceles'?, isto &,
AB = AC.

"TEsta é uma propriedade notével de todos os polinémios da forma
ki3
PlzY=co+c1z+ 22l 4 et = ch:k.
k=0

k+1

~ . - . k
De fato, o angulo formado entre quaisquer dois termos consecutivos cxz" € Ck41= do

polinédmio ¢é igual a § = arg(z) e independe de k.
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Caélculo do valor de r. Podemos agora, combinando as expressdes AB =
AC e (5.23), escrever
| = |az?| = ar?.

de onde resulta o valor de r:
c

Determinagao de cosf. Como o tridngulo ABC é is6celes, concluimos que
o tridngulo AMB (onde M é o ponto médio do segmento BC), é
retangulo.

Das relagdes trigonométricas do tridngulo AM B, temos:

E

= cos(ff) = cos(m — 0) = — cos 6.

AC
Por outro lado, da definicao dos segmentos BM e BC, temos

BV _ el _ir_b [T
AC 2 2¢ 2Vac

cosf = —=/— (5.27)

donde obtemos

Da identidade cos? + sin? 6 = 1, determinamos o valor de sin §

\ 2
b [1 b2
inf=,1-|—oy/— =1/1—— .
sin 4 J ( 2V 1ae (5.28)
A raiz do trinémio. Valendo-nos da identidade de Euler (5.16)

z=ret = p(cosf £ 1sin 6)

e dos valores de r obtido em (5.26), de cos§ expresso em (5.27) e de
sin @ representado em (5.28), podemos escrever as raizes do trinémio:

¢ —b + /1 i
TValajae " dac

Finalmente, usando a identidade fundamental :* = —1. podemos es-
crever a raiz z na conhecida forma de Bhaskara:

_—b+ Vb2 — dac
o 2a )

<
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(Geometria analitica

Neste capitulo examinaremos como é possivel substituir a régua e o compasso
pela dlgebra para resolver problemas geométricos.

Os problemas que podemos resolver com Régua e Compasso sio aqueles
enumerados na secdo 2.4, a saber, encontrar as intersecoes de:

e duas retas,
e uma reta e uma circunferéncia,
e duas circunferéncias.

Quando usamos régua e compasso, a determinacao desses pontos depende
de fatores como a precisdo com que sao construidos a régua e o compasso, a
espessuras dos tracos desenhados no papel, a habilidade com que o desenhista
movimenta esses instrumentos e seu discernimento para determinar onde
exatamente, em toda a extensio em que os tragos se cruzam', encontra-se o
ponto desejado.

O que vamos fazer neste capitulo é substituir o método usado para de-
terminar a intersecao entre duas linhas por um outro, mais abstrato. Tro-
caremos todo o procedimento executado pelo desenhista — que depende de
habilidade, precisao de instrumentos e discernimento visual — por um outro
que envolve apenas simbolos, calculo e raciocinio légico.

'Por mais finos que sejam os tracos. suas espessuras nunca sao nulas. Elas devem ter
dimensoes suficientes para poderem ser percebidas pela vista do desenhista.

N
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Neste outro método as curvas nio precisardo mais ser tragadas no papel,
nem o responsavel por encontrar a solucdo do problema precisa empenhar-se
em determinar, por inspe¢ao visual, exatamente onde se encontra o ponto
de intersecdo das linhas. Em vez disso, ele procederd a uma seqiiéncia de
calculos cujos resultados serdo as coordenadas do ponto procurado.

Para poder desvencilhar-se da Régua e Compasso, ele deve buscar uma
outra forma de representar as linhas. Essa forma é uma relacdo algébrica
que envolve as coordenadas dos pontos da curva e que se deduz a partir das
propriedades caracteristicas dessa mesma curva.

R. Descartes, a quem se atribui a inven¢do desse método, assim se ex-
pressou quando o descreveu:

Se, pois, queremos resolver gqualquer problema, primeiro supomos a
solugdo efetuada, e damos nomes a todos os segmentos que parecem
necessdrios a construgdo — aos que sdo desconhecidos e aos que sdo
conhecidos. Entao, sem fazer distingdo enire segmentos conhecidos e
desconhecidos, devemos esclarecer a dificuldade, de modo que mostre
mais naturalmente as relagoes entre esses segmentos, até consequirmos
erprimir uma mesma quantidade de dois modos. Isso constituird uma
equagdo (numa dnica incdgnita) pois os termos dessas ezpressées jun-
tos sdo iguais aos termos da outra.

O que no desenho com Régua e Compasso é entendido por intersecgdo de
duas linhas foi traduzido por Descartes para equag¢do entre duas relacoes.

Neste capitulo trataremos exclusivamente do problema das intersecoes
das linhas tracadas por Régua e Compasso, a saber, a reta e a circunferéncia.
O método proposto por Descartes, no entanto, é muito mais geral e permite
desenvolver procedimentos de cilculo. para se determinar as intersegdes de
uma variedade muito maior de curvas.
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6.1 Intersecoes

6.1.1 Duas retas

Os pontos das retas. Um ponto P(t) da reta que contém o segmento
de extremidades AB pode ser dado pela expressdo de interpolagdo (5.21),
reescrita aqui em termos do pardmetro real t:

P(t) = A+ t(B - A). (6.1)

Denotamos por [z(t), y(t)] as coordenadas de P(t), por [A;, 4,], asde A
e por [Bg, By], as coordenadas de B.

z(t) = Ay + t(Bs — Ag),

y(t) = Ay +t(By — Ay). (6:2)

Isolando ¢ da segunda identidade em (6.2) e substituindo na primeira,
obtemos uma relagdo entre z e y vdlida para qualquer valor de ¢:

(B, — Az — (Ba— As)y+ Ay (Bo — Ag) — Ag (By — Ay) = 0. (6.3)

Consideremos agora, uma outra reta C D, cujos pontos de coordenadas
[u, v] satisfazem uma relacdo andloga & (6.3)

(Dy —Cy)u— (Dg —Cr)v+Cy(Dy— Cy) —Cy (Dy — Cy) =0.  (6.4)

Equagao. A intersecao das retas AB e C'D se obtém estabelecendo, con-
forme a proposta de Descartes, as equagoes:

u==z
v=y.

isto é, reescrevemos (6.4) trocando u por z e v por y. de modo a termos o

par de relagoes que definem os pontos das retas escritos na forma
(By —Ay)e = (By — 4p)y+ (4, B, — 4, B,) = 0. (6.5)
(Dy ~ Cy) e = (Dy = Co)y + (CyDe = CoDy) = 0. '
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A intersecio das duas retas esta no ponto que satisfaz simulianeamente
as duas relagbes. Dizemos entdo que o par de relagdes (6.5) forma um sis-
tema de equagées simultaneas, cuja solucdo nos fornece os valores [z, y] das
coordenadas do ponto de intersegao.

O calculo. Para determinar o valor dessas coordenadas, vamos usar a
notagio matricial para a resolugdo de equacbes simultineas, reescreven-
do (6.5) na forma

¢ ] _ [ AyBs— A:B,
Mx[y}_ [CyDI—CIDy]° (6.6)

onde M é a matriz

— By”Ay -(Br“Aa:)
e o1

As coordenadas do ponto de intersecao das duas retas podem ser obtidas,
entdo, a partir da seguinte expressao matricial

T | o1 A;B, — A,B;
[y]_M x[chy_Cny . (6.7)
Se representarmos por A = ||M|| o determinante da matriz M, podemos

reescrever M~! na forma

M-—I_ 1 [CI_DJ, B:c_A:c:|

== 8
Al C,-D, B,—A, (6.8)

o d

que substituida em (6.7) nos da os valores das coordenadas do ponto de
intersecao.

Sabemos que quando as duas retas siao paralelas, nio hd um ponto de
intersecdo. Essa situacio pode ser facilmente identificada consultado-se o
valor do determinante A: quando A = 0 concluimos que as retas sido parale-
las, situagao em que a expressdo (6.8) ndo pode ser calculada, pois envolveria
uma divisdo por zero.
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6.1.2 Uma reta e uma circunferéncia

Os pontos das curvas. Para descrever a reta, usaremos a expressio (6.1).

Descreveremos a circunferéncia por seu centro C e seu raio r. Um ponto
S =[Sz, Sy] estd na circunferéncia se suas coordenadas satisfizerem a relagao
2 2 _ .2
(So = C2)" +(Sy—Cy)" =r
d tad d tagao?
que pode ser representada segundo a notagéo

(S—-C|S-C)=r? (6.9)

A equagao. Ao substituir (6.1) em (6.9), estamos construindo a equagéo
[A-C+t(B-A)JA-C+t(B - A)]=r? (6.10)

que relaciona os pontos A e B que definem a reta, os dados C e r que definem
a circunferéncia e o pardmetro varidvel t que é desconhecido. Ao determinar
esse valor, estaremos determinando quais pontos da reta (6.1) estao também
na circunferéncia.

O calculo. Se definirmos os parametros

a=(B-AlB-A),
b:—%(B—A|C—A) e
c=(C—-AC-A)~-r?

entao, podemos determinar as intersecdes da reta com a circunferéncia dada,

a partir das raizes do trinémio do segundo grau

at* 4+ bt +c= 0.

6.1.3 Duas circunferéncias

Sao dadas duas circunferéncias. uma com centro em A e raio r. ¢ a outra
com centro em B e raio s. Determinar os pontos P e () de intersecio das
duas circunferéncias.

2 ~ . . -~ .
“A notagéao (a|b) designa a expressao (alb) = ayb, +a,By. denominada produto escalar
dos fatores a e b.
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Este problema pode ter duas, uma ou nenhuma solucio®, dependendo da
distancia [ entre os pontos A e B e dos comprimentos dos raios r e s.

Caso das duas solugoes. Consideremos o tridngulo APB, formado pe-
los centros A e B das circunferéncias e pelo ponto P de interse¢io dessas
circunferéncias.

S3o conhecidos os comprimentos r = AP, s = BP e l = AB do triangulo
APB. Consideremos o pé H da altura PH do tridngulo APB sobre sua
base AB. Sejam h = PH, m = AH e n = HB. Da relacio do teorema de

Pitdgoras, temos

P2 _ B2 = m2
s2 — B2 = n2. (6.11)
Subtraindo uma equagdo da outra em (6.11), eliminamos h
rt_st=m?—nt=(m—-n)(m+n)=(m-n)l (6.12)
Formamos, assim, o seguinte sistema de equacoes
r2 g2
me =T 6.13
m-+n= l, ( )
donde obtemos os valores de = F ey =%
a=m=1(1 4 =g
L2 B! ) (6.14)

O valor de 3 = ]T] pode ser obtido levando-se um dos resultados de (6.14)
para (6.11)

(6.15)

P ) . . . P
“No caso das circunferéncias serem comncidentes, dizemos que o problema tem infinitas
solugoes.
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Conhecidas as coordenadas do pé da altura, H = A + «(B - A), do
tridngulo APB, podemos escrever as coordenadas de P e de Q

P=H+(i(B-A)= A+ (a+ Bi)(B— A)

Q=H-Bi(B—-A)=A+(a—Bi)(B- A). (6.16)

Sistema de coordenadas. A solugdo algébrica do problema da intersegao
de duas circunferéncias reduz-se, portanto, & determinagio dos dois niimeros
a+ fBi e a — Bi, complexos conjugados.

Se levarmos em conta a expressdo geral de interpolagdo de um ponto F(t)
num segmento AB
F(t) = A+t(B - A),

podemos, ao efetuar a substituigdo ¢ = a + i, interpretar a solugdo do
problema das interse¢des das duas circunferéncias dadas, como um problema
de interpolagdo compleza. Nesta representacdo, a reta AB constitui o eixo de
coordenadas que tem o ponto A, por origem, e o comprimento do segmento
AB, por unidade. Assim, os pares de niimeros reais, @ e 3 representam as
coordenadas de qualquer ponto do plano.

Caso de uma soluc¢&o unica. Essa situagio ocorre quando P e @) coinci-
dem, isto é, | = |r & s| e, dessa forma, as duas circunferéncias sdo tangentes
uma a outra.

Caso de nenhuma solu¢do. Quando! > r+soul < |r — s, as circun-
feréncias nio se interceptam. O problema nio tem solugao.

Caso de infinitas solugoes. Quando [ = 0 as circunferéncias coincidem.
Todos os pontos sao comuns.
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6.2 Pontos Notaveis do triangulo

6.2.1 Circuncentro

Dado um tridngulo de vértices A, B e C, cujas coordenadas sdo, respecti-
vamente, [Az, Ay], [Bs, B,] e [Cg, Cy], determinar as coordenadas [Og, O,]
do circuncentro O. Seja r o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo.
Como a distancia do circuncentro a qualquer dos vértices é constante, temos:

(O:c - Az)2 + (Oy - Ay)2 =
(Oz - Bz)2 + (Oy - By)2 = (6-17)
Oz — Cz)z + Oy - Cy)2 =r?

Podemos eliminar o railo desconhecido r, subtraindo, uma da outra, duas
equagoes de (6.17):

(P = 42) Q”_Ch#h>**3y“A“‘%‘(jﬁ:ﬂ INCE
(Co = Ar) |02 — (43%=)] + (€, - Ay [0, - (25%)] =

Denotando por P = % e por Q = #, os pontos médios dos lados
AB e AC, respectivamente, por S a matriz

B,—A; B,— A
S=| 27 % vl (6.19)
[@—& q—%}

e por f o vetor
vy~ Ay) By }, (6.20)

temos:

SX{OT}:f (6.21)
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Area do Tridngulo. O determinante ||S|| da matriz S representa o dobro
‘ da 4rea* ¢ do triangulo ABC"

1
= —||S]|.
+o = 5|

Obtemos, assim, as coordenadas do circuncentro O

1

0O=—8§"1 .
> x £ (6.22)

Interpretacido Geométrica. Podemos reescrever as equagdes (6.18) na
forma de produtos escalares:

B - AlO - 442

0
C - A0 - 442) =0

que podem ser assim interpretadas:

e A reta que passa pelo circuncentro O e pelo ponto médio de AB
é perpendicular ao lado AB.

e A reta que passa pelo circuncentro O e pelo ponto médio de AC
¢ perpendicular ao lado AC.

isto é, o circuncentro O do tridngulo ABC é o ponto de encontro das me-
diatrizes dos lados AB e AC. Esta é precisamente a construcio usada para
se obter, por meio da régua e do compasso, o circuncentro O do triangulo,
conforme descrito na secao 2.3.

6.2.2 Ortocentro

O ortocentro ¢ o ponto onde as alturas de um triangulo se cruzam. Para se
determinar o ortocentro de um triangulo ABC'. podemos utilizar o seguinte

teorema
*Se adotarmos este determinante como representante da area do triangulo — o que.
muitas vezes € conveniente -— cevemos conviver com o fato de que o valor da area do

tridngulo pode ser negativo. Ver [30]



76 (©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana

Teorema. O circuncentro de um tridngulo coincide com o ortocentro de seu
triangulo médio.

Altura do Tridngulo A &area do tridngulo ABC estd diretamente rela-
cionada com suas alturas. Conhecida uma dessas duas grandezas, pode-se
determinar a outra por meio da expressao:

1
U:iah

onde h representa a altura do tridngulo ABC e a a base sobre a qual essa
altura se projeta. A partir do determinante da matriz S de (6.19), podemos,
entdo determinar a altura do triangulo ABC

20 _ |LSI

a

h =

: (6.23)

A expressdo (6.23) vale também para a distdncia de um ponto a uma
reta dada.

6.2.3 Baricentro

Dado um tridngulo ABC, as coordenadas de seu centro de massas G sdo
obtidas pela expressdo complexa (ver secao 3.1)

A+ B+C

“ 3

(6.24)

6.2.4 Incentro

Conforme descrito na se¢do 3.4. o incentro de um tridngulo ABC" estd no
encontro das suas bissetrizes. Seja ABC' o tridngulo considerado e «.b e
c. respectivamente. os comprimentos dos lados BC'. AC" e AB. A seguir
retomamos. com mais detalhes. o estudo das propriedades das bissetrizes
iniciado na secao 3.4.
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Construimos sobre a reta AB um segmento BD de comprimento a.
Tracamos a reta BP, paralela a reta DC. Como, por construgdo, o tri-
angulo CBD ¢ iséceles, os angulos ZBDC' e LBC D sao iguais

o= (BDC = (BCD. (6.25)

Figura 6.1: Determinagéo do incentro / do um tridngulo ABC.

Observamos na figura 6.1, que as retas AD e AF cortam as retas paralelas
DC e BP. Portanto os angulos ZBCD e LCBP, sendo alternos internos,
s30 também iguais.

a=/.BCD = (CBP. (6.26)

A reta AD corta as paralelas BP e D(C, formando angulos ZABP e
LADC correspondentes, também iguais entre si

a=LABP = LADC (6.27)

Das identidades (6.25), (6.26) e (6.27) concluimos que BP é bissetriz do
angulo LABC.

Do paralelismo das retas BP e D(' podemos estabelecer. entre os com-
primentos dos segmentos
m= AP
n=PC
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e os lados do tridngulo, as seguintes relagGes

n m

a

Como m + n = ¢, podemos determinar a posicdo de P no segmento BC
(veja 5.2.3):
a c

=a+c +a+cc

Pode-se construir um ponto @, sobre o lado AB, por um processo ana-
logo, tal que CQ seja bissetriz do dngulo ZACB. Analogamente, do par-
alelismo das retas BE e QC, determinamos as coordenadas do ponto @)

a b
A B
a+b +a+b

Q:

O incentro I do triangulo ABC encontra-se na interse¢dao das retas BFP
e CQ. Podemos determinar as coordenadas de I, conforme foi exposto na
secdo 6.1.1.



Parte 11

O tracado de curvas



Geometria e espaco

Quando nos referimos & Geometria, pensamos nos conhecimentos necessirios
para responder a questdes sobre o espago, como distancias, dngulos, pro-
por¢oes, movimentos, formas, disposigoes, etc.

Se, nessas reflexdes, deixarmo-nos conduzir pela idéia de que o espaco
é um imenso vaso, absoluto e imutavel, no qual toda matéria de que nosso
universo é composto foi nele inserida em algum momento posterior, sem lhe
alterar nem as propriedades, nem a estrutura, e que todas as questdes que
ele suscita possam ser respondidas em relacdo a esse absoluto, entdo, somos
levados a imaginar a Geometria como uma ciéncia absoluta e a estaremos
confundindo com uma Ciéncia do Espaco.

Durante muitos séculos a Geometria foi tida como uma teoria exclusiva-
mente matemadtica, comprometida apenas com nogdes elementares da mente
e independente dos fenémenos naturais.

7.1 Fisica e geometria

Fol somente no século passado, mais precisamente a partir de 1836, que um
matematico russo, Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1793-1856), conseguiu
mostrar que uma Ciéncia do Espago nio podia ser fundada somente nas
nocoes abstratas da Matemdtica, mas deveria ser objeto da experiéncia [15].

81



Origem das idéias
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Em 1905, A. Einstein (1879-1955) publicou um famosissimo artigo inti-
tulado A Fletrodinamica dos Corpos em Movimento onde lancou as bases
da teoria que passou a ser universalmente conhecida como Teoria da Rela-
tividade Restrita. Nesse artigo, baseado em argumentos filoséficos bastante
gerais e evidenciando a intima ligacao existente entre espago e tempo, Ein-
stein mostrou que uma Ciéncia do Espacgo era, de fato, objeto da Fisica,
confirmando as previsdes feitas por Lobachevsky. Na sua Teoria da Relativi-
dade Geral, ainda mais profunda do que a anterior, Einstein mostrou que
espago, tempo e gravitagdo nao sao coisas independentes, mas formam um
todo na estrutura do universo [5].

Uma teoria que se dedique ao estudo das disposi¢bes, formas, trans-
formagoes, etc., mas que ndo inclua esses ingredientes evidenciados pelas
teorias da Relatividade, poderd ainda ser chamada de uma Geometria, mas
ndo poderd mais ser confundida com uma Ciéncia do Espaco.

Na antigiiidade grega, no entanto, a identidade entre Geometria e uma
implicita Ciéncia do Espago fazia parte dos pressupostos que suportavam
o edificio do conhecimento helénico. Essa confusdo levou a inimeras con-
tradicbes, tanto para o desenvolvimento da prépria Geometria quanto da
Fisica.

As idéias que prevalecem numa sociedade sdo, por muitas razdes, pro-
fundamente influenciadas pelas percepges que seus membros tém das coisas
do mundo.

Nao é demais imaginar que a idéia que se fazia da perfeicio na Anti-
giiidade fosse proveniente da contemplagao das obras da arte e da técnical
e estivesse, por conseguinte, condicionada pelos (e impregnada dos) efeitos
dos instrumentos usados pelos artistas para realizd-las.

Dentre esses instrumentos estava certamente o torno, usado na confeccdo
de artefatos ceramicos e no trabalho da madeira. Um comentario de Platdo
acerca dos movimentos do universo, que tem sido freqiientemente tomado
como uma explicacdo definitiva para a preferéncia dos antigos pelas formas
circulares, ilustra como as nossas percep¢des podem influenciar as concepgoes
que fazemos do mundo em que vivemos:

! Ainda que os gregos dedicassem, como relatam os historiadores, um pedante desprezo
pelos trabalhos manuais, que contaminou as culturas que a sucederam e se prolongou para
além Renascenga [49].



(©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana 83

E ele deu ao universo a forma correta e natural {...). Fé-lo, como que
num torno?, redondo e esférico, com as ertremidades eqtiidistantes do
centro em todas as diregdes, dentre todas as figuras a mais perfeita e
mais igual a si prépria, pois julgou o igual mais belo do que o desigual

(...)

7.2 TUniverso e simetria

Nesse comentdrio, ao ver no circulo a figura mais igual a st mesma, Platdo as-
sociou a perfeicdo aquilo que hoje, em Matematica, se entende por simetria.
Muitos séculos depois, James Bernoulli descobriu, escondida nas espirais lo-
garitmicas, uma simetria semelhante a enunciada por Platdo. Ao referir-se
a essa propriedade das espirais logaritmicas (fig. 7.1), Bernoulli valia-se da
expressio latina que hoje lhe serve de epitdfio, eadem mutata resurgo®.

Figura 7.1: Espiral logaritmica

Com o desenvolvimento da teoria dos grupos, a nocao de simetria tornou-

2Grifo nosso.

8 Apesar de transformada, ressurjo. Como o circulo que apds uma rotagio, superpde-se
a sua prépria figura, a espiral logaritmica, apds uma rotagio combinada a uma homotetia
{uma redugdo ou ampliagio), coincide consigo mesma. Veja segdo 11.2.2
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se mais rigorosa, até alcancar a posi¢do de uma nocao independente, capaz
de descrever nao apenas a perfeicdo estética, mas sobretudo as estruturas
dos cristais, das ligagoes quimicas, das particulas elementares ou até mesmo
das relagGes existentes entre as leis da Fisica.

Como todas as idéias aprioristicas, a concep¢do que Platio tinha do
universo estd aprisionada num inescapével circulo vicioso: o universo seria
simétrico porque perfeito ou seria perfeito porque simétrico? Essa camisa de
for¢a incomodou ndo poucos estudiosos da histéria da Fisica.

7.3 TUniverso e regularidade

Arthur Koestler, se ndo o malis qualificado, certamente um dos mais polémi-
cos desses historiadores, atribuindo a Platdo uma importancia para a sintese
da Astronomia que talvez exceda em muito o razodvel, assim extravasa sua
indignagdo contra o filésofo?:

Portanto, a tarefa dos matemdticos era ercogitar um sistema que re-
duzisse as irregularidades aparentes nos movimentos dos planetas a
movimentos regulares® em circulos perfeitamente regulares. A tarefa
ocupou-0s durante os dots mil anos seguintes. Com sua erigéncia
poética e ingénua, pés o filésofo uma maldigao sobre a Astronomaia, e
os seus efeitos iriam durar até o comego do século dezessete, quando
Kepler provou que os planetas se movem em dJrbitas elipticas e ndo cir-
culares. Ndo eriste, talvez, outro ezemplo na histéria do pensamento
de persisténcia tdo obstinada, tdo obcecada no erro, como a ilusdo do
circulo que emperrou a Astronomia durante dois milénios.

No entanto, na palavra por nés sublinhada no texto do préprio Koestler,
esconde-se uma idéia muito mais sutil e profunda que talvez lhe tenha es-
capado.

4 Arthur Koestler: Os sondmbulos — Histdria das idéias do homem sobre o universo.
IBRASA, 1961. Esse livro ¢ uma eloqliente comprovagao de que grandes homens fazem-se
com bons bidgrafos...

5Grifo nosso.
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Muito mais do que a ilusdo do circulo, parece ter sido a ilusdo da regu-
laridade a idéia inspiradora da maioria dos investigadores dos movimentos
dos corpos. Encarada do ponto de vista estrito da Teoria dos Grupos — a
ciéncia que mais perfeitamente trata das regularidades das coisas — a elipse
de Kepler nao é menos regular do que o circulo de Platdo ou do que as
espirais de Bernoulli.

A histéria da Mecanica parece ter sido mais a de uma busca das re-
gularidades intimas dos movimentos dos corpos, do que a de uma devogao
disciplinada as opinides dos fildsofos, mesmo quando Platao é um deles. E
mais provavel que a extrema longevidade do circulo nas explicagdes encon-
tradas pelos astronomos antigos para os movimentos dos corpos celestes —
contra a qual Koestler insurgiu-se com tanta veeméncia — deveu-se ndo a
uma, preferéncia ingénua por essa curva, mas a falta de evidéncias capazes
de confirmar a existéncia de regularidades nesses movimentos que pudessem
dar a esses astroOnomos, uma outra opgao.

7.4 Trajetorias

Se Kepler mostrou que os planetas descrevem, em seus movimentos, elipses
onde o Sol ocupa um dos focos, coube a Galileu, através de experimentos
ideais extremamente engenhosos, encontrar os argumentos mais convincentes
para mostrar que os corpos, na auséncia de quaisquer forgas, movem-se em
movimento retilineo e uniforme ou que misseis, langados sob a acdo da gravi-
dade, seguem em curvas parabolicas.

Refletindo sobre as relacées entre tempo e espaco, Galileu péde enunciar
assim, ndo apenas a lei da inércia, mas mostrar, de forma nao aprioristica
que segundo essa lei, a reta representa uma das curvas fundamentais encon-
tradas nos movimentos naturais, como também, ao enunciar, mais do que
implicitamente as bases da dlgebra vetorial, que a pardbola é a curva descrita
pelo movimento de um projétil.

As curvas passaram desde entdo a ser vistas, tanto por inspiragao fi-
loséfica quanto por razodes tecnoldgicas, como trajetdrias do movimento de
algum corpo, seja ele um planeta sob a agado de forgas gravitacionais, seja a
pena de uma caneta movida pelo desenhista que acompanhe os vinculos e
articulagoes de sua anatomia ou de instrumentos mecdnicos como a régua, o
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compasso ou o pantégrafo.

Tais razdes tecnoldgicas ligaram tao intimamente as bases da Geometria
aos instrumentos mecanicos, que no século XVII a Geometria j& era tida
como uma ciéncia fundada na Mecénica [44].



Tracos como trajetorias

(...) a descri¢do de linhas retas e circulos, sobre as quais a geome-
tria estd baseada, pertence @ mecdnica. A geometria ndo nos ensina a
desenhd-las, mas precisa que elas o sejam. (...) Descrever linhas re-
tas e circulares sdo problemas, mas ndo sdo problemas geométricos. A
solugdo deles é buscada na mecdnica cabendo & geometria usd-las (...).
Portanto a geometria estd fundada na prdtica mecanica {...).

Sir Issac Newton, Principia Mathematica Philosophia
Naturalis[44]

O trago é uma das formas fundamentais de representagio grafica de obje-
tos reais. I£ também, provavelmente, a mais antiga. Os autores dos desenhos
rupestres, os mais remotos de que temos conhecimento, exploravam os efeitos
dos contornos para a comunicagio.

Em oposigdo as pinturas, de que falamos na segdo 1.3 — obtidas da
alteragdo das propriedades 6ticas de regides selecionadas de uma superficie
— 0s tracos sao praticamente destituidos de atributos éticos. Eles podem por
isso, ser vistos como entidades essencialmente geométricas, cujos atributos
Oticos sao tratados de forma secundaria.

Um trago serd, para nds, o efeito grafico que se obtém das alteragoes
provocadas sobre a superficie do papel, pelo deslocamento de uma pena ou de
uma ponta de grafite, numa trajetdria determinada pela agao do desenhista.
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Se, na geracao de um trago, seus atributos éticos sdo, de um lado, prati-
camente irrelevantes, de outro, a habilidade do desenhista, ou a qualidade
dos mecanismos que determinam o movimento da pena, é essencial para a
producio de bons resultados. E possivelmente por essa razao que em muitos
momentos de sua histdria, a Geometria tenha sido influenciada pelos instru-
mentos usados para a produgdo de tragos. Os tracos sio tido importantes
para o Desenho que merecem a atencdo de uma teoria préprial.

8.1 Tracos e curvas

Se olharmos um desenho feito a mao livre, concentrando-nos apenas nos
tragos elementares que o compdem, veremos que raramente cada um desses
tracos forma uma figura complexa: os tragos sdo, em geral, curvas ele-
mentares.

De fato, muito poucas vezes deparamo-nos com desenhos formados por
um Unico trago: na maioria delas, esses desenhos sdo compostos por um
nimero muito grande de pequenos tragos distintos, realizados a intervalos
de tempo durante os quais o desenhista mantém a ponta do lapis erguida,
afastada do papel. Tudo se passa como se o desenhista estivesse usando o
lapis para “conversar” com o papel e fizesse, entre uma frase e outra, uma
pausa, seja para pensar na proxima oragao, seja para tomar folego.

Trataremos os tragos como unidades constitutivas do desenho geométrico,
assim como vemos nas letras as unidades constitutivas da lingua escrita ou no
fonema, as unidades da lingua falada. Em qualquer dos casos, essas unidades
combinam-se para formar partes mais complexas. Essas combinacGes tém,
para nés, um significado proximo das reacdes quimicas, pois se pensamos
num fonema como um atomo da linguagem falada, entdo, as palavras surgem
como suas moléculas.

Como veremos na secdo 13.9, podemos proceder da mesma forma com o
ponto e o trago: este pode ser tratado como se fosse um composto formado
de uma combinacdo daqueles.

'Veja a exposicio dessa teoria na segao 13.9.
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8.1.1 As teorias das curvas

As curvas tém sido estudadas por diferentes motivos e sob diferentes abor-
dagens.

Numa delas busca-se entender porque certos corpos, sujeitos a determi-
nadas condicoes, assumem formas caracteristicas?. Um fio de prumo toma a
forma de uma linha reta vertical; bolhas de sabéo, a Lua ou o Sol, de esferas;
algumas galdxias tomam a forma espiralada; os fios elétricos, as correntes
usadas para bloquear o acesso a certas 4reas, a forma de catenérias®.

Os conhecimentos que se desenvolveram a partir desta abordagem é de
enorme importancia para toda a tecnologia. Sem eles, engenheiros ou ar-
quitetos nao sdo capazes de conceber formas de edificios que ndo trinquem
nem caiam; nem designers poderdo desenhar utensilios resistentes ou du-
radouros. No capitulo 9 examinaremos os métodos usados para estudar
algumas formas naturais assumidas por corpos inanimados.

Numa segunda abordagem, estudam-se as curvas que se formam na in-
terse¢ao de duas superficies geométricas como, por exemplo, o plano, a es-
fera, o cilindro ou o cone circular. Dessas serve de exemplo a elipse que se
forma onde se encontram o ar, a superficie plana de um liquido e a superficie
cilindrica ou conica de um copo que os contém. Vemos um circulo ou uma
elipse no perimetro de uma pecga cortada de salame, salsicha ou mortadela;
neste caso, a faca corta num plano a superficie cilindrica desses mantimentos.

Um terceiro modo de se estudar uma curva é tratd-la como um lugar
geométrico. O lugar geométrico pode ser definido como

o congunto dos pontos do plano ou do espago que compartilham uma
mesma propriedade.

Dizemos que a circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos que estdo a
uma determinada disténcia de um ponto dado, denominado centro da cir-
cunferéncia.

20 leitor interessado nesta abordagem tera proveito em consultar [53].

8 Catendria, da palavra latina para cadeia, é o arco formado por linhas suspensas como
por exemplo, nos fios de luz ou telefone, pendurados nos postes ou nas correntes usadas
para bloquear o acesso de veiculos a locais reservados.

Estatica e
Ciéncia dos Materiais

Intersecdo de
Superficies

Lugares Geométricos
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Uma quarta abordagem, a transformacional, serd apresentada no capitu-
lo 13. Ela permite estudar as formas a partir das transformacgdes geométricas,
implicitas ou explicitas, que as geraram. Esta nos parece a mais consequente
para o estudo das formas que surgem por etapas de desenvolvimento, como
ocorre na constru¢ao de determinados artefatos ou no crescimento de um ser
vivo e mostrou-se a mais apropriada para o desenho por computador?.

Neste capitulo as curvas serdo vistas sob um outro aspect05: como o
efeito produzido por determinados movimentos. Interessam-nos, entido, as
trajetorias descritas por corpos materiais e, em especial, os rastros que eles
deixam, como testemunho desse movimento, sobre uma superficie lisa.

As leis que regem os movimentos dos pontos materiais que os desenhis-
tas normalmente impdem inconscientemente a sua pena, dependem de uma
variedade ainda nao completamente determinada de fatores que envolvem
parametros anatomicos, neurolégicos e psicolégicos, que ultrapassam nossa
capacidade de equacionamento.

Porém, diferentemente do desenho artistico, os desenhos técnicos que re-
querem precisdao nao devem ser feitos a mao livre, mas com o recurso de
instrumentos. Nestes casos, os desenhistas valem-se de tracos simples tais
como segmentos de reta, arcos de circulos, elipses, pardbolas, hipérboles ou
espirais, que podem ser produzidos com o auxilio de instrumentos. Essa im-
posicao técnica restringe significativamente a influéncia dos fatores humanos
sobre os tragos, simplificando o estudo das leis que regem seus movimentos.

Se, a essa simplificacdo, adicionarmos outra que consiste em desprezar os
atributos oticos dos tragos, tais como a cor da pena ou sua espessura, pode-
remos confundir, sem introduzir erros apreciaveis, o deslocamento da ponta
do lapis como o de um ponto material que desliza sobre o papel, segundo a
lei de movimento determinada pelo instrumento. Nessas condigoes, a nogao
de trajetdria, concebida pelos fisicos, serve bastante bem para descrever o
tracado com instrumentos, e nos esclarece muito sobre a natureza do gesto
que um desenhista executa para produzir um trago no papel.

‘Este trabalho é o resultado de um esforco para demonstrar essa tese. Com excegio
das figuras 4.1, 4.2 e 4.3, de autoria Albrecht Diirer, todas as demais que ilustram este tra-
balho foram geradas por um programa desenvolvido pelo autor (o Designer's Workbench)
a partir dos principios expostos no capitulo 13.

5Este método de estudo pode, como mostrado na segio 13.9, ser reduzido a transfor-
macional. Nao foi como tal, entretanto, que ele se desenvolveu na histéria.
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E desse estudo que deriva o conhecimento necessirio para, de um lado,
possibilitar o projeto e desenvolvimento de instrumentos mecénicos capazes
de realizar esses tragos com precisao e, de outro, conceber algoritmos para
que o computador possa desenhé-los com a rapidez e a exatidao desejados.

O estudo sistemdtico dos movimentos dos pontos materiais e das tra-
jetérias que eles descrevem quando sujeitos a uma variedade de restrigdes é
feito no escopo da disciplina conhecida por Cinemdtica®.

E por meio de instrumentos de trajetdria que se produzem os tragos
dos desenhos técnicos. Régua, compasso, esquadro, elipségrafo, pantégrafo,
normégrafo e gabarito sdo todos instrumentos mecénicos tratados como ci-
nemadticos, pois eles condicionam o movimento da ponta tragadora — ldpis,
caneta ou tira-linhas — sobre o papel. Para estudar o trago, podemos nos
concentrar totalmente na ponta desse instrumento, abstraida do resto, como
se ela fosse um ponto e se reduzisse a dnica parte material do instrumento.

8.2 Tracgos e trajetorias

Nesta secdo estudaremos como uma ponta riscadora, apropriadamente com-
pelida por instrumentos mecédnicos, pode produzir tracos precisos. Esses
mecanismos podem ser formados tanto por fios esticados, devidamente fi-
xados na superficie de desenho, quanto por hastes rigidas articuladas. De-
pendendo do arranjo feito, pode-se conduzir a pena a seguir por trajetdrias
retas, circulares, elipticas, parabdlicas, hiperbdlicas, espiraladas, etc.

8.2.1 A circunferéncia

Quando se pretende apresentar uma velha no¢io a um novigo, é muitas vezes
util coloca-la na perspectiva de sua evolugdo ao longo da Histéria. Porém,
quando essa nocdo teve origem em eras muito remotas, esse caminho nem
sempre pode ser percorrido.

Os arquedlogos e historiadores tém um enorme trabalho para recolher
os fatos do passado, desvendar coeréncias entre eles e tornéd-los inteligiveis

A palavra cinema deriva da grega arcaica que designava movimento.

Instrumentos
Cinematicos

Linhas em movimentos
constrangidos
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aos outros mortais. Quando se trata de reconstituir uma civilizagdo extinta,
as dificuldades podem ser ainda maiores e, em alguns casos, os obstdculos
encontrados, intransponiveis. A falta de dados, a corrup¢ao do tempo, os
saques de predadores, a interven¢do incompetente dos curiosos, as fraudes
dos desonestos, tudo isso se combina para tornar o trabalho do arquedlogo
ainda mais dificil.

Muitos conceitos importantes para o propdsito deste trabalho estio es-
condidos sob essa espessa camada de névoa, poeira e entulho. Mas nés
podemos, com o fim de facilitar a explicagdo de uma noc¢io antiga e a dev-
ida licencga de historiadores e antropélogos, fazer de uma fic¢io conveniente,

a histéria de nosso conceito. Assim, devidamente autorizados, passamos &
narrativa...

Alguém, num remoto dia da antigiiidade, amarrou seu cdo a um poste”.
O c3o podia mover-se livrtemente enquanto nao esticasse a corda e logo aquele
animal percebeu, para sua contrariedade, que havia um limite para o quanto
poderia afastar-se do poste. Seu dono percebeu algo mais: quando o cachorro
alcancava esse limite, a corda ficava retesada e assumia a forma de uma linha
reta.

Continuou observando e constatou que, mesmo com a corda esticada,
o cachorro ainda podia mover-se. Nio em qualquer dire¢do, pensou, mas
enquanto mantivesse esticada a corda, seu movimento descrevia uma curva
que ele chamou de circunferéncia®. O dono do cachorro percebeu entdo que
todos os pontos dessa curva ficavam a uma mesma distancia (o comprimento
da corda) de um mesmo ponto (o poste).

Quem sabe nao foram observagoes singelas como essas as que inspiraram
I
os “esticadores de cordas” da India e do Egito antigos a usar cordas esticadas
para tracar retas e circunferéncias?

8.2.2 A elipse

Nosso personagem da antigiiidade ficou tao excitado com suas descobertas

"A presente fabula trata de outra que nao a primeira idéia que ocorre ao leitor, tdo
logo ele se dé conta do presente titulo...
8 Alguém inventou essa palavra. Porque nao nosso heréi?
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que decidiu fazer novas experiéncias com seu dileto assistente, o cachorro.

Colocou uma argola na coleira do cdo, passou por ela uma corda, tomou
uma de suas extremidades e, depois de contornar dois postes, amarrou-a &
outra extremidade. Feito isso, voltou a observar o cachorro.

Confirmou suas primeiras descobertas: o cdo podia mover-se livremente
enquanto nio esticasse a corda. Percebeu também que, como no experimento
anterior da circunferéncia, havia um limite para o quanto o cido poderia
afastar-se dos postes.

Constatou novamente que, mesmo com a corda esticada, o cachorro ainda
podia mover-se e, enquanto mantivesse a corda esticada, seu movimento
descrevia uma curva, diferente da circunferéncia, que ele chamou agora de
elipse.

E se repetisse a ezxperiéncia com uma corda mais comprida, que forma
tomaria a curva? — pensou nosso protagonista.

Mas logo desistiu do intento. Cordas mais compridas custam mais caro
e sua mulher ja reclamara, mais de uma vez, dos gastos intteis que ele
vinha fazendo com aquele cio idiota e suas experiéncias estipidas. Teve de
contentar-se com um experimento so.

Subiu o morro que se elevava dos fundos de sua casa, olhou desolado para
sua experiéncia e percebeu que sempre que o cachorro retesava a corda, esta
assumia a forma de um tridngulo (o tridangulo PFG da figura ao lado). Com
aquela corda de que ele dispunha — e que sua mulher nao permitia que ele
trocasse por outras mais compridas — todos os tridngulos que se formavam
tinham uma coisa em comum: seus perimetros! Eles ndo mudavam enquanto
o cachorro mantivesse a corda retesada pois seu comprimento era o mesmo
da sua corda.

— Heureka! — teria ele gritado, se se chamasse Arquimedes.

Mas nao era esse o seu nome. Muito tempo se passaria antes de aparecer
esse tal de Arquimedes.

A noite, deitados na cama, marido € mulher olhavam para o teto. Ela
via os furos no telhado e reclamava:
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— FE preciso consertar esses furos antes das dguas!

Ele olhava os furos mas sé via seus tridngulos. Perimetros iguals, ele

pensou. E isso mesmo, sdo tridngulos isoperimétricos. Além de descobrir
curvas, nosso pensador ancestral inventava palavras.

A manha do dia seguinte foi, por assim dizer, isoperimétrica. Em tudo
nosso herdi via tridangulos. Trés utensilios na mesa formavam um tridngulo.
Movia-os para la e para cd, tentando manter constantes os perimetros de
seus tridngulos. O perimetro passou a ser um objeto sagrado. Preservi-
lo poderia vir a ser um novo e nobre objetivo para sua vida; modifici-lo,
corrompé-lo, uma maldi¢do. Seu pensamento voltava para seu experimento:
um triangulo feito de dois postes e um cdo. E se fossem dois cdes e um
poste?

— Mais um cdo? — perguntou sua mulher — Nem pensar!
Repensando seus pensamentos, fez outra descoberta:
— Os postes! Nao mudei a posigdo deles!

Ele percebera que os tridngulos, além de serem isoperimétricos eram tais
que um dos lados — o que liga os dois postes — ndo muda. O comprimento
desse lado é sempre o mesmo, qualquer que seja a posicdo do cachorro. Nosso
herdi correu entdo para anotar sua descoberta. Mas tao atormentado estava,
que nem percebeu que acabara de inventar o método do lugar geométrico
para descrever uma curva:

A soma das distdncias de um ponto P qualquer (seu cachorro} que se

encontra numa elipse, a dois pontos firos F e G do plano {os postes)
é constante:

PF+ PG = AB
Ele pensava em AB como o comprimento da corda da qual tivesse sido
descontada a distancia que separa um poste do outro.
— Os postes!

Ficou tao feliz com mais essa descoberta que resolveu dar nomes aos
pontos onde estavam fincados os postes:
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— Vou chamd-los de focos da elipse.

Dar nomes aos pontos parecia-lhe uma forma muito especial de comemo-
rar suas descobertas.

Dai em diante, os “esticadores de cordas” puseram-se a desenhar elipses
com o auxilio de cordas esticadas. E nunca mais pararam. Até hoje uma das
suas idéias é empregada pelos jardineiros para gerar canteiros de contornos
elipticos. A outra é empregada pelos politicos para comemorar qualquer
coisa, dando nomes a ruas, pragas, viadutos, estradas, presidios. Algum dia
lembrar-se-3o de voltar a dar nomes aos postes...

8.2.3 A parabola

Uma pardbola pode ser caracterizada por um foco F' e uma linha reta rr,
denominada sua diretriz.

~/

Figura 8.1: Tragado de uma parabola usando uma corda esticada

Uma das propriedades da pardbola pode ser expressa por meio da se-
guinte identidade:
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PF =PT

onde PF representa o comprimento do segmento cujas extremidades sio um
ponto P na curva e o foco da parabola F'; PT é o comprimento do segmento
cujas extremidades sdo o ponto P e sua projecdo normal T sobre a diretriz
rr.

Com um esquadro e uma corda pode-se tragar uma parabola:

1. Toma-se uma corda de comprimento [ e marca-se sobre uma das arestas do esquadro,
um ponto Z que esteja & mesma distancia ! da outra aresta;

2. Prende-se uma das extremidades da corda no ponto Z da aresta do esquadro;

3. Fixa-se a outra extremidade da corda no foco F' da parébola;

4. Ajusta-se, em seguida, uma régua disposta sobre a diretriz rr da parabola, fazendo
com que a aresta livre do esquadro (aquela & qual a corda nio estd atada) deslize
sempre apoiada na régua;

5. A medida que a aresta livre do esquadro desliza sobre a régua, usa-se a ponta de
um l4pis para tragar a curva, ao mesmo tempo que com ela se estica a corda F'PZ,
comprimindo-a contra a aresta PZ do esquadro.

Agindo dessa forma, conseguiremos manter a ponta do ldpis P sempre
eqiidistante do foco F e da diretriz da parabola, isto é, PF = PT.

Podemos perceber que

Eixo. O eixo da pardbola é a reta que passa por seu foco e é normal a sua

diretriz. A parabola é simétrica em relacao a seu eixo®.

Vértice. O vértice da pardbola é o ponto de intersecdo da curva com seu
eixo. O vértice da pardbola pode também ser definido como o ponto da
curva que estd mais préximo de sua diretriz.

Na figura 8.2 ilustra uma pardbola inscrita no triangulo ABC, onde F'
representa o foco da parabola, dd sua diretriz e D a projegao do foco F sobre

®Galileu mostrou que se desprezarmos os efeitos da resisténcia do ar, a trajetéria de
um projétil pode ser aproximada por uma parabola.
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Figura 8.2: Propriedades da pardbola

essa diretriz. A pardbola possui, entre outras, as seguintes propriedades
notéveis: '

P1 A circunferéncia «, com centro num ponto P qualquer da pardbola e que passa pelo
foco F é tangente a sua diretriz dd, isto é:

O lugar geométrico dos centros das circunferéncias tangentes a uma reta dada dd e
que passam por um ponto dado F é uma parabola.

P2 A tangente BA & pardbola no ponto A é a mediatriz do segmento HF, onde H é a
projecdo do ponto de tangéncia A sobre a diretriz dd.

P3 Como corolério de P2, os angulos FAB e BAH sio iguais, donde se conclui que
todo raio de luz que parte de F, reflete-se sobre a pardbola e segue paralelo a seu
eixo F'D. Esta propriedade 6tica é utilizada nos refletores de fardis e nas antenas
parabdlicas.

P4 A 4rea da regido compreendida entre o arco de pardbola e o segmento AC na figura

acima, é igual a 2 da 4rea do tridngulo ABC.

0bs. : Os pontos notdveis das parabolas nao sio invariantes em relagao
as transformagoes geométricas de afinidades. isto é, o foco, a diretriz e o eixo
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de uma dada parabola transformada nio coincidem com o foco, a diretriz e
o eixo transformados, dessa mesma parabola.

8.2.4 A hipérbole

A hipérbole é uma curva plana aberta, formada por dois ramos simétricos
em relagdo a uma reta.

S

Figura 8.3: Propriedades da hipérbole

Focos. Cada um dos ramos da hipérbole é o lugar geométrico dos pontos
P, tais que a diferenca entre as distancias FFP e GP que separam P de
dois pontos fixos F' e G desse plano (os focos da hipérbole), é constante.
Por causa da simetria de seus ramos, os focos da hipérbole estao dispostos
simetricamente em relacdo ao centro O.

Como na elipse, denotaremos por 2¢ a distancia F'G formada entre os
dois focos F' e G. A diferenca das distidncias que separam seus focos de
qualquer ponto P sobre a hipérbole, é constante. Como a hipérbole possui
dois ramos, temos duas expressdes independentes — uma para cada ramo.
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Qualquer ponto P de um dos ramos satisfaz a identidade FP — GP = 2a
enquanto qualquer ponto do outro ramo satisfaz a expressio GP— FP = 2a.

Para expressar as coordenadas do foco mais préximo do ponto B, uti-
lizamos a notagdo CnF (A, B,C, 1), a mesma utilizada para se denotar um
dos focos da elipse. O quociente ¢ = £ é denominado a ezcentricidade da

hipérbole.

Centro e Eixo. O ponto médio dos focos é o centro da hipérbole e a reta
que passa por seus focos é denominada o eixo da hipérbole. A hipérbole
apresenta simetrias, isto é, ela superpde-se a si mesma quando

o refletida sobre seu eixo FG;
o refletida sobre a reta normal ao eixo e que passa por seu centro;

o girada de 5 em torno de seu centro O (esta propriedade é conseqiiéncia das duas

anteriores).

Vértices. A hipérbole possui 2 vértices: V e W. Eles opéem-se, simetri-
camente, em relacdo ao centro. Como na elipse, denota-se por 2a o compri-
mento do segmento VW,

Assintotas. A hipérbole possui duas assintotas (retas rr e ss da fig. 8.3)
que passam por seu centro O e sdo simétricas em relacdo a seu eixo.

Os vértices VW da hipérbole sao os pontos onde a curva cruza a reta que
une seus focos. A medida que um ponto da hipérbole se afasta do vértice,
diminui sua distancia a uma das assintotas. As assintotas passam pelo centro
O da hipérbole e formam com seu eixo um angulo cuja tangente é igual &
excentricidade ¢ da curva.

O retangulo representado na figura 8.3 é denominado retdngulo de base
da hipérbole [14]. O comprimento do segmento F'G, é igual a diagonal desse
retingulo, donde se conclui que os vértices do retangulo de base estao na
intersecdo das assintotas da hipérbole com a circunferéncia que tem centro
em O e passa por seus focos.
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8.2.5 Desenho da hipérbole

Para desenhar uma hipérbole, faz-se o seguinte arranjo envolvendo uma
régua e uma corda. Fixa-se a extremidade da régua sobre um dos focos,
G, da hipérbole de modo que ela possa girar em torno deste!® (fig. 8.4).

Figura 8.4: Tragado de uma hipérbole usando corda FPQ esticada

Uma das extremidades da cordas é fixada no outro foco F e a outra
extremidade, num ponto qualquer S da aresta da régua. A medida que a
régua gira em torno do ponto F’ como pivo, a ponta do lapis, comprimida
contra a aresta da régua, é forcada a esticar a corda. O tnico movimento
resultante que a ponta do lapis poderd seguir, é o que descreve a trajetdria
da hipérbole hh'.

Observagdo: Os pontos notdveis das elipses ou das hipérboles ndo séo
invariantes em relacdo as afinidades, isto é, os focos, vértices e eixos de
uma dada elipse ou hipérbole transformada nao coindicem com os focos,
transformados, dessa mesma elipse.

1%Fsta operacio nio é permitida pelas regras bésicas da construgio com régua e com-
passo.
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8.2.6 Compasso eliptico

Imagine uma haste rigida XY cuja extremidade Y possa deslizar livremente
ao longo de uma parede vertical ao mesmo tempo que sua outra extremidade
X desliza sobre o piso horizontal, como uma escada de pintor que escorrega
parede abaixo. A medida que a haste escorrega, um ponto P qualquer sobre
ela descreverd um arco de elipse. Em especial, o ponto médio M da haste
descreverd uma circunferéncia de raio OM com centro no ponto O onde a
parede encontra o piso.

Observe que os tridngulos Y MO e OMX sédo isésceles. Gragas a essa
propriedade, pode-se construir um outro mecanismo formado por duas hastes
rigidas, OM e M X, de mesmo comprimento. A extremidade de uma dessas
hastes articula-se no ponto fixo O, enquanto a outra extremidade estd arti-
culada & outra haste, no ponto comum M. Nesse movimento, a extremidade
M da haste OM gira em torno de O (o pé da parede vertical) enquanto X
desliza horizontalmente. Ao mover-se esse arranjo, um ponto P qualquer
da haste M X descreverd a mesma curva tragada por seu correspondente na
escada que escorrega, isto é, P “desenhard” um arco de elipse.

Podemos visualizar esse mesmo mecanismo no movimento das articula-
¢oes da perna de uma pessoa deitada: O ponto O corresponde a articulagao
do fémur com a bacia, M i articulagido do joelho e X a seu pé.

Este instrumento, utilizado tanto no desenho de elipses quanto como
ferramenta de corte em méquinas ferramenta, é conhecido por articulacdo
isdsceles, pois o triangulo OM X é por construgdo, sempre isésceles, qualquer
que seja a posicao da extremidade X.
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As formas estaticas

9.1 Formas e estatica

Nos capitulos anteriores vimos como o estudo do movimento dos corpos
serviu-nos nao apenas para evidenciar a natureza cinemitica do ato de
tracar, mas também para mostrar os principios subjacentes ao projeto dos
instrumentos convencionais de desenho. Vimos como, mediante o uso de
fios esticados, criteriosamente arranjados e fixados, pode-se condicionar o
movimento de uma ponta tragadora a seguir pela trajetdria de uma curva
regular, como a circunferéncia ou as demais curvas conicas.

Porém, ao desenhista criterioso, interessado em reproduzir com precisao
as formas da natureza, ndo deve bastar conhecer a arte do traco que a
cinemadtica nos ajuda a entender. Interessa-lhe também saber que formas
sdo essas, isto é, saber traduzir o que tragar em como tragar. Neste capitulo
pretendemos mostrar, através do exame de um fendémeno elementar, como
se pode, por meio da andlise, desvendar a origem de algumas das formas
que encontramos na natureza. Para isso iremos submeter os fios esticados a
novas reflexdes, agora para examinar seus aspectos “estaticos”.

Na se¢ao 13.2 e, em especial na segdo 13.2.4, mostraremos que muitas
formas naturais e artificiais sio registro da trajetéria de algum movimento.
L4 estudaremos a teoria da morfogénese, segundo a qual tanto as formas dos
seres vivos quanto as dos artefatos podem ser entendidas como estdgios de
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movimentos quase imperceptiveis. Nos seres vivos esse movimento progres-
sivo € conhecido por crescimento; nos artefatos, por construcdo.

Muitas vezes, no entanto, as formas dos objetos naturais inanimados
podem ser melhor estudadas, ndo pela sua morfogénese, mas a partir dos
fendmenos naturais segundo os quais as forgas da natureza, interagindo com
a matéria, encontram o equilibrio.

As ciéncias que estudam esses fenémenos, também disciplinas da Fisica e
da Engenharia, sdo a Estdtica e a Ciéncia dos Materiais. Seu conhecimento
é essencial ao arquiteto e ao designer, ndo apenas porque elas lhes permitem,
em muitos casos, determinar as formas que a matéria inanimada assume no
equilibrio, mas principalmente porque lhes fornecem os principios que devem
ser seguidos para dotar um artefato qualquer — seja ele uma casa, uma
ponte, uma mesa ou uma cadeira — das qualidades essenciais de resisténcia,
seguranga e durabilidade.

Um produto, para ter essas qualidades, deve ser concebido de forma a
estar em permanente equilibrio com todas for¢as com as quais interage. Para
isso, nem sua forma nem sua constituicdo podem ser arbitrarias, escolhidas
exclusivamente por preferéncias ou consideragoes estéticas. A par disso, elas
devem levar em conta as linhas de for¢a que incidirao sobre o objeto, bem
como as propriedades do material com o qual sera confeccionado.

Os conhecimentos das leis da estdtica e das propriedades dos materiais
sdo ingredientes essenciais para que o projetista conceba nao apenas a forma
do artefato em si, mas principalmente do artefato em uso.

9.2 Fios esticados

Quando esticados, os fios assumem a forma de uma linha reta ou, por vezes,
a de uma catenaria'; quando enrolados em torno de um cilindro, formam
uma rosca e quando enrolados sobre si mesmos, como os sulcos num disco
e vinil, uma espiral de Arquimedes. Se entrelagados uns ao outros, formam
tramas das tecelagens. Quando devidamente entrelacados sobre si mesmos,
formam nds usados nas mais diversas situagoes.

'"Ver definigio & pigina 89.
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Fios esticados, das mais variadas composigées quimicas, por sua re-
sisténcia & tracdo, sdo usados na construgio de utensilios, méveis ou edificios,
como elementos estruturais para dar forma a seus volumes. Essa propriedade
estdtica dos fios — a resisténcia a tragio — serd explorada nas sec¢bes 9.4—
9.4.2 para orientar-nos na tarefa de construir uma imagem “abstrata” das
curvas, necessiria ao estudo sistemdtico do trago.

Um fio de prumo, pendurado numa viga ou num galho de arvore nos
d4 uma idéia da linha reta. O fio de prumo é feito de um barbante que
tem, preso em uma de suas extremidades, um peso. Fixando-se sua outra
extremidade nalgum ponto elevado do espago, o peso, atraido pela gravidade,
esticaré o barbante, oscilando por um certo tempo até parar, quando assume
a forma de uma linha reta vertical.

O fio de prumo serve aos pedreiros e construtores para erguer paredes
retas. Com isso, esses profissionais procuram garantir que as paredes que
eles constréem sejam verticais.

No entanto, para sabermos se o topo do muro forma uma linha hori-
zontal, o barbante esticado ja ndo é o meio mais apropriado. Isso porque
um barbante, quando esticado, ndo na direcdo vertical, mas na direcdo hor-
izontal, ndo forma mais uma linha reta, mas uma curva catendria, abaulada
para baixo. O barbante, por ter peso préprio, é atraido pela Terra. Essa
linha curva serd tanto mais abaulada quanto mais frouxo estiver o barbante
e tio mais préxima de uma linha reta quanto mais esticado ele estiver. Em
qualquer caso, no entanto, por maior que sejam nossos cuidados — e porque
o barbante ndo pode ser esticado ilimitadamente pois, nalgum momento ele
romper-se-4 — a linha formada serd sempre abaulada.

Para constatar esse fato, o leitor poderd aproximar um barbante frouxa-
mente esticado na horizontal, abaixando-o cuidadosamente sobre uma poca
d’dgua até que ele toque sua superficie. Se o barbante nado estivesse abaulado
por causa do préprio peso, toda sua extensao tocaria a dgua, por igual. Ele
verificard, no entanto, que, por mais que estique o barbante, haverd sempre
um ponto que tocard a dgua antes de qualquer outro.

Para verificar se o topo do muro forma uma reta horizontal, em vez de
um fio esticado, o pedreiro vale-se de outro artificio. Baseado no fato de que
a luz se propaga em linha reta, ele ira verificar o resultado de seu trabalho
por meio de uma mirada.

Fio de Prumo
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Os fios, além de assumirem a forma de uma linha reta quando traciona-
dos, apresentam outra propriedade notdvel: quando beliscados, emitem som.
Por essa razdo, os fios tracionados eram usados, desde tempos imemoriais,
também nos instrumentos musicais. A altura do som estd diretamente rela-
cionada com a tensdo a que o fio estd submetido. O uso engenhoso dessa pro-
priedade permitia aos antigos construtores romanos estabelecer o equilibrio
de tensdes em estruturas, conforme relata Vitruvius em seu livro 12

O argquiteto deve (...) ser capaz de afinar (as cordas que tracionam) as
balistas, as catapultas e os escorpibes. Pois, & diretta e a esquerda das
vigas, hd furos nas estruturas através dos quais as cordas de tenddes
trangados sdo esticados por meio de molinetes e alavancas e essas es-
truturas ndo devem ser firadas enquanto ndo se tiver atingido a nota
certa ao ouvido do trabalhador treinado.

9.3 Tracao e compressao

Para esticar um fio, basta segurar, com os dedos, dois de seus pontos e
afasté-los um do outro. Enquanto o fio estiver frouxo, podemos movimen-
tar livremente nossos dedos como se o barbante nio existisse. Sempre que
aproximamos nossas maos, uma da outra, o fio parece desaparecer. Se as
afastamos, novamente, de um momento para outro nos damos conta de que
o barbante estd la. Tudo se passa como se ele tivesse desaparecido e de
repente voltasse a aparecer.

Dizemos que um barbante pode ser retesado porque ele resiste a tragdo.
Um barbante, no entanto, ndo resiste a compressdo.

Tragdo € a forg¢a que deve ser exercida para afastar, um do outro, dois
pontos distintos de um corpo.

Compressdo € a for¢a que deve ser ezercida para aproximar, um do
outro, dots pontos distintos de um corpo.

Observando os movimentos de um barbante que se mantém esticado, per-
cebemos que todos os pontos do barbante se deslocam juntos, como se o

2Vitruvius, op.cit., 1.8.
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barbante tivesse deixado de ser um fio flexivel e se transformado num corpo
rigido. A persisténcia da tragdo transformou o barbante num corpo rigido.
E gragas a essa propriedade notavel dos fios que podemos, esticando-os, dar
a uma barraca de praia a rigidez necessdria.

Uma vez que as cordas resistem apenas a tragdo, pode-se concluir que
as curvas assumidas pelos barbantes que sustentam os mdbiles pendurados
num teto de um quarto sdo curvas de tragdo pura.

Sabe-se, de longa data, que pedras justapostas resistem apenas a com-
pressio. Os antigos romanos conseguiam construir arcos circulares feitos
exclusivamente de pedra. Esses arcos eram formados por cunhas de faces ra-
diais, chamados wvoussoirs que, gragas a essa geometria exerciam a func¢ao de
converter os esforcos radiais em esforcos tangenciais, de modo a comprimir
as cunhas, umas contra as outras, conferindo assim, a estrutura — como os
fios numa barraca — a rigidez necessdria [22]. As curvas construidas segundo
esse principio sdo arcos de compressdo pura.

O arquiteto espanhol Antonio Gaudi® explorou na concep¢io de suas
obras, a oposi¢do entre a tragao e a compressao. Imaginou que poderia
reproduzir no chio, na forma de arcos em pedra, as mesmas curvas que
obtinha, em barbante, nos mébiles suspensos no teto. Ele imaginou esses
mébiles de cabega para baixo e percebeu que ao vira-los assim, estava como
que “trocando o sinal” da aceleracdo da gravidade. Poderia, entdo, como
num passe de magica, converter os esforcos de tragdo pura em compressio
pura e vice-versa.

O espago vazio ndo resiste nem 3 tracdo, nem a compressdo. Apenas as
substdncias materiais oferecem resisténcia a esses esforgos, umas mais, outras
menos. A Ciéncia dos Materiais, que estuda as propriedades das substancias
— tais como a resisténcia a tragdo ou a compressao — tornou-se, por essa,
entre outras razoes, tema importante para as sociedades civilizadas.

® Antonio Gaudf y Cornet (1852-1926).
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9.4 Um exercicio de abstracao

Podemos reconhecer uma linha reta em muitas situacdes diferentes. Vejamos
algumas.

Fio de prumo Jd vimos que o barbante esticado de um fio de prumo tem a forma
de uma linha reta vertical.

Papel dobrado Tomemos, agora, uma folha de papel. Dobrando, com cuidado e
por igual, essa folha até que se forme um vinco, podemos ver nesse vinco,
outra imagem de uma linha reta.

Eixo de rotagao Abrimos uma porta. A maganeta da porta desloca-se com nossa
mao, o suficiente para que o vdo aberto permita a passagem de nosso corpo.
Podemos observar que nem todos os pontos da porta se movem do mesmo
jeito. As dobradigas da porta, por exemplo, ndo saem do lugar. Isso porque
elas formam o eixo de rotagio em torno do qual a porta gira. Esse eixo é
também uma linha reta. Assim como a porta, a roda de uma bicicleta gira em
torno de uma linha reta. A Terra, em seu movimento didrio, gira em torno
de um eixo. Os pédlos Norte e Sul sdo os pontos onde essa linha reta encontra
a superficie terrestre.

Raios luminosos A luz propaga-se em linha reta. Se quisermos iluminar um ob-
jeto distante com uma lanterna, devemos fazer mira nele. Mirar é dirigir,
ligando um ao outro, por uma linha reta, a vista a um ponto distante.

Quando se ergue uma parede, a idéia de linha reta confunde-se com a
imagem que temos do fio de prumo; o mesmo se dd quando se cava um pogo.
Quando se faz uma dobradura em papel, a idéia de uma linha reta é feita da
observagao do vinco deixado no papel. Quando o torneiro mecinico monta
uma pega no torno, ele imagina o eixo de rotagao do torno como uma linha
reta; alinhar uma peca é fazer seu eixo coincidir com o eixo de rotagdo do
torno.

J4 vimos que um fio de prumo é feito de barbante e que, quando esticado,
assume a forma de uma linha reta. Também vimos que um papel dobrado
forma, em sua aresta, uma linha reta. A linha reta é, portanto, comum ao
fio de prumo e ao papel dobrado; porém, uma linha reta ndo é feita nem de
barbante nem de papel. De fato, ela nao é feita de coisa nenhuma. E apenas
uma idéia que nos vem & mente quando pensamos no que ha de comum entre
o fio de prumo e o papel dobrado. A idéia que fazemos da reta é comum a
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ambos os exemplos, mas é s a idéia que é comum. A mesma coisa acontece
quando pensamos no eixo da porta. Um eixo de rotagdo nao é feito de coisa
nenhuma. Enquanto, para imaginarmos um eixo de rotagio, devemos pensar
em alguma coisa girando em torno dele, para imaginar uma linha reta, ndo
precisamos imaginar nada girando.

Os fisicos chegaram a conclusao de que a luz pode ser vista tanto como
uma particula quanto como uma onda. Para todos os efeitos praticos?, ela
se desloca numa linha reta. A linha reta que imaginamos quando pensamos
num rajo luminoso ndo é nem onda nem particula: é apenas uma linha reta.

Uma idéia é uma “coisa” imaterial; é o que denominamos de uma abstra-
¢do. A reta é a abstragdo que fazemos do fio de prumo, da aresta do papel
dobrado, dos eixos de rotacido, dos raios luminosos, em suma, de coisas
concretas. Mas a idéia da reta ndo é uma coisa concreta.

Assim como o pedreiro, o torneiro, o escavador de pogos, o marceneiro
tém, cada um deles, sua prépria idéia de uma linha reta, cada profissional faz
a idéia de linha reta que melhor atenda a suas necessidades e conveniéncias.

O matematico, treinado para ocupar-se das coisas abstratas, também,
como os outros, procura fazer a sua idéia do que seja uma linha reta. O
objetivo do matemadtico, ao conceituar uma linha reta, é o de criar uma
nogdo que tenha, em si, todas as propriedades comuns as idéias que os de-
mais profissionais fazem da linha reta, mas apenas (exclusivamente) essas
propriedades. Para o matemaético,

Uma linha reta é aquilo que é comum a todos os exemplos examinados
acima.

A linha reta do matematico ndo é feita de barbante; ela nao tem espessura
nem peso, mas resiste a qualquer esfor¢o imagindvel. Nao é feita de papel
dobrado nem é eixo de coisa alguma. A linha reta do matemdtico ndo é
matéria, apenas pensamento.

‘Segundo a Teoria da Relatividade Geral de A. Einstein, a trajetéria da luz nao é
necessariamente uma linha reta, mas uma linha geodésica.
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O maior desafio do matematico é descobrir quais sdo essas propriedades
comuns, universais e fundamentais da linha reta®. Seu trabalho é descartar
tudo aquilo que for supérfluo e ficar apenas com o essencial. A maloria de
nés, infelizmente, tem mais sucesso na facanha inversa: descartar e essencial
e ficar com o supérfluo.

Como um quimico que destila uma mistura até que dela reste apenas
uma substancia livre de toda impureza, o matemaético destila as diferentes
idéias de linha reta em busca das carateristicas da reta pura, aquela que esté
livre de todo elemento estranho.

Para conceber uma nocdo abstrata podemos proceder da seguinte ma-
neira:

Partimos da observagdo de um fato real, concreto. Procuramos, entdo,
livrar-nos, como numa destilagdo ou numa filtragdo, dos aspectos ma-
teriais desse fato até que nos reste dele, apenas uma nog¢do abstrata.

Tomemos, por exemplo, como matéria-prima para essa destilagdo, as dife-
rentes idéias de linha reta que nos foram sugeridas pela observacdo do fio
de prumo. Essa destilacdo sers feita em varias etapas.

Numa primeira reflexdo, imaginamos que a corda que integra o fio de
prumo dos pedreiros é substituida por um fio de cabelo. Numa segunda
reflexdo, este fio de cabelo serd substituido pelo flo de uma teia de aranha.

9.4.1 Desmaterializagao
Nesses dois passos de nossa imaginagao,
(corda — cabelo — fio de teia)

reduzimos a espessura de nossa linha e também, por conseqiiéncia, seu peso.
Podemos dizer que em cada passo o fio que obtivemos tem menos matéria
do que o fio obtido no passo anterior. Nao é despropositado dizer que, em

5Nao v4 concluir o leitor, desta frase, que os matematicos somente se preocupam com
a linha reta!
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nossa mente, esses passos representam uma progressiva desmaterializa¢cdo do
fio. Constatamos que, quanto mais “desmaterializado” nosso fio, melhor ele
representa a linha reta que buscamos. Se esticarmos cada um desses fios na
direcdo horizontal, veremos que a “barriga” formada por cada um deles serd
tanto menos abaulada quanto menor for seu peso e quanto mais esticado
estiver o fio.

Assim desmaterializado, o fio deixar4 de ter peso e ndo serd mais atraido
pela gravitagdo da Terra. Sem peso, ele nao ficard abaulado. Esticado, ele
representard uma linha reta, mesmo quando disposto na dire¢do horizontal.
O fio que construimos em nossa mente resistird a qualquer tragdo, mesmo
depois de termos extraido dele toda a matéria que o compoe.

E claro que nio existe na natureza nenhum fio material destituido de
peso, nem que nunca se rompa quando esticado demais. Mas o fio do
matemdatico ndo é um fio natural, ele é mégico. Todas as entidades ma-
temdticas sdo magicas. Elas sdo capazes de feitos de que as coisas materiais
nem sonham.

9.4.2 Dois pontos, uma reta

Como ja dissemos, ao descrever a experiéncia acima, quando afastamos, ao
maximo, um dedo do outro, o nosso fio fica retesado e, se ele nao tiver peso
nem espessura mas apenas resisténcia a tragao, entenderemos que ele assume
a forma de uma linha reta. Podemos, entdo, concluir dessas consideracdes o
seguinte fato notdvel

O maior afastamento que se pode obter entre dois pontos distintos de
um fio, dd-se quando esse fio estd esticado, isto €, quando todos seus
pontos intermedidrios estdo sobre uma mesma linha reta.

Dessa forma, a fixacdo de dois pontos distintos quaisquer (os lugares onde
nossos dedos seguram o fio) determinara a posicao de todos os demais pontos
da reta. Chegamos, assim, a outra conclusdo notavel

Dozs pontos distintos do espago determinam uma linha reta.
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Esta é uma das descobertas mais importantes feitas sobre a linha reta pelos
pensadores da Antigiiildade. Gragas a ela, o torneiro de hoje sabe que para
alinhar uma pega no torno, basta fazer coincidir apenas dois pontos distintos
dos eixos de simetria da pega, com dois pontos correspondentes do eixo de
rotacio do torno para que todos os outros pontos estejam também alinhados.
Quando um desenhista quiser tragar uma linha reta sobre o papel, ele deve
apoiar a régua sobre dois pontos distintos e seguir, deslizando a ponta ao
longo de sua aresta, seguro de que agindo dessa forma, todos os pontos
que tracar estardo na linha reta. Numa porta que se abre, todos os pontos
movem-se, exceto aqueles que estdo na linha reta que passa pelas dobradigas.



10

A rota

Para fazer-se um desenho preciso, é necessirio que seus tracos estejam de-
vidamente balizados. As balizas sdo pontos do plano que se prestam ao
desenhista como os andaimes de um edificio: eles servem para auxiliar na
sua costru¢do, mas sdo eliminados da obra acabada. Imaginamos um de-
senho convenientemente balizado como um jogo liga-ponto, desses encon-
trados nos almanaques de entretenimento. Nessas publicages, o problema
das proporc¢des da figura ja foi resolvido pelo autor desse jogo, restando ao
desenhista a tarefa de apenas preencher os vazios com tragos.

Nesses passatempos infantis dd-se pouca atencdo a atributos importantes
do desenho como, por exemplo, forma, exatidao, espessura ou cor com que
sao feitos os tracos por meio dos quais os pontos sio ligados. O princi-
pal objetivo dessa passatempo é recreativo e educacional e ndao o de que se
produza um desenho de qualidade. Espera-se com ele, que uma crianga,
ao acompanhar a seqiiéncia numerada dos pontos impressos no papel, es-
tard desenvolvendo sua habilidade abstrata de contar, enquanto aperfeicoa
o controle do cérebro sobre seus movimentos.

Nos desenhos realizados pelo computador o propésito é outro. Queremos
que este ligue, com precisdo maior e qualidade melhor do que as criangas
conseguem, os pontos que formam uma figura. Diferentemente daqueles
jogos, os pontos de referéncia ndo estao, neste caso, fixados previamente no
papel. Como queremos que o computador faga o papel da crianca, cabe ao
desenhista o papel de autor de um desses passatempos: ele deve especificar
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onde se localiza cada ponto do jogo, em que ordem deverdo ser ligados e
como esses pontos deverao ser ligados entre si.

Diferentemente do editor que imprime esses passatempos nas revistas, o
desenhista nao ird imprimir os pontos no papel, mas registrar as coordenadas
desses pontos na memoéria do computador. Para isso ele deverd determinar
corretamente a posi¢do dos pontos no plano, valendo-se do enunciado de seu
problema, das propriedades da figura a ser desenhada e dos teoremas da
geometria.

Nesse processo poderemos tirar proveito da rapidez com que o computa-
dor é capaz de fazer contas, para fornecer as coordenadas desses pontos
na forma de expressoes aritméticas deixando por sua conta, a realizagio dos
calculos. Podemos também adicionar as regras do jogo liga-pontos uma série
de outras regras que serao tteis ao desenhista, para produzir efeitos especiais
na figura, como por exemplo, criar ramificacdes ou desenhar curvas.

10.1 Nomes de pontos

Quando discutimos as proposicdes de Euclides na segao 2.3, percebemos a
conveniéncia de dar nomes aos pontos para facilitar a comunicagdo entre
aquele que expde o problema e aquele a quem cabe resolvé-lo. Para referir-
se a um ponto, é mais facil designé-lo por um nome do que por meio de uma
frase que descreva sua posicdo. Quando um desenhista desejar comunicar a
alguém (que, em nosso caso deverd ser um computador) uma operagdo que
envolva um determinado ponto, ele o fara referindo-se ao nome desse ponto.

Nesta secdo apresentaremos uma convengio para “dar nomes” aos pontos
de uma figura. Como sabemos, o autor de um jogo liga-pontos deve mar-
car, implicita ou explicitamente, a seqiiéncia que deve ser obedecida para o
tracado das linhas que ligam os pontos. Para nds, essa seqiiéncia estara reg-
istrada na forma de uma Rota que o computador deverd seguir para tragar
a figura.

Nos tratados de geometria, os pontos geométricos sao identificados por
letras maidsculas do alfabeto romano!, em lugar dos digitos usados nos jogos
“liga-pontos”.

YA pratica de dar nomes aos pontos para facilitar as descri¢des de procedimentos foi




(©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana 115

L Quando necessirio, pode-se estender esse alfabeto, afetando as letras
romanas maiusculas por um nimero {ndice, como nos exemplos abaixo:

A, Az, .y Agr, Hys, P, ete.

Nas instru¢des dadas ao computador
para realizar um desenho seguiremos es-
; sas convenc¢des. Assim, por meio de um
desses nomes identificadores, autor, lei-
tor, desenhista e computador poderdo
N referir-se, sem ambigiliidade, a um mes-
L mo ponto.

Um jogo “liga-pontos”

Gracas a esta nomenclatura, a seqiiéncia de ligagdo dos pontos pode ser
representada por meio de uma cadeia legivel de caracteres, onde os nomes
dos pontos se sucedem na mesma seqiiéncia das suas ligacoes. Essa cadeia
; de caracteres tem o nome de Rota. Uma rota representa exatamente aquilo
que seu nome diz: o itinerario a ser seguido pelo computador para ligar os
pontos.

( 10.2 Exemplos de rotas

( Considere-se a seguinte proposi¢ao: desenhar um triangulo de vértices ABC.  Triangulo
Para isso podemos representar os lados do tridngulo por uma rota. Tomemos,
inicialmente, a seqiiéncia ABC como rota.

e Ela dird ao computador para comegar o tracado pelo ponto A, em seguida
ligar, por meio de um trago, esse ponto ao ponto B e finalmente, ligar B a
C por meio de um outro trago.

A figura obtida, como se pode facilmente constatar, serd um tridngulo,
porém um tridngulo aberto, cujo lado C'A ndo estd desenhado. Para obter-se
uma figura fechada deve-se fornecer uma instrucdo adicional ao computador.
- Essa informacio pode ser dada adicionando-se um quarto ponto, digamos D,

adotada uniformemente por Euclides em seus Elementos (Ver se¢io 2.3), embora 14 ele nao
¢ tenha feito uso, como é 6bvio, do alfabeto romano.

O uso das letras romanas maidsculas (A, B, ..., Z) tornou-se corrente em todos os livros
ocidentais de Geometria, ao que parece muito por influéncia do tratado de Geometria de
o René Descartes [6].
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4 rota, cujas coordenadas? sio feitas iguais as de A.

Com essa nova informagao, a rota passa a ser representada pela seqiiéncia
ABCD e assim, as instrugdes para o desenho do tridngulo fechado estarao
completas: o computador poderd desenhar, agora, o trago ligando C' a D.
Uma vez esgotados os caracteres da rota, o desenho termina.

Para que o computador comece o desenho a partir do ponto A, é necessé-
rio que ele tenha sido previamente informado das coordenadas desse ponto.
Essa informagio podera ser obtida de uma lista de expressdes aritméticas,
como a reproduzida abaixo:

A = —[170, 170];

B =[0,170];

C = [170, 0]; (10.1)
D= A

Nesse conjunto de expressdes, a primeira linha informa que as coorde-
nadas do vértice A do tridngulo sio [-170,-170]; a segunda linha diz que as
coordenadas do ponto B sao [0,170]; a terceira linha informa as coordenadas
de C: [170,0] e a quarta linha d4 as coordenadas de D, informando ao com-
putador para buscd-las onde se encontram as coordenadas do ponto A, que,
por sua vez, sio iguais a [-170,-170].

Cada uma das linhas da lista (10.1) é uma expressdo de aritmética com-
pleza (veja capitulo 5). Para que n3o ocorra ambigiiidade, principalmente
nos casos em que o computador vier a tratar de figuras mais elaboradas,
e principalmente porque as expressoes da algebra dos nimeros complexos
podem ser confundidas muito facilmente com a dos nimeros reais, torna-
se necessario informar ao computador que as expressdes acima designam
nimeros complexos. Assim, a lista (10.1) passa a ser representada na forma®:

20 leitor pode estar indagando neste momento porque simplesmente nio se repete a
letra A na rota, formando a seqiéncia ABCA, em lugar de se ter o trabalho de definir
mais um ponto para depois fazé-lo igual a A? Essa solugio mais simples nio pode ser
adotada, no entanto, porque a rota é um componente invisivel do desenho onde os pontos
que compdem a figura sdo definidos e, para que nédo haja ambigiiidade, um mesmo nome
nao podera ocorrer mais de uma vez numa mesma rota.

3Usamos as expressbes em lingua inglesa pois elas se tornaram um padrio universal
para a representacao de tipos de variaveis, desde que foram adotadas uniformemente nas
linguagens de programagioc FORTRAN, ALGOL, Pascal ou C.
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Complex A= - [170,170];
Complex = [0,170];
Complex C = [170,0]; (10.2)
Complex D = A;

Considere, por exemplo, a rota ABCDF que representa um quadrado
fechado cujos pontos estdo localizados pelas coordenadas relacionadas na

lista abaixo:

Complex A= 100x[1,1];
Complex B = ~ A;
Complex C = -—A;
Complex D= -B;
Complex FE = A;

Na definicdo do ponto A usamos um produto, representado pelo simbolo
‘*’, do nimero real 100 pelo nimero complexo [1,1]. O resultado desse pro-
duto é o niimero complexo [100,100]. O ponto B, por exemplo, é definido
como a imagem de A refletida sobre o eixo horizontal. Para mudar as di-
mensoes do quadrado definido pela rota acima basta alterar o valor que
consta da expressio que define o ponto A; as coordenadas dos demalis pontos
serdo recalculadas pelo computador a partir dos novos valores das coorde-
nadas do ponto A.

Com o propdsito de ilustrar o uso de nomes indexados, examinemos, a
seguir, a rota definida pelos seguintes sete pontos*:

AB..C.D

Seguindo a convengdo adotada para a denominacgio de pontos, poderemos
determinar a qual ponto se refere cada ocorréncia do ponto-final (*.”) se
examinarmos a seqiiéncia de caracteres que o antecedem. Assim, o primeiro
ponto-final encontrado na rota, por ser o sucessor imediato de B ira designar
o ponto Bj; apds B, segue-se B;. Sucedendo C encontra-se ' e finalmente,
segue-se D,

4Note que cada caractere ‘.” designa um ponto.

Quadrado

Linha poligonal
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A relacio abaixo apresenta as expressoes que determinam as coordenadas
dos pontos cujos nomes estio definidos na rota:

Complex A = [-158,110];
Complex B =[-10,-85];
Complex B; =[-10,115];
Complex B; =[99,115];
Complex C =[175,-3];
Complex C; = [53,56];
Complex D =][-125,-59];

10.3 Modificadores de rota

Limitamo-nos até aqui a examinar como descrever, por meio da rota, linhas
poligonais. Os simbolos que figuram naqueles exemplos designam apenas
nomes de pontos. H4 algumas situagdes, no entanto, em que gostariamos
de evitar o desenho de alguns dos tracos de ligacdo da rota; ha outras nas
quais gostarfamos de produzir tracos curvos em lugar de segmentos de reta;
hé outras situagdes, ainda, em que gostariamos de produzir, a partir de um
ponto dado, ramificacGes.

Esses e outros efeitos similares poderdo ser obtidos por meio da in-
troducdo de simbolos modificadores dentre os caracteres que compdem uma
rota. Gracas a esses caracteres modificadores — que deverao ser obedeci-
dos pelo computador como os sinais de trinsito devem sé-lo por pessoas
civilizadas — aquele passatempo infantil de ligar-pontos, aparentemente
ingénuo, pode transformar-se num meio poderoso para instruir o computador
a desenhar figuras geométricas mais complexas.

Numa rota, a ocorréncia de dois pontos consecutivos serd sempre in-
terpretada como uma instrugdo para ligar esses dois pontos por um trago
continuo. Com a introdugio de caracteres modificadores, podemos colocar
mais informagées numa rota, de modo que as instrugdes que viermos a dar
ao computador por meio dela poderdao ser mais completas e precisas. Ao
lado das letras romanas maiisculas e dos simbolos de ponto-final, é também
permitida nas rotas a ocorréncia dos seguintes caracteres modificadores: o
simbolo que denota o espago em branco, os abre e fecha parénteses, os abre




(©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana 119

e fecha colchetes, os abre e fecha chaves e o trago sublinhado.

Quando dois simbolos consecutivos estiverem separados por um espago
em branco, o trago de ligagdo entre eles ndo serd desenhado na figura. Por-
tanto, quando se quiser eliminar o trago de ligagao entre dois pontos que
aparecem consecutivamente na rota, basta inserir, entre esses dois pontos, o
espaco em branco. Por exemplo, o traco de ligagao existente entre os pon-
tos C e D na rota ‘PQHCDF’ serd apagado quando um espago em branco for
introduzido entre essas duas letras, como na nova rota ‘PQHC DF’.

Os simbolos abre e o fecha parénteses — ‘(’ e ‘)’ — devem aparecer
aos pares, o simbolo ‘(” sempre a esquerda do ‘)’, separados por no minimo
trés identificadores de pontos. A cadeia de caracteres delimitada por esses
simbolos é denominada dominio da curva de Bézier.

Quando o computador, ao seguir a rota, detectar um abre parénteses,
ele iniciard o desenho de uma curva de Bézier, partindo do ponto cujo nome
aparece, na rota, imediatamente a direita do simbolo abre parénteses e ter-
minando no ponto cujo nome aparece, na rota, imediatamente a esquerda
do simbolo fecha parénteses.

Os pontos restantes, invisiveis na curva final produzida mas que podem
ser vistos na linha poligonal na figura ao lado, sido tratados como pontos de
referéncia da curva.

Obs.: No dominio de uma curva de Bézier, é permitida somente a pre-
sencga de identificadores de pontos; a ocorréncia, nesse dominio, de qual-
quer modificador de rota (simbolo de espago em branco, colchetes ou outros
parénteses), serd tratada como um erro.

Ezemplo: A curva de Bézier representada na figura ao lado corresponde
a rota ‘A(BCDE)F’, onde a seqiiéncia ‘BCDE’ representa o dominio de uma
curva de Bézier.

Ao interpretar essa rota, o computador

1. partindo do ponto A, desenha um segmento de reta ligando esse ponto ao ponto
B. A presenga do abre parénteses no interfere na contigliidade dos pontos A e B;
para separa-los, deve-se introduzir o simbolo de espago em branco entre a letra A e
o simbolo ‘(": ‘A (BCDE)F’;

2. Desenha uma curva de Bézier que parte do ponto B e termina no ponto E, tendo

O espaco em branco
Desconezdo

Parénteses
Curvas de Bézier




Sublinhado

Osculagao

Colchetes
Ramificagio

Osculacdes Encadeadas
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os pontos C e D como referéncia;
3. Desenha o segmento de reta ligando os pontos F e D.

O simbolo ‘.’ poderd ser utilizado como identificador de ponto (somente
dentro do dominio de uma curva de Bézier), para designar o ponto de con-
cordancia (osculagdo) de duas curvas. Esse simbolo, dentro de um dominio
de Bézier, decompde o dominio em duas partes, tendo & sua esquerda o
dominio (que o inclui) de uma curva de Bézier que termina nele e, 3 sua
direita, outro dominio (que também o inclui) de outra curva de Bézier, que
comega por ele.

Ezemplo: Sejam A, A; e C trés pontos nfo-colineares, o ponto 4y, interno
ao segmento AC. Sejam P e () dois pontos arbitrarios do plano. Imaginemos
duas curvas de Bézier, uma delas partindo de P e terminando em A; e a
outra, partindo de A; e terminando em (). Pode-se perceber que as duas
curvas assim definidas sdo osculantes no ponto A;, comum a ambas.

Uma forma mais compacta para se obter o mesmo efeito é por meio da
utilizagdo do simbolo ‘.’ em lugar da seqiiéncia ‘B)(D’. A rota simplificada
passaria a ser ‘(PA-C(Q)’ e o nome do ponto B passaria a ser A;.

Os simbolos abre e fecha colchetes — ‘[’ e ‘|" — devem aparecer aos
pares, o simbolo ‘[’ sempre & esquerda do ‘]’. Sua fung¢do, como caracteres
modificadores, é a de criar, na rota, ramificagdes ou derivagdes.

A seqiiéncia dos pontos delimitados pelos colchetes é uma ramificagdo
que se abre a partir do ponto que aparece imediatamente a esquerda do
simbolo abre colchetes. A figura ao lado ilustra, uma “arvore” definida pela
rota®

‘AB[C[.]D[.]E]F[G[(TJKL)M].]H".

Os simbolos abre e fecha chaves — ‘{’ ‘}* — devem aparecer aos pares,
o simbolo ‘{’ sempre a esquerda do ‘}’, separados por trés ou mais identifi-
cadores de pontos. A funcgdo dos simbolos abre e fecha chaves como carac-
teres modificadores, é a de ditar o tracado de uma seqiiéncia de parabolas
osculantes.

50Observe o dominio de Bézier (1JKL) na rota.
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Para facilitar a explicagdo a seguir, denominaremos o conjunto de identi-
ficadores da rota delimitados pelos simbolos ‘{’ e ‘}’ de cadeia de pardbolas.
Designaremos o primeiro ponto da cadeia pela letra grega a e o dltimo pela
letra w.

Quando o computador, ao seguir a rota, detectar o simbolo ‘{’, ele iniciard
o desenho de uma série de arcos de parabola, cujo tragado parte do ponto
a = A e termina no ponto w = C. As demais extremidades desses arcos
estdo nos pontos médios dos segmentos que se formam entre os pontos a e
w.

Assim, se a cadeia de parabolas tiver apenas trés pontos, por exemplo, a
rota em questao for ‘{ABC}’, entdo a curva tragada serd uma tdnica parabola
que parte de A e termina em C, tendo B como referéncia.

Nos casos em que a cadeia de paribolas tiver mais de trés pontos, os arcos
de pardbola tragados terdo os pontos médios dos segmentos intermedidrios
como pontos de osculagdo. Assim, no trecho de rota ‘{ABCDE}’ serdo de-
senhados trés arcos de pardbola,

e o primeiro arco terd por extremidades, de um lado o ponto @ = A e, de outro, o
ponto médio do segmento BC. O ponto de referéncia desse arco serd o ponto B.

¢ o segundo arco terd por extremidades, de um lado, 0 mesmo ponto médio do seg-
mento BC e, de outro, o ponto médio do segmento CD. O ponto de referéncia
dessa parabola sera o ponto C. O ponto de referéncia desse arco sera o ponto C.

® o terceiro arco terd por extremidades, de um lado, o mesmo ponto médio do seg-
mento CD e, de outro, o ponto w = F, onde a curva termina. O ponto de referéncia
desse arco serd o ponto D.

Os pontos restantes, invisiveis na curva final produzida mas que podem
ser vistos na linha poligonal ilustrada na figura ao lado, sao tratados como
pontos de referéncia da curva.

Obs.: No dominio de uma curva de Bézier, é permitida somente a pre-
senca de identificadores de pontos; a ocorréncia, nesse dominio, de qual-
quer modificador de rota (simbolo de espago em branco, colchetes ou outros
parénteses), serd tratada como um erro pelo computador.
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10.4 Pontos primitivos e pontos derivados

No desenho convencional, a solugdo de um problema, final ou intermediario,
encontra-se nos pontos do papel onde se cruzam os tragos realizados com o
auxilio da régua ou do compasso. No desenho por computador, a posi¢ao
desses pontos é determinada a partir de cdlculos e dispensa, portanto, o
tracado de linhas.

Para o tragado de um segmento de reta com o auxilio de uma régua, o
desenhista precisa conhecer dois de seus pontos, e para o tragado de uma
circunferéncia é necessario conhecer o centro e mais alguma coisa, como o
raio ou um ponto sobre essa circunferéncia. Para a determinacdo de um
ponto por meio do computador, essas informagdes sdo também necessarias,
nao para o tragado, mas para o calculo.

No computador podemos tratar os dados como grandezas varidveis. Es-
sas grandezas poderao ser, por exemplo, as coordenadas de alguns pontos
cuja localizagdo o desenhista poderd modificar em diferentes momentos, para
comparar o efeito dessa modificagdo sobre o resultado final do desenho, sem
ter que alterar o restante das instrugdes que definem o desenho. Elas poderdo
ser também grandezas numéricas, como o raio de um circulo, o comprimento
do lado de um tridngulo, o numero de réplicas modificadas de uma figura
que se pretende aplicar no desenho, etc.

Como veremos adiante, mostra-se muito conveniente poder instruir o
computador para resolver um mesmo problema geométrico, para quaisquer
dados, e nao apenas para aqueles dados particulares que figuram no seu
enunciado original. Quando tratamos um dado como uma variavel, podemos
usar o computador para fazer ensaios e experimentos, submetendo o mesmo
problema varias vezes ao computador e, em cada um deles, alterar um ou
mais de seus dados para examinar seus efeitos sobre o trabalho final.

Pontos derivados sdao expressos em termos das coordenadas de outros
pontos ou em func¢ao de grandezas numéricas. Um exemplo de ponto deri-
vado é o ponto médio M de um segmento AB. As coordenadas de M néao
sdo arbitrarias, ainda que as coordenadas de A, de B ou de ambos, o sejam.
Outro exemplo de um ponto derivado é o baricentro de um tridngulo. Sua
posicdo estard completamente determinada quando as posigdes dos vértices
desse triangulo tiverem sido fixadas.
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11

Transformacoes geométricas

11.1 Transformacoes de figuras

A forma da letra que vejo impressa no jornal sobre a mesa do café modifica-
se quando deposito, & sua frente, um copo com dgua. Quando a observo
refletida na superficie espelhada da cafeteira, vejo que ela tem outra forma.
Se mudo a posicdo da minha cabeca, vejo na letra, outra forma. Ponho a
pagina contra a luz e a olho do avesso; a forma que vejo agora, é outra.

Qual dessas € a “verdadeira” forma da letra? Qual, de todos os men-
sageiros que troureram a imagem da letra a minha percepgdo, € o mais
fidedigno? Como posso pensar que uma coisa que observo tem uma
forma “absoluta” se ndo consigo responder, também de forma abso-
luta, a essas questées?

Ainda que nao consiga decidir qual a forma verdadeira da letra, eu posso
continuar acreditando que eziste uma forma absoluta, mas que no entanto,
as impressoes que dela recolho, sdo modificadas pelo meio que a separa de
mim.

Para avancar mais um pouco em minhas reflexdes, recorto o contorno
da letra, num material duro como o papeldo, a cartolina ou o pldstico e
fago outros experimentos. Tomo agora, uma folha de papel em branco e
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deposito essa pega sobre ela. Assim apoiada, percebo que posso gird-la ou
deslocé-la livremente sobre a folha de papel. Decido-me por uma posigio
em particular e risco o papel com um lapis, usando esse contorno como guia.
Giro ou desloco mais uma vez esse contorno e risco novamente em torno das
arestas de minha pega.

Coloco agora, a figura recortada sob a luz do Sol e observo as sombras
projetadas sobre a superficie do papel. Com o lapis, registro no papel os
perfis das sombras formadas. Depois de completar uma série de experimentos
como esses, terei composto, sobre a folha de papel, uma colecio de formas,
todas distintas, produzidas a partir de um mesmo “modelo”. Algumas dessas
formas, especialmente aquelas produzidas enquanto a pega estava apoiada
sobre a superficie do papel, sao em tudo idénticas, exceto na posicao que
ocupam ou na inclinagdo que formam entre si. As outras formas riscadas
apresentam outras diferencas, além da posigdo e diregao.

Costumamos designar por figuras transformadas da forma original, as
imagens que obtivemos no papel por meio de operacoes como as descritas
acima e as operagoes propriamente ditas, por transformagdes.

As transformagdes geométricas sdo muito importantes para o design. Al-
gumas delas podem ser realizadas com o auxilio de instrumentos especiais.

Gabaritos e normégrafos sdo instrumentos de desenho formados por ma-
teriais rigidos nos quais sdo recortados contornos de determinados simbolos
graficos, destinados a servir de guia para restringir os movimentos de pon-
tas tragadoras. Com eles pode-se produzir cépias de figuras em diferentes
posigdes ou inclinagdes.

O pantdgrafo!, instrumento feito de hastes rigidas articuladas, possibilita
o tracado de versdes ampliadas ou reduzidas de contornos.

As aranhas®, pegas rigidas em forma de tridngulo, permitem produzir
versbes “italicizadas” de tipos gravados em alguns normdografos; por meio
delas pode-se obter transformagoes aproximadamente afins de figuras de pe-
quenas dimensoes.

!Veja descricao na segio 11.4
2Ver descricio do Tridngulo Afim & pagina 142.
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Dos estudos tedricos da perspectiva feitos pelos matemadticos renascen-
tistas, resultou a possibilidade de se tratar as transformagdes geométricas
matematicamente. Constatou-se, entao, que a partir de uma representagdo
Unica de uma dada forma, diferentes imagens transformadas dessa forma
poderiam ser derivadas exclusivamente por operagoes de calculo. Percebeu-
se, também, que a representacio matematica das transformacoes veio sim-
plificar e tornar mais precisas as instrugoes que o desenhista deve comunicar
ao computador quando deseja realizar, por meio deste, efeitos especiais sobre
suas figuras.

Uma transformagao representada matematicamente tem como efeito al-
terar as coordenadas de todos os pontos de uma figura segundo uma mesma,
lei, caracteristica dessa transformagio, produzindo assim uma versdo modi-
ficada dessa figura.

A teoria matemdtica mostra que as transformacgdes podem ser combi-
nadas umas as outras, para formar novas transformagdes. No entanto, a
realizagdo mecanica da combinagdo de duas transformagdes, implementadas
por instrumentos, mostrou-se um problema técnico muito complexo.

11.2 Grupos de transformacoes

As transformagoes geométricas que discutiremos nesta segdo, estao divididas
em grupos. Este agrupamento nao é arbitrario, nem a palavra grupo surge
aqui como um sinénimo para a palavra conjunto.

O grupo representa um dos conceitos mais fundamentais da Algebra. e
desempenha um papel decisivo no desenho técnico por computador.

11.2.1 Isometrias

Os geémetras costumaram dar a uma ou mais copias de igual dimensdo
de uma mesma figura, como essas reproduzidas pelos gabaritos. o nome de
figuras congruentes. As transformagoes geométricas que, quando aplicadas
a uma figura, produzem cépias congruentes, sao: a translagao, a rotagao e a
reflexdo e, obviamente, a identidade.
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Duas figuras sdo congruentes quando, superpostas, tornam-se uma iinica.
Grande parte dos Elementos de Euclides [16] trata daquelas propriedades que
caracterizam a congruéncia entre figuras, a saber, quantidades tais como
angulos e distancias. Quando duas figuras sdo congruentes, suas distancias
e seus angulos correspondentes sdo iguais. Os gabaritos, por serem confec-
cionados em material rigido, reproduzem somente cépias congruentes.

Duas cépias congruentes de uma figura ndo diferem em suas formas,
dimensGes ou nas inclinacGes relativas de suas partes. Nio podendo elas
diferir uma da outra, em qualquer dessas propriedades, as diferencas entre
duas figuras congruentes devem estar somente naquelas propriedades que nao
pertencem a figura. De fato, essas diferencas estdo no ato da sua reprodugio:
onde e sob que inclinagdo o gabarito serd disposto, quando com ele se fizer
uma copia.

E por meio dessas duas propriedades da reproducao (e ndo da figura)
que duas figuras congruentes podem ser individualizadas; todas as demais
propriedades jd constam do gabarito.

A translagdo é uma transformagdo por meio da qual todos os pontos de
uma figura sdo deslocados no papel de uma mesma distancia, numa mesma
diregdo.

Qualquer figura comporta-se como um corpo rigido quando sujeita a
uma translagdo. Isto quer dizer que a distdncia que separa dois pontos
quaisquer da figura ndo se altera com a transformagio. Os gabaritos sio
feitos de materiais rigidos e por isso, os desenhistas podem transladé-los,
sem deformé-los.

Quando um desenhista usa um normégrafo para reproduzir um texto,
ele costuma apoiar, combinadamente, um ou dois esquadros numa régua T
de modo a poder deslizar a aresta do normoégrafo ao longo da aresta desses
esquadros.

Esquadros s&o triangulos retingulos usualmente comercializados aos pa-
res — um deles feito da metade de um quadrado e outro, da metade de
um tridngulo equildtero. Essas formas foram possivelmente escolhidas para
permitir, quando combinados, que suas arestas sirvam de trilho de apoio
para realizar tracos nas direcdes preferenciais®. Por meio desse expediente

®Veja na secéo 17.5 outras possiveis razdes que levaram os construtores de instrumentos
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pode-se, por exemplo, aplicar os simbolos de um normégrafo, ndo apenas
nas diregoes horizontal ou vertical, mas em qualquer das inclinages onde a
linha guia forma, com a horizontal, um angulo multiplo de 15°:

{15°,30°,45°,60°, etc}.

Apés transferir cada letra de um texto do normégrafo para o papel, o
desenhista dispde o instrumento para transferir a letra seguinte, deslizando-o
sobre a aresta da régua ou do esquadro, da mesma forma que numa méaquina
de escrever as letras se sucedem na horizontal: cada uma transladada em
relagdo & sua predecessora na palavra. Diferentemente da maquina de es-
crever, porém, o deslizamento do normoégrafo pode ser feito ao longo de
qualquer uma das diregoes preferenciais que os esquadros permitem.

Se P, de coordenadas [z,y], ¢ um ponto qualquer de uma figura, entdo,
apds a translagao [a,b] dessa figura, as coordenadas de () passardo a ser
[u, v], determinadas pelas relagoes

Uu=x+a

o—yib (11.1)

As transformacdes segundo as quais todos os pontos de uma figura giram
de um mesmo angulo em torno de um mesmo ponto fixo, o centro da rotagdo,
sdo denominadas rotagoes.

Nas rotagbes, como nas translagdes, as figuras comportam-se como corpos
rigidos, isto é, a distancia entre quaisquer dois pontos da figura ndo se altera
ap0s a transformagao.

Para obter as novas coordenadas [u, v] de um ponto P, depois de girado
de um angulo # em torno da origem, aplica-se uma matriz de rota¢do as suas
coordenadas originais [z, y]. Segue-se uma derivagdo dessa matriz.

Observe os pontos P e Q) da figura 11.1, onde @) corresponde ao ponto
que se obtém apds girar P de um angulo 8, na dire¢do anti-horédria, em
torno da origem.

de desenho a escolher essas formas para os esquadros.

Rotacao
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As relagOes entre as coordenadas cartesianas [z, y] de P e [u, v] de Q) e suas
correspondentes coordenadas polares?, P = {r,a},Q = {r,a + 6}, podem
ser obtidas facilmente das relacdes trigonométricas construidas a partir da
figura 11.1

T =rcosa
y = rsino
u = rcos (a+6)
v = rsin (a + 6)

(11.2)

Figura 11.1: Rotagdo de um ponto em torno da origem

Expandindo as expressdes de u e v, de acordo com as identidades trigo-
nomeétricas fundamentais, obtemos

u=rcos(a+6) =r(cosa-cosf —sina-sinf)

U:rSin(a+0):r(COSa'Sin0+C080-sina) (11.3)

Confrontando esses resultados com os valores de 2 e y em (11.2), podemos
rescrever (11.3) na forma

u=2zcosf —ysind

v=asinf + ycosb (11.4)

4Veja derivagio equivalente na segdo 5.1.2
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Essa identidade pode ser rescrita na notagdo matricial:

lZ]:Rax[ﬂ (11.5)

onde Ry é a matriz de rotagéo

cosf —sind
o= [ sind cosé ] (11.6)

Na notagdo usada em (11.4), os pardmetros da rotagdo, (siné,cos6)
aparecem misturados as coordenadas [z, y] do ponto, ao passo que na notagao
adotada em (11.5), esses pardmetros estdo separados em dois termos, um
(Reg) que diz respeito exclusivamente a rotacdo e o outro que diz respeito ex-
clusivamente ao ponto. As vantagens dessa decomposicdo ou fatoragao em
dois termos independentes ficardo evidentes adiante, ainda neste capitulo —
e ndo apenas aqui e agora, mas em varias outras aplicagdes e ocasides.

Reflexbes sdao transformagdes que permitem a geragdo de uma cépia da
figura como se ela tivesse sido refletida por um espelho.

Numa reflexdo, a cada ponto de uma figura, corresponde um outro ponto,
simétrico deste com respeito a uma reta dada, conhecida como eixo de re-
flex3o.

No desenho técnico podemos obter reflexdes de figuras recortadas em
gabaritos, se os usarmos voltando sua a face normal contra o papel.

Na figura ao lado, a reta desenhada representa o “espelho” que reflete o
original para produzir sua imagem.

Por meio da composigao de diferentes transformagoes geométricas, pode-
rao ser obtidas reflexdes relativas a eixos arbitrarios, conforme descrito na
secao 11.3.1.

As coordenadas [z, y] de um ponto P, sujeito a uma reflexdo sobre o eixo
horizontal, passam a ser [z, —y]. Quando esse mesmo ponto P for refletido
sobre o eixo vertical, suas coordenadas passardo a ser [—z, y].

Podemos representar matricialmente os efeitos dessas reflexées horizontal

Reflexdo
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e vertical, respectivamente, por meio das expressoes
vw| |1 0 < | ® vw| | -1 0 |2
v | |0 -1 y |’ v | 0 1 y |’

Reflexdes sobre os eixos diagonais (inclinados de 45° e —45°) podem ser
obtidas por meio das seguintes transformagoes

BREHEIRHEHEERIR M

A transformacgio identidade, designada pelo simbolo 1, quando aplicada
a uma figura, a reproduz na sua forma e posigdes originais. Quando se
deseja obter uma unica cépia da figura original, isto é, na forma como ela
foi construida, pode-se omitir a transformagao identidade.

A ocorréncia desta transformagao é mais comum em expressdes por meio
das quais se pretende especificar ao computador uma figura transformada,
juntamente com uma sua cOpia nao-transformada.
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11.2.2 Similaridades

O pantégrafo adiciona as isometrias uma nova transformagao que lhe permite
produzir cépias reduzidas ou ampliadas de figuras.

Esta nova transformagao, denominada homotetia, tem, como no caso das
rotagdes, um centro (o centro de homotetia), i.e., um ponto do plano onde
ele e seu transformado coincidem.

Além de seu centro, a homotetia tem, como caracteristica, um fator de
escala A que estabelece a proporgdo segundo a qual a figura serd ampliada ou
reduzida. Para A > 1, as homotetias resultam em ampliagdes; para A < 1,
redugdes. Quando A = 1, as dimensdes da figura nao se alteram. Nos casos
em que A < 0, associadas a alteragdo das dimensdes da figura, dar-se-4 uma
rotacao de 180° da figura.

O centro de homotetia da figura ao lado esta no ponto C.

O conjunto das transformacgdes examinadas acima, que inclui, além da
identidade, trés elementos

{translacbes— rotacdes— homotetias}

forma um novo grupo de transformacgdes denominado grupo de similarida-
5

des®.
As cépias das figuras geradas por transformacoes similares poderao ter
dimensdes lineares diferentes de seus originais (isto é, nem sempre serdo
congruentes), mas ainda assim preservam algumas de suas propriedades in-
variantes: os angulos formados por suas partes correspondentes sdo iguais.

A regra de modificagdo das coordenadas de um ponto P = [z,y] que
produz sua homotetia @@ = [u,v] é descrita pela operagdo ¢ = AP ou, em
termos de suas coordenadas,

5A esse conjunto, convém adicionar as reflexdes. No entanto, ha razdes para se dar a
reflexdo um tratamento diferente pois, em oposigio as transformagoes relacionadas — que
sd0 continuas — a reflexdo no plano é uma transformacdo discreta (ainda que, guando
vista no espago, ela possa ser tratada como uma rotagdo de 180° em torno da reta de
reflex3o).

Homotetia
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(11.7)

11.2.3 Afinidades

H4 outras transformagdes geométricas relevantes para o desenho técnico e
artistico que podem ser adicionadas ao grupo de similaridades, formando o
que se conhece por grupo de afinidades. As afinidades sdo também essenciais
para a geracdo de projecdes axonométricas de objetos sélidos, assim como
para produzir alguns efeitos especiais em figuras planas.

Os efeitos das afinidades sobre uma figura podem ser melhor apreci-
ados se observarmos as sombras produzidas por seu contorno sobre uma
superficie plana quando iluminada pelo Sol: a silhueta da sombra é sempre
uma transformada afim do contorno da figura.

As afinidades podem ser mais facilmente entendidas pelo principiante
através de seus efeitos, do que a partir de suas causas. Esse é um inconve-
niente que deve ser superado por quem quiser explorar mais profundamente
as oportunidades criadas pelo uso dos computadores para o desenho.

Comecemos por examinar um exemplo simples. Suponha que se pretenda
“inclinar” a figura que vem nos servindo de exemplo até aqui. Se vocé
ja estiver familiarizado com as transformacoes isométricas ou com as de
similaridade, ja deve ter concluido que somente por meio delas ndo hd como
conseguir o efeito que se pretende. Isso significa que para obter esse efeito é
necessario um outro tipo de transformacio, diferente das jd estudadas.

As afinidades, diferentemente das isometrias, ndo preservam distancias
nem angulos. H4, no entanto, algumas propriedades importantes que per-
manecem invariantes quando as figuras sdo submetidas a transformacdes
afins: retas paralelas sdo transformadas em retas paralelas; proporgdes entre
segmentos de reta pertencentes a retas paralelas sdo também mantidas nas
figuras transformadas.

As transformagodes afins poderdao ser combinadas livremente entre si, de
modo a produzir transformacdes mais complexas, multiplicando, assim, o
conjunto de efeitos graficos que podem ser obtidos.
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‘Um ponto P de coordenadas [:c, y], quando submetido a uma transfor-
magcdo afim, resulta num ponto @, cujas coordenadas [u,v] sdo dadas pela

identidade
v a1 Qa2 Yy b

Podemos concluir da observagdo da expressdo (11.8) que, para certos
valores dos termos

{(111, a2, @21, 422, @, b},

uma transformagio afim transforma-se numa isometria ou numa similari-
dade. Isto é, isometrias e similaridades representam casos particulares de
transformacoes afins. A ilustragdo ao lado exemplifica a transformagao afim
que descreve a “inclinagdo” de uma figura, um tipo de deformacao que se
obtem, por exemplo, quando, apds desenharmos uma figura na face lateral
de uma pilha de papéis, deslocamos as folhas umas em relagdo as outras.

11.2.4 Ajuste de afinidade

Consideremos o seguinte problema:

Determinar a transformagdo geométrica T que converte o tridngulo o
de vértices ABC no tridngulo o' de vértices UVW.,

O enunciado desse problema traduz-se na equacio T -a =o', onde T é

uma transformacao geométrica.
[0.11

Inicialmente examinemos o caso particular da transformagao F que con-
verte o tridngulo €2, isdsceles retangulo, de catetos unitarios (ver figura ao
lado), no tridngulo a.

As coordenadas dos vértices QXY do tridngulo Q2 sao 00 ol
Q=10,0]
X =1[1,0]
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Sejam
A=Az, Ay
B = [B;, By]
C =[Cs Cy)

as coordenadas dos vértices do tridngulo ABC.

A solugdo deste problema particular consiste em determinar os valores
de todos os termos

{all, a12,a21, @22, Zg, Zy}

que aparecem em (11.8), e determinam completamente a transformagio F,
isto é, determinaremos a transformagdo F que satisfaz a equagdo

F-Q=a (11.9)

A equagdo (11.9) é equivalente as seguintes trés equagdes

F-Q=4A (11.10)
F-X=B (11.11)
F-Y=C (11.12)

cuja incégnita comum ¢é a transformagdo F.

A forma matricial da equagao (11.10) é

a1 a2 0 Zz A
X =

cuja solugao é trivial:

A equagdo (11.11) tem a forma

ay;  apg 1 Az B,
X =
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cuja solugdo se obtém facilmente
ar _ B:L' - Az‘
a1 By - Ay )

A equacdo (11.12) se expressa na forma

ail a2 0 Az | _ | Ce
sG]

cuja solugio também se obtém imediatamente:
a12 — Cl' - Al‘
ag2 Cy — Ay

Podemos, finalmente, escrever a transformacio F, aplicada a um ponto
genérico P = [z, y] do plano, na forma matricial®

B,-A, C,-A T A
F: z z z T | x z 11.13
o el S o B

Para obter a solucdo geral do problema proposto, repetimos o procedi-
mento que seguimos acima, para resolver o problema particular, buscando a
solugao F/ da equagio

F.-Q=d (11.14)

Substituindo Q2 de (11.9) em (11.14), temos
F-Fl.a=d

donde segue-se a solucao do problema geral proposto,

T=F . .FL

80 valor absoluto do determinante da matriz que aparece em (11.13) ¢ igual ao dobro
da drea S(«) do tridangulo « [30], isto é,

1 B-_r - A-_r C‘_r - AI
2| By— Ay Cy—Ay

Se definirmos os vetores a = B — A e b = C — A, concluimos que a expressio acima
coincide com o produto vetorial a x b.

+S(a) =

Solugdo Geral
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11.3 Composicao de transformacoes

As transformagbes geométricas podem ser combinadas umas as outras por
intermédio de uma operagao denominada composi¢do.

Dadas duas transformagoes geométricas a e b, podemos obter a transfor-
macao ¢, denominada composi¢ao dessas transformagoes. Essa composi¢ao
é denotada pelo simbolo”

c=a-b.

Uma translagdo (11.1) seguida de uma rotagdo (11.5), por exemplo, é
descrita pela transformacgio

v y-i—zy

a0 passo que uma rotagdo seguida de uma translacio é descrita pela trans-

formacao
v Yy 2y

A diferenca entre os resultados obtidos nesses dois dltimos casos ilustra
um fato importante das transformacdes geométricas: elas nio sio comuta-
tivas®, isto é, uma translacio seguida de uma rotacio produz um resul-
tado diferente daquele que se obtém quando uma rotagdo é seguida de uma
translacao.

11.3.1 Transformada de uma transformacoes

Suponha que vocé queira girar uma figura em torno de um ponto 7, distinto
da origem. Como a transformacio primitiva Rot(6), definida em (11.6), so-
mente produz rotagdes em torno da origem, deveremos combinar essa rotagdo

TO simbolo que aparece na expressio acima nao deve ser confundido com o ponto-final
.’ nem com o simbolo * usado para designar a multiplicagdo ou o produto de polinémios
geométricos, apresentados na segao 17.2.

8 As operagbes de adicdo e multiplicacio da algebra ordindria sio comutativas pois
a+b=btaeaxb=0bxa.
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a outras, para poder obter o efeito desejado. Essa combinacio é expressa na
forma®:

9=Tp(Z) - Ry Tp(-2)
onde Tp(Z) designa a translagdo (11.1).

A nova transformacdo g executa uma rotagdo de um angulo # em torno
do ponto Z.

A expressdao acima é um exemplo de um caso mais geral, muito comum
na algebra superior, denominado transformada de uma transformagdo:

Dadas duas transformagées quaisquer a e b, podemos transformar a sob
b, de acordo com a expressdo

a-b-a’? (11.15)

onde a~! representa a transformagio inversa da transformagio a.

A seqiiéncia de operacdes que descreve o conserto de uma peca feito na
bancada de um mecanico, descrita na pagina 60, pode ser representada na
forma da transformada de operagdes elementares como a que fizemos acima,
para as transformacgoes. Podemos denotar a operacdo de retirar a peca da
méquina, pelo simbolo a~!.

Essa operagao levaréd a pega até a bancada, na oficina do mecanico onde
serd feita a operacdo de reparo, que denotaremos pelo simbolo 5. Quando
o servigo estiver terminado, serd necessirio recolocar a pega de volta na
maquina. Isso serd feito por meio da operagao inversa aquela pela qual a
peca foi retirada da méquina e levada para a oficina. Como aquela operacao
haviamos dado o nome a~!, a esta daremos, naturalmente o nome a, pois
ela promove a operacdo inversa de recolocar a pe¢a na maquina. A operagao
completa é, claramente, descrita pela expressdo (11.15).

Adverténcia: As operagbes acima descritas devem ser lidas da direita
para a esquerda. Assim, a expressio 11.15 nos diz que a operacao a~! deve
ser executada antes de b, e b antes de a.

Genericamente, dizemos que dadas duas transformagoes geométricas a
e b, a transformagao representada pela expressdo (11.15) é denominada a

®Note que Tp(—Z) = Tp~'(2).
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transformada a da transformagdo b. Sua principal aplicacdo no desenho esté
na generalizacdo das operagdes primitivas, tais como a rotagdo Rot(r) ou
a homotetia Scl(r), para operarem em torno de centros arbitrarios, ou as
reflexdes R, e Ry, para produzirem reflexdes sobre retas arbitrarias.

11.4 Instrumentos que transformam figuras

Na secdo 8.2 examinamos os principios em que se baseiam os instrumentos
usados para tragar curvas; nesta segdo, trataremos de dois instrumentos,
o pantografo ou as aranhas, que implementam transformagdes. Os efeitos
produzidos por esses instrumentos sdo em geral limitados, pois estes ficam
restritos exclusivamente a transformacdo inplementada pelo instrumento,
nao sendo possivel sua composi¢do com outras transformacgoes.

Pode-se mostrar matematicamente, por exemplo, que as espirais equian-
gulares sdo curvas que podem ser obtidas da combinagdao de um movimento
de rotagdo, acoplado ao de uma homotetia. O primeiro consegue-se com um
torno ou um compasso; o segundo, como veremos adiante, com o auxilio de
um pantédgrafo. Nao hé disponivel um instrumento capaz de compor esses
dois movimentos para produzir a espiral. Para compensar a falta de um tal
instrumento, os desenhistas valem-se das curvas francesas que sao formadas,
como os gabaritos, de contornos recortados em material rigido, na forma de
arcos dessas espirais.

As transformacdes, uma vez representadas matematicamente nas memo-
rias dos computadores nao estao sujeitas a essas restricoes técnicas e podem
ser facilmente combinadas umas as outras, o que amplia consideravelmente
o poder do desenhista, para produzir os efeitos que deseja sobre suas figuras.

11.4.1 Pantégrafo

O pantégrafo é um instrumento ajustavel, formado por duas pontas, uma
seca e a outra dotada de grafite ou pena, capaz de reproduzir cépias am-
pliadas ou reduzidas de uma figura. Ele é formado por 4 hastes rigidas
que podem ser articuladas duas a duas. Essas articulagoes sdo obtidas pela
introduciao de pequenos eixos em orificios pré-perfurados em posicoes escol-
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hidas pelo fabricante, ao longo de suas extensoes. Para seu funcionamento
correto, essas articulacées devem ser localizadas nos vértices de um paralel-
ogramo ABCD (fig. 11.2)!°. O ponto O da haste AB serd o centro da
homotetia. Ele é fixado no papel pelo usuario na posigido desejada.

Enquanto o desenhista movimenta o ponto D localizado na articulagio
das hastes AD e CD, de modo a acompanhar o contorno do desenho, uma
pena ou uma ponta de grafite implantada no ponto P do pantdgrafo, desenha,
em sua trajetéria, uma figura homotética a original. Como se pode observar,
a figura desenhada pela pena localizada em P serda uma redu¢do da figura
original. Se invertermos os papéis dos pontos D e P, isto é, se colocarmos a
ponta de desenho em D e acompanharmos o contorno da figura com o ponto
P, produziremos uma ampliagdo da figura original.

Figura 11.2: Pantdgrafo em duas configuragdes

Pode-se observar, em qualquer das duas configuracoes do pantdgrafo na
figura 11.2, que os tridngulos OBP e OAD sao semelhantes. Embora, os
valores de OD e OP sejam diferentes nas duas figuras. a relagdo entre eles é
constante, pois tanto OB quanto O_A, sao os comprimentos fixos das hastes
do pantdgrafo.

19F por essa razdo que as perfuracbes onde se inserem os eixos nio podem ser feitas
arbitrariamente; elas devem sempre possibilitar a montagem de um paralelogramo.
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E facil perceber que a reta OD intercepta o lado C'B do paralelogramo
sempre no mesmo ponto P, qualquer que seja o dngulo formado entre as
hastes OA e AD. O nlimero k

é o fator de homotetia e o ponto O, o centro da homotetia.

Apoés calibrar-se o pantdgrafo para operar com o fator k£ de ampliagdo
ou redugdo desejado — o que se faz escolhendo em que pontos A,B e D
localizarem-se os eixos, e tendo escolhido o ponto no papel onde serd fixado
o centro O de homotetia, passa-se a acompanhar, com a ponta seca fixada na
articulagdo D, o contorno da figura enquanto a outra ponta, fixada no ponto
S é compelida, pelas articulagdes do instrumento, a mover-se segundo uma
trajetéria que realizard uma cépia transformada (ampliada ou reduzida) da
figura. O pantdgrafo, operado com cuidado e alguma pratica, pode produzir
resultados bastante satisfatorios[11].

11.4.2 Aranhas

Uma das transformacoes afins é implementada de forma aproximada, por
meio de um instrumento destinado a reproduzir modificagdes em figuras de
pequenas dimensoes. Eles sdo utilizados rias “aranhas”, que sao instrumentos
construidos para operar em conjunto com alguns normégrafos comerciais
para produzir efeitos modificadores de letras.

Seu principio de funcionamento estd baseado no movimento de um tri-
angulo rigido PQD.

O vértice D do triangulo estd limitado a deslizar livremente sobre o eixo
horizontal de referéncia, mas impedido de deslocar-se verticalmente. O outro
vértice, P, pode mover-se livrementel!. Quando o vértice P for movimentado
pelo desenhista de modo a acompanhar uma trajetéria dada p, o vértice
do tridangulo descreverd uma outra trajetoria q.

11Pode-se concluir imediatamente, que o original da figura a ser reproduzida deve estar
todo contido numa faixa delimitada por duas retas horizontais, a primeira distando a
unidades acima desta e a segunda, a unidades abaixo.
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Figura 11.3: Coordenadas do ponto P transformado de @ pelo triangulo afim

Os lados PD e QD formam, entre si, um angulo 6 (fig. 11.3) Denotemos

por a o comprimento do lado PQ), por b, o do lado PD e por ¢ o comprimento

do lado @D. Sejam [z,y] as coordenadas do ponto P e [u,v], as do ponto

v Q@ e d a distancia do ponto D a origem O. Observando a figura 11.3, pode-

' mos descrever as coordenadas [u,v] do ponto  em termos dos parametros
auxiliares d e ¢:

u=d— ccos(f + ¢) = d ~ ccosfcos ¢+ csinfsin ¢
v=csin(f + ¢) = csinf cos ¢ + ccossin ¢

Para as figuras cujas dimensoes verticais sdo pequenas, podemos adotar
a aproximagao cos ¢ & 1 e obter as seguintes identidades:

ursd— ccosf + csinfsin ¢

v & csinf + ccosfsin ¢ (11.16)

As coordenadas [z, y] de P em termos desses mesmos parametros

rxd—-b
y =bsin¢
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de onde obtemos os valores dos pardmetros auxiliares ¢ e d

sing = ¥
AL (11.17)
Substituindo os resultados de (11.17) em (11.16), temos
uNTF oYt (11.18)

v py + B
onde os parametros a, 3,0 e u sdo definidos de acordo com as expressoes:

p=gcosf®=1/b
o=¢sinf=h/b
a:b(l—u)zb—l
B=bo=h

onde [ é a projecdo do lado QD do tridngulo sobre o lado PD e h, a altura
do triangulo, tomada do vértice () sobre o mesmo lado PD.

A transformacgdo implementada pelo tridangulo afim pode ser descrita,
entdo, pela expressio matricial

U l o z o
MEBMEHEH
11.5 Notacao

Tanto o artista interessado em desenhar uma figura no papel quanto o artesao
encarregado de recortd-la num gabarito, deve preocupar-se com as “pro-
priedades geométricas” dessa figura, isto é, as relacbes existentes entre as
distancias, os dngulos formados entre partes, etc. O problema deles é prin-
cipalmente “geométrico” e consiste na localizagao de pontos, conforme dis-
cutido na parte I deste trabalho.

Para quem desenha contornos a partir das sombras projetadas por um
gabarito, no entanto, o problema é de outra natureza. Nao tendo que se pre-
ocupar com as propriedades geométricas das figuras, ele passa a preocupar-se
em como manipular o gabarito para obter o efeito desejado. Sua atencao se
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desloca das propriedades da figura e passa as propriedades das transforma-
¢oes que ele deve usar para obter da figura recortada no gabarito, um efeito
grafico qualquer. Podemos dizer entao que o problema dele deixou de ser
geométrico e passou a ser “algébrico”.

O beneficio maior que a abordagem “algébrica” traz ao desenhista estd na
notacgdo conveniente que lhe permitird representar simbolicamente as trans-
formagOes geométricas para, por meio dela, comunicar-se mais répida e
precisamente com o computador.

J4 vimos como a notagao algébrica facilita a comunicacio entre o dese-
nhista e o computador, quando se trata de informar & miquina dos proced-
imentos a serem seguidos, para a solu¢do desses problemas.

As mensagens por meio das quais desenhista e computador se comuni-
cam referem-se, em alguns casos, a quantidades, comprimentos ou angulos,
representadas por numeros inteiros, racionais ou reais. Em outros casos
elas referem-se a pontos do plano. Usam-se, entdo, expressdes envolvendo
nimeros complexos, para representar as posigoes desses pontos no plano.

Podemos, como o fizemos para representar quantidades por nimeros
ordindrios ou pontos por nimeros complexos, designar as transformagcoes
geométricas por simbolos, e tratd-las convenientemente.

TransformacGes sao entidades matematicas especiais, para as quais se
desenvolveu uma dalgebra e uma aritmética préprias. Explorando as pro-
priedades matematicas das transformagdes e adotando as notagdes adequa-
das para representa-las, poderemos remeter ao computador ndo apenas as
instrugdes relativas as transformacbes geométricas em si, mas também as
composi¢oes que entre elas se formam para produzir novas transformacgoes,
o que facilita enormemente a tarefa de instrui-lo para realizar determinados
efeitos de desenho.

Notagdao matricial. Na descri¢io das transformacoes geométricas apre-
sentadas na secdo 11.2, utilizamos a notagio matricial, todas elas casos par-
ticulares da expressdo (11.8) que pode ser resumida na férmula

Q=AxP+z
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onde
A:[a“ 6112] e z:[a}.
az1 Qg2 b

A notagdo matricial, embora capaz de descrever completamente a trans-
formacdo, envolve um nimero excessivo de pardmetros, para a majoria dos
casos, 0 que torna seu uso tedioso e freqiientemente induz-nos a leituras
erroneas. A representagdo completa de uma translagido na forma matricial,
por exemplo, tem a forma

Q:[éﬁ]xp+[gﬁ

a0 passo que uma rotacio é expressa na forma

Q:[cosé) —s1n0]xp+ 0}.

sin@ cos@

Notagao funcional. Para o caso dos ajustes de afinidade, apresentados
na secao 11.2.4, podemos simplificar essa notagao representando a transfor-
macao F na forma

Tp(A, B,C) (11.19)

de modo que a matriz que figura em (11.13), correspondente a essa trans-
formagao, passa a ser representada por

Tp(0,B — A,C — A). (11.20)

As representagdes (11.19) e (11.20) tém o mérito de envolver como para-
metros apenas objetos geométricos: os pontos A, B e C, desvencilhando-se
dos ndmeros {a;;}, pouco expressivos ao desenhista.

Podemos representar a matriz A correspondente a transformacdo ge-
ral (11.8) na notagdo funcional da expressao (11.20) mediante artificio, con-
struindo a expressao

Tp(0,[a11, az1), [a12, @22)).
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11.5.1 Transformagao inversa

Convém adotar para a transformacdo 77!, inversa da transformacio 7, a
b b

notacdo Inv(r). Neste caso, ndo estamos fazendo um avango em relacdo a
legibilidade, mas uma concessao as limitagdes dos teclados que devem ser
usados pelo desenhista, para comunicar suas instrucdes ao computador.

Transformagao Matriz Notagao
Translagdo horizontal (1) (1) Tz(a)
Translagdo vertical (1) (1) T (b)
Translagao (1) (1) Tp([a, b])
Reflexdo horizontal (1) _01 R,
Reflexao vertical —01 (; Ry
Meia-volta P HT
1/4 de volta 2 _01 QT
3/4 de volta e iQT
Homotetia 3 g Scl(A)
. cosf —sinf
Rotagdo sinf  cosf Rot(8)

Tabela 11.1: Notagao recomendada para algumas transformagoes afins

11.5.2 Composic¢ao de transformacgoes

Para ilustrar a composi¢ao de duas transformacoes, consideremos,por exem-
plo, girar uma figura de um angulo # em torno da origem, e, em seguida,
submeter a figura resultante a uma translacdo definida pelo nimero com-
plexo [a,b]. A combinagdo dessas duas operagdes pode ser obtida por meio
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de uma tnica expressio:

Tp ([a,b]) - Rot (8) .

Observe que o simbolo ‘-’ ndo é mesmo usado para denotar a multi-

plicagdo entre dois numero reais ou complexos. Para esta iltima operagio
convencionou-se adotar, em computacio, o simbolo “*’.

Note que o efeito produzido pela composi¢ao acima (cuja seqiiéncia deve
ser lida da direita para a esquerda) é bastante diferente, conforme ji aler-
tamos anteriormente, do efeito produzido pela transformacao definida pela
expressao

Rot (8) - Tp ([a, b]) .

Nenhuma das notagdes apresentadas acima, com excecdo da usada para
representar o ajuste de afinidade

Tp(P,Q,R)-Inv(Tp(A4, B,C))

que representa a conversdo do tridngulo ABC no triangulo PQR, que torna
claro que ao ponto A esta associado o ponto P, a B, o ponto (J e ao ponto
C, o ponto R — é muito expressiva para o desenhista. Para poder instruir
o computador de forma mais sugestiva, adotamos notagdes funcionais mais
simples, conforme constante da tabela 11.1.




12

Perspectiva

12.1 Introducao

A palavra perspectiva designa as técnicas usadas para representar grafica-
mente, em uma superficie, objetos tridimensionais e suas relacoes espaciais.

Nio existe uma forma udnica de se construir tais representagdes. De
fato, uma simples inspecdo do problema matemético que se coloca permite
concluir que, embora seja sempre possivel estabelecer uma transformacio
que faca corresponder a cada elemento de um dominio de trés dimensoes
(onde existem os objetos e suas relagdes espaciais), um elemento de um outro
dominio de duas dimensdes (a tela onde esses objetos sdo representados), o
inverso ndo é possivel. Isto porque hd sempre mais informagdo nos objetos
do mundo tridimensional do que nas suas correspondentes representacoes
bidimensionais.

Uma representacao perspectiva surge, portanto, como um problema ma-
tematicamente indeterminado, exigindo uma simplificacdo do objeto repre-
sentado. Essa indeterminac¢do ndo se resolve pela matemaética, mas somente
pelo arbitrio: nesses casos é necessdrio que alguém decida sobre como se
dara essa simplificacdo, isto é, quais qualidades dos objetos serdo incluidas
e quais serdo excluidas na sua representacdo. Para diferentes escolhas, tere-
mos, portanto, diferentes perspectivas.
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R. Taton e A. Flocon, autores de um livro sobre o assunto [52], assim
enunciam o problema:

Como retirar do objeto sua qualidade corporal, mantendo, ainda, todo
seu significado?

Nio se deve esperar, no entanto, que a expressao todo seu significado, que
aqui aparece, tenha uma interpretacdo unanime ou consensual. Cada um de
nés atribui diferentes valores as qualidades dos objetos observados e assim,
nem todos concordariamos com a escolha feita por uma pessoa qualquer.

Abstragdo. A partir do momento em que fazemos uma escolha, podemos
passar a nos referir ndo mais aos objetos reais, mas as suas representagoes.
Essa possibilidade de nos transportarmos do mundo real dos objetos para
o mundo imaterial das representacbes consiste naquilo que é a esséncia do
pensamento algébrico: a abstragdo.

Se quisermos caracterizar as diferentes escolas de pintura, poderemos
valer-nos, por exemplo, de uma classificacdo baseada nas escolhas feitas por
cada uma delas para representar a realidade. Essas escolhas refletem uma
época com suas formas de ver o mundo, as possibilidades de sua tecnologia,
suas preferéncias pela luz ou pela sombra, pela propor¢ao ou pela disposicao,
pelo contorno ou pela extensio, pela precisio ou pela ilusdo. Houve pen-
sadores que insistiram em fazer entender a pintura como uma forma precisa
de representar o mundo visivel.

Quando, em meados do século XV, estabeleceu-se a fundamentagdo ma-
temdtica para a perspectiva, houve quem entendesse que a pintura iria
reduzir-se a uma mera técnica de transcrigdo, cujos resultados deixariam de
depender do pintor para depender exclusivamente das possibilidades ofereci-
das pela técnica. Segundo essa corrente de pensamento, diferentes pintores,
valendo-se das mesmas regras e das mesmas técnicas, produziriam sempre
os mesmos resultados. A obediéncia a esse realismo radical, que pretendia
identificar a pintura com os efeitos éticos da camera obscura (que hoje con-
hecemos por fotografia — figura 12.1), embora tivesse se tornado uma possi-
bilidade com o desenvolvimento da perspectiva matemadtica, nao se deu nem
mesmo entre os pintores renascentistas, seus criadores, nem dentre seus mais
fiéis seguidores.
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12.2 Camera obscura — perspectiva conica

A figura 12.1 ilustra o principio de funcionamento de uma camera obscura
onde as linhas AP, BQ),CR e DS representam as trajetorias seguidas pelos
raios luminosos. Esse efeito pode ser obtido com precisao com o auxilio de
objetivas fotogréficas.

Figura 12.1: A camera obscura reproduz sobre PQRS a imagem invertida de um
objeto real enquadrado em ABCD

O paradigma da camera obscura, pode ser obtido no computador por
meio das técnicas (ray tracing). Segundo essa técnica, o computador deve ex-
ecutar grande quantidade de cdlculos complexos para determinar as posi¢oes
de todos os pontos que irdo compor a imagem final. O que os autores dos
algoritmos que implementam esses cdlculos estdo tentando fazer com que o
computador é imitar aquilo que o féton faz espontaneamente na natureza!l.

!Considerando que o féton é uma particula ainda mais elementar do que o elétron, cabe
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As bases matematicas para se determinar na tela a localizagdo dos pon-
tos da imagem a partir dos pontos correspondentes do objeto real, foram
desenvolvidos, como ja vimos nas ilustracoes de A. Diirer reproduzidas no
capitulo 2, pelos pintores e mateméticos florentinos da Renascenca, notada-
mente Brunelleschi e Alberti. Os algoritmos dos programas de computa-
dor desenvolvidos para gerar as imagens de objetos complexos, seguem o
principio ilustrado na figura 4.3 de A. Diirer, O desenhista do Alaide.

12.3 Sombras — perspectiva cilindrica

As técnicas de perspectiva baseadas no principio da camera obscura sdo co-
nhecidas por projecdes conicas, pois os raios luminosos, por emanarem de um
vértice Unico descrevem, em suas trajetdrias, as superficies de cones. Neste
capitulo ndo trataremos das projecdes cOnicas. Aqui serdo tratadas apenas
as projecdes cilindricas. Estas diferem das cénicas pois, neste caso, os raios
luminosos sdo todos paralelos. As técnicas da perspectiva cilindrica usam,
como paradigma, as leis da dtica segundo as quais as sombras dos objetos sdo
produzidas pelos raios solares. Dado que o Sol estd a uma distancia infini-
tamente maior do que as dimensdes dos objetos cujas sombras percebemos,
podemos, sem nenhum erro perceptivel, considerar os raios solares como re-
tas paralelas. Assim, entendemos que a sombra projetada por um objeto
sélido sobre uma superficie plana é a projecdo cilindrica do contorno do ob-
jeto observado. A origem da teoria das projecoes cilindricas coincide com a
da propria geometria grega.

relembrar aqui a observacdo do grande bioquimico hingaro e prémio Nobel de Fisiologia
e Medicina {1937), A. Szent-Gydrgyi[1893-1986] [4]:

Quando participer das atividades do Instituto de Estudos Avangados
de Princeton, eu o fiz na esperanca de que, ao conviver com grandes
fisicos atémicos e matemdticos eu poderia aprender alguma coisa sobre
a matéria viva. Mas assim que conclui que em qualquer sistema vivo
hd mais do que dois elétrons, percebi que os fisicos nada tinham a me
dizer. Com todos os seus computadores eles ndo podiam dizer o que o
terceiro elétron poderia estar fazendo. O fato notdvel € que o elétron
sabe evatamente o que fazer. E assim (conclui) que aquele pequeno
elétron sabe algo que todos aqueles sdbios de Princeton ndo sabem e
1850 $6 pode ser alguma coisa muito simples...




Parte IV

A sintaxe do desenho
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Toda composi¢ao artistica tem uma estrutura que a caracteriza. A es-
trutura é uma propriedade imaterial das criagoes artisticas que se constitui
em um objeto autonomo de reflexdo e apreciagao. Nessa reflexdo, o que se
busca, e na apreciagdo, o que se percebe, é a ordem construtiva, isto é, as
leis ou regras de composigao.

A ciéncia que estuda as regras fundamentais das composices lingiiisticas
— a literatura ou a poesia — é a Gramatica. Seria possivel prover a andlise
e a sintese de composicoes plasticas de um instrumento tao valioso?

A transposicdo das técnicas de desenho para o computador, dada a na-
tureza seqiiencial deste, obriga-nos a abordar o desenho geométrico de um
ponto de vista ndo convencional. E essa visdo ndo convencional que nos da
uma, resposta positiva & pergunta que nos colocamos.

Nesta parte do trabalho, deixamos de lado a expressao final dos desenhos
como objeto de estudo para nos voltarmos para uma representagao “textual”
dessa obra, que seja passivel de ser lida e processada por um computador.

A necessidade de traduzir um objeto que se expressa espacialmente — o
desenho, que se manifesta numa superficie usualmente plana — para uma
forma seqiiencial que a represente — um texto cuja leitura, pelo homem
ou pela maquina, se desenvolve no tempo — leva-nos a olhar ndo mais o
resultado mas os processos técnicos que conduziram a esse resultado, isto &,
a sua morfogénese. '
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13

A gramatica das formas
geométricas

13.1 Composicao e linguagem

E costume tratar as obras de arte — literarias, musicais ou pldsticas — como
composi¢Ges. A palavra composigio deriva do verbo compor, que, por sua
vez é formado da contragdo da conjungdo com, de origem latina, com o verbo
por, este, também derivado do latim, ponere.

Somos levados a entender, dessa etimologia, 0 ato de compor como uma
combinagao de diversos atos elementares de pér.

Usa-se o verbo pér na forma: pér alguma coisa em algum lugar. Encon-
tramos, portanto, no uso do verbo pér, duas fontes de variedade: a das coisas
e a dos lugares. Na oragido “poér z em y”, = representa uma coisa (de um
conjunto de coisas) e y, um lugar (de um conjunto de lugares). Referimo-nos
aquilo que é posto, como componente.

Ha uma grande diferenca entre os métodos de sintese ou de andalise das
diferentes formas de composi¢ao artistica, dependendo de onde se alojam os
componentes, se 10 espaco ou no tempo. E comum contrapor-se as chamadas
artes temporais — aquelas cujos elementos temdaticos evoluem no tempo,
como a musica, a poesia e a literatura — as denominadas artes espaciais —
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como o desenho, a pintura, a escultura ou a arquitetura — cujos elementos
teméticos dispdem-se no espago!.

A contrapor as artes temporais as artes espaciais, esta a no¢do de se-
qiéncia. Na apreciagdo estética das artes temporais, a apreensdo do todo
dé-se ao cabo de uma sucessio de sensagoes que se desenvolvem no tempo,
provocando, no contemplador, transi¢oes de estados cognitivos ou de estados
d’alma. J& na contemplagdo de uma obra de arte espacial, ndo é tao fécil
identificar-se uma seqiiéncia de apreciagao.

Tomemos para andlise das expressOes seqiienciais, o exemplo concreto
de um tipdgrafo a compor uma linha de texto. Dizemos que nesse oficio o
tipdgrafo compée um texto, pois ele reiteradamente pée coisas em lugares.
Para ele, essas coisas sdo letras do alfabeto e os lugares, espagos na linha
de texto. Um texto pode portanto ser reconhecido como uma composigao
seqiiencial, isto é, uma seqiiéncia de letras, cada nova letra disposta a direita
da que a antecede.

O lugar ocupado por um elemento numa seqiiéncia, deverd ser sempre
imediatamente apds seu antecessor ou imediatamente antes de seu sucessor.
Portanto, ao compor uma linha, o tipégrafo ndo estd livre para escolher os
lugares onde ird colocar as letras: a natureza seqiiencial do texto restringe
os lugares onde o tipégrafo pode por as coisas (letras)?.

Da mesma forma que uma linha de texto, a oragdo, o parigrafo, o
capitulo, uma obra literaria ou poética, sdo todas exemplos de composi¢bes
seqiienciais. Também a musica pode ser vista como uma composi¢cao seqiien-
cial. Todas essas diferentes formas de expressao artistica tornam-se — para
quem nelas reconhece sua natureza seqiiencial comum — equivalentes a um
mesmo paradigma abstrato: o da linguagem.

Deixaremos por isso, de designé-las, como o fizemos até aqui, por artes
temporais para passar a trata-las por artes de ezpressdo lingtistica.

!Na abordagem tedrica a que nos propomos neste capitulo, excluiremos de seu escopo,
em beneficio da simplicidade, o teatro, a épera ou o cinema, pois neles, as dimensdes do
tempo e espaco fundem-se para a formacio do todo.

2Qbserve que o desenhista ou o pintor nao esta restrito a essas limitagdes. E precisa-
mente essa liberdade que oculta a gramatica subjacente as formas plasticas. Para tornar
evidente essa gramdtica. devemos apelar para artificios tedricos de que trataremos nas
segoes 13.2 e seguintes.
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Gragas a natureza seqliencial das composi¢oes temporais, tanto seus au-
tores quanto seus apreciadores podem recorrer a Gramdtica. No entanto,
por ndo divisarmos com igual clareza nas artes espaciais essas seqiiéncias
caracteristicas, n3o nos acode, para apoio da sintese ou da anilise, socorro
semelhante.

O computador é, em esséncia, uma maquina seqiiencial. Isso quer dizer
que ele é determinado por um conjunto de estados internos que se sucedem,
propelidos por seqiiéncias de sinais externos que nele provocam “impressdes”.
A especialidade do computador é ler e processar simbolos. Imagens, sons
ou sinais de qualquer natureza devem estar acondicionados na forma de
seqiiéncias de simbolos (ou textos®) para poderem ser apropriadamente lidos
e posteriormente processados. Ao “codificar” uma informacio na forma de
um texto dizemos que estamos reduzindo-a a forma lingiiistica.

13.2 Uma teoria da morfogénese

O hdbito da linguagem comum nos iude e parece obrigar-nos, sempre
que ouvimos pronunciadas as palavras ‘contorno’ ou ‘forma’, a imagi-
nar que se trata do contorno ou da forma de alguma coisa, que é um
substrato material que toma essa forma. Cientificamente esse hdbito re-
monta as causa materialis e causa formalis de Aristdteles. Mas quando
chegamos ds particulas dltimas que compoem a matéria, nés vemos que
perde o sentido pensar nas formas como se fossem constituidas de al-
gum material. E como se elas fossem forma pura, nada sendo forma; o
que nds observamos sempre que as vemos é sua forma, ndo uma por¢do
indivtdual de matéria.

Erwin Schrédinger (1877-1961), Science and Humanism.

13.2.1 Forma imaterial

Uma abordagem morfogenética ao estudo das formas e estruturas geomé-
tricas de objetos consiste ndao em vé-las como propriedades desses objetos,

3Esses textos sio, em qualquer caso e em tltima instancia, longas cadeias de sfmbolos
binarios.

Computador
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mas sim como o efeito dos processos naturais ou artificiais que lhes deram
origem.

Os trabalhos em madeira ou metal, o desenho geométrico, a tecelagem, o
assentamento de tijolos ou mesmo o desenvolvimento de um organismo, sao
exemplos de processos morfogenéticos. A despeito de suas diferengas, todos
esses processos compartilham de uma mesma propriedade universal: eles sao
determinados por uma seqiiéncia de transformagdes elementares.

Os tijolos sdo assentados numa parede de acordo com deslocamentos e-
lementares; padroes sao adicionados aos tecidos pelo tecelao em ciclos que
se repetem. Similarmente, o giro de um compasso, o deslizamento da grafite
pela aresta de uma régua ou ainda o desbaste de uma pega de metal ou
de madeira no torno sio formados pela acumulacio continua de transfor-
macdes infinitesimais. O desenvolvimento de um organismo pluricelular é
também o resultado de um processo seqiiencial similar onde novas células
transformadas sdo adicionadas aquelas que lhes deram origem.

Quando se desloca a atencao do efeito (a forma) para a causa (o pro-
cesso morfogenético), pode-se reconhecer a forma como independente da
substancia de que é constituida. Podemos entdo, mais facilmente, concentrar
nossa atencdo na forma propriamente dita, despida das propriedades mate-
riais irrelevantes. Na abstracio que dai decorre, identificamos a esséncia da
morfogénese, isto é, as regras que governam o processo morfogenético.

Em suma, podemos dizer, numa metafora, que a morfogénese estd nos
andaimes, ndo no edificio.

Uma forma é determinada pelas transformacoes caracteristicas que con-
correm para a sua morfogénese. Se, em diferentes ocorréncias de um processo
morfogenético, tudo for mantido constante — exceto suas transformacoes
caracteristicas — entéo, formas diferentes serdo produzidas.

Por exemplo, uma parede pode ser plana ou cilindrica dependendo da
transformacgao que a colocagdo de cada tijolo sofre em relacdo as colocagoes
dos tijolos que lhe precedem durante sua constru¢io; uma peca torneada sera
cilindrica ou c6nica dependendo da evolugio das transformagoes infinitesi-
mais ao longo de sua usinagem. As formas dos érgios de um ser vivo sdo
determinadas pela histéria das transformagoes intrinsecas que, por seu lado,
dependem dos mecanismos de diferenciagdo celular caracteristicos de cada
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fase do desenvolvimento.

Nos processos morfogenéticos mais simples, as transformacges carac-
teristicas permanecem invariantes ao longo do desenvolvimento. Nesse caso,
as formas que deles resultam sdo denominadas regulares e suas expressoes
mateméticas sdo reconhecidas como as drbitas* das transformacdes que os
caracterizam.

Tais regularidades, extensivamente exploradas na sintese de fractais [40,
45, 29] e em modelagem de sistemas caéticos [21], podem ser descritas por
meio de uma lei fundamental, segundo a qual qualquer forma regular pode
ser completamente determinada por trés elementos:

e uma transformagao invariante,
¢ uma forma primitiva (célula) e
s um niimero que mede a extensdo de toda a forma.

Formas nao-regulares podem ser expressas por meio de polinémios geo-
métricos®, como um agregado composto de pegas distintas de formas regu-
lares.

Na Geometria Classica, as formas sdo vistas como entidades auténomas,
derivadas de agentes externos, estranhos a Geometria. Nesta teoria, ao
contrdrio, as formas nao sao vistas necessariamente como propriedades es-
tranhas, mas como o resultado das transformagdes que as esculpem.

Uma vez reconhecidas como érbitas dos grupos de transformagbes, as
curvas que compdem as formas finais podem ser classificadas® de acordo com
o mesmo critério proposto por Felix Klein para a classificagdo das geometrias

[6]-

13.2.2 Instrumentos, ferramentas e orbitas

As trajetérias das mdaquinas-ferramentas sao, em geral, drbitas de algum
grupo de transformagdo. A régua e o compasso, por exemplo, implementam

1A palavra érbita é de uso corrente entre os matematicos que estudam a Teoria dos
Grupos de Transformacgées. Veja secao 13.9.1.

$Ver secio 17.2

5Veja essa classificacdo & pagina 178.

Formas Regulares

O Programa
de Erlangen
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transformagdes euclidianas. Tais transformagdes sdo também caracteristicas
do torno. A maioria das obras feitas a partir de partes regulares como tijolos
ou tesselas, pode ser vista como 4rbitas dos Grupos de Transformacoes de
Simetria [57].

13.2.3 Morfogénese e linguagem

Pode-se constatar facilmente que as formas geométricas podem ser codifi-
cadas em termos de simbolos de um alfabeto convenientemente escolhido.
De fato, uma vez que sejam conhecidas as transformagbes que esculpem
uma forma e seja feita uma escolha conveniente de simbolos para a rep-
resentacdo dessas transformagdes numa notagdo apropriada, os processos
morfogenéticos podem ser codificados como sentengas de uma Gramdtica
com Estrutura de Frases[25]. Portanto, formas e estruturas tornam-se um
objeto legitimo da Teoria das Linguagens Formais, convertendo assim uma
abordagem inicialmente transformacional numa abordagem lingiiistica, para
o seu estudo.

Conseqiientemente, o processo morfogenético caracteristico de uma ma-
quina-ferramenta pode ser analisado sintaticamente e os seus limites e pos-
sibilidades, sistematicamente identificados.

Uma vez codificadas, as formas tornam-se perfeitamente plésticas, i.e.,
seu aspecto ou estrutura podem ser facil e radicalmente modificados por meio
de simples manipulacio simbélica. Tal faculdade é potencialmente muito ttil
para uma variedade de aplicagdes no design, em projetos de engenharia, na
automagao da manufatura ou na editoragao eletronica.

13.2.4 Morfogénese dos seres vivos

Encerramos esta se¢do com uma aplicagao da teoria da morfogénese seqiien-
cial, numa tentativa de explicagdo para a origem e o desenvolvimento das
formas dos seres vivos.

Em 1917, D’Arcy Thompson” propés [53], a partir da teoria das trans-

"D’ Arcy Wentworth Thompson, {1860-1948) zodlogo escocés, autor da obra On Growth
and Form onde estd exposta a teoria aqui discutida.
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formagdes geométricas, uma explicacio engenhosa para a modificacio das
formas dos seres vivos. A teoria de Thompson é explicitamente inspirada
na Teoria do Campo®. De acordo com essa abordagem, a evolucio de uma
forma noutra é vista como um processo de transformacdes globais envolvendo
todo o organismo, em lugar de modificagbes locais nas partes do corpo.
Essas modificages globais ocorreriam por efeito de um hipotético campo
morfogenético, capaz de induzir certos “esfor¢os” nos tecidos desses seres,
esforgos esses que provocariam deformagoes globais em seus corpos.

Se essa teoria tem o dom de formalizar, e dessa forma precisar, a nogio
de homologia — isto é, da equivaléncia de estruturas em seres diferentes —
ela, no entanto, ndo explica a origem dessas formas nem tampouco como
as novas formas oriundas desses campos seriam incorporadas aos seres vivos
para serem transmitidas a seus descendentes. Por essas razdes, podemos
dizer que a teoria de Thompson trata da morfologia, mas ndo da morfogé-
nese dos seres Vivos.

As transformacgdes geométricas podem ser usadas sob outro enfoque para
explicar a origem das formas dos seres vivos. Segundo a Teoria da Mor-
fogénese Seqiiencial, podemos, em oposi¢ao a teoria de Thompson, imagi-
nar que a origem das transformagdes é intrinseca ao ser e reside no mate-
rial genético, na forma de cddigos lingiiisticos. A explicagdo da origem e
variagdo das formas dispensa, assim, a hipdtese da existéncia de “campos
morfogenéticos”. Em vez disso, ela pressupde que cada ser vivo é dotado de
uma mdquina seqiiencial capaz de responder a sinais emitidos pelo material
genético®.

Tais sinais seriam “frases” de uma gramdtica e, dessa forma, a inspiragio
da teoria da morfogénese seqiiencial estd na Teoria das Linguagens Formais,
inaugurada por Chomsky!®, e nao na Teoria do Campo.

8 A Teoria do Campo ¢ disciplina estabelecida na Fisica, e teve sua origem nos trabalhos
de Faraday e Maxwell, em particular na nogdo de campo eletromagnético, proposta por
este tltimo.

®Na Second Conference on the Foundations of Information Science, realizada em Viena,
em junho de 1996, o autor propds a explicagdo para a origem e o desenvolvimento das
formas vivas, aqui resumida. O extrato dessa conferéncia encontra-se publicado em [38].
L4 se sugere que os cdédigos originarios dos sinais morfogenéticos estariam inscritos nos
introns do DNA.

% Avram Noam Chomsky (1925-), lingilista norte-americano, é um dos fundadores da
teoria das gramadticas transformacionais e geratrizes, que tiveram profunda influéncia na
Ciéncia da Computagio. As linguagens artificiais como FORTRAN. Algol, Pascal e C bem
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Essa abordagem nos leva a admitir a existéncia de um programa mor-
fogenético, codificado em simbolos discretos no material genético dos seres
vivos, organizados em uma estrutura lingiiistica molecular similar aquela
hoje conhecida por “cédigo genético”, segundo o qual se expressam as men-
sagens que instruem a maquina celular a sintetizar as substéncias polipepti-
deas.

As vantagens de uma abordagem gerativa sobre a dos campos morfo-
genéticos sao evidentes. Ela fornece ndo apenas a explicagdo para a origem
das formas dos seres vivos, mas também para a cronologia do desenvolvi-
mento desses seres. Além disso, a explicagdo das modificagoes das formas
dos individuos das espécies ao longo da evolugio estd em conformidade com
as explicagOes filogenéticas estabelecidas.

13.3 Polinomios

Antes de expressar a lei fundamental da morfogénese na sua forma algébrica,
convém recapitular os polindémios da algebra ordindria. Esses polinémios
tém, como pretendemos mostrar ao longo desta secio, elementos estruturais
equivalentes aos das figuras geométricas, e por isso servir-nos-ao de ponto
de partida para o estudo da sintaze das formas.

As formas polinomiais ocorrem com freqiiéncia em muitas situagdes.
Tomemos, por exemplo, na representagdo dos niimeros ardbicos, o problema
de decompor um nimero dado em suas casas decimais. O nimero 3467, por
exemplo, decompobe-se em 3 milhares, 4 centenas, 6 dezenas e 7 unidades.
Essa decomposicao pode ser imediatamente traduzida para a notacgdo das
operagoes aritméticas fundamentais, dando-nos a expressio

3467 =7+ 6-1044-10% + 310 (13.1)

O nimero 10 aparece na expressao (13.1) porque a base de numeragao
usada é a decimal. A expressao (13.1) tem a forma polinomial com a qual
os estudantes de dlgebra elementar logo sdo obrigados a se familiarizar:

como seus tradutores automaticos (compiladores) foram inspiradas nessas teorias.
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An + Gp 1T+ Gp2z® + ...+ a1z" ! + apz™. (13.2)

Veremos a seguir, como se pode chegar a forma (13.2) por meio de um
processo de construgao sequencial para o qual usamos os componentes

ag, 1,02, d3, . . .0y (13.3)

Para construir essa composicdo partimos de ap — tomado como forma e-
lementar — e construimos as formas intermediérias zx, conforme a seqiiéncia

20 =4ao
z1 =a1+ 20T = a1+ aoT
2
zy =ay+ z12 =az + (a1 + aoz)z = az + a1z + agz
z3 =az+ z»z = a3+ (a2 + z12)T = az + azz + ar2? + apz? (134)
Zn = ln+ Zp1T = Gn + 1T+ @p_oz? + ...+ a1z + apz™.

Pode-se reconhecer, na seqiiéncia (13.4), a lei segundo a qual sdo ger-
ados os polindmios do tipo (13.2). Essa lei assume a forma da relagio de
recorréncia

2y =0+ Zp_1T. (13.5)

Podemos entio tratar o termo z, como uma composi¢do formada pelos
componentes relacionados em (13.3). O ato de compor é descrito pelas etapas
independentes de pér, cada uma delas denotada pela acdo z*. O “cimento”
que dé totalidade & composigdo é o simbolo +.

13.4 Polinémio de figuras

Nesta secdo, examinaremos a lei de formagcdo (13.5) sob uma interpretagdo
diferente!!. Vamos usé-la, ndo para saber que contas devem ser feitas para

11 A transposigio dessas leis algébricas, para a geometria, foi realizada pelo autor [37, 38]
com o intuito de possibilitar uma descricdo lingilistica rigorosa das formas e estruturas
geométricas, de onde se pode derivar uma notagdo capaz de aumentar a precisao dos
didlogos entre o desenhista e o computador. Os principais resultados dessa transposicao
estio implementados no programa Designer’s Workbench.

Composicio
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determinar o valor do nimero 3467, mas para descrever o ato de imprimi-lo
numa folha de papel, usando uma maquina de escrever.

Tomemos, no lugar dos termos ag, a3, . . . a,, 0s simbolos grificos {3,4,6,7}
do exemplo acima. Agora, ndo nos interessam mais os valores numéricos
desses digitos, mas suas representagOes graficas; temos aqui os olhos do
tipégrafo e ndo mais os do matemético. Na identidade (13.5), vemos agora
em 2z, uma fase da construgio do nosso niimero €, no lado direito da iden-
tidade, o ato de colocar mais um digito na impressao inacabada do nimero.

z0 = ag 3 | Imprime o simbolo ‘3’ no papel
20T 3U | Desloca a folha de papel uma casa a esquerda
z1 = a1 + zox 34 | Adiciona o simbolo ‘4’ ao nimero impresso

z1T 34U | Desloca a folha de papel uma casa & esquerda

zZ2=ay + 217 346 | Adiciona o simbolo ‘6’ ao mimero impresso

22z | 346U | Desloca a folha de papel uma casa 4 esquerda

23 = az + 22z | 3467 | Adiciona o simbolo ‘7’ ao niimero impresso

Tabela 13.1: Evolugao da digitacdo do nimero ‘3467’ numa maquina de escrever.

Observando o processo da “montagem” do nimero na superficie do papel,
vemos que seus algarismos vio aparecendo no papel, em seqiiéncia. a cada
toque.

No primeiro toque surge o algarismo 3. Segue-se, entdo a proxima etapa
do processo de montagem do nimero, isto é, assim que a impressdo do al-
garismo 3 estiver terminada, a folha de papel, impulsionada pelo carro da
maquina, sofre um deslocamento para a esquerda. Para simbolizar essa nova
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interpretagio da lei de formagdo (13.5), denotaremos o deslocamento da
maquina de escrever por X.

A tabela 13.1 detalha a evolucdo da digitagdo do nimero ‘3467’ no papel.
Nela, o espago em branco que aparece a direita de cada algarismo digitado
quando este sofre um deslocamento para a esquerda, estd representado pelo
simbolo Li.

Adotando esses novos significados para os simbolos ag,ay,...a, e z,
podemos, entdo, reler a lei (13.5) e reconhecer a impressio de um novo
algarismo aj na folha de papel, como o resultado das operagdes de subme-
ter a impressdo inacabada zx—; do nosso nimero a um deslocamento z do
papel para a esquerda, seguido da impressdo do tipo correspondente ao al-
garismo aj na superficie do papel. Para enfatizar a diferenga de significado
que atribuimos a varidvel ¢ que ocorre nos polinémios, passamos a denota-la
em negrito, por x.

Assim, representamos o processo usado para digitar o nimero ‘3467’ pelo
polinémio
T+6-x+4-x24+3-x5 (13.6)

Confronte a expressdao (13.6), que descreve um procedimento para dese-
nhar uma figura, com a expressao (13.1) que descreve um procedimento para
calcular o valor de um nimero. Enquanto aqui o simbolo x representa um
movimento do carro da maquina de escrever, 14, em lugar de x encontra-se
o namero ‘10".

Devidamente familiarizados com essa nova forma de ver a lei (13.5), con-
sideremos entdo, como préximo exemplo, o assentamento de tijolos descrito
na segao 13.2.

Neste caso, podemos reler a lei de recorréncia (13.5) tomando os termos
ag,a1,0ag,a3,...4, Na0 mais como nimeros ou digitos, mas como tijolos.
O simbolo x, representard agora, a forma de assentar esses tijolos. Na
identidade (13.5), vemos agora em zi, um muro inacabado e, no lado direito
da identidade, o ato de colocar mais um tijolo numa parede inacabadal®.

12 A diferenca importante neste exemplo é que a lei descreve um processo um pouco
estranho de construgdo, pois nele é o muro e nio o tijolo que sofre um deslocamento.
Essa diferenga néo é relevante para nosso caso, pois ela significa apenas uma mudanca do
referencial segundo o qual observamos o processo de impressdo do numero.

Assentamento
de tijolos
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O tracado de figuras A partir desses exemplos, podemos generalizar ainda mais a identida-
de (13.5) como representante algébrica da lei fundamental da morfogénese
para referir-se ndo apenas aos processos de digitacio ou de assentamento
de tijolos, mas também ao tragado de figuras. Assim, interpretaremos os
termos da identidade (13.5) da seguinte forma:

zx é uma figura (uma forma geométrica inacabada),
ax é uma figura elementar ou primitiva,
x é uma transformacdo geomsétrica.

‘4’ representa a superposicdo de duas partes da figura!®.

Podemos dizer que a forma final z, é uma- composi¢do formada pelos
componentes ag, ay, az, - - -, Gn, arranjados conforme a lei expressa em (13.5),
que é, por sua vez, estabelecida pela transformagao x.

Podemos, entdo, interpretar os polinémios (13.2) e os simbolos que o
integram, da seguinte forma:

o o simbolo!* x designa uma transformacio geométrica. A transformacio x pode ser
uma composi¢io qualquer das transformagdes primitivas apresentadas na se¢ao 11.3
como, por exemplo,

x = T»(120) - Rot(60) - Ty(80).

e os simbolos ag,a1,d2,...,an denotam componentes de uma composi¢ido, isto é,
tracos primitivos ou figuras compostas e

e o sinal ‘+’ como a superposicido de partes- de uma figura para formar a composicdo
final.

13.4.1 Orbita

Um caso particular de polindmio, muito importante para o desenho, ocorre
quando uma composigdo é formada por um inico € mesmo componente, isto

1305 pontos do desenho formam um conjunto. Portanto, podemos identificar a operacio
representada pelo simbolo ‘+’ como a unido, estudada na algebra dos conjuntos, ainda que
o simbolo comumente adotado por outros autores para representar essa operagao seja o ‘U’.
Preferimos preservar o simbolo ‘+’ principalmente porque o simbolo U nao é encontrado nos
teclados, nem é comum nas fontes de caracteres disponiveis hoje nos sistemas operacionais
dos computadores.

! Representamos X em negrito para enfatizar que aqui se trata de uma transfor-
macao e diferencid-la mais explicitamente das figuras, representadas pelos simbolos
ap,di1,adz,...,0n.



(©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana 169

é, quando
a=0ap =001 =02 = ... = 0y,

a expressiao polinomial (13.2) que representa a figura final z,_; pode ser
escrita na forma

at+a-x+a-x*+...+a-x"T=a 1+x+x*+...+x" Y. (13.7)

A expressio entre parénteses em (13.7) envolve apenas transformagdes:
ela ndo se refere a nenhuma figura. Nessa expressio, reconhecemos a 6r-
bita da transformagio x, que serd apresentada na secio 17.4.5. A notagio
adotada neste trabalho para representar as érbitas é

a-(1+x+x*+...+x" 1) =qa- Orb(n,x).

13.5 Polindmios geométricos

A 4rbita é também uma forma polinomial envolvendo somente transforma-
¢Oes, isto é, ela nao inclui simbolos como ag, a1, ay,...,a,. As formas poli-
nomiais que envolvem apenas transformacdes, representam um papel im-
portante na composicio de desenhos por computador. Designaremos essas
formas por polinémios geométricos'®, para diferencia-los dos polinémios de

figuras.

Pode-se construir formas polinomiais mais complexas do que as Orbitas,
isto é, podemos aplicar as figuras, nao apenas uma, mas duas (ou mais)
transformagdes. Consideremos, entdo, o caso de duas transformacées, x e y.
As formas polinomiais da algebra ordinaria que envolvem duas variaveis sdo
representadas na forma

oo + Q10T + A1T + A112Y + a2122Y + a127y? + aznziyt + . .. (13.8)

1305 polindmio geométricos apresentam uma diferenca muito importante em relacio aos
polindémios ordinarios da algebra, onde sio tratados como instancias das estruturas de-
nominadas anéis. Essa diferenca se encontra nas propriedades da operacao ‘+'. Enquanto
nos anéis essa operagdo é caracterfstica de um grupo, nos polindmios geométricos isso nao
é verdade. De fato, neste dltimo caso, esse simbolo designa a operagdo de unido, para a
qual uma equagido do tipo a + z = b ndo tem solugdo, para quaisquer a e b. Polinémios
geométricos ndo sido, portanto, instancias de anéis.
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Nos termos a;; que aparecem na expressdo (13.8), o primeiro indice ¢
representa o expoente de z e o segundo, j, o expoente de y. Tais formas
polinomiais podem ser generalizadas para envolver ndo apenas duas, mas
uma variedade maior de varidveis, w, z, y, z, etc.

Passemos do polindmio da élgebra ordinaria (13.8) aos polinémios de
figura. Expressoes andlogas derivadas da (13.8), envolvendo composicdes
de diferentes transformagoes geométricas podem ser construidas como, por
exemplo, o seguinte polindmio de figura, envolvendo os componentes a,b e ¢

a-x+b-x-ytz4c-2%-x (13.9)

A expressdo (13.9) representa uma composigio feita com as transforma-
¢des X,Y,z sobre os componentes a, b, ¢, ao passo que o polindmio de figura

a-x+b-y+c-z, (13.10)

apesar de envolver os mesmos componentes a, b, ¢c e as mesmas transforma-
¢Oes geomeétricas x, Y, z, descreve uma composi¢io diferente.

13.5.1 Polinémio de uma figura

Podemos, como fizemos ao construir a érbita na se¢do 13.4.1, imaginar com-
posi¢des como as expressas em (13.9) e (13.10), formadas ndo por trés com-
ponentes, a, b, ¢, mas por um unico, tal que

a=b=c

As expressoes (13.9) e (13.10) passariam a ser escritas na forma

a-(x+x-y4-z+z2-x)

o (xtyiz) (13.11)

Temos em (13.11) uma generalizagado das érbitas, formadas por expres-
sbes que envolvem composicdes representadas pelo simbolo -’ e superpo-
sicoes, designadas pelo simbolo ‘4’, aplicadas a uma mesma figura. As
expressoes entre parénteses em (13.11), nao envolvem nenhuma figura e sao,
também, formas polinomiais.
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13.6 Produtos de polindmios geomeétricos

Podemos ir ainda malis adiante na exploracdo das formas polinomiais da
dlgebra ordindria, em beneficio do desenho. Dois polinémios geométricos
quaisquer podem ser “multiplicados”, um pelo outro, para formar um novo
polinémio geométrico. Para denotar o produto de dois polindomios nés os
envolvemos, como na &algebra ordindria, pelos simbolos de abre e fecha pa-
rénteses e denotamos o produto pelo simbolo ¥, como no exemplo abaixo

(1+x-y+2)*(z-2z+f)*Orb(n,p). (13.12)

No exemplo (13.12) observamos o produto de trés polinémios, separados
pelo simbolo ‘*’. Os dois primeiros polindmios geométricos aparecem en-
volvidos, cada um, pelo par de abre e fecha parénteses. O tdltimo polinémio
geométrico é uma 6rbita; ndo € necessario envolvé-la pelo par de abre e fecha
parénteses.

Com essa generalizacao dos polindomios geométricos, podemos represen-
tar uma composicdo f como sendo a superposicdo de outras composicoes,
em expressoes do tipo

f:ao-To+a1-T1+a2-T2+...+an-Tn. (1313)
onde os Tg, T}, Ty, . .., T, sdo polinémios como os exemplificados em (13.12)
e 0s ag, a1, 43, . . ., Uy, 08 componentes da figura f.

13.7 Composigao e componentes

Os componentes mais elementares de uma composicdo sdo os tragos primi-
tivos. Os tragos primitivos de que tratamos neste trabalho sdo:

o segmento de reta;
as curvas cdnicas (o circulo, a pardbola. a elipse, a hipérbole) e seus arcos;
as espirais e seus arcos;

as curvas de Bézier.
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13.6 Produtos de polinémios geométricos

Podemos ir ainda mais adiante na exploragdo das formas polinomiais da
dlgebra ordindria, em beneficio do desenho. Dois polindmios geométricos
quaisquer podem ser “multiplicados”, um pelo outro, para formar um novo
polinémio geométrico. Para denotar o produto de dois polinémios nds os
envolvemos, como na algebra ordindria, pelos simbolos de abre e fecha pa-
rénteses e denotamos o produto pelo simbolo *, como no exemplo abaixo

(14+x-y+2)*(z-2z+f)*Orb(n,p). (13.12)

No exemplo (13.12) observamos o produto de trés polinémios, separados
pelo simbolo ‘*’. Os dois primeiros polindmios geométricos aparecem en-
volvidos, cada um, pelo par de abre e fecha parénteses. O iltimo polinémio
geométrico é uma 6rbita; ndo é necessario envolvé-la pelo par de abre e fecha
parénteses.

Com essa generalizagao dos polinémios geométricos, podemos represen-
tar uma composi¢cdo f como sendo a superposicdo de outras composigoes,
em expressoes do tipo

f:a,o'T0-|-G,1'T1-|-a2'T2-|-...+a,n'Tn. (1313)
onde os Tg, Ty, T, ..., Ty sao polinémios como os exemplificados em (13.12)
e 0s ag, a1, asg, . . ., 4, 0s componentes da figura f.

13.7 Composi¢cao e componentes

Os componentes mais elementares de uma composi¢ido sdo os tragos primi-
tivos. Os tragos primitivos de que tratamos neste trabalho sio:

o segmento de reta;

°
e as curvas conicas (o circulo, a pardbola, a elipse, a hipérbole) e seus arcos;
e as espirais e seus arcos;

°

as curvas de Bézier.
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As composigdes podem ser obtidas ndo apenas da superposicao de tragos
primitivos, mas de suas flexdes, estas obtidas por sua vez, a partir das trans-
formagOes geométricas aplicadas a tragos primitivos.

Um componente pode também ser uma outra figura, de qualquer com-
plexidade, como por exemplo, o desenho de uma letra, de um simbolo gréfico
ou um outro desenho formado por um nimero arbitririo de outros compo-
nentes, desde que cada uma dessas figuras seja, em tltima instancia, formada
por tragos primitivos.

13.8 A sintaxe do desenho

Os polindmios geométricos, por permitirem a obten¢io de uma variedade
ilimitada de flexdes dos tragos primitivos, fornecem uma forma sintatica
bastante geral, compacta e estritamente lingiifstica de representagio de fi-
guras formadas por tragos.

Podemos entao, interpretar os tragos primitivos como o “léxico” de uma
lingua e os polindmios de figura — obtidos da aplicagdo de polindmios
geométricos a esses tragos — como as frases de uma linguagem do desenho.

As leis algébricas que regem a composi¢cio de polinémios geométricos,
juntamente com o léxico formado pelos tragos primitivos, integram o que
poderiamos chamar de uma Gramdtica das Formas Geométricas ou, numa
forma mais apropriada ao contexto deste trabalho, uma sintaxe do desenho.

13.9 Curvas e dOrbitas

No capitulo 8, referimo-nos aos tragos como as moléculas do desenho, das
guais os pontos sdo os dtomos, a0 passo que nas segées anteriores referimo-
nos aos tragos como as palavras de uma linguagem e aos pontos, como as
letras dessa linguagem.

Nesta se¢io mostraremos porque os tragos podem ser assim considera-
dos. Veremos que essas unidades constitutivas do desenho geométrico podem
surgir, ndo como “elementos primitivos”, mas como consegiéncias da agao
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de transformagbes geométricas sobre pontos?®.

Orbita de um ponto Na secao 13.4.1 vimos que uma Orbita pode ser
aplicada a uma figura qualquer. Nesta secio trataremos do caso extremo em
que essa figura reduz-se a um ponto geométrico.

Consideremos a 6rbita P - Orb(n, x) aplicada ao ponto P,

P.Orb(n,x)=P- (1+x+x2+...+x"*1). (13.14)

Essa 6rbita é formada por n pontos,

Phb=P, PP=P-x,... Pb=P.-x*... P_;=P-x""1. (13.15)

Quem observar com ateng¢ao uma roda girando, podera perceber a intima
relagdo que existe entre o movimento de rotagdo e o circulo e quem observar
o movimento de uma bola sobre uma mesa de bilhar, poderd ver que existe
uma relagio semelhante entre a translagio e a linha reta. A possibilidade de
usarmos o compasso para desenhar circulos e a régua para gerar segmentos
de reta é uma conseqiiéncia dessas relagoes. Vamos examinar aqui essas
relagbes de um ponto de vista matematico, mostrando a equivaléncia entre
transformacodes continuas e as curvas.

Para entender uma transformacgao continua, vamos considerar, como ex-
emplo, o caso em que a transformacao x em (13.14) é a rotagao, em torno da
origem, de um &angulo 6/n, onde # é um angulo arbitrario e n, um nimero
inteiro, isto é, x = Rot(8/n).

Os pontos (13.15) da érbita (13.14) estao dispostos, igualmente espaga-
dos, sobre uma circunferéncia de raio r = OP, formando, cada um com seu

16 A leitura deste item é dispensivel para quem esteja interessado apenas nos aspectos
préaticos do desenho por computador pois o assunto nele tratado é de natureza tedrica e
destina-se aqueles interessados em conhecer as fundagdes algébricas do Designer’s Work-
bench. Ele serve também para mostrar que a relagdo das curvas primitivas que integram o
programa nao resultou de uma preferéncia do autor, mas do grupo de transformagdes nos
quais o sistema estd baseado, no caso, o grupo de afinidades.

Trajetérias e curvas

Rotacido e Circulo
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vizinho, um arco de amplitude /%, conforme a seqiiéncia

P0=P,

P, =P -Rot(0/n),...

P, =P -Rot*(8/n),...
P._1 = P-Rot" ! (8/n).

13.9.1 Orbitas continuas

Passagem ao limite E fécil concluir que para a rotacao,

x* = Rot* (%) = Rot (k0> . (13.16)

n

Tendo em vista a identidade (13.16), concluimos que a seqiiéncia de pon-
tos em (13.15) corresponde uma sucessdo de nimeros k/n e, tendo (13.14)
em mente, podemos visualizar a érbita que vai se formando 3 medida que o
nimero inteiro k percorre, em seqiiéncia crescente, todos os valores de 0 a
n— 1.

Podemos constatar que, quando aumentamos o valor de n,

e a drbita continuara contida num arco de circulo com origem em P, = P;

e quanto maior o valor de n, mais préxirhos estardao uns dos outros, dois pontos
consecutivos da érbita pois o arco 8/n que os separa, diminui quando n aumenta.

e o ponto terminal, P,_;, ficard cada vez mais préximo do ponto de coordenadas
{r,8}. De fato, as coordenadas do ponto Pn,_; valem, conforme (13.15) e (13.16),

{n ()}

Assim, a medida que fazemos o valor de n aumentar, os pontos da érbita
tendem a “encostar” uns nos outros.

Concrecao J4 vimos na se¢do 1.6 que um ponto é um componente invisivel de uma
figura e, portanto, a érbita de um ponto sera também invisivel. Para tornar
a oOrbita visivel, estipulamos que

quando dois pontos “encostarem” um no outro, eles sofrerdo uma al-

teragdo de suas propriedades — como se as “substancias” de que sdo
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feitos sofressem uma “reagdo quimica” capaz de alterar seus atributos
Sticos — que os torna visiveis.

O que estamos fazendo por meio desse exercicio mental é uma concregdo,
isto é, o processo inverso da abstragdo. Seguiremos, entdao, o caminho oposto
daquele que trilhamos quando “destilamos” a linha retal”, para extrair sua
representacio abstrata. Na concregdo, buscamos materializar uma idéia ab-
strata e, para isso, buscamos substdncias materiais que tenham propriedades
préximas daquelas previstas para nossos objetos ideais.

Em oposi¢do a abstracdo, que é um exercicio puramente mental, a con-
crecio é formada por um complexo de atividades tecnoldgicas. Para que es-
sas atividades tenham sucesso, ndo bastam elucubracdes, mas sdo necessirias
incontdveis investigagGes e prospecgdes envolvendo equipamentos e métodos
com substéncias reais até encontrar-se uma — se é que ela existe!® — que
seja dotada das faculdades que desejamos.

As dificuldades ndo param ai. Descoberta a substincia ideal, comega o
trabalho de produzi-la industrialmente, em quantidade, qualidade e prego
acessiveis, enquanto, em outra frente de trabalho, engenheiros projetam e
inddstrias produzem os instrumentos que permitirdo ao homem comum ex-
plorar essas faculdades da substancia sintetizada.

Ao caminhar pela via que nos leva do ponto ao pixel, chegaremos a um
estdgio em que cabe “materializa-lo”. Nesse momento, damos aos pixels as
propriedades tipicas da matéria, como por exemplo, a faculdade de fundir-se
ou de reagir quimicamente uns com os outros. Podemos entdo dizer que a
6rbita aparecerd no papel como um agregado de minudsculos pixels mate-
rializados, dispostos sobre um arco de circulo que liga o pixel P ao pixel
P - Rot(6).

Por meio desse expediente, podemos pensar num trage como o efeito
obtido, quando se aplica a um ponto P a 6rbita continua de uma transfor-
macao dada. Esse ponto é denominado origem do trago.

1"Ver segio 9.4, pg. 110.

18 Alguns alquimistas gastaram suas vidas buscando o elizir da longa vida; outros foram
atrds da pedra filosofal, uma substancia capaz de transformar metais ordindrios em ouro.
O espirito alquimico nunca abandonou o homem. Ainda hoje ha muitos que créem existir
um elizir da tecnologia que, secretado pelos paises ricos, fluira destes aos pobres, graciosa
e copiosamente.

Tecnologia

Traco
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Voltemos & 6rbita (13.14) como descrigio do trago. Se denotarmos por ¢
o nimero k/n, podemos dizer que quando k percorre a seqiiéncia

{0,1,2,...,n -1},
o nimero t percorre os valores entre 0 e 1.

Quando importamos para nosso raciocinio a nog¢do de limite inventada
pelos matemadticos para o Calculo Infinitesimal, pensamos numa 6rbita for-
mada por infinitos pontos. Nesse caso, representamos a expressio dentro
dos parénteses em (13.14), da seguinte forma
lim Orb(n,x) = lim (1+x+x2+...+x"_1) . (13.17)

=00

=00

Enquanto no Célculo Integral uma somatoria de infinitos termos infinites-
imais costuma ser representada pelo simbolo integral

kll_)rrgoZF(:z:k) Azy :/F(:c)da:,

quando se trata das somatdrias que aparecem nas érbitas (13.17), o simbolo
‘+’ representa, nao a operacdo de adicdo entre niimeros, mas a operagio de
unido, definida na Teoria dos Conjuntos. Em lugar dos simbolos " e [, do
calculo integral, usaremos entdo, o simbolo U para representar a “somatdria”

k=n
U xF = 1+x+x2+...+x"
k=0

e o simbolo U para representar o limite dessa somatoéria

t=1

xk/m = Uxt (13.18)
0 t=0

k
lim
n—00
k=

Adotando para x em (13.14) a transformagdo x = Rot(6), a expressao

t=1 t=1
P- (JRot'(8) = P- () Rot(6¢t)
t=0 t=0
designard o conjunto formado por todos os pontos do arco de circulo de
amplitude € que tem origem no ponto P. Pela convencao adotada para os
angulos, o arco serd tragado no sentido anti-horério.
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A expressdo (13.18) vale ndo apenas para as rotagdes, mas para uma
variedade de outras transformagoes geométricas que puderem ser reduzidas
a representagOes infinitesimais. Podemos dizer que a 6rbita de uma trans-
formacgdo 7 sobre um ponto P é uma curva que tem origem em P e termina
no ponto P -7, e a representamos pela expressiao

t=1
p-() (13.19)
t=0

Suponhamos que a curva (13.19), gerada pela érbita da transformagio 7
pertencente a um dado grupo I', é transformada por outa transformagao ¢,
pertencente ao mesmo grupo I', conforme a expressao

¢! (P-tZZjlrf) $.

t=20

Pode-se mostrar que a curva transformada é érbita de outra transforma-
¢do ¢ do mesmo grupo I'. Essas transformacoes estdo relacionadas entre si
por meio da expressao

p=¢7'7¢.

Podemos conceber, portanto, uma figura ' desenhada exclusivamente a
partir de arcos de curva produzidos por 6rbitas de transformacdes de um
dado grupo I e, entdo, afirmar que

qualquer figura dertvada de F' por uma transformagdo ¢ do grupo T,
serd formada exclusivamente por arcos de curva gerados por drbitas de
transformagées desse mesmo grupo T'.

Esse resultado é importante para as técnicas de desenho por computador,
pois ele mostra que se for possivel desenhar, por meio de um conjunto de
algoritmos fundamentais, as curvas geradas pelas érbitas de todas as trans-
formac6es de um dado grupo, entdo todas as figuras que forem representadas
exclusivamente por arcos de curva produzidos por essas transformagoes, bem
como todas as suas transformadas, poderdo ser reproduzidas pelos mesmos
algoritmos fundamentais.

De fato, decorre das propriedades dos grupos que se a cada transfor-
magio geométrica 7 de um grupo I' corresponder uma curva caracteristica,
entao,

Transformada
de uma curva
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e ainversa 7~ ! de T correponderd uma curva caracteristica desse mesmo grupo I

e a qualquer composicdo de duas transformacdes desse grupo corresponderd uma outra
curva caracteristica desse mesmo grupo I.

As propriedades morfogenéticas das transformacdes continuas servem de
fundacdo para uma Teoria do Trago, e de critério para a classificagdo das
curvas segundo a mesma taxonomia proposta por Felix Klein para classificar
as geometrias!® em seu famoso Programa de Erlangen. Nele, Klein sugeriu
que se entendesse a geometria como [6]

o estudo das propriedades das figuras gque permanecem invariantes sob
um particular grupo de transformacées.

Assim, podemos classificar as curvas em

euclidianas que designam a reta e a circunferéncia, respectivamente. as 6rbitas da trans-
lacdo e rotagdo, transformagées caracteristicas do grupo euchdiano.

similares que designam as drbitas do grupo de similaridades, a saber, as curvas euclidi-
anas (reta e o circunferéncia) e as espirais equiangulares (logaritmicas}).

Minkowskianas que designam as érbitas do grupo de Minkowski;

afins que incluem, além das anteriores. as curvas cénicas (elipses, parabolas e hipérboles)
e suas espirais.

projetivas que adicionam a todas as relacionadas acima, um conjunto menos conhecido
de curvas.

9 Interessam-nos, em especial, dentre as transformagdes que caracterizam as geometrias,
aquelas definidas pelos operadores primitivos dos grupos de Lie para o grupo de afinidades.

A Teoria dos Grupos Continuos de Transformacdes foi desenvolvida originalmente pelo
matematico noruegués Marius Sophus Lie (1842-1899). Essa teoria pode ser vista hoje
como uma fusdo de duas teorias até entao independentes, a teoria dos grupos, de um lado,
e a teoria dos espagos topolégicos, de outro [47].
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SR A linguagem falada é ndo apenas o mais antigo, mas o principal processo de
‘ comunicagao social, e o didlogo, uma de suas formas mais simples. E natural,

imperfeicao da linguagem

(...) Sinais convencionais (...) sdo aqueles que os seres vivos trocam
mutuamente com a intengdo de mostrar, tdo bem quanto possivel, os
sentimentos de suas mentes, ou suas percepgées, ou seus pensamentos.
Ndo hd razdo para emitir-se um tal sinal exceto pelo desejo de expressar
e transmitir @ mente de outro, aquilo que o emissor do sinal tem em
sua prépria mente.

Santo Agostinho [354-430], Acérca da Doutrina Cristd, Livro III,
cap. 1, ano 397 d.C.

(...} o som que eu produzo por meio dos drgdos da fala, excita na
mente de outro homem, que me ouve, a idéia que eu submeto a minha,
quando falo.

John Locke [1632-1704], Ensaio Acerca do Entendimento Humano,
livro III, Cap. I11, § 3.

Filaleto — (...) ndo seria a finalidade primordial da linguagem ezcitar
no espirito de quem me ouve uma idéia semelhante ¢ minha?

Gottfried Wilhelm Leibniz [1646-1716], Novos Ensaios sobre o En-
tendimento Humano, Cap. 11T § 1.

179
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portanto, que os limites e as possibilidades da comunicagdo tenham sido
buscados pelos pensadores antigos no estudo dessa forma de comunicagio.
Aristételes assim referiu-se a esses limites [2]:

E impossivel introduzir numa discussdo, as prdprias coisas discutidas:
em lugar delas usamos seus nomes como simbolos e, por conseguinte,
supomos que as consequéncias que decorrem dos nomes também decor-
ram das proprias coisas (...). Mas os dois casos (...) ndo sdo seme-
lhantes, pois os nomes sdo finitos (...) enquanto coisas sdo infinitas
em nimero. E inevitdvel, portanto, que a mesma férmula e um nome
s6 tenham diferentes significados.

A justificativa dada por Aristdteles estd, possivelmente, errada. Embora
as coisas sejam infinitas em nimero, as frases de uma lingua também o sio.
Se as primeiras sd0 enumerdveis, entdo seria possivel associar a uma coisa
determinada, uma frase também determinada, pois as frases de uma lingua
sd0, também, enumerdveis. A diferenca entre esses dois casos nao estd,
portanto, na impossibilidade de se representar cada coisa por um nome, mas
na inviabilidade pritica de fazé-lo!.

Parece-nos mais razodvel atribuir os limites da comunicagdo a outra das
caracteristicas da linguagem referidas por Aristételes nas reflexdes repro-
duzidas acima:

(...) supomos que as conseqtiéncias que decorrem dos nomes também
decorram das préprias coisas.

A ambigiiidade parece estar na impossibilidade de se estabelecer uma e-
quivaléncia precisa entre as conseqiiéncias que decorrem dos nomes e as
conseqiiéncias que decorrem das coisas.

Um didlogo que se trava entre dois interlocutores, pode ser decomposto
em dois processos elementares: a expressao e a impressao. Ao exprimir uma
idéia, aquele que fala tenciona imprimi-la na mente de quem ouve. Assim,

"Mas as coisas néo sac assim t&o simples. Segundo a Mecanica Quéntica, as particulas
microscopicas que constituem a matéria sdo indistinguiveis umas das outras, o que torna
equivoca a nogdo de enumerabilidade que aqui se adota, bem como elimina a possibilidade
de dar-se, a cada coisa do universo, um unico nome identificador.
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podemos entender a impressao como sendo a conseqiiéncia ou efeito pro-
duzido por uma expressdo. Esse efeito, porém, nem sempre é determinado,
pois a uma mesma intengao expressa, podem corresponder os mais variados
e inesperados efeitos, isto porque duas pessoas distintas podem ter, diante de
uma mesma expressao, impressoes diferentes. Assim, fica claro que o efeito
produzido por uma mensagem nao pode estar na mensagem em si, mas na
forma como o cérebro de quem ouve as processaZ.

A ambigiiidade da linguagem é uma permanente amega a precisdo em
todo processo de comunicagdo, conforme se pode depreender de qualquer
uma das trés citagbes que encabegam este capitulo. Santo Agostinho a
expressa na forma de uma comunicagio tdo boa quanto possivel, enquanto
Leibniz nos apresenta um Filaleto satisfeito em extrair da comunicac¢io, um
resultado apenas semelhante.

14.1 Ambiguidade e rrro

H3 muitos anos, as ligagoes interurbanas eram intermediadas por uma tele-
fonista que estabelecia o contato entre os interlocutores. Conta-se que certa
ocasiao, um morador da cidade de Sdo Paulo atendeu a um telefonema, ori-
gindrio de Belo Horizonte. A telefonista, cumprindo o procedimento usual
das ligagdes interurbanas fez a pergunta:

— E de Szo Paulo?

A resposta, em tom indignado, veio, imediata:

— Na3&o senhora! Aqui é tudo Palmeiras!

Noutra ocasido, o seguinte didlogo telefonico foi ouvido de passagem:

— De onde falam?

2Tem sido um erro comum entre alguns autores da Teoria da Informacéo, atribuir
propriedades semanticas (significado) a uma mensagem, para medir, pela entropia, sua
quantidade de informag¢do. Costumam esses autores argumentar que a mensagem tem
mais ou menos informacao conforme esta seja mais ou menos surpreendente a quem a
recebe. Ora, o grau de surpresa é uma propriedade do receptor, ndo da mensagem [39].
Né&o se pode falar em significado de uma mensagem senao em referéncia ao efeito por ela
provocado sobre o ouvinte.
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Depois de um longo periodo de siléncio, uma voz triunfante respondeu:
— Debaixo da escadal!

Os técnicos em comunicagdes costumam dizer que esses sdo problemas
de protocolo. Os protocolos sdo simbolos ou sinais cujos significados sdo
entendidos tdo logo tenham sido percebidos, sem ambigiiidade, por ambos
interlocutores de um didlogo. Para esse fim, eles devem ter sido convenciona-
dos, isto é, em algum momento anterior, os significados desses sinais foram
objeto de algum acordo estabelecido entre os interlocutores®.

Para exemplificar mais detalhadamente a necessidade de protocolos pre-
cisos, ndo ambiguos, consideremos a seguinte situagdao. Suponha que se
pretenda explicar, a uma pessoa do outro lado da ligacdo telefonica, como
desligar um equipamento eletrénico importado. O didlogo poderd ser mais
ou menos assim:

— Veja se tem um botdo escrito Power Off!

— Como é°?

— P de pato, O de ovo, W de... de... de... Watt!

— O que € udti?

— Ddbliu. Parecem dois v de vaca grudados um no outro!

— Um em cima do outro?

— Ndo! Um do lado do outro! Entdo, de novo: P de pato, O de ovo, dois V...
— FEspera que eu vou anotar... Dd para repetir?...

E assim segue um didlogo que se trunca a cada duas ou trés mensagens e
que pode culminar com a capitulacio definitiva:

— Desligue o aparelho da tomada...

As referéncias as letras do alfabeto, servem, nas instrugoes transmitidas
pelo telefone, de protocolo de comunicag¢do. A citagcdo de uma palavra inici-
ada por uma dessas letras é um recurso de redundancia usado, na maioria
das vezes, para enfrentar as ambigiiidades originadas, ndo de um possivel
desconhecimento do cédigo, mas da ma qualidade da transmissao.

Esse artificio serd inudtil se um dos interlocutores for analfabeto. Isso
porque um analfabeto, por nao ter sido submetido a um processo de alfa-
betizagdo (que é o momento em que ele toma conhecimento da convengdo

3Convencbes e protocolos sio discutidos na secao 15.
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adotada para as letras), ndo consegue construir em sua mente, uma imagem
semelhante & de seu interlocutor.

14.2 Ambigiidade e arte

Nem sempre a ambigiiidade é vista como causa de erro. Ela pode ser recurso
importante para os autores de obras literdrias.

Recorrendo exclusivamente & palavra, um escritor pode ultrapassar suas
limitagdes e livrar-se das impurezas que corrompem a inspiragdo de suas
idéias. Ao compor sua obra, ele recolhe, seleciona e processa as palavras
como um alquimista manipula folhas, pétalas de flores, ervas ou raizes. Poe-
se entdo a buscar suas esséncias macerando, cozendo e filtrando, até extrair-
lhes os principios ativos num licor destilado. Em seguida faz como quem
recomenda ao leitor:

Amanha é quarta-feira; procura ficar sé, a noite, em teu quarto (...)
Quando estiveres na cama, toma este frasco e bebe até a iultima gota
deste licor destilado. Imediatamente correrd por tuas veias um humor

frio e letdrgico (...) [51].

Uma obra literdria é uma forma de comunicagdo, um didlogo incompleto
por meio do qual um autor dirige-se ao leitor. O autor, de um lado, ao
compor, reduz os complexos e elaborados atos de criagdo a atos elementares
de pér simbolos em uma dada seqiiéncia. O leitor, de outro, ao aprecid-la,
experimenta algo parecido com a operagdo inversa. Na leitura de uma obra,
a mente do leitor deixa-se atravessar pelo fluxo do texto como se este fosse
um “licor destilado a correr por suas veias” e a liberar seus principios ativos.
S&0 esses os humores que, nesse fluxo, desencadeiam as transigoes cognitivas
ou estéticas que constituem a esséncia da apreciagdo intelectual ou artistica.

Dizemos, como ja o fizemos ao discutir o didlogo, que o efeito de compor
¢ a expressdo e o efeito de decompor, a impressdo. A primeira é obra do
autor, a segunda, do leitor.

A impressio ndo é, exatamente, o processo inverso da expressio. Isso
porque o meio no qual a obra literdria estd registrada — a escrita — ¢é

Expressao e Impressao
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usado de forma incompleta, tornando-se assim, incapaz de representar o
todo concebido. O poder descritivo da linguagem resulta limitado; as idéias
e as imagens registradas, incompletas.

Descritos, um lugar, um objeto ou uma paisagem, nao tém forma; as
agOes nao existem: nao sdo mais do que um amontoado de simbolos inertes.
Quem lhes da as formas definitivas e a vida, é quem 1é. Eles tém tantas
formas distintas quantos leitores houver. Um leitor ndo é simplesmente o
observador passivo de uma seqiiéncia de simbolos grificos postos a desfilar
diante de seus olhos. Ele é um criador que, da leitura, reinventa a obra por
seus proprios meios.

A linguagem escrita é ainda mais “falha” do que a falada. Para formar-
mos uma idéia desse “defeito”, coloquemo-nos as seguintes questdes:

Ndo é muito mais dificil identificar o sezo do autor de uma frase
na linguagem escrita do que na falada? Ndo estd a linguagem
escrita despida de atributos intrinsecos a linguagem falada, tais
como a entonagdo, o ritmo, a pronincia ou a énfase?

Podemos concluir das reflexdes quase espontianeas que nos vém a mente,
como respostas a essas breves questoes, que a linguagem escrita é uma versao
mais destilada, mais impessoal, mais pura da expressdo lingiifstica?. Em
suma, mais desmaterializada, mais abstrata.

Ler uma obra literdria ou poética consiste em reconstruir, em nossa
mente, os vazios, tao inevitaveis quanto encantadores, deixados na obra pela
falibilidade da escrita. Nao sao raros os autores que fazem das limitacdes da
escrita, um principio estético, intensificando-as intencionalmente. A palavra
escrita tem um poder sugestivo e encantador capaz de provocar no leitor,

imaginacdes que transcendam o que estd estritamente expressos.

1N&o é dificil imaginarmos uma notacdo mais completa onde, as letras e sinais de
pontuacao usuails, adiciondssemos os simbolos das partituras musicais. Algumas das
deficiéncias da escrita convencional acima denunciadas, seriam, dessa forma, facilmente
contornadas. Nao foi esse, no entanto, o caminho seguido pelas diferentes escritas em suas
evolugdes.

5Mallarmé, poeta simbolista francés (1842-1898), é um exemplo de esteta que
perseguiu, deliberadamente através desse poder encantador que tem a palavra escrita,
a multiplicacdo de impressoes.
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A escrita nio é falha apenas por ser incapaz de veicular mensagens que
produzam impressdes uninimes pois, muitas vezes, um texto escrito nio
provoca em seu proprio autor, impressoes coincidentes com as idéias que ele
tenciona expressar.

E no preenchimento dos vazios da linguagem escrita, pela imaginagio,
que se realiza o espago criativo da apreciagdao artistica. Expressio e im-
pressdo devem ser vistos, portanto, como atos complementares de criagdo
que conferem a uma composi¢io, sua totalidade artistica.

14.3 Ambigiiidade e crime

(...) assim como ao contar, aqueles que ndo tém suficiente habilida-
de em manusear as suas pedrinhas, sdo logrados pelos espertos, tam-
bém na argumentagdo, os que ndo estdo familiarizados com o poder do
significado das palavras, sdo vitimas de falsos raciocinios tanto quando
discutem eles préprios como quando ouvem outros raciocinar.

Aristoteles, Dos Argumentos Sofisticos.

Como vimos na secao 14.1, a ambigiiidade pode levar ao erro. Explorada
com pericia, engenho e dolo, a ambigiiidade pode ser usada, também — nio
para a arte — mas para o crime. Com asticia, pode-se

obter para si ou para outrem, vantagem patrimonial ilicita, em
prejuizo alheio, induzindo ou mantendo em erro alguém mediante
artificio, ardil ou qualquer outro meio fraudulento®.

E a essa pratica que se dd o nome de estelionato.

Pode-se dizer que a doutrina filoséfica que serve de fundamento a ide-
ologia predominante da midia e da propaganda contemporaneos — embora
isso possa ndo ser intencional e nem mesmo consciente — é a dos sofistas.

Sestelionato in Aurélio Buarque de Hollanda Ferreira, Novo Diciondrio da Lingua
Portuguesa.

Estelionato

A Reencarnacao
dos Sofistas
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Sdo conhecidos os principios sofistas que se tornaram pratica dos editores
inescrupulosos:

Uma mentira repetida a eraustdo transforma-se em verdade.

Se nossas manchetes ndo estdo de acordo com os fatos, tanto pior para
os fatos!

Os sofistas, ao que tudo indica, ndo chegaram a formar uma escola fi-
loséfica, mas exerceram sempre alguma influéncia nas filosofias das diferentes
épocas da histéria. Pode-se resumir o propédsito dos sofistas da seguinte
forma [19]:

Uma vez que todos os contetidos possiveis do pensamento se equivalem,
basta mostrar como dar mais ou menos peso a determinado contetdo
por for¢a da sugestdo, da persuasdo e da stmpatia para poder conquistar
as massas e fazer prevalecer a opinido do mais hdbil.

Num estudo analitico sobre a gramatica feito por Moura Neves [42],
encontramos explicados, com clareza, o interesse e a motivacio dos sofistas
pela linguagem” e pelas demais formas de expressao:

O ensino da arte politica que os sofistas pretendem, inclui a formulagdo
de regras de conduta prdtica. Ndo se quer ensinar nenhuma verdade,
apenas ensinar a vencer em todas as discussoes, a ter sempre razdo em
todas as questées. Isto constitui a arte de persuadir, e, assim, a arte
de falar. Visando a persuasdo, a linguagem apenas conduz a si mesma,
sem preocupagdo da verdade. Diz Platdo que os sofistas ndo se preocu-
pam em absoluto com obter a solugdo certa mas desejam unicamente
conseguir que todos os ouvintes estejam de acordo com eles®. Importa
a adesdo, ndo o ensinamento do justo ou do injusto®.

(...) Para Platdo, os sofistas, dando a tlusdo de que tudo conhecem me-
lhor do que ninguém, apresentam, a propdsito de todas as coisas, ficgées
verbais que trazem a ilusdo do verdadeiro. (...). Para Protdgoras, o
mais fraco de dois argumentos pode ser tornado o mais forte porque o
fenémeno € enganador, € somente aparéncia.

"Uma andlise do uso falacioso da linguagem pelos sofistas pode ser encontrada em [18].
8Platio, Fédon, 9la.
®Platao, Gérgias, 455a.
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Entre os grandes pensadores gregos, a reputacido dos sofistas nunca foi
muito alta. Platdo e Aristoteles ja sustentavam que

os sofistas ndo buscavam a verdade, mas apenas a vitéria nos debates
e estavam preparados para usar metos desonestos para alcangd-la.

14.4 O combate a ambigiiidade

Quem desconsiderar a suprema certeza da Matemdtica estard alimen-
tando a confusdo e jamais conseguird silenciar as contradigées dos
sofistas que levam a eterna charlatanice (...).

Leonardo da Vinci (1452-1519)

H4 uma nitida oposicio entre o pensamento sofista e o pensamento
cientifico. Se alguma influéncia tiveram os sofistas sobre a pratica cientifica
foi a de forcarem os cientistas a combater sua propria ingenuidade e a au-
mentar o rigor de suas teorias justamente para torna-las mais resistentes aos
ardis desses charlataes.

Enquanto os juristas e cientistas procuram, cada um a seu modo e a
sua convicgdo, os meios para estabelecer a verdade, os sofistas dedicam-se a
sustentar que a verdade ndo existe, que tudo é ilusério.

A nés parece dificil convencer um inocente, injustamente condenado por
um crime praticado por outrem, de que sua condenacdo se deve a irrealidade
da verdade. Quando se perde a fé na verdade, quando sua perseguicao deixa
de ser obstinada e sucumbe ao interesse ou & conveniéncia, entdo nenhuma
justica serd mais possivel e multiplicar-se-30 os injusticados.

Quando um homem € injustigado, todos os outros estdo ameagados.
A verdade é tnica, a mentira, miltipla.

Somente pela palavra é que somos homens e nos entendemos. Se com-
preendéssemos claramente o horror e o alcance da mentira, contra ela

Verdade e Justica
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pediriamos o suplicio da fogueira que, com menor razdo se aplica a
outros crimes (...). Se, como a verdade, tivesse a mentira uma sé face,
eu a poderia ainda admitir, pois bastaria considerar certo o contrdrio
do que dissesse o mentiroso; mas hd cem mil maneiras de exprimir
o reverso da verdade e o campo de agdo da mentira ndo comporta
limites.(...)'°. Mil caminhos desviam da meta, um sé conduz a ela.(...).
Quanto € mais socidvel o siléncio do que a linguagem mentirosa! [{1]

Parece-nos ainda mais dificil, sendo impossivel, persuadir um cientista ou um
engenheiro de que é possivel, mediante ardil, induzir as forgas da natureza
a erro. E possivel controlar as forcas da natureza, se fizermos uso dessas
mesmas for¢as. O que ndo é possivel, é engand-las.

A. Einstein nutria pela propaganda indisfar¢avel repulsa. Tanto pela pro-
paganda do governo que lhe deixara a impressdo de que o Estado, por meio de
mentiras, iludia deliberadamente a juventude [3]; quanto pela propaganda
comercial. Ele deplorava as cartas que lhe chegavam dos fornecedores de
desinfetantes, dguas de coldnia, instrumentos musicais ou roupas, acenando
milhares de ddlares pela permissao para dizer que Einstein considerava seus
produtos satisfatérios [9]

Ndo é um deplordvel (sinal de} corrupgdo de nosso tempo, que empresas
fagam essas ofertas sem sequer pensar que estdo querendo insultar-
me? Isso evidentemente significa que essa forma de corrupgdo — pois
corrupgdo € o que isso significa — tornou-se corrente.

19F mais facil encontrar uma mentira que caiba em 30 segundos de propaganda televisiva
do que esmerar-se para veicular a verdade. Além disso, a verdade é cara — demanda
pesquisa, investigagdes, verificacdes — a mentira, pelo contrario. é gratis. Rezava um
antigo ditado: a mentira tem pernas curtas. Hoje, com a proliferacdo dos sofistas na
midia, constatamos, desolados que ¢ verdade também...
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Convencoes e protocolos

15.1 Transposicao para o computador

Como vimos no capitulo 6, reduzir & dlgebra e ao cédlculo, os problemas
fundamentais de determinar os pontos de intersecdo de retas e circunferén-
cias, é um passo importante para podermos trocar a Régua e Compasso pelo
computador para resolver problemas geométricos. Mas ndo é o bastante.

Para que o computador possa resolver um problema geométrico como,
por exemplo, a proposicao 1 de Euclides reproduzida na se¢do 2.3, ele deve
ser instruido corretamente, isto é, ele ndo pode ter nenhuma divida sobre
qual procedimento deverad executar a cada instante. A comunicagdo entre
o desenhista e o computador, como estamos vendo neste capftulo nido pode
deixar, a nenhum dos dois, margem para erros. Para isso é preciso, sem
ambigiiidade,

1. diferenciar os pontos conforme sua natureza, a saber, quais sao os
pontos dados, isto é, aqueles cujas posigdes no plano estdo indicadas no préprio
enunciado do problema que, neste caso sdo os pontos A e B;

pontos derivados, isto é, aqueles cujas posigdes no plano devem ser determinadas
a partir dos dados. Neste caso, C é um ponto derivado, determinado a partir
dos pontos A e B.

2. constatar que as circunferéncias BCD e ACE nao fazem parte da figura final, que
é o tridangulo ABC.

189
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Quando se usa o computador para resolver este problema, nio é necessario tracar
essas circunferéncias para determinar a posicdo do ponto C. O computador nio
determina a posi¢ao desse ponto a partir de tracos feitos com o auxilio da régua e
do compasso, mas por meio do cilculo, que ndo deixa “rastros” no papel.

No desenho com o compasso, essas circunferéncias servem apenas como linhas auxi-
liares, construidas exclusivamente para determinar a posicdo do ponto C; sio como
os andaimes das construcdes de um edificio que, ao final, sdo removidos.

3. constatar que os tnicos tragos que devem ser mantidos no desenho final, sio

e o segmento de reta AB, que faz parte do enunciado, e
e os segmentos AC e BC, tracados na etapa 3 da construgio.

4. observar que ha duas escolhas possiveis para o ponto C (as circunferéncias BCD e
ACE cruzam-se em dois pontos distintos).

Quando se usa a régua e o compasso a escolha desse ponto é simples. De fato, ao
redigir a etapa 3 da construgdo, ndo nos preocupamos em registrar como fizemos
para escolher, desses dois pontos, aquele a que demos o nome C. lsso nio foi
necessdrio porque a figura que ilustra a construgdo elimina eventuais didvidas que
possam surgir ao leitor. Além disso, a natureza do problema é tal que qualquer que
seja a escolha, sempre obteremos um tridngulo equildtero como resultado.

Mas para o computador, isso ndo basta. Para que ele possa chegar ao mesmo
resultado que chegamos nesse processo de escolha, ele deveria ser informado de
todas as etapas do raciocinio que seguimos para chegar 4 decisdo final.

Como vemos, ao instruir um computador para o desenho, deveremos ser
bastante precisos, se ndo quisermos colocé-lo numa situagio que pode tornar-
se embaragosa... Neste capitulo serdo discutidos os protocolos e convengoes
usados para tornar mais preciso o processo de comunicagdo entre o dese-
nhista e o computador.

Na solu¢ao da proposi¢do 2, como no caso do tridngulo equildtero, pode-
mos dar o nome C a qualquer um dos dois pontos. Uma vez escothido o ponto
de nome C, o nome F ficard automaticamente destinado ao outro. Qual-
quer que seja nossa escolha para os nomes, o resultado serd o mesmo. Ha
casos, no entanto, em que nés devemos deixar claro a qual dos dois pontos
estamos nos referindo. Essas situagbes e as formas para contornd-las, serdo
examinadas mais adiante, neste capitulo.

Designagao de uma reta. No desenho com régua e compasso, considera-
se determinada uma reta, quando dois distintos de seus pontos estiverem
determinados. Portanto, uma vez conhecidos os pontos C e F, a mediatriz
do segmento AB estard determinada.
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No tracado da mediatriz, no entanto, surge um novo problema. No de-
senho geométrico tradicional costuma-se tragar, ndo a reta toda — o que é
impossivel — mas um segmento representativo dessa reta, isto €, um seg-
mento que dé a um observador, uma idéia suficiente da fungdo dessa reta no
desenho.

Mas o que significa um segmento representativo? Como poderemos ins-
truir o computador para que ele se torne capaz de responder a essa questio?

Dotar o computador de uma inteligéncia prépria tem sido um grande e
recorrente desafio para os engenheiros e cientistas da computagdo e, enquanto
eles ndo encontram a resposta, a atitude mais simples (e, por enquanto, a
mais sibia) é fugir dela. Em lugar de dar ao computador as condigdes para
resolver autonomamente a questdo, devemos resolvé-la, ndés mesmos, pelo
arbitrio:

Escolhemos o segmento CF (pois jd o conhecemos) como representativo
da mediatriz de AB.

A soluc¢do da proposicio 4 por meio do computador é muito mais sim-
ples. De fato, a obteng¢do do ponto médio de um segmento é uma operagio
primitiva para o computador assim como s3o primitivas, na construgiao com
régua € compasso, as operagdes que permitem determinar os pontos de in-
tersecao de duas circunferéncias, de duas retas ou de uma reta com uma
circunferéncia®.

Para que a comunicagio seja malis perfeita num dialogo, cada interlocutor
deve empenhar-se em construir expressdes precisas. Deve buscar as palavras
certas, escolhendo-as com cuidado e o intuito de eliminar as possibilidades
de engano; deve, em suma, esforgar-se para reduzir a um minimo a variedade
de impressdes que elas possam provocar em seu ouvinte.

Tomemos como exemplo de ambigiiidade, a situagdo que ocorre quando
buscamos a solugdo do problema enunciado na proposi¢ao 1 da segao 2.3,
quando podemos nos defrontar com o seguinte dilema: qual dos dois pon-
tos encontrados como intersegdo das duas circunferéncias devemos escolher?
Problemas desse tipo surgem no desenho geométrico quando buscamos seja a
intersecao de duas circunferéncias, seja a de uma reta e uma circunferéncia.

1Veja secio 2.4.
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Quando somos nés mesmos a desenhar, essa escolha é nossa. Por nido
termos um interlocutor com quem dialogar, ndo nos damos conta de que
temos ai um problema de comunicagdo que resolvemos inconscientemente.
Somente percebemos que existe esse problema, quando nos propusermos a
instruir alguém {que ndo nés mesmos) para fazer o desenho por nés. Como
comunicar-lhe nossa escolha?

Quando um professor desenha um problema geométrico na lousa, na
esperanga de que seus alunos o resolvam em seus cadernos, surge o problema
de comunicagao. Neste caso, ndo é dificil contornar a dificuldade que surge
porque os alunos podem, por simples inspe¢ao visual, descobrir a qual dos
pontos o professor se refere. Além disso, o professor estd 14 presente, para
esclarecer possiveis dividas.

Imaginem agora uma situacio em que o professor nao poderd mais valer-
se da lousa nem de nenhuma outra forma de representacdo visual para
comunicar-se com seus alunos. Suponha, para fixar as idéias, que ele de-
vera fazé-lo por telefonema ou por meio de uma transmissio radiofénica.
Nestas circunstancias o problema de comunica¢do torna-se mais complexo.
E uma complicagdo semelhante que surge quando pretendemos instruir um
computador a desenhar para nés.

15.2 A instrucao do computador

Se nos propusermos a resolver os problemas geométricos, ndo mais por meio
da régua e do compasso, mas por meio do computador, nés deveremos emitir
instrugbes mais precisas que ndo poderdo apelar para recursos de inspecao
visual, como por exemplo, € o ponto de cima ou trata-se do ponto da es-
querda.

Por essa razao devemos buscar uma notagao apropriada por meio da qual
sejamos capazes de instruir a maquina a realizar as operagdes matematicas
necessarias para determinar as coordenadas dos pontos obtidos nos trés tipos
de intersecdo discutidos na secdo 2.4.

Nessa notagdo uma reta serd sempre determinada por dois de seus pon-
tos. Uma circunferéncia poderd ser definida seja por seus centro e raio, seja
por seu centro e um ponto nela contido.
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Os pontos de intersecdo dessas linhas serdo denotados por expressdes
matemdticas. A notacgdo concebida para essas expressoes tem o propédsito
de dar a seu leitor a capacidade de identificar, imediatamente, o ponto em
questao.

Duas retas. S3o dadas duas retas, uma determinada pelos pontos A e B
e a outra pelos pontos C' e D. Denotamos a intersegdo P dessas duas retas
pela expressao

P =LxL(A, B,C, D).

que se 1& da seguinte forma:

P =LxL(A, B,C, D) | significa

P = P estd na

LxL intersecdo de duas retas,

AB a primeira reta passa por AB e
C,D a segunda reta passa por CD.

Duas retas no plano podem ter um ou nenhum ponto em comum. Quando
as duas retas sdo paralelas, elas ndo se interceptam. Nao existindo o ponto
P de interse¢do, o computador deverd responder emitindo uma mensagem
de erro.

Reta e circunferéncia (centro e raio). Sio dadas uma reta que passa
pelos pontos A e B e uma circunferéncia com centro em C e raio r. Usamos
a seguinte notagdo para designar a intersecao P dessas duas linhas:

P =1xC(4, B,C,r),
que se 1& da seguinte forma:

P =LxC(A, B,C,r) | significa

P= P esta na

LxC intersecdo de uma reta com uma circunferéncia,
A B a reta passa por AB, no sentido de A para B e
C,r a circunferéncia tem centro em C' e raio r.

Essas duas linhas podem ter nenhuma, uma ou duas solu¢oes. Nos casos
em que houver dois pontos de intersecao, a ambigiiidade deve ser eliminada
por referéncia a seguinte convengao:

Intersecdes
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O ponto P serd aquele que uma flecha, vinda dos confins da reta, no
sentido de A para B, tocar, em primetro lugar, a circunferéncia.
Assim, enquanto a expressao
P =LxC(4, B,C,r),
denota um dos pontos da interse¢do, a expressdo
Q =LxC(B, A, C,r),

denotard o outro.

Reta e circunferéncia (centro e ponto). S3odadas uma reta que passa
pelos pontos A e B e uma circunferéncia com centro em C e que passa por P.
Usamos a seguinte notacdo para designar a interseg@o P dessas duas linhas:

P =LxCP(A4, B,C, P).
com o seguinte significado:

P =LxCP(A, B,C, P) | significa

P = P esta na

LxCP intersecao de uma reta com uma circunferéncia,
A,B a reta passa por AB, no sentido de A para B e
C,D a circunferéncia tem centro em C' e passa por D.

As convengdes para eliminar eventual ambigiidade sdo as mesmas ado-
tadas para o caso centro e rato.

Duas circunferéncias (centro e raio). Sdo dadas duas circunferéncias,
uma com centro em A e raio a, e a outra com centro em B e raio b. A
intersecdo P dessas duas circunferéncias é denotada pela expressao

P = CxC(4,a, B,b),
cujo significado é:

P =CxC(A,a, B,b) | significa

P= P estd na
CxC intersecdo de duas circunferéncias,
A a a primeira tem centro em A e raio a e

B,b a segunda, centro em B e raio b.
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Quando buscamos determinar a intersecdo entre duas circunferéncias,
podemos chegar a uma de quatro situagoes. As duas circunferéncias podem
ter:

nenhum ponto em comum. Essa situagio pode ocorrer quando uma circunferéncia estd
inteiramente contida na outra ou quando a distancia entre seus centros for superior
a soma de seus raios.

um ponto em comum. Neste caso, as circunferéncias sio tangentes, caso em que a
distincia entre seus centros é igual 4 soma de seus raios.

dois pontos em comum. Neste caso, precisamos escolher qual dos dois pontos é o de nosso
interesse.

todos os pontos em comum. Neste caso diz-se que elas sdo coincidentes, isto é, (4,a) e
(B, b) designam a mesma circunferéncia.

Nos casos em que as circunferéncias tém duas interse¢oes, adotamos a
conven¢do que segue para saber qual delas é a designada pela expressio

P =CxC(A,a, B,b).

Imagine a reta que une os centros das duas circunferéncias. Essa reta
corta a primeira circunferéncia (a que tem centro em A) em dois pontos,
um, X, fora da segunda, e o outro, Y, dentro dela.

Partindo do ponto Y, caminhe sobre a primeira circunferéncia, no sen-
tido anti-horario, até chegar ao ponto P em que esta cruza a segunda,
que ¢ onde se encontra o ponto selecionado.

Se pretendermos nos referir ao outro ponto, basta modificar a expressdo
que o define, comutando a primeira circunferéncia pela segunda. Assim,
enquanto a expressao

P = CxC(A,a, B,b),

denota um dos pontos da intersecdo, a expressio
Q = CxC(B,b, A, a),

designa o outro.

Duas circunferéncias (centro e ponto). A intersecio P de duas cir-
cunferéncias, uma delas definida por seu centro A e por um ponto X sobre
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a circunferéncia, e a outra, por seu centro B e um ponto Y sobre ela, é
denotada pela expressao

P = CxCP(A,V, B,W),

cujo significado é:

P =CxCP(A,V, B,W) | significa

P= P esta na
CVCP interse¢do de duas circunferéncias,

AV a primeira tem centro em A e passa por V e
B,W a segunda, centro em B e passa por W.

A notacdo e as convengdes para eliminar eventual ambigiiidade sio as
mesmas adotadas para o caso centro e raio.

Como vimos, alguns dos problemas geométricos tratados acima podem
nio ter solugdo. Duas circunferéncias podem ndo se tocar; uma reta pode
nao cortar uma circunferéncia ou ainda, duas retas das quais se busca a
intersecdo, podem ser paralelas. Esses casos devem estar previstos nas con-
vengoes. Como o computador ndo poderd localizar esse ponto (pois ele ndo
existe), ele informard seu instrutor enviando-lhe uma mensagem de erro,
mencionando algo como “interse¢ao inexistente” ou “retas paralelas”.
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Consideracoes sobre notagao

16.1 Simplicidade e Inteligibilidade

Embora a notacio adotada para representar as transformagcdes constantes da
tabela 11.1, quando tomadas isoladamente, sejam mais expressivas do que
suas correspondentes matriciais, elas ndo sio tao completas quanto estas.
Isso significa que ndo é possivel representar, a partir delas ou de combinagdes
delas, qualguer transformagio das possiveis de se representar, por meio da
notacgdo matricial. '

Na auséncia de uma ciéncia da notagdo, colocamo-nos, entdo, a seguinte
questao:

Como substituir a notagdo matricial por outra, funcional, mais simples
e mais inteligivel ?

Entendemos por mais simples uma notagao que envolva um menor nime-
ro de pardgmetros. Assim, a notagdo Rot(6) é mais simples do que a notagio
Tp(0, [cosb,sin ], [— sin b, cos ]) e a notagao HT (meia-volta) é, por sua vez,
mais simples do que a notacdo Rot(180).

Entendemos uma notagido como sendo mais inteligivel do que outra, se
a primeira informa o desenhista mais diretamente do que a segunda sobre
o efeito produzido pela transformagdo que ela designa, isto ¢, uma notagao

197

Simplicidade

Inteligibilidade
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que exige do desenhista menor esfor¢o de interpretagdo. Embora a capaci-
dade de interpretagdo dos simbolos possa ser desenvolvida com o treino e
pela experiéncia, deve-se evitar a utilizacio de notagdes complexas sempre
que possivel, pois por demandarem por atividades mentais de decodificagdo,
derivagao e, em alguns casos, até de dedugio, elas constituem fonte de erros.
Imagine uma cidade onde suas autoridades tivessem substituido as placas de
transito por rébus ou charadas.

A invengao de uma boa notac¢io é muito mais arte do que ciéncia. Na
concepgao de um simbolo, seu autor deve ter em mente seu propdsito, sua
capacidade de sugestdo e a facilidade de apreensdo do simbolo como um todo
pelo leitor.

Uma notagido ndo deve ter como movente a vaidade de seu autor. Os
estudantes de matematica e de fisica sdo muitas vezes obrigados a submeter-
se a notagdes mediocres, criadas por autores que, julgando-se um Euler ou
um Dirac!, sio, no entanto, destituidos de talento para tanto.

Certa ocasiao fui obrigado a atravessar uma extensa dedugéo em que a
compreensao do texto reduzia-se a identificar qual, dentre os 11 (onze!)
modificadores de uma varidvel, sofria alteragio de uma etapa a outra
da explicacdo.

Essa experiéncia ficou registrada em minha meméria como uma combinagado
das seguintes impressoes:

¢ de estar relendo Alice no Pais dos Espelhos:
— Oras! Mas eu poderia ter resolvido esse problema de uma maneira muito mais
complicada! disse a rainha vermelha, profundamente orgulhosa.

¢ de estar num pesadelo em que as varidveis eram carnavalescos perdidos em fantasias
chelas de enfeites e lantejoulas.

¢ de estar diante de um passatempo do tipo Onde estd Wally?

Por essas razdes considero uma obrigacdo de todo autor consciencioso

'O formalismo notacional proposto por P. A. M. Dirac para a Mecanica Quantica é um
rarfssimo exemplo de sistema simbdlico dotado de funcionalidade intrinseca. Ele inclui,
de forma notdvel, muitos dos “principios ativos” da algebra. Nao obstante seus méritos,
ele exige erudicdo e dificilmente poderia ser aplicado como meio de comunicagdo para um
publico iletrado. H4& linguagens de computagdo como a APL, por exemplo, inspirada na
nogéo de operadores explorada por Dirac.
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dominar seus impulsos para inventar novas notagdes. Se necessdrio, fazé-lo
com critério.

O uso do computador no desenho cria um problema de notagio que pre-
cisa ser enfrentado. Faz parte da concepgdo de qualquer programa de com-
putador eliminar ou reduzir as impedancias encontradas por seus usudrios:
a dificuldade de comunicar-se com a maquina. Na maioria das vezes, essa
dificuldade é causada por uma notagdo mal concebida.

16.2 Notacgao para os grupos de Lie

Uma resposta bastante satisfatdria a questdo colocada acima pode ser en-

contrada numa notacgdo derivada da teoria dos grupos continuos de M. S.
Lie.

As transformagdes de que nos ocuparemos sdo do tipo (11.8) pois elas
representam as operagOes mais comumente encontradas nas composicdes
graficas, a saber, translagoes, rotagoes, ampliagdes, redugdes, inclinages,
etc. Do ponto de vista matemdtico elas podem ser reconhecidas como ele-
mentos de um grupo cléssico, conhecido na 4lgebra pelo simbolo? GLs,.

Simplicidade. A teoria de Lie possibilita especificar as transformacgoes do
grupo GL,, ndo em termos da fixagdo simultdnea (que é o que queremos
evitar) de seus seis parametros

{011, a2, @21, A22, 4, b},

mas em termos da composicao de membros independentes de um conjunto
de seis transformacdes elementares ou primitivas, denominadas geratrizes
dos elementos do grupo. Essas transformacdes geratrizes tornam possivel
resolver a questdo da simplicidade da notagdo das transformacgdes enunciada
acima, pois cada uma das geratrizes de GLs é monoparamétrica, i. e., é
completamente especificada por um wnico parametro.

Além de geratrizes das demais transformagoes do grupo, os operadores
assim definidos, tém a faculdade de determinar, em equacoes diferenciais,

2As letras G e L sdo as iniciais da expressio inglesa General Linear e o algarismo 2
refere-se & dimensdo do espago de que estamos tratando [33].



200

(©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana

curvas caracteristicas. Denominaremos — em referéncia a teoria exposta na
secdo 13.2 — esses de operadores morfogenéticos.

16.2.1 Os operadores morfogenéticos do plano

Os operadores morfogenéticos bidimensionais, descritos em termos dos ope-

radores diferenciais,

. 0 . 0
p= 3_40 e g= a—y,
estao relacionados na tabela 16.1.
Translagoes £1=p £y=4¢
Rotagoes L3 =1z4— yp Ly=2zq+yp
Dilatacoes £s =zp—yg £6 =zp + yqg
Projecoes | £7 =z(zp 4+ y§) | £ =y(zp + y4)

Tabela 16.1: Operadores morfogenéticos do plano

As transformagoes finitas primitivas correspondentes aos operadores
Lie, relacionados na tabela 16.1, estao reproduzidas na tabela 16.2.

de

L
Translagio horizontal £1=p Tia) = {x, =rta
Ulj Yy
Translacio vertical £2=4 Ty(8) = {x =
v(8) y'=y+8 _
- . _Jo =xcosw+ ysinw
Rotagao £y =zx§—yp Rot(w) = {y’ = —gsinw + ycosw
- . . . ' = rcoshv + ysinhv
Rotagao hiperbdlica L£y=x4+ yp Hb(v) = { y' = zsinhv + :coshu
Estiramento isocdrico £y =zp—yg Li(p) = {x';xe“
y = ye™*
— 3
Homotetia Lo =zp+yd Scl(k) = {x/ _ :ceK

Projetividade horizontal

£7 = z(zp+ y§)

Projetividade vertical

£s = y(zp + yg)

Tabela 16.2: Transformagoes geratrizes do grupo GLs.



(©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana 201
Dentre os subgrupos mais importantes de GLy para o desenho, estao:

translagdes [£1, £2];

isometrias [£1, £2, £3];

similaridades [£1, £2, £3, £6];

linear especial SL, [£1,£2, £3, £4, £5];
linear geral GL; [£1,£s,£3,£4,£5,£6] €
projetividades [£1, £2, £3,£4, L5, L6, £7, £5]

Inteligibilidade. Embora para um usudrio versado em matemadtica, to-
das as transformacdes constantes da tabela 16.2 sejam inteligiveis, ndo se
pode esperar o mesmo de um desenhista, pouco familiarizado com teoria dos
grupos ou funcdes hiperbdlicas.

H4 outras transformagbes monoparamétricas de GL; que sdo mais fa-
miliares aos desenhistas. Sdo elas as inclinagoes e dilatagdes, horizontais e
verticais, assim representadas na notagdo matricial:

Inclinagdo horizontal | Sly(¥) [ ! 0]

Inclinagao vertical Slx(9) [ 1 tand ]

Dilatagao horizontal Sx(€) l: g o ]

Dilatagao vertical Sy(n) [ : 2 :l

onde ¥ representa o dngulo formado entre uma reta originalmente horizon-
tal e sua transformada, 8, o angulo formado entre uma reta originalmente
vertical e sua transformada, £, o fator de escala segundo o qual as dimensoes
horizontais de uma figura sdo alteradas e 7, o fator que altera suas dimensoes
verticais.
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E fécil verificar que

Ta %

Sx(§)
Sy(n)

)

]

(~) (16.1)

(=)

A figura ao lado ilustra a letra A nas érbitas Orb(10, H(0.125)) (acima)
e Orb(7,S1x(0.2)) (abaixo).

H(3¢) -1
H L

TN
55
S’

16.2.2 Orbitas das transformagdes GL,

As 6rbitas das transformagoes afins, (GLj) sdo solugbes da equagdo difer-
encial (16.2)
r=(kI+B) -r+c (16.2)

onde I é a matriz identidade,

ol B B |

Se definirmos

m=w?— (V4 p?) e

C(t) = cos (v/—-mt) I+ \/i—msin (V—mt)B se m<0
H(t) = cosh (y/mt) I+ ﬁsinh (vVmt)B se m>0

podemos expressar as solu¢des da equagdo (16.2) da seguinte forma
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( ( (1) ro
¢ B=0
(2) r0+tc
k=10 (3) (I+¢B) ro
m=0¢< B#0

(4) r0+t(B-r0+c)+%B-c
(6) e (I+1tB)-rg
ol

(6) e"t(I+tB)-<r0+%c— :—2B-c) -£+21B-c

A (7) ro+ <e2';;—1> A-rg
%{ 2

] mEr (8) ro—}—(ez';;'l)A- (ro—}—ﬁc)—}-t(I—%A) -c
9) C@)-ro
{ k=0 (10) C(t)-(ro+Bl.c)-B~!-c
m <0 ((11) e™C(t) - ro
{ L k70 (12) e*C(t)-(ro+ A t.-c)—Al.c
fff ((13) HEro
k=0
{ (14) H(t) - (ro+Bl.¢)-B~!l.c
' m >0 L
(15) €KtH(t) ‘T
¢ k70 (16) e*H(t) - (ro+ A 1l-c)-A7l.c
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16.3 Geracgao de curvas

Podemos aproximar qualquer uma das curvas relacionadas acima por linhas
poligonais usando as drbitas discretas, conforme apresentado na segao 13.4.1.

Figura 16.1: Movimento do segmento AB numa érbita Hb.

Na figura 16.1, o ponto B foi gerado de A pela transformagao® f =
Hb(0.125) e na figura 16.2, pela transformagdo? f = Cyt(1/32). A trans-
formagdo f, reiterada vinte vezes na drbita Orb(20, f), produz o poligono
hiperbélico® da figura 16.1 e o poligono regular da figura 16.2. Quando o
segmento AB é de pequenas dimensdes, aa linha poligonal produzida por
uma 6rbita discreta pode ser visualmente confundida com uma linha curva.
A espiral logaritmica desenhada na figura 7.1 foi obtida da mesma forma
que as curvas acima. Trata-se de uma linha poligonal obtida pela iteragao
sobre um segmento de reta da transformagao obtida da combinagao de uma
rotagao de 4° com uma homotetia de contracdo, de fator 0.9875

Rot(—4) - Scl(0.9875).

%Veja tabela 16.2.

*A transformagdo Cyt(f) estd aplicada na comstrugio da rosicea da ilustragio da
pagina 218.

5A transformacio f corresponde a uma rotacao hiperbdlica.
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Figura 16.2: Movimento do segmento AB numa 6rbita de rotagao.

Esse método de geracdo de curvas garante generalidade a um programa,
de desenho por computador pois permite que se obtenham todas as cur-
vas caracteristicas do grupo de afinidades. As curvas mais comuns como a
reta, a circunferéncia, as conicas (elipses, hipérboles e pardbolas) e as es-
pirais equiangulares® (logaritmicas), sio, em geral, tratadas por algoritmos
proprios, que visem maiores rapidez e precisdao. = ’

®Familiares aos desenhistas, nio pelo nome, mas por serem as curvas que figuram nas
curvas francesas[46].
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Parte V

A composicao de figuras
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17

Ritmos e simetrias

17.1 Figuras compostas

Uma técnica usual na composigdo de figuras complexas, popularmente de-
nominada “colagem”, consiste em aplicar a superficie de trabalho, uma ou
mais cépias de vdrias figuras. Para obter-se o resultado desejado, as cdpias
ndo podem ser superpostas arbitrariamente, mas colocadas cuidadosamente
nos lugares corretos e, quando possivel, nas proporgoes apropriadas.

Para colocar uma figura na posi¢do desejada o desenhista deve poder
deslocd-la livremente sobre a superficie do trabalho. Quando esse deslo-
camento se di sem ser acompanhado de uma inclinagdo da figura, ele é
denominado translagdo. Para modificar-se a inclinagdo da figura de modo
a dispd-la na direcdo certa, é necessario o concurso de uma rotagao. Para
alterarem-se uniformemente as dimensodes da figura de modo a ajustd-la as
propor¢oes desejadas, deve-se submeté-la a uma homotetia e assim por di-
ante. Cada uma dessas operagoes, que resulta na colocagdo da figura de uma
determinada forma na area de trabalho, é uma transformagao geométrica.

Para poder manipular uma figura composta, isto é, uma figura formada
a partir de virias outras, é necessario que, além de ser possivel submeter
cada uma de suas componentes a transformagoes geométricas independentes,
se possa também identificar univocamente cada uma delas. E gragas a essa
identificagdo que se pode garantir que nos desenhos realizados pela maquina,

209
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tanto esta quanto o autor estardo referindo-se & mesma componente de uma
figura.

Compor uma figura complexa a partir de outras, consiste, portanto, em
associar, ao nome de cada uma delas, as instrugbes necessarias para sua
correta colocagao na superficie do desenho. Dessas instrugbes deverdo cons-
tar todas as informagdes sobre qual figura, onde, em que angulo, com que
tamanho etc., essa figura deverd ser inserida. A forma mais apropriada
para se fornecer essas instrucdes ao computador é o polinémio geométrico
apresentado na sec¢ido 13.3.

17.2 Polindmios e composigoes

No restante deste capitulo usaremos os conceitos introduzidos na segao 13.3.
Os polindmios geométricos sdo usados sempre que se quiser inserir, na su-
perficie do desenho, mais de uma cépia de uma mesma figura. Quando essas
copias (da mesma figura) a serem inseridas diferirem apenas nas transfor-
magoes a que elas estdo sujeitas, e ndo em seus parimetros enddgenos, é
desnecessdrio fazer duas (ou mais) insercdes distintas da mesma. Em lu-
gar disso, pode-se associar & mesma figura, mais de uma transformagao
geométrica, separando-as pelo simbolo ’+’, de modo a formar uma expressao
algébrica.

Uma figura podera ser submetida a um polinémio geométrico da mesma
forma que ela pode ser submetida a uma tnica transformagio. Por exemplo,
duas cépias de uma mesma figura, a primeira a ser colocada na superficie do
desenho como ela é (na forma como ela foi criada originalmente) e a segunda,
deslocada na direcdo horizontal de 120 pixels & sua esquerda, poderdo ser
obtidas submetendo-se essa figura ao seguinte polindmio geométrico:

1+ T (~120).

Tanto o simbolo 1 quanto o simbolo T;(~120) na expressdo acima, desig-
nam transformacdes geométricas; o primeiro simbolo representa a transfor-
macgao identidade e o segundo, uma translagio horizontal de 120 unidades
para a esquerda.
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Os polinémios geométricos podem ser mais complexos, envolvendo um
nimero malior de transformagdes. O polindémio:

14+ R, + R, + R, Ry, (17.1)

por exemplo, poderd produzir 4 diferentes copias da figura a qual se aplica,
da seguinte forma:

e aprimeira cépia (que sofre a agio da transformagéo identidade) é uma reprodugio
exata da figura 4 qual ela se aplica, em seus tamanho e posigdo originais;

e a segunda cépia (que sofre a agdo da transformagio R.) aparecerd como a reflexio
da figura original sobre um espelho horizontal;

e a terceira cépia (que sofre a agdo da transformagdo R,) aparecerd como a reflexio
da figura original sobre um espelho vertical;

e a quarta cdpia (que sofre a acdo combinada das transformagdes R, e R,) aparecera
como uma rotacao da figura original, de meia volta em torno da origem,;

17.3 Produto de polinomios geométricos

Os polindémios geométricos obedecem a maioria das regras da dlgebra ele-
mentar. Assim, a expressdo (17.1) poderia ser fatorada de modo a formar o
produto de dois polindmios geométricos:

(14 R.) » (14 R,).

Esta tltima expressdo é também um polindmio geométrico.

Adverténcia: O produto de dois polindmios geométricos é representado
pelo simbolo “*’. Nao o confunda com o simbolo ‘-’ utilizado para representar
a composi¢do de duas transformagdes geométricas.

Se, como fazemos na &lgebra ordindria, abrirmos os parénteses da ex-
pressdo acima, recuperaremos, conforme a lei distributiva da algebra, a ex-
pressdo original. Podemos obter uma expressido diferente para esse mesmo
polinémio geométrico, se nos valermos a identidade HT = R, - Ry:

1+ R+ R, +HT. (17.2)
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17.4 Simetrias

Em virtude de sua estrutura algébrica, os polinémios geométricos propor-
cionam uma forma conveniente e precisa, para representar figuras dotadas
de simetrias intrinsecas.

Para iniciar nossa exploragdo das figuras simétricas, comecemos por exa-
minar de que maneira o polinémio acima pode ser usado na geragdo de uma
figura dotada de simetrias, como por exemplo, uma das formas da letra I.

A figura ao lado mostra um elemento grafico primitivo e abaixo, o efeito
que se obtém quando esse elemento é submetido ao polindmio geométrico
(17.2).

Para melhor explorar as simetrias intrinsecas das figuras, convém estudar
mais profundamente as propriedades das composicées das transformacdes
geométricas bem como os efeitos que elas produzem sobre as figuras.

17.4.1 Composigao e simetrias

A exploragio das simetrias é uma das atividades intrinsecas a criagdo artis-
tica.

A composicio pode ser definida como a arte de arranjar componentes
para formar um todo. O que hd de original numa composicio nio estd
nos componentes, pois estes, isoladamente nao possuem esta qualidade, mas
no arranjo que deles se faz e que dd ao resultado o poder de sugerir ou
surpreender quem o contemple. Assim é na composicio literdria. Nela,
o inédito nio esta nas palavras, velhas de milhares de anos, mas nos seus
arranjos que o autor compde. Da mesma forma, o que caracteriza um ser vivo
nao estd nos nucleotideos que isoladamente compde suas moléculas genéticas,
mas nas formagbes em que elas se arranjam, para dar a seu portador a
individualidade.

Assim se da, também, nas composi¢gbes do design. Aqui, como na lin-
guagem, esconde-se, subjacente as palavras, uma gramatica invisivel a reger
as oragles que, com o sem o concurso de sua consciéncia, conduz o autor em
seu ato de criacao.
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Uma das regras fundamentais dessa gramética € o ritmo.

17.4.2 Ritmo

Ritmo é um principio estético fundamental que se aplica tanto ao espaco
quanto ao tempo, e que estd na base de todas as expressbes artisticas. O
ritmo pode ser caracterizado como a ocorréncia regular de um motivo ele-
mentar.

A palavra regular deriva do vocdbulo latino regula que significa regra,
lei, norma. Uma figura regular é, portanto, qualquer figura cujas partes
obedecam a certas regras.

Uma das regras mais simples de composicao é a repeticdo. A primeira
idéia de ritmo que vem & mente da maioria de nds, sdo as percussdes repeti-
das num tambor. As obras musicais sdo as expressdes artisticas onde a
percep¢ao do ritmo é a mais imediata. Também na poesia a repeticdo é
um recurso perceptivel: as rimas, elementos fonéticos idénticos, repetem-se
numa cadéncia caracteristica que denuncia a regularidade. A origem estrita-
mente fonética da rima estabelece através do ritmo que regula seu uso, uma
relagio muito intima entre a poesia e a musica.

O ritmo ndo é apenas um trago de unido entre a misica e a poesia.
Ele estd igualmente presente nas regras subjacentes as composi¢des visuais,
como pretendemos mostrar a seguir.

17.4.3 Ritmos unidimensionais

As simetrias bilaterais s@o uma forma elementar de ritmo. Figuras com
simetria bilateral sdo aquelas obtidas sob efeito de um espelho. Essas sime-
trias constituem-se num dos caracteres distintivos dos seres vivos, abundan-
temente encontradas nos reinos vegetal ou animal. Elas podem ser dire-
tamente observadas quando comparamos nossas maos: a méo direita é a
imagem especular da méao direita.

Embora a primeira vista possa parecer estranho tratar as simetrias bila-
terais como ritmo, as consideragoes que se fardo adiante deixarao mais claro

Simetrias bilaterais
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porque elas sdo assim classificadas.

A composicao grafica que guarda a maior semelhanga com os ritmos tem-
porais encontrados na musica e na poesia, é o que se obtém pela repetigao,
sob translagdo constante, de um elemento de composigao.

Exemplo 1 A figura 17.1 ilustra um tipo de ritmo que foi muito utilizado
pelos artesaos gregos da antigitdade para ornamentar e decorar os utensilios
que fabricavam.

A figura ao lado apresenta o motivo elementar — a unidade fundamen-
tal do ritmo — que aparece repetido na figura 17.1. Para compor a fita
ornamental, cada cdpia do motivo elementar deve ser deslocada horizontal-
mente em relagdo a anterior. de uma distincia igual ao comprimento do
segmento AB.

Esse efeito pode ser conseguido por intermédio do seguinte polindémio
geométrico

14 Tp(z) + To(22) + T (32) + . . . + Tx(72),

onde z = R(B — A). A amplitude = dessas translagoes € calculada a partir
das coordenadas dos pontos A e B da rota que define o motivo elementar,
de modo a garantir o ajuste correto das copias consecutivas do motivo.

EEREE R EEEE

Figura 17.1: Ornamentagio grega

Este é o tipo de simetria que pode ser associado mais facilmente a nossa
idéia de ritmo, como bem ilustra o exemplo a seguir.

Nas partituras musicais — que no contexto deste capitulo devem ser vis-
tas como um desenho geométrico — compassos que se repetem marcam o
ritmo da composicao. Nesses compassos, os simbolos graficos que represen-
tam as notas musicais repetem-se a distancias constantes, como se tivessem
sido produzidas por um polindmio geométrico similar ao que produziu a
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figura 17.1, onde a disténcia = representa a largura de um compasso da par-
titura. No caso da misica, o ritmo desenvolve-se no tempo ao passo que 0s
ritmos geométricos desenvolvem-se no espago.

Exemplo 2 Se submetermos o motivo usado para compor a fig. 17.1, a uma
reflexdo vertical Ry, obtemos o novo motivo ilustrado ao lado, este dotado de
simetria bilateral. Fsse novo motivo poderd ser entdo submetido a uma série
de translagées horizontais idénticas (agora com diferentes deslocamentos)
para gerar outro tipo de simetria que se pode observar na figura 17.2.

&EERGE|EEEREE

Figura 17.2: Ritmo com motivo de simetria bilateral

17.4.4 Ritmos de rotagao

Para os artesios gregos da antigiiidade, a aplicagdo ritmica de um motivo a
utensilios como vasos, tagas (superficies de revolu¢ao em geral) ndo podia ser
entendida como uma repeticdo arbitréria e ilimitada de uma translacio, pois
uma vez completada uma volta em torno da pega, as aplicagbes posteriores
da translagio resultariam em simples superposicdo.

As simetrias que examinamos na secao 17.4.2 estdo restritas a ornamentos
lineares. No entanto, os mesmos principios de ritmo podem ser aplicados a
quaisquer transformacbes geométricas e as figuras que elas produzem serdo
também dotadas de simetrias.

A rotagio é uma transformacao que produz efeitos similares a translacao.
Podemos aplicar, por exemplo, a idéia de ritmo as rotaces em torno de um
centro fixo no plano.

A circunferéncia é um exemplo de figura completamente simétrica em
relacdo a rotacdo em torno de seu centro, da mesma forma que a reta é
uma figura completamente simétrica em relagdo a uma translagio deslizando
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Poligonos Regulares
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sobre si mesma. Os poligonos regulares apresentam também simetria de ro-
tagdo. Se girarmos um poligono regular de n lados, em torno de seu centro,
de um miiltiplo qualquer de % de volta, ele superpor-se-4 a si mesmo.

Automorfismo. As figuras ao lado ilustram exemplos de simetria obti-
da por rotacdo. Cada uma delas, ap6s girada em torno de seu centro,
em qualquer sentido — hordrio ou anti-hordrio — sobrepde-se a si mesma,
confundindo-se com esta. A esta coincidéncia entre a figura original e sua
transformada dé-se o nome de automorfismo.

No primeiro exemplo, o motivo gira de um miltiplo de %", no segundo,
de %% e no terceiro, de Z
7 ) 2"

Costuma-se chamar de regulares os poligonos de lados iguais e inscritos
numa circunferéncia.

Sao exemplos de poligonos regulares,

o tridngulo equildtero que aparece na proposicio 1 dos Elementos de Euclides’,
o quadrado, encontrado com muita freqiiéncia nas obras civis,

o pentagono que se obtém quando se aperta cuidadosamente, até formar uma do-
bradura, um né simples dado numa tira estreita de papel,

o hexdgono que se observa nas colméias,

o dodecagono que compde o mostrador da maioria dos reldgios.

Exemplo 3 Construcdo do pentdgono regular. Consideremos a Rota AB,
cujas coordenadas sdo:

A = 50 * Cy(3/20)
B=—-~A

Quando a Rota AB for submetida ao polinémio:
1 4+ Rot(72) + Rot(2 x 72) 4+ Rot(3 * 72) 4+ Rot(4 * 72)

obtemos o pentdgono regular.

'Reproduzido na secao 2.3.
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Exemplo 4 Poligonos encaizantes. Tomemos como motivo elementar um
poligono regular de n lados. Se girarmos esse poligono de um dngulo @ em
torno do centro do poligono e, ao mesmo tempo, reduzirmos suas dimensées
lineares de um fator 3, dado pela expressdo

is
_ cos (%)
=—n
cos (£ — o)
veremos que os vértices do novo poligono assim formado apoiar-se-do sobre

os lados do poligono original. Aplicando reiteradamente essa transformagéo
composta descrita pela expressdo

7 = Scl(8) - Rot(a)

aos poligonos que se formam sucessivamente, temos o padrdo de encaires
ilustrado na figura ao lado®.

17.4.5 Orbitas

Levando em conta as identidades:

Tr(22) = Te(z) - Tp(z)
Rot(2 - a) = Rot(a) - Rot ()
Scl(6?) - Rot(2c) = (Scl(B) - Rot(a)) - (Scl(B) - Rot(e))

e as expressoes dos polindmios geométricos que geram os ornamentos das
figuras 17.1 e 17.2, o pentagono regular do exemplo 3 ou os poligonos en-
caixantes do exemplo 4, perceberemos que todas essas figuras podem ser
obtidas a partir do mesmo polindmio genérico

i+47r+774+7 7 74+7-7 T T+
bastando substituir 7, em cada caso, por uma das transformagdes:

T =T:(R(B - A))
T=T;(2R(B - A))
T = Rot(72)

7 = Scl(f) - Rot(a)

20 processo construtivo desta figura estd detalhado nas proposicdes 8 no capitulo 19
e 12 em 21.1
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As expressoes do tipo

n—1 termos
1+T+T-T+T'T-T+---+m=
B (17.3)

s/

n parcelas

sdo as Orbitas apresentadas na segdo 13.3.

O desenhista comunica a 6rbita (17.3) ao computador, por intermédio
da expressao

Orb(n, 1)

onde n representa o nimero de elementos contidos na expressido (de fato, o
nimero de copias da figura), e 7 a transformagdo reiteradamente aplicada a
figura.

Os polinémios geométricos dos exemplos acima podem ser representados
como Orbitas, pelas expressoes:

Orb(8,T; (R (B — A))
Orb(8,T, (2R (B — A))
Orb(5,Rot (72)

Orb(4, Scl (cos(a)) - Rot (@)

Exemplo 5 A figura ao lado ilustra outra simetria de rotagdo. Sua constru-
¢do estd baseada em curvas de Bézier de 4 pontos cujos pontos de referéncia
estdo localizados nos vértices de um quadrado; os pontos extremos, localiza-
dos em vértices opostos, de modo que a curva resultante forma uma inflezdo,
como ocorre no desenho da letra “S”.

Virias cépias desse motivo elementar sdo reproduzidas, cada uma girada
de I radianos em relagdo & anterior, sequndo o polinémio geoméirico

n

Orb(n,CyT(1/n)). (17.4)

A transformacgdo CyT, corresponde a uma rotagdo de ;IL— de volta, isto €,
27" radianos. Na figura, n = 17.
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17.4.6 Representagao algébrica dos ritmos

Embora as simetrias bilateral e translacional tenham aparéncias muito dis-
tintas, do ponto de vista algébrico elas sdo equivalentes, pois a simetria
bilateral, como a translacional, é ritmica. Nesta tltima, a transformagao
(reflexdo) sobre uma reta é aplicada apenas uma vez. Seria indtil aplicé-la
mais de uma vez, porque todas as demais figuras produzidas iriam superpor-
se as originais.

Nas simetrias rotacionais, pode ocorrer um fendmeno semelhante ao das
reflexdes. Ele ocorre quando o angulo de rotagdo for expresso por um
miiltiplo ou submiiltiplo racional de m. Nesses casos, apés um determinado
niimero de repeticdes da transformagao, a figura transformada ird ocupar o
mesmo lugar da original.

Nas simetrias translacionais, diferentemente das refletivas ou das rota-
cionais racionais, a transformacao pode ser aplicada indefinidamente, pro-
duzindo, a cada vez, uma figura diferente, pois a cada aplicagdo da transfor-
magdo, uma nova cépia da figura serd adicionada a anterior.

Efeitos interessantes podem ser obtidos se usarmos as transformagoes
similares ou afins como geradoras de simetrias.

Quando adicionamos a homotetia as rotagdes, podemos gerar figuras
ritmicas infinitas, mesmo naqueles casos em que o dngulo de rotacio estiver
em relagdo racional com o nimero 7.

As transformagoes similares sdo obtidas da combinagido de translagoes,
rotacdes e homotetias.

Similaridades excéntricas podem produzir efeitos interessantes. Tais ex-
centricidades podem ser obtidas por meio da combinagio de uma homotetia
com uma rotac¢io, nos casos em que os centros de homotetia e de rotagio
forem distintos do centro da figura (quando esta tiver centro).

A figura ao lado foi obtida da iteragao de um grande nimero de copias
de um mesmo motivo elementar submetido a uma combinagao de rotagoes e
homotetias — como as que geraram os poligonos encaixados, por exemplo —
com a diferenca de que, neste caso, o centro de rotacao esta bastante afastado
da figura original. As combinag6es de transformagoes envolvendo homotetias

Similaridades
e Afinidades

Excentricidades




Afinidades
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e rotagbes sio muito comuns em seres vivos. Um estudo sistemdtico dessas
ocorréncias em microorganismos, plantas e animais, pode ser encontrado em
[53].

Quando as transformagdes caracteristicas das similaridades adicionamos
inclinagdes, compresstes horizontais ou verticais, etc., obtemos as transfor-
magoes conhecidas por afinidades. Simetrias baseadas nas afinidades sdo
extensivamente utilizadas pelos projetistas de logotipos, tipos de imprensa,
e uma variedade de simbolos visuais.

A figura seguinte é um exemplo de um ritmo de afinidade. O motivo
elementar que deu origem a este exemplo é construido de forma semelhante
ao que gerou a rosicea do exemplo 5.

Sua construcio® consiste em

e inscrever uma parabola num dos dois tridngulos retangulos em que se decompde um
quadrado, quando cortado em dois ao longo de sua diagonal,

o refletir essa pardbola, sobre essa diagonal, formando uma nova figura,

e modificar cumulativamente essa figura pela agido da érbita de uma mesma transfor-
magao afim 7

Orb (n, 7).

onde T combina uma expansido horizontal, uma compressdo vertical e uma rotagao.

O resultado final pode ser observado na figura ao lado.

30 processo construtivo desta figura est4 discutido na proposigio 33 da secio 21.4.
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17.5 Grupos de simetria plana

Esta secdo trata da geracdo de figuras geométricas que se ajustam de modo
a cobrir uma superficie, sem deixar, sobre ela, falhas ou vaos.

Muitos trabalhos de arte em tecelagem, azulejos ou pavimentagio bus-
cam formas de recobrir o plano por meio do ajuste de elementos geométricos
idénticos. Nos artefatos e edificios remanescentes das mais antigas civi-
lizacGes, podem ser encontrados exemplos notaveis da exploragdo desse tipo
de simetrias?,

A simetria ocorre tio freqiientemente nas artes e na natureza que é dificil
encontrar uma definicio que satisfaca a todos os interessados. Sdo diversas
as abordagens que podem ser adotadas, mas para nosso proposito e para a
maioria das situagoes a seguinte definicdoé satisfatéria [17]:

Simetria € uma regularidade peculiar observada no arranjo de
objetos ou partes, no plano ou no espago.

A nog¢do mais importante na definicdo acima é a de regularidade, com a qual
ja travamos contato na segdo 17.4.2.

As principais aplicagoes das técnicas discutidas neste capitulo ocorrem
com freqiiéncia '

e nas composigdes de fitas ornamentais, para as quais concorrem translagoes sobre
uma reta. Essas translaces podem ser combinadas a reflexdes sobre eixos perpen-
diculares a essa reta.

¢ nas composigdes de ornamentos sobre discos (pratos, recipientes, jardins, etc.), ge-
rados principalmente por rotagdes.

e na tesselaria® — a arte que trata do recobrimento de superficies planas (pisos, pare-
des, tecidos, tapetes, embalagens, etc.) por meio de pegas elementares (tesselas) —
onde grupos definidos em termos de duas, trés ou quatro transformagoes (reflexdes,
rotagoes e tra.nsla(;éese) formam as “engrenagens dos mecanismos” de construgao
desses ornamentos.

4Qs artesdos reconhecidos como os mais notaveis mestres dessa forma de expressio
foram os artistas islamicos. O representante mais conhecido das obras desses artifices no
mundo ocidental, encontra-se no castelo de Alhambra, na Espanha [7, 23].

5Técnica herdada dos mosaicistas.

K possivel descrever rotagdes e translagdes exclusivamente em termos de reflexdes sobre
retas.
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A partida para o estudo sistemdtico da simetria foi dado no inicio do
século XIX, dirigido ao entendimento dos cristais. Os cristaldgrafos de entao
estavam, entre outras coisas, empenhados em encontrar uma solugio para o
seguinte problema:

de que forma os dtomos’ das substdncias, idénticos uns aos outros,
organizam-se para preencher o espago e formar os corpos cristalinos?

A teoria que resultou dessas investigagGes encontrou, nas composi¢des de
transformagGes geométricas, as leis que regem a formagdo de estruturas
simétricas a partir de elementos idénticos. Somente mais tarde — no final
do século XIX — é que as simetrias planas passaram a ser objeto de estudo
sistem4tico®.

A teoria matematica encontrada para resolver o problema dos cristalégra-
fos (a teoria dos grupos) foi entdo aplicada para analisar e descrever as regras
que devem ser obedecidas para a correta pavimentagdo das superficies planas.
Uma das conclusdes desses estudos foi a descoberta de que h4 essencialmente
230 formas algebricamente distintas de se preencher o espago com unidades
idénticas (dtomos). Somente neste século demonstrou-se que ha apenas 17
diferentes modalidades para se recobrir um plano.

A exploragio de todas essas 17 formas de cobrir o plano estd longe de
ser um problema matematico trivial [57}. Esses grupos de simetrias planas
podem ser classificados de diferentes modos, dependendo da natureza de seu
motivo ou das regras de seu preenchimento®. Para fins do design interessa-
nos estudar as relacOes existentes entre suas transformagoes caracteristicas
pois essas relagbes permitem com que fagamos dos elementos basicos de
composigao, geratrizes de contornos ou de ornamentos caleidoscopicos.

Contornos que se encaixam sem deixar vdos podem ser gerados a partir
de curvas (quase) arbitrdrias que, sob a agdo das transformagdes caracteris-
ticas dos grupos de simetria plana, formam arranjos que delimitam regides
fechadas do plano. Esses arranjos fechados passam a servir como contornos

"Note-se que a teoria atémica de Dalton tinha pouquissimos adeptos naquela época.

8De acordo com Coxeter, o primeiro tratamento matematico dado aos grupos de crista-
lografia plana data de 1897, feito por Fricke Klein.

90 tratamento matematico completo desse assunto estd muito além do escopo deste
trabalho. Aqui examinaremos apenas as aplicagbes mais elementares da teoria dos grupos
de transformagdes, visando sua aplicacao ao design.
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para o recorte de ladrilhos ou azulejos ou, genericamente, pegas de tesselaria
(tesselas) que devem entdo ser justapostas de modo a cobrir uma regido de
uma superficie plana.

Para recobrir o plano, deve-se reproduzir cépias do motivo elementar,
umas contiguas as outras. Por essa razdo, é preciso calibrar as dimensées do
motivo elementar de modo que & execugdo de cada uma dessas operagoes,
o motivo seja corretamente disposto em relagdo aos demais, para que ndo
o fique nenhum vio ou falha na superficie.

Consideramos arranjos caleidoscdpicos aqueles gerados por figuras dese-
nhadas em regides cujos contornos sio fixos e matematicamente pré-estabe-
lecidos.

Esse principio de geragdo de imagens é usado nos caleidoscépios. Nesses
instrumentos, liminas retangulares de superficies espelhadas sdo montadas
de modo a formar um prisma de corte triangular ou retangular. Pequenos
pedacos de um material transparente colorido sdo depositados na base do
prisma. Examinada contra a luz, sua imagem aparece multiplicada pelas
reflexdes sobre as paredes espelhadas das laminas, formando uma composigdo
regular.
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Esses efeitos podem ser conseguidos da aplicagao a uma figura enquadra-
da pelas transformagdes caracteristicas dos grupos conhecidos pelos simbolos
pmm, p4m, p31m e p6m, que se desenvolvem, respectivamente, sobre um
retingulo, a metade de um quadrado (cortado pela diagonal), o tridngulo

equildtero e a metade de um tridngulo equilatero!®.
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Qualquer figura contida em uma dessas regides podera ser utilizada como
. motivo para essas simetrias. A figura ao lado ilustra um exemplo de pavi-
i mentagdo do plano, baseado nas regras do grupo caleidoscépico pmm!!: o

10A teoria dos grupos de simetria plana demonstra que os contornos formados pela
metade de um tridngulo equildtero ou os obtidos da divisio de um quadrado em dois por
sua diagonal, ocorrem nos ornamentos dotados de simetria p4m e p6m, nao por acidente
ou por preferéncia, mas por necessidade. Esse determinante matematico pode explicar a
razdo do sucesso dos esquadros, instrumentos de desenho construidos nessas formas (veja
outras consideracbessobre esses instrumentos a pagina 129).

Este mesmo ornamento pode também ser reconhecido como gerado pelas transforma-
¢Oes caracteristicas do grupo p4g, obviamente com outro motivo elementar.

O algoritmo que produz o elemento de composi¢do que faz parte deste ornamento
pode ser encontrado, por exemplo, em [1]. Uma derivagdo mais geral, baseada na con-




224 (©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana

=N
A
I
N7

Vi WOV =V,
/A

£

Sl i sle NNy
@

Figura 17.3: Simetrias sobre redes de tridngulos equildteros ou suas metades

motivo elementar (um arranjo de quadrados encaixados) reflete-se reiterada-
mente sobre os lados espelhados de um quadrado.

O apéndice 21 apresenta os algoritmos para a construgdo dos 17 grupos
de simetrias planas. Nas figuras 17.3 e 17.4 estao ilustrados alguns exemplos
de simetrias de pavimentacdo do plano.

strucdo de poligonos encaixados com um nimero arbitririo de vértices, estabelecido por
um pardmetro varidvel, estd apresentada nas proposicdes 8 e 12.
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Figura 17.4: Simetrias sobre retangulos, quadrados ou suas metades
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17.6 Imagens 3-D

Um exemplo notavel de aplicacdo de ritmos unidimensionais pode ser ob-
servado nas figuras conhecidas por olho mdgico. Por meio da reproducao,
numa mesma pagina, de érbitas horizontais com perfodos espaciais!? dis-
tintos, uma observagdo cuidadosa nos d4 a sensacdo de profundidade (fig
17.5).

Figura 17.5: Sensagdo de 3-D

Para se conseguir a impressao de que as estrelas da figura 17.5 encontram-
se em planos de profundidades distintas, é necessaria alguma paciéncia. A
dificuldade em perceber de imediato vem do habito, bastante firmado, de
controlar os musculos do olho. A focalizagao e a convergéncia sao feitas
por musculos distintos, mas nosso sistema nervoso, pelo habito, controla-os
como um todo integrado.

Se conseguirmos desacoplar esses controles, poderemos, fixando duas es-
trelas consecutivas, forcar a convergéncia de nossos olhos de modo a fazer
essas duas estrelas superporem-se, ao mesmo tempo em que procuramos man-

?Distancias entre duas cSpias consecutivas.
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ter focalizado o desenho que vemos no papel. Quando tivermos alcangado
a independéncia desses dois controles — convergéncia para a superposigdo e
focalizagdo — entdo teremos a sensagao de que as estrelas “saltam” do (ou
“afundam” no) papel.

Observando a figura 17.5, tendo em conta os conceitos discutidos neste
capitulo, podemos perceber que a distancia que separa duas estrelas conse-
cutivas de cinco pontas ndo é a mesma que separa duas estrelas consecutivas
de seis ou sete pontas, por exemplo. E esse descompasso entre as colegGes
de estrelas que da a nossa percepgao, a sensagio de 3-D.
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Proposicoes fundamentais

18.1 Pontos e linhas poligonais
Proposicao 1 Construir uma linha poligonal.

Uma rota determina uma linha poligonal. Neste exemplo representamos,
a titulo de ilustragdo, uma rota ramificada definida por pontos de nomes
indexados.

Consideremos a seguinte rota

A..[BCD]EF LI GH. (18.1)

Nomes dos pontos. Os simbolos ‘-’ que aparecem na rota designam pontos
cujos nomes sdo formados por uma letra maiiscula, seguida de um {ndice
numérico, conforme a seguinte regra:

(3R}

1. A letra que integra o nome do ponto designado pelo simbolo ‘.’ é a
primeira que ocorre & esquerda desse simbolo? .

2. O valor do nimero que forma o indice numérico é dado pela posigao
do simbolo ‘.’ que designa o ponto, contado a partir da letra que lhe

da nome.

[}

'Por essa razio, uma rota nao pode principiar pelo simbolo *.’.

231
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Exemplo: a seqiiéncia ‘P...’°, define os pontos P, P;, P> e Ps.

Dessa forma, os pontos definidos na rota (18.1) sdo:

A,A17A21BaC’D7E)F,GaHaH1-

Modificadores de rota. Constam dessa rota os modificadores ‘[’ e ‘]’ que
especificam uma ramificagio que faz a linha bifurcar-se no ponto A,, nos
dois ramos: ‘A3 BCD’ e ‘A3 EFF’. O simbolo U faz o trecho ‘GH H,’ da. linha

poligonal destacar-se dos demais.
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Proposi¢ao 2 Determinar o ponto P sobre uma semi-reta AB e que esteja
a uma distincia dada r de A.

Objetivo. Apresentar a funcdo complexa versor de segmento de reta,
representada pela expressdo vs(c), onde ¢ é um nimero complexo.

Tomemos do enunciado de nosso problema, a origem A e como ponto
arbitrario sobre a semi-reta, o ponto B. A fungio vs(B — A) fornece o versor
de B — A, isto é, um nimero complexo que tem o mesmo sentido e dire¢io
de B — A, mas cujo comprimento é igual a 1.

A solucio de nosso problema pode, entdo, ser expressa na forma

P=A+rxvs(B—A).

Note-se que o enunciado se refere ndo a uma reta, mas a uma semi-reta.
Esta informacao adicional é necessaria para que seja possivel determinar
qual dos dois pontos, que distam r de A (um em cada semi-reta), constitui
a solugao. As coordenadas do outro ponto ), referente a semi-reta BA, sdo

Q=A+rxvs(A- B).
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Proposigio 3 Construir um poligono regular.

Neste exercicio estuda-se a criagdo e utilizacdo de uma varidvel complexa.

Um poligono regular é uma linha poligonal fechada tal que a

1. distancia entre um ponto da linha e seu antecessor (ou sucessor) é constante.
2. o angulo formado por uma aresta e sua sucessora (ou antecessora) é constante.

Construiremos, neste exemplo, um poligono regular de 7 lados.

Para isso inserimos uma rota contendo 8 pontos:

ABCDEFGH

Em seguida, devemos escrever as coordenadas de cada um desses pon-
tos. Fixamos inicialmente as coordenadas do ponto A com o valor, digamos,
[0,180]. Para a construgio de B, sucessor de A, seguiremos a técnica inspi-
rada no transferidor.

Denotemos por O a origem das coordenadas. Como nosso poligono tem
7 lados, devemos colocar o ponto B de tal modo que o segmento OB forme
2

com OA o angulo de Z& (1 de volta) em torno da origem. Atribuimos ao

ponto B a expressao

B=0+Cy(1/7) % (A - O). (18.2)

O efeito da multiplicacdo de Cy(1/7) por A — O é fazer o ponto B girar
sobre a circunferéncia com centro na origem O que passa por A.

Construgdo dos Vértices. Determinada a posi¢do do ponto B, podemos
passar a construgdo dos demais vértices do poligono.

As coordenadas de C, sucessor de B, serdo determinadas analogamente:

C=0+Cy(1/7) (B - 0). (18.3)

Como outras expressoes semelhantes a (18.3) irdo ocorrer para os demais
pontos, podemos facilitar a digitacido e acelerar o processamento se definir-
mos uma variavel complexa de nome, digamos, m, por meio da expressao

m = Cy(1/7)
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Uma vez que a origem O tem coordenadas [0, 0], podemos eliminar O
das expressdes (18.2) e (18.3) e reescrevé-las nas formas

B=m+A
C=m=xDB.

Repetimos o procedimento acima para determinar as posi¢oes dos de-
mais pontos D, E, F,G e H, estabelecendo, para eles, respectivamente, as
expressoes

D=Cx*m,
E=Dxm,
F = Ex*m,
G=Fx*m,
H = A.

Observe que, em lugar de adotar para H a expressdo ‘G * m’, preferimos
fazer o ponto H coincidir com o ponto A. Os efeitos sio exatamente os
mesmos, mas na forma apresentada, percebe-se mais claramente que se trata
de um poligono fechado.
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Proposic¢ao 4 Inscrever trés pardbolas osculantes nos pontos médios dos
lados de um tridngulo dado.

Objetivo. Apresentar a fungdo e uso dos modificadores de rota ‘{’ e ‘}’.

Criamos um novo desenho definido pela rota

{ABCDE}
cujos pontos A, B,C, D e F tém as seguintes coordenadas:
A=(B+ D)/2
B = [120,200]
C = [190, —125]
D = [-200, —200]
E=A

As coordenadas dos pontos B, C e D foram escolhidas arbitrariamente.

Ezecugdo do desenho. Ao encontrar o simbolo ‘{’, o computador ini-
cia o desenho de uma pardbola que parte do ponto A, segue, tangente ao
lado DB até o ponto médio do segmento BC, onde tangencia esse seg-
mento; continua desenhando outra pardbola que parte desse ponto e, tan-
genciando esse mesmo segmento BC', segue até o ponto médio do segmento
CD, tangenciando-o nesse ponto. Uma iltima pardbola, tangente ao seg-
mento CD, é desenhada desse iltimo ponto até o ponto E, onde tangencia
o segmento BD. Os tracos terminam nesse ponto, ao encontrar o simbo-
lo ‘}’. Duas quaisquer dessas pardbolas tém um ponto em comum e ambas
sdo tangentes a um mesmo lado do tridngulo nesse mesmo ponto. Dizemos
que elas sdo osculantes nesse ponto.

Ao acompanhar esse exercicio podemos entender como o computador
interpreta a ocorréncia dos simbolos ‘{’ e ‘}’ numa rota. Consideremos a
rota

{ABCD .. WXY Z}

Ela representa uma curva tunica formada por uma seqiiéncia de arcos oscu-
lantes de pardbola. Essa curva parte do ponto A, onde tangencia o segmento
AB e termina no ponto Z, onde tangencia o segmento ¥ Z. Os demais pon-
tos de osculacido sdo os pontos médios dos segmentos BC,CD,..., WX e
XY acurva tangencia todos esses segmentos.
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Proposicao 5 Desenhar a folha estilizada de uma planta.

Duas curvas de Bézier e uma parabola sdo suficientes para simular a folha
de uma planta que serd usada adiante no exercicio 34.

O contorno da folha pode ser definido pela rota

(ABC.EFG)J (18.4)

Observe que o ponto C1, denotado pelo simbolo ¢’ que sucede C na rota,
é um ponto de inflexdo que concatena duas curvas de Bézier: ‘ABCC,’ e
‘CLEFG’.

O ponto J foi incluido para permitir a inser¢ido da pardbola ‘AJC,’ que
completa o desenho. A figura ao lado ilustra a folha estilizada, formada
pelas curvas definidas pela rota (18.4).
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Pontos determinados por
equacoes

Proposicao 6 Inscrever, num tridngulo dado ABC, um quadrado apoiado
sobre o lado AB.

Objetivo. Mostrar a utilizacdo de varidveis em expressOes aritméticas,
para a solugdo de problemas geométricos.

Consideremos um tridngulo de vértices ABC e denotemos por ¢ = AB
o comprimento do lado AB e por h = CH a altura do triangulo, tomada a
partir do vértice C, sobre o lado AB. Busca-se o comprimento = do lado do
quadrado inscrito neste tridngulo.

Supondo o problema resolvido, percebemos que o lado PQ do quadrado
é paralelo ao lado AB do triangulo. Podemos reconhecer na figura 19.1 dois
tridngulos semelhantes, a saber, ACB e PCQ.

No tridngulo maior, o comprimento da base é ¢, e o de sua altura, é
h. Esses segmentos correspondem, no tridngulo menor, respectivamente, ao
lado PQ), cujo comprimento é z (a incégnita do problema) e a altura CJ,
cujo comprimento é h —z. Podemos, baseados na semelhanga dos tridngulos,
escrever a relagao existente entre esses valores:

c h
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Figura 19.1: Quadrado inscrito num tridngulo

donde se obtém
ch

c+h’

r =

Quando esses valores sdo conhecidos, as posigoes dos pontos P e ( podem
ser facilmente determinadas: eles estdo nd intersegao dos lados AC e BC com
a reta que é simultaneamente paralela a base AB e que dista, dessa base, do
comprimento z.
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Proposicao 7 Inscrever um circulo num arbelo.

A regido delimitada pelos trés semi-circulos tangentes, aos pares, na
figura 19.2 é denominada arbelo, ou “faca do sapateiro”, uma forma que
se tornou famosa na Geometria por ter sido objeto de investigacdo de al-
guns dos grandes gedmetras da Antigiiidade, como Arquimedes de Siracusa
[287-212 a.C.] ou Papos da Alexandria [c. sec IV] [6].

Fnunciado. O problema que aqui nos interessa pode ser enunciado da
seguinte forma:

S&o dadas trés circunferéncias! (figura 19.2),

a=C(P,p), F=C(Q,q) ¢ y=C(O,p+q).

Busca-se a circunferéncia p = C(R,r), tangente simultaneamente as
trés circunferéncias dadas.

Figura 19.2: Circulo inscrito num arbelo

Observa-se na figura 19.2 que OP = g e que OQ = p. Essas identidades
podem ndo ser evidentes, mas pode-se chegar a elas lembrando que

! A notagdo a = C(P,p) designa uma circunferéncia de centro em P e raio p.
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E:E-}-i_O_:p-}-q, donde PO =g¢q
BO =BQ+Q0 =q+p, donde QO = p.

- Definimos o ponto X, projecdo do ponto R sobre a reta AB. Denotando
por z = OX e y = X R, podemos escrever as relagbes pitagéricas para os
trés tridngulos retangulos PXR,QXRe OXR:

(g+2)+y*=(p+r)? | (19.1)
(p-2)+y*=(¢+1)° (19.2)
e’ +y’=(p+q-r)2 (19.3)

Subtraindo (19.3) de (19.1), temos?

9(g+22) = (2p+ ¢)(2r — q) (19.4)
e subtraindo (19.2) de (19.1), temos
p(p - 2z) = (2¢+p)(2r - p), (19.5)

Eliminando-se = do sistema de equagées formado pelas (19.4) e (19.5),
podemos finalmente, obter o valor do raio r da circunferéncia p

-f-
- _paleta (19.6)
P+ pg+gq
Construg¢go. Suponhamos ja fixados no desenho os pontos A,B e C a
partir dos quais estiao determinadas as circunferéncias o e 3. Criamos P e
(@2, pontos médios respectivamente dos segmentos AC' e BC

P=(A+C)/2
Q=(B+0C)/2.

Em seguida, criamos as varidveis
p = mod(P — A)
¢ = mod(Q - C)
r=pxq*(p+q)/(P’+p*q+q°)

2Nessa subtracio, aplique a identidade > — b* = (a — b)(a + b).
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onde r é o raio da circunferéncia buscada.

O ponto R, centro da circunferéncia buscada, estd na intersecio das cir-
cunferéncias C(P,p+r) e C(Q, g +r), determinada pela expressao

R =CxC(P,p+r,Q,q+T).
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Proposicdo 8 Inscrever um poligono regular noutro semelhante

Consideremos um poligono regular de n lados. Seja r o raio da circunfe-
réncia circunscrita a esse poligono e O seu centro.

Considere-se, agora, o retingulo AOH da figura, onde A representa um
dos vértices do poligono e H é o ponto médio de um dos lados do poligono
que tem A por vértice®. Dessa forma, o dngulo § formado em O pelos lados
AO e HO do triangulo AOH ¢ dado pela relagao

0=/A0H="L
n

Denotemos por B o vértice do poligono encaixado no poligono dado. Por
construgio, A, B e H estdo numa mesma reta. Denotemos por ¢ o dngulo
LAOB e por p a relagio

2

u:

Pode-se perceber facilmente, observando os tridngulos retangulos AOH
e BOH que entre as grandezas 6,y e ¢ pode-se estabelecer a equagdo

cosf . cosT
K= =

cos(f—¢€) cos(Z—¢)’

(19.7)

que relaciona entre si o fator de contragiao® u, o angulo de rotagio ¢ de um
poligono em relacido ao outro e o niimero n de lados do poligono.

Exercicio. Construa um pentagono regular e, usando o método apresen-
tado na proposicdo 3, inscreva nele um segundo pentagono que forme um
angulo® € = 3° com o primeiro, de modo a reproduzir a figura ao lado.

30 segmento OH é denominado apdtema do poligono e seu comprimento s = OH é o
raio da circunferéncia inscrita ao poligono.

“‘E a relagdo entre os rajos das circunferéncias circunscritas aos poligonos externo e
inscrito, respectivamente.

®*Para um poligono de n lados, o angulo € deve satisfazer as desigualdades 0 < € < 2%,
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Transformacao de figuras

20.1 Procedimentos fundamentais

Procedimento 1 Construir a imagem de uma figura refletida sobre um eizo
central.

Um eixo central é qualquer reta que passa pela origem das coordenadas.
Consideraremos aqui as reflexdes sobre quatro eixos centrais. Sao eles, os
eixos horizontal e vertical de referéncia e, duas bissetrizes dos dngulos que
entre eles se formam, conforme ilustrado na figura ao lado.

Os simbolos usados para designar essas reflexdes sdo

Rx reflexdo sobre o eixo horizontal. Este eixo refere-se a direcao Leste-Oeste da “rosa
dos ventos”.

Ry reflexdo sobre o eixo vertical ou dire¢do Norte-Sul.

Rxy reflexdo sobre a bissetriz que corta os quadrantes 1 e 3 ou dire¢cdo Sudoeste-Nordeste.

Qxy reflexdo sobre a bissetriz que corta os quadrantes 2 e 4 ou direcido Sudeste-Noroeste.

Procedimento 2 Deslocar uma figura.

Para deslocar uma figura de um ponto P a um ponto (), deve-se submeté-
la & transformagio

Tp(P - Q)

245
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Deslocamentos nas direcdes horizontal e vertical podem ser conseguidos
fornecendo-se a distancia a ser deslocada, como nas expressdes seguintes

Tx(a) para deslocar a figura de uma distancia a na direcdo horizontal. O deslocamento
dar-se-a para a direita se a > 0 e para a esquerda se a < 0.

Ty(b) para deslocar a figura de uma distdncia b na direcdo vertical. O deslocamento
dar-se-4 para cima se b > 0 e para a baixo se b < 0.

Pode-se também representar um deslocamento escrevendo o argumento
da transformacao em coordenadas polares. A expressao

Tp(P +{e,6})

deslocard a figura de uma distancia r, na direcdo do dngulo 6.
Procedimento 3 Girar uma figura em torno da origem das coordenadas.

Para girar uma figura de um angulo 6, em torno da origem, deve-se
submeté-la a uma das expressdes constantes da tabela abaixo. A expressao
usada depende do angulo de rotacido, bem como da unidade em que ele é
expresso.

0 Expressao
1/2 volta HT
1/4 de volta QT
3/4 de volta IQT
em graus Rot(8)
em fracdo de volta | Cyt(6)

Assim, uma rotagdo de 1/2 volta pode ser conseguida pela expressao HT
ou, dentre outras, por uma das seguintes expresses equivalentes

Rot(180)
Cyt(1/2)
QT-QT
Rx - Ry
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Procedimento 4 Girar uma figura em torno de um ponto qualquer.

A rotagio de uma figura de um &angulo #, em torno de um ponto P
qualquer, pode ser conseguida submetendo-a & expressao

Tp(P) - Rot(8) - Tp(—P) (20.1)

Em lugar da transformagdo Rot(f) que figura em (20.1), pode-se usar
qualquer expressdo que descreva uma rotacao, como por exemplo, HT, QT,

IQT, Cyt(6), etc.
Procedimento 5 Refletir uma figure sobre uma reta qualquer.

Qualquer reta do plano pode ser tratada como refletora. A forma mais
conveniente para se comunicar ao computador a posi¢ao de uma reta é medi-
ante a especificacido de dois de seus pontos, digamos os pontos A e B. Para
conseguirmos a reflexdo de uma figura sobre a reta 4B, a submetemos a
expressao

Tp(P,Q) - Rx - ITp(P, Q) (20.2)

Denotemos por O a origem das coordenadas [0,0] e por I o ponto unidade,
de coordenadas [1,0]. A transformagdo Tp(P,Q) ‘converte’ o segmento OJ
no segmento P(), mas ao fazé-lo, converterd, segundo a mesmas regras, nio
apenas esse segmento, mas todos os demais pontos que formam a figura.
Assim, se essa conversdo for uma translagdo, todos os pontos da figura serdo
transladados da mesma distancia; se ela incluir uma rotagdo em torno de
um ponto P qualquer, toda a figura sofrerd essa rotagdo. O mesmo se dard
se houver uma ampliagdo ou uma redugao, isto &,

As transformagdes que forem necessdrias para converter o segmento
OI no segmento PQ serdo aplicadas uniformemente a todos os pontos
da figura.

A transformagdo ITp(P, Q) é a operagdo inversa & Tp(P,Q), isto é, é
uma transformagdo que ‘converte’ o segmento PQ no segmento OI (e con-
sequentemente, toda a figura).
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Uma vez que as operagdes descritas na composicdo (20.2) sio realizadas
da direita para a esquerda, tudo se passa como se a figura sofresse, nesse
processo, a seguinte seqiiéncia de transformacoes:

1. a transformagio [Tp(P,Q), segundo a qual a figura, como um todo, é transformada,
de modo a fazer a reta PQ coincidir com o eixo horizontal de referéncia; Para isso,
o ponto P serd deslocado até a origem e, em seguida o ponto @ serd girado até
alcancar o eixo horizontal de referéncia;

2. a figura serd entio uniformemente esticada ou encolhida (isto é, sofrerd uma ho-
motetia) até que o comprimento do segmento PQ seja igual & unidade. Neste
momento teremos uma representacio similar da figura, disposta em relagao ao eixo
horizontal de referéncia, na mesma disposi¢do que a figura original estd em relacio
a reta PQ;

3. areflexdo dessa figura similar sobre o eixo horizontal de referéncia;

4. a transformagao Tp(P, Q) realiza a operagdo inversa a executada na etapa 1, isto é,
a figura similar, agora refletida, é modificada de modo a assumir a forma que teria
a figura original refletida sobre a reta PQ.
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20.2 Transformagoes geométricas
Proposicao 9 Reenguadrar uma figura de um paralelogramo para outro.
O objetivo deste exercicio é enquadrar num paralelogramo dado, uma

figura previamente enquadrada noutro paralelogramo.

Tomemos uma figura qualquer (ver figura 20.1), enquadrada num para-
lelogramo dado, de vértices OXZY.

Consideremos um outro paralelogramo arbitririo ABDC' e apliquemos a
figura a seguinte transformagéao

Tp(A, B,C) - Inv(Tp(0, X,Y)). (20.3)

S

Figura 20.1: Ajuste de afinidade

A figura 20.1 mostra, lado a lado, os dois enquadramentos, o original e o
transformado. Sob a agdo da transformagdo 20.3, o ponto O transforma-se
no ponto A, o ponto X em B e o ponto Y em C.

O exemplo acima ilustra uma propriedade importante dos ajustes de
afinidade: eles permitem simular o fenémeno das sombras de figuras proje-
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tadas pelo Sol! sobre uma superficie plana. De fato, nio é dificil imaginarmos
que o enquadre OX ZY represente a esquadria de uma janela e o retidngulo
ABDC as sombras da janela e da figura, nela colada, projetadas sobre a
parede.

Para se obter a reprodugio geométrica desse efeito basta conhecer as
posicdes de seis pontos?:

_ e trés pontos que determinam o plano onde estd a figura (o plano da janela).
L e trés pontos correspondentes® que determinam o plano onde estd projetada a sombra
dessa figura (o plano da parede).

. !Ou por qualquer fonte luminosa que emita raios paralelos.
20s pontos Z e D criados acima ndo sio essenciais para a determinagdo da trans-
formacao 20.3; eles servem apenas para melhor visualizarmos os efeitos dessa trans-
formagao.
3Para que a projecao reflita com exatidio o efeito da sombra, é necessirio que estes
trés pontos formem um tridngulo congruente aquele que determina o plano da janela.
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Simetrias

21.1 Simetrias circulares
Proposigao 10 Construir (novamente) um poligono regular de n lados.

O procedimento utilizado para resolver o problema da proposi¢ido 3 apli-
ca-se a um poligono de n lados, quando o valor de n é fixado.

Neste estudo apresentamos uma outra técnica que permite construir
poligonos regulares de n lados, onde o valor de n é varidvel. Essa técnica
estd baseada na especificagdo da drbdita de uma transformagdo geométrica,
por meio da qual o poligono é construido a partir da rotagao, reiterada n—1
vezes, de um dos lados desse poligono, produzindo o efeito desejado.

Uma vez que todo poligono regular é inscritivel numa circunferéncia,
criamos inicialmente a variavel real r, que determinard o raio dessa circunfe-
réncia, e atribuimos a essa varidvel, digamos, o valor r = 160. Em seguida,
criamos a varidvel n que determinard o nimero de vértices do poligono,
fixando-lhe, a titulo de exemplo, o valor n = 7. Admitimos que o centro do
poligono esta na origem, de coordenadas [0,0].

Cada vértice do poligono esta a uma distancia r do seu centro, portanto
podemos afirmar que as coordenadas polares de um vértice P qualquer desse
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poligono sdo representadas pela forma genérica
P={r6}
onde o dngulo @ depende do nimero de vértices do poligono.

A escolha do valor de 6 é arbitraria, pois depende de sob que inclinagao
queremos dispor o poligono na figura. Se desejarmos que nosso poligono
aparega como que apoiado sobre uma base horizontal, podemos colocar dois
vértices consecutivos do poligono, digamos P e (), sobre uma mesma reta
horizontal. Consegue-se esse efeito adotando para P e @, as coordenadas

P={r,(3/2-1/n)x7} (21.1)
Q=A{r,(3/2+1/n) 7} '

Obervando as coordenadas dos pontos P e (), constatamos que ambos
estdo sobre a circunferéncia de raio r, o primeiro formando com a vertical
um angulo de 7/n e o segundo, um angulo de —7/n, de tal modo que entre
si formem um angulo de 27 /n.

Base do poligono. Para criar o segmento PQ), podemos, a exemplo do que
foi feito na proposigao 1, criar uma rota ‘PQ’. Apés criada a rota, alteramos
as coordenadas dos pontos P e (), conforme as identidade (21.1). Teremos,
entio, a base de nosso poligono completa.

Rotagao da base do poligono. Neste caso, a transformagdo que gera,
a partir da base PQ, um novo lado do poligono, é uma rotagio de 1/n de

volta em torno da origem. Essa transformagao é representada pela expressio
CyT(1/n) ou Rot(360/n).

Para podermos superpor o segmento original a sua cdpia “girada” de 1/n
de volta, escrevemos no campo de polinémio, a expressao

1+ CyT(1/n).

Para termos trés lados desenhados, escrevemos a expressao

14+ CyT(1/n)+ CyT(1/n) - CyT(1/n).

Poderiamos continuar a construir expressoes envolvendo “parcelas” adi-
cionais para os demais lados do poligono, até completa-lo. Mas isso nao
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seria nada prdtico para um poligono com um nimero grande de lados, nem
estaria de acordo com o objetivo de nosso problema que é o de obter uma
representagao do poligono que independa do valor atribuido ao nimero n de
lados. Para contornar essa limitagio, usa-se a drbita! e que, neste exemplo,
assume a forma

Orb(n, CyT(1/n)). (21.2)
Aplicada ao lado PQ), essa 6rbita produzira o poligono regular desejado.

Orbita de uma transformacdo. A 6rbita de uma transformagio 7 €
definida pela expressdo:

Orb(n,7) =1+4+7+72+ 734 ..+ 7! (21.3)

n  “parcelas”

A presenga de n “parcelas” na expressdo acima garante que essa 6rbi-
ta produzird n copias da mesma figura recorrentemente transformadas pela
transformacao 7.

1A definicdo abstrata de drbita encontra-se na segao 13.4.1.
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Proposi¢do 11 Construir uma estrela de bracos entrelacados.

Observando atentamente a figura ao lado, podemos perceber que ela é
formada pela superposi¢do de uma figura mais elementar (apresentada em
destaque na pagina 255), que se repete em torno do centro. Denominamos
essa figura elementar de geratriz da figura final. Tomando como exemplo
a construgado do poligono regular obtido na proposicao 10 — cuja geratriz
se resume a um simples segmento de reta — podemos construir a estrela
completa. Para isso, submeteremos a geratriz a uma érbita rotacional, como
o fizemos com o lado do poligono, no exemplo referido.

Para facilitar a discussido que segue, encararemos os vértices (pontas) da
estrela como se fossem as marcas de um mostrador de relégio e adotaremos
as seguintes definicoes:

Estrela externa é aquela formada pelos pontos mais afastados do centro.

Estrela Interna é a outra estrela, formada pelos pontos que estio no mesmo raio dos
vértices da estrela externa.

Vértice antecessor O antecessor de um vértice X é o primeiro vértice que o ponteiro
de nosso relégio ficticio alcanga, logo apds ter deixado o vértice X. Usaremos as
metédforas seguintes: o antecessor de X é o pai de X; o “antecessor do antecessor”
de X, seu avé e o “antecessor do antecessor do antecessor” de X, seu bisavé?.

Vértice sucessor O sucessor de um vértice X é o primeiro vértice que o ponteiro de nosso
relégio ficticio alcangaria, logo apés ter partido de X, se estivesse girando no sentido
oposto (anti-hordrio). Como no caso dos antecessores, trataremos o sucessor de X
como seu filho, o “sucessor do sucessor” de X como seu neto e o “sucessor do
sucessor do sucessor” de X como seu bisneto.

Além disso, definimos a varidvel real n, para representar o nimero de
pontas (vértices) da estrela e a variavel complexa m por meio da expressio

m = Cy(1/n).
Gragas as propriedades da varidvel complexa m, podemos representar

facilmente os antecessores e sucessores de um vértice qualquer A da estrela
pelas expressoes:

2Estas convengdes seguem as da trigonometria. Nela, os angulos crescem no sentido
contrdrio ao dos ponteiros de um reldgio, por isso as palavras antecessor e sucessor parecem
estar invertidas.



—

(©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana 255

=3
%

Bisneto Q @ Bisavo

Figura 21.1: Posigdes de A modificadas pela varidvel complexa m = Cy(1/12)

Pai de A: X =A/m Filho de A: B=Asxm
Avé de A: Y = A/m? Neto de A: C=Axm?
Bisavd de A: Z = A/m® Bisnetode A: D= Ax*m3

Construgdo. Iniciamos o desenho, inserindo uma Rota que represente as
duas linhas poligonais desconexas que formam a figura elementar. Adotando
para os pontos 0os mesmos nomes que aparecem na figura ao lado, constru-

imos a rota
ABCUDEF

Vértice B Criamos uma variavel real r que estabelece o raio do circulo circunscrito a es-
trela e colocamos o vértice superior da estrela (ponto B ) na posi¢do de coordenadas
[0,r].

Vértice E Observando a figura, constatamos que E é o vértice mais alto da estrela interna.
Sendo essas duas estrelas semelhantes, podemos tratar a estrela interna como uma
homotetia da estrela externa, estabelecendo assim, como coordenadas do ponto E,
as mesmas do ponto B, multiplicadas por um fator de redu¢do y. Tratamos u como
uma variavel real e definimos o vértice B com as coordenadas

E=uxB

Vértice A Observando a estrela completa, constatamos que o ponto A estd na intersecao
de dois bracos da estrela. Um deles liga os dois vértices imediatamente contiguos
ao vértice B, isto é, liga o pai de B ao filho de B.

O outro brago tem uma extremidade no vértice B e a outra, em seu avé. Podemos,
assim, escrever a expressao que fornece as coordenadas do ponto A

A = LxL(B/m,B x m, B, B/m?).
ou, em palavras que descrevem as relagdes de parentesco de B:

A = LxL(pai,filho,B,Avd).
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Vértice C Este ponto estd na intersecdo de outros dois bragos da estrela. Um deles parte
do vértice B e termina no seu neto, e o outro, parte do filho de F e termina no
bisneto de E. Suas coordenadas sdo

C = LxL(B,B +m?, E+ m, E + m* + m)

Vértice D Este vértice encontra-se na intersecdo de dois bracos da estrela interna. Um
deles parte de E e termina no neto de E, e o outro parte do filho de E e termina
no bisneto de E, donde as coordenadas de D sao

D=LxL(E,E*m2,E*m,E*m2*m)

Vértice F Finalmente, o ponto F encontra-se na intersegdo de outros dois bragos, um da
estrela interna e outro da externa. O primeiro parte do vértice E e termina no avd
de E, e o outro parte do filho de F e termina no pai de F. Suas coordenadas sdo

F = LxL(E, E/m? B« m, B/m).

Com essas operagdes, terminamos a construgdo da figura elementar. Para
completar a estrela, basta definir o polinémio geométrico com a mesma ex-
pressdo (21.2) usada na construc¢do do poligono regular da proposicao 10.

Pode-se agora experimentar os efeitos da alteracido dos valores de n,r e
1 sobre o desenho e constatar seus limites. O valor de =, por exemplo, ndo
deve ser inferior a 5, caso contririo ndo se formam estrelas. A varidvel p
também tem limitacbes: a medida que o valor de n aumenta, o de y deve
aproximar-se de 1. Pode-se observar, também, que se n for impar, os bragos
da estrela entrelagam-se formando uma tira dnica, mas se n for par, a estrela
serd formada por duas tiras desconexas.
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Proposicao 12 Construir uma seqtiéncia de poligonos encaizados, de modo
que os vértices de cada poligono da seqiiéncia esteja apoiado nos lados de seu
envolvente, e forme com este um dngulo constante.

Neste exercicio combinaremos os resultados das proposicées 8 e 10, para
construir uma seqiiéncia de poligonos inscritos uns nos outros.

Para isso criamos as variaveis reais ¢, e y com os valores experimenta-
dos no exercicio 8 e usamos a expressdo (19.7) da proposi¢do 10. Criamos
também a varidvel m que representara o nimero de poligonos inscritos uns
nos outros, que comporao nosso desenho final (ver figura & pigina 4).

Compomos entio, o polinémio geométrico construido na proposi¢io 10
com o polinémio
Orb(m, Rot(e x 180/7) - Scl(u)),

onde a transformacido Rot representa uma rotagdo em torno da origem3, a

transformagéo ‘Scl(s)’ representa uma homotetia com centro na origem, de
amplitude s (ampliagdo ou redugio) para obter o polindmio final?

Orb(m, Rot(e * 180/7) - Scl(u)) * Orb(n, CyT(1/n)).

30 argumento ¢ de ‘Rot({¢)’ deve ser fornecido em graus.
*Observe a diferenca entre o simbolo ‘-’ que se usa para designar a composicao de duas
transformacgdes e o simbolo ‘*’, utilizado para representar a composicdo de dois polindmios.
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Proposi¢ao 13 Construir o logotipo da FAU-USP.

O logotipo da Faculdade de Arquitetura e Urbanismo da Universidade
de Sao Paulo ¢, segundo Ludovico Martino, seu criador, a associacdo de um
corte de uma coluna dérica, simbolo da Arquitetura, e a imagem do Sol,

simbolo do Urbanismo®.

Figura 21.2: Logotipo da Faculdade de Arquitetura e Urbanismo da USP

As colunas sdo composigdes regulares cujo corte pode ser interpretado,
para fins de constru¢do geométrica, como um conjunto de arcos de circulo,
com 90° de abertura, cujos centros estdo dispostos nos vértices de um poli-
gono regular de vinte lados. A concatenacdo desses arcos forma o corte da
coluna que se sobrepde a um conjunto de tridngulos iséceles que simbolizam
o Sol. Esses tridngulos apdiam-se nos pontos médios dos arcos, e tém seu
vértice superior no mesmo raio que passa pelo ponto de encontro de dois
arcos consecutivos da coluna.

5Entrevista concedida & revista Design Grdfico, Ano 4, n° 13.
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O simbolo, representado ao lado, conforme impresso na sede da FAU, é
formado pela concatenacdo de um elemento de composi¢ido preenchido em
cor amarela e disposto sobre o poligono regular de vinte lados, conforme
ilustrado na figura ao lado.

O processo construtivo aqui apresentado é uma variante da figura origi-
nal®, modificada para ser representada por tragos de contorno que delimitam
faixas de espessura pré-estabelecida.

Todos os tragos curvos que constam desse elemento sdo arcos de circulo
centrados em P. As posic¢oes dos pontos de referéncia desse componente sao
determinadas pelas seguintes propriedades:

1. Iniciamos a construgdo pelo ponto A, situado a uma distincia r do centro O do
logotipo. Para explorar a simetria do elemento basico, de modo a simplificar as
expressdes das coordenadas dos demais pontos da figura, colocamos o ponto A
sobre o eixo horizontal de referéncia.

2. O ponto P estd num raio que parte de O e forma com o eixo horizontal de referéncia,
o dngulo o = 9°. O tridangulo APD é 1/8 de um octégono regular inscrito numa
circunferéncia de raio PA.

3. Os pontos B e C estdo sobre uma circunferéncia com centro em P, de raio r — e,
onde e é a espessura das faixas que formam a figura. Eles estdo também sobre a
reta OP.

4. O ponto E estd na intersegdo do circulo Cp(P, A) com o eixo horizontal de referéncia.

o

O ponto F estd no eixo horizontal de referéncia e & distancia e da reta DE.
6. O ponto G estd sobre a circunferéncia Cp(P, A) e a distancia e da reta DE.

Anexando a esse elemento, sua imagem refletida pelo eixo horizontal de
referéncia, segundo o polinémio geométrico

1+ Rx,
obtemos a figura ao lado

Essa figura é, por sua vez, superposta a suas imagens giradas de 18° em
torno da origem. O polindmio geométrico

Orb (20, Rot(18)) * (1 4+ Rx),

gera o simbolo representado na figura 21.2 a partir do elemento inicial.

SEsse processo foi baseado no método desenvolvido, sob orientagio de Martino, por J.
T. de Azevedo Maia, do LPG — Laboratério de Programacao Gréfica da FAU-USP.
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21.2 Fitas ornamentais
Proposigao 14 Desenhar uma fita ornamental.

Neste estudo desenvolveremos a fita ilustrada na figura 17.1. Usaremos
como geratriz dessa composi¢do, o tema apresentado na péagina 214.

Nesta técnica de composi¢ao, conforme descrito no exemplo 1 discutido
na se¢do 17.4.3, deslocamos o tema horizontalmente para a direita de modo a

fazer o ponto A superpor-se a B (ou para a esquerda, fazendo B superpor-se
a A).

Para conseguir esse deslocamento, submetemos a geratriz a translagdo
horizontal Tp(B — A).

Quando submetemos uma figura a uma transformagio, obtemos uma
copia transformada dessa figura, mas nao mais a figura original. Para desen-
harmos as duas figuras (a original e sua transformada) lado a lado, devemos
submeté-la, ndo a uma transformagdo simples, mas & unido de duas trans-
formacgoes, o que se consegue com o polinémio geométirico representado pela
exXpressao

1+ Tx(mod(A — B)).

A expressdo (21.3) nos dd a férmula para replicar n vezes um elemento
geratriz, segundo uma transformagido 7. Neste caso, 7 = Tp(A — B).
Para obtermos uma faixa ornamental composta de n réplicas da geratriz,
preenchemos o campo do polindmio onde estd definida a geratriz, com a
expressao

Orb (n, Tp(A — B)).
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Proposi¢ao 15 Dispor um motivo grego sobre um circulo.

Para adaptar a ornamentacdo desenvolvida na proposi¢io 14 de modo a
ajustd-la a um circulo, é necessario redefinir todos os pontos do elemento
de composicao, conforme a ilustragdo da figura 21.3. Neste caso adotamos
as coordenadas polares, pois seu uso facilita a representagdo dos pontos de
referéncia da figura.

Figura 21.3: Geratriz da ornamentago grega sobre um circulo

As coordenadas dos pontos A, B, ..., P,Q que definem o contorno do
elemento de composicdo, sao dadas pela férmula genérica

2x7
n

},

onde r é o raio mais interno dos arcos, n é o0 nimero de repeticdes do elemento
de composicao em uma volta e s,f...,x,y sao o0s raios dos demais arcos
concéntricos. Esses raios sio determinados pelas expressoes

{z,9*

s=rxf, t=sx*xf, u=tx*f
v=ux*xf, w=v*f, r=wx*f (21.4)
y:(l‘*f.
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A construcéo é feita de modo que cada ponto do elemento de composigdo
fica na intersecdo de:

e uma das circunferéncias concéntricas cujos raios r, s, ...,y estio definidos em (21.4)

e e uma das retas radiais (que passam pelo centro das circunferéncias) formando
com a horizontal um dos dngulos {0, @,2a,...,7a,} (observe as retas tracejadas na
figura 21.3).

O ornamento da figura ao lado foi produzido aplicando-se ao elemento
de composigdo, acima, a orbita

Orb(4, Rx - Scl(r/y) - p) * Orb(n, p)
onde p = Rot(360/n).

A presenga da reflexdo Rx no polinémio faz com que haja um inversdo
da figura a cada nova iteragao.
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21.3 Recobrimento do plano

A tecnologia que marcou este século tem sido fortemente influenciada pelos
principios tayloristas’, segundo os quais os processos técnicos devem estar
subordinados a racionalidade econémica.

Nao é uma mera coincidéncia que a produgdo de alfinetes, automédveis ou
sanduiches, tenham, na busca da uniformidade, um denominador comum.
Também na construgio civil, em especial nas operagdes de recobrimento de
superficies planas (que ocorrem, por exemplo, na pavimentac¢do de um piso
ou na construgio de uma parede), a utilizagdo de partes ou pegas idénticas
tem sido determinada, até muito recentemente®, por conveniéncias técnicas
ditadas, por sua vez, pela racionalidade econémica.

De fato, a produtividade de um artifice encarregado de executar uma
operagdo de recobrimento é maior quando ele ndo estd obrigado a procurar,
numa cole¢do de pegas irregulares, pelo contorno mais apropriado a cada
assentamento. Além disso, os requisitos de economia e qualidade impostos
para a producdo de objetos em escala industrial tem sido alcancados, em
geral, por meio da reprodugao de objetos idénticos, dos quais qualquer fonte
de variedade (considerada em geral como falha ou ruido) tenha sido reduzida
a um minimo.

Nio apenas por razoes industriais ou construtivas, mas muitas vezes por
motivagdes estéticas®, as preferéncias dos construtores acabam por recair em
materiais de construgdo como tijolos, lajotas, telhas ou azulejos regulares,
de dimensdes uniformes.

Nesta se¢do apresentaremos as representagoes, na notagao algébrica pro-
posta en 13.3, as 17 formas distintas de se pavimentar um plano, a partir de
formas idénticas.

"Nome dado aos métodos de organizacio cientifica do trabalho propostos pelo engen-
heiro norte-americano Frederick Winslow Taylor (1856-1915).

8Somente nas wltimas décadas a utilizacio intesiva da informética tornou possivel a
introducéo econdmica de alguma “variedade” nos processos industriais.

®Veja secao 17.5
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Proposigdo 16 Recobrimento do plano por simetria pl.

Figura 21.4: Elemento de composic¢do para o grupo pl.

O procedimento mais simples para se recobrir uma superficie plana por meio
da repetigao regular de um padrdo de contorno, consiste em escolher, sobre
uma curva qualquer, um ponto arbitrario B, nio colinear com suas extremi-

dades AC.

Podemos agora, repetindo translagoes idénticas, fazer com que a curva
ABC, submetida a duas translacbes convenientes, determine um dominio no
plano que servird para cobrir uma extensao desejada da sua superficie. As
duas translagGes a ser aplicadas ao contorno sio:

e O deslocamento Tp(B — A) que leva o ponto A a coincidir com o ponto B.
e O deslocamento Tp(C — B) que leva o ponto B a coincidir com o ponto C.

O contorno original, superposto aquele que se obtém como efeito dessas
duas transformacdes, produz o elemento de composicio que se observa na
parte direita da figura 21.4. Essa superposigao se obtém da agdo combinada
de duas translagdes

(14 Tp(A — B)) * (1 + Tp(C - B)) (21.5)

sobre o contorno original.
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Os polinémios compostos em (21.5) produzem apenas quatro cépias do
contorno. Para obtermos um nimero maior de cdpias, substituimos os
polinémios nessa expressdo por suas correspondentes 6rbitas!®

Orb (r, Tp(A — B)) * Orb (m, Tp(C — B)), (21.6)

onde n representa o nimero de copias produzidas na dire¢io da reta AB e
m, o niumero de copias geradas na diregao da reta BC.

O resultado dessas duas érbitas produz o padrido da figura abaixo.

AR A o
AR A A o
N 0 N N

19A expressdo 1 + T é equivalente & érbita Orb(2, 7).
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Proposigao 17 Reéobrimento do plano por simetria p2.

Figura 21.5: Elemento de composigio para o grupo p2.

Consideremos um tridngulo ABC e os pontos médios de seus lados, PQR.
A simetria p2 baseia-se na delimitagdo de um dominio do plano formado a
partir de trés curvas, «, g e v, cujas extremidades estdo apoiadas respectiva-
mente sobre os segmentos BP, CQ e AR, conforme ilustrado na figura 21.5.

O procedimento para ‘pavimentar’ o plano consiste em fazer girar essas
curvas em torno dos pontos médios P, e R do tridngulo. O polinémio que
gera uma meia-volta em torno de um ponto qualquer Z é representado pela
expressao

1+ Tp(Z)-HT -Tp(-2) (21.7)

Fazendo Z =P, Z =(Q e Z = R em (21.7), construimos trés polinémios
independentes,
a=1+4+Tp(P)-HT Tp(-P)
b=1+4+Tp(Q)-HT - -Tp(-Q)
¢c=14+Tp(R)-HT - Tp(—R).

Quando submetemos as curvas «, § e v ao polinémio
l1+a+b+c

vemos que suas extremidades superpoem-se, gerando contornos fechados,
conforme ilustrado a direita da figura 21.5.
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Submetendo a pega de preenchimento assim formada, a translacdes de-
terminadas pelos vetores B — A e C' — A, conforme o polinémio

Orb (n, Tp(B — A)) * Orb (m, Tp(C — A)).

teremos a replicagdo desse motivo, recobrindo uma regiao do plano de ex-
tensao n(B — A) x m(C — A).

D P BN
R e
SRNEES
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Proposigao 18 Recobrimento do plano por simetria pm.

Figura 21.6: Elemento de composi¢do para o grupo pm.

As simetrias pm sao geradas por uma reflexdo e por translagdes horizontais
e verticais. Consideremos o tridngulo retangulo ABC, o segmento de reta
AB e uma curva arbitraria a com extremidades nos vértices B e C do tri-

angulo. Essa curva e sua reflexdo sobre o eixo AB, estd reproduzida na
figura 21.6.

Sob o efeito de uma série de translagdes, horizontais e verticais, produz-se
o resultado que segue.

-
o
N

\\

: . .

S e

)

_._4;

/
/o
| SR
LA / \\\_ N / /41 //

b A
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Proposicdo 19 Recobrimento do plano por simetria p3.

|
l
I
|
l
I
I
I
|

\\gB

Figura 21.7: Elemento de composigio para o grupo p3.

Com extremidades sobre os vértices AC' de um tridngulo equildtero, ajusta-
mos uma curva arbitraria, conforme ilustrado no tridngulo da figura 21.7.

Tomando os vértices A e B como centros de rotacdo, reproduzimos cépias
dessa curva, giradas de 1/3 de volta em torno de cada um desses pontos.
Superpondo translacdes do elemento de composicido assim obtido, obtemos
a figura reproduzida ao lado. '

As colméias das abelhas sao um exemplo do grupo de simetria p3. Essas
construcdes sdo a justaposicao de pequenos cilindros circulares. As regices
de contacto entre esses cilindros sio preenchidas pelo material produzido
pelas abelhas, dando a impressao de um conjunto de hexdgonos regulares
encostados uns nos outros.

Para desenhar uma colméia usando a derivacdo acima, substitua a curva
da figura 21.7 pelo segmento de reta que une os pontos AC.
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Proposicdo 20 Recobrimento do plano por simetria p4.

Figura 21.8: Elemento de composicio para o grupo p4.

Na figura 21.8, a esquerda, estao representadas as regras do grupo de simetria
p4 para construir um elemento de composic¢do (isto é, o contorno das pegas
do jogo) para o recobrimento do plano. Essa pega é construida a partir
de uma curva arbitrdria, que tem uma extremidade no ponto médio T da
diagonal AB de um quadrado.

Essa curva sera submetida, reiteradamente, as seguintes operagdes:

1. 1/2 volta em torno do ponto 7. Os pequenos circulos concéntricos com centro
em T indicam rotagGes de 1/2 volta em torno desse ponto. Combina-se a curva
original v com sua cdpia girada de 1/2 volta em torno de T ao submeté-la & agdo
do polinémio

a=1+4+Tp(T)-HT - Tp(-T).
conforme se mostrou na descrigdo do procedimento 4.

2. 1/4 de volta em torno de S. Pode-se, independentemente do que se fez na etapa
1, obter quatro c6pias da curva original, cada uma girada de 1/4 volta em torno de
S em relagdo & curva anterior, se aplicarmos a ela o polindmio*?

Orb (4, Tp(S) - QT - Tp(—S)) .

Fazendo S coincidir com a origem, a expressao se simplifica, passando a ser

b= Orb(4,QT),

10 pequeno quadrado que enquadra o ponto S na figura 21.8 indica rotagdes de 1/4 de
volta em torno desse ponto.
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razéo porque é conveniente, ao desenharmos a figura primitiva, fazer S = [0, 0].

Pode-se combinar os efeitos obtidos nas etapas 1 e 2, executando-se o polinémio
bxa
3. Transla¢des horizontais. A drbita

¢=0rb(m,Tp(2+(B-29))) (21.8)
reitera uma translacdo horizontal que produz n cépias da curva original, onde cada
cépia esta distanciada de sua antecessora ou sucessora, da mesma distancia 2|B— S|

Pode-se combinar os efeitos obtidos nas etapas anteriores executando-se o polinémio
c*bxa.

4. Translagbes verticais. A érbita
d=O0rb(n, Ty (2x (A - 5))) (21.9)
reitera uma translagao vertical que produz m cépias da curva original, onde cada
cépia estd distanciada de sua antecessora ou sucessora, da mesma distancia 2|4 — S|

Pode-se combinar os efeitos obtidos nas etapas anteriores executando-se o polinémio
d*c*b*a.

A combinacgio de todos esses polinémios produz o efeito de recobrir uma
extensao do plano determinada pelas dimensdes do quadrado e definida pelos
parametros m e n, conforme ilustra a figura a seguir.




272 (©1991-1998 por Claudio Zamitti Mammana

Proposi¢ao 21 Recobrimento do plano por simetria pé.

Figura 21.9: Elemento de composicao para o grupo p6.

A esquerda da figura 21.9, encontra-se a ilustracdo do elemento de com-
posicdo que serd usado para exemplificar a simetria do grupo p6. Num
tridngulo equildtero ABC, determina-se o ponto médio T de um dos lados,
digamos, o lado BC. Tragamos duas curvas arbitrarias, ambas partindo do
ponto A; uma delas, denotada pela letra grega a, termina no ponto B e a
outra, designada pela letra 3, tem sua extremidade final no ponto T'.

Essas duas curvas, quando submetidas as transformagoes caracteristicas
do grupo de simetria p6, a saber,

¢ Uma meia-volta em torno do ponto T". Para que a figura original apareca juntamente
com sua transformada, submetemos ao polinomio

14 Tp(T) - HT - Tp(~T)

obtido conforme descrito na proposigao 17.

e Um terco de volta em torno do ponto C. Para que a figura original aparega junta-
mente com sua transformada, submetemos ao polinémio

Orb(3, CyT(1/3))

que produz trés cépias idénticas do elemento fundamental, cada um girada de 1/3
de volta no sentido anti-horario em relagdo a sua antecessora. Essa rotacao se faz
tendo a origem por centro. Por essa razdo, ao construirmos a curva, colocamos o
ponto C sobre a origem.
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Proposigao 22 Recobrimento do plano por simetria p4m.

O|O
OO

Figura 21.10: Elemento de composigdo para o grupo p4m.

As simetrias p4m sao do tipo caleidoscépico. Elas baseiam-se nas multiplas
reflexdes que se obtém sobre os lados espelhados de tridngulo retdngulo
iséceles (a metade de um quadrado, cortado por sua diagonal), de uma figura
inscrita no seu interior. Consideremos o tridngulo ABC cujos catetos AB
e AC repousam, respectivamente, sobre os eixos horizontal e vertical de
referéncia.

Tomemos por base a figura inscrita no tridngulo de faces espelhadas,
conforme reproduzido na figura 21.10.

Aplicando a figura de base o polinémio
(14 Rx) * (1 +Ry)

obtemos um novo elemento de composicao, ilustrado a direita da figura 21.10,
formado pela figura original de base, a qual se adicionam as trés imagens
refletidas sobre as trés paredes do tridngulo retangulo isoceles.

A figura 21.10 mostra o aspecto que o elemento de base toma depois de
superposto a suas imagens refletidas sobre os lados do triangulo.

Esse novo elemento de composicio, assim formado, serve de motivo para
o recobrimento do plano, pela superposicao de suas copias obtidas por meio
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da repeticao de translagdes nas diregdes dos lados do quadrado, de amplitude
constante. A figura a seguir ilustra o resultado da aplicagdo dessas érbitas.

A,
DD
DD
A, 8®®?@ ®??®®8
DIOADYRKIDIRDIK
KDDL
QAP
QDI
QrpI

e

A

I>
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Proposigao 23 Recobrimento do plano por simetria plg.

Figura 21.11: Elemento de composigio para o grupo p4g.

A partir do elemento de composicio e do correspondente motivo derivado,
ilustrados na figura 21.11, pode-se recobrir uma extensio do plano de acordo
com a regra de composicido conhecida pelo simbolo p4g.

Neste caso, executam-se reflexdes sobre os quatro lados do quadrado de
referéncia que encerra o elemento de composigao. Essas quatro reflexdes, que
produzem o resultado ilustrado na metade direita da figura 21.11, podem ser
obtidas submetendo-se o elemento de composi¢do ao polinémio

(1+Rx)* (1+Ry)=1+Rx+Ry+HT.
Aplicando-se a esse novo elemento de composicio, translagdes horizon-

tais e verticais, semelhantes aos polinémios de translacdo (21.8) e (21.9) do
exercicio 20, obtém-se o resultado final, representado na figura ao lado.
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Proposigdo 24 Recobrimento do plano por simetria p3im.

NAY

AV
ay

Figura 21.12: Elemento de composicio para o grupo p31lm.

As simetrias do grupo p31m, como as do grupo p4m, examinadas no exerci-
cio 20, sdo do tipo caleidoscépico. As paredes refletoras, neste caso, formam
um tridngulo equildtero.

Consideremos o tridngulo equilatero ABC com centro na origem. A
esquerda da figura 21.12 encontra-se o elemento de base que sera usado para
a composicdo que ird recobrir uma extensao do plano segundo as regras do
grupo caleidoscépico p31m. Colocamos os vértices do tridngulo ABC' nas
posicoes

A=[—V3,1]xr/2
B=1[0,1]*r
C=[3,1%r/2

onde r é o raio do circulo circunscrito ao tridngulo ABC.

O elemento de base das simetrias p31m pode ser qualquer figura deli-
mitada por um tridngulo equildtero.

As reflexdes do elemento de base sobre os lados do triangulo podem ser
obtidas a partir de composicoes de transformacdes, envolvendo as reflexdes
elementares Rx ou Ry. As transformagdes primitivas Rx e Ry produzem
imagens refletidas respectivamente sobre os eixos horizontal ou vertical de
referéncia. Por essa razao devemos fazer coincidir, antes de refletir, as faces
refletoras do tridngulo, sobre esses eixos.
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Construimos as transformacées

6 = CyT(1/6)
a=Inv(f)-Rx-0
B=Inv(f) -a-6
v =Inv(6) -5 -6.

onde # representa uma rotagdo de 1/6 de volta no sentido anti-horério, em
torno da origem.

O segundo elemento da figura 21.12 ilustra o resultado da aplicagdo, ao
elemento de base do polinémio

(a+ B +7)*xTp(—A).

A partir da figura obtida, por reflexdo sobre a reta horizontal, obtemos
uma nova composi¢ao, onde as diversas imagens formadas por reflexio do
elementos de base recobrem a &rea delimitada por um hexdgono regular,
conforme aparece a direita da figura 21.12.

Por meio de translacoes sucessivas pode-se pavimentar uma regiao sele-
cionada, conforme ilustrado na figura ao lado.
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Proposicao 25 Recobrimento do plano por simetria cm.

Figura 21.13: Elemento de composi¢do para o grupo cm.

A simetria cm é gerada por uma reflexdo simples sobre o eixo vertical
que passa por B (veja figura 21.13) e por uma reflezdo com deslocamento,
também na diregdo vertical, que passa pelo ponto médio do segmento AB.

A curva que liga os pontos AB transforma-se no contorno de uma regiao
fechada, quando submetida as transformagoes caracteristicas do grupo cm.
A composicao da direita na figura 21.13 representa o resultado da aplicacido
das transformagbes caracteristicas a curva inicial. Esse elemento de com-
posicdo assim obtido é, em seguida, submetido a agdo combinada de trans-
lagGes horizontais e verticais, para produzir o resultado ilustrado abaixo.
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Proposicdo 26 Recobrimento do plano por simetria cmm.

N
O‘MWWW\B

Figura 21.14: Elemento de composigdo para o grupo cmm.

O grupo de simetria cmm tem como transformagoes caracteristicas:

e uma meia-volta em torno do ponto médio T da hipotenusa AB de um tridngulo
retangulo AOB,

{ / // '\‘ B Yl '\'\., ',/ \‘\. e uma reflexdo sobre o cateto OA e
. X /\ ¢ uma reflexao sobre o cateto OB.
SN
! 7N RN ~ . .
o \)(/ \X’”) ~ Essas transformagdes superpostas combinam uma curva, com extremi-
: A A dades em AT num contorno fechado, que se ajusta sobre si mesma. A curva
Y Y ¢ . . ~ . - .
A Y ilustrada juntamente com a representacio das trés transformagdes acima, na
e ! e *  parte esquerda da figura 21.14, produz o contorno fechado que aparece a sua
T \ A A\ Z Iy _/' . .
b X Y direita.
i 3 _ 3 E ’ \
‘ /,/—-’ Lo ; ) Submetida a combinagio das 6rbitas de duas translacdes,

. | Orb (m, Ty(a)) * Orb (n, Tx(b))

o elemento de composicdo gera a figura ao lado.
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Proposiciao 27 Recobrimento do plano por simetria pmm.

Figura 21.15: Elemento de composigdo para o grupo pmm.

As simetrias pmm sdo geradas por quatro reflexdes sobre as quatro arestas
de um retangulo ABCD (veja figura 21.15).

Dispomos o retdngulo fazendo o vértice A coincidir com a origem e os
lados AD e AB repousarem, respectivamente, sobre os eixos horizontal e
vertical de referéncia. Dessa forma, as reflexdes sobre os lados AD e AB sao
representadas, respectivamente, pelas transformacgdes primitivas Rx e Ry.

Para representarmos as refiexdes sobre os lados BC e CD, usamos as
expressdes
t =Tp(B,C)-Rx-Inv (Tp(B,(C))
v="Tp(D,C) -Rx-Inv(Tp(D,C))

pois a transformagdo Inv(Tp(X,Y)) converte um segmento qualquer XY no
segmento com as extremidades nos pontos [0,0] e [1,0], e a transformacio
Tp(X,Y) realiza a operacado inversa. A intercalacio da transformacio Rx
nas expressodes acima produz o resultado desejado.

Aplicando-se o polinémio
(14+t)*(14+v)*(1+Rx+Ry+HT)

a figura original representada a esquerda da figura 21.15, obtemos o elemento
de composicdo ilustrado a direita dessa mesma figura.
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A aplicagdo das 6rbitas combinadas na expressao
Orb (n, Ty(b+ b)) * Orb (m, Tx(a + a)),

a peca de composi¢do obtida, gera a figura ilustrada a seguir.
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Proposicao 28 Recobrimento do plano por simetria pmg.

Figura 21.16: Elemento de composi¢io para o grupo pmg.

As simetrias do grupo pmg sao caracterizadas por duas transformagoes
definidas sobre a metade de um quadrado, recortado por uma diagonal. No
ponto médio T de um dos lados desse quadrado, localiza-se o centro de uma
meia-volta, e a diagonal XY desse quadrado representa um eixo de reflexdo.

Para reproduzir a curva arbitrdria o desenhada com uma das extrem-
idades sobre o ponto T, e a outra sobre o vértice C"do quadrado (veja
figura 21.16), executamos as seguinte operagoes:

e fazemos uma cépia da curva adicionando-lhe uma sua imagem obtida da aplicagio
de uma meia-volta em torno do ponto 7. Essa transformacio pode ser representada
pela expressao

Tp(T)-HT . Tp(-T).

e refletimos essa nova imagem composta sobre o eixo horizontal, executando a trans-
formagio Rx, obtendo assim a pega que aparece a direita da figura 21.16.

A,
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Proposigdo 29 Recobrimento do plano por simetria pg.

Figura 21.17: Elemento de composi¢do para o grupo pg.

As simetrias do grupo pg sao produzidas por uma reflexdo com deslocamento
e complementadas por translacoes. As reflexdes com deslocamento estdo
representadas pela linha vertical duplamente hachurada que passa pelo ponto
médio do segmento AB. Uma curva arbitraria, apoiada nos vértices AOB de
um tridngulo retangulo, conforme ilustrado na figura 21.17 é refletida sobre o
eixo vertical ao mesmo tempo em que sofre uma translagao também vertical.
Com essa reflexdio combinada & translagio, o ponto A passa a coincidir com
o ponto B, conforme se pode observar na imagem a direita da figura 21.17.

Obtém-se a composi¢ao final, apds a repeticdo de translagdes nas diregoes
horizontal e vertical, conforme as érbitas

Orb (m, Tx(b)) - Orb (n, Ty(2 x a))

onde @ é o comprimento do cateto OA do tridngulo e b, o comprimento do
outro cateto, OB.

Os valores de m e n determinam o nimero de repeti¢des do motivo
elementar nas diregdes horizontal e vertical, respectivamente e, portanto, a
extensdo da superficie recoberta por ele. O efeito dessa composi¢ao pode ser
observado na figura ao lado.
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Proposi¢do 30 Recobrimento do plano por simetria pgg.

Figura 21.18: Elemento de composigao para o grupo pgg.

Nas simetrias pgg, curvas arbitririas podem formar contornos fechados por
reflexdes ortogonais com deslizamento. Tomam-se os eixos horizontal e verti-
cal de referéncia como eixos de reflexdo com deslizamento. As transformagoes
que produzem essas reflexdes sdo descritas pelas expressoes

Rx - Tx(a)
Ry - Ty(b)

que promovem, além de uma translagdo, uma reflexdo conjugada.

A imagem da esquerda na figura 21.18 ilustra essas transformacoes e a im-
agem da direita, o efeito de suas aplica¢des a curva elementar. Submetendo-
se essas composicOes a translagdes horizontais e verticais, obtemos o efeito

-
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Proposicdo 31 Recobrimento do plano por simetria pSml.

Figura 21.19: Elemento de composigdo para o grupo p3m1l.

As simetrias do grupo p3m1l combinam uma rotagdo de 1/3 de volta, em
torno de um dos vértices de um tridngulo equildtero, e uma reflexdo sobre
um de seus lados.

Na figura 21.19 o vértice A do tridngulo estd sobre o eixo horizontal de
referéncia que também serve de eixo refletor. As rotagdes de 1/3 de volta
séo feitas em torno do centro O do triangulo. O efeito dessas duas trans-
formagbes combinadas pode ser observado na parte direita da figura 21.19.
Submetendo-se o resultado obtido a uma composicao dessas transformagoes,
obtém-se a figura abaixo.
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Proposicao 32 Recobrimento do plano por simetria p6m.

Figura 21.20: Elemento de composi¢ao para o grupo p6m.

Os geradores do grupo de simetrias p6m sio trés reflexdes sobre os lados
da metade de um tridngulo equildtero, conforme ilustrado a esquerda da
figura 21.20.

A metade de um tridngulo equilidtero é um tridngulo retangulo cujos
catetos dispomos apoiados nos eixos horizontal e vertical, de forma que as
reflexbes primitivas Rx e Ry coincidam com duas das reflexdes que geram as
simetrias p6m. Por essa razdo a imagem do algarismo ‘4’ aparece invertida.
A outra reflexdo, sobre a hipotenusa do tridngulo, pode ser representada
pela expressdo

s =Tp(A, B) - Rx - Inv(Tp(A, B))

Construimos entdo, o polinémio
p=(14+Ry)* (14 s+ (1+ Rx))

que, quando aplicado ao elemento de composi¢do produz como, resultado, a
peca que aparece 3 direita da figura 21.20.

Seguimos, entdo, os mesmos procedimentos descritos na proposicao 21
para obter o resultado ao lado.
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21.4 Simetrias nao-congruentes

Proposigao 33 Construir simetrias a partir de drbitas de transformacées
afins.

Neste exercicio apresentamos o processo construtivo da figura da pagi-
na 220.

Consideremos a figura ao lado, gerada a partir de um arco de parébola
inscrito num tridngulo retangulo iséceles (a metade de um quadrado, cor-
tado em sua diagonal.). Superpomos essa curva a sua imagem refletida pela
hiponetusa do tridngulo. As extremidades desses dois arcos assim formados
tocam-se em dois vértices opostos do quadrado.

Podemos representar essas duas curvas por meio da rota
(AB.CD)
onde os pontos A, B, B;,C e D = A representam os vértices do quadrado.

Observe que na rota, o ponto B; estd representado pelo simbolo .

Se definirmos uma varidvel d para representar o comprimento (em u-
nidades de pixel) do lado do quadrado, podemos estabelecer as seguintes
coordenadas para os vértices do quadrado

A=[-d,d]

B =XY(B, A)
B1:—A
C=-B
D=A

A fungdo XY(Bj, A) determina um ponto cuja componente horizontal é
a mesma de B; e cuja componente vertical, 2 mesma de A. Essa fungio
fornece um resultado idéntico ao da expressido [Re(B;),Im(A)].

Podemos transformar essa figura no elemento geratriz de uma compo-
si¢cdo, se a submetermos 3 érbita de alguma transformagdo. A titulo de
exemplo, consideremos o polinémio geométrico

Orb(n, S¢(1.035) - S,(0.975) - Rot(3))
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onde,

1. n é o mimero de réplicas transformadas pela transformacio expressa pela com-
posicao que aparece & direita da virgula. Experimento com diferentes valores de n;
na figura ao lado, n = 60.

2. A transformagio S:(1.035) provoca uma dilatagio horizontal de 3.5%;

il

A transformagio Sy(0.975) provoca uma contragao vertical de 97.5%;
4. A transformagio Rot(3) provoca uma rotagio de 3° em torno do centro da tela.

O segundo argumento de Orb — a expressdo que aparece 3 direita da virgula
— representa a composi¢do das transformagdes 2, 3 e 4, nessa ordem. Em-
bora a especificagio de uma composi¢ido de transformagoes deva ser feita
nessa ordem, o computador executa-as seguindo a ordem inversa.

Assim, para conhecermos o efeito composto dessas transformagées, de-
vemos ler a expressdo da direita para a esquerda: em cada iteragio, a figura
sofre, em relagdo & anterior, primeiro uma rotagio de 3°, em seguida uma
contragdo vertical de 97.5% e, finalmente, uma dilatagdo horizontal de 3.5%.
Esta ressalva é importante pois a composicao de transformacgodes nao é uma
operagao comutativa.
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Proposigao 34 Desenhar uma drvore estilizada
Pode-se construir, a partir da folha estilizada, desenvolvida no exerci-
cio 5, uma estrutura que lembra uma, drvore.

Para isso construimos primeiramente um “galho” da &rvore, aplicando a
folha da proposi¢ao 5, um polinémio do tipo

Orb(n,Rx-p - 1), (21.10)

onde n é o nimero de folhas no galho, p é uma contragdo (homotetia com
fator f < 1) e T, uma translagdo. O resultado pode ser observado na
figura 21.21.

] S N /7/ /@

Figura 21.21: Estilizacgo de um galho de arvore

Em seguida, usamos essa composi¢do como elemento final, ilustrada ao
lado, submetendo-o ao polinémio

Orb(m,Ry - A - ¢),

semelhante ao expresso em (21.10), onde m € o niimero de galhos da drvore,
A é uma contragio e ¢, uma translagio.
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Proposicao 35 Simetria de similaridade

Neste ensaio construiremos um logotipo baseado em espirais equiangu-
lares (ou espirais logaritmicas) que lembra uma curva francesa.

Toda espiral equiangular tem um centro que é, a0 mesmo tempo, o centro
de uma rotagio e de uma homotetia. Denotemos por O esse ponto.

Podemos definir uma espiral por trés pontos: seu centro e dois pontos,
digamos, A e B sobre a curva. A forma mais compacta para se representar
analiticamente uma espiral equiangular é por meio de coordenadas polares
ou por nimeros complexos. Adotaremos a segunda representag¢do. Um ponto
qualquer da curva pode ser caracterizado por seu raio vetor, isto é, um vetor
com origem no centro da espiral e a outra extremidade no ponto considerado
da curva. Assim, o raio vetor de um ponto P qualquer sobre a curva é
definido pelo nimero complexo P — O.

Para descrever completamente a curva, isto é, podermos determinar um
ponto qualquer sobre ela, calculamos inicialmente o nimero complexo deter-
minado pelos raios vetores B— 0O e A~ O.

B-0
2= —

A-0O

Qualquer ponto P da curva poderd ser expresso na forma
P=0+(A-0)7
onde ¢ é um nimero real.

As coordenadas desse ponto podem ser determinadas a partir das fun¢des
complexas exp e In, por meio da expressao

P=0+(A-0)xexp(t+In(z)).

Para construir o logotipo, estabelecemos as posi¢des dos trés pontos O,
A e B que determinam a espiral equiangular bem como o valor do nimero
t. A partir desses valores, desenhamos a espiral e determinamos a posigdo
do ponto P.
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Um outro ponto (), sobre a mesma espiral, pode ser determinado a partir
da posi¢do do ponto P, por exemplo, segundo a expressao

Q=0+ (P-0)xzxz2

Para podermos construir a simetria por meia-volta, determinamos o
ponto médio M do segmento AP

M=(A+P)/2
Conhecido esse ponto, podemos determinar o ponto C, de origem da
espiral externa, por meio da expressiao
C=2«xM-Q
garantindo que M seja também ponto médio do segmento QC.

Escolhemos um ponto D, também arbitrario, que juntamente com C e
O fixam os trés pontos que determinam a espiral externa e a desenhamos.

Para obtermos o resultado desejado, deslocamos toda a figura para o
centro da tela, o que se consegue executando a translagao Tp(-M) e, em
seguida promovemos uma meia-volta, superposta a figura original. Isso se
consegue por meio do polinémio: :

(1+HT) - Tp(-M).

O resultado pode ser visto na figura ao lado.
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Apéndice A

Curvas conicas

A.1 Especificagao de uma curva conica

Neste apéndice trataremos de trés formas alternativas de se representar arcos
de curva conicos, a saber, a representagdo baricéntrica, a paramétrica e a
cartesiana. E a partir delas que se instrui o computador para, dadas as
especificacoes de um arco de conica fornecidas pelo desenhista, desenhéd-lo
com precisio.

Uma das formas mais convenientes para um desenhista comunicar a
forma desejada de um arco de curva cénica ao computador é a partir da
fixacdo de quatro pontos: trés deles, A,C e P, sobre a curva e um quarto
ponto, B, fora dela.

Pode-se imaginar esse arco de curva como a trajetéria de um ponto ma-
terial que se move com velocidade v (ver figura ao lado). O ponto parte de
A com uma velocidade proporcional ao comprimento do lado AB e chega a
C a uma velocidade proporcional ao comprimento do lado BC.

Considere na figura A.1 o arco de curva que tem por pontos de referéncia
os vértices do triangulo A, B,C e um ponto P sobre a curva. Para definir
corretamente um arco, o ponto P deve ser interno ao angulo formado pelas
semi-retas BA e BC. Veremos a seguir, que dependendo da posicdo do
ponto P em relacdo ao tridngulo ABC, poderemos especificar um arco de

295
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Figura A.1: Conica inscrita num triangulo ABC

hipérbole, de parabola ou de elipse. A curva especificada por esse método
sera tangente ao lado AB no vértice A do triangulo ABC e tangente ao lado
AC no ponto C.

A forma que apresentamos acima para definir um arco de conica é con-
veniente para o desenhista, mas ndo é a mais econémica. De fato, ao fixar os
quatro pontos A, B,C e P, estamos envolvendo oito nimero reais. Pode-se
mostrar, no entanto, que bastam sete nimeros reais (seis correspondentes
aos trés pontos A, B e C e um sétimo, yu, suficiente para determinar comple-
tamente o arco).

Para entender esse fato, examinemos a situagdo semelhante que ocorre
na defini¢do de uma circunferéncia, ocasido em que se pode adotar uma das
seguintes duas alternativas:

e fixando seu centro C e um ponto P sobre a circunferéncia.
e fixando seu centro C e seu raio r.

Comparando esses dois métodos, percebemos que, enquanto o primeiro
exige a fixacdo de quatro nimeros reais, a saber, as duas coordenadas do
centro C e as duas outras do ponto P, o segundo exige apenas trés. Um
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exame mais atento mostra, no entanto, que esses dois métodos nao sio de
fato equivalentes pois do primeiro pode-se chegar ao segundo, mas a partir
do segundo ndo se consegue chegar ao primeiro, isto é, determinar a posigao
do ponto P.

Do ponto de vista de quem estiver interessado na construgdo da circun-
feréncia como um todo, e nao tiver nenhum interesse particular no ponto P,
o segundo método sera preferivel por ser mais econdmico. Do ponto de vista
do desenhista, porém, o segundo método é mais apropriado, pois um ponto
é um objeto capaz de dar uma idéia melhor, mais visual do arco.

O mesmo se d4 com a especificacdo da cOnica: ambos os métodos per-
mitem a deteminacdo do arco, mas apenas o primeiro estd associado a um
ponto especifico desse arco. Como neste apéndice estamos olhando os arcos
de curva do ponto de vista ndo do desenhista, mas do computador, adotare-
mos a especificagdo feita em termos de um parametro real p.

Uma vez fixados os quatro pontos A, B,C e P pelo desenhista, pode-se,
a partir de suas coordenadas, calcular o valor do parametro u.

A forma da curva é determinada pelo pardmetro u, conforme mostrado
na tabela A.l.

A curva correspondente ao valor u = 0, denotada na figura A.1 pela letra
grega «, é uma pardbola. O angulo delimitado pelas semi-retas BA e BC
estd dividido em trés regioes:

e a regido 1, delimitada pela parabola! a e pelos segmentos AB e BC corresponde
ao dominio das hipérboles;

e aregido 2, delimitada pela parabola o e pelo lado AC corresponde ao dominio das
elipses internas ao triangulo;

¢ aregido 3, delimitada pelo prolongamento dos segmentos B A (a semi-reta que passa
por AB, mas nao contém B) pelo prolongamento dos segmentos BC (a semi-reta
que passa por BC, mas ndo contém B) e pelo segmento AC é a regiao complementar
das elipses, externa ao tridngulo ABC.

'A parabola a, especificada pelas convengdes acima, é a mesma curva que se obtém
quando, numa rota, trés pontos consecutivos forem delimitados pelos simbolos abre ‘(" e
fecha parénteses ‘).




298

—1 < u < 0 | arco de hipérbole inscrito em ABC

p=20 arco de parabola inscrito em ABC

0< pu<1 | arco de elipse inscrito em ABC

p=1 segmento de reta BC

u>1 arco de elipse circunscrito a ABC

Tabela A.1: Curvas conicas determinadas por um parametro real p.

A.2 Representacao baricéntrica

A representagao baricéntrica permite determinar a posi¢io de qualquer ponto
da curva em referéncia aos vértices A, B e C do tridngulo da figura A.1 e do
valor da varidvel y. Ela permite também determinar as posi¢oes dos pontos
notaveis das curvas conicas, a saber, o vértice e o foco da pardbola, o centro,
os focos e os eixos maior e menor da elipse ou da hipérbole, etc.

Para os cédlculos adiante, definimos as varidveis complexas U,V e W,
expressas em termos desses trés pontos:

V =A-B
U =C-B
W =C-A

Se X denota um ponto qualquer da curva, suas coordenadas baricéntricas
podem ser expressas por meio das identidades:
V(X -B)
W=7
VeU
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WeX-A4) WeX-0)

W eU T WeV

mZU@M—B)
UV

a; =

Utilizamos aqui a notacdo a ® b para representar o produto vetorial ?> do
vetor a = [ag, ay) pelo vetor b = [by, by], que se define pela identidade:

a®b=azb, — ayb,

Lembrando que VQU = —-U®V, tem-se, das relagdes acima, a identidade
VRU)x (UV)=-(WeU)?

donde, substituindo na identidade fundamental de uma curva conica na re-
presentacao baricéntrica,

ao - az = ka? (A.1)
1 /p+1
k=-|——
4<u—l>’

(VO(X~B)x (U® (X -B)=k(W (X - A)x (W& (X - C)

onde

resulta

Definindo as variaveis

v=(VeX) p=(VeB)
u=U®X) ¢q=U®B) ,
w=(W®X) r=(WA)

podemos reescrever a equagao da cOnica na forma

(v~ p)(u~q) = —k(w—r)’ (A.2)

2As coordenadas baricéntricas aplicam-se a uma figura no espaco. Estamos usando-a
aqui na sua representacdo plana. O produto vetorial, assim como o produto escalar, sao
operagoes originarias dos “quatérnions” de W. R. Hamilton. Segundo Girard, foi J. W.
Gibbs, matemdtico norte-americano, quem os dissociou e lhes deu conotagdes indepen-
dentes [20].
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A.2.1 Pontos notdaveis das curvas conicas

Definindo os parametros®:

€= (p+1)?
=
a=UP,
IB:UV,
T = |V|2v

§=oy-B*=|Ux V],
(=a+y+28=|U+V],
n=a+y-26=|U-V]

temos as seguintes férmulas:

Centro da cOnica C=B+eU+YV)

Vértice da pardbola | X = B + (#)2 U+ (ﬁgﬁ)g 1

Foco da parabola F=B+ wU}-aV

A.3 Representacao paramétrica

Uma curva conica pode também ser escrita em termos de um parametro real
t:
1
PO = oo (1= %Qo +2t(1 - )Q1 +12Q1 (A.3)
onde
o(t) =1+ p(l—2t)°

® As expressdes acima foram retiradas de [34].
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e os pontos Qo, (1 e ¢ tém as coordenadas:

Qo= (1+pA
Qi=(1-pB
Q2= (1+p)C

onde A, B e C sao os vértices do triangulo da figura A.1 e u, o parametro
da conica, conforme definido em A.2.

Observe-se que a expressdo entre chaves em (A.3) corresponde a uma
pardbola. Pode-se imaginar que, a medida que ¢ aumenta, o denominador
o(t) modula a posi¢do de cada ponto da paribola, transformando-a numa
outra conica (uma elipse ou uma hipérbole).

A.4 Representagao cartesiana

A representacao cartesiana é mais comumente usada nos livros-texto de Ge-
ometria Analitica. Aqui, diferentemente do que ocorre nas representagoes
paramétricas, as posicoes dos pontos da curva nao sao definidos por uma
fungao de trajetdria, mas por uma equacdo que as coordenadas z e y de
cada ponto da curva deve satisfazer. A equacdo das curvas conicas é da
forma polinomial quadrdtica, um caso particular de (13.8),

Az? 4+ 2Bzy + Cy? + 2Dz +2Ey + F = 0. (A.4)

Os coeficientes A, B,C, D, E'e F daequacao (A.4) da curva conica podem
ser obtidos a partir da representacao baricéntrica, por meio da identidade
(A.2)

A=E(y2 — y0)* + (y2 — 1) (0 ~— 11)

B = —k(zz — 20) (42 — ¥0) — (22 — 21) (o — y1) + (20 — 21) (v — )]
C =k(z3 — 20)% + (z2 — 1) (20 — 21)

D = 1[p(yo — y1) + q(yo — y1)] + kr(y2 — o)

E = —3{[p(zo — 1) + q(z2 — 21)] + kr (22 — 20)}

F = pq + kr?

As coordenadas do centro da cénica sdo dadas pela solugdo do sistema
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de equagbes [15]:
Azo+Byo+D =0
Bro+Cyo+E =0

Designando por ¢ o determinante

A grandeza 6 = AC — B? é composta dos coeficientes dos termos qua-
dréticos da conica. As coordenadas do centro podem ser obtidas, portanto,
a partir das identidades:

1
g = —

)

B D | _1

E B

DAH

ou, numa forma mais apropriada a conversao para uma linguagem de pro-
gramagao:
_ (BE-CD) (BD - AE)
Lo = 5 Yo = 5
Quando é = 0, a conica ndo tem centro: trata-se, portanto, de uma
parabola. Se denotarmos por z’ e y’ as coordenadas dos pontos da cénica
em relagio ao centro [zo, Yo|, a representagio cartesiana da conica simplifica-
se para

Az? + 2B’y + Cy? + F' = 0.
onde F' = Dao+ Eyo + F.

A.4.1 Conicas com centro

Nos casos em que § # 0, a equagdo da conica pode simplificar-se ainda mais,
passando a ser apresentada pela identidade

AI:KIQ +Clyl2 +FI — 0
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Para se determinar os valores de A’ e C’ podemos valer-nos das seguintes
identidades

A = Acos(2a) + 2B sin acos o + C'sin(2¢)
B’ = (C — A) sin accos o + B (cos(2a) — sin(2a))
c’ = Asin(2a) — 2Bsin @) cos o + C cos(20a)

A+C =A+C
A'—C" = (A-C)cos(2a) + 2Bsin(2a)
2B’ = (C — A)sin(2a) + 2B cos(2a)

ou, vetorialmente, em termos do produto escalar:

C'+A =C+A
C'— A" = ([cos(2a),sin(2)]|[C — A,2B])

A tangente do angulo 2« é facilmente obtida a partir da relagdo B’ =
(A.4.1):
2B

tan(2¢) = A4

A representacdo candnica da conica é

2 2
T
=1
a
onde +a? = —i—: e £b% = ~%. Os sinais dos coeficientes da representagao

canénica devem ser determinados a partir da identidade

Az? 4+ 2B’y + Cy* + F' =0

A partir desses valores, é possivel conhecer as coordenadas dos vértices
e dos focos em relagdo aos eixos candnicos. Para determinar as coordenadas
desses pontos em relacdao aos eixos originais, € necessario aplicar a trans-
formacao inversa. Assim, se os pontos da conica sofreram a transformagao
composta

Rot(a) - Tp ([zo, ¥ol) »

os pontos notaveis deverao sofrer a transformagao inversa

Tp ([—20, —¥o]) - Rot(—a)

Assim, nas coordenadas reduzidas, os vértices tem coordenadas [0, a],
[b, 0] e os focos, coordenadas [0, +c], onde c é obtido da relagdo a®+ ¢* = b2.
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A.5 Pontos notaveis das conicas

A.5.1 Parabola

Pode-se obter as coordenadas do vértice V da pardbola inscrita no tridngulo
ABC por meio da expressdo complexa PVx(A4, B,C), onde A, B e C sdo as
coordenadas dos vértices do tridngulo no qual a pardbola estd inscrita.

Foco da parabola. As coordenadas do foco F' da parabola inscrita no
tridngulo ABC podem ser obtidas por meio da expressio complexa

PFc(A, B, C).

onde A,B e C sao as coordenadas dos vértices do tridngulo no qual a
pardbola esta inscrita.

Eixo e diretriz da parabola. A reta que passa pelo foco F e pelo vértice
V" da pardbola inscrita no tridngulo ABC' é denominada eixo da parabola.
Ela divide a pardbola em duas metades simétricas. A diretriz da pardbola
é a reta dd’, que passa pelo ponto P (simétrico de F' em relacdo a V') e é
perpendicular ao eixo da parabola.

A.5.2 Elipse

Focos da elipse. Ha dois focos F' e G, dispostos sobre o eixo maximo IJ
da elipse, simétricos em relacdo ao centro O.

A soma
FP+GP=2a

das distdncias que separam os focos da elipse de qualquer ponto P sobre a
elipse é constante.

Para se obter as coordenadas do foco mais préximo do ponto B do tri-
angulo, utiliza-se a funcdo CnFP(A4, B,C, P).
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O outro foco pode ser determinado a partir deste, e do centro da elipse.
Seja F =CnFP(A, B, C, P) um dos focos, e C =CnFP(A, B, C, P) seu centro.
Entao,

G=2C-F

Centro da elipse. Pode-se obter as coordenadas do centro da elipse por
meio da fung@o complexa CnCP(A4, B,C, P) ou criando-se um novo ponto
com essas coordenadas.

Vértices. A elipse possui 4 vértices: I e J sdo os vértices relativos a seu
eixo maximo e K e L sdo os vértices relativos a seu eixo minimo.

Os vértices opdem-se dois a dois em relagdo ao centro §2. Denota-se o
comprimento do segmento /J por 2a e por 2b o comprimento do segmento
KL (figura a pagina 304.).
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Apéndice B
Curvas de Bézier

Uma curva de Bézier de grau n é definida por meio do polinémio de Bern-
shtein®

B,(t) = i (Z) t5(1 - )" F Py, (B.1)

k=0
onde os Pj sdo pontos do plano (ou do espago) denominados pontos de
controle.

Se adotarmos a notacio P* em lugar de Py, podemos representar (sim-
bolicamente) a expressdo (B.1) na forma[50]:
B, (t) =[tP + (1- t)]n )
E facil verificar que:

Bn(O) = PO:

B,(1) = P... (B-2)

'De acordo com D. E. Knuth [32], Sergei N. Bernshtein utilizou esses polindmios em
1912, em seu trabalho pioneiro sobre aproximagdes. P. Bézier foi o primeiro a explorar
as propriedades computacionais das curvas que levam seu nome para implementar em o
programa UNISURF (operacional a partir de 1972), destinado & modelagem de superficies
no projeto de carrocerias de automdéveis da empresa Régie Renault [43].
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Para n = 0, a curva de Bézier resume-se a um ponto, Pg. Paran =1, a
curva é uma reta e a expressao (B.1) coincide com a conhecida férmula de
interpolagao linear:

P(t) = Po(1 — t) + Pt (B.3)

B.1 Bézier quadratica — parabola

Examinemos nesta se¢ao o caso n = 2:
Pt)= A(1-1)?+2Bt(1 -t) + Ct? (B.4)

B.1.1 Interpolagoes

O ponto P(1/2) pode ser representado na forma:

f()-HA2)- ) m

O ponto
A+B
P =
(=)
é o ponto médio do segmento AB (ver fig. B.1). Por sua vez, o ponto
B+C
2= (57

é o ponto médio do segmento BC. Concluimos entdo que

r(3)-n- (5

é o ponto médio do segmento PQ.

Agora examinaremos P (1/4):

4

P(l) :9A+6B+C:%[A+P+P+R]

(B.6)

16 2 2




309

As identidades (B.5) e (B.6) descrevem uma regra geral para a obten-
¢ao de um ponto da curva: uma se refere ao triangulo ABC e a outra, ao
tridngulo APR. De fato, fazendo-se as seguintes substituicdes:

B<P
C<R

trocamos o tridangulo ABC pelo triangulo APR.
Repetindo essa derivagido para P (3/4), obtemos:
3y 1 R+Q> (Q+P2>]
p(2)=1[(B22). (2 .

isto é, o tridngulo ABC foi substituido pelo tridngulo RQC. Essas identi-
dades possibilitam a construcdo do algoritmo descrito na seg¢ao seguinte.

B.1.2 Construcgao

Dado um tridngulo ABC (figura B.1), podemos construir a parabola inscrita
nesse tridngulo, determinando:

1. O ponto médio P do segmento AB,
2. O ponto médio @ do segmento BC,
3. O ponto médio R do segmento PQ.

O ponto R pertence a pardbola e o segmento P() é tangente a essa curva
em K.

Os demais pontos da pardbola podem ser obtidos repetindo-se o pro-
cedimento acima para os tridngulos APR e RQC. A figura B.1l mostra a
obtencao do ponto U da pardbola obtido dessa forma: S é ponto médio de
AP, T é ponto médio de PR e U é ponto médio de ST'. De fato, os arcos de
pardbola inscritos nos tridngulos APR e RQC pertencem a parabola inscrita
no triangulo ABC.
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A

Figura B.1: Construgio da pardbola inscrita no triangulo ABC

B.2 Bézier cubica

A curva mais comumente utilizada nos programas de computagio grafica é
a Bézier cibica Bj(t):

Bi(t) = Zo(1 — t)® + 3Z1t(1 — t)2 4+ 3Zot3 (1 — t) + Zat® (B.8)

Essa curva propicia o desenho de uma variedade de formas, dependendo
das posigdes relativas dos pontos Z, = B e Z, = C, em rela¢do aos pontos
extremos do arco Zg = A e Z3 = D (veja figura B.2).

Enquanto a parabola é uma curva necessariamente plana, a curva de
Bézier ciibica pode ser reversa no espago. A figura B.3, embora tenha sido
produzida num editor 2D, a partir de quatro pontos coplanares ABC' D, tem
exatamente o mesmo aspecto da projecdo, sobre o plano ABC, da curva
reversa de Bézier B3(t) inscrita sobre dois segmentos reversos AB e CD de
um paralelepipedo no espaco.
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Figura B.2: Variantes da curva de Bézier B3(t)

B.2.1 Propriedades notéaveis
Para t = 1/2, tem-se:

1 1
B; (—) = g [Zo + 37, + 372 + Zg] (Bg)

A derivada primeira de (B.8) em relacdo a t vale:
Bs(t) =3 [(Z1 — Zo) (1 = )2 +2(Z2 - Z1) t(1 — 1) + (Zs — Z2) *] (B.10)
que, nos pontos t = 0 e t = 1 assume, respectivamente, os valores:
Bs(0) = 3 (Z, — Zo)

Bg(l) =3 (Zg - Zg)

isto é, a curva é tangente ao segmento ZpZ; no ponto Zg e tangente ao
segmento ZyZ3 no ponto Zs.
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Figura B.3: Curva de Bézier reversa B3(t)

B.3 Expressao paramétrica para as conicas

Uma curva conica K(t), inscrita num tridngulo ABC (ver figura A.1), pode
ser expressa pela seguinte representagao paramétrica [34]:

I S PRy —~ 2
K(t) = ;g —p7 (0~ 0°Qa+ 2= 1Qa +£'Qc],  (B.1)
onde
QA = (1 +,lL)A,
QB = (1 - ,u')B’

Qc = (1+u)C.




Apéndice C
Propriedades da parabola

Neste apéndice examinaremos algumas propriedades da parabola: a andlise
cinemadtica dos corpos em movimento sujeitos a uma forca constante, a
equagdo nao-paramétrica da pardbola usualmente estudada nos compéndios
de Geometria Analitica, e uma revisao do estudo geométrico das proprieda-
des da pardbola.

C.1 Cinematica

Para estudarmos os aspectos cinemadticos de um corpo cujo movimento é
descrito pela lei de trajetéria (B.4), colocarmos essa identidade na forma de
série de poténcias:

A+4+C

P(t):2< —B>t2+2(B—A)t+A (C.1)

Lembrando da cinematica dos projéteis, estudada nos cursos de Fisica
Basica, concluimos que a curva de Bézier para n = 2 corresponde a tra-
jetdria do movimento de uma particula material num campo de aceleracao
7 constante,
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que parte do ponto A no instante ¢ = 0 e cuja velocidade inicial vp é dada
pela identidade
Vo = 2 (B — A)

De fato, derivando P(t) em real¢do a t, temos:

P(t) =2[B- A +t(A ~ 2B + C)] (C.2)
Das identidades
P0)=2(B-A),
P(1)=2(C-B). (C3)

concluimos que a curva P(t) é tangente ao segmento AB no ponto A e
tangente ao segmento BC no ponto C. Dizemos que a curva esta inscrita
no dngulo ABC.

Segundo a interpretagao cinematica acima, podemos dizer que o ponto
material — a ponta da pena de um desenhista que siga a lei de movimento
descrita pela formula (B.4) — desloca-se da posi¢do inicial A, com velocidade

vetorial 2 (B — A), e passa pelo ponto C, no instante t = 1, com velocidade
2(C - B).

Derivando P(t), da identidade (C.2), em relagao a ¢, temos a aceleragao

f>(t)=4[(A;’C>—B] — 4 (C.4)

A interpretacao cinematica é simples: trata-se da curva produzida por
uma aceleracao constante, na direcdo da reta que passa por B e pelo ponto
médio do segmento AC. Na figura C.1, o canhdo aponta para o ponto B
para acertar no alvo C. O ponto B e o ponto médio M do segmento AC
estio numa mesma vertical®.

'A teoria do movimento dos misseis foi desenvolvida por Galileu.



315

Figura C.1: A trajetdria da bala langada por um canhdo é uma parabola

C.2 Equagao nao-paramétrica da parabola

A pardbola pode ser representada como uma curva de Bézier de 3 pontos,
expressa na forma paramétrica

r=at’+bt+2z
A + + 0 (C.S)
y = ct* + dt + yo.
Se multiplicarmos a primeira equagdo por ¢, a segunda por a e subtrair-
mos a primeira da segunda, eliminamos o termo quadrético e obtemos:

ay — cx = (ad — be)t + ayo — cxo (C.6)

de onde isolamos t
¢ = a(y — yo) — ¢ (= — zo)
ad — be )

Substituindo ¢ em qualquer uma das equagdes (C.5):

r=a

a(y—yo)—clz—20)1* , , [a(y~yo) ~ c(z — zo)
od— 5o 0}“’[ Py
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y=c a(y—yo)—c(x—wo)r+d[a(y—yo)—c(w—xo)

ad — be ad — be +u. (C8)

obtemos a representagao de uma curva conica. Adotando a notagio

E=z-a0
n=49¥—Y%
A = ad - be,

reescrevemos uma das expressoes acima na forma candnica:

a®n? — 2a’cn€ + ac?¢? 4 aby — (be+ A)€ = 0. (C.9)

que é a equacao de uma pardbola.

C.3 Propriedades da parabola

Examinemos o seguinte

Teorema C.1 (Arquimedes). O ponto médio P da mediana BM do tridn-
gulo ABC estd na pardbola e a tangente ST @& pardbola, no ponto P, corta
0s lados AB e BC em seus pontos médios.

Demonstracao. Consideremos dois pontos A e C da parabola (fig. C.2),
suas tangentes AB e BC nesses pontos e imaginemos conhecidos a diretriz
r e o foco F da paréabola.

Sejam os pontos P, e R, respectivamente, as projecdes normais dos
vértices do tridngulo ABC sobre a diretriz r (fig. C.3). O Ponto B, por ser
intersecao das tangentes a pardbola nos pontos A e C, é também — e por
isso — a intersegao das mediatrizes dos segmentos F'P e FR. Dal conclui-se:

BP = BR = BF

isto é, B é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo PFR (figura

C.4).
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Figura C.2: Pardbola inscrita no triangulo ABC

Conclui-se, entao, que os tridngulos BQR = BQP sao iguais. De fato,
B@ é comum aos dois triangulos e cada um deles é, por construcdo, retan-

gulo, pois (J é a projecao normal de B sobre r. Assim, ¢} é o ponto médio
de PR.

Determinemos, agora, o ponto X onde a parabola cruza a reta B(}. Esse
ponto estd na interse¢do dessa reta BQ com a mediatriz do segmento FQ2.
Denotemos por S e T' os pontos nos quais essa mediatriz corta os lados AB
e BC. Mostremos que esses pontos sao os pontos médios do segmento AB e

BC.

Ora, S esta na intersecdo das mediatrizes® de FP e F(@, donde se conclui
que

SP=SQ=SF

isto é, .5 é o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo FQP.

Similarmente, T estd na intersegio das mediatrizes FQ) e FR, donde se

2Qualquer ponto sobre a pardbola equidista do seu foco F' e da sua diretriz r.
8 BQ = Mediatriz(FP) e ST = Mediatriz(FQ).
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Figura C.3: Projecdes PQR de ABC sobre a diretriz r da parabola

conclui que
TQ=TR=TF
isto é, T é o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo FQR.
Consideremos* a projecio normal U do ponto S, sobre a diretriz r. Da
igualdade de triangulos conclui-se:
PSU =QSU

pois:

1. ambos sao triangulos retangulos;
2. tém um mesmo lado (SU) comum e

3. os lados PS e QS sao iguais, conforme demonstrado acima.

Portanto, U é o ponto médio do segmento PQ. Como as trés retas AP,
SU e B() sao paralelas entre si (todas normais a r), e a reta AB é secante

as trés, fica demonstrado, pelo teorema de Tales, que S é ponto médio do
segmento AB.

*As mesmas conclusdes poderdo ser obtidas para a projecio do ponto T sobre essa
mesma reta, mas nio serdo reproduzidas para nio congestionar a figura.
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Figura C.4: B é centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo PFR

Do paralelismo das retas AP.BQ e CR e da igualdade PQ = @R,
conclui-se que a reta B corta o lado AC em duas partes iguais, no ponto
M. Como a reta que passa por ST é paralela & reta que passa por AC

conclui-se que X = P é ponto médio® do segmento ST e ponto médio da
mediana BM. q.e.d.

C.3.1 Area da pardbola

O algoritmo de construcdo recursiva da parabola ji era conhecido por Ar-
quimedes de Siracusa. Ele o usou, nao para construir um arco de parabola,
mas para determinar a area delimitada por esse arco e o triangulo nele inscri-
to. Adiante reproduzimos, de forma adaptada as convengoes adotadas para
a representacdo das curvas de Bézier, o0 método de Arquimedes [6].

Dados trés pontos ABC (ver figura C.5), determinam-se. recursivamente
os pontos da parabola inscrita no triangulo formado por esses trés pontos,
conforme descrito na secao B.1.2. Pode-se, a partir desse processo constru-
tivo, determinar a area da pardbola.

5Cada um dos extremos desses segmentos é ponto médio de um lado do tridngulo.
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Figura C.5: Construgao da pardbola inscrita no trianguio ABC

O ponto R pertence a parabola que é. nesse ponto. tangente ao segmento
PQ. Sendo a pardbola:

¢ tangente a AB em A.
¢ tangente a BC em C e

¢ tangente a PQ em R.

concluimos que o arco de parabola ARC' estad todo contido no trapézio for-
mado pelos pontos APQC".

Resulta dai que a 4rea desse trapézio é uma primeira aproximagdo (por
excesso) para a area da pardbola. A drea do trapézio APQC obtém-se
da é4rea do tridngulo ABC da qual se retirou uma quarta parte, formada
pelo tridangulo PBQ. Para perceber que o triangulo AP é a quarta parte
de ABC, imagine o ponto médio D do segmento AC e verifique que os 4
tridngulos APD, PDQ, DQC e PB(Q) sao iguais. Isto é, na construcdo da
pardbola a partir do tridngulo original ABC, a primeira etapa eliminou o
triangulo PBQ).
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Denotamos por Ag a area do tridngulo ABC. Ao final da primeira etapa,
eliminando uma quarta parte de Ag, teremos a aproximagao A; para a area
da parabola:

1
Ar = Ap - ZAO

Nas etapas seguintes, executadas conforme o algoritmo descrito na se-
¢ao B.1.2, do triangulo APR retiramos uma sua quarta parte, assim como a
mesma quantidade do tridngulo RQC. obtendo a aproximagao seguinte

Ay = Ay — %Area(APR) - %Area(RQC) = Ap [1 - % (1 + %)] .

Na n? iteragdo temos:
A, = Ap< 1 - 1+1+<1>2’ +<1)n—1

O valor da somatoria da progressao geométrica dentro dos colchetes é
4/3. donde se determina a area da parébola
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Conclusoes

Quando era ainda estudante pré-universitdrio impressionei-me com a
seguinte proposigao®:

A melhor maneira de se demonstrar a existéncia da solugcdo de um
problema € construi-la.

Se esse critério de demonstragdo (que a mim parece, de todos, o mais per-
suasivo) for aceitavel, acredito que o programa Designer’s Workbench anexo
a este trabalho, incorpora as demonstracoes de todas as teses enumeradas
na Introdugdao. Mas, para responder a uma eventual obje¢do de que nédo o
seja’, apresento, a seguir, as conclusdes a que cheguei em relacio aquelas
teses.

O tracar como processo sequencial. Os computadores sio maquinas
seqgiienciais. Pode-se dizer, portanto., que o reconhecimento de que o ato
de tracar é um processo seqiiencial. deu-se por volta de 1950, data em que
os computadores comecaram a ser usados para desenhar®. Pode-se invocar,
portanto, os programas que controlavam esses computadores, como elemen-
tos da, demonstracao de que o desenho pode ser visto (ainda que o tivesse
sido de forma inconsciente) como um processo seqiiencial. A constatagao do
fato em si ndo constitui, porém, conhecimento suficiente para que nele se
reconheca importancia ou dele se explore toda sua potencialidade.

A estrutura polinomial dos desenhos. Algum tempo se passou entre
o momento em que considerei esse um fato relevante — quando propus as

6 Atribuida por Abrao Bloch, a Carlos Marmo, do Curso Anglo Latino.

“FEu mesmo tenho objecdes a aceitacao indiscriminada de hipSteses “por resultados™.
Hoje aceitamos sem grande resisténcia {(ou. quem sabe?, por desisténcia) nogdes como a
funcéo de onda na mecanica quintica ou o principio de Boltzmann na mecanica estatistica,
nao por serem diretamente evidentes ou empiricamente evidenciaveis, mas por seus ‘re-
sultados”. Quanto a minhas objecoes acerca do principio de Boltzmann, ver Phys FEss,
10(4), 608-14, 1997.

8W. M. Newman e R. F. Sproull afirmam que as primeiras figuras exibidas numa tela
de video geradas por um computador, ocorreram no MIT em 1950 [43].
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bases algébricas da linguagem LPG — e o instante em que fui capaz de re-
conhecer, oculta no gesto de tracar, a mao livre ou por meio de instrumentos,
a estrutura de um processo polinomial.

A chave para esse reconhecimento veio-me acidentalmente quando, ao
folhear um livro-texto de dlgebra no qual as varidveis de polinémios estavam
grafadas em negrito, vi, nesses simbolos diferenciados, algo mais do que eu
estava acostumado a perceber. A seqiiéncia de idéias que me vieram, estao
passadas a limpo na segao 13.3.

Uma tentativa de descrever os automorfismos por meio da “equagio”
z=a+ zz. (C.10)
e escrito sua solu¢do na forma
r=a(l-2)'=a+az+a2®+az®+... (C.11)

remeteu-me a idéia de érbita, que eu ja vira nas descricoes dos algoritmos
genéticos, usados para a geragao de figuras fractais.

Pouco depois, explicitei a condicao de seqiiencialidade que estd implicita
em (C.10), reescrevendo-a na forma (13.5). Dessa representagao pode-se
derivar expressoes finitas da forma polinomial (13.2).

Suportado pela interpretacao da lei descrita na segdo 13.3, convenci-
me da natureza polinomial dos processos morfogenéticos, em especial do
desenho. Essa generalizagdo mostrou que esses polinémios podem servir
para descrever nao apenas formas geradas por 6rbitas, mas também por
outros processos menos regulares.

Assim, compondo os ingredientes que identifiquei como essenciais para
caracterizar os processos morfogenéticos, pude definir os polinémios geomé-
tricos® T, de acordo com a sintaxe:

Oao=0+7|7T

Tu=F|T«F

F = A|(T]) (C.12)
Aun=yplApu

?discutidos na segio 13.5.
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onde u é representativo de um elemento do grupo I' de transformagbes. Em
seguida, definem-se as figuras compostas, I, por meio da gramatica

K:=9|K+®
¢ i=a| <K > (C.13)

onde a representa um elemento de um conjunto « de figuras primitivas.

Denominei a 3lgebra subjacente a essa gramatica, de Sistema Morfo-
genético. Uma constatagao interessante é a de que ha um Sistema Morfo-
genético distinto para cada grupo e por isso, convém qualificd-lo, chamando-o
de Sistema Morfogenético do grupo I'. Podemos dizer, entdo, que a Régua e
Compasso (aos quais se adiciona, obviamente a intervengdo do desenhista)
formam um Sistema Morfegenético do grupo euclidiano; o torno forma outro
Sistema Morfogenético de um segundo grupo; a pratica de assentamento de
tijolos, de um terceiro, e assim por diante!C.

Orbitas continuas. Observando a érbita discreta de uma transformagao
plana 7, formada pelos pontos

PP-7,P-T%, ...

indaguei-me como encontrar uma transformacdo ¢ tal que, ¢* = 7 e, dessa
forma interpolar entre os pontos P e P -7 da 6rbita dada, um terceiro ponto
P =P-¢.

A solugdo para esse problema encontra-se na teoria de Lie das transfor-
magoes finitas continuas. Constatei, entdo, com o auxilio dessa teoria, que
uma passagem ao limite para as expressoes do tipo (C.11), permitia fundir
num udnico sistema algébrico, as leis de composicao de figuras expressas nas
gramaticas (C.12) e (C.13), com as leis de geracdo de tragos, estas, 6rbitas
dos grupos de transformagoes.

Uma vez que figuras podem ser compostas pela acado de um grupo de
transformagoes e as érbitas, geradas por outro grupo de transformagoes,

10A generalidade do sistema que obtive, evidenciada pela facilidade com que se encon-
tram exemplos de aplicacdo como o0s que aqui estdo servindo de ilustragio, levou-me a
conjeturar acerca da existéncia de uma gramdtica do gesto, de que tratei em Uma Teoria
da Tecnologia, Rev. USP, set—nov, 1990.
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grupos em principio distintos, constatei a conveniéncia de confundi-los, re-
stringindo o primeiro aqueles grupos sujeitos as condi¢oes de Lie para as
transformagoes finitas continuas. Dessa forma, o conjunto de figuras prim-
itivas «, torna-se derivado do grupo I' e, portanto, o conjunto de figuras
primitivas « fica restrito as 6rbitas dos elementos desse mesmo grupo T'.

Essa restricao dupla, do conjunto de figuras e do grupo de composicoes de
um lado, e do conjunto de figuras, de outro, pode parecer, a primeira vista,
uma mutilacdo. Porém, nos casos praticos, pode-se constatar ser sempre
possivel aproximar um trago arbitrario por uma seqiiéncia de arcos de 6rbitas
dos elementos de um dado grupo I' e, no caso do desenho, a escolha do
grupo GL,, que preenche os requisitos de Lie, mostra-se a mais adequada
pois pode-se considerar padrao na literatura sobre editoracao eletronica.

Se, como é praxe fazer nas obras expositivas sobre Desenho Geomeétrico,
abstrairmos dos tracos seus atributos dticos, podemos afirmar, dentro do
escopo das premissas e definigoes acima, que:

qualquer figura gerada a partir de tragos pode ser aproximada (quando nao
representada exatamente) por expressdes algébricas simbdlicas de um Sis-
tema Morfogenético.

Notagdo para as 6rbitas. Virios problemas limitaram adotar no De-
signer’s Workbench, na sua forma completa, o formalismo algébrico a que
cheguei. Dentre eles, posso citar:

¢ Linguagens como a PostScript, adotadas como padrao industrial para a geracao
de arte-final. nao incluem algoritmos para o desenho de todas as érbitas de GLo.
Estas devem ser aproximadas por segmentos de reta ou de arcos;

s njo é simples prever a curva que se obtera a partir da especificacado de uma érbita e
tampouco deduzir qual transformacio e quais parametros dessa transformacao irao
produzir uma curva imaginada. N&o €, portanto, realista supor que um designer
venha a especificar uma curva por meio de parametros de transformacdes, ainda
que, ao tracar a mao livre, ele esteja seguindo a drbita de alguma transformacao
caracteristica de sua anatomia.

o Nao convém fugir das formas mats tradicionais de se especificar as curvas mais popu-
lares, sob pena de impedir o desenhista de usar os conhecimentos e as habilidades
adquiridas em treinamento anterior. Quando se especifica uma circunferéncia, é
costume fazé-lo informando seu centro e seu raio, seu centro e um ponto ou ainda,
trés de seus pontos. Ao especificd-la, ndo é comum pensar na circunferéncia como
érbita de uma rotacao.
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Infelizmente, por causa dessas limitacbes que decorrem da forga dos hébitos
humanos, ndo pude conferir a ferramenta que desenvolvi, a mesma elegancia
que me sensibilizou no resultado matematico a que cheguei. Quando concebi
a sintaxe do Designer’s Workbench. fui compelido a camuflar, sob as formas
mais tradicionais de descricao de curvas, as especificacoes de Orbitas, o que
me impediu de dar ao programa toda unidade e coeréncia que caracterizam
o modelo algébrico.

Notagao para as transformacées. A representacio adotada pelos livros-
texto de Computagdo Gréfica e para o grupo GL, é a matricial. Ela faz
parte das operacoes primitivas incluidas no PostScript. Tal representagio é
precisa, porém pouco inteligivel e nada simples. As dificuldades enfrentadas
para adotd-la numa ferramenta dirigida a designers sio da mesma natureza
das que limitam a descri¢ao de curvas por meio de érbitas. Senti, portanto,
a necessidade de buscar uma notagao mais simples e mais legivel para repre-
senta-las.

Reconhecendo que algumas dessas transformagoes, como a translacao e
a rotagdo, permitiam representagdes monoparameétricas, indaguei-me se nao
seria possivel simplificar a representacao matricial, encontrando outras trans-
formagdes monoparamétricas, de modo a tornar possivel “decompor”™ uma
transformacdo GL; qualquer em um produto de “fatores primos” monopa-
ramétricos.

Uma resposta parcial, mas satisfatdria para essa questdo pode ser en-
contrada também no escopo da teoria de Lie das transformagdes continuas.
Ela ndo nos d4 o caminho para que, dada uma matriz GL; qualquer, pos-
samos decompod-la em fatores primos monoparamétricos. Porém, fornece-
nos a solugdo do problema inverso, igualmente importante: determinar o
conjunto minimo de transformacoes monoparamétricas capaz de determinar
completamente o grupo das transformacoes GL;. Esse resultado é suficiente
para garantir que a notagao que adotei no Designer’s Workbench é completa,
além de mais simples e mais inteligivel do que a matricial.

A matematica no 2° grau. FEsforcei-me em redigir este trabalho na
forma de um livro destinado aos interessados no uso do computador para
o desenho, bem como para servir eventualmente de livro-texto para um
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curso introdutério de geometria que tenha por propésito explorar, numa
visdo panordmica, a geometria de Euclides, a geometria analitica, as pro-
priedades geométricas da dlgebra dos nimeros complexos e a geometria
transformacional®?.

Pretendo, por seu intermédio, demonstrar a tese de que “o conhecimento
necessario para usar o programa Designer’s Workbench estd contida nos
programas de matematica do 2° grau”. De fato, para que o Designer’s
Workbench possa ser operacional nas maos de um estudante do 2° grau,
basta reforcar as interpretacdes geométricas dos nimeros complexos e dos
grupos de transformacdo (o0 que nem sempre é feito nesses cursos, mormente
quando ministrados por adeptos da axiomatica antisséptica ou da abstragio
precoce) bem como (o que ¢ inédito, mas suponho, de baixo custo didatico)
prové-los com uma interpretagao adicional para as varidveis dos polinémios.

Quero crer que a ferramenta que aqui proponho tem o mérito educa-
cional de colocar, lado a lado, geometria e algebra, para que seus métodos
e objetivos sejam postos, ora em confronto. ora em cooperagao, propiciando
ao estudante um embasamento conceitual mais firme.

Ferramenta para deficientes. Anima-me também a esperanca de que,
ao tornar o desenho ainda malis independente de habilidades motrizes, esta
abordagem traga aqueles acometidos de determinadas disfungdes neuronais
ou aos portadores de certas deficiéncias fisicas, uma op¢ao a mais para que
explorem, com o auxilio do computador, seus talentos como desenhistas.

Ferramenta para profisstonais. Finalmente, devo enfatizar que julgo o
Designer’s Workbench apto para o uso profissional em design, para aquelas
aplicagdes em que precisio e complexidade sejam determinantes'?.

Elas ocorrem nos desenhos de engenharia e arquitetura, na confecgao de
logotipos, na produgdo de impressos de seguranca, nas ilustragoes de livros

'L Af se inclui o curso de computagio grafica ministrado no IFUSP.

12Convenci-me disso a partir da reagio que observei nos poucos profissionais de design a
quem apresentel uma versao preliminar do Designer's Workbench. Ao que me consta, os re-
cursos derivados deste trabalho que inclui no Designer’s Workbench, ndo estdo disponiveis
nas ferramentas de desenho oferecidas no mercado.
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técnicos e cientificos, etc. Todas as figuras que ilustram este trabalho!®,
foram geradas com o auxilio do Designer’s Workbench e convertidas para
PostScript para a integrar presente impressao.

13Com excecao das reproducées dos desenhos de A. Diirer, nas paginas 40,41 e 42.
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