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RESUMO

Nesta tese investigamos alguns modelos de dimeros
bidimensionais para demonstrar que eles podem apresentar um comportamento
termodindmico e critico bastante rico. Um dos modelos estudados chega a exibir
uma sequéncia de cinco transigdes de fase. Essas transi¢cbes podem ser
interpretadas fisicamente examinando-se as cadeias de dimeros excitados nesses

modelos.
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A. INTRODUGAO

O problema de mondmeros e dimeros foi introduzido por Fowler e Rushbrooke

(1937) ao tentar explicar teoricamente as propriedades termodindmicas de adeséo
(adsor¢do) de gases formados por moléculas diatémicas (dfmeros) numa superficie. A
superficie é imaginada como formando uma rede regular que atrai os dimeros de tal
maneira que eles se localizem ao longo das arestas da rede com os 4tomos terminais sobre
os vértices. Os vértices nfo ocupados representam, convencicnalmente, 0s mondmeros.
Profbe—se a ocupacio de arestas adjacentes por dimeros, nfo podendo um vértice acomodar
dois ou mais atomos simultaneamente, iz_npondo——se dessa forma uma interacdo de volume

excluido entre o8 dimeros. A Fig. A—1 mostra uma possivel configura¢cdo de mondmeros e

dimeros
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Fig. A—1:  Uma possivel configuracio de mondmeros e dimeros.



numa rede quadrada. A energia de interagfio de um dimero com a rede depende em geral
da aresta por ele ocupada. Da mesma forma a energia associada a um mondmero depende
em geral do vértice. Denotemos pelo fndice o as arestas na rede com energia €, e pelo
indice 7 os vértices com energia € y: Entdo a fungio de particio do modelo de

mondmeros e dimeros pode ser expressa sob a forma
N N
— « v
ED 1L A =
C ea y

onde o primeiro produto é sobre todos os tipos de arestas, o segundo produto sobre todos os
tipos de vértices, N o © N y sao, respectivamente, o nimero de dimeros e mondmeros em
cada um dos tipos de arestas ou vértices, e a soma deve ser feita sobre todas as possfveis
configuracdes de mondmeros e dimeros. As atividades dos dimeros e dos monbmeros 830 0s

fatores de Boltzmann
z, =€ , W, =¢e 1| (A.2)
onde f= llkB T.

Diversos métodos foram empregados no estudo do problema de mondmeros e

dimeros. Os primeiros trabalhos [Chang (1939), Miller (1942), Orr (1944), Rushbrooke

et al (1953), Cohen et al (1955)] baseiam—se em aproximagdes tipo Bethe. Mais tarde

surgiram estudos baseados em expanstes em série [Nagle (1966), Gaunt (1969)] e trabalhos
que extrapolam resultados exatos obtidos em redes pequenas para redes infinitas [Baxter
(1968), Runnels (1970)]. Todos estes trabalhos indicam que se a atividade dos monémeros
é ndo nula nio ocorre nenhum comportamento andmalo das funcdes termodinimicas,
sugerindo a inexisténcia de transicdo de fase neste caso. Este fato foi provado de uma

forma rigorosa e bastante geral por Heilmann e Lieb (1970).



Como acontece com muitos problemas de fendmenos cooperativos, é simples
encontrar a solucio exata do problema de mondmeros e dfmeros em uma dimens&o [Cohen
et al. (1955)]. Green e Leipnik (1960) pensaram ter encontrado a solugdo exata do
problema de mondémeros e dfmeros em duas dimensdes, mas Fisher e Temperley (1960) e
Katsura e Inawashiro (1960) logo demonstraram que o resultado deles era incorreto.
Entretanto, certamente estimulados pelo trabalho de Green e Leipnik, Temperley e Fisher
(1961) e Kasteleyn (1961) encontraram independentemente a solu¢do exata numa rede
quadrada para um caso limite do problema de mondémeros e dimeros, conhecido como o
problema de dimeros puro ou simplesmente como o problema de dimeros, quando ndo
existem vértices desocupados, isto é, mondémeros, sendo a rede preenchida completamente
por dimeros. A funcio de particdo neste caso serd dada pela Eq. (A.1) com e, =w ou

v, = 0. A Fig. A-2 mostra uma possivel configuracio para o problema de dimeros puro.

Fig. A—2: Uma possivel configuracdo de dimeros para o problema de dimeros puro.



O método por eles empregado baseia—se nas propriedades algébricas das pfaifianas, algo
similar aos determinantes, sobre as quais faremos uma breve discussio no capftulo seguinte
devido ao papel central desempenhado pelo método das pfaffianas nesta tese. Mais tarde
Kasteleyn (1963) mostrou como qualquer modelo de dimeros em redes planares pode ser
resolvido através do emprego das pfaffianas. O método nio é aplichvel as redes
tridimensionais, como alids parece ser remota a possibilidade de se obter solugdo exata para
modelos de dimeros em trés dimensdes.

Existe uma relacio bastante estreita entre o modelo de mondmeros e dimeros e 0
modelo de Ising. Kasteleyn (1963) mostrou como o problema de Ising na rede quadrada
po&e ser mapeado ao problema de dimeros numa certa rede n3o planar, embora solivel.
Este resultado foi aperfeicoado por Fisher (1966) que mostrou como o problema de Ising
numa rede planar L pode ser mapeado ao problema de dimeros numa outra rede planar L'
construfda segundo algumas regras simples. Incidentalmente, este é talvez ¢ modo mais
simples de resolver modelos de Ising bidimensionais. O problema inverso, expressar os
modelos de dimeros em termos dos modelos de Ising, parece ndo admitir nenhuma solucao
geral. Entretanto todos o3 métodos que se aplicam & solucio do modelo de Ising parecem
se aplicar igualmente bem ao modelo de dimeros. Lieb (1967), por exemplo, formulou o
problema de mondmeros e dimeros em termos de matriz de tranmsferéncia. Nesta
formulacio fica claro que a atividade dos mondmeros desempenha um papel anilogo ac

campo magnético do modelo de Ising, mostrando dessa forma gque o problema de

~ mondmeros e dimeros em duas dimensdes apresenta o mesmo grau de dificuldade do modelo

de Ising bidimensional na presenca de um campo magnético. Recentemente o problema de
dfmeros numa rede guadrada foi também resolvido usando—se o método de Vdovichenko
[Morita (1986)].

Os modelos de dimeros 830 caracterizados pela geometria da tede subjacente e pela
escolha das atividades nas arestas dessa rede. O modelo de dimeros na rede quadrada

resolvido por Temperley e Fisher (1961) e por Kasteleyn (1961) est4 mostrado na Fig .A—3,



Fig. A-3: Modelo de dimeros na rede quadrada resolvido por Temperley e Fisher (1961)
e por Kasteleyn (1961).

Fig. A4:  Modelo de dimeros na rede hexagonal estudado por Kasteleyn (1963).



Fig. A—5:  Modelo de dimeros na rede 3—12 estudado por Fisher (1966).

1 Z 1
Z Z 1 Z Z
1 Z 1
Z Z 1 Z Z
1 Z 1
Fig. A-6:  Um outro modelo de dimeros na rede hexagonal, o modelo STS considerado

por Nagle e Allen (1971).



Fig. AT Um modelo de dimeros na rede 4—8, modelo SCD, considerado por Salinas e
Nagle (1973).

1 w 1
Z Z

w 1 w
Z Z

1 w 1

Fig. A—8: E}m 0;1tr0 modelo de dimeros na rede quadrada, estudadc por Bhattacharjee
1984).



onde estio indicadas as atividades das arestas. Os dimeros nas arestas verticais tém
energia zero (atividade 1) enquanto os dimeros nas arestas horizontais tém energia € > 0
(atividade z = e“ﬁ %Y. Este modelo nio apresenta transicio de fase. Kasteleyn (1963), no
seu artigo sobre a solucio do problema de dimeros em redes planares gerais, discute em
poucas linhas as propriedades termodinimicas do modelo de dfmeros numa rede hexagonal
mostrada na Fig. A—4, chegando a uma conclusio interessante: os dimeros permanecem
"congelados” na configuragio do estado fundamental, todos 0s dfmeros ocupando as arestas
verticais, até uma certa temperatura critica quando ocorre a transicio de fase. O calor
especifico diverge acima da temperatura critica com expoente 1/2. Os expoentes criticos do
modelo sio portanto o' = 0 e a=1 /2. O modelo de dimeros na rede 3—12 usado por
Fisher (1966) para resolver o modelo de Ising estd mostrado na Fig. A~5. Este modelo
apresenta, como seria de se esperar, uma transicao de fase tipo Ising com o calor especifico
divergindo logaritmicamente. Com o passar dos anos outros modelos de dfmeros foram
estudados em conexdo com diferentes problemas fisicos, mas todos eles se encaixavam
numa das trés possibilidades ji apresentadas, a saber: a) Nenhuma transicio de fase,
b) Transicdo de fase tipo Ising com a= o =0 (log) e c) Transicio de fase tipo
Kasteleyn com o' = 0 (desc.) e o= 1/2. O modelo STS de Nagle e Allen {1971) definido
numa rede hexagonal ("brick lattice") mostrado na Fig. A-6 foi proposto para explicar a
transicio de fase 1o composto NaHy(SeOj;), (“"Sodium Trihydrogen Selenite"). Este
modelo exibe transicido tipo Kasteleyn, mas difere do modelo de Kasteleyn (1963) pois a
fase de baixas temperaturas ndo é completamente "congelada". O modelo SCD
consideraado por Salinas e Nagle (1973) em conexao com o material ferroelétrico SnCl, .
2H,0 ("Stannous Chloride Dibidrate") e definido numa rede 4-8 estd mostrado na
Fig. A—7. Este modelo apresenta uma transicio de fase tipo Ising. Para enfatizar que o
comportamento critico de um modelo de dimeros nio é determinado unicamente pela
geometria da rede mostramos na Fig. A—8 um modelo de dfmeros na rede quadrada que

exibe uma tramsicio de fase tipo Kasteleyn para qualquer valor das atividades



W= eﬁ 6 > 0, sendo que quando w = 0 recafmos no modelo de dimeros da rede hexagonal
[Bhattacharjee (1984)].

Os resultados acima sugerem naturalmente muitas questdes, tais como: O que faz
com que haja diversidade nos comportamentos criticos dos modelos de dimeros em
contraposiciio aos modelos de ising? Qual é o mecanismo fisico responsavel pelas transi¢bes
de fase nos modelos de dimeros? Os trés tipos de comportamentos criticos mencionados
antes esgotam realmente todas as possibilidades, isto €, formam as classes de universalidade
dos modelos de dimeros? E possivel distinguir a classe de universalidade de um modelo de
dfmeros conhecendo—se apenas a geometria da rede e as atividades das arestas sem antes
resolver exatamente o modelo? Existem modelos de dimeros com miltiplas transicdes ou
com pontos multicriticos? Esta claro que essas questdes nio sio todas independentes, e a
resposta mesmo que parcial a uma delas poderia ajudar a responder as demais questoes.

Recentemente houve um progresso considerivel na compreensio do mecanismo fisico
responsavel pelas fransicbes de fase nos modelos de dimeros. Este progresso deveu—se,
ainda que indiretamente, ao trabalho de Pokrovsky e Talapov (1979). Neste trabalho'
introduz—se um modelo para a deécrigﬁ,o da transicio comensurivel—incomensurivel em
certos tipos de monocamadas absorvidas [Bak (1982)]. No modelo de Pokrovsky e Talapov
existe uma série de "interfaces" (também chamadas "paredes de dominioc" ou
"descomensuraces", ou menos aptamente "solitons” ou "kinks") que atravessam o sistema
de cima a baixo sem se cruzarem entre si. Tratando as interfaces como férmions ideais
. movendo—se em uma dimensio Pokrovsky e Talapov conseguiram calcular o modelo
exatamente. Mais tarde Fisher e Fisher (1982) foram capazes de interpretar os resultados
de Pokrovsky e Talapov de uma forma qualitativa com base na representacio das interfaces
como caminhantes aleatorios. A notavel semelhanca entre os comportamentos do modelo
de Pokrovsky e Talapov € o modelo de dimeros na rede hexagonal ndo poderia passar
desapercebido a Fisher, que poucc depois mostra como o modelo de dimeros na rede

hexagonal pode ser considerado um modelo com paredes de dominio em muito semelhante
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ao modelo de Pokrovsky e Talapov [Fisher (1984)]. Discutiremos este ponto em maior
detalhe no capitulo C. A transicio comensurivel—incomensurivel do tipo descoberto por
Pokrovsky e Talapov é chamada muitas vezes de transi¢io de Pokrovsky—Talapov. A
transicao de Kasteleyn, por outro lado, j& foi denominada transicio de "ordem 3/2" por
Nagle (1975). Sobre a nomenclatura adequada Fisher (1989) tem o seguinte a dizer:
"Sadly, there is little sign that Piet Kasteleyn ever attached much special significance to
his @ =1/2 (asym.) result. Certainly he did not understand its "origin" or play it up.
You, of course, remember my own feelings as to its interest and importance. However 1
maintain that it is only with the work of Pokrovsky and Talapov and developments that
the meaning and significance of this type of criticality became apparent. {...) why not call
the criticality "KPT" or "PTK" — that would be both conceptually helpful and fair to the
various authors." Assim chamaremos nesta tese a transicio desse tipo de fransicdo de
Kasteleyn—Pokrovsky—Talapov, ou transicio KPT.

Dessa forma, ficou claro que a existéncia de interacdes de volume exclufdo no modelo
de dfmeros faz com que as excitacbes relevantes sejam formadas por cadeias de dimeros,_
muitas vezes de comprimento infinito, que sio andlogas as interfaces na teoria das
transiches comensuriveis—incomensuraveis. A diversidade dos modelos de dimeros estd
relacionada & diversidade dos tipos de excitacdes que podem existir nos diferentes modelos.
Para melhor compreender essas inter—relagdes fizemos hi pouco uma investigacdc de um
conjunto bastante variado de modelos de dfmeros anisotrépicos [Nagle ef al (1989)].
_ Infelizmente ndo é simples descobrir as excitagdes relevantes num dado modelo para
predizer o seu possivel comportamento critico, embora seja relativamente simples
identificar as excitacbes apbs o fait accompli do cilculo exato. A nossa experiéncia com
esse tipo de modelo mostra que pequenas modifica¢bes nas atividades sdo suficientes para
- ‘alterar a natureza da transicio ou mesmo eliminid—la completamente, o que explica a nossa
incapacidade de determinar através de uma anilise meramente qualitativa o

comportamento critico do modelo. N#o obstante, fomos capazes de descobrir modelos de



i1

dimeros que apresentam comportamentos bastante complexos, exibindo milltiplas
transicdes e pontos multicriticos. O objetivo da nossa tese serd a de discutir alguns desses
modelos e mostrar dessa forma que o8 modelos de dimeros podem exibir comportamentos

muito mais complexos do que se supunha possivel até hi poucos anos.
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B. O METODO DAS PFAFFIANAS

Como dissemos na introducdo, a solucio exata do modelo de dimeros através do uso
das pfaffianas foi descoberta independentemente por Temperley e Fisher (1961) e por
Kasteleyn (1961). Mais tarde Kasteleyn {1963) desenvolveu o método de tal forma a
tornd—lo aplicivel a qualquer rede planar. Seria uma ociosidade fazer uma apresentacéo
detalhada desse método ja que existe uma excelente exposi¢do sobre o assunto por Montroll
(1964), podendo também ser encontrada nos livros de Thompson (1972} e McCoy e Wu
(1973). Entretanto parece ser desejivel recordar alguns resultados basicos do método com

vista as aplicagoes que faremos e modelos especificos nos capitulos seguintes.

v
\ ]
'
v
4

L 4

L 4
¥
L 4

L ]
L
k4
k 4
v

v
¥
¥
L ]
¥

]
L}
¥
P
L

4
F 3
A J

Fig. B-1: Alguns exemplos de redes orientadas segundo a prescrigio de Kasteleyn.
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O primeiro passo na aplicacio do método consiste em orientar a rede, isto €, associar
flechas a cada uma das arestas, de tal forma que o nitmero de flechas orientadas no sentido
anti—horirio em cada um dos poligonos elementares da rede seja fmpar, como estd
mostrado na Fig. B~1. Em seguida definimos os elementos Aj; de uma matriz
anti—simétrica A de ordem n, onde n é o numero de vértices da rede, de tal forma que
A;; seja igual em valor absoluto & atividade da aresta conectando os vértices i e j {ou
zero se nio houver uma aresta conectando estes vértices) e o sinal seja positivo se a aresta é
orientada de 1 para j e negativo caso contrario. Entdo, como foi demonstrado por
Kasteleyn (1963), a func¢io de particio do modelo de dimeros € igual ao valor absoluto da

piaffiana da matriz A,
Z = |pi(a)] . (B.1)
A pfaffiana de uma matriz anti-—simétrica A € por definicdo

i
pf(A) = 2 b App Bpp  App (B.2)
P |

onde a soma se estende a todas as permutagies P = (P> Pgs *++ » P,) de inteiros

(1,2,3, ---,n) tais que
p1<p27 p3<p4: Tt pn—1<pn ? (B'S)
Py <Pg< " <DPpq - (B.4)

O fator ‘SP é 1 ou —1 conforme a permutacdo P seja par ou {mpar, respectivamente.
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Por exemplo, a pfaffiana de uma matriz anti—simétrica A deordem n=4 é

pf(A) = [Ap A Ayl = Ap Az~ Ay Ay + A Ay (B.5)
Ags Ay
Agy

Como ilustragio vamos considerar o problema de dimeros na rede da Fig. B-2.

Zy2
1
o——+o°
sk Y24
3z
34
Fig. B—2: Uma rede orientada com quatro vértices e as possiveis configuragbes de

dimeros.
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Seguindo a prescricao para a costrucio da matriz A e usando a Eq. (B.5) obtemos

Z = |z — 253 0 | = 2g9 230 —{(-213) 294 + 00 . (B.6)
0 2y
Z34

Este exemplo simples mostra que cada um dos termos nio nulos na expansio da pfaffiana
corresponde a uma possivel configuracio de dimeros na rede, e que a prescri¢do de sinais
conforme a orientacio da rede garante que todos os termos da expansio da pfaffiana
tenham ¢ nesmo sinal.

E:. ever a funcio de particio como uma pfaffiana € 0til devido & existéncia da
relacio det(A) = pf(A)?, de forma que o cilculo da pfaffiana reduz—se ao célculo do

determinante, um problema bem mais familiar. Assim temos

1

Z = |pf(A)] = [det(A)] - (87)

O cilculo do determinante da matriz A fica simplificado se a matriz € ciclica, o que
se consegue impondo—se condicdes periddicas de contorno na rede. Diagonalizando—se a
matriz A da forma usual e tomando—se o limite termodindmico N-w,onde N éo

namero de células unitirias da rede, obtemos

27 27

N1InZ = LJ dﬁf délng(d,¢) | | (B.8)
812 0 0
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g(6,6) = |det M| , (B.9)

onde M é uma matriz anti-hermitiana de ordem igual ao niimerc de vértices da célula

unitaria e com elementos Mij dados como um produto de quatro fatores simples, a saber:

e a atividade da aresta ij,
¢ 1 ou—l conforme a aresta seja orientada no sentido de i para j ou vice—versa,
e u elevada A diferenca das abscissas das células unitérias dos vértices j e i,

e v elevada 3 diferenca das ordenadas das células unitarias dos vértices j e i

u e v sio nfimeros complexos no circulc unitdrio com argumentos § e ¢,

respectivamente:
u = e v=e? . (B.10)

Além de ser periddica com perfodo 27 nas varidveis # e ¢, a fungio g(6,¢)

satisfaz em muitos modelos a relacao
g(t,¢) = g(-0,9) , (B.11)

ou ainda simultaneamente as relagoes
glt:¢) = g(-b,¢) = glé+ 7,9+ 1) . (B.12)

E 1til verificar nestes casos que podemos restringir a integracio em 6 na Eq. (B.8) ao

intervalo [0, 27/m] obtendo—se
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27/m 27

dﬁj d¢Ing(b,¢) , (B.13)

Ni1lhZ = 2 f
872 0

0

onde m = 2 quando vale a relagio (B.11) e m =4 quando valem as relacbes (B.12).
Uma quantidade termodinidmica que fornece importantes informagbes sobre as
excitacoes do modelo é o nimero médio de dimeros em arestas de um dado tipo @ =na

célula unitéria,

& ng-
Py = N‘* =2067(N11n2), (B..14)
o

que chamaremos de densidade dos dfmeros «. Substituindo—se a fun¢do de particdo dada

pela Eq. (B.13) na Eq. (B.14) obtemos

27/m 27 9

z, 08
dﬁf d¢ -2 . (B.15)
0 0 g 9 Za

Transformando—se a integracio em ¢ numa integracdo ao longo do circulo unitério no

plano complexo v utilizando—se a relacdo (B.10) teremos

(B.16)

27/m 1 dv z_ d g
g @

27 i v g 0z,

Finalmente, aplicando—se o teorema dos residuos podemos escrever
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27 /m

py = B f dﬂ[z R(vi)} , (B.17)
0 i
onde v; denotam os polos da fungio
z 0g
£ (v) = @ , (B.18)
vg 0 z

o

a soma deve ser feita sobre todos os pdlos no interior do circulo unitirio no plano v e
R(v) é o residuo da func¢io fa(v) ,

R(v;) = res f (v) . (B.19)

V=Vi

Os pdlos v; sio funcdes do dngulo ¢ e se movimentam no plano complexo v
conforme # variade 0 a 27r/m. no intervalo de integracio. A Eq. (B.17) mostra entio
que o movimento desses poélos determina em Gltima analise o comportamento
termodindmico do modelo, e consequentemente o seu comportamento critico. Nos capitulos
seguintes descrevemos em detalthe para os diversos modelos 0 movimento desses polos.

Uma vez determinadas as densidades dos dimeros p o ® energia interna e o calor

especifico podem ser calculados a partir delas. A energia interna é dada por

i 5
N1E=~—8—ﬁN11nZ= Er—:apa, (B.20)

a

e o calor especifico
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dp
(43

e = — — = £ : (B.21)
N&T ;“a'r

Em véarios dos modelos considerados nesta tese os cilculos ficam mais simples se
observamos que a matriz M tem uma estrutura de blocos, consistindo de guatro blocos de

mesmo tamanho, os dois blocos diagonais sendo nulos,

0 M,
M = . (B.22)
VI
Chamando |
h(6,0) = det M, , ) (B.23)

teremos evidentemente

” (B:24)

g(6:9) = h(0,4) h*(8,4) = [h(6,¢)

Substituindo—se a rela¢io acima na Eq. (B.15) obtemos para a densidade dos dimeros tipo
¢ a equagao

27/m
Y R(vi)} , (B.25)
1

-
pa“27rf
0

onde Re{---} denota a parte real, v; sao os pdlos da funcao

dGRe{

Z Jh
f(v) = 2 — (B.26)

vh 62(1
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a soma se estende a todos os poblos no interior do circulo unitario no plano complexo v e
R(v) é o residuo da funcdo (B.26).

As equacdes acima 530 as equagOes basicas com que trabalharemos. Embora possa
parecer simples analisar essas expressdes, na realidade a fungio g(4,¢) pode se tornar
bastante complicada para os modelos de dimeros mais complexos, tornando a anélise e
mesmo 0s cilculos numéricos bastante envolvidos.

Para encerrar este capitulo alertamos para uma peculiaridade dos modelos de
dimeros, e em geral de todos 0s modelos que apresentam interagdes de volume exclufdo.
Estes modelos siio muito sensfveis &s condigdes de contorno. Por exemplo, Temperley e
Fisher (1961) calcularam o niimero de possiveis configuracbes de dimeros numa rede
quadrada aberta 8 x 8, mostrada na Fig. B-3(a).  Este nimero é igual a

12 988 816 = 16(901)? , e é igual ao niimero de modos de se cobrir um tabuleiro de xadrez

(a) (b)

Fig. B-3:  (a) rede quadrada 8 x 8. (b) rede quadrada 8 x 8 com vértices dos cantos
removidos.
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com 32 dominds, cada domind tendo o tamanho necessirio para cobrir exatamento dois
quadrados adjacentes do tabuleiro. Consideremos agora a rede quadrada mostrada na
Fig. B—3(b) onde foram eliminados dois vértices de cantos opostos. Qual € o nimero de

modos de se cobrir essa rede com 31 dimeros? Algo surpreendentemente a resposta é zero.
De fato, este problema de dfmeros corresponde ao bem conhecido quebra—cabega [Gardner
(1959)] em que se eliminam dois quadrados dos cantos opostos de um tabuleiro de xadrez,

como mostrado na Fig. B—4. Nao é possivel cobri—lo com 31 dominds, e a prova € simples.

Fig. B4: Quebra—cabeca do tabuleiro com cantos eliminados, equivalentes ao
problema de dimeros na rede da Fig. B=3(b).

Os quadrados dos cantos opostos sio da mesma cor. Se dois quadrados brancos foram

removidos, Testam 30 quadrados brancos e 32 quadrados pretos. Visto que cada domind
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cobre duas casas de cores opostas, € possivel cobrir apenas 30 casas pretas, € a
impossibilidade fica demonstrada. Assim uma modificagio aparentemente insignificante
nas condicdes de contorno pode alterar radicalmente as propriedades do "bulk".

Em geral é mais diffcil calcular a funcdo de particgo de uma rede aberta do que com
condicdes periédicas de contorno. Por exemplo, ndo existe solugao conhecida para o modelo
de Ising numa rede quadrada aberta, embora nesse caso ndo esperemos que as propriedades
do "bulk"” sejam afetadas. Um exemplo n#o trivial de modelo de dimeros numa rede aberta
foi estudado por Elser (1984), e os calculos mostram que o nimero de possiveis
configuraces de dimeros depende da forma da rede.

Nesta tese suporemos sempre que as redes obedecem condigbes peritdicas de
contorno nas duas direcdes espaciais, isto é, condigdes de contorno toroidais. Nesse caso, a
funcsio de particio deve ser expressa como uma combinacio linear de quatro pfaffianas, e
nio mais em termos de uma Unica pfaffiana como na Eq. (B.1) vilida para redes abertas
[Kasteleyn (1961), McCoy e Wu (1973)]. Entretanto, o resultado no limite termodinimico

é dado ainda pela Eq. (B.8).
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C.MODELOK

O modelo de dfmeros na rede hexagonal ou "brick lattice” mostrada na Fig. C—1 foi
calculado pela primeira vez por Kasteleyn (1963), e denominado modelo K por Nagle
(1975). Neste modelo distinguimos as arestas verticais das arestas horizontais. Os dimeros
nas arestas verficais tém energias iguais a zero (atividades iguais a um), enquanto os
dimeros nas arestas horizontals tém energias € > 0 (atividades z = e'_ﬂ ©). A Fig. C-2

mostra a orientacio da rede e a célula unitaria.

Fig. C-i: O modelo K. Os dimeros ocupam as arestas de energia zero, correspondendo
ao estado fundamental. A colocacio de um dimero em qualquer outra aresta
custa energia € > 0.
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Fig. C—2: A orientagio da rede e a célula unitaria do modelo K.

Seguindo as prescri¢bes dadas no capftulo anterior obtemos para a matriz M o
resultado

1+zvi{u+u™)
M = . (C.1)

~1—zv{u?+u) 0

Portanto a matriz M tem estrutura de blocos como na Eq. (B.22), os blocos sendo de

ordem um neste caso. As funcbes g(#,¢) e h(#,¢) sdo dadas por



g(0,6) = |1+ 2zcos 8vi|” |
(C.2)
h(f,¢) = 1+ 2z cos fv?

Observamos que a fungio g{(f,¢) satisfaz as relagbes (B.12), de modo que a

densidade dos dimeros serd dada pela Eq. (B.25) com m =4 . A densidade dos dimeros

horizontais serd entao

2
P:",;f
! 0

onde R(v) sdo os residuos da funcio

d0 Re [ 2' R(vi)] , (C.3)

z Jh 2z cos 0
ftv) = — = , (C4)
vh 0 z v(v + 2z cos 6)
e a soma se estende a todos os polos no interior do circulo unitario no plano v .
Os polos da funcio f{v) dada pela Eq. (C.4) sio
VO = 0 3
(C.5)
v, = —2zcos 4

€ 0s respectivos residuos sdo
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R(VO) = 1,
(C.6)

R(v,) =—1

O polo v, localizado na origem est evidentemente sempre no interior do circulo unitario.
J4 a localizacio do polo v, depende da atividade z e do angulo §.

Para atividades z menores que 1/2 o pblo v, est4 localizado sempre no interior do
circulo unitirio independentemente do angulo #, como estd mostrado na Fig. C-3.

Portanto na Eq. (C.3) devemos somar os dois resfduos (C.6) que se cancelam resultando em

p=20 (C.7)
1.5
plano v
0.5
o N
E @roo0000
by
-0.5%H+
_1.5 i I 1 i
-2.0 —1.0 6.0 1.0 2.0
Re v

Fig. C-3: O pélo v, para z=04. A flecha indica o sentido do movimento do polo
conforme § variade 0 a 7/2.
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Fig. CH4: O movimento do polo v, para z = 0,6 , que corresponde a uma temperatura

maior que a temperatura critica.

para atividades z < 1/2. Por outro lado, para atividades z>1/2 o pblo v, estd

localizado no interior do circulo unitirio apenas para angulos

§>0 = cost {é_z-] : (C.8)

como esta mostrado na Fig. C—4 . Logo a Eq. (C.3) fornece

p:.%@ = %cos‘l[%—z] : (C.9)

A energia interna e o calor especifico neste modelo s&o dados por

NTE=€¢p , c=¢€¢— . (C.10)



Portanto, para atividades z < 1/2, tanto a energia interna quanto o calor especffico sao

nulos,

E=0 , ¢=0, (C.11)
enquanto, para atividades z > 1/2, teremos

e _ L2 1411
N*E = ¢-cos [Q‘] ,

s Z

(C.12)

[T

¢ = kB%{EiTr(éz*?w—l)_ :

Os comportamentos da densidade dos dimeros p e do calor especifico ¢ como fungOes da

temperatura estio mostrados nas Figs. C—5 e C—6, respectivamente.

0.6

0.4

0.2

]CBT/E

Fig. C-5: Ntmero médio de dimeros z por célula unitéria p como fungao kg T/e.



kBT/E

Fig. C-6: Calor especifico como fungdo de kg T/e .

Esses resultados mostram que o modelo exibe uma transi¢io de fase para o valor da
atividade z = 1/2 , correspondente & temperatura
_ &g 1 = . :
T, = Rg w3 = 15; (1,44269---) . (C.13)
O comportamento assintético da densidade dos dimeros horizontais para

t = (T—T)/T,~0 &
11
pr2(2m2)’ e (C.14)
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e a divergéncia do calor especifico é dada por

1 3
- 1
2 2 —=
c n kB-—i—H h;r 27y 2 (C.15)

Os caleulos exatos mostram que a densidade dos dimeros horizontais abaixo da
temperatura critica € nula, ou seja, a fase de baixas temperaturas estd "congelada" numa
configuracdo idéntica ao estado fundamental onde todos os dimeros se enconiram nas
arestas verticais. Nio é dificil compreender esta propriedade do modelo K de forma mais
intuitiva. Comecemos por considerar perturbacbes ao estado fundamental. Tomando—se

qualquer dos dimeros verticais e girando—o em torno de uma das extremidades para uma

---------------

o
»
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.
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Fig. C—1: Uma cadeia de dimeros excitados indicada pela faixa pontithada.
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aresta horizontal criamos uma sobreposicio proibida com um outro dfmero vertical. Para
evitar esta sobreposicio devemos girar esse novo dimero vertical para uma aresta
horizontal. A repeticio desse processo gera uma cadeja de dimeros horizontais como

mostrado na Fig. C—7. Esta cadeia de dimeros horizontais representa a excitagao

elementar do modelo. A energia a ela associada é
E=1Le , (C.18)

onde L é o comprimento da cadeia, igual & largura da rede na direcéo vertical. Como a0
girarmos um dfmero vertical podemos fazé~lo para a esquerda ou para a direita, a

- . s . s 5L R .
degenerescéncia associada & cadeia é Q = 27, correspondendo & entropia

S =kylnQ =k, LIn2 . (C.17)

A energia livre do modelo com uma excita¢do elementar € portanto
F=E-TS = L(akaTinQ) , : (C.18)

enquanto a energia livre do modelo sem a cadeia é F =0. O surgimento da excitagao
elementar fica favorecido desde que a energia livre {C.18) fique negativa, ou seja, para
temperaturas T > € / (kB In 2) = T, . Portanto este argumento localiza a temperatura
critica do modelo exatamente.
Para temperaturas acima da temperatura critica o sistema tende a gerar vérias
cadeias, como estd mostrado na Fig. C-8, e é preciso levar em consideracdo a interacdo
entre elas. Denotemos por ! a distincia média entre as cadeias. E 1itil pensar nas cadeias

como representandc caminhantes aleatorios [Fisher e Fisher (1982)], a diregdo vertical
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Fig. C-8: Representacdo esquematica de uma série de cadeias excitadas separadas por
uma distincia média 1.

correspondendo a0 eixo temporal. E um fato elementar da teoriz dos caminhantes
aleatorios que a dispersio do caminhante em relacio ao ponto de partida é igual 3 raiz
quadrada do nimero de passos. Portanto, se existirem caminhantes espacados em média de
uma distancia I, esperamos que eles sofram colisdes a cada intervalo de tempo da ordem de
2 . Traduzindo na linguagem das cadeias, isto significa que o nfimero de colisdes que sofre

uma cadeia ao atravessar a rede de cima a baixo é da ordem de

NCO]. ~ L/I2 - (C.lg)
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Estas colisdes diminuem a entropia da cadeia, pois onde hé colis3o ha apenas uma escolha
possivel para o proximo dimero horizontal. A degenerescéncia da cadeia € entfio dada por

I—N 9
Q=2 ol (C.20)

Denotando por M a largura da rede na diregio horizontal, e visto que existem M/I

cadeias, a entropia do sistema serd

S = [M-]sznn , (C.21)
i _
e a energia interna —
E = [%’I—]La : (C.22)
Logo a energia livre serd dada por
F=E-T ~I\f—L[e—kBT1n2{1w%§” , (C.23)
ou, com t = (T-T}/T,,
2 ~M£e[—ﬁl+-ll-3} . - (C.24)

Minimizando—se a energia livre relativamente a [ obtemos para a distdncia média entre as

cadeias
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1B =t (C.25)

Como a densidade dos dimeros horizontais p é inversamente proporcional a [, o resultado
acima esti consistente com a Eq. (C.14). Da mesma forma, obtemos para a energia livre o

resultado

Fw~—MLe [-?:—-] 32 (C.26)
3/3

de forma que o calor especffico é

- ¢ = - YL e=g (C.27)

0 que concorda com a Eq. (C.15).

Os argumentos acima servem para todos os modelos onde existem cadeias que
atravessam o sistema de cima a baixo sem se cruzarem entre si. Os expoentes a=1/2 e
B=1/2 caracterizam as transigdes de Kasteleyn—Pokrovsky—Talapov.

As interagbes entre as cadeias de dimeros excitados no modelo K foram analisadas
em maior detalhe por Yokoi ef al (1986) através do cilculo das funcles de correlagdo
dimero—dimero nesse modelo. Entre outros fatos, demonstra—se o decaimento algébrico das
correlaches acima da temperatura critica e a existéncia de comprimentos de correlacio
diferentes nas direcdes horizontal e vertical, confirmando—se a forte correlacdo e anisotropia

causadas pela presenca das cadeias infinitas.
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D. MODELO SCD

Salinas e Nagle (1974) introduziram um modelo de dimeros na rede 48, mostrada
na, Fig. D—1, em conex3o com o estudo da transicio de fase no composto SnCl,.2H,0 .
Este modelo, chamado por vezes de modelo SCD, acrénimo do nome do compostc em
inglés — "Stannous Chloride Dihydrate" — tem dois tipos de arestas. As arestas unindo os
quadrados elementares tém energia zero, e portanto atividades iguais a um, enquanto as

_ﬁe'

arestas que formam os quadrados elementares tém energia € > 0 e atividades z=¢

Fig. D~1: O modelo SCD. Est4 mostrando o estado fundamental, com todos os
dimeros nas arestas de energia zero. As arestas desocupadas custam energia
e>0.
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Esta escolha das energias foi determinada pelas propriedades {isicas do composto em
questdo. A Fig. D—2 mostra a célula unitéria para esta escolha das atividades juntamente
com a orientacio da rede.

A matriz M para este problema é de ordem quatro e nio se decompde em blocos,

-V ~Z  zZ
vi 0 -z —z
M = : (D.1)
z z -
-~z z 0
O determinante da matriz M ¢ )
g(6¢) = det M = 1+42*~22%cos f(v+v?) . (D.2)

H
I
t
b
]

Fig. D-2: A orientagiio da rede e a célula unitaria do modelo SCD.
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Observando que a Tuncio g(f,¢) satisfaz as relagbes (B.12), segue—se da Eq. (B.17)

com m=4 a seguinte expressio para o nimero médio de dfmeros nas arestas dos

quadrados elementares por célula unitaria,

onde R(v) € o residuo da fungéo

- vg dz  v(vi - 2Bv %+ 1)

A = 22sect

i
B = {—1———'}'—%] sec # .
422

Os pbélos da funciio (v), Eq. (D.4), sdo

(D.3)

(D.4)

(D-5)

(D.6)

(D.7)

E f4cil verificar que v, € v, sdo reais e que satisfazem as relagbes 0 < vy <1< v, .

O movimento desses pdlos no plano complexo v conforme o dngulo # variade 0 a /2

estid mostrado na Fig. D-3. Esta figura é tipica, nao havendo diferencas qualitativas acima

e abaixo da temperatura critica.
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Na Egq. (D.3) devemos somar os residuos dos pblos vy, € vy que s30 sempre

interiores ao circulo unitario. Estes residuos valem

R(vy) = 2,
(D.8)
k'

R(vy) = —
J 1 — k2 cos® 4

1.5
0.5 F
o
E PO G E & 88§ ¢4
e
-0.5 F
-1.5 * f : !
-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0

.Re v

Fig. D-3: O movimento dos polos v,(0) e vy(x) no plano complexo v para z=0,8.

As flechas indicam o sentido do movimento conforme o dngulo @ varia de 0
a wf2.
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onde definimos

4 2
o= L2t Sy e o 427 (D.9)

1+ 4z* 1 + 4z

Substituindo os resultados acima na Eq. (D.3) obtemos
p = 1-2KK(k) , (D.10)

onde K(k) é a integral eliptica completa da primeira espécie. A Eq. (D.10) mostra que no
zero absoluto T = 0 _tem—se p =0, demonstrando que no estado fundamental todos os
dimeros ocupam as arestas unindo os quadrados elementares.

A energia interna do modelo, Eq. (B.20), fica neste caso
N1E=ep=c¢ [1 ~Zyp K(k)] . (D.11)
Apbs alguns célculos obtemos para o calor especifico o resultado

¢ = k4 {RiTr K(K) - E(X)] (D.12)

onde E(k) é a integral eliptica completa da segunda espécie. Os c:omportamentos de p e
de ¢ estdo representados nos grificos das Iigs. D—4 e D-5.

As funcBes termodindmicas tornam-—se singulares para o médulo das integrais
elipticas k—+ 1, quando a integral eliptica K(k} diverge logaritmicamente. As atividades

e temperaturas criticas do modelo correspondem a k = 1 na Eq. (D.9),

2
, T, = E}; g = ﬁ-l;(z,sss .) (D.13)

Bl
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0 ] - ] ] I |
0 1 2 3 4 ) 6

]CBT/8 -

Fig. D—4: O nfimero médio de dimeros z por célula unitdria no modelo SCD como
funcdo de k T/e.

0.5

0.4

kBT/E

Fig. D-5:  Calor especifico do modelo SCD como fungéo de kBT/ €.
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" Utilizando a expansdio assintética para K(k) dada pela Eq. 8.113.3 de Gradshteyn e

Ryshik {1980), obtemos para o termo divergente do calor especifico o resultado

(D.14)

~ (lﬂ 2)2 T ""'T(;
C ® kB - In T,

o que demonstra que para esse modelo a transicao € do tipo Ising.

Do ponto de vista matemético a diferenca entre os comportamentos criticos dos
modelos K e SCD pode ser caracterizada pela diferenga no movimento dos pélos desses
modelos no plano complexo v. No modelo K a transi¢io de fase ocorre quando um 1nico
polo toca o circulo unitirio pela primeira vez, enquanto no modelo SCD a transicao ocorre
quando dois pélos, um interior e outro exterior ao cfrculo unitério, tocam—mno
simultaneamente.

Do ponto de vista fisico, podemos tentar compreender a diferenca no
comportamento termodinimico entre os modelos K e SCD examinando as diferengas entre
as cadeias de dimeros excitados nesses modelos. No modelo SCD as cadeias de dimeros
excitados sio formadas pelos dimeros nas arestas dos quadrados elementares.
Contrariamente ao modelo K, as cadelas ndo precisarn ser infinitas. Uma excitagdo
elementar envolvendo apenas quatro dimeros excitados com energia 4 £ estd mostrada no
canto superior direito da Fig. D—6. Isso explica porque no modelo SCD a fase de baixas
temperaturas nao é "congelada" como no modelo K. Uma cadeia excitada infinita
atravessando a rede de cima a baixo estd mostrada no lado esquerdo da Fig. D—6. Mas as
‘cadeias nio precisam necessariamente atravessar toda a rede, podendo—se aniquilar
mutuamente, ou equivalentemente reverter de sentido, como ilustramos na cadeia do lado
direito inferior da Fig. D—6. Foi mostrado através de uma caleulo explicito por Bohr
(1982) que se no modelo de Pokrovsky—Talapov permitimes a aniquilagio métua das

interfaces a transicio deixa de ser do tipo KPT tornando—se do tipo Ising. Assim podemos



compreender a transicio tipo Ising no modelo SCD como sendo devido & existéncia de

cadeias de dimeros excitados que podem se aniquilar mutuamente.

Fig. D—6:  Exemplos de cadeias formadas por dimeros excitados no modelo SCD. As
arestas de energia zero desocupadas foram indicadas por faixas pontilhadas.



43

E. MODELO 4-8/2/1

Recentemente estudamos [Nagle e Yokoi (1987)] um modelo de dimeros na rede 4--8
que pode ser considerado uma generalizagio do modelo SCD visto no capftulo anterior.
Neste modelo distinguimos trés tipos de arestas. As arestas unindo os quadrados
elementares tém, como no modelo SCD, energias iguais a zero e atividades iguais & um.
Duas das arestas dos quadrados elementares tém energia € >0 e atividade z=e ,
enquanto as outras duas tém energia 6> 0 e atividade w= e"ﬁ 6. Entretantc os
quadrados elementares nio sio todos equivalentes, mas formam duas subredes que
denotamos por A e B na Fig. E-1. A denominagdo 4-8/2/1 dada ao modelo seguiu a

nota,(;_ao 4—8/p/i, onde p é o namero de tipos de quadrados elementares distintos e 1 €

um indice arbitrario que distingue modelos diferentes com o mesmo valor de p . E claro

Fig. E-1: O modelo 4-8/2/1. Os quadrados elementares A e B diferem por uma
rotacio de 1800. As arestas unindo os quadrados tém energia zero.
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que para € = § recaimos no modelo SCD visto no capftulo anterior. A introducio de dois
tipos de arestas com energias diferentes tem por objetivo possibilitar ao sistema a formagio
de mais de um tipo de cadeia de dfmeros excitados, ¢ que induz um comportamento mais
complexo.

A partir da célula unitiria mostrada na Fig. E—2 podemos construir a matriz M

seguindo a prescricao vista no capitulo B. A matriz M € neste caso bloco diagonal, como

Fig. B-2: A célula unitiria do modelo 4-8/2/1.
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na Eq. (B.22), com a matriz M; dada por

w -w —vZ 0
-2 —Z 0
M, = : (E.1)
~u vt 0 w z
0 uvt  w =2
O determinante da matriz M, €
n(6,¢) = det M, = 1+ 422 w?—2(z> v+ w?vi)cosd . (E.2)

Como a funcio g(6,¢) = |h(4,¢)]*> satisfaz as relacbes (B.12), a densidade dos

dimeros z sera dada pela Eq. (B.25) com m = 4, ou seja

2
pzz';r'f
0

onde R(v) é o resfduo da fungdo

df Re { 2' R(v;) } , (E3)

dh _ 2(v ~ A)

fv) = & (E4)
vh dz 2 -2Bv + C?
com
A = 2w?secd ,
2 o2
B= 119 Wilcep, (E.5)
47?
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Os polos da funcao f(v), Eq. (E.4), sdo

Vi
= B B2 - 02 N (EG)
Vo
e os residuos correspondentes
R{vy)
= 14 -—-—_-——-B — A . (E‘Y}
R(v,) B2 — (2

Verificamos sem dificuldades que os pblos (E.6) sio reais e que satisfazem as
desigualdades v, 2 v, > 0. Se admitirmos que 2 transicio de fase ocorre quando os pélos
tocam o circulo unitirio, isso s6 pode ocorrer nesse caso para v=1(f=0). As

atividades devem satisfazer entdo a equacao

(222 — ;)gl —2w) _ 4 (E.8)
Z

1—-2B+ C? =

Portanto, ao menos um dos pdlos toca o circulo unitirio para &= 0 para o valor das

atividades

(E.9)

Wl

o que significa que para €% & o modelo exibe em geral duas transicbes de fase com

temperaturas criticas dadas por
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Fig. E—3: Plano z—w das atividades, mostrando as quatro regites da Eq. (E.11).

IT-
HT

kBT/E

IT+

0 1 1 : !
0.0 0.5 1.0 2.0 2.9

1.5
r = §/¢

Fig. E4: Diagrama de fases no plano T—1, onde r = §fe .
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(E.10)

al\S

e 2
Tézk‘gme TEZR—];

Na Fig. E—3 representamos o plano z—w das atividades dividido pelas linhas criticas

(E.9) em quatro regides que denotamos

HT:z>1— e w>1—,

V2 V2
LT:z<—1—— e W<l—-,

V2 V2

(E.11)

IT+:Z>1—‘e W<1—, -

V2 V2
IT—:Z<-1— e w > L

V2 V2

HT, LT e IT s8o, respectivamente, os acronimos de “"High Temperature", "Low
Temperature" e "Intermediate Temperature". O diagrama de fases no plano T-r,
temperatura versus o parmetro r = §/e , est4 mostrado na Fig. E—4.

Os movimentos dos pdlos (E.6) em cada uma das regides (E.11) conforme o angulo
§ variade 0 a /2 estdo mostrados nas Figs. E—5 a E-8.

Tanto na regido HT quanto na regido LT, o pélo v, é sempre exterior ao circulo

- unitério, enquanto o pdlo v, é sempre interior a ele. Substituindo—se o resfduo em Vo

dado pela Eq. (E.7) na Eq. '(E.3) obtemos

72
2 B —
b, = —;rJ‘ ag—B = A (E.12)
0 B? — (2
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1.5
plano v
0.5 r
e «— -
g XN X XK @™o o 0
oy
-0.5¢
-1.5 1 ! ! ;
-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
] Re v
Fig. E-5: Movimento dos pélos v4(0) e v,{x) na regiio HT (z=w = 0,8) conforme
o angulo § variade 0 a /2.
1.5
plano w
0.5
> —
S ®o 0 ©
—
~0.5
—1-5 I i I ) ]
-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
Re v
Fig. E—6:  Movimento dos pélos v,(0) e v,(x) na regidgo LT (z=w = 0,6) conforme

o dngulo # variade 0 a /2.
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05
2 s s
E %0000000k @O0 O O O
~
_0.5..
-1.5 1 L 1 !
-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0

Re v

Fig. E-7:  Movimento dos pdlos v,(0) e vy(x) naregiao IT+ (z=0,8ew =0,5).

1.5
plano v
0.5
= —
S o o0
~
-..0.5_
-1.5 = ! . .
—2.0 =10 0.0 1.0 2:0

Re v

Fig. E-8:  Movimento dos p6los v,(0) € vo(x) na regidgo IT—(z=0,5e w = 0,3).
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Introduzindo—se 0s pardmetros

A2 w2
k = dzw K = 1 4z2° w ’ (E.13)
1 + 4z% w? 1 + 422 w?
que satisfazem as relacdes
0<k,jk'l<1 , K+k?=1, (E.14)
obtemos
2 .
- p, = 1=K Kk} , (E.15)

onde K(k) é a integral eliptica completa da primeira espécie.
Na regido IT+ o pdlo v, é sempre interior ao cfrculo unitério, enquanto o pélo v,

é interior a ele apenas para angulos # < © , onde

O = cos™

14 (1 =222)(1 - 2wﬂJ (E.16)
2(z% + w?)

é solucio da equagio 1-—2B+ C?=0 com os pardmetros B e C dados na Eq. (E.5).
Logo,
T/2
p, = 1+3@__2_f ag—B — A (B.17)

T T

8 B2 — C?

que podemos escrever sob a forma

2 2 [] )
p, = 1420 2K F(k0) , (E.18)
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onde F(k,0) é integral eliptica da primeira espéciee © é o complemento do angulo O,
0 =5-6 . (E.19)
Na regidgo IT—, por outro lado, o pélo v, é sempre exterior ao cfrculo unitério,

enquanto o pélo v, ¢ interior a ele apenas para os adngulos #> ©, onde © ¢ o mesmo

angulo dado pela Eq. (E.16). Resulta entdo que
— 2 2 ) -
p, = 1-20-2K'F(k0) . (E.20)

O calculo da densidade dos dimeros nas arestas tipo w pode ser feito de forma

analoga. Obtemos entdo nas regides HT e LT
= 214
py = 1—-2k Kk} , (E.21)
enquanto nas regioes IT=
—_ 2 244 .
Py = 1¥20-2K F(k0O) . (E.22)

E interessante expressar esses resultados em termos da soma e da diferenca das

densidades dos dimeros,

1
pe =50 +p) , P = %—(pz"-pw) : (E.23)

Teremos entdo nas regides HT e LT



po=1-2KK(K) , p. =0, (E.24)
enquanto nas regioces 1Tz ,
po = 1-2KFK®) , p. =20 . (E.25)
A energia interna do modelo é
Ni1E = ep,+6p, = (c+ p, +(c—8p- . (E.26)
Portanto o calor especifico é dado pela"expressao

OF ap dp-

c:ii—%z(sw)a}ﬂe—a)g . (E.27)

Apbs alguns calculos obtemos para as regides HT e LT o resultado

2
¢ = kB%[E—BiTQ] K(K) - EK)] (E.28)

onde E(k) ¢€ a integral eliptica completa da segunda espécie. Por outro lado, nas regides

IT+ e I'T— obtemos a expressio mais complicada

o2l re + ~ Ay 4222 (1 — 424)(1 - 4w?) |2
= k_% F{k,0) — E{(k,©
¢ B {[EB IJJ (:6) (k0) + (1 + 42°w?)|z* — w?| N
(E.29)
2 2
2 [e z2%(1 - 4w*) + 6 w?(1 - 4z9)]
+
[EB I] (1 + 4z2w?)|z¢ — wi| | (1 — 4z9)(1 —4w4)|1/2}
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2.0
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0.5
0-0 } t i\i’\ t 1 i o 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k B T/ &
Fig. E-9: Nimero médio de dimeros por célula unitdria p, (linha cheia) e p,, (linha

pontithada), e o calor especificco ¢ como funcbes de kBT/a para
r=4fe=0.
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Fig. E~10: Namero médio de dimeros por célula unitéria p, (linha cheia)e p, (linha

pontilhada) e o calor especifico ¢ como fungdes de kBT/s para
r=4fe=05.
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2.0

0.5

0.0

2.0

0.0

kT /¢

Fig. E-11: Namero médio de dimeros por célula unitiria p, = p, e o calor especffico
¢ como fungdes de kT/e para r=§/e=1.
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0.5
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Fig. E—12: Nfmero médio de dimeros por célula unitéria p, (linha cheia) e p, (linha
pontithada) e o calor especificc ¢ como fungbes de kBT/a para
r=éfe=2.
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2.0

0.5

0.0 : '

2.0

1.5 r

0.0 ' ! : 1 ! 1
ICBT/S

Fig. E-13: Nimero médio de dimeros por célula unitria p, e o calor especifico ¢
como funcdes de kBT/z-: para r = §fe =« . Nestecaso p,=0.



onde E(k,0) é a integral eliptica da segunda espécie.

O comportamento das densidades dos dfmeros bem como o comportamento do calor
especifico para diferentes valores do parametro r = §/e estdo mostrados nas Figs. E~9 a
E—-13.

A Eq. (E.28) mostra que nas regibes HT e LT o calor especifico diverge
logaritmicamente quando o médulo da integral elfptica k- 1. Da Eq. (E.13) concluimos
que isso ocorre somente no ponto z = w = 1/42, sendo o calor especifico finito em todo o
restante das regides HT e LT. Por outro lado, nas regides IT+ e I'T— o calor especifico
diverge para z=1/42 e w=1/42 devido ao dltimo termo da Eq. {E.29), os termos
anteriores sendo sempre finitos. A divergéncia é céusada pelo fator
(1 — 4241 ——4w4)|"1/ % e portanto se di como I;,{‘-Tcl"'lf 2 caracterizando uma
transicio do tipo KPT. Observamos que a transicio que ocorre a temperaturas mais altas
é uma transicio KPT invertide, no sentido em que a divergéncia ocorre no lado de baixas
temperaturas, os expoentes criticos sendo portanto ¢' =1/2 e a=0¢. A transi¢cio KPT
invertida foi também observada em outros modelos bidimensionais na aproximacio de
férmions livres, como no modelo ANNNI (Axial Next—Nearest Neighbour Ising) por Rujan
(1985) e num modelo de monocamadas adsorvidas por Kardar (1985).

Podemos conseguir uma certa compreenso intuitiva do comportamento do modelo
examinando as cadeias formadas por dimeros excitados, isto é, aqueles que ocupam os lados
dos quadrados elementares. Na Fig. E—14 estfio mostradas algumas cadeias de dimeros
excitados obtidas a partir da perturbacio do estado fundamental. As cadeias estdo
représentadas por linhas cheias passando por arestas ocupadas por dimeros nos lados dos
quadrados elementares e por arestas desocupadas unindo os quadrados elementares. Os
dimeros n3o excitados localizados nas arestas unindo os quadrados elementares nio estio
representados. No canto superior esquerdo estd mostrada uma perturbacio com energia

2(e + 6) . Como no modelo SCD, a possibilidade de perturbagdes finitas desse tipo faz com
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que o modelo nio seja completamente "congelado" a baixas temperaturas como no modelo
K. Comecando do lado inferior esquerdo da figura existe uma cadeia que atravessa toda a
rede. Este tipo de cadeia pode ser chamada de cadeia tipo z, pois é formada apenas por

dimeros z quando est3 se dirigindo para cima. Entretanto, existe um trecho mais ou

oooooooo
160062000
9000000

Fig. E—14: Exemplos de cadeias formadas por dimeros excitados no modelo 4——8/2/ 1.
Os dimeros nas arestas de energia zero unindo os quadrados ndo estao
representados. As linhas cheias que representam as cadeias passam pelas
arestas dos quadrados ocupados pelos dimeros e pelas arestas unindo oS
quadrados n3do ocupados pelos dimeros.
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menos no centro da rede quando a cadeia reverte o sentido, utilizando entdo somente os
dimeros w. No lado direito da figura mostramos uma cadeia w, que utiliza somente
dimeros w quando esta se dirigindo para cima, mas que utiliza dimeros z quando reverte
o sentido.

Em qualquer cadeia fechada o nitmnero de dimeros z e o nfimero de dimeros w so
iguais. Como na regido de baixas temperaturas LT as densidades dos dois tipos de dimeros
sdo iguals, p,= p, , esperamos que existam somente cadeias fechadas nesta fase. Na
regidgo IT+, entretanto, p, > p,, 0 que implica que deve haver um excesso de cadeias
infinitas do tipo z atravessando toda a rede. Analogamente na regiao IT—, p, <p,,
indicando que deve existir um excesso de cadeias infinitas do tipo w atravessando toda a

‘rede. O surgimento dessas cadeias infinitas deve ser o responsavel pela transicio KPT.
Por outro lado, na regido de altas temperaturas HT as densidades dos dois tipos de dimeros
tornam—se povamente iguais. Acreditamos que isso significa o surgimento de cadeias
infinitas tipo z e w em igual nlimero, sendo esta a origem da transicio KPT invertida.

Finalmente observamos que foi mostrado por Onody e Kurak (1988) que o modelo

4-8/2/1 pode ser mapeado a um certo modelo de seis vértices.
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F. MODELOS 4-8/4/i

Seguindo a nomenclatura geral 4-8/p/i, onde p denota o nimero de quadrados
elementares distintos e i é um nfunero arbitrario destinado a distinguir os modelos com o
mesmo p, discutirernos neste capftulo alguns modelos 4-8/4/i com quatro tipo de
guadrados elementares.

Nas Figs. F-1 e F—2 estao mostradas as atividades dos modelos 4—8/4/1 e 4-8/4/2.
Em ambos os modelos as arestas unindo os quadrados elementares tém energia zero
(atividade igual a um), enquanto duas das arestas do quadrado tém energia €>0
(atividade z = e—ﬁa) e as outras duas energias 6> 0 (atividade w = &P 6). Os dois
modelos diferem pela disposicio dos quatro tipos de quadrados elementares, denotados por
A, B, C e D nas Figs. F-1 e F~2. O modelo 4-8/4/1 apresenta transi¢io tipo Ising quando
2zw = 1, enquanto o modelo 4-8/4/2 nio apresenta transicio de fase exceto para z=w
quando se reduz ao modelo SCD visto no capitulo D. N&o vamos entrar em maiores
detalhes sobre estes dois modelos, lembrando apenas que eles ilustram como o
comportamento critico dos modelos de dimeros é sensivel & escolha das atividades.

Na Fig. F—-3 mostramos as atividades do modelo 4-8/4/3. Podemos observar que
este modelo difere do modelo 4-8/4/1 apenas pela troca efetuada entre as arestas de
energia zero (atividade um) e de energia € (a.’cividade z}. Esta modificagdo aparentemente
insignificante tem uma profunda consequéncia sobre ¢ comportamento critico do modelo.
~ Por exemplo, para valores do pardmetro r = §fe no intervalo 2 < r < 2,27984835... o
modelo chega a apresentar uma sequéncia de cinco transicbes de fase. Certamente a
riqueza do comportamento critico do modelo deve-se ao estado fundamental frusiredo, pois
nem todos os dimeros podem ocupar as arestas de energia mais baixa no zero absoluto.
Neste capftulo descreveremos em algum detalhe o comportamento termodinimico do

modelo 4—8/4/3.
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W
Z| B 1w D B
W Z
wi A |z z| C |w A c
WiD iZ B D
C A C A

Fig. F—1:  Modelo 4-8/4/1. As arestas unindo os quadrados tém energia zero
(atividade um).

Z W
Wi B |z Z| D |w B
i w W z
Zi A |w wi C |z A C
Z
B D B8
A C A C

Fig. F-2: Modelo 4-8/4/2. As arestas unindo 0s quadrados tém energia zero
(atividade um).
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A orientacdo da rede e a célula unitiria do modelo 4—8/4/3 estio mostradas na

Fig. F—4. A matriz M decompde—se em blocos como na Eq. (B.22), sendo o bloco M,

dado por

[en BN o B e B O = I e B

e o0 seu determinante

onde

h( 8‘:¢) =

0 0 0 w zv'! 0 0
0 0 0 —W 0 0
-z W 0 0 0 w 0
0 0 -w  —Zuv 0 0 w
6 0 o0 1 0 0 —ut]| > (F.1)
1 —zv 0 0 -1 0 0
0 1 zvt 0 ¢ =1 0
6o 0 -1 o0 o6 z -1 |
det M, = A(v*+ v?) —Bv—-Cv!l—-2Acos§+ D (F.2)
= ztw? |

= 28 + 28w + 822 w® |
(F.3)

= 422w+ 422 wi+ 28w

= 28 + 4zt w + 4z* w3 + 16w?

Claramente a funcio g(8,4) = |h(8,¢)|? satisfaz a relacdo (B.11), de forma que o



1 W
w| B |1 1 D {w B
N1 w W 1
11 A W wl C |1 A C
W 1
B D B
A C A C
Fig. ¥-3: Modelo 4-8/4/3. As arestas unindo os quadrados custam energia € > 0
(atividade z = &P 9.

Fig. F—4: Célula unitéria do modelo 4-8/4/3.
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niimero médio de dimeros z por célula unitiria serd dado pela Eq. (B.25) com m =2, ou

seja

T

b= L f dsﬂe{ Z'R(vi)} , (F.4)
0 T

onde v; s&o os pélos da fungao

fv) = 2= 9B _ 1L P(v) (F.5)
. vh 0z _ v Q(v)
sendo que
Qv) = Avi—Bv¥+(D—2Acos ) v2—Cv+ A (F.6)
Pv) = 22 Q) . (F.7)
0z .

R{v) ¢é o residuo da funcio (F.5) e a soma na Eq. (F.4) deve ser feita sobre todos 0 pblos
no interior do cfrculo unitério do plano complexo v.

E possivel mostrar que as quatro rafzes da equa¢do quirtica Q(v) =0 sao reais e
positivas. Portanto os polos da funcio (F.5) somente podem coincidir com o circulo
unitirio no ponto v = 1. Por outro lado, os pdlos tocam o circulo unitario pela primeira
vez para o dngulo #=0 ou #= 7. Logo, as condicdes que as atividades z e w devem

satisfazer numa transicio de fase séo



Qv=1, 6=0) =D-B-C =0 , (F.8)

ou

Qv=1, #=7) =4A-B—-C+D =0 . (F.9)

w, = 52, (F.10)
(3]
1 - -
wy, = = (F.11)

Por outro lado, a Eq. (F.9) é satisfeita ao longo das curvas

1/2
Wy = 4g_z {[z4+4z3—1622+8z+4]/ _(ZZ‘QZ“’?)} ) (F.12)
e
1/2
w, = I(%_E).{(22+22;+2)i[z4—4z3—1622—82+4]/ } : (F.13)

As curvas w, a w,; no plaﬁo z—w estfo mostradas na Fig. F-5. Equivalentemente, o
diagrama de fases no plano T-r, temperatura versus o pardmetro 1= §fe, estd
representado na Fig. F—6.

As diferentes fases do sistema foram indicadas pelas letras A, B, C, D, Ee F. O diagrama
de fases T—r da Fig. F-6 mostra que para r < 1 o sistema ndo apresenta transi¢ao de

fase, para 1 < r < 2 o sistema apresenta duas transicoes de fase, para
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0.2
E < F
C B
301 |
4 1 3
D A
0’0 i 1 i l
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Z
Fig. F-5: O diagrama de fases no plano z—w das atividades.

2 3
r =6/¢

Fig. F6: O disajgrama, de fases no plano T-r, de temperatura versus O parametro
r=ffe.



2 <1< 2,27984835... o sistema apresenta cinco transicoes de fase, e que para
r > 2,27984835... o sistema apresenta em geral trés tramsighes de fase. Para
r = 3,296086... as linhas criticas 1 e 2 se cruzam, de forma que o sistema apresenta apenas
duas transi¢des de fase.

Sejam vy, vy, V3 €V, as quatro rafzes da equagdo quartica Q(v) = 0 tais que
VD> V> Vs>V, >0 (F.14)
E possivel mostrar que, para qualquer valor das atividades z e w,
v, > 1 e vy <1, (F.15)
de forma que as Gnicas rafzes que determinam o comportamento critico do modelo séo v, e
vy . As Figs. F—7 a F-12 ilustram o movimento dos pélos v, e v; no plano complexo v
conforme o 4ngulo @ varia de 0 a x. As flechas indicam o sentido do movimento.

Nas regides B e C convém introduzir o dngulo © talque Q{v=1,8=0)=0,

ou seja

0 = cost [QA — BQK C + D] , (F.16)

que corresponde ao valor do angulo © quando um dos podlos cruza ¢ circulo unitario no
plano complexo v.
Em resumo, na regiso A os polos v, e vy satisfazem as relacbes (Fig. F-7)

v <V < 1, (F.17)

na regidgo B (Fig. F-8),
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Fig. F—7: Movimento dos pélos v,(0) e vi(x) naregiio A (z=0,6 e w= 0,08).
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 Fig. F-8:  Movimento dos pélos v,(0) e vy(x)} naregiso B (z=0,5 e w = 0,1).
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Fig. F-9: Movimento dos plos vo(0) e v4{x) naregiao C(z=0,4 e w=0,1}.
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Fig. F-10: Movimento dos pdlos v,{0) e vi(x) naregido D (z=0,25 e w = 0,08).
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Fig. F11: Movimento dos pélos vy(0) e vs(x) naregidgo E(z=0,6 e
w=0,2).
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Fig. F—12:  Movimento dos pélos v,(0} e vy(x) naregiio F(z=10,8 e w=10,2).



v <1 e v, <1 9para

na regidgo C (Fig. F-9),

vo > 1 e vy <1 para

na regisgo D (Fig. F~10)

Vg > v3 > 1,

e finalmente nas regides E e F (Figs. F—11 e F-12)

v, > 1 e vy < 1

g < © |

g > 6 ,

A densidade de dimeros z, Eq. {F.4), fica, para a regido A,

para a regido B,

para a regido C,

(4

p, = 4+ %J‘ d# [R{v,) + R(vq) + R(v,)] ,

p, = 4+

1
T

0

T

f a6 [R(vy) + R(vy)] + 1
0

J

©

dé R’(v2) H

(F.18)

(F.19)

(F.20)

(F.21)

(F.22)

(F.23)
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i T
o, = 4+ -}rf dOR(v,) + = f d R(vs) | (F.24)
0 B
para a regiao D,
' T
p, = 4+ lﬂf d0R(v,) , (F.25)
%0
e finalmente para as regides E e F,
T
1
po= il [ a0lRey RO - (F.26)
0

O célculo da densidade dos dimeros w pode ser feito de forma inteiramente
anéloga, e a densidade de dimeros nas arestas de atividades iguais a um pode ser obtida

através da relacio
pl = 8_pz,_pw 3 (F.27)

pois o niimero total de dimeros por célula unitaria é igual a 8.

O calor especiﬁcb do modelo pode ser calculado a partir da equacgio

dp op
B _ e 257 . (F.28)

¢ 10
N o7 ar ar

As derivadas das densidades dos dimeros em relacio & temperatura sioc dadas por

expressdes do tipo
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Fig. F13: Densidade dos dimeros e calor especifico para r = 6/ = 0,8. Neste caso
ndo ocorre nenhuma transicio de fase.
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Fig. F—14: Densidade dos dimeros e calor especifico para r = §fe = 1,8. Neste caso
ocorre uma transicio KPT seguida por uma transi¢ao KPT invertida.
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Fig. F—-15: Densidade dos dimeros e calor especifico para r = §/e = 2,25. Em ordem
crescente de temperatura ocorrem as transicoes KPT, Ising, KPT invertida,
KPT e finalmente KPT invertida. A transicio Ising é muito fraca e ndo é
visivel nessas figuras.
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Densidade dos dfmeros e calor especifico para r = é/e = 2,27984 ... . Para
este valor de r as transicbes KPT invertida e KPT intermedidrias da Fig.
F-15 coincidem, resultando numa transicio de outra natureza onde a
derivada do calor especifico é descontinua.
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k:BT/S

Fig. F-17: Densidade dos dimeros e calor especifico para 1= §/e =3 . Neste caso
temos a sequéncia de transicées KPT, Ising e KPT invertida.



80

C/’CB

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
]CBT/E

Fig. F-18: Densidade dos dimeros e calor especifico para = §/e = 3,2960 ... . Para
este valor de r as transigbes Ising e KPT invertida da Fig. F-17
coincidem. A transicdo resultante apresenta divergéncia logarftmica do
calor especifico.
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c/kp

’CBT/S

Fig. F—19: Densidade dos dimeros e calor especifico para r= §fe =4. Neste caso
observamos a sequéncia de transicdes KPT, KPT invertida e Ising.



T T
1 5 1 8 ] 5

= = dd—R{v,) += dd—R(vg)—=R{vy=1,=0)—0 ,

”fe aT (v4) ”f ot o T oaT

B

(F.30)

no caso para a derivada da densidade dos dfmeros z na regiio C dada pela Eq. (F.24).

Nas Figs. F—13 a F—19 estdo mostrados os graficos das densidades dos dimeros e dos
calores especificos para valores representativos do pardmetro r = §fe .

Para se obter uma perspectiva sobre os aspectos fisicos do modelo convém
comegarmos por investigar os possiveis estados fundamentais. Para isso a densidade dos
dimeros de diferentes tipos no zero absoluto, que pode ser determinada tanto numérica
quanto analiticamente, fornece uma pista valiosa.

Para r = 8/e <1 temos

o, =0 , p,=p =4 , (F.31)

o que sugere o estado fundamental mostrado na Fig. F—20 que tem todos os dimeros nas
arestas dos quadrados elementares. Como o0s dimeros num quadrado podem ocupar
guaisquer par de arestas opostas com o mesmo custo de energia §, o estado fundamental é
Q= (24)N vezes degenerado, onde N é o niimero de células unitarias. Portanto a energia

interna e a entropia residual sio

B4, g =42 . (F.32)
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Fig. F-20: Estade fundamental para r=§¢fe<l. Os dimeros podem ocupar
quaisquer par de arestas opostas nos quadrados elementares.

Fig. F-21:  Estado fundamental para r = §/e > 2.
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Para r > 2 temos
p, =6 , p,=0 , p =2, (F.33)

apontando para o estado fundamental mostrado na Fig. F—21. Existem numa célula
unitiria seis dimeros z mnas arestas unindo os gquadrados elementares, e um dimero de
energia zero em cada um dos quadrados C e D. O estado fundamental nfo é degenerado, e

a energia interna e a entropia sao

E S
N = 68 3 N’ = 0 . (F‘34)

Para 1 <r « 2 temos

P =py =2 , p =4, - (F35),

sugerindo o estado fundamental mostrado na Fig. F—22. Este estado fundamental pode ser
obtido a partir do estado fundamental da Fig. F—20 unindo—se os quadrados A e B por
meio dos dimeros tipo z. A degenerecéncia desse estado fundamental é = (22)N - A

_ energia interna e a entropia residual séo

E S
Nﬁ2€+25 y NR—];=2IH2 - (F.36)
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Fig. F-22: Estado fundamental para 1 <r<2. Os dimeros nos quadrados C e D
podem ocupar quaiquer par de arestas opostas.

Fig. F-23: Um possivel estado fundamental para r= 2.
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Para r =1 os estados fundamentais possiveis sio aqueles das Figs. F—20 e F-22.
A degenerecéncia é neste caso ) = (24)N + (22)N . A energia interna e a entropia residual
sao aquelas dadas pela Eq. (F.32). |

Para r=2 sio possiveis os estados fundamentais das Figs. F-21 e F—22. Além
disso sao possiveis os estados fundamentais que se obtém a partir da configuracio dos
dimeros da Fig. F—21 colocando—se dois dfmeros nos quadrados tipo C ou tipo D, como na
Fig. F-23. A degenerecéncia é neste caso Q=1+ (22)N +2/N2% .  No limite
* termodinamico a energla interna e a entropia residual sao aquelas dadas pela Eq.(F.36).

Neste ponto ¢ interessante relacionar os resultados acima com o diagrama de fases
T—r da Fig. F46. Supondo—se que ocorre uma transicio de primeira ordem entre as fases
D e E nas vizinhancas do ponto r=1 e T = 0, a inclinacio da linha de transicio seré

dada pela "equacio de Clausius—~Clapeyron”

d _Nelo (F.37)

onde usamos o fato de que o pardmetro termodinidmico conjugado a T = §fe é

.gf__‘. = 3? .g‘?(_ﬁ'l InZ) = Nep, . (F.38)

Substituindo—se os valores de p,, e S nas fases D e E obtemos

dT

I =

1

EB 7 (F.39)

Este resultado estd de acordo com as inclinacdes da linhas criticas 2 e 4, Eq. {(F.11) ¢

(F.13),para r=1 e T =0.



Analogamente, utilizando-se a "equagio de Clausius—Clapeyron" para a transicdo
entre as fases A e D obtemos também o resultado (F.39), que estd de acordo com as
inclinagbes das linhas criticas 1, 3 e 4, Egs. {F.10), (F.12) e (F.13), no ponto r=2 e
T=0.

Examinando os diferentes estados fundamentais podemos identificar basicamente
dois tipos de cadeias de dfmeros no sentido vertical. Uma dessas cadeias, que
denorninaremos de cadeias do ‘tipo Z, € formada por uma sequéncia de dfmeros tipo z, como
estd ilustrado na Fig. F—24. A outra cadeia, que denominaremos de cadeias do tipo W, é
formada por uma sequéncia de quadrados elementares com dois dimeros, como mostrado na
Fig. F—24. Com essa interpretacdo, o estado fundamental para r<1 ¢ uma sequéncia
compa:cta de cadeias tipo W que podemos. representar sob a forma ... WWWWWW ... |
enquanto para r > 2 o estado fundamental é uma sequéncia compacta de cadeias tipo Z,
ou esquematicamente ... ZZZZZZ ... . Jipara 1<r <2 as cadeias tipo Z e tipo W se
alternam sob a forma ... ZWZWZW ... Acreditamos que a linha de transicio 2 é
caracterizada pelo surgimento de cadeias tipo Z numa matriz formada pelas cadeias W,
.. WWWWZWWWW ... | enquanto a linha de transiciio 3 € caracterizada pelo surgimento
de cadeias tipo W numa matriz formada pelas cadeias tipo Z, ... ZZZZWZZZZ .... Ja a
linha de transicBo 4 seria caracterizada, para valores de T = d/e  pequenos, pelo
surgimento de cadelas tipo W numa matriz formada pela sequéncia alternada de cadeias 7
e W, ... ZWZWZWWZWZIWZW ..., e para valores grandes de r pelo surgimento de
cadeias tipo Z, ... ZWZWZWZZWZWZW ... . Finalmente a linha de transicdo 1 do tipo

Ising poderia sinalizar a equivaléncia entre as cadeias tipo Z e cadeias tipo W .
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Fig. F24: Cadeias de dfmeros tipo Z (& esquerda} e tipo W (& direita).
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G. CONCLUSAO

Apesar da solucio exata dos modelos de dimeros em redes planares ser conhecida hé
trinta anos, somente modelos relativamente simples tinham sido investigados. Nesta tese
consideramos alguns modelos mais complexos e demonstramos que podem ocorrer
comportamentos termodinamicos e criticos bastante ricos, como uma sequéncia de até cinco
transicoes de fase. Essas transi¢bes puderam ser interpretadas fisicamente considerando—se

as cadeias de dimeros excitados nesses modelos.
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