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RESUMO

Este trabalho discute alguns aspectos estatisticos
relacionados 'a énélise é planejamento d% experimentos em
fisica. Os casos analisados correspondem a experimentos com
poucos eventos bem como a experimentos com muitos eventos. O
primeiro desses casos ocorre quando o numero de eventos n é
tai que n = /n, e/ou quando o numero de eventos & éomparé?el
a—flﬁtuagéo estatistica do ruido de fundo. Sdo considerados
experimentos com muitos eventos aqueles em que o desvio
padrdo € comparavel com eventuais erros sistemdticos.

\ E discutida a questdo da definicdo de intervalos

de confianga no caso de eventos que obedecem a distribuigbes

de Poisson, sendo que entre as abordagens estatisticas

.

. estudadas a bayesiana com fungdo densidade de probabilidade

a priori uniforme é aquela gque se mostrou em melhor acordo
com O que se espera de um resultado em fisica experimental.
No caso de experimentos com muitos eventos é
mostrado que a expiicitacéo de vinculos fisicos entre os
parametros ajustados pode contribuir para reduzir as
consequéncias de eventuais erros sistemdticos. Ainda neste
caso é mostrada a importédncia da preservagdao das matrizes de
covaridncia em sua totalidade tanto para que o conteudo
probabilistico dos intervalos sejam conservados como para
étualizacéo dos pardmetros ajustados quando algum ou alguns

deles forem medidos em outro experimento. Esta situagdo é
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ilustrada com resultado.necente de espectroscopia gama do
133Ba.

A questdo do estabelecimento de Jjanelas em
espectros multicanais com o fim de discriminar eventos de
origens diferentes ¢é estudada com base na guantidade ‘de
informagdo contida em dados experimentais. Neste caso
mostra~se que a largura dessas janelas depende n&o apenas da
forma do sinal correspondente aos eventos discriminados mas
também da relacgdo entre sua intensidade e a intensidade do
ruido de fundo.

| O conceito de éuantidade de informacdao € usado
também na comparacido de diferentes arranjos experimentais
ﬁara\ o estudo do duplo decaimento beta do 78Ge  com
alimentagéo do nivel 2% do 7®se. Neste caso a evidéncia do
decaimento é dada pela medida simultdnea de duas grandezas
diferentes. S&o comparadas duas maneiras de quantificar a
informacédo nesée_experimento sendo que ambas mostraram o
mesmo comportamer+o. Discute-se ainda a guestdo da mudanca
de calibragdo - de um espectro multicanal . sem o
comprometimento da _flutuagao estatistica e, portanto, sem

impossbilitar a realizacdo de testes estatisticos.
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ABSTRACT

This work focusses some statistical aspects of the
design and analysis of experiments in physics. Experiments
with small and large numbers of events are analyzed. Small
number of events occurs whenever n EJVE‘and/or the number of
events are close to the background noise. Experiment with
lafge number of events is the one with the standard
deviation comparable to sistematic errors.

This work discusses the définition of confidence
intervals for events that follow Poisson distributions;
among- all statistical approaches studied the Bayesian one
with uniform prior distribution is in better agreement to
the experimental physics expectative.

For experiments with large number of evenfs it is
shown that the use of constraints among adjusted parameters
is useiul to reduce sistematic errors. It is also shown that
the use of the whole covariancelmatrix is important in order
to preserve the probabilistic contents of intervals as well
as to calculate new values for the adjusted parameters when
some of tﬁem are measured 1in a new and independent
experimeht. These points are stressed with a recent

experiment in gamma-ray spectroscopy of 133ga,
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The choice of windows in multichannel spectra to
discriminate different events 1is discussed considering the
amount of information contained in the experimental data. It
is shown that the width of the windows depends on both the
peak shape and the signal to background ratio.

The améunt of information is also used to compare
different experimental designs for the study of the double
beta decay of 76Ge to the 2% level of 7®se. In this case the
decay is evidenced by the simultaneous measurément of two
different_quantities;

- Finally, we discuss the calibration change of
multichannel spectra without changing the statistical
fluctuations and therefbre allowing thepaccomplishment of

statistical tests.



1. INTRODUCAO

Existe hoje uma quantidade significativa de
experimentos fundamentais para o desenvolvimento da fisica
que sdo caracterizados pela pequéna gquantidade de dados (ou
eventos), seja em termos absolutos, seja em relagdo a
flutuagdo estatistica de um ruide de fundo que tende a
dissimuld-los. E nidc ha muito o que fazer para alterar essa
situagdo. Os ‘eventos nesses experimentos extremos vao
sufgihdo 1ehtamen£e e nao podemos aguardar ¢ue OS anos se
passem até concluirmos algo sobre o fendmeno eétudado.

Como exemplos dessa situagdo podemoé citar o
décaimento do préton, o duplc decaimento beta com ou sem
neutrino, a procura de- monopclos magnéticos, os neutrinos
solares, modos de decaimento de particulas elementares entre
outrés. Além dessas ha outras situagbes nas gquais o numero
de eventos ¢é inevitavelmente pequeno, como a observagio
recente de supernova SN1987A: apenas 19 eventos de neutrino
foram observados de forma ndo dubia. Qualgquer conclusaoc gue

se pretenda, sobre mecanismos de explosdo de supernovas,

\



meia vida e massa dos neufrinos, ela dependera da andlise
desses Unicos 19 eventos.

Em situagdes experimentais wusuais ¢é sempre
importante o adegquado planejamento-do experimento bem como o
correto tratamento estatistico dos dados. HNao fazé-los
implica em nova realizagdo do . experimento ou no
prolongamento da sua durﬁgéo, coisas incémodas mas hnéo
impossiveis. No entanto no caso de experimentos extremos
essas solugbes nédo sdo :'sempre possiveis. Um investimeﬁto
inicial ﬁo planejamento bem como um tratamento correto dos
dados  ~- e ambos estéo inter-relacicnados - sdo
fpndamenﬁais. ) : -

\ No presente trabalho pretendemos apresentar duas
contribuigéés distintas ao tratamento e a .interpretagéio
estatistica de dadeos como eles ocorrem emnm fisica, ambas

adeguadas a situac¢des experimentais extremas.

1.1 - POUCOS EVENTOS
HA em estatistica algumas abordagens diferentes
para a estimativa de intervalos de confianga calculados a
partir da 6bservagéo de uma gquantidade de eventos que
obedece a uma determinada distribuigdo de probabilidade.

Essas abordagens apresentam diferentes fundamentos. e



diferentes hipdéteses e como regra geral satisfazen
diferentes expectativas quanto aos resultados. Embora em
muitos casos os resultados fornecidos por essas diferentes
abordagens sejam iguais, had casos em qgue isso ndo ocorre. No
presente trabalho discutiremos os intervalos de confianga
calculados com base enm élgumas dessas possiveis abordagens.
Nesta Introducdo apresentaremos de forma geral a duestao
basica que pretendemos discutir, por meio de um exemplo.

. _Vamos supor que determinada hipétese ou modelo que
seé pretende testar preveja para certa razdo de ramificagao
do decaimento de determinada particula o valor RN/D = 0,050.
E feito entdoc um experimento onde se observa N = 1 evento e
b = 3‘even§os para os dois modos de decaimento. A estimativa
& entdo de uma razdo de ramificagido R = 1/3. Para se testar
a hipotese & entretanto importante indicar os intervalos de
_cqnfiangé associados a esse resultado. Caso seja seguida a
abordagem classica, uma das diferentes abordaéens possiveis
para o tratamento do problema, seriam indicados <3 seguintes

intervalos para R (JA80):

(0,044 < R < 1,62): P = 68%
{(1.1)

Il
0
o
o

(0,013 < R < 3,02): P



As probabilidades indicadas & direita indicam os niveis de
confianga associados aos intervalos. Olhando apenas para Os
intervalos parece claro gque o© resultado experimental é

compativel com a hipdtese RN/D = 0,050.

No entanto se os intervalos indicados sé&o os
centrais e determinados pela abordagem bayesiana com fungéo
densidade de érobabilidade a priori uniforme (o capitulo 2
esclarece as definigbes desses termoé) os intervalos

calculados para N =1 e D = 3 sao (HE83a):

(0,172 < R < 1,10): P = 68%

(0,091 < R < 1,92): P = 90% (1.2)

li
O
(&)
oe

(0,056 < R < 2,56): P

0 valor RN/D,= 0,050 estd fora dos intervalos com niveis de
confianga '"razoaveis', Alguém que o©lhasse para- esses
intervalos tenderia a acreditar pouco na compatibilidade da
hipétese com o resultado experimental. i

Qual dos dois resultados esta "correto"? Os
indicados em 1.1 ocu em 1,27

Em um caso extremo como esse € necessario uma
analise estatistica mais élaborada do gue a mera indicagéao

de intervalos. No entanto seria bastante conveniente se

pudessemos determinar intervalos (realmente dignos) de



confianca pois a simples indicagdo deles permitiria uma
andlise rapida e confiavel do resultado.

Embora a situacgdoc analisada agqui possa parecer
muito artificiosa, ha situagées'.reais bastante proéximas
disso. Um exemplo seria a medida de um udnico eventual
monopolo magnético (CA82) -~ gue por nac ter sido
repreduzido posteriormente o evento passou a ser
interpretado como consequéncia de um erro sistematico ou um
possivel mal funcionamento do equipamento. Os experimentos
de decaimento do proéton apresentam usualmente, mesmo como
fundo, pouquissimos eventos a partir dos guais € necessario
fazer-se  inferéncias necessarias inclusive para o}
ﬁlanejamento de novos arranjos ou do prosseguimente dos
exéerimentds.

A explosdo da supernova SN1987A observada em
fevereiro de 1987 apresenta outra situagdao real na qual 8
eventos (neutrinos) foram observados no . detector da
colaboragdo IMB (BI87) e 11 eventos no detector Kamiokande
II (HIB?); Como esses eventos ndo sdo monoenergéticos, o
nimero de eventos em dada faixa de energia & ainda mais
reduzido. E é a partir deles que serao feitas as inferéncias
possiveis.

Neste trabalho discutiremos os intervalos de

confianga calculadas a partir de diferentes abordagens



estatisticas comparando o comportamento de cada um deles com
o gue se espera de um intervalo em fisica experimental.

Como exemplo ainda de outros experimentos onde néo
apenas o nﬁméro de eventos é péqueno mas também comparavel
a flutuagéé_ estatistica do fundo podemos citar o estudo
do duplo decaimento beta sem neutrino pela c¢olaboragao
Bordeaux -~ Zaragoza (M0O87) ou a duplo decaimento gama do
primeiro nivel ot do ?%r estudado no Laboratoério do
Acelerador Linear do Instituto de Fisica _ da Usp
(MU87b) . Esses experimentos sdo discutidos neste trabaiho

com.algum detalhe.

\
1.2 - PLANEJAMENTO DE EXPERIMENTOS

E conveniente em qualguer experimento qﬁe se
realize um planejamento anterior cuidadoso. No entanto ndo
fazé-lo, em uma situagdo trivial, o preg5 a pagar € uma menor
precisdao final do resultado, a necessidade da repetigdo do
experimento ou o prolongamehto de sua dﬁragéo. Em uma
situagdo extrema o custo de um mau planejamento pode ser
muito maior: a néao obtengéo de gqualquer resultado, a perda
de uﬁ arranjo experimental caro ou a necessidade de

prolongar o experimento por um tempo proibitivamente longo.



‘Faz parte do planejamento a escolha dos
equipamentos bem como definigdo da estratégia experimental
(qual o melhor caminho paré se medir a grandeza desejada).
Mas para isso é necessario ter em vista claramente o que se
guer determinar e como cada fator responsavel por um
eventual.erro.influencia o resultado final.

A primeira dessas exigéncias -- saber o gue se
gquer determinar -- pode ndo ser tdo o6bvia como parece. Um
exemplo trivial € o uso da mediana e da média como
estimativas de uma grandeza cujos dados experimentais
obedecem a uma distribuigdo gaussiana. Ambas sdo estimativas
qé grandeza medida. No entanto a média & uma estimativa mais
precisa do que a mediana: usando-se a média consegue-se a
mesma precisfio que sé conseguifia com o0 uso da mediana em um
experimento com cerca de 50% a mais de dados.

outro exemplo menos triviall desenvolvido
recentemente (0L86) refere-se a detgyminagéo da mistura
multipolar E2/M1 para transigéesleletromagnéticas medida em
experimentos de borrelagéo angular. Neste caso ‘Houve a
nece;c,sidade de se estudar entre os diferentes estimadores
possiveis éual deles estava em melhor acordo com © gue se
pretendia medir.

Eadie et al. (EA71) ilustram a necessidade e a

importéncia do planejamento com um exemplo semelhante a
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seguinte situagdo. Deseja-se medir a massa de dois corpos,

m, e m,, usando-se duas vezes uma balangca cuja precisao

a
ca. 2
corresponde a uma variancia ¢ , independente da massa. Se os

dois corpos sao pesados isoladamente ambos os resultados
~ s A 2 .
apresentarido varidncias o . No entanto se em uma medida os
dois corpos forem pesados Jjuntos, My = my; + m, com
L) L 2 » L
varidncia o¢ , e em outra for medida a diferenga de suas

. s a s 2 -
massas, M, = my; - m, também com variancla o , entao

M, + M
m_ = 1 2 ; O 2 - 02/2
(1.3)
M. - M
m, = 1 2 ’ sz = 02/2
3 2

: 2 2 . ca s
onde Ua e Gb indicam as wvariadncias dos resultados

experimentals para my, 2 m, respectivamante. Ou seja} com ©
mesmo esforgo e o mesmo aparato experimental consegue-~se,
como consequéncia da estratégia adotada, uma precisfo final
no resultado desejado duas vezes melhor que aquela que seria
obtida caso os dois corpos fossem pesados isoladamente.

Este exemplo mostra a importédncia do planejamento
de um experimento. No entanto €é necessario dizer que o

planejamento sé6 € eficiente se sabemos claramente o gQue se

quer medir.



1.3 - ORGANIZAQZ-XO DO TRABALHO

A discusséo ou rééolugéo dos problemas
apresentados neste trabalho dependem de uma interpretagédo e
de um tratamento estatistico rigorosos e adequados as
expectativas dos fisicos quanto aos resultados de um
_experimento. Assim no capitulo 2 apresentaremcos algumas das
idéias e dos principios basicos da estatistica, comparaﬁdo-
os com aquelas expectativas.,

E interessante observarmos que a fisica
experimental wutiliza menos da teoria estatistica na
resolugdo de seus problemas de inferéncia do gque outras
ciéncias, como por exemplo as ciéncias sociais e da vida
(economia, biologia, psicologia entre outras). O préprio
desenvolvimento da estatistica estd ligada a essas ciéncias
na medida em gue elas apresentam problemas de inferéncia ao
mesmo tempo que podem criticar, com fundamento em situagéés
concretas; as solugdes propostas (veja por exemplo BES2).
Esse uso restrito da estatistica por pafte da fisica .
experimental ndo tem origem na sua pouca adaptagdo aos
_problemas de inferéncia da fisica mas talvez em um mau
habito originado na pequena necessidade de realizagdo de

inferéncias rigorosas e precisas em fisica. Como exemplo
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desse mau habito podemos citar o frequente esquecimento das
covaridncias na andlise de dados experimentais, cuja
importancia é absolutameﬁte relevante como mostrado por
Mannhart (MA81), se se guer  preservar o conteuddo
probabilistiéo dos intervalos de confianga indicados.

No 'entanto 0 uso rigoroso e criterioso da
estatistica permite ndo apenas a preservagdo dos contetidos
probabilisticos dos intervalos indicaaos, o que &
fundamental, como também o planejamento e a andlise de
experimentos com o© objetivo de maximizar a gquantidade de

informagao por eles gerada.

O conteudo do capitulo 2 é entdo justificado nao
como a apresentagdo de um resumo da teoria estatistica mas
apenas éomo uma comparagdo entre as nossas expectativas na
realizagdo e andlise de experimentos e as idéias
fundamentais da teoria estatistica.

No capitulo 3 discutiremos o problema da indicacgio
de intervalos de confianga no caso da distribuigao de
Poisson. Neste caso, como em varios outros, é impossivel a
indicagdo, a partir de um resultado experimental, de
intervalos de confianga com conteildo probabilistico (nivel
de confianga) exato. Assim, diferentes abordagens para o

problema tém sido apontadas (veja por exemplo os capitulos

20 e 21 da referéncia KE79). A questdo & saber entdo qual
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delas estd em melhor acordoc com © Jue sSe espera Ccomo
resultado de um experimento em fisica e, havendo
discrepancias, identificd-las e analisar qudo grave elas
sdo.

0 -conteﬁdo do. capitulo 3 é, de certa forma,
continuagdo de um trabalho anterior ' (ES87) no qual
comparamos intervalos determinados por difgrentes abordagens
com situagdes experimentais concretas. ©No Apéndice A
mostramos um resumo daquele trabalho, indicando as
principais conclusdes.

No capitulo 4 apresentamos a andlise e o
planejamento de alguns experimentos ou procedimentos
experimentais correspondentes a situagdes extremas. Uma das
situagdes discutidas no capitulo 4 refere-se ao uso de
vinculo e .covaridncia entre pardmetros ajustados. 0
experimento analisado é a medida de transicodes
eletromagnéficas do 133Ba com o wuso de detectores
semicondutores (de resolugdes da ordem de keV) com precisdo
menor ou da ordem de 1 eV, recentemente concluida (MU87a). O
uso de vinculos permitiu a diminuicdo dos efeitos dos erros
sistematicos nido apenas por ser a energia de cada transigéao

obtida por combinagdo linear da energia de varias transig¢des

como também pela facilidade com que certos artificios
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instrumentais podem ser usados. O uso de covaridncias
preservou o conteldo probabilistico dos intervalos.

Ainda no capitﬁlo 4 discutimos varios aspectos
relacionados &4 quantidade de informagdo em um experimento.
Uma dessas situagées refere-se a escolha de "janelas" ideais
em espectros multicanais. Procedimentos como esse permitiram
a observacgdo clara do duplo decaimento gama no 90z, (MU8B7b) .
OQutra situacgdo analisada nesse capitulo é é comparac¢ao entre
trés arranjos experimentalis diferentes para a medida do
duplo decaimento beta sem neutrino do 76Ge: um dos arranjos
corresponde a um experimento recentemente concluido pela
colaboragdo Bordeaux - Zaragoza {(MO87); os outros dois séao
bossiyeis programas de continuagio desse experimento.

| | Discutimos ainda no capitulo 4 o problema da
mudanga de <calibragdo de um espectro multicanal sem
comprometimento da flutuagdoc estatistica (de Poisson) da
" quantidade de eventocs em cada canal e, portanto, senm
inviabilizar a aplicagdo de testes estatisticos ao espectro
modificado. No -Apéndice B ilustramos a alteragdo de
calibragdo, comparando dols procedimentos diferentes para a
sua realizagdo, a alteracdo deterministica e a alteracgao

estatistica.



2. INFERENCIA EM FISICA EXPERIMENTAL E TEORIA ESTATISTICA

Neste capitulo discutiremos as idéias e os
resultados basicos da teoria estatistica fazendo uma
comparagac cCcom © ¢gue se espera, eﬁ fisica, de um
experimento.

Muitas vezes os fisicos experimentais tendem a
usar a estatistica come um conhecimento acabado e pronto,
gque ensina como tratar resultados experimentais e gue ndo
éofreﬂ alteragées ha muito tempo. Isso certamente nao é&
veédadé. Idéias téo simples como o uso da média, no lugar da
médiana, como a melhor estimativa do valor de uma grandeza
que da origem a dados distribuidos segundo uma gaussiana, s6é
foram estabelecidas de forma rigorosa e definitiva a partir
de trabalhos que datam da década de 20 }KE79, FI50). A opgao
pelo desvio padrdao como sendo a melhor forma .  de se
cquantificar a precisido de um experimento, em substituicdo ao
"erro provavel", até entdo usado, €& também da mesma época
(FI50). Na edigao de 1979 do livro "The Advanced Theory of
Statistics" de Kendall e Stuart (KE79), cerca de um terco

das quase 1500 referéncias s8c da década de 70 e muitas
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delas ndo se referem apenas a temas académicos, de interesse
exclusivo dos estatisticos, mas tratam de problemas
concretos sob o ponto de vista do fisico experimental.

No capitulo seguinte nés iremos discutir um

problema ao menos parcialmente aberto: qual é a
abordagem -- bayesiana ou cldssica -- mais adequada & fisica
experimental. Neste capitulo faremos uma revisdo dos

conceitos e teorias estatisticas mais relevantes a fisica
experimental comparando o que os estatisticos e os fisicos
esperam de um processo de inferéncia. Como ndo pretendemos
fazer um resumo da teoria estatistica, abriremos mido de todo

e qualquer rigorosismo que possa prejudicar nosso objetivo.

_2.1- - ESTIMATIVA DE PONTO

A ménos de casos excepcionais, nos quais a
totalidade dos da“os brutos devem ser apresentados para que
o lgitor possa -fazer, de forma completa, seu. proprio
julgamento, é usual_reduzirwse os dados de um experimento a
apenas dois: um valor que corresponde a melhor estimativa da
grandeza medida e um intervalo onde deve estar, com certa
probabilidade, o seu valor verdadeiro. Nesta segéo

discutiremos a questdo da estimativa da grandeza, fazendo
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uma comparagdo entre o gue se espera em fisica experimental
e as propriedades gque devem ter um "bom" estimador em

estatistica. Na secdo seguinte faremos o mesmo com a

estimativa de intervalos.
a) Consisténcia

A espectativa basica em fisica é que quanto mais
esforgo for colocado nalmedida ae uma grandeza, obtendo-se
mais e mais dados, mais nos aproximamos do conhecimento do
seu valor verdadeiro. Essa espectativa estd associada a
propriedade de consisténcia de um estimador. Se t,; é um
estimador calcﬁlado a partir de n dados correspondentes a

\ R
medida de ' uma grandeza X, entdo, quaisquer que sejam n e
€ positivos, existe N tal que

~

P(|t, - %X5|<€)> 1=n , n > N, . (2.1)

onde P(]th ~ X,|<e) é a probabilidade de que é diferenca
absoiuta entre t, e x, seja menor que ¢. (Em certo sentido a
condigdo 2.1 pode ser comparada a condigdo de inexisténcia
de erros.sistematicos na andlise dos dados.)

Por exemplco na medida de uma grandeza cujos dados

experimentais obedecem a uma distribuicdo gaussiana,
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[
M)

£(x.) = e - 20 , (2.2)
1 .

By
=
Q

. . 2 e 4
onde X, € 0 valor verdadelro da grandeza e ¢ a variancla, a

média de n dados obtidos,
§=%zg- | (2.3)

é uﬁa estimativa consistente de x,. (Essa propriedade de x
“néo sefé provada aquli, polis ndo & objetivo deste trabalho
faze{.um resumo didatico da teoria estatistica. A referéncia
(Kﬁ79).apresenta os fundamentos da teoria estatistica e as
demonstragdes necessarias a compreensio deles.) No entanto o
valor .
Zrrx =R = (2.4)

também €& uma estimativa consistente de x,. Por que ndo o

usamos?
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b) Nio tendenciosidade

Qutra propriedade importante do resultado de um
experimento é que, gqualguer dque seja © numero de dados
obtidos, digamos n, a repetigdo miltipla do mesmo
experimento com o mesmo numero de dados leva a um conjunto
de resultados gque, se analisados globalmente, tendem ao
valor verdadeiro da grandeza medida qualguer que'seja n. Ou,
dito de outra forma, o fesultado de um experimento ndoc pode
ter uma tendéncia de subestimagdo ou superestimagdo da
grandeza medida.

"Em teoria estatistica essa é a-propriedade de néao
tendenciosidade. Se t,, € o estimador de uma grandeza x, a
partir de n dados, entéo

E(t

n} = Xgr (2.5)

onde E(t,) indica o valor esperado de t, calculedo a partir
de sua fungdo densidade de probabilidade. Isso explica -~ do
ponto de vista da estatistica -~ porgque ndo usamos a

estimativa da egquagéo 2.4:

E{— X) =—1E(§:) = =7 x_ . : (2.6)
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Se n ¢é& finito a equagaoc 2.4 corresponde a uma
superestimagao, em média, da grandeza medida.

| Em fisica experimental-.poder—se—ia dizer que a
estimativa 2.4 . corresponde & introdugdo de um erro

sistematico na analise dos dados.
¢) Minima varidncia

A raiz quadrada da varidncia de um estimador é
frequentemente chamado em fisica -- especialmente no caso
de distribuigégs normais -- do "erro" da estimativa. E claro
po;tanto que dado um conjunto de dados procure-se agquela
combinagéo_deles que corresponda a uma estimativa boa (sem
erros sistemdticos provenientes da andlise de dados, ou
seja, consistente. e ndo tendenciosa) da grandeza medida com
ménor "erro". No caso da distribuigdo gaussiana a média e a
mediana sdo boas estimativas. No entanto, a mediana tem uﬁa

variancia maior que a média, cuja relagdo é

V(mediana)
V(média)

. (2.7)

v =
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quando o numero de dados & suficientemente grande. E
portanto inadequado o uso da mediana como o estimador da
grandeza medida: € necessario maior esforg¢o para conseguir a

mesma gualidade no resultado final gue se conseguiria com o

uso da média.

Ha dois resultados muito uteis para a fisica
experimental sobre a menor varidncia possivel de um
estimador, que vamos mostrar de forma simplificada.

.Seja F(x |x,) a fungdo densidade de probabilidade
(ou; nc caso de resultados discretos, a probabilidade) de x
em um experimento cujo valor verdadeiro é x,. A funcdo

verosgimilhanqa de um conjunto de dados X3, Xg,...Xp é

L(Xy, Xoreeo¥plXg) = £(xq|%X5) £(%y | %) E(xp[%4) . (2.8)
-(A barra vertical representa a funcdo probabilidade das
varidveis & sua esquerda, dados os parametros & direita.) E
'possivel mostrar gue um estimador ndo tendencioso t de x,

" apresenta uma varidncia V(t) tal que

! (2.9)
S V(t) 3 5 >

E(3 LnL/ax0 )
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onde E representa o valor esperado calculado a partir da
fungdo densidade de probabilidade dos dados.
0 segundo resultado é que a eg. 2.9 se torna uma

igualdade guando

34nlL,
D4
o)

= Alx, ) (£ ~ x_) - (2.10)

sendo t neste caso um 'estimador de minima varidncia. As
demonstracdes desses dois resultados podem ser vistas em
Ke79 e EA71.

A quantidade I dada por -

azﬂnL

2
on

I = - E( ) . (2.11)

€ algumas vezes chamada de quantidade de informagdoc contida
nos dados. Quando o estimador é tal que a equagdo 2.9 & uma

igualdade I ¢ o inverso da sua varidncia.
d) Eficiéncia

Nem sempre existe um estimador de minima

varidncia. Uma definigdo em estatistica que corresponde,
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grosso modo, ao custo gque temos gue pagar pela inexisténcia
de tal estimador é a eficiéncia (KE79). A eficiéncia de um
estimador pode ser definida como a razdo entre sua varildncia
e a varidncia de um estimador de'ﬁinima varidncia quando o
numero de dados tende a infinito:

vt
£ = 1lim ———ll . (2.12)

n-+e V(tz)

Nessa expressdo t, é um estimador de minima varidncia e V
indica as variédncias dos estimadores. Por exemplo, a mediana
é um estimador de eficiéncia 2/. i

\

e) Buficiéncia

Um estimador é em geral uma fungdao .dos dados
‘ekperimentais. Ele contém portanto informag¢des contidas no
conjunto dos dados. Uma tal funcdo é chamada suficiente se
ela contéﬁ todas 'as informagdes contidas originalmente nos
dados. Ou seja, ‘conhecendo-a se torna desnecessirio conhecer
os dados individualmente. Um c¢aso familiar ao fisico
experimental é o da média em experimentos cujos dados sdo
distribuidos normalmente e a varidncia conhecida. Neste caso

a meédia contém todas as informagdes contidas nos dados. Apéds
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seu cdlculo os dados podém.ser simplesmente jogados fora sen
que com isso perca-se gqualguer informagdo.

E interessante conectarmos a idéia de suficiéncia
com a definicdo de .informagéo da equag¢do 2.11. Numa
distribuicdo normal a varidncia dos dados é o? e a da média

02/n, onde n é a quantidade de dados usados no calculo da
média. A informagdo contida em cada dado é 1/02 e na média é
n/az, pois tanto a média como os dados sfo estimativas para
as guais 2.9 é uma igualdade. Assim, vemos que a quantidade
de informagdo da méaia é igual a soma das quantidades de
informagdao em cada um dos n dados.

' Formalmente..a suficiéncia pode ser estabelecida
nos geguiﬁtes termos. Se f£(¥q, Xg...%, |x0) é a funcéo
densidade de probabilidade dos dados e t = t(xq, Xy,...%,) €
gma funcio dos dados, t é dito suficiente se

~

£(X1, XpeeXplXg) = g(t|x5)h(xy, %5...x%,]t) (2.13)

No caso.de uma distribuigdo gaussiana temos

z(xi - x) (% - x_) % Z (x; - %)2
SRR 7 - . 4 202 e 202 o 202
(/Eﬁh)n . B (fa;c)n (2.14)
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onde o termo & esquerda & a fuﬁgao densidade de
probabilidade dos dados e a segunda exponencial & direita
depende apenas dos dados e da média e ndo do valor
verdadeiroc da grandeza, que sé aparece na primeira
exponencial, Jjuntamente com a média. Como €& a funcéo
densidade de probabilidade que nos permite fazer inferéncias
sobre a grandeza medida, tendo conhecimento da média o
conhecimento dos dados é desnecessari6é no que di; respeito a
informagdo que podemos t?r sobre X,.

E a propriedade de suficiéncia que fundamenta o
que chamamos usualmente em fisica experimental de redugédo de
dados.

\ L .
£f) Conclusao

Um problema badsico da estatistica gque néao

" abordaremos aqui € o de procurar estimadores e/ou métodos de

estimégéo que estejam de acordo com as propriedades acima ou
mostrar que isso.pode ser impossivel em alguns casos. Os
métodos da maxima verossimilhanga (ou da maxima
probabilidade como- & talvez mais conhecido em fisica
experimehtal (HE80)), dos minimos guadrados ou o bayesiano

sao respostas aquela procura. No entante naoc abordaremos
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aqui esse ponto por ndo ser ele fundamental para o objetivo
do presente trabalho.

Os exemplos dados .nesta segao corresponderam a
medidas de grandezas <cujos dados eram distribuidos
normalmente. No entanto, tudo o que foi dito pode ser
estendido para outras distribui¢des, inclusive para aquelas

que geram eventos discretos.

2.2 = ESTIMATIVA DE INTERVALO

Quando apresentamos o resultado de um experimento
indicamos a melhor estimativa da grandeza medida bem como um
intervalo que contém o valor verdadeiroc da grandeza com
certa probabilidade. A indicagdo do intervalo ¢é téao
importante quanto a imdicagéo da grandeza pois é éle que
permite comparar experimentos diferentes, bem como
incorpérar um resultado experimental a teorias ou modelos.

N 0 usual em fisica e#perimental €@ indicar-se .um
intervalo com contedido probabilistico de 68,3%, que
corresponde a um desvio padrdo no caso de distribuig¢des

gaussianas. Quando necessario sfo indicados intervalos com

conteldos probabilisticos diferentes que sdo, nesses casos,

explicitados.
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Ao indicar uﬁ. intervale com certo conteudo
probabilistico espera-se duas coisas: (1) a cada vez dque se
indica um intervalo h& um chance igual ao contetdo
probabilistico de que o valor verdadeiro da grandeza esteja
de fato no intervalo e (ii) a longo termo, ou seja, ao
repetir-se miltiplas vezes a indicagdo de intervalos, a
fragdo de vezes que os valores verdadeiros das grandezas
estdo de fato no intervalec tende ao conteudo probabilistico
indicado. Apesar dessas duas eXpectativas serem extremamente
importantes, nem sempre é possivel satisfazé-las. E isso
ocorre de forma mais marcante em experimentos com poucos
eventos, usualmente ligados a estudos de fendmenos cujo
éonhepimento é fundamental para os proéximos passos no
desenvolvimento de teorias e modelos da fisica atual. Um dos
objetivos deste trabalho é procurar entre as varias opgdes
indicadas pela teoria estatistica aquela que é mais adequada
a4 fisica, ou .seja, que estd em melhor acordo com as
expectativas (i) ~ (ii) acima.

a) Abordagem classica: intervalos de confianca

A maneira talvez mais sdélida de determinacdo de
intervalos é baseada unicamente na teoria da probabilidade e

ipdependente de qualquer argumento que possa ser
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caracterizado come doutrindrie. Por exemple, a média

calculada a partir de n pontos experimentails que obedecem a

uma distribuigdo gaussiana centrada em X, e com varidncia o2
obedece a funcdo densidade de probabilidade, também
gaussiana,
- ' 2
_ n(x - }‘o)
_ o 2:::2
f(x) = » T (2-15)

Y21 ¢//n

Neste caso para qualquer a < 1, é possivel determinar A tal

que a probabilidade que X e (%X, £ ic//n)_seja igual a 1-q,

v

xo_+ ro/7n
f(x)dx = l-a (2.16)
ko - ie¢/Yn

desde que conhegamos ¢ mas sem que precisemos conhecer Xo- A
condigéo écima é ‘equivalente a condigdo x, g:(}_{. + Ac/Vn).
Portanto ao indicarmos em um experimento o intervalo
(x - A¢/¥N, X + Arg//D) havera uma chance igual a (1-q«) 100%

que o valor x_, esteja contido no intervalo indicado. Da

o

mesma forma, ao fazermos miltiplas vezes a indicacgdo de tal

intervalo em uma fragdoc 1-g delas o valor verdadeiro da
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grandeza estara contida no intervalo. Assim podemos indicar,
no caso de distribuicdes normais com varidncia conhecida,
intervalos com conteddos.probabilisticos de acordeo com as
expectativas do fisico experimental.

No\_entanto empbora isso seja possivel para a
dostribuic¢do normal, bem come para muitas outras, ndo o é em
geral. Por exemplo, no caso de medidas de grandezas dque
obedecem a distribuigdes binomiais ou ae Poisson nao &
possivel determinar-se intervalos com conteudos
probabilisticos (no sentido (i) e (ii) citados) exatos.
Nesées casos s seria possivel a indicagdo de intervalos com
conteudos probabilisticos maiores ou iguais a 1l-q¢ . Ou seja,
ﬁoder}amos dizer gque ha uma chance maior ou igual & 1=-g¢ de
qué o.ﬁalor verdadeiro esteja contido em certo intervalo;
ou, fepetindo—se a longo termo o procedimento, o valor
verdadeiro da grandeza estara no intervalo indicado uma
_fré¢éo de vezes maior ou igual a 1l-o . As referéncias KE79 e
EA71 discutem a técnica de construcgio désses intervalos.

) Em certas aplica¢fes, especialmente cquando o prec¢o
a pagar pelo fato do valor verdadeiro da grandeza ndo estar
no intervalo indicado for muito alto, como pode ocorrer em
decisbes que envolvam saude humana por exemplo, talvez nio
seja .incémodo a superestimacéo de seus conteudos

probabilisticos. No entanto em outras aplicagbes, como em

.
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fisica experimental, certamente isso & 1incémodo. Para
driblar ao menos parcialmente esse prdblema alguns autores
(ST50, PR85a) tém proposto esquemas artificiosos. No entanto
esses esquemas parecem inadequados a fisica pois levam a
intervalos diferentes para o mesmo resultado experimental
(8T50) ou a resolugido de apenas parte do problema colocado

pela fisica experimental (PR85a).
b) Abordagens bayesiana e fiducialista

Outras abordagens do problema de determinagdo de
#ntervalés fundamentam-se na construgao de uma "funcgéo
densidade de probabilidade do grau de confianga gque temos
nos diversos valores'possiveis para a grandeza desconhecida"
apdés a medida (KE79). Em certas circunstdncias (KE79) e sob
o ponto de vista do fisico experimental, ambas as abérdagens
baéeadas na existéncia dessa "fungido de confianga", a
bayesiéna e a fiducialista, sdo equivalentes. Nos dois casos
obteriamos uma distribuicido péra o valor verdadeiro .da
grandeza medida que depende do resultado experimental
observado.

Eésas abordagens tém sido usadas explicita ou
implicitémente por fisicos experiméntais (veja por exemplo

RA47 e  AN53, entre outros). &4 abordagem bayesiana
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particularmente é bastante confortavel uma vez que
informagbes a priori sobre a grandeza medida -- vinculos
ou resultados anteriores -~ sdo facilmente incorporadas na

analise dos dados.

No capitulo seguinte faremos uma revisdo das
abordagens mais comumente usadas por fisicos bem como um

diagnostico da consequéncia dessas abordagens.

2.3 - INFORMACAO EM FISICA EXPERIMENTAL

| .A definigcdo 2.11 de gquantidade de informagdo é
bastante util em fisica experimental, especialmente por
permitir a comparégéo enfre diferentes arranjos e
proéedimentos experimentais. No capitulo 4 discutiremos
alguns experimentos uxtremos onde a identificaééo do
-fenémeno em estudo é feita a partir da medida de uma ou mais
grandeéas usando «xplicitamente o conceito de informagido. E
interessante portanto atentarmos para algumas propriedades
da quantidade de informagdoc no caso da existéncia de um bom
estimador.

A guantidade de informagdo &, no caso de um

estimador de minima variéncia, dada pelo inverso de sua

varidncia,
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1= . : (2.17)

No caso da realizagdoc de dois experimentos independentes
para a medida de uma mesma grandeza cujos resultados (néao
covariantes) apresentam variancias 012 e <322, a quantidade

de informacao total é

+ I, = + , (2.18)

dada a propriedade de aditividade da informacdo. Esse

resultado estd de acordo com a expectativa em fisica
- L

experimental onde, por propagagcdo de erros, a varidncia °t2

totél.é dada por

5 = —5 + — (2.19)

Essa prop;iedade de aditividade -- bem como a
propriedade de aditividade das gquantidades de informagao
contidas nos dados para compor a quantidade de informacgdo
contida 'na média no caso de distribuigées gaussianas,

discutida na se¢do 2.l1.e -- torna a quantidade de informagéo
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uma grandeza bastante Util no planejamento de experimentos:
a quantidade de informagdo cresce (de forma aproximadamente
linear) com o esforgo dispendido na realizagdo de um
experimento. Assim dois arranjos eXxperimentais diferentes
podem ser comparados entre si por meio da avaliacdo da
quantidade de informagcdo contida em cada um deles em
experimentos de igual duragdo. Na se¢do 4.4 discutiremos a
gquantidade de informag¢do contida nos dados de um experimento
cofrespondente a identificagdo de um fendmeno gue . é&

caracterizado pela medida de duas grandezas diferentes.



32,

3. EXPERIMENTOS COM POUCOS EVENTOS: ESTIMATIVA DE INTERVALOS

Quando a partir de um resultado experimental
calcula-se ﬁm intervalo de confianga (a_, ay) com
determinado conteudo probabilistico 1-a,-espera~se que (i)
haja (1-«) 100% de chance que o valor verdadeiro da
grandeza medida esteja contido no intervalo e (ii) a 1oﬁgo
termo -- repetindo-se inumeras vezes._a indicagédo de
intervalos com o mesmo conteudo probabilistico ~- uma fracgéo
1- @ das vezes os valores verdadeiros das grandezas medidas

. .
eséaréd contidos nos intervalos indicados. Como discutido no
qapitulo anterior essas duas expectativas sdo satisfeitas no
caso de medidas cujos dados obedecem a- distribﬁiqées
' jaussianas, assim como em muitas outras situagbées. No
entanto em alguns casos -- entre. eles situagdes nas gquais os
dados experimentais obedecem a distribuigées discretas, como
a de Poisson por exemplo, discutida neste capitulo -- isso
nao ocorre; sendo ardiscrepancia em relagdo as expectativas
“acima tdc mais marcante quanto menor o numero de dados

observados. Neste capitulo é feita uma revis&o das solugdes

propostas para essas situag¢des e as implicagdes de cada uma

~
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delas. E 'sugerido, a partir da andlise dessas varias
solugdes, um conjunto de intervalos -~ e um procedimento
estatistico -- que estd mais prdéximo das expectativas (i) e

(ii) acima para o caso da distribui¢do de Poisson.

3.1 -~ TRABALHOS RECENTES

Em 1980 James e Roos (JA80) publicaram um artigo
onde, seqgundo o resumo inicial, apresentaram as expressodes
"corretas" para o erro na razdo entre numero de eventos que
qbedecem 4 distribuigbes de Poisson. Esse trabalho foi
motivado pela necessidade de andlise de resultados de
experimentos com podcos eventos, especialmente gquanto aos
intervalos que deveriam ser indicados. Segundo esses autores
as expressdes "corretas" sdo adguelas baseadas na abordagem
cléssica. )

Certamente essa publicagéo de 1980 ndo foi a
primeira, entre os fisicos, a se preocupar com a indicacdo
"cor?eta" de intervalos em experimentos com poucos eventos.
(Em 1951, .por exemplo, Regener (RE51}) havia publicado um
trabalho norqual sugeria a indica¢do de intervalos classicos

no caso de experimentos com raios césmicos.} No entanto,

talvez seja aquela publicacdo gue retomou, em anos recentes,
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a questdo- de cdalculos de intervalos em casos extremos em
fisica experimental.

Em trabalho concluido em 1982 (HE82, HE83c¢c) foi
discutido um problema de certa forma parecido com aquele de
Janes e Roos;-a questido da definigdo de um limite superior
para a area de um sinal (um pico gaussiano em um espectro
multicanal) na presenga de um ruido de fundo (no caso
contagens de fundo na regido do pico). A diferenga em
relagdo ao problema de James e Roos & que naquele_trabalho
foi estudado a diferenga entre duas varidveis que obedecem a
distribuigdes de Poisson, enquanto estes autores discutiram
-q'razéo entre elas., A abordagem utilizada foi a bayesiana
com uma fungdo densidade de probabilidade a priori uniforme.
Nao era objetivo daquele trabalho contribuir para qualquer
discussdo sobre questdes fundamentais da estatistica. Se foi
adotada agquela abordagem estatistica era simplesmente porgue
‘ela permitia resolver o problema em guestdoc dquaisquer gque
fossem as quantidades de eventos obse;vados. Além disso a
definicdo de um limite superior para a 4area de um pico
pareée mais adequado do que testar a hipdétese de
inexisténcia do pico, como sugerido por alguns autores
(PAT71, DO77). O mesmo problema fol estudado por Little
(LT82) na mesma época e adotando a mesma abordagem

estatistica, embora restringindo a situagdes em que os
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numercs de eventos observados eram suficientemente altos
para permitir aproximagdées gaussianas.

Nessa situaqéo.'cabia estender a abordagem ao
problema da razdo entre poucos eventos, o que foi feito a
seguir (HE83a, HEB84). Nessa publicagdc eram apresentados
intervalos de confianga ndo sé para a razao entre numeros
pequenos, mas também para a diferenga (anteriormente (HE82,
HE83c) havia-se apresentado apenas limites superiores para a
diferenga) e para o pardmetro de uma distribuicdo de
Poisson.

Em 1985 Prosper (PR85a), motivado pela necessidade
de andlise de resultados experimentais com poucos eventos,
ﬁupligou um trabalho onde discute a definigdo de 1limites
para a diferenga entre valores que obedecem a distribuigdes

de Poisson dentro da abordagem classica. De fatc esse

problema ndoc tem solugdo dentro da abordagem classica. O que

é feito nesse trabalho é uma aproximagdo que tem como

inconveniente a indicagdc de um valor negativo como a
estimativa de uma grandeza essencialmente ndo negativa. Enm
artigo posterior esse mesmo autor {PR85b) retoma o assunto
adotando dessa vez uma abordagem bayesiana e estendendo o
tratamento para a razdoc entre poucos eventos. O objetivo
principal deste 4Wdltimo trabalho parece ter sido o de

comparar criticamente as abordagens bayesiana e classica.



A necessidade de analise de experimentos com
poucos eventos continuou motivando a publicagio de
intervalos de confianca. Por exemplo Gehrels (GE86)
apresentou reéentemente tabelas de limites superiores e
inferiores para a distribuigéo de Poisson e para a razdao
entre numeros que obedecem a distribuigdes de Poisson. De
certa forma eése trabalho & uma extensdo daguele de James e
Roos de 1980,

No entanto o problema bédsico continuou em aberto:
qual a. abordagem esfatistica mais adequada para a fisica
experimental? Ou, com um pouco de ironia;_qual a abordagem
estatistica que devemos usar até qué se resolva a disputa
doutr}néria entre clédssicos, fiducialistas e bayesianos?

Uma possibilidade & procurar entre as diferentes
abordagens, gqual estd em melhor acordo com o gue se espera

de um resultado em fisica experimental. Com esse objetivo em

1986 fol realizado, em colaboragio com Escoubes e Unamuno

(ES87}), uma grande quantidade  de experimentos

artificialmente com poucos eventos e cujos resultados exatos
podefiam ser facilmente obtidos. Esses experimentos foram
analisados a partir—das.abordagens classica e bayesiana e
referiam a determinagdo de pardmetros de distribuicgdes de
Poisson e da razdo entre pequenos numeros que obedeciam a

distribuig¢des de Poisson (a diferen¢a entre pequenos numeros

AY
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ndo foi analisada uma vez que nadoc ha solugdo classica exata
para o problema). A conclusdo é gque a abordagem bayesiana
estd mais proxima do que se espera de um resultado
experimental em fisica. No Apéndice A apresentamos um resumo
desse trabalﬁo.

No presente capitulo pretendemos dar continuidade
a essa comparagdo das diferentes abordagens estatisticas

com as expectativas, (i) e (ii), em fisica experimental.

3.2 - INTERVALOS DE CONFIANGCA

\ A probabilidade de . observarmos n eventos
correspondentes a uma distribuicdo de Poisson com parametro

aé

Pa(n) = T— (3.1)

&) prbblema inverso é: observados n eventos, o que podemos
afirmar sobre a? Neste caso a estimativa boa (no sentido
discutido no capitulo 2) para a é t = n. No entanto a
determinagdo de um intervalo (a,( 0")(n)‘. a+(“')(n)) que

satisfaca aos requisitos (i) e (ii) explicitados
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anteriormente neste capitulo, onde 1l~o é o contelddo
probabilistico associado_ ao intervalo, ¢é menos clara.
Diferentes abordagens éstatisticas, e dentro delas
diferentes métodos, levam a diferentes intervalos para
mesmos valores de n e o . Qual deles estd de acorde com os
requisitos (i) e (ii)? De fato, nenhum. O que podemos tentar
é descobrir qual procedimento esta em menor desacordo com
aqueles requisitos.

Repetindo-se indmeras.vezes um experimento com o
mesmo valor de a, a fragdo de vezes que o0 valor verdadeiro

estara de fato dentro do intervalo indicado, B8(a), é

\

B(a) = E ?a‘(n) (3.2)

nlac (a_{* ), a, ) )

\

onde a soma é feita sobre os valores de n tais que a esteja
contido no intervalo (a_(“)(n), é+(“)(n)) (cf. fig. 3.1). Se
B (a) = 1-¢ para éualquer valor de a (e de a), a expectativa
(i),-correspondente a probabilidade que o valor verdadeiro
esteja confido no intervalo seja (l-a) 100%, & satisfeita.
Consequentemente a expectativa (ii) também & satisfeita.
Caso B (a) ndc seja sempre igual a 1-c¢ mas varie

pouco em torno dele, a expectativa (1) ndo é satisfeita. No
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)

3-1

n a' 4%s) 42)s)
+ 1 ) -
| ! I a
0 \ | i
1 | ! 1
l . :
2 o I B(a')—Pa;(1)+Pa.(2)+Pa,(3)
I . *
3 L ! ) '
. . | | |
4 L i | |
. , ] |
5 ™ | } -
‘ |
}
\ 4
Figura Cada valor (verdadeilro e desconhecide) do

pardmetro a pode dar origens a diferentes
resultados experimentais n. A partir do
conhecimento de n determina-se intervalos que -
podem ou ndo conter o wvalor a. A fragéao
de vezes que a estad contido no intervalo
indicado é igual & soma das probabilidades que
agquele valor do pardmetro dé origem a valores

experimentais cujos intervalos o contém.
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entanto essa variagao de'sja) em torno de 1-o pode ser tal
que a longo termo <g(a)> = 1l-a, onde < > indica uma média
sobre medidas de diferentes valores de a —-- correspondendo a
diferentes arranjos experimentais bem como a diferentes
experimentos realizados a longo termo. Assim a expectativa
(1i) pode ser satisfeita sem que (i) o seja.

Neste capitulo analisaremos g(a) para intervalos
calculados a partir de diferentes abordagens estatisticas.

0Os intervalos analisados sdo os gque seguemn.
a) Aproximacido gaussiana

Quando o numeroc de eventos & grande o intervalo de

i

confianga pode ser ‘calculado pela aproximagdo gaussiana

_(KE79) ’
y = Bﬂng/aa . (3.3)
E(3°4{nL/3a”)
onde L = L(nla) é a fungdo verossimilhanca e E in-

dica o valor esperado ponderado pela proépria fungao L.

¢ é aproximadamente normal com média nula e variancia
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1/E( azﬂnL/aaz). Nessa aproximacdo os intervalos sdo dados

por

a_(n) = n ~ v/n

a,(n) =n+ v/n, P= 0,683 (3.4)
e
0 n < 4
a_(n) = . :
n-1,9+vn n > 3
a,(n) = n + 1,96 /i ' ~ (3.5)
\ Essa aproximacdo sé é boa gquando n >> 1. No

entanto esses intervalos foram incluidés entre aqueles
estudados uma vez gque a aproximagdo gaussiana é bastante

popular em fisica experimental.

b) cldssico

No esquema.classico os limites a_(“)(n) e a+(“)(n)

sdo calculados por, (veja p. ex. GE86)

- a+(n)

e a+(n)m

(3.6a)
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e - a_(n)
(3.6b}

Qu seja, o valor a_(“)(n) é o valor de a dque daria origem a
um numero de eventos maior ou 1igual ao observado com
probabilidade (0/2)100%;'o valor a+(“)(n) é aquele que daria
origem a n eventos ou menos com a mesma probabilidade.

No esguema classico g(a) calculado por meio da
équagéo 5.2 é sempre maior ou igual a 1-a. Essa maneira de
construir intervalos de confianga pode ser entendido nos
seguintes termos: | na impossibilidade de. determinar
intervalos que contenham o valor verdadeiro da grandeza com
determinado nivel de confianga, é melhor superestima-los do
que subestimd-los. Esse procedimento é bastahte razoavel e
recomendavel gquando o- fato da grandeza nao estar .no
intervalo indicado implica em riscos inaceitaveis. Neste
caso pode ser melhor superestimar a margem desses riscos do-

gue subestimd-los. No entanto esse ndo é o caso em fisica

‘experimental. Os riscos de superestimacdo do contetdo

probabilistico séo, em fisica, tdo graves quanto os riscos

de subestimagdo: procedendo-se assim de forma sistemdtica
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pode-se tender a validar teorias gque ndo s&o corretas ou a

invalidar teorias corretas.
c) Bayesianos

O esquema bayesiano corresponde a definir uma
"fungdo densidade de probabilidade do grau de confianga
que temos em cada valor de a como sendo 6 valor verdadeiro
da grandeza medida" posteriormente & observagdo. Obviamente
nidoc ha sentido em falar-se em "fungio densidade de
probabilidade” de uma grandeza que tem um Qalor exato. Assin
a grande dificuldade da abordagem bayesiana € o seu conteudo
doutr@nérip_ ou filosdfico (Kendall e Stuart (KE79), pﬂr
exemplo; criticam a abordégem bayesiana pela perda de
objetividade que ela implica). No entanto dada a sua
facilidade de manipulagdo -~ dgquando superado o ﬁroblema
filoséfico -- .e a possibilidade de incorporar-se
conhecimentos prévios sobre a grandeza Ebaseados em vinculos
fisicos ou em resultados anteriores), ela ¢é bastante
confortavel.

A abordagem bayesiana fundamenta-se no teorema de
Bayes (KE79) que para uma distribuigdo de Poisson pode ser

escrito na forma
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-a _n
. e T a

fp(a) =N =07 £, (ak (3.7)

Nessa expressao fp(a) e f,(a) sao as "fungdes densidades de
probabilidades no grau de confianga que temos nos possiveis
valores de a" apdés o experimento e antes do experimento
respectivamente. Frequentemente f,(a) € chamada de fungéo
densidade de probabilidade a priori. Na equagdoc 3.7 n é o
namero de eventos observados e N uma constante de
normalizacgao.

sendo fy(a) uma fungdo continua de a, a > 0, é
poséivel. construir-se uma infinidade de intervalos de
' copfianga (a_, a,) com determinado conteudo probabilistico

1~ o, dado por

Ay . :
J £,(a)da = 1-a (3.8)

a—

Entre os possive!s intervalos consideraremos o intervalo

central, onde a_ & a, obedecem a relagdo

a L]
J fp(a)da = J fp(a}da = % (3.9)
a

° +

e o intervalo minimo com a_ e a, obedecendo a
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fpla.) = fp(a._i_) (3.10)

se a fun¢do é& unimodal e a moda ndo € nula, ou a_ = 0 se a
moda & nula. .

No esquema bayesiano gquando ndo se tem gualqgquer
informagdo a priori da grandeza medida, ha varias indicagdes
possiveis para f_(a). As consideradas aqui sdo descritas em

seguida.

¢cl) Fungdo a priori constante
. A funcéo a priori f,(a) guantifica o conhe-
cimento -~ ou a falta de conhecimento -- gue se tem da
grandeza antes do experimento. Quando nada se sabe sobre a

grandeza medida, & comum adotar-se em fisica experimental

" uma fungcdo densidade de probabilidade a priori uniforme

(veja por exemplo VI84, HE84, HE82, RA47) em (0,~). Neste
caso a fungdo densidade de probabilidade a posteriori é dada

por

e a _ (3.11)
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onde, diferentemente da equacdo (3.1), a & uma variavel e n

um pardmetro conhecido.
¢2) Fungao a priori divergente

outra forma para guantificar a fun¢d@o densidade de
probabilidade a priori correspondente a ignorancia total no

caso de uma grandeza definida ne intervalo (0,=) (JE61,

JAG8) &

£.(a) = 1/a 7 . (3.12)

e portanto,

£ (a) =S -2 (3.13)
'p |

(n-1) !

Esta forma leva a intervalos equivalentes aos
intervalos  fiduciais (KE79) que,_ portanto, estio
implicitamente incluidos na presente andlise.

O0s defensores do uso da expressao 3.12 para
quantificar a total ignorancia da grandeza antes da
realizacgao do experimento usam argumentos bastante

razoavelis, baseados principalmente em invaridncia da fungido

densidade de probabilidade com mudanga de unidade do
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pardmetro quando este ndo é adimensional (véja especialmente
JA68 e MUB0, gque discutem explicitamente essa questdao e
advogam em favor do uso da fun¢do divergente como a melhor
forma de quantificar a ignoréncia fotal a priori).

Na impossibilidade de tratar-se o caso n = 0, nos
diagnésticos feitos a seguir adotamos a_(0) = a (0) = 0 para
gualquer nivel de probabilidade tanto para o intervalo
minime como central.

¢3) Func¢des a priori a~1/2

| Diversas outras formas para a fungdo densidade de
probabilidade a priori tem sido estudadas e propostas.
Entre essa§ nido podemos deixar de citar agui .o trabalho de
Primakoff, de 1953 (AN53), onde os autores discuten
como . quantificar o conhecimento ~-- ou a falta de conheci-
ménto -- anterior ao experimento em diversas situacgdes
reais.
Lewis (LE82) discute com algum humor uma situacio
" dificil: um “chéfe", nas mas palavras, manda-o medir a meia -
vida de um tnico nucleo e entregar-lhe um resultado da
estimativa bem como do erro a ela associado; depois de algum
tempo o nidcleo decai. o) que responder ao chefe? Em trabalho

posterior (LE85) Iewis discute uma situacdo igualmente
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constrangedora: o que fazer se o unico nticleo ndo decair
dentro do prazo que ele tem para dar a resposta? Em ambos os
trabalhos ele mostra a debendéncia do resultado apresentado
com a fungdo escolhida para quantificar a ignoréancia total
sobre a grandeza medida antes do experimento.

Além desses, varios outros autores tém discutido a
questao da quantificagadoc do conhecimento a priori. Como néo
é nosso objetivo aqui fazermos um estudo das diferentes
formas dessa quantificagdo ou de suas bases teéricas, nao
vamos apresentar um levantamento completo desses trabalﬁos
nem.estender o presente estudo a todas as.proposigées feitas
para a forma possivel de f_(a).

| Como essas outras proposigdées para a fungdo a
priérilséo em certo sentido intermedidrias as distribuicbes
uniforme e divergente, vamos incluir neste diagndstico a
funcéo 1/ Ya. Como a fung¢do divergente 1/a esta. fambém

" privilegia valores pequenos de a sendo entretanto integréavel

e permitindo a determinagdo de limites mesmo para n = 0,

3.3 -~ DIAGNOSTICO

As tabelas 3.1 e 3.2 mostram os intervalos de

0.

cpnfianga para (1- ¢ }100% igual a 68,3% e 95%
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respectivamente, para os ‘oito intervalos apresentados na
segdo 3.2 e para n = 0 a n = 20. A fungdo B(a) , foi
calculada para cada um dos oito diferentes intervalos e para
os dois valores de 1l-a. As figuras 3.2 a 3.9 mostram
graficamente os resultados, comentados a seguir com base no

gque se espera em fisica experimental.
a) Aproximag¢do gaussiana

A figura 3.2 mostra g(a) para o intervalo estimado
por /. Como pode se ver nesta figura experimentos com
.valores bequenos de a, a < 3, implicam em. uma grande
tepdéncia de subestimagio do conteudo probabilistico dos
intervalos indicados. Como diQersos experimentos importantes
em.fisica corresponde a situa¢des de valores pequenos para
os parémetros, essa tundéncia de subestimagdo do éonteﬁdo
-probabilistico do intervalo & grave. Certamente intervalos
com esse defeito sdo inadequados tanto para a incorporacgéoc
de resultados experimentais a ﬁeorias ou modelos bem como
para a comparagdo entre resultados experimentais,

Para valores a > 3 embora haja flutuagées.de-s(a)
em torno do_valor 1- o desejado estas ndo sdo extrema;énte

graves. Isso se deve ao fato que B (a) &€ a fragdo média de

vezes que a ¢ (a_, a&,;) para um determinado valor de a ou
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seja, a fracdo média de vezes que o valor verdadeiro da
grandeza estd no intervalo indicado quando se repete
infinitas vezes o experimehto com aquele valor de a. Isso de
fato nédo ocorre em fisica experimental. Mesmo repetindo-se
inimeras vezes experimentos com o objetivo de medir uma

mesma grandeza, © valor do parametro verdadeiro néo

permanece © mesmo: hd alteragdes no arranjo experimental

" (como volume e eficiéncia de detectores por exemplo),

duragdo da medida e frequéncia dos eventos medidos. No
entanto este comentdrio ndo atenua a gravidade da
subestimagcdo do conteudo probabilistico para pequenos
valores de a uma vez que muitos experimentos na fisica atual

correspondem a medidas naquela situagéo.

b) Classico

Os ‘intervalos classicos, como comentado
anteriofmente, superestimam sistematicamente o conteudo
probabilistico. Isso ocorre particularmente para valores
pequenos de a, como mostra a figura 3.3, tanto para
i-o = 0,683 como para 1- o = 0,95. Do ponto de vista da
fisica experimental essa superestimacdo é tdo grave quanto a

subestimacgdio, por impossibilitar intercomparac¢des de
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experimentos bem como a incorporagdoc de seus resultados a
teorias e modelos.

A superestimagao sistemadtica dque ocorre para
valores mais altos de a nao & extremamente grave, embora
seja bastante inconveniente em procedimentos de longo termo.
Nestes casos, mesmo que haja uma vgriagéo de a por variagdes
das condigdes experimentais, como anteriormente comentado,

ela nd@o pode compensar a superestimagdo do conteuddo

prbbabilistico.

c) Bayesiano uniforme minimo
3 A fié. 3.4 mostra B(a) para a abordagem bayesiana,
com funcido densidade de probébilidade a priori constante e
intervalos minimos. Neste caso hd uma superestimagdo do
contelido probabilistico para pequenos valores del a. No
entanto a superestimagdo € menos grave do dque no caso
cléssiéo por ser ..enos intensa e de menos alcance em a.

) Quanto a flutuagao qﬁe ocorre para valores mais

altos de =a, ela. pode ser compensada por variagodes

experimentais como discutido anteriormente.
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d) Bayesiano uniforme central

Este tipo de intervalo, para o qual B8 (a) &
ilustrado na fig. ° 3.5, mostra o inconveniente de
subestimacio para pegquenos valores de a. Como anteriormente,

as flutuacdes em torno do valor 1l-o para valores mais altos

‘de a ndo sdo graves, sendo inclusive menores do que no caso

dos intervalos do item ¢ acima.
.e) Bayesianos divergentes: central e minimo

As figuras 3.6 e 3.7 mostram g (a) para os
interyalos bayesianos construidos com © uso de uma funcgdo
densidéde de probabilidade a priori 1/a.

A primeira dessas figuras corresponde a inte;valos
centrais e a segunda a intervalos minimos. Apesar da
fundamentacido sdélida que existe em defesa do wuso da
densidade a priori 1/a no caso da diéfribuigéo de Poisson
(JE61, JA68), ndo parece haver, na pratica, gqualquer
vantagem desta sobre a densidade uniforme. Ao contrario,
estes intervalos tem uma tendéncia a subestimar, de maneira
sistematica e acentuada, o conteudo probabilistico para

valores de a ndo muito pequenos. Apenas para quantificar

-~ . 4 e
essa tendéncia podemos supor alguem ou algum laboratdrio que
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se dedique, a 1longo térmo, a medidas de grandezas due
apresentam valores de a entre 0 e 3 e use intervalos
divergentes com "conteudo probabilistico" de 68,3%; de fato
essa pessoa ou esse laboratério estaria em média indicando
intervalos de conteldo probabilistico entre 40% e 45%, uma
subestima¢do nada desprezivel.

Para valores mais altos de a o comportamento
desses intervalos ndo é muito diferente dos outros
indicados, embora a tendéncia a subestimag¢do se prolongue
até valores de a significativamente maiores do que 3,

especialmente no caso de intervalos minimos.
£) Bayesiano a priori a~1/2 central

Embora seja dificilmente perceptivel pelos
graficos da figura 3.8 ha , neste caso, uma subestimacdo do
" contetdo probabilistico para a < 0,02 no caso l~a = 0,683
e para a < 5.1074 para 1l-« = 0,95. Essas subestimagdes
ocorrem pelo fato de que esses valores, 0,02 e 5.10?4,
sdo os limites inferiores dos intervalos para n = 0
para 1~y = 0,683 e 1-a = 0,95 respectivamente. Para valores
mals altos de a ha uma flutuacdo de 8(a) em torno dos

valores 1l-u desejados.
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g) Bayesiano a priori'a"l/2 minimo

A fun¢do densidade de probabilidade a priori a~l/2
d4a origem a intervalos minimos pafé os quais B8 (a), mostrados
na figura 3.9, tem um comportamento bastante parecido com
o comportamento apresentado no caso de intervalos minimos
com funcdo densidade de probabilidade a priori constante.
No entanto a flutuagédo de B (a) em tornoc dos valores
1- a desejados para a > 2, € malor do que nadgquele caso, como

pode ser visto comparando-se as figuras 3.9 e 3.4.

3.4 - CONCLUSAO

Entre as varias alternativas possiveis para a
estimativa de intervalos estudadas neste capitulo, nenhuma
eété de acordo com © que se espera de: um resultado
experimental. A primeira dessas expectativas é que a cada
vez que indicamos um intervalo com conteudo probabilistico
(1-a) .100% haja uma probabilidade de que o valor verdadeiro
da grandeza esteja de fato no intervalo de (1-a).100%. A
segunda, menos restritiva quanto ao comportamento de g(a), é

que pelc menos em média, em procedimento de longo termo,

N



64.

L -

d

da.cep

Vﬁ' PP
|

l-¢ = 68%
oL el 4
[\ ¥ 1 1 1 N |
R a 052 [N 2T ] 2 JEN-) 1568
—
[}
g
(v s} R -—
- 182 B N T T L T
)
\ W
FENA S - ) o
T o). = 4
l-o = 95%
N
el ,
[~ Rne ] ]
I I'.l' 1 L —L I
¥ any [ %21} [N 12 B IS 62

Figura 3.9 - g{a) para intervalos centrais determinado pela abor-

dagem bayesiana com fungéo densidade ‘de probabilida-

de a priori 1/7a.



65.

o valor verdadeiro esteja contido no intervalo uma fragéo
1-c das vezes. |

Com a excessdao dos intervalos cléassicos, dque
superestimam sempre o conteudo “probabilistico desejado,
todos os outros intervalos estudados apresentam g (a) néo
muito diferente do valor desejado l1l-a para a > 3, As
diferencas observadas ndo sdo significativas a ponto de
alterar os aspectos qualitativos das conclusfes possiveis
(estd um resultado de acorde ou ndo com uma hipdtese? éao
dois resultados compativeis entre si?). A 1longo termo,
repetindo~se diversas vezes experimentos com a > 3, as
flutuagéés de B (a) em torno de 1l-a tendem a diminuir ainda
mais as consequéncias qualitativas das pequenas diferengas
do conteﬁdo.probabilistico em relagdo ao desejado.

0 mesmo ndo ocorre para pequenos valpres de a.
A tabela - 3.3 mostra o desvio padrdo de B(a) em relagdo a
—l;a para a ¢ (0,3) no caso de intervalos com 1-a = 0,683.
Esta também indicada nessa tabela a tendéncia dos intervalbs
.nessa regido. Parece-nos gue o0s intervalos bayesianos com
fungdes a priori uniforme ou 1/va sédo aquelés que mais se .
aproximam do que se deseja da representagido de um resultado
em fisica experimental sendo que os intervalos uniformes

centrais sdo aqueles (ue apresentam menor desvio médio emnm

relagcdo ao valor 1l-a esperado.
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0 "defeito" que os intervalos bayesianos uniformes

centrais apresentam dquando a < a_(0), gue implica em

B (&) = 0, pode ser corrigido de forma tépica fazendo

Intervalo

Aproximagdo gaussiana
Classico

Baxesiano uniforme minimo
Bayesiano uniforme central
Bayesiano 1/a central

Bayesiano 1/a minimo

Bayesiano 1/ Va central

Bayesiano 1/Va minimo

Tabela 3.3 ~ . Comportamento dos oito intervalos estudados

para peguenos valores de a.

desvio médio tendéncia

ac(0,3)

25% . Subestimacgao
20% Superestimacéo
15% |
11%

- 22% Subestimacgéo
30% Subestiﬁaqéo
13%

18% )

a_(O) = 0 para gualquer nivel de significadncia. A tabela 3.4

mostra esses intervalos "curados" dessa forma e a figura

3.10 mostra g(a) para esses intervalos. Com essa alteragdo o

desvico médico de g(a) em relagdo a 68,3% para ac¢ (0,3), que

era dé cerca de 113%, reduz-se para cerca da metade.
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Tabela 3.4 - Intervalos "curados" baseados nos intervalos
bayesianos centrais com distribuigcdo a priori

uniforme (limites inferiores - 1limites supe-
riores).
n ' 68,3% .95,0%
0 0,0 1,84 0,0 3,69
1 0,71 3,3 0,24 5,57
2 1,37 4,64 0,62 7,22
-3 2,09 5,92 1,09 8,77
4 2,84 7,17 1,62 10,2
5 3,62 8,39 2,2 11,7
' 6 4,42 9,59 2,81 13,1
v 7 5,2 10,8 : 3,45 14,4
8 6,1 11,9 4,12 15,8
9 6,9 13,1 4,8 17,1
10 7,7 14,3 5,5 18,4
11 8,6 15,5 6,2 19,7
12 .9,4 16,6 6,9 21,0
13 10,3 17,7 “7,7 22,3
14 11,2 18,8 8,4 23,5
15 12,1 20,0 9,2 24,8
16 12,9 21,1 9,9 26,0
17 - 13,8 22,2 10,7 27,2
18 14,7 23,3 11,5 28,4
19 15,6 24,4 12,2 29,6
20 16,5 25,5 4 13,0 30,8
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0 grande defeito da fung¢do a priori divergente 1l/a
é a forte tendéncia de subestimacao do conteudo
probabilistico para pequenos valores de a. Esse defeito é
inaceitavel cquando diversos experimentos recentes,
relacionados com aspectos de fronteira em fisica,
correspondem a valores peqgquenos do numero de eventos
observados e, consequentemente, dos parédmetros medidos.

E importante observarmos entretanto que se o
nimero de eventos observaao for nulé, 0 gque em fisica ocorre
coﬁ gfénde frequéncia em experimentos planejados para o
estudo de eventos muito raros, a compara¢do com uma teoria é
mais facilmente feita determinando-se a probabilidade de
n = \0 eventos na ‘hipétese de sua validade. O mesmo
procedimento & adequado quando a comparagdo & com outro

resultade experimental. Para n > 0 0s intervalos

.apresentados ha tabela 3.4 sédo perfeitamente utiliziveis. No

entanto, em qualquer caso, a apresentagdo dos dados brutos é
essencial - quando se trata de eXperimentos ‘om poucos

eventos.

0 diagnostico apresentado aqui estd de acordo com’
resultados de realizag¢io de muitos experimentos com poucos
eventos (ES87), que parece privilegiar a abordagem bayesiana
com fungdo densidade de probabilidade a priori uniforme no

caso de razdo e diferenga de peguenos numeros, cujo resumoc é
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apresentado no apéndice A. Pretende-se estender o presente
diagnéstico para outros casos além da distribuicdo de
Poisson. A conclusdo que podemos chegar no momento & que os
intervalos apresentados na tabela 3.4 e cujos valores (a)
sao mostrados na figura 3.10 estdo bastante perto do que se

espera em fisica experimental.



71.

4. PLANEJAMENTO E ANALISE DE EXPERIMENTOS

Em um experimento é desejavel que o procedimento
adotado, o arranjo experimental e a andlise dos dados sejam
tais que a precisdo final obtida seja a maxima possivel para
dado esforgo dispendido.

Neste capitulo analisaremos algumas situagdes

reais chamando a atengdo para aspectos da andlise de dados.

-Essas situagbdes s&o extremas no que diz respeito a

quantidade de eventos envolvida: poucos eventos, muitos
eventos e eventos.coﬁparéveis com a flutuacdo estatistica do
fundo., A primeira situagdo analisada corresponde a um
experimento 'recentemenﬁe concluido no Laboratdério .do
Acelerador Linear do Instituto de Fisica da USP, no qual
usouésé procedimentos de vinculos entre pardmetros com o
objetivo de minimizar o efeito de erros sistemdticos. A
segunda situagdo corresponde a um trabalho em andamento no
mesmo laboratoério onde a maximizacéao da qualidade
experimental é feita com base na quantidade de informagdo. A

terceira anadlise diz respeito a alteracdo de calibragio em

espectros multicanais com a preservacdo da flutuacéo
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estatistica. A tltima analise refere-se a quantidade de
informacido em diversos arranjos experimentais possiveis para
o estudo do duplo decaimento beta, cujos experimentos séio

caracterizados pelo pequeno numero de eventos, mesmo como

fundo.

4.1 - USO DE VINCULOS E COVARIANCIAS NA ANALISE DE DADOS

Diversos experimentos em fisica correspondem a
medidas de grandezas vinculadas entre si, de maneira bem
conhecidé. Embora em alguns casos essas condig¢des de vinculo
sejam. explicitamente impostas na andlise dos dados, em
outros casbs isso ndo ocorre. No entanto .ha vantagens
evidentes na imposigdo de vinculos, entre elas o aumento da
guantidade de informagdo contida no resultado apresentado
péra cada parédmetro. Na primeira parte- desta segdo
discutiremos a imposigéé das condig¢des de vinculo em um caso

concreto.

Outro ponto discutido nesta segac é o uso e.
geragcdo de covaridncias entre parametros medidos. Mannhart
(MA81) apontou a importédncia da consideracdo dessas
covaridncias em determinagdes precisas de seg¢bes de choque;

em trabalho recente foi mostrado comeo considerar tais
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covariancias bem como a importdncia delas no gque diz
respeito & preservagdo do conteddo probabilistico dos
intervalos (HE86), aplicando-se posteriormente o método a um

problema de espectroscopia gama (MU87a).
a) Uso de vinculos

A determinagdao da energia de- niveis nucleares
excitados pode ser feita por meio de espectroscopia gama.
Neste caso ¢ usual a ocorréncia de esquemas de decaimento
gama nos quais a quantidade de niveis excitados é menor do
que o nuimero de transi¢des gama mensuraveis. Esse fato impde
;incu;os entre transi¢des bem como permite a determinacgao
das energias dos niveis por miltiplas combinagdes das
energias das transicodes.

Assim o método dos minimos gquadrados com vinculo
- pode e deve éer usade, com vantagens. (Neste caso os
vinculos podem corresponder inicialme;te a hipodteses que
devem ser testadas mas que sao posteriormente adotadas como
verdadeiras.)

Suponhamos que as energias de transigdes gama E,,

Ey,...E, tenham sido determinadas experimentalmente, sem a

imposi¢do de vinculos, como sendo
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(4.1)

H & o
W N

t-'-j-.-

n

sendo V a matriz de covarilncia desses dados. 0s vinculcs

entre as energias sdo dadas por equagdes do tipo

- 4,2
_%rgijEj ry ( )

onde 9ij é £ 1 ou 0 e r; as diferengas de energias de recuo

2,...ng um indice que

corresponde a relacdo de vinculo considerada. As equagdes

do nicleo, sendo que i = 1,
(4.2) podem ser represcntada na forma matricial como

ca (4.3)

"
Z

onde A é o vetor representando as energias em ocbediéncia as
equag¢bes de vinculo, a ser ajustado pelo método dos minimos
quadrados, R o vetor contendo os residuos das energias de

recuo € G uma matriz retangular cujos elementos séo os 915

acima.
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E direto demonstrar que o resultado do ajuste leva

a (HE86)
A= MVly ; BCTIR (4.4)
onde
B = vet, | (4.5)
c = - cvet (4.6)
e
. M =v + Bc 1Bt | (4.7)

M é a matriz de covariadncias das energias ajustadas com

vinculo. A equagdo (4.7) pode ser reescrita na forma
M= - veteveh)"lev (4.8)

0 elemento M;; € a variadncia da energia E; ajustada em
obediéncia as equag¢bdes de vinculo. Uma inspeg¢do da equacgdo
(4.8) mostra que a varidncia correspondente a medida de uma
energia pode diminuir até de um fator igual aoc mimero de

equagdes de vinculoc em que ela estd envolvida. Como em
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alguns esquemas de decaimento gama a quantidade de equagdes
de vinculo pode ser bastante grande, como ilustrado em
seguida, o ganho de infofmagéo na energia de uma transigéo
(e dos proprios niveis excitados) é bastante importante.

0 ..uso_ de wvinculos na andalise de alguns
experimentos pode ser util também para a redugdoc e o
controle de erros sistematicos ligados ao arranjo
experimental, mediante o uso de artifiéios instrumentais
(MU87a). O Apéndice_c mostra algumas consequéncias do uso
das equagdes de vinculo.

Como ilustragdo da utilidade do método dos minimos
quadrados com vinculo mostramos o resultado da
éspeqtroscopia gama do 133pa com o0 uso de detectores
semicondutores (de resolugdo tipica de 2 keV), recentemente
concluigda (MUB87a). A tabela 4.1 mostra na primeira coluna as

energias das transigdes gama do 133Ba, medidas com o mesmo

-tipo de detectores usados naquele trabalho, sem o0 uso de

condicdo de vinculo ou de artificios que ela permite. Na
segunda coluna mostramos as energias determinadas com a
imposicdo das condigdes de vinculo. Na terceira coluna
mostramos as energias e respectivos desvios padrdes levando
em conta os resultados mostrados na segunda coluna e dados

de publica¢do recente no qual foram medidas as energias das
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transicées de 276 kev, 303 keV, 356 keV e 384 kev do 133pa

(KUSS) .
TABELA 4.1 - Energias e desvios padrdes para as transigdes
gama do 133g,.
E(keV) (o (eV))
(a) (b) (c)
53,161(1) 53,1632(1,0) 53,16230(0,92)
79,623 (10) 79,61154 (0, 50) | 79,61135(0,48)
80,597(3) 80,99744(0,48) 80,99770(0,46)
~ 160,613(8) 160, 6089 (1,0) 160,60899(0,95)
. 223,234(12) . 223,2396(1;5) 223,24164(0,98)
276,398 (2) 276,4028(1,3) 276,40384(0,84)
302,853 (1) 302,8510(1,4) 102,85284(0,79)
356,017 (2) © 356,0141(1,3) 356,01501(0,89)
383,851(3) 383,8483(1,4) '383,85034(0,85)
(a) LO8S |
(b) MU87a - sem incorporar dados de KU8S
(c) MU87a - com dados de KU8S5

A matriz de correlagdc dos resultados apresentados na

terceira coluna da tabela 4.1 é mostrada na tabela 4.2.
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Esse exemplo de espectroscopia gama do 133,

mostra como o uso de vinculos pode aumentar a quantidade

TABELA 4.2 - Matriz de correlagdo entre as energias das

transig¢des gama do 133p,4 (MU87) .

52 80 81 161 223 276 303 356 384
52 1,0 -
180 0,5 1,0
g1 .0,5 1,0 1,0
161 0,5 1,0 1,0 1,0

223 -0,6 -0,6 =-0,6 =-0,6 1,0

276 0,4 =~0,2 =-0,2 -0,2 0,5 1,0
103 -o0,5 =-0,12 -0,1 -0,1 0,9 0,5 1,0

356 0,6 0,4 0,4 0,4 0,2 0,9 0,4 1,0

3g4 0,2 0,4 o,4 0,4 0,5 0,4 0,8 0,6 1,0

de informagdo em cada parédmetro .indeéendente (energia da
transiCao): a quantidade de pardmetros independentes é igqual
4 totalidade de pardmetros medidos menos a gquantidade de
equagdes de vinculo. Além disso, no trabalho citado, o uso
de equagdes de vinculo permitiu artificios instrumentais,
basicamente a realizacdo de diversas medidas curtas com

diferéntes arranjos experimentais, ja testada anteriormente
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(HE83Db), que colaboraram no aumento de informagdo. O aumento
da informacdo ocorrido nesse trabalho é ilustrado na figura
4.1, A figura 4.2 mostra as energias dos niveis do 133¢cs

determinadas no mesmo trabalho.

Uso de vinculo (x2)

Realizagao de medidas curtas (x2)

Realizagao de experimentos

independentes (x1,4)

Figura 4.1 - Variagdo da quantidade de informagadc nas
energias das transigédes gama do 133 cgl
conseguidas com o uso de vinculos bem como com
o uso de artificios instrumentais permitidos e
facilitados pelo uso de técnicas de ajuste com

vinculo.
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NI R 437.01325(114)
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IR 383,85093(85)

160,60893{95)
79.51135(48)

160,60909(95)

80,98770{46)

£80,99773(46)

133

Figura 4.2 - Niveis e transigdes gama do 13344 (MUB7a) .

b) Uso de covaridncias

0 uso de covaridncias na analise de dados

experimentais € indispensavel se se quer manter o correto
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contelido probabilistico dos resultados ou usa-los para o
cdlculo de outras dgrandezas fisicas deles dependentes.
Mannhart (MA81) mostrou a importédncia disso na analise de
resultados de se¢ao de chogue, onde os dados sdo fortemente
correlacionados devido aos arranjos experimentais usualmente
adotados. No item a acima mostramos a importéncia do uso de
vinculos em andlises de dados, o gue s0 pode ser feito
corretamente se consideradas as matrizes de covaridncia em
sué totalidade e ndo apenas os elementos diagonais, o que é
infelizmente bastante comum.

Outro ponto bastante importante no uso e
preéervagéo das matrizes de <covaridncia se refere a
atualizagdo dos resultados experimentais. Nova medida de uma
unica grandeza fisica pode aiterar todas  as outras com as
quais. ela estd estatisticamente correlacionada (e néo
obrigatoriamente fisi-amente ligada} bem como seus
-respectivos desvios padrdes. Por exemplo, suponhamos duas
grandééas ~- func’onalmente independentes entre si -- esti-
.madas experimentalmente como a e b e com a matriz .de

covaridncia

5 .
g cov(a,b) (4.9)

V. = 2
cov(a,b) o



Se b for medido posteriormente em outro experimento e de

forma independente de a, obtendo-se os resultados b’ e AN

tanto o valor estimado a como sua varidncia terdo que ser

alterados. A alteracgao levaria a novos valores a e b dados

por

a = 1 s (1 = ~2) (a-pb) + L2 (b-ap) y R0 (Q=07), (4.10)
l-p 1l+o l+e 1+a

e - R

c 1 | pa o b' (1-p?) -

b = -=—|+=(a~-pb) + —(b-pa) + ———| (4.11)

' l1-p” lta c1ta l+a

2

onde a = 0’2/¢

com

e

AN

I

p = cov(a,b)/oz. Caso 0’2 << 02, teriamos

a + p(b-b’)

b’
a2(l—02)

{(4.12a)

(4.12b)

(4.13)
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As expressoes 4.12 e 4.13 mostram quio
significativas podem ser as alteragdes nos valores estimados
das grandezas guando 830 realizados novos experimentos gque
ndo as medem diretamente mas que medem outras grandezas com
as quais elas estdo correlacionadas. E as determinag¢des
dessas alteracgdes s¢ pode ser feita de forma completa quando
se conhece as matrizes de covaridncia.

No que diz respeito ao experimento citado no item
a, pretende-se medir.de forma precisa algumas das transigbes
do 133CsJ como o dubleto 80-81 keV e eventualmente algumas
_transigées mais fracaé. 0 conhecimento da matriz de cova-
fiéncia entre as energias das transi¢des gama do 133.¢g,
nostrada ﬂa tabela 4.2 permitira a atualizagdo correta das
energias ndo medidas nesses novos experimentos.

Esta implantado no computador PDP-11 do
" Laboratério do Acelerador Linear um programa para o método
dos minimos quadrados . com formalismo matricial, o qual
permite o uso e geragdo de covaridncias bem como imposigao
de condigdes de vinculos (lineares) de forma simpies. Eésa

técnica foi recentemente usada em um experimento de

espectroscopia gama do 57¢o (SC87) com sucesso.

'
/
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4.2 = PLANEJAMENTO DE UM EXPERIMENTO

Estd enm andamento no Laboratdrio do Acelerador
Linear o estudo da transicgdo 07 » 0% no 205y pela emissdo de
dois gamas (MU87b) (veja figura 4.3). Nesse processo de de-

caimento as energias dos dois gamas emitidos obedecem as

29a
90 \a
St 64h
q 90, s
. 1.4 10 5
— 0,011%
B
- Y
) S 99+3 2 07
90
7T

Figura 4.3 - Decaimento do 90sr e emissdo de dois gamas no

204,
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equagoes,
< AE (4.14)

onde AE é a diferencga energética entre os dois niveis ot do
%0zr.

Alguns nuclideos oferecem situagdes experimentais
privilegiados para a.observagéo desse fendmeno por apresen-
tarem esquemas de desintegrégéo com poucos gamas e um estado
excitado ot que nédo pode decair por um unico gama para o

nivel fundamental, tembém o*. Entre eles estido o 90Zr, o 16¢

e 5.40Ca. No entanto até hoje o fendmeno ndo havia sido
Qbsérﬁado de formé ndo ambigua quando estudado a partir de
decaimentos beta que alimentam os niveis ot excitados desses
"nuclideos (AS73), sendo o efeito identificade apenas em
experimentos nos muais ¢ estado ot excitado era formado por
reagdo (p,p’) (WA75, BE73, SC84).

No experimento ora em andamento é usado uﬁ arranjo
experimental equivalente aquele de Asano e Wu (AS?B).
Pretende~se com esse projeto confirmar resultados anteriores

e estudar alguns pontos ainda ndoc esclarecidos (SC84). Como

o fendmeno €& extremamente fraco, da ordem de 1074 do pro-

Ay
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cesso de formagdo de pares, foram necessarios diversos
cuidados experimentais com o objetivo de maximizar-se a
guantidade de informagdo ‘contida nos dados. A figura 4.4
mostra um espectro de energia com o picc correspondente a

soma das enefgias dos dois gamas emitidos (EYl + EY2 = 1761
keV) identificado de forma ndo ambigua.

Discussao detalhada dos cuidados experimentais
sdo encontrados na referéncia MU87b. eqre.os artificios gque
permitiram a observagdo pela primeira vez do fendmeno com o
uso de uma fonte estitica estd a colocacgdo de "janelas".em
espectros de energia e tempo, discutida a-seguir.

A necessidade de separagioc de tipos diferentes de
éventps em muitos experimentos en fisica impliéa
ffeéueﬁtemente na 'colocagdo de Jjanelas em espectros

multicanais, separando sinais gue se manifestam sob a forma

de um pico gaussiano de um fundo constante, como ilustrado

" na figura 4.5. Quando o objetivo é determinar a intensidade

do sinal, basicamente a 4&rea do pico, a precisio final do

‘resultado depende-da largura da janela a qual, para permitir

maxima preciséo, depende nao s6 da largura do pico (que
caracterizaremos pela sua varidncia 02) mas também da
relagdo entre sua area total, A,, e o fundo, b, (em eventos
por canal). Admitiremos no gque segue que b, seja conhecido

com erro desprezivel, o gue corresponde a sua estimativa do
N .
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Figura 4.4 - Espectro correspondente a soma da energia de
dois gamas em coincidéncia onde o pico de
1761 keV corresponde a transigdo ot — 0% no

907, pela emissdo de duplo gama (reproduzida
referéncia MUS7Dh).
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W

Figura 4.5 - Posicionamento de "janelas" em espectros com o

objetivoe de distinguir tipos

eventos,

diferentes

de

fundo a partir de uma regido suficientemente grande em

relagao a Jjanela J.

A probabilidade de Nj eventos na regido da janela

J é dada por
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-{A o. + b J) N
e ©°VY ° (Ao, +ba Y
P(N_) = o J o (4.15)
J N '
I
onde ¢y € a integral de uma gaussiana normalizado

representando o© pico sobre a regido da Jjanela. Sendo

observado Ny eventos na regiao,

A=—--——° (4.16)

\

é um estimador nao tendencioso de A E(A) = A de minima

or of

varidncia. A quantidade de informagdo contida nos dados da

regido J, calculada por intermédio de 2,11, é

1= (4.17)

dependente portanto de J. Assim dado A, e b, hda uma janela

ideal que permite a maximizagdo de Iy. A tabela 4.3 mostra
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os valores de Iy para, varias relagdes entre A, e b,.
Por exemplo para b,/Aj = 0,1 a janela ideal corresponde a
aproximadamente 4,5 desvios padrdes do pice (ou duas vezes a

largura a4 meia altura). No entanto para b,/A 10 a janela

O =
ideal quando se deseja estimar A, é cerca de 3 desvios
padrées (1,3 vezes a largura a meia altura). Usar neste

ultimo caso a janela ideal para b, /A, = 0,1 implica em perda

de cerca de 20% da informagdo maxima possivel. Ou ainda, o

PABELA 4.3 - Quantidade de informagdo na estimativa da &rea

de um pico em fungdo da janela para alguns

valores de bo/Ao.

b /2o
J(7) 10 . 5 1 0,2 0,1
1,0 0,027 - 0,051 0,166 0,304 0,339
2,0 0,044 0,082 0,277 0,528 0,596
3,0 0,047 0,090 0,317 0,643 0,738
4,0 0,043 0,083 0,308 0,672 0,789
5,0 | 0,038 0,072 0,280 0,656 0,788
6,0 0,032 0,062 0,249 0,622 0,766
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uso dessa Jjanela inadequada implicaria em prolongar a
experiéncia por um tempo 25% maior do gque agquele necessdrio

se fosse adotada a janela correta.

Procedimentos de escolha 1rigorosa de Jane-
las ~- além de outras melhorias instrumentais -- permitiram
30zr em

a observagao clara do decaimento por duplo gama do
um experimento cuja duragido foi de 8 dias, o que ndo havia
sido conseguido anteriormente em um experimento equivalente
com duracgao de 60 dias.(AS73). A performance atingida devera
pernitir o estudo da distribuigdo angular e de energia do

decaimento por duplo gama do 207y

v

4.3 = ALTERACAO DE CALIBRAGAO EM ESPECTROS MULTICANAIS

A aquisigdo de dados sob a forma de espectros
multicanais, tanto uniparamétricos como biparamétricoé, é
bastante'usual em fisica experimental. Menos usual mas nao
raro € a alteragdo de calibracioc da abscissa (nimero do

canal). Essa alteragdo pode decorrer, por exemplo, da



necessidade de comparacgdo, de soma ou subtracao de espectros
diferentes para posterior analise .

Um espectro multicanal é basicamente um histograma
cujas ordenadas correspondem a gquantidade de eventos em
intervalos da abscissa. Nesse caso o usual €& gue essas
ordenadas obedegam a distribuigdées de Poisson. Assim num
processo de alteracgdo de calibragdo da abscissa é desejavel
que, além da conservagdo do numero de eventos, o0s novoes
canais contenkam eventos que obedecem a distribuigées de
Poisson.

r | Nesta segdo discutiremos como proceder a uma

alteragdo de calibracdo preservando essas propriedades e

ilustraremos com alguns exemplos onde isso ndo é feito,

\
avaliande suas consequéncias, -

_a) Alteragao de calibragdo

A figura 4.6 ilustra o esquema de um arranjo
instrumental gue elabora - um espectro mylticanal
(unidimensional) a partir de eventos distribuidos
continuamente. O éixo E representa a grandeza fisica
observada, distribuida continuamente. 0 eixo C correspon&e a

uma conversioc discreta de eventos continues. Assim no canal

C; representado na figura havera um numero de eventos igual

A
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ao nimero de eventos na regido AE. O eixo C’ representa um
outro histograma com calibragio diferente da de C. Assim no
canal C’j
observada no intervalo AE’ do eixo E.

deve haver uma gquantidade de eventos igual aguela

G A ——b
DIV TN vl

: ) c
lCl Ci+l.
\
b 1
1 N :

Figura 4.6 - Construcdoc de dois histogramas diferentes a

partir de eventos representados no eixo E.

No entanto nao é usualmente conhecida a

distribuicdo dos eventos no eixo E, mas apenas o espectro C.
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Dessa forma o.canal C'j recebera uma guantidade de eventos
correspondente a uma fragao p dos eventos observados em C; e
outro, ¢, dos observados em C;,,. H& portanto dois problemas
distintos aqui: como determinar essas fragdes e, conhecendo-
as, como calcular o numero de eventos em C’j.

E impossivel determinar-se exatamente aquelas
fragbes p e . No entanto muitas vezes a forma de espectros
multicanais ndo apresenta variagées répidas do numero de
eventos em fungdo do canal. E possivel entdo aproximar p e
qg -—— e de uma maneira geral as frag¢des de ocupagdo dos
canais no espectro original ©pelos canais nos espectros
relocados -- a partir do ajuste de fungdes polinomiais pelo
éspecpro originalﬁ A quantidade de canais utilizados nesse
ajuste bem como o grau do polinémio devem depender da fqrma
e da intensidade (numero de eventos por canal) do espectro

original. No. momento estdo em andamento testes das

.limitagées dos fatores de relocagdo em  fungdo desses

pardmetros. No que sedue vamos sSupor que p e ¢ sejam
conhgcidoé com precisdo suficiente.

Supondo cpnhecidos p e g podemos discutir a
questdo de como proceder a alteragdo de calibragéo. Vamos
supor que o espectro original seja uniforme e portanto que p
e gq séjam proporcionais a fragdo de ocupag¢do de um canal do

espectro original por um canal do espectro relocado.
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Usando a convengac implicita na figura 4.6 e
sabendo que o valor esperado e a varidncia de uma dis-
tribuigdo de Poisson s&oc ambos iguais ao pardmetro dessa

distribuig¢do, temos

E(N;) = E(N;44) = a (4.18)

2

E(N;%) - a E(Nj.,2) - a = a, : (4.19)

onde E indica o valor esperado e a é o valor verdadeiro da
média do nuimero de eventcs em cada canal do espectro C.
Uma possibilidade seria construir o espectro C’ de

forma: deterministica. Assim ao canal C’j indicado na figura

- 4.6 seriam atribuidas
‘ N’i\= p'Ni + g Ni+1 (4.20)

contagens, ndo obrigatoriamente um numero inteiro. Neste

caso teriamos
E(N’;) = E(PNj + aNj44) = a(p+q) (4.21)

E(N’iz) - (a(p+q))2 = a(pz + qZ) < E(Ni)' (4.22)



96.

Ou seja, essa ultima equagdo mostra gque a varidncia do -
numero de eventos em cada canal do novo espectro é menor do
que deveria ser no caso de uma distribuicdo de Poisson.

Assim a relocagdo deterministica compromete a flutuagdo

estatistica = esperada  gquando se analisa espectros
multicanais.

A distribuigéo correta -- no sentido de preservar
a flutuagdo estatistica esperada --, qﬁando P e g séo

conhecidos, € a binomial. Neste caso ao canal C'j seriam
atribuidas n, contagens do canal C; segundo a distribuigdo

binomial

\

o
=
!
o

N

pg _inp) = e ¢ o (4.23)
i,p (Ni - nl)nl

mais n, contagens do canal Ci4q distribuidos também como uma
binomial, neste caso com parédmetros Nz_e d. A probabilidade

de se observar n, .contagens no canal C'j € dada por

Pl(nl) = & P _(N.P 'p(nl)

= i
Ni I‘ll

(4.24)
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onde P,(Nj) corresponde a 'uma distribuicdo de Poisson com

parametro a. A partir da equagdo 4.24 é direto mostrar que

e—ap(a )nl
P(ny) = =— B (4.25)

nl!

ou seja, o numero de eventos no canal C’j oriundos do canal

§

Ciiobedece a uma distribuig¢do de Poisson com pardmetro a.p.

Da mesma forma o numero de eventos oriundeos de Ci+1 obedece

'a uma distribuicdo de Poisson com parédmetro a.q.

Consequentemente a quantidade total de eventos em C’3
obedece a uma distribuig¢do de Poisson com parametro a(p+qg).
Assim, desde que p e ¢ sejam conhecidos o novo

espectro apresentard as propriedades esperadas, ndo sendo

perdida qualguer inforhagio.

Estda em implantagdo no computador do Laboratério

do "Acelerador .inear um programa para proceder a

relocagio de espectros de forma binomial. A publicagdio
de wum guia de uso desse programa e de suas limita-
¢des —- basicamente devidas a dificuldades na determinacgdo
dos parémefros de probabilidade das distribuig¢des bino-
miaié — devera ser feita oportunamente (MU88). Testes

preliminares indicam que & possivel a relocacdo de espectros
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gama como usualmente adquiridos por espectroscopistas sem
comprometimento da gualidade dos resultados. Além do uso
geral o programa sera util.em experimentos de espectroscopia
gama de alta precisdo (como a melhor determinag¢ao das
energias das transigoes gama do 133¢s). Estudos e corregbes
de ndo linearidades integral e diferencial de sistemas de
espectroscopié gama e de variagbes incontrolaveis de ganho,
j& iniciadas anteriormente (HES3Db, MU87),-seréo facilitadas
por aquele programa. Da mesma forma medidas de baixa
a?&vidade, das quais o duplo decaimento gama € um exempio,
também serdo facilitadas, uma vez que variagées temporais de
_calibragéo poderdo ser corrigidés a posteriori, néao.

comprometendo assim a resolugdo dos sistemas detectores.

b) Alteragido de célibragéo de espectros: o duple

decaimento beta do 76ge.

0 decaimento do /%Ge ‘por dubla emissdo beta sem
‘ﬁeutrino (figura 4.7) tem sido estudado por diversos grupos
experimentaisl -

No caso do decaimento para o estado fundamental ot
do ’%se o-—arranjo experimental mais comum consiste na

observacao de espectros de energia obtidas com detectores de

Ge --. onde o ’%Ge esta presente numa propor¢do de carca de

AN
1
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Figura 4.7 - Esquema possivel para o decaimento Bg do

?GAS
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em condig¢des extremamente favoraveis de fundo

e
|
1

8
radioativo. Para que essas condigdes sejam atingidas séo
usadas blindagens passivas, sistemas de anti-coincidéncia,
laboratdérios subterrineos e selecgdo especial de materiais
para fabricacdo dos detectores. As referéncias AV87, AV83,
BE84, CA85, FOB4 e SIB4rdescrevem com detalhes experimentos
recentes do duplo decaimento B ot » ot do 7%Ge. 0 sinal
procurado gque 1indicaria a existéncia dessa transicdo & um
pico na energia de QBB=5?041 kev; correspondente a deposicéao
total da energia dos dois elétrons emitidos no detector.
Como em geral o numero tipico de eventos por canal
nessa regido, apes&r da duragdo Dbastante 1longa dos
experimentos, da ordem de ano, € muito pequena, & frequente
\ .
uma padronizagdo na apresentagdc dos resultados. Essa
padfonizagéo corresponde a espectros com éanho de 1
keV/canal. Varias vezes entretanto essa padronizaééo é feita
'a'poéteriori, de forma deterministica. Como .consequéncia as
varidncias das ordenadas deixam de ser iguais, em média, aos
valores das_ proprias ordenadas, como seria mno caso de
distfibuigées de Poisson, por um fator aproximadamente igual

a fragdo de ocupagdo média de um canal original por um canal

relocado; Isso pode ser visto a partir da equacgéo 4.22 onde,

SERVISD i ‘\3%
S
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S V(N’) = a(p? + ¢?), (4.26)

E(N’) .= a(p + q) (4.27)

e portanto, supondo p = g=20,5¢e p2 = q2 = 1/3,

V(N') = 2, _ (4.28)
"E(v) 3

Assim os espectros relocados naoc apresentam a caracteristica
esperada de eventos que obedegam a distribuigdo de Poissoﬁ.
As referéncias CA85, AV83 e-_AV87 apresentam
_figuras. de espectros _aparentementé relocados de forma
deteryinistica. Supondo espectros uniformes nas regides
pré%imaé a 2041 kev, obtemos wvalores para relagodes
V(N)/E(N),  determinadas pelos -+ pontos experimentais,
mpstrados na tabela 4.4. A proximidade desses valoreé-com a
“estimativa da equacgdo 4.28 indica que esses espectros tiveram
de fato suas calibragdes alteradas a posteriori. Os
‘espectros mostrados nesses trabalhos n3o apresentam, por inspecao
visual, dqualquer estrutura que possa indicar um pico na

energia de 2041 keV. No entanto é conveniente proceder a um
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TABELA 4.4 - Flutuagio das ordenadas -e médias de alguns

76
espectros de BB ot » ot do Ge.

2
Ref. E (N) V(N) V(N)/E(N)  Npontos P(x%)
CA8S 3,2 + 0,3 1,9 6,6 38 5%
AVS3 31,7 + 1,0 13 0,4 26 0,5%
AV87 14,7 + 0,8 9,6 0,7 21 10%

teste estatistico objetivo para se decidir quanto a
inexisténcia ou nado de irregularidades dos espectros. A
ﬁlfimé coluna da tabela 4.4 mostra as .probabilidades de
testes de xz assoéiadas a hipétese de nao regularidade dos
espectros: como consecuéncia do procedimento de relocagao
'deterministica'dos espectros, todos eles sao incompativeis
com essa hipoétese. até.mesmo mais incompativeis do que se
esperaria se de fato nhdo ha picos na regido. De fato essa
conclusdo ndo €& correta, mas apenas uma conseqﬁéncia do
processo de relocagdo, que teve como efeito impossibilitar
esse teste estatistico. Os espectros relocados tornaram-se
mais regularés do que deveriam ser. Caso hao haja picos nas

regides analisadas P( X2 ) deveria ser da ordem de 50%;

\
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havendo picos P(Xz) seria muito préximo de 100%. O processo
de relocagdo deterministica faria com gJue um teste de
X2 pudesse indicar compatibilidade com a hipdtese de nao
haver picos na regifo mesmo gue houvesse.

Apresentamos em apéndice B andlise do resultado do
experimento de decaimento por duplo beta sem neutrino
76Ge(o"') > 76Se(2+) realizado pela colaboragdoc Bordeaux -
Zaragoza (MO87) . Na parte B.2 desse apéndice sao
apresentados resultados. de teétes estatisticos sobre o
espectro original | e sobre os espectros relocados
deterministicamente e binomialmente. Uma comparagdo desses
resultados mostra qﬁel a relocacgdo dgterministica pode

comprometer a conclusdoc quando se procede a um teste do tipo.
v .

.27 . o
X-_ )

4.4 - QUANTIDADE DE INFORMACAO EM DIFERENTES ARRANJOS

. BXPERIMENTAIS

Na segdo 4.2 discutimos como certos cuidados_
experimentais podem ser significativos no que diz respeito a
maximizaf, para dada duragao do experimento, a guantidade de
inforﬁagéo contida na estimativa da grandeza medida. Nesta

secdo compararemos diferentes arranjos experimentais para o
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estudo do_duplo decaimento beta sem neutrino do /®Ge para o
nivel 2% do 7®se.

Um possivel arranjo experimental para o estudo
desse decaimento estd mostrado de forma esquemdtica na
figura 4.8 (as referéncigs MO87 e HU85 contém os detalhes
desse arranjo experimental). No caso da alimentagdo do nivel
2%t do 7se oé dois bhetas emitides pelo 76ge carregam uma
energia total igual & diferenga entre QBB = 2040,9 + 0,6 keV
(EL85) e a energia de excitagdo do primeiro nivel 2t do
= 1481,8 + 0,6 XeV

BB
(veja figura 4.7). No arranjo experimental esquematizado na

765e,__EY = 559,11 + 0,05 keV (LE78): E

figura 4.8 a evidéncia do decaimento em estudo & dada por um

sinal correspondente & energia de 1481,8 keV nos detectores
\ .

internos de Ge ~- uma vez que os elétrons produzidos no

decaimento perdem toda sua energia dentro do

detector -~ e outro correspondente a 559,11 XkeV nos

"detectores externos, simultaneamente. Esses sinais aparecen

sobre um fundo radiocativo,

0 resultadoc experimental correspondente a um
tempo de contagem de 6200h (M0O87, ME87) estd mostrado no
apéndice. Esse resultado foi obtido com o uso de detectores

externcs Nal. Nesse experimento foi observado um excesso

v
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/

detectores

externos

\

Figura 4.8 - Esquema do arranjo experimental para a medida
do duplo decaimento beta do 76Ge para © nivel
2¥ do 7%se usado pela colaboragao Bordeaux-
Zaragoza (MO87, HUSS). Esse decaimento pode ser
identificado pela  medida de um sinal de
1482 keV nos detectores interncs de Ge enm
coincidéncia com um sinal de 559 KkeV nos

detectores externos.

de cerca de 12 contagens na regidc onde seria esperado o

sinal'de 1481,8 keV, cbservado nos detectores de Ge, en
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coincidéncia com uma Jjanela em 559 keV nos detectores
externos NaI. O fundo na regido, no espectro biparamétrico
projetado sobre os detectores de Ge é de 3,9 contagens por
kev (cf. apéndice B). Como esce sinal é bastante fraco,
sendo a enérgia ajustada na projegdo Ge ligeiramente
incompativel com a energia esperada a partir de ¢Q 8 g
embora dados recentes de Q 88 sejam tambén ligeiramente
incompativeis entre si (cf. p. ex. EL85) ~-- ha ddvidas
quanto a corresponder ele ao decaimento estudado (MO87,
ME87) . Essa duvida implica no prosseguimento do experimento,
preferivelmente em melhores condigbes. Assim vamos discutir
Qqui alguns dos possivelis projetos de continuidade.

\  No arranjo experimental wusado os detectores
exterrios tinham uma eficiéncia total de 60% para a detecgéao
do gama de 559 keV, ai incluida a probabilidade que esses
gamas saiam dos detectores internos de Ge. Os detectores
internos eram gquatro detectores HPGe de cerca de 100 cm3
cada um. A tabela 4.5 mostra na coluna A alguns dados
relevantes desse'primeiro experimento. No gue segue vamos
supof que os 12 eventos observados em excesso em 6200h
correspondém de fato ao decaimento estudado.

Um possivel projeto de continuagidoc do experimento

(ME87) é substituir os quatro detectores internos de 100 cm3

A



107.

TABELA 4.5 - Comparagdo entre a performance de trés arranjos
experimentais possiveis para a medida do duplo
decaimento beta do 76ge sem neutrino,

alimentando o nivel 2% do 7®se.

Atual Ge(e}-NaI Ge(e)-Ge

(a) (B) (€)

Eficiéncia dos detectores 60% 60% 6%
externos
Volume equivalente de 76Ge

nos detectores internos
(cm3) | 30 100 100

Fundo no espectro bidimen
sional na regido 1480 keV

X 559 keV (contagens/ano
x kev?) : 0,08 0,020 0,0020

Fundo sob 1,2 FWHM com Jja
nelas de 1,2 FWHM (conta-
gem/ano) . ' 16 4,0 0,015

" Area do sinal (contagens/

ano) - - ' _ 18 60 3

Varidncia da energia nos
2

detectores internos (o;°,
kev?) : 0,10 0,018 0,17
Varidncia da energia nos
. detectores externos (oez ;
kev?) . 68 11 0,17

Varidncia na Area scbre

area quadrada (o,2/a?) 0,10 0,018 0,17
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cada por - um unico detector de 100 cem®  de germanio
enrigquecide no isétopo  76. Os detectores externos
continuariam sendo do tipo NaI. A segunda coluna da tabela
4.5 mostra as caracteristicas deste possivel arranjo expe-
rimental (B);-bem como aquelas do experimento concluido (&).
Uma outra possibilidade agqui especulada é a
substituigcdo dos detectores externos de Nal por detectores
HPGe. A desvantagem dessa troca ¢ a perda de eficiénecia, de
60% para cerca de 6% na detecgao do gama de 559 keV do 76$e.
No entanto ha duas vantagens nessa troca. A menor eficiéncia
dos detectores externos implica numa diminuigdo da area do
Rico procurado mas também do fundo. Além disso detetores do
tipo \HPGe tem melhor resolugdo do que detectores Nal e,
portanto, permitem a escolha de janelas mais estreitas e

melhor definigdo da energia dos sinais.
oo Para escolher entre essas duas poésibilidades de

continuagdao do experimento é necessario saber o0 que se guer

medir para identificar de forma ndo ddbia o fendmeno

estudado.

A identificacdo do duplo decaimento beta nestes
experimentos é feita pela energia observada nos detectores

internos, dque deve ser comparada com o valor esperado de
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1481,8 + 0,6 keV, e nos detectores externos, comparada com o
valor 559,11 + 0,05 keV. Identificado o fendmeno, a precisdo
na estimativa da meia vida do decaimento depende da
varilncia relativa na &rea do pico. Como o fendmeno nao foi
até agora observado &de maneira clara, nao é relevante a
precisdo na determinagdo de sua meja vida, mas apenas a sua
identificacgao.

Neste estdgio a informag¢do relevante é portanto
aqﬁe;a proveniente dé compara¢ido das energias observadas com

as energias esperadas. Assim

Il = '_2'—‘1—‘7 ) . (4.29)
+ v

corresponde a informagdc na medida do sinal de 1481 iceV,
o : '\

2 a variancia da medida desse sinal no experimento

em questdo (nos detectores internos) e 612 = 0,36 kev? a

1

varidncia correspgndente ao valor hoje aceito para a energia

da transicdo medida. Da mesma forma

(4.30)
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é a informagdo contida na comparagdo da energia do sinal nos
val s 2- .
detectores externos (com variancia o, ) e o valor aceito

559,11 + 0,05 keV, sendo portanto 0,2 = 2,51072 kevZ.

0 duplo decaimento beta do 76Ge @ igualmente
caracterizado pelas energias medidas nos detectores internos
e externos: em ambos estd se caracterizando a formagao do
primeiro nivel excitado do 765e, Assim podemos adotar como a

informagdo total no resultado.

1 1 (4.31)

e

Outra possibilidade seria comparar a soma das
energias observadas no:. detectores intesnos e externos com o

valor experimental QBB' Neste caso a informagdo seria

T = 1 (4.32)

2 - - 1] i L]
onde Ugg © @ variancia do valor experimental de QBS (EL85).

A}
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Os valores 012 e oe2 associados a cada um dos trés
arranjos estudados sao mostrados na tabela 4.5. Essas
varidncias foram determinadas a partir das resolug¢des dos
detectores usados, as 4reas dos sinais esperados e
considerandol-o uso de janelas 1ideais de acordo com a
discussdo da segdao 4.2. Foi também suposto -que os 12 eventos
observados com o arranjo experimental A correspondem ao
fendémeno estudado. i

Os valores de I;, I,, I e I’ correspondentes aos
trés_ arranjos possiveils sdo mostrados na tabela 4.6. Os
dados mostrados nessa tabela indicam que qualguer gue seja a
escolha para a decisdo sobre ser ou ndo o pico observado
co;;esppndente ao duplo decaimento beta, I ou I‘, o arranjo
experimental C permife uma quantidade de informagéao
significativamente maior do que o arranjo B. Isso deve-se

basicamente ao fato que o arranjo B permite uma melhoria na

informa¢doc sobre o sinal obtido nos detectores externos

muito menor do que aguela conseguida com o arranjo C. Quanto

a informacdo relativa a medida do sinal nos detectores

internos, ndoc ha diferengas significativas entre os trés

arranjos considerados.
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TABEILA 4.6 - Quantidade de. informagdo em trés arranjos

possiveis para a medida do duplo decaimento

beta do 76Ge.

ARRANJO

a B c

I,y 2,17 2,65 1,89

- - I 0,015 0,091 5,90
I 2,19 2,74 7,79

I’ 0,015 0,088 1,43

A opgdo entre I ou If para caracterizar o
resultadoe dessgs expe_iﬁentos parece irrelevante.- Sob o
aspecto fisico, as comparagdes gue d&o origem a I
(compafagéo das er.:rgias dos elétrons e do gama associado ao
nivel 2% do 76Se)'e a I’ (compafagéo de Qpg Com a -soma das
energias medidas) sdo equivalentes no gque diz respeito a
identificar o sinal com o duplo decaimento beta sem neutrino
do ’%ge pafg. o nivel 2% do 7%se. sob o ponto de vista

estatistico ambos parecem também egquivalentes por
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apresentarem © mesmo comportamento para as situacgdes
analisadas.

Até aqui admitimos que os cerca de 12 eventos
observados com o© arranjo A em uma medida de 6200h
correspondiam de -fatc ao ‘decaimento em questdo. No entanto
ndo estda descartada a hipdtese de serem esses eventos de
outra origem. Caberia portanto comparar as performances dos
arranjos B e C nas hipdteses de diferentes meias vidas
para © duplo decaimente beta e, consequentemente, outras
duracgdes do experimento. A tabela 4.7 mostra as quantidades
de informacdo para os arranjos C (linhas superiores) e
BI(Iinhas inferiores). Nessa tabela o« representa a relagéo
entre. 0 numero de eventos realmente correspondentes aoc duplo
decaimento beta e o mnimero de eventos que se admitiu
corresponder - a esse decaimento nos cdlculos anteriores,
Assim  apenas ~ para situacgbes extremamente'desfavoréveis,
¢= 0,1, o arranjo B é melhor que o a;?anjo C. No entanto,
se o tempo de contagem & suficientemente longo, maior que 2
anos para o = 0,1'ou maior que a 0,5 ano no caso o = 0,5, ©
arraﬁjo C torna a ser melhor que o arranjo B.

ﬂa tabela 4.7 estdo indicados com asteriscos as
situacdes nés guais a probabilidade de gue ndo ocorra nenhum
evenﬁo no caso do arranjo C é maior ou cerca de 10%. Esta

possibilidade deve ser levada em consideragdo, especialmente
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TABELA 4.7 - Quantidade de informagdo nos resultados dos

arranjos B (linhas inferiores) e € (linhas
superiores) supondo diferentes atividades para
o decaimento BB do 76ge e diferentes duragdes

do experimento. As situagdes que podem nao

-apresentar nenhum evento com probabilidade

significativa estdo assinaladas por *.

DURACAO (ANOS)

0,5 1,0 2,0 4,0
0,56% 1,07% 1,99% 5,0%
1,10 1,57 2,02 2,36
0,5 2,46% 4,40 7,77 13,8
2,31 2,55 2,73 2,89
1,0 4,41 7,79 13,9 25,1
2,57 2,74 2,89 3,12
2,0 7,8 13,9 25,1 45,4
2,74 2,90 3,12 3,52

no caso de valores de  extremamente baixos.

Podemos concluir portanto que o uso de detectores

de Ge em substituigdo aos detectores de Nal €, a menos de

hipoteses bastante desfavoraveis, vantajosa. Mesmo nos casos

em que o uso de detectores externos Nal sdo mais vantajosos,

p\= 0,1 com duragdo menor ou igual a 2 anos, a guantidade de
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informagdo total no arranjo B € menor do que a quantidade de
informagdo no arranjo A, correspondente ao experimento de
€200 h completado recenteﬁente. Neste caso a continuag¢do do
experimento nao trarad novas informagdes sobre o fendmeno

estudado, pelo menos se mantidas as outras condigdes

experimentais.



11le.

Neste trabalho foram discutidos alguns aspectos
sobfe tratamento de dados e planejamento e andlise de
experimentos em casos extremos em fisica. As situagdes
analisadas correspondiam a experimentos com poucos eventos,
quer em termos absolutos, quer em comparagdo com a flutuacgéao

estatistica do fundo, assim como experimentos com muitos

eventos.

\ No primeiro caso, poucos eventos, foram estudados
aspectos relativos a'determinégéo de intervalos de confianga
e .ao. planejamento de experimentos. 2 determinagido de
intervalos de confiang. para a distribaigdo de Poiéson foi
-estudada comparando-se diferentes abordagens estatisticas. A
abordégem bayesiz a2 com o uso de uma funcdo densidade de
probabilidade a priori uniforme mostrou-se em melhor acordo
com as expectativas em fisica experimental. Esse resultado
estd de acordo com resultado anterior (ES87), mostrado no
apéndice A, no gual comparou-se as abordagens bayesiana e

classica. Pode-se entdo afirmar que, pelo menos no caso da

distribuigdo de Poisson, é licito e desejdvel a indicagdo de



intervales de <confianga mesmo em - experimentos com’
pouquissimos eventos, sendo  recomendada a abordagem
bayesiana c¢ujos intervalos '"curados" estdo indicados na
tabela 3.4. Esse estudo déveré ser estendido ao caso da
diferenca e razao enfre peguenos numeros gue obedecem a
distribuicdes de Poisson.

A guantidade de informagdo, discutida no capitulo
2, foi usada no capitulo 4 no planejamento de experimentos e
comparagdo entre diferentes arranjos experimentais. As
conclusdes apresentadaé mostram~se de acordo com o© due

usualmente consideramos em fisica como. precisio de um

experimento. Entre os exemplos abordados estava a colocacgido

de "janelas" de discriminagido em espectros multicanais. Foi

mostrado neste caso que as janelas dependem ndoc apenas da
largura do pico criado pelo sinal gue se deseja discriminar,

mas também da relacdo entre as intensidades do sinal e do

_ruido de fundo. Uma janela mal posicionada pode comprometer

significativamente o resultado de um experimento. Como
e#empio de aplicacido desse procedimento foi citado o estudo
do duplo decaimenéo gama do nivel excitado o0t do 9OZr, ora
em andamen;o no Laboratdério do Acelerador Linear e gue exige
o estabelecimento de duas janelas, uma em tempo e outra emn
energia, com o objetivo de discriminar eventos de origens

diferentes (além do uso de filtros de absorgdo gama, que

A
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também exige o mesmo tipo de tratamento). Neste caso foi
possivel a identificagéo clara do fenbmeno, pela primeira
vez em experimento estatico (MU87b), usando-se arranjos
experimentais equivalentes a outros ja usados anteriormente.

Outra situacdo estudada com base no conceito de
guantidade de informagdc foi o experimento do duplo
decaimento beta do /®Ge para © nivel 2t do 76g5e. Neste caso
foi comparada a performance de dois arranjos experimentais
Onde a diferenga basica era o uso de detectores
semicondutores de Ge ou detectores Nal para identificar o
gama de 559 keV correspondente ac decaimento de nivel 2% do
?GSe. Neste caso como a evidéncia do decaimento em questdo
envolve a observagdo de duas grandezas distintas -- energia
dos elétrons e do gama emitidos -- estudou-se duas
possibilidades para a dquantidade de informag¢do gerada no
éxperimento. Uma delas era baseada na identificégéo das duas
energias independentemente e a outra na identificagdo da
soma dessas energias com o valor atual de QBB . Essas duas
possibilidades pafa determinagdo da quantidade de informacdo
apreéentaram o mesmo comportamento, indicando ambas ser o
uso de defectores de Ge mais convenientes que o uso de
detectores Nal.

No caso de experimentos com mnuitos eventes o

desvic padrdo pode se tornar menor que eventuais erros
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sistematicos. Foi mostrado que a inclusdo na andlise de
dados de vinculos entre as.grandezas medidas contribui para
a reducgido desses erros sistemdticos assim como pode
facilitar o uso de arfificios instrumentais que tém esse
mesmo efeito. Esse procedimento permitiu a obtencdo de
precisées na determinagido de energias de transigdes gama com
o uso de detectores Ge(Li) ou HPGe comparavels aquelas
obtidas em espectroscopia com ©0 uso deé cristais curvgs. 0O
uso de vinculos bem como a adogdo de artificies
exﬁeriméntais baseados na realizagio de muitas medidas
curtas com diferentes arranjos (HE83b, MU87a), cuja analise
é bastante facilitada pelce uso do método dos minimos
quadrﬁdos com vinculps lineares, pode abrir perspectivas
significativas na espectroscopia gama com detectores

semicondutores.

De forma geral € necessario o uso das covaridncias
entre os resultadés experimentais para _que se preserve, na
manipﬁlagao de dados, o conteido probabilistico dos
intervalos indicados. Particularmente no caso de
experimentos com muitos eventos, com pequenos desvios
padrées e vinculo entre as grandezas medidas, o© uso das
covariincias se mostra essencial.‘ Além disso o uso de
covariancias é fundamental para a atualizacgdo de estimativas

A s m . . .
e variancias de grandezas correlacionadas com outras que séo



posteriormente medidas de forma independaentes, como mostrado
na sec¢éo 4.1.b.

Foi discutida ainda a manipulagao de espectros
multicanais, especialmente quanto a preservag¢do da flutuacéo
estatistica. A manipulagdo deterministica de espectros
quando se procede a uma alteragdo de calibragdo (da
abscissa) compromete a flufuagéo estatistica do nuimero de
eventos em cada canal e, portanto, pode inviabilizar um
teste estatistico. B mostrado no capitulo 4 como proceder a
uma alteracg¢dc de calibrag¢do ndo deterministica. O apéndice B
mostra um espectro multicanal sobre © gual se procedeu a
aiteragéés de ganho - deterministica - e estatistica,
comparando-se entao o resultado de testes de )3 sobre os
dois espectros criadés. O resultado desse teste no caso do
espectro deterministico mosfrou—se em desacordo com o©
‘7r¢sultadd do teste no espectro original, o mesmo nédo
acontecendo no céso do espectro relocado estatisticamente. A
relocagéo_estatistica dé espectros por meio de um prograﬁa
de computador, ora em implantagdo no Laboratdério do
" Acelerador Linear, devera viabilizar alguné trabalhos de -
espectroscopia gama de alta precisdo (muitos eventos) bem
cComo 'trabalhos que envolvam baixa estatistica e portanto
demahdam tempos longos de medida coﬁ a consequente variacgéo

by
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de ganho do sistema detector ou mesmo a troca de
equipamentos.

A conclusdo ¢geral €& gque o tratamento e a
interpretag¢do cuidadosa dos dados ae um experimepto permitem
uma significativa melhora na guantidade e no aproveitamento
da informag¢do por ele gerada. Essa melhora pode tornar
realizavel um experimento gue n&o seria conclusivo de outra
forma. Além disso pode-se obter uma significativa redugdo do
tempo necessdrio para a observagdo de um efeito com a

escolha adequada do arranjo experimental.
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APENDICE A

No capitulo ﬁ comparamos © c¢omportamento de
intervalos de c¢onfianga para a distribuigdo de Poissocon
determinadas a partir de diversas abordagens estatisticas
diferentes. Em trabalho recente (ESB?) haviamos feito uma
cdﬁpafégéo experimental de intervalos classicos e bayesianos
com distribuigdo a priori uniforme tanto para a distribuigéio
de Poisson como para a razao entre mimeros que obedecem a
distr&buigées de 'Eoisson diferentes. O resultado daguela
comparagio € gue a abordagem bayesiana estd em melhor acordo
com as expectativas (i).e (ii) discutidas no capitulo 3.

.Nésfé apéndicé apfesentamos um resumo daquelg.trabalho.
A.l.— IN&ERVALOS PB CONFIANGCA
a) Distribﬁigad de Poisson
A determinagdo de intervalos de confianga para a

distribuigdo de Poisson no esquema classico é mostrada nas

equagées 3.6. Agqueles intervalos correspondem a intervalos
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centrais. E possivel definir-se também intervalos minimos

com mesmo conteudo probabilistice 1-a j-ay; = l-a fazendo

m=nh -
n
a, = I P_ (m) (A.1b)
2 =0 2+ -
com‘ (a, - a_) minimo, onde n € o© numerc de eventos
observados.

A tabela A.l mostra os limites minimos a_, a, para
\ .

1—éi f'az ¥ 0,683 que foram usadas no teste experimental da
xeferépcia ES87.

Os intervalos bayesianos minimos com densidade a
" priori uniforme aparecem na tabela 3.1.

b} Razdo entre pequenos numeros

bl) Abordagem classica

Suponha gque N e D sejam dois resultados de medidas
de grandezas gue obedecem a distribui¢des de Poisson com

pardmentros v e § respectivamente. A probabilidade conjunta

N



TABELA A.1 ~ Limites

para a

inferiores

distribuicgdao

124,

e superiores (minimos)

de Poisson no esguema

classico para 1-a= 0,683.

.12

14

18

20



v §
n! a.
Seja p a razdo entre ve v, » sendo o valor esperado de
M=N+D (u =v + 8),
. P ="M ' K 1—p = ..(5. . (A-B)
u H
A equacgdo A.2 pode ser escrita entdo na forma
o : ~-pu n ={1-plu, 4 d
P(n,d' — M—n) = e _(_&. e .L(_.i)..u_)._..
o n: da.
-u . M 1 M- '
- e U ( M. Pn(l_p) n)° (A.4)
M! n!(M-n)!

Supondo M fixo e p conhecido, a probabilidade de observar-se

n eventos é

M! n M-n (A.5)



A partir dessa equagdo pode-se determinar os

limites para p de forma analoga & equagdo A.1l:

N
6, = L P (n) (A.6a)
1. L=0 M:/P,
= I P/ n A.6b
o, e M,p_( ) _ ( _ )
onde 1 - a, - a, & o conteudo probabilistico do intervalo
(p~, py) minimo.
\ Os limites cléassicos correspondentes para R = v/§,

(Rﬁ, R,), podem ser calculados a partir das equagdes A.3,

gue relaciocnam R e p:

+ (A'7)

b2) Abordagem Bayesiana

No esquema bayesiano a fungdo densidade de

probabilidade para R = v/6 é dada por (ES87, HES4),

\
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N
(N+D+1)! R
£f (R) = (A.8)
2 N! D! (1+R)NFDF2

supondo-se fungdes densidade de probabilidade a priori
para v e § uniformes. Os limites - minimos (R_, R,) sdo
determinados de forma andloga as equagdes 3.8 e 3.10.

A tabela A.2 mostra os limites inferiores e
suﬁeriores, paré 0s  esdquemas classico e  bayesiano

(uniforme), dos intervalos minimos para a razdo N/D.

A.2 - \TESTE EXPERIMENTAL

A comparagdo experimental dos intervalos cléssico
e bayesiano foi feita a partir da realizaééo de experimentos
com poucos eventos. Um dos experimegtos correspondeu a
medida de energia de protons de 1,5 MeV espalhados en
alvos de silicio. O outro experimento correspondeu a
medidas de energia gama de fontes tipicas de calibragido com
detectores .HPGe. Em ambos os casos os eventos foram
armazenados em espectros multicanais. Ambos os espectros

foram obtidos em duas situagdes diferentes: uma medida longa

Y
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a razao N/D para

TABELA A.2 - Limites minimos para
l1-o = 0,683 nas abordagens clasilcas
. . . .
superior) e bayesiana (tabela inferior).
N Y] 1 4 3 4 5 [] 7 B 9 10
o}
1 0.00) 0.000 U938 0.150 0.234 0.42% 0.576 0.727 0.879 1.023 1.187
2,155 4.762 1331 10.011 12.648 15.286 17.926 20.567 23.207 25.848 28489
2 0.000 0.000 0.037 0.137 0.255 0.380 0.508 0.639 0.7 0.905 1039
0.776 1.68) 2.602 1516 4426 531 6.240 7.145 B.(M9 8.953 9856
3 0.000 0.000 0.034 0.122 924 0,333 0.445 0.558 067 0.789 0.906
0,467 1,008 1.556 2.097 2635 3170 3704 4237 4,169 5.301 5832
4 0.000 0.000 oon G.108 0.19% 0294 0392 0.492 0593 0.696 0.79R
0.333 0.718 1.108 1.492 1.872 2.249 2626 3.002 31376 3.746 4121
5 0.000 0.000 0.0.28 0.0%7 0.177 0.262 0.350 0.439 0.529 0.620 0.752
0.258 0.557 0.860 1157 .43 1.141 200 2320 Z.608 2846 L REX]
6 0.000 0.000 0.026 0.088 0150 0,236 0.315 0.395 0477 0.559 0.641 -
0211 0.456 0,703 0.94% 1.183 1420 1.635 1.890) 2,123 2,345 2,5%9
7 0.000 0.000 0.024 0.080 0.145 0.215 0.286 0.359 0413 0.508 0.583
0178 0.385 0.594 0.798 099 | LI%A 1.3%6 1593 1.790 1.985 TR
i 0.000 0.000 0022 0.074 0.133 0.197 0,262 0.32¢ 0,197 0.465 0.534
0.154 033 515 0.691 0.365 1.037 07 13717 1.546 1.71% 1.883
9 0.000 0.000¢ 0020 0.063 012 0.181 0.242 0.304 0.266 0429 0493
- “0.136 0.294 0454 0.609 0.762 0913 1.062 1.212 1.361 1.509 1.456
10 0,000 0003 = 0.019 0.063 0.114 0.168 0224 0.282 0.340 0.398 0457
0.122 0.263 0.406 0.5d5 0.681 0816 0.950 1.082 1.21% 1.347 1.478
T 0000 | 0.03 0.15¢ 0284 0428 0.576 0727 0.879 1.013 1187 1.342
’ 0.776 1.68) 2.602 1.516 4426 531 6,240 T.145 8.049 _B.83] 9,456
2 0.000 0037 0137 0.145 0.380 0.503 0.639 0.771 0.90% 1.03¢ 1173
! 0467 1.008 1.556 2097 2635 110 3704 .4 4,769 3.300 5.832
3 0.000 0.034 0.122 0.224 0333 0.443 0.558 0.673 0.789 0.5906 1.023
40.333 0118 1.108 1452 1872 2.249 2.626 oz 3.376 1746 4.121
4 0.000 0.01 0.108 0.198 0.294 0.392 0.492 05" 0.696 0.7%8 0.501
0.258 0.557°  0.560 1.157 ‘1450 1.74] 2.031 2.320 2,508 2.89¢ ALK
5 0.000 0.028 0097 0.177 0.262 0.350 0119 0.529 0.620 0.712 0.R04
0.211 0.456 0.703 0945 1183 1.420 1.655 1.R%0 2123 2.356 2.589
[ 0,000 0.026 0.046 0180 . 0236 0.315 0.395 0477 0.55% 0.64i 0724
0178 0.355 0.594 0.798 0.9%9 1.196 1.3%6 1.591 1,790 1985 2.18t
7 0,000 02,024 0.050 0.145 0215 0.286 0.359 0433 0.508 0.583 0.65%
0.154 0334 0515 0.691 0.80% 1.0 1.207 1377 1.546 1.715 1.883
g . 0000 -0.012 0.014 .13 0.197 0262 0329 0.397 0.463 0534 0.6
0.135 0294 0453 0.609 0,752 0.913 1.063 1.212 1361 1.50% 1.656
9 0.000 0,020 0.058 0.123 o181 242 0.0 0.366 0429 0.493 0.557
0,122 0262 040 0.54% D.0RL 0R16 0950 1082 1215 147 1.ATH
10 0.000 0.019 0061 {114 {168 0224 0.2R2 0.3 {r.39R 0.457 0.5i7
oo 023 0.367 0.49] 0.616 0.717 085k 0,978 1.t97 1.216 1.0M

(tabela

na gual podia-se determinar com excelente precisdo o numero

médio de eventos por canal por unidade de tempo;

outra

medida curta onde o nimero de eventos por canal era pedqueno.

0Os resultados cbtidos nas medidas curtas eram analisadas com

base nas abordagens clédssica e bayesiana; o resultado dessa

by
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anadlise era entdo comparado com o resultado da medida longa,
com erro relativo desprezivel, podendc ser considerada como
o valer vercadeiro da grandeza (desde que corrigido pelas
diferencas de tempo de contagem). Em seguida testava-se se o
"valox verdédeiro" estava ou. ndoc contido nos intervalos
indicados pelas duas abordagens. (A - referéncia ES87
apresenta os detalhes da andlise e dos experimentos.)

A tabela A.3 mostra o . resultade para a
distribuigdo de Poisson. Est&o indicados nessa tabela o
nunero de experimentos analisados para caﬂa valor de n e as
fragbes de vezes gue os "valores verdadeiros" das grandezas
estavam contidos nos intervalos determinados pelas
abordagens classica e Dbayesiana. (A classificag¢ido dos
experimentos em relagdo ao nimero de eventos n foi feita
pelo numero esperado de eventos no caso dos experimentos de
espalhamento de protons e pelo numero observado no caso de
espectroscopia gama. Na tabela A.3 mostramos o resultado
considerande os dois experimentos. Em ES87 os resultados
para os dois experimentos sdo mostrados separadamente. )

A tabela A.4 mostra a mesma andlise para a razao
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TABELA A.3 -~ Numero de experimentos analisados e fracéo (%)
de vezes que o "valor verdadeiro" da grandeza
estava contido nos intervalos determinados
pelos esquemas bayesiano e classico, para a

distribuicdoc de Poisscon.

n Experimentos Bayesiano Classico
1 22160 - 69,9 79,2
2 1893 . - 82,9 89,4
-5 21180 68,0 74,3
10 10435 68,2 73,5
20 2000 : 68,3 72,5
50 2000 67,0 69,8
Total 59628 - 69,2 76,2

entre pedquenocs nimeros. Também aqui roram adicionédos oS
resultados das analises dos dois experimentos.

Em toda.. as situa¢des analisadas -- espalhamento
de proétons e espectroscopia gaﬁa, distribuicdo de Poisson
simples e razdo de pequenos nimeros -- a abordagem bayesiana
mostrou em melhor acﬁrdo com o que se espera de um intervalo

em fisica experimental.



TABELA A.4 - Numero de exXperimentos analisados (linhas
superiores) e fracdo (%) de vezes gue o "valor
verdadeiro" - estava contido nos intervalos
bayesianos (linhas intermediarias) e classicos
(linhas inferiores) determinadas a partir de N

"e D.
N
D 1 2 3 4
95215 . 100712 88606 82034
1. . 72,3 70,5 68,8 64,7
95,5 97,6 98,0 98,8
92546 . 94656 83734 78710
2 . 64,2 67,1 62,8 60,3
82,6 ‘ 83,2 82,8 81,1
92346 90726 86974 84498
3 73,8 71,1 64,9 67,8
83,4 84,0 82,1 83,0
85470 79457 80939 77656
4. 74,1 68,0 67,4 67,0
81,7 ) 72,4 81,6 80,5

Total - 1.394.356
67,9
80,1
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APENDICE B

0 duplo decaimento beta sem neutrino do 78Ge para
o nivel 2% do 7®se vem sendo estudado ~pela colaboragéao
Bordeaux-Zaragoza hd alguns anos (M0O87, HU85). Alguns
detalhes desse experimento foram apresentados e discutidos
na segdo 4.4. Neste apéndice discutiremos especificamente o
problena de decisdo guanto a ser ou ndo- significativo o
excesso de contagens em uma regido do espectro bidimensional
onde ‘se esperava o0 sinal do fendémeno estudado em um
experimento cuja duracio foi de 6200 h.

Como discutido na segdo 4.4 a evidéncia do
duplo decaimento beta em questdo é a existéncia de um pico
em um espectro bidimensional, E(Ge)_x E(NaI), na regiéo
1481 keV - 559 keV. A tabela B.l1 mostra os dados brutos
observados nessa -regiéo em um experimento de 6200 h de
duraééo (ME87) onde, na regido central ha um acumulo de
 eventos seﬁ haver no entanto a formagdo de um pico nitido.
Seria esse écdmulo apenas fruto de flutuaglo estatistica ou

seria de fato um sinal? (A guestdo que segue naturalmente a

Ay
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1477.4— 11112 12 1 1 i 1
11 1 2 11
11121 11 12211
1 11 2 113 2 121
1 2112 1 1 224 131
1111 111 11 1 12
312 22 1 11 1 14 11°
22 111 1 21
IS 1111 11 3 1411 112
9 221231 - 21311 1 11
=, 21 12 21 3 11
] 3 241 12 121 1 11
K 2 1 T 11 2112
1 3 1 1 1 2121
2 11 12221 1 11
111 21121 1 121222 1 1
1 1 12 1111 2 1
11 2 . 1112 1 1
111 211 112 2121 1
~ 1112 1 1 21
1490.7 ! l > Eyag (keV)
380.7 740.7

TABELA B.1 - Espectro bidimensional E(Ge) x E(NaI) na regido

1484 keV - 559 keV.

contagens/canal

= > 9]

[y

& e
- G ® e 9
@ ® o o )
- &9 @ -] X
S eao ® ®o @
- @ 39 ® e @& 6 © g
& S e® <9 @ @
1466.5 1500.8
EGe(keV)

Figura B.l1 - Projecdo do espectro bidimensional na direcédo
dos detectores Ge com janela 525 keV - 595 keV

nos detectores NaI.
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esta, "sendo um sinal, seria evidéncia do duplo beta
estudado ou teria outra origem?", ndo é discutida aqui.)

Ha portanto duas hipéteses a testar: ha um pico e
ndo ha um pico na regido. Vamos atacar esse problema de

algumas maneiras diferentes
B.1 - ANALISE DO ESPECTRO BIDIMENSIONAL

Uma primeira possibilidade de analise e a

tentativa de ajuste de um pico bidimensional ao espectro

com g 2 = 625 kev? (onde o eixo x corresponde a
diregdo NaI, cujos detectores apresentam picos com
resolugdo =~ largura a meia altura —— de 60 keV) e ayz =1

kev? - (correspondente & dire¢do dos detectores de Ge de

resolugdo 2,4 keV). O espectro ajustado era da forma

—

n(x,y) = A+Bx + P e X e Cy : " (B.1)



P

135.

% T
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g
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‘\6 -
n
9
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82 -y -J \I
4}
[ ’ g=b
413 ; 743

ENaI(keV)

Figura B.2 - Projegdo do espectro bidimensional na diregao
dos detectores Nal com janela 1482,6 keV -

" 1484,7 keV nos detectores Ge.

correspondendo a um pico bidimensional e um fundo constante

na diregdo y e linear na diregdo x. As figuras B.1l e B.2
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mostram as projegdes do espectro bidimensional nas diregdes
dos detectores de Ge e Nal respectivamente, a partir das
quais pode-se Jjulgar melhor a adequagdo ou ndo da forma
escolhida do fundo ajustado.

0'_aju$te foi feito pelo método da maxima
verossimilhanga, mais adequada a situagdo de um espectro com
poucos eventog do gue o método dos minimos guadrados: esse
método fornece estimadores consistentes e ndo tendenciosos
'(KE79) e tem sido usado e testado em situagdes reals (G087) .

Os resultados do ajuste sdo mostrados na tabela

TABELA B.2 - Resultado da analise do espectro bidimensional
N '
mostrado na tabela B.1l.

A = 0,749
B =~ 0,0119
x = 12,79 + 0,88 Enar = 557 + 13 keV

o]
fl

10,46 + 0,60 Eg, = 1484,0 + 0,4

Area = 11,9 + 5,5

I

530 (495 graus de liberdade)

P(xz) = 14%
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"A analise dos resultados mostra gque a ehergia
observada na direcao NaI, 557 £+ 13 keV, estd em bom acordo
com o valor esperado 559,1i + 0,05 keV (LE78). No entanto o
mesmo ndo ocorre com a energia observada na direcao CGCe,
1434,0 + 0,4 keV em comparagdo ao valor 1481,8 + 0,6 keV
(EL85, LE78) .esperado. Um teste t indicaria neste caso um
nivel de significéncia de apehas cerca de 0,3%. No entanto,
como apontado na segdo 4.2, dados éxperimentais de Qap do
75Ee disponiveis na literatura (EL85) mostram-se
parciaimenté incompativeis entre si:; além disso nao é nula a

possibilidade de uma diferencga sistematica entre os padrdes

“de referéncia para medidas de espectroscopia gama e de

diferencas de massa da ordem dos seus préprios desvios
padréés. Assim ndo discutiremos aqui a guestao de ser esse o
pico procurado mas apenas a qguestdo de constituirem  esses
eventos um pico ou nao. |

0 nivel de probabilidade do x? obtido no ajuste
feito, 14%, €& bastante bon, espeéialmente se considerarmos a
existéncia de outros possiveis picos na regido —-- e ao
obsefvarmos a tabela B.1l vemos gue de fato ha outras regides
nas quais. ha actumulo de contagens -~ ndoco incluidos no
ajuste. Além disso devemos considerar que o teste de X2 em

casos de poucos eventos € apenas uma aproximacao (C054,

EA71) .
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Esse teste poderia ser complementado de duas
formas. Uma delas €& o ajuste apenas de ﬁm espectro de fundo
na regifo. Isto foi feito e o resultado obtido corresponde a
um nivel de probabilidade de X2 de cerca de 0,01%, mostrando
a incompleta inadequagdo da hipdtese: a regido ndo ¢é
compativel apenas com um fundo radioativo na forma
considerada.

Outra possibilidade seria analisarmos a regido
' fazendo um mapa de probabilidades de x2. Isso €& mostrado na
tabela B.3 tanto para a hipdétese de existéncia de pico
como para a hipdétese de ser o espedtro apenas provenientes
-qé_ﬁm fuﬁdo. No primeiro caso o nivel de significéncia
relativamente béixo, de 14%, é causado por duas regides dque
apresgntam niveis baixos de probabilidade 0,1% e 0,3%, sendo
que o restante do espectro, inclusive a que contém o excesso
de cohtagens em estudo, épresenta niveis aceitaveis de x2. o)
mesmo mapa para a hipdétese de fundo mostra que o baixo nivel
de pfébébilidade de Xz, cerca de 0,01%, & basicamente
comprometida pela regido central; onde se localiza ¢ excesso
de contagens.

Outra possibilidade de testar-se a hipdtese de ser
O excesso de contagens observado causado por flutuagio
estatistica é calcular a probabiliéade de que apenas como

consequéncia dessa flutuagdo seja observado na regido um
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Probabilidades de testes de xz

em regides do

TABELA B.3 -
espectro (A) considerando o ajuste de um pico
bidimensicnal e (B) considerando o ajuste
apenas de um fundo.
380,7 500,7 620,7 740,7
1477,4 { : '~ E(Na1)
54% 30% 76%
1480,1 '
76% . 83% 01%
1482,7 T
- 0,3% 31% 22% A
1485,4
38% 84% 5%
1488,0 +
. 1490.7 _lr 59% 62% 34%.
1 . ) r ! v
O
T R
- |
1477,4 | 63% 26% 80%
1480,1 ¢
- ' 81% 86% 0,4%
1482,7
: . 1% 10735 29% B
1485,4 - T
-50% 88% 12%
1488,0 +
1490,7 69% 70% 27%
' 4
nimero igual ou maior de eventos do que a quantidade de

eventos que de fato ha,

N

(B.2)
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onde a é o} nimero médio de eventos esperadc na
regido central de 5x4 canais assinalada na tabela B.1 e ng .
o numero de eventos observados nessa regido, 26. Supondo nao
haver pico la é determinado a partir do nuimero médio de
eventos no espectro, 12,5. Neste caso P(n Nops ) = 0,03%.
Supondo haver um pico a €& determinado pelo fundo do
espectro ajustado mostrade na tabela B.2. Neste caso
P(n 3 ngpe) = 0,01%. Em ambos os casos os baixos niveis‘de
probabilidade estdoc de acordo com a analise de x%

outro procedimento de andlise possivel seria a
determinagdo dos niveis de probabilidade associados a
limites superiores da 4area do pico dados os resultados
observados. Uma andlise bayesiana, nos moldes da referéncia
HE83c; forneceria os niveis de probabilidades associadqs aos
limites superiores de area do sinal indicados na tabela B.4.
por exemplo, a probabilidade que o pico dque originou o
excesso de contagens tenha ared verda}leira nencr que 2 é
0,1%. -

A conclusdo basica €é gque todas as analises
estatisticas indicam niveis de probabilidade extremamente
baivos para a hipdétese de ndo existir um picc na regido ben

como para a hipdtese desse pico ser extremamente fraco, como

mostra a tabela B.4.
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B.2) AWALISE DA PROJEQiO NOS DETECTORES HPGe

A  figura 3.1 mostra a projegdo do espectro
bidimensional na diregdo dos detectores de Ge com uma janela
de 70 keV nos detectores Nal em torno da ehergia de 559 keV.
A andlise desse espectro leva a resultados inteiramente
compativeis com agueles do item B.1 acima. O que pretendemos
discutir agqui séo aé consequéncias de um processo -de
réloééééo do espectro, discutido na segdo 4.2. As figuras

B.3 e B.4 mostram o mesmo espectro da figﬁra B.1l relocados

—

TABELA B.4 -~ Probabilidade que a Aarea verdadeira do pico
observado seja menor que o limite indicado,

determinada a partir de uma andlise bayesiana.

Limite supérior da area _Probabilidade
- 1 0,04%
2 | | 0,1%
5 - ' 2,6%
10 | 24%

v

para um ganho de 1 keV/canal de forma deterministica e de

forma estatistica, respectivamente.
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Figura B.3 - O mesmo espectro da figura B.l com alteragdo de
calibragdo para 1 XeV/canal feita de forma
\ deterministica.
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Figura B.4 ~ A mesma alteragédo de calibracgio da figura B.3

mas, neste caso, feita de forma estatistica.
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Uma possivel analise que poder-se~ia fazer em um
1 . . 2 : .
espectro unidimensional ¢é o de X (aproximado) dado por

(EA71)

(B.3)

onde n; ¢ o numero de eventos no canal i e n o nimero médio
de:eventos na regido. (N&o se pretende aqui comparar este
teste com aqueles apresentados no item anterior. 0 discutido
aqui é mais restrito por ser feito em uma regido
-llz—l'.mi‘tada .do espectro ~~ ndo considera a regido vizinha a
janela 559 #* 35 keV nos detectores NaI —-- e por incluir
automaticamente no_caiculo do fundo o préprio pico.)
| A tabela B.5 mostra o resultado do teste no qual
foi usada uma regido de 14 keV em torno da energia 1482 keV.
0 espectro original indica um nivel de probabilidade
(associado a4 hip.tese ‘de inexisténcia do pico) bastante
baixo. O espectro relocado deterministicamente apresenta um
nivel de probabilidade significativamente maior, 5%, a ponto
mesmo de comprometer a decisdo sobre a existéncia ou nio de
um pico.
0 espectro relocado estatisticamente preserva as

caracteristicas do espectro original, apresentando um nivel
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de probabilidade comparavel ao apresentado pelo espectro
original. Acreditamos que a diferengca observada, de 0,5%
para 1,5%, seja apenas consequéncia de flutuacgdo

estatistica. 0s testes do processo de relocagido aleatdria

TABELA B.5 - Resultados de testes de X2 nos espectros
original, relocado deterministicamente e

relocado estatisticamente.

Espectro P(x2)
-original 0,5%
relocado deterministicamente - 5%
R . relocado aleatoriamente 1,5%

ora em anhdamento, citado na sec¢do 4.2, poderdo esclarecer

essa questéo.
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APENDICE C

0 uso de vinculos entre parametros ajustados pode
ter como consequéncia a redugdo de erros estatisticos assinm
como, em certos <casos, a redugdo de eventuais erros
sistemétipos.

Suponha uma situagdoc na gual a energia de trés
transicées éama E10r Esgs Ezp: gue obedecem 4 relacao de
vinculo | ' . -

\

(cque corresponde -a uma cascata Ebsp — E3p © a uma transigéo
tipo "cross-over" E,, onde as energias dé recuo foram

desprezadas) tenham sido medidas como

Y = | E (c.2)

sendo
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1 0 0
VvV = g2 0 1 © ' (C.3)
o o 1

a matriz de covarifncia desse resultado.
Suponha também que as energias sejam medidas com

erros sistematicos

o § = 85 | (C.4)

Em espectroscopia gama esses erros sistematicos séo devidos
- a ndo linearidade do sistema detector bem como a erros
sistemdticos das energias usadas no processo de calibracdo.

Podemos supor dque, ao .2Nnos aproximadamuente
< 61> = 0 : (C.5)

Cov(&i,cj) =0 se 1#3 (C.6)

.2 2
<5i > = 0y

para qualguer i. O simbolo < > corresponde & média sobre

todo o espectro de energia. A equagdo C.5 pode ser
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justificada tendo-se em ‘vista o fato que a fungdo de
calibragdo usualmente ajustada segue, em média, os pontos
experimentais, sendo os efeitos de ndo linearidade do
sistema de detegdo e analise disfribuidas uniformemente em
torno dela.

Usando o método dos minimos gquadrados com vinculo

(equagdes 4.4 e 4.8) obtemos

| Eqy 2B, + E, + Ej
sendo
2 1 1
02
Vy = 1 2 -1 (C.8)
3
1 -1 2

a matriz de covaridncia das energias ajustadas em obediéncia
as condigdes de vinculo.

Os erros sistemdaticos dos elementos de A sio dadas

por
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8 261 + 52 + 63

Al
a3 83 = 85 + 285/ .

A equagdo C.7 mostra que na estimativa da energia
de uma transigdo sdo incorporadas informag¢des relativas aos
resultados das medidas das outras transi¢des. A consequéncia
disso é a redugdo da varidncia de cada uma das energias
ajustadas em acordc com,ké a eguagac de vinculo em relagédo a
vqriancié original da medida, 02 , de um fator 2/3, como
pode ser visto observando-se os valores da diagonal

principal de V,, da equagédo C.8.

. A equagdao C.9 mostra gque o erro sistemdtico em
caéé energia ajustada em obediéncia & condigdo de vinculo
passa' a depender dos erros sistemdticos em diferentes
regides do espectro. Pela sua origem estes erfos sao ao
" menos parcialménte independentes uns dos outros. Portanto a
imposigdo da condigdo de vinculo tende a tornar estatistico
o efeito de erros.sistematicos. isso pode ser visto de outra
forma uma vez que

<6p32> = 6/9 0,2 < <8;%>. (C.10)

§
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Ou seja, ¢ mais provavel um erro sistematico menor na
energia ajustada de acordo com a condigdo de vinculo do que

na energia inicialimente determinada.
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