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RESUMO

A representacao de Clebsch é estendida ao modelo mag
neto-hidrodinamico com viscosidade de giro e ao modelo de dois
fluidos. Com essa representacao sao obtidas as formulacdes Ha-
miltonianas candnicas para esses modelos, usados em Fisica de
Plasmas. O colchete de Poisson nao-candnico, deduzido para a mag
neto-hidrodinamica com viscosidade de giro, é utilizado para se
obter constantes de movimento e invariantes de Casimir. A in-
fluéncia da viscosidade de giro no espectro das oscilagdes em

tokamaks & analisada neste trabalho.

ABSTRACT

The Clebsch representation is extended to the gyro-
viscous magnetohydrodynamical model and to the two-fluid model.
With this representation canonical Hamiltonian formulations are
obtained for these models used in Plasma Physics. The non canonical
Poisson bracket deduced for the gyroviscous magnetohydrodynamics
is used to obtain constants of motion and Casimir invariants.
The influence of the gyroviscosity in the tokamak oscillation

spectrum is analyzed in this work.
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mas cosmicos. Nas Gltimas décadas, entretanto, esse desenvolvi-
mento tem sido também motivado Por inumeras aplicacdes tecnologi
cas, em utilizacdao ou em desenvolvimanm, sendo a principal delas
a producdo de energia através da fusdo termonuclear controlada
(Nascimento, 1979).

Apesar do intenso esforco de peésquisa em Fisica de
Plasmas, varios problemas importantes ndo foram ainda resolvi-
dos. Entre estes pode-se citar as instabilidades e oscilacoes que
ocorrem em plasmas confinados magneticamente. Em tokamaks, por
exemplo, esse fendmeno & responsavel pelo deterioramento das con
digoes de equilibrio e mesmo frequentemente pela destruicdo da co
luna de plasma. o0s grandes desenvolvimentos tedrico e experimen
tal da investigacdo das causas das instabilidades em tokamaks nao
levaram ainda ao seu completo esclarecimento e controle. No momen
to essa é ainda uma das questoes mais intensamente estudadas pe-
los especialistas em Fisica de Plasmas (Sakanaka, 1981; Robinson,
1982; Galvdo, 1983).

Na investigacdo de varios fendmenos gque ocorren em
plasmas, estes podem ser considerados como fluidos (Spitzer, 1962) .
Assim sendo, os modelos macroscopicos, como o magneto-hidrodina-

mico ou o de dois fluidos, s3o muito utilizados. Varias caracte
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risticas das principais instabilidades e oscilag¢dOes gue ocorrem
em tokamaks podem ser razoavelmente bem descritas por estes dois
modelos {(Freidberg, 1982; Sakanaka, 1981). As formulacoes teéri
cas, ocorridas na descrigdc de plasmas como fluidos, propiciaram
e orientaram o desenvolvimento de varios trabalhos numéricos e
experimentais importantes. Um exemplo significativo foli a formu
lacdo do principio de energia (Lundgvist, 1951 e 1952; Hain, Lust
e Schliter, 1957}). O intenso desenvolvimento, que atualmente es
tad ocorrendo na formulacao Hamiltoniana da Fisica de Plasmas, es
td possibilitando a realizac¢ao de varias investigagoes importan-—
teg, tanto analiticas {(Hazeltine, Holm, Marsden e Morrison, 1984)
como numéricas (Cary, 1984). Como exemplo, no primeiro caso, po
de-se citar a investigacdo da estabilidade naco-linear de plasmas
confinados magneticamente e, no segundo, a determinacao de crité
rics para evitar a estocasticidade do campo magnético em estele-
radores. Alem dessas aplicacdes, as formulacdes tebricas novas
permitem, em geral, uma melhor compreensac e interpretacac das
questoes abordadas.

Um dos objetivos principais deste trabalho & obter
resultados gue colaborem na determinacao das causas do espectro
turbulento das oscilacdes de deriva, detectadas em tokamaks (Surko
e Slusher, 1980), embora estes resultados tenham ainda outras apli
cacoes.

Este trabalheo tratara da formulagao Hamiltoniana de
plasmas descritos como fluidos, sendo considerados os modelos mag
neto-hidrodinamico com viscosidade de giro e o de dois fluidos.
Serac discutidas formulacgoes Hamiltonianas candnicas, em termos
de variaveis de Clebsch (Clebsch, 1859), e formulacdes ndo-cando-
nicas, em termos de variaveis fisicas, a partir de colchetes de
Poisson nao-canonicos (Gardner, 1971). A descricio de Euler {Goldstein,

1980) sera utilizada para se escrever as eguacdes que representam
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os sistemas fisicos analisados. Como ilustracao dos métodos apli
cados para o desenvolvimento deste trabalho, serac discutidos re
sultados obtidos para a equagao de Korteweg-de Vries {Gardner,
1971) e para outras equacgOes nao-lineares (Caldas e Tasso, 1979}).

Na Fisica de Fluidos os principios variacionais para
sistemas de equac¢oes diferenciails sao importantes por, entre ou-
tras razdes, possibilitarem, em geral, a elaboracac de formalis-
mos Hamiltonianos. Uma dificuldade intrinseca, para se obter prin
cipios variacionais para essas equacgoes, e o fato da descrigaoc
de Fuler ser a mais conveniente em Fisica de Fluidos. Esta difi
culdade provém da perda nesta descrig¢do da semelhanga gue ha, na
descrigdo de Lagrange, entre os sistemas continuos considerados
e os sistemas discretos de particulas (Goldstein, 1980). As transg
formagdes dos principios variacionais na descrigao de Lagrange
nos principios variacionais na descricao de Euler nao sao, em ge
ral, conhecidas (Saarloos, 1981). A aplicagao do teorema de Vainberg
{Vainberg, 1964} permite determinar as condig¢des necessaria e su
ficiente para a existéncia de um principio variacional,em termos
das variaveils escolhidas, para um sistema de equacgdes diferenciais
(Atherton e Homsy, 1975). Um exemplo dessa aplicacdo & apresen-
tado no capitule II, no gqual se mostra ser necessario a introdu-
cao de uma variavel potencial, para que a equacao de Korteweg-de
Vries possa ser deduzida de um principio variacional,

Clebsch (185%), utilizando a descricido de Euler, in-
troduziu uma representacao do tipo potencial para a velocidade de
um elemento de fluido e obteve um principio variacional para flul
dos incompressiveis. Ampliando essa representacao, Seliger e
Whitham {1968) obtiveram principios variacionais para fluidos com
pressiveis e para plasmas descritos pelo modelo de fluidos, nes-

te ultimo caso sem considerar © movimento térmico dos fluidos.

As equacoes gue descrevem os modelos magneto-hidredi
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namico e de dois fluidos, ambos com pressoes finitas, expressas
em termos de variaveis de Euler fisicas, nao podem ser deduzidas
de principios variacionais. Nos capitules III e IV serao intro-
duzidas variaveis de Clebsch, do tipo potencial, para representar
as variaveis de filuido desses modelos. Dessa forma serao obti-
dos principios variacionais para esses dois modelos. As repre-—
sentacoes de Clebsch utilizadas sac generalizagoes das anterio-
res, destacando-se aquela relativa ao modelo com viscosidade de
giro.

A partir dos principios variacionais, apresentados
nos capitulos III e IV, serado desenvolvidos os formalismos Hamil
tonianos candnicos, usando-se as representacdes de Clebsch, para
os modelos discutidos nesses capitulos (Caldas e Tasso, 1984a;
Morrison, Caldas e Tasso, 1984).

Os formalismos Hamiltonianos nao-candonicos, em ter-
mos das variaveis fisicas, podem ser obtidos definindo-se, apro-
priadamente, colchetes de Poisson nao-candnicos. Com uma Hamil-
toniana expressa em termos dessas variaveis, pode-se escrever as
equacdes de movimento na forma das equacdes de Hamilton. Esse mé
todo permite estender o formalismo Hamiltoniano aos sistemas de
equacoes gue ndo podem ser deduzidas de principios variacionais.
Esses colchetes generalizados foram introduzidos inicialmente por
Gardner {1971) para a eguagac de Korteweg-de Vries. Posteriormen
te Tasso (1978a) estendeu o resultado de Gardner para uma classe
de equag¢des nao-lineares. Morrison e Greene (1980) introduziram
um colchete de Poisson n3o-candnico para descrever o modelo mag-
neto-~-hidrodinamico (sem viscosidade de gire), sendo o mesmo fei-
to por estes autores para descrever as equac¢oes da hidrodinami
ca. Estes colchetes possuem varias das propriedades algébricas
dos colchetes candnicos, como a bilinearidade e a anti-simetria,

e satisfazem a identidade de Jacobi. Essa formulacac Hamiltonia
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na em termos das variaveis fisicas evita as condic¢oes de calibre,
existentes na formulacao Hamiltconiana candnica em termos das va-
riadveis potenciais de Clebsch. A passagem de uwma formulacac pa-
ra a outra pode ser feita por uma transformagao nao-candnica.

No capitulo IXI serao apresentados os colchetes de
Poisson ndo-candnicos para a equacgac de Korteweg-de Vries e para
uma classe de eguacgoes nac-lineares com constantes de movimento.

No capitulo IV sera apresentada uma formulacac nao-ca
ndnica para o modelo magneto-hidrodinamico com viscosidade de gi
ro. As constantes de movimento desse modelo e os invariantes de
Casimir, associados a esses colchetes, serao também apresentados
nesse capitulo.

Um formalismo Hamiltoniano canodnico para o modelo mag
neto-hidrodinamico com viscosidade de giro sera utilizado no ca-
pitulo V para analisar o espectro das ondas de deriva, observadas
em tokamaks (Surko e Slusher, 1980). Como ainda nao & conhecido
um sistema de eguagoes que descreva adequadamente essas ondas,
justifica-se a procura de modelos simples, incluindo efeitos dis
persivos e/ou nao-lineares, que levam a resultados concordantes

gqualitativamente com as observacg¢des experimentais.



I[T. FORMALISMO HAMILTONIANGC PARA FLUIDOS

a. INTRODUCAO

Neste capitulc serao apresentados um principio varia
cional e formalismos Hamiltonianos, candnico e nao-candnicc, para
fluidos considerados como meios continuos. Como ilustracdo, se-
rao consideradas a eguacao de Kortewég—de Vries (KAV) e outras

equagdes naco-lineares. A equagao KAV pode ser apresentada como

] = uu, + u ’ (Ixr.1)

onde u(x,t) € a variavel dependente das coordenadas espacial {x)
e temporal (t). Os indices em u indicam derivacles parciais em
relacdac a coordenada indicada.

0 objetivo dessa apresentacdo & o de introduzir va-
rias idéias e métodos qgue serdo aplicados, nos capitulos seguin-
tes, a plasmas descritos pelos modelos magneto-hidrodinimico e de
dois fluidos.

A escolha da eguacao KdV como ilustracao explica-se
pela sua importancia em varias areas da Fisica, inclusive a de
plasmas, pela sua simplicidade relativa e pelo fato dela possuir
muitas das propriedades relevantes descobertas para varias equa-
¢oes nao-lineares (como solucgdes do tipo s6liton, método do espa

lhamento inverso, infinitas constantes de movimento, etc.) (Scott
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e outros, 1973). O fato dessa equacao possuir um termo dispersi
VO, U, s combinado com um termo nao-linear, ua também @ im-
portante. Essas propriedades fazem com que ela seja utilizada co
mo um modelo conveniente para varios sistemas fisicos, permitin-
do um estudo numérico de varios problemas relevantes como, por e
xenplo, o calculo do espectro das flutuacoes observadas em toka-
maks {Tasso e Lerbinger, 1983}). Como outro exemplo da relevan-
cia da eguagdo KAV para a Fisica de Plasmas, pode-se mencionar a
descricao de ondas acusticas idnicas (Karpman, 1975}).

0 esquema de exposicdao seguido neste capitulo sera se
melhante aos dos dois capitulos seguintes. Inicialmente sera a-
presentado um principio variacional para a eguagao KdV (item b},
seguido de um formalismo Hamiltoniano candnico (item ¢) e nao-ca
nbnico (item d) para essa equagao. No item 4 sera tambem apre-
sentada uma classe de equacdes nio-lineares (Caldas e Tasso, 1979),
cujo formalismo Hamiltoniano, nao-candnico, pode ser considerado
uma extensdo do formalismo apresentado por Gardner (1971) para a

equacgao KAv.

b. PRINCIPIO VARIACIONAL

A descoberta de um principio variacional para uma equa
cao diferencial, ou um conjunto de equagces diferenciais, que des
crevem um problema fisico em fluidos, tem consequéncias importan
tes. A partir desse principio variacional, pode-se encontrar so
lugoes dessas equacgles, obter um formalismo Hamiltonianc para o
problema fisico considerado ou mesmo elaborar novas interpretacdes
fisicas para esse problema. Na descricido de um sistema fisico, em
geral, & encontrado, inicialmente, um conjunto de equagoes dife-

renciais e, posteriormente, um correspondente principio variacio
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nal equivalente a esse conjunto. Até recentemente, principios va

riacionais eram procurados tentando-se obter, intuitivamente ou

por algum método restrito, a acac I - um funcional das variaveis
do sistema - cuja variacgao

§I = O {II.2)
levasse ao conjunto correto de equacoes diferenciais. Alem das

dificuldades envolvidas, muitas vezes o principio variacional pro
curado, em termos das variaveis consideradas, nao existia.
Ura dificuldade intrinseca a Fisica de Fluidos €& o

fato de gue nesta a descrigac de Euler &, em geral, preferivel a

de Lagrange {Goldstein, 1980). Nesta ultima descrigao, a sene-
lhanga com um sistema de particulas discretas & mantida, o gue
significa a obtencgao de um principio variacional. Naturalmente,

& sempre possivel, através do principio de Hamilton, passar de
um principio variacional, em termos de variaveis de Lagrange, ra
ra outro, em termos de variaveis de Euler. Entretanto, essa trans
formacao nem sempre & conhecida (Saarlos, 1981).

A procura de um principio variacional, para um con-
junto de equagdes diferenciais, corresponde ao problema de se achar
um funcional cujos pontes estacionarios sejam descritos por es-
sas eqguacgoes. Esse problema pode ser tratado sistematicamente,
aplicando-se o teorema de Vainberg (Vainberg, 1964). Assim, a e
xisténcia de um principio variacional, para um conjunto de egua-
coes diferenciais, dependera do fato de um operador, determinado
a partir dessas equacgoes, ser do tipo potencial. Isso sera expli

citado a seguir, para uma equacao diferencial representada por
N{a) = 0

’ (II.3)

onde N{u) & um operador (podendo ser nac-linear) e u é a va-
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riavel (funcdo das coordenadas). Se a derivada de Frechet do ope

rador N{u) , definida como
N' ¢ = pim Nlured) —N{w) [%E N(u+e¢)] , (17.4)
u £~>0 € £=0
for simétrica, isto &,
{ f
L dardt pNl(9) = dr dt ¢ N (¥) , (IT.5)

J

a equagao diferencial representada pela equagao (II.3) pode ser

obtida a partir do principio variacional

3F = O ’ (IT.6)
onde
1
o {
F o= | dxr dt u ! dx N{ux) . (11.7)
J )
0
A integracao anterior & feita na regidao de dominio fisico. Se a

condi¢ao {I1.5) for satisfeita, a eguacgdo (II.3) sera a equacgao
de Euler-Lagrange correspondente ao principio variacional expres
so pelas equacgdes (II.6) e (II.7). A condigadao (II.5) & necessa-
ria e suficiente para a existéncia de um principio variacional
{Atherton e Homsey, 1975).

A equacao de KAV nao possui, em termos da varidvel u,
um principio varilacional, pois a condicadao (II.5) nao é satisfei-
ta, conforme sera mostrado a seguir. Para a equagao {II.1},

N(u}) = —u, + uze_ + u

t b4 XXX ! {I1.8)

sendo a derivada de Frechet de N{u}
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N&(m = -<th + (u@)x + quxx (X1.9)

Nesse caso, integrando-se por partes, tem-se

( [
ar at v ND(®) =

| d}*dtw[_¢t+ (ug)  + @XXX] -
J J

{
i
t
§

. = . '
dr dt ¢ [—tigt+ (uw)x + Ipxxx] = - dr dt ¢ Nu(gb)

{
|
|
J

Esse resultado mostra gue a condicao (II.3) ndo & satisfeita. Por
tanto, nao existe um principio variacional para a equacidoc K3V, em
termos da variavel u. Entretanto, como em varios casos, pxle~se

alterar o operador N{u) de modo a fazer com gue ele satisfaca

a condigao (II.5). Isso sera conseguido através da transformacio
diferencial
= T
u V. . (I1.10)
Assim sendo, a equagao (II.71), torna-se
N(v) = - Vep * v Vs Vexxx  C 0 . (IT.11)

A derivada de Frechet do operador N{v) &

0 = 0 ] (I17.12)

NG(¢) = "'¢xt * (VX(%JX T Vywxx

Nesse caso, integrando-se por partes, tem-se

{
- ' ! *
drdty N'(¢) = | b= B
r i V{) J' dr dt ¢ [Q)Xt + (VX ¢X)X * (:DXXXX]

[
- gz _ _ a7 ——
= ; ar at ¢ |-y, + (v b )+ wxxxg = JJdrdtcpNV(qJ}
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Portanto, a condigdo (II.5) & satisfeita e © funcional F pode

ser calculado a partir da eguacao (IT.7)

il
joN)
H
o
"
<

FA{v)

O resultado &

- 1 1 1 ]
Flv) = ,drdt(——z—vvxt+w3«-vvxvxx+§-vv : . (IT.13)

A

3
V. o+ V_V == ! . (F1.14)

A partir das eguacOes (II.6) e (II.14) obtém-se a equacidc {II.11).
Esta ultima pode ser escrita, usando-se a definig¢do de v dada pe
la equacao (II.170), na forma da equacdo (II.1). Assim,a eguacao
de XdV pode ser derivada a partir de um principio variacional em
termos da variavel v, do tipo potencial, mas ndo em termos de

u . Esse exemplo mostra a importincia da escolha das variaveis

na procura de um principio variacional.
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c. FORMALISMO HAMILTONIANO CANONICO

Gardner (1971) apresentou um formalismo canénico pa=-
ra as solucdes periddicas da equacdo (II.1). As solugoes ul(x),
com periodo 27 e com derivadas contlnuas, podem ser representa-

das pelos coeficientes de Fourier u

alx) = 1 u o1nx : (I1.15)

n=-—cc«

Definindo-se as variaveis {para n >0)

u
1 = = , p o= ou__ : (TT.16)

n _ am P am (I1.17)
dt Bpn dt aqn
A Hamiltoniana H(u) , um funcional da variavel u, & dada por
27
Hu) = 5% { ax (+ u? - 1 a2

L b

d. FORMALISMO HAMILTONIANO NAO CANONICO

A equacgao de KAV pode ser escrito na forma (Gardner,

1971)

u = wWr Fn ' {I1.19)
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onde
foe]
! 1 1
H(u) = : dx (g ud - 5 uf{) ) {I1.20)
L
.. . SH - .
A derivada funcional u e definida como
d ' ; §H
=— H{u+ew) = AR 5= W . (IT.21)
de L e0 j du

A eguacdo (II.19) pode também ser escrita como
e, = {u,H} , (II1.22)

t

onde o colchete de Poisson nao-candnico {F,G} entre dois fun-

cionais F e ¢ & definide como
{F,G} = dx = =— = . (I1.23)}

Para se chegar a equagao (IT.19), a partir das duas Gltimas equa

goes, € preciso escrever a fungdo u{x) como um funcional
{
ul{x) = ! dx ul{x') & (x-x") ’ (11.24)
J

pois, dessa forma, obtém-se

Su(x) _ ,
W = (S(X——X ) . (II.25)

¢ colchete de Poisson {F,G}, definido pela egquacdo
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(IT.23), possul varias das propriedades algébricas dos colchetes
de Poisson candnicos, sendo satisfeita a identidade de Jacobi
{Gardner, 19717).

Deste item pode-se concluir gue & possivel desenvol-
ver um formalismo Hamiltoniano nao-candnico, para uma equacaoc di
ferencial, sem gue seja necessario obter antes um principic va-
riacional ou um formalismo Lagrangiano {(Tasso, 197%a; Morrison e
Greene,1980). Exemplos dessa propriedade podem ser construldos
a partir de equac¢des diferenciais nao-lineares do tipo (Caldas e

Tasso, 1%79)

N a §H

But = a—x m ; (11.26}
onde B & um operador simétrico, ou seja,

{

| dxyB¢ = dx ¢ B o , (I1.27)

J
que satisfaz as propriedades

s 0 3 .

Bag ¥ = 3z BV (II.28)
e

=~ -1

BB = 1] . (I1.29)

Os colchetes de Poisson assoclados as eguagdes {I11.26)

S&0

O
]

(IT.30)

[=5]
c
1™
[®5)
o
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Esses colchetes possuem as mesmas propriedades algébricas do col

{1971) para a equacao K4V (Tasso,

chete introduzido por Gardner
{1X.26) pcdem ser

1978a}). Em termos desses colchetes, as equacdes

escritas na forma

u = {u,Ht . (II.31)

Un sistema dinamico, descrito por uma equagao nao-1li

C, que & conservada, se essa densida

near, possui uma densidade

de satisfizer a uma eguacao do tipo

(II1.32)

onde C e D dependem da variavel dinamica do sistema. Para ca

da C existe uma integral, gue & uma constante de movimento, pois

dx C{uj = - (IT.33)

Qﬂ&
t
l._mmw...,_\

A segunda integral da equac¢dao anterior & nula, se os termos de

superficie forem considerados nulos.

Uma classe particular de equacgoes do tipo (II.26) é

caracterizada pela Hamiltoniana

B u, (T1.34)

As equagoes determinadas por essas Hamiltonianas possuem, pelo

mencs, as seguintes constantes de movimento:

(IT.35)
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F, = | dxuBu (I1.36)
J

F, = H (IT.37)
g’CDO

G = | ax (xBu + tufu) . (I11.38)

Além disso, pode ser demonstrado {Caldas e Tasso, 1979) que se o

funcional F

F = dx f({u ;U g ee. s 0 ) (I7.39)

for uma constante de movimento, o funcional {F,G} também o se-
ra. A partir das equacgdes (IT.38} e (II.39), pode-se calcular es

sa constante de movimento, aplicando-se o Teorema de Poisson

(Goldstein, 1980},

{FP,g} = I ax 25 . (IT.40)

A relacao {(I1.40) & satisfeita pelas constantes de movimento da
equacdo de KAV, para a gqual B =1 (Miura, 1968 e Tasso, 1978b). Es
sa relacao pode ser UGtil na procura de novas constantes de movi-
mento, como ocorreu no caso da eguacaco KAV (Miura, 1968),

Para

(ve)
[H
—

|

2 ' {I71.41%)

a equacaoc {II.26) torna-se
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- — _ - = . I17.42
u, Uy 211ux 41%<uxx 2}luxxx 0 ( )

As constantes de movimento conhecidas para essa eguacao sao:

F, = j dx u {TT.43)
{

F, = | dx (u® + u?) (TI.44)

2 J| i

- = _ ( 1o 2

F, £ H = ] dx (5 u’ «+ u.uX) (IT.45)
[

G = |ax [%u + t(u? +u;}] ) (I1.46)
J

As constantes de movimento G, dadas pelas equacgoes
(IT1.38) e (III.46), estao relacionadas, fisicamente, a uniformi
dade do movimento do centro de massa do fluido, descrito pela co
ordenada
X = v t + Xy . {(I1.47}
cm cm cm
As idéilas e métodos expostos e aplicados a eguacdes
diferenciais nao-lineares, neste capitulc, serao utilizados, nos

capitulos seguintes, na deducdc de formalismos Lagrangiano e Ha-

miltoniano de plasmas descritos como fluidos.
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IIl, FORMALISMO HAMILTONIANO PARA O MODELO DE DOIS FLUIDOS

a. INTRODUCAQO

Neste capitulc sera apresentada e discutida a aplica
cao dos formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano para plasmas des-—
critos pelo modelo de dois fluidos. Como em varias outras apli-
cacbes, a analogia entre os métodos utilizados na hidrodinamica
e na teoria de fluidos, em interacdoc com campos elétrico e magné
tico, & comum mas nac trivial.

As variaveis fisicas e os potenciais introduzidos se
rado considerados como funcgoes das coordenadas de Euler (Goldstein,
1980). Essa descricao, por ser mais simples para fluidos, € mais
convenliente gue a de Lagrange (Seliger e Whitham, 1968). Entre-
tanto, na descricdo de Euler, os principios variacionais e os for
malismos Hamiltonianos nac podem ser tac facimente obtidos quan-
to na descricao de Lagrange (Seliger e Whitham, 1968). A razao é
que, nessa ultima descricac, a similaridade entre um meio conti-
nuo e um sistema discreto de particulas & mantida. Este € um pro
blema gue, ultimamente, tem despertadc grande interesse, devido
as inumeras aplicagdes dos métodos da mecanica cliassica e da me-
canica estatistica a Fisica de Fluidos.

A dificuldade principal em se obter principios varia
cicnalis e formalismos Hamiltonianos, na descrigdo de Euler, & que,
em geral, o sistema de equacgoes considerado ndo pode ser deriva-

do de um principio variacional. Uma possibilidade para se resol
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ver esse problema € encontrar um sistema de equacoes, equivalen-
te ao original, em termos de novas variaveis nao-fisicas, em ge-
ral potenciais, para o gual existem um principio variacional e um
formalismo Lagrangiano. A partir desse formalismo Lagrangiano &
desenvolvido, entfo, um formalismo Hamiltoniano candénico. COutra
possibilidade & o de expressar as equacoes do sistema considera-
do em termos de variaveis fisicas (n8o-potenciais), para as quais
possa ser encontrado um formalismo Hamiltoniano nao-canonico. Nes
se caso & necessario definir, de maneira adequada, um colchete de
Poisson nio-candnico e uma Hamiltoniana conveniente. Dessa for-
ma & possivel obter-se diretamente um formalismo Hamiltoniano sem
a necessidade de um formalismo Lagrangiano que, em geral, nao e-
xiste em termos dessas variaveis.

Clebsch (1859), utilizando a descricao de Euler, in-
troduziu uma representacgdc do tipo potencial para a velocidade de
fluido e obteve um principio variacional para fluidos incompres-
siveis. Generalizando a representacdo de Clebsch, Seliger e Whitham
{1968) obtiveram principios variacionais para fluidos compressi-
veis e para plasmas descritos pelo modelo de dois fluidos, neste
dltimo caso sem considerar o movimento térmico dos fluidos.

Neste capitulo serad apresentado um principio variacio
nal (item c¢) e um formalismo candnico (item d) para o modelo de
dois fluidos com pressdes finitas, apresentado no item b, (Caldas
e Tasso, 1984a). Para isso serd utilizada a descricac de Euler
e uma combinacdo da representacdo de Clebsch para as variaveis
de fluido com os potenciais eletromagnéticos para 0s campos elé-
trico e magnético. A densidade de energia interna de cada um dos
filuidos sera considerada como uma funcdo da densidade de particu
las e da densidade de entropia desse fluido. Por 0ltimco, sera a
presentado (item e} um formalismo Hamiltoniano ndo-candnico, em

termos de variaveis fisicas, obtido recentemente (Spencer, 1982).
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b. EQUACOES BASICAS

Neste item sac introduzidas as equacgoes que descre-
vem um plasma totalmente ionizado e composto de elétrons e um ani
co tipo de ion, considerados ambos como fluidos (Spitzer, 1962).
A representacdo usada sera a de Euler {Goldstein, 1980}).

Como ©0s processos contendo ionizacdo e recombinacao
ndo serdo considerados, as eguacdes de continuidade podem ser es

critas como

+v.(ns§3 = 0 s = i, e , (ITI.1)

onde ¢ indice s indica gue a equacao anterior € wvalida tanto
para os elétrons como para ©s ions. As variaveis n, e 35 re-
presentam, respectivamente, a densidade de particulas por unida-
de de volume e a velocidade do elemento de fluido considerado.
As eguagdes de conservacgao da quantidade de movimen—

to linear podem ser escritas como

av
—2 = - 9p_ s+ e (E+v_xB) (I111.2)
s JE s s S :
onde L & a massa da particula considerada, E e B represern—

tam, respectivamente, o campo elétrico e o campo magnético, PS e
a parte escalar da pressao e e & a carga elétrica dos elétrons
ou dos ions.

A transmissao de energia atraves do plasma ocorre de
vido a mecanismos macroscopicos (transporte com velocidade 38 e
trabalho devido & pressao) e microscdpicos (condutividade térmi-
ca, viscosidade, etc.). Os mecanismos microscopicos aumentam a

entropia do plasma, ocorrendo conversao de energia mecanica em ca
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lor. Entretanto, guando ¢ intervalo de tempo caracteristico dos
processos dissipativos for grande, comparado com © inverso da fre
guéncia dos movimentos considerados no plasma, pode-se considerar

a entropia como sendo conservada, ou seja,

as
S

T - ¢ | (IT1.3)

0
=
o
o
wm
m

a entroplia por unidade de massa.
A energia interna por unidade de massa US e a pres
sao PS serdo consideradas como funcgoes de n, e SS, e ligadas

a outras quantidades termodinamicas atraves da relacao

4u = T a8 - P d{m.n )7? (ITI.4)
s S S 5 8

M

onde TS a temperatura do fluido.
Para a descricac do campo eletromagnético, devem ser

acrescentadas as eguacbes anteriores as eqguagoes de Maxwell:

N

~ 2 P > ok -

g, c? ¥V xB = é e D V. + £ mp (I11.5)
3B

Txp - _ 8B

I X E = 7t (I11.6)

3

0 V.E = ) e_n (I11.7)

s
>
V.B = 0 . (III1.8)

Estas equacodes formam um sistema fechado e, ac menos
em principio, qgualguer uma das variaveis, gue descrevem um dos
fiuidos ou o campo eletromagnetico, pode ser calculada a partir

dessas eguagdes.
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Nos itens a seguir sera utilizada a hipdtese de que

integrais do tipo

q L

se anulam, ou seja, os termos de superficie serdao considerados nu

ios.

¢. PRINCIPIO VARIACIONAL

O sistema de eguacdes, na forma apresentada no item
anterior, nao pode ser derivado de um principio variacional ex-
presso em termos das coordenadas de Euler. O procedimento adota
do neste trabalho foi o de procurar um sistema de equacdes, equi
valente ao original, para o qual se pudesse obter um principio va
riacional. A solugao encontrada foi a de introduzir os potenciais
X e A para os campos eletrico e magnético,e potenciais de Clebsch,
similares aos utilizados na hidrodindmica (Seliger e Whitham, 1968),
para descrever as equacdes de fluido.

Os campos elétrico e magnetico podem ser obtidos a

. - - - -—
partir dos potenciais X e A usando-se as equagoes

> oA

Eo= - el VX (111.9)
=

B = Vxa . (IXI.10)

A representacdo de Clebsch escolhida para a velocidade do fluido

+ .
A foi

-
mov_ o+ eSA = V¢S + aSVBS + SSVnS - {(ITT.17)
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-

. - — , - .
Nessa representacgac, a soma m v + eSA & dada pelas variavels

& x ) = i . O IIT. e
Bo v O ,BS e n, . alem da entropia SS As equagoes | 9}

(TTT.11) constituem uma representacdo mista de potenciais elétri

e =

co, magnético e de Clebsch. Na auséncia dos campos E e B, es
sa representacdo se reduziria a representacao de Clebsch usual na
hidrodinamica {(Seliger e Whitham, 1968).

O principio variacional encontrado pode ser expresso

na forma
N
§yldardat L = 0 ' (II1.12)
J

sendo a densidade de Lagrangeana [ expressa por

T 38 an
- z n + G 5 4+ s S e ¥+ ! (— e A =+
S 9t s 2t s 9t 2m s’
S S

+ V¢S + uSVBS + SSVnS) + mSUS] . (Ix1.13)

- 0 fond >
Considerando-se as variagoes de ¢S ;G ’Bs r Mg ,SS , X e A, a
a representacao expressa pelas eguag¢des (III.9) e (III.11), pode

-se obter a partir de (II1I1.12) e (III.13) as equacgdes introduzi-
das no item anterior, como sera mostrado a seguir.

A variacadao em relacaoc a n, permite obter a eguacgao

d

E (nsSS) + V .(nSS v.) = 0 (IIT.14)

S s !

que & uma combinacao das eguacoes {IIL.1) e (IXI.3). Das varia-

- - > . .
coes em relagao a A e X obtém-se, respectivamente, as egua-
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cbes (III.5) e (III.7). As outras duas equagdes de Maxwell, (TIL.6)
e (ITI.8), sao satisfeitas pelas expressoes (III.9) e (IIT.10).

Considerandc a variacdo em relacao a ns,obtém—se

3 3R an
s s s 1 2 _
se * % 3¢ ¢ Ss 3t ¢ esX Ty MgVs T3 (mslnsus) =0
{III.15)
Da relacao (III.4) obtém-se¢
aU ¢ N
3 { s! _ ! Pl _
I mS{Us"Lns 3n_j s Us *o_n j T Wy Hg
s s . s s
(ITII.16)
onde
Ps
HS (nS’SS) = US + ?n—ﬁ; ’ (III.‘;"])

sendo HS a entalpia do fluide s. Substituindo-se a relacao

(IT1I.16) em {(III.15),obtém-se

3¢S 38S BT}S 1 2
5T Y %% 3g t SS Fra eSX oy MV o+ msfas = 0 . (IIZ.18)
As variacfes em relacac as variaveis SS PO, e BS,

levam a obtencao das seguintes equacdes:

g% n, o+ T m, = 0 (ITT.19)
%E BS = 0 {(ITI1.20)
d

at % = O . (ITI.21)

¥

(uvie
6]

Ll 1 = . T
Se as variaveis FE, v forem substituldas na
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equacdo (II1.2), esta podera ser escrita come
o8 an
(9% s s 1 2 )
v Lat 0, mE ot SS ro eSX o oM v o+ mg Hsj -
dB do ds {dﬂ )
s s s s
—= = —— —— T | =0 .
Vs @e t VBsaw v s ax Vo4 lat " Ms Vs
(X11.22)
Com o auxilio das equacgCes (IIT.14), (¥III.19) a (III.21)}, pode-

se concluir que a equacao (III.18), encontrada a partir da varia
cdo em relacdo a n_ . & equivalente a equacao {III.22), obtida a
partir da equacgao {(III.2).

Assim, as eqguagoes que descrevem o mnmodelo de dois
fluidos para plasmas podem ser obtidas a partir do principio va-
riacional, expresso pelas equacdes (IIT.12) e (III.13),desde gue
seja utilizada a representag¢ao determinada pelas equagtes (III.9)
a {(III.11).

As equacles para as variaveis ¢S r O ,BS L SS ;
X e A sdo (III.1), (III.5), (III.7), (ITL.3), (IIL.18) a (III.21).
A introducdo dessas variaveis permitiu obter um principio varia-
cional para o modelo de dois fluidos e também, como serd mostra-
do a seguir, um formalismo Hamiltoniano candnico para esse mesmo
modelo. Essas variaveis sao func¢bes das coordenadas de Euler e
permitem, como variaveis nao-fisicas (isto &, como variaveis gque
determinam uma representacao potencial), a existéncia de cordicdes
de calibre. Esta Ultima caracteristica pode ser evitada num for
malismo Hamiltoniano nao-candnico, como sera mostrado no item
e deste capitulo e do seguinte.

A densidade de Lagrangiana, dada pela equacdo (II1I.13),
sera a seguir expressa em uma forma mais compacta. Isso pode ser

feito substituindo-se a equacao (II1Y.18) na expressao (III.13).
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Assim,

L= £ §§-+VX}2..CE(V><K)2 - yn_m_{U_-H) (TTII.23)
=75 3t i S s°s s s :

ou, usando a relacgao (ITI.16) e as equacbes (III.9) e (III.10),
L = 5 (E*-B%) + | P . (TTT.24)
s

Na expressao anterior, E ,% e PS devem ser compreendidos como
funcdes das varidveis nao-fisicas introduzidas neste item, ou se
ja, a representacdo expressa pelas equagOes (IIT.9%) a (IIL.11) £3i
ca implicita. Na auséncia dos campos elétrico e magnético, a den-
sidade de Lagrangiana corresponde, nesta representacado, a soma
das pressoOes dos fluidos. O termo £ (E*-B%*)/2 coincide, na re
presentacdo utilizada neste item, com a densidade de Lagranglana

dos campos eletrico e magnético no vacuo.

d. FORMALISMO HAMILTONIANO CANONICO

A partir da formulacgdo Lagrangiana apresentada no item
anterior, & possivel desenvolver uma formulac¢ao Hamiltoniana ca-

ndnica para o sistema de eguacdes descrito no item b deste capi-

tulo. As variaveis cancnicamente conjugadas serao ¢S ,BS , ns,
A, e =% , T , T e 1w, , definidas come
] b BS g Aj
_ al
'.‘T‘ = - = - N (III.25)
QS \ BQS) s
ot}
- gL
KB = (88 = - ns as (III.20)

W
Q2
——
Q2
(t1-
0
R
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oL
= e = — g (III.Z?)
ﬁns - (BT}S'} nS g
| ,
|3t
- - oL - . s =1,2,3 . (III.28)
‘a. 7 aA - o By i 3=T2
3 3[_Ml}
(9t

A densidade de Hamiltoniana # , dada pela eguacao

el 3B an BA.
{ s s s ) 5
Ho= §on, =2 em, m— s ome— + LT, - L (111.29)
Lo, 3t B, ot n, 9t ) oAy
pode ser escrita como
-1 , % 2
H= ) (n, V¢ _ + m, Y8 _ + m_Yn_ - e_ ) -
2mS ‘!Tq)S cps s BS ns s s ¢S
{ "ng ( )
S >
-m_ T, U_|{=® ;,— | o+ X E e n_ - €,V.E i +
{bs s ]k Cbs ¥ j '\S s 8 K ]
s
ce, | S xR - ) : (III.30)
2€ 7 J

Para gue a densidade de Hamiltoniana (III.30) seja ex
pressa apenas em termos das variaveis canonicamente c¢onjugadas,

podae~-se escolher a eguacgaoc (III.7)

come uma condig¢ao inicial (nesse caso essa igualdade permanece va

lida para gqualgquer instante}.

A densidade de Hamiltoniana dada pela equagac (III.30)
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corresponde a densidade de energia do sistema, como pode ser vis-

to escrevendo-se a expressao (III.30) em termos das variaveis fi

sicas E ,ﬁ ;T e 3;. Assim, a Hamiltoniana H
{ f (vz )
- | a¥H = | a¥ | & (24 | s |
H = j drH = [dr [2 {(E< +B%) + EH%I% 2 + qﬂ] (IIT.37)
J

& a energia total do sistema.

A seguir, as equacdes do modelo de dois fluidos serao

obtidas a partir das equagdes de Hamilton:

30
s _ <$H
at B S (ITI.32)
¢s
3T
O N dH
¥s = - ?5; (III.33)
aBs &4
3t - SNB— (ITI.34)
s
T
Bs &¢H
3t == EE; (IIT.35)
an )
3t R {(II71.36)
nS
i
B s N §H
ot -7 6”3 (ITI.37)
oA .
4 _ 6H
9t T 8w {(I11.38)
AL
]
a7
A
I 6H
a9t - T 6A : (II1.39)
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A Hamiltoniana
H + e -y
H = dr f ((JPS ’ B ro s A:] 7 ‘Hq)s ’ ?IBS r ﬂns I ”A }

& um funcional das wvariaveis caikﬂcasz%;,ﬁs,nS,E% riy o T

. s = e
ﬂA . A derivada funcional gi do funcional H em relacac a

u, gualguer uma dessas variaveis candnicas, & definida como

[

(Atherthon e Homsy, 1975)

S H{u + cw) = ! dx Frid . {(117.40)

No caso de

-
H = é dr H(u, u_ UM, U poead) , (III.41)
obtém-se
. 3
2 _ 3H 3 3H 3% 3H ,
du ~ Bu .E ax. Bu. 2 3u_ = T ’ \I1r.42)
i=1 i Xy ox X

onde u, significa a derivada de u em relacac a X e assim nor
diante.

Das eguacdes (IIT.32), (III.34) e {(ITI.36) obtém-se,
respectivamente,

8¢S ) m_ v N . N SUS
Tl - v_ . @S-weSA) - mSE{ + 8 = {T11.43)

S
—5 - -3 .vg (I17.44)

s
0= = Vv .Vn - == . (III.45)
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Combinando-se estas trés ultimas eguacdes, obtém-se a eguagao

(TIX.17})
2
3¢S o ifi + 5 an + mSVS + m_H = 0
5t %s Bt 5 ot 2 s 4

a partir da gual se pode determinar a eguacgdo de movimento (III.2}.
Para se obter as eguacgoes (III1.43) e (III.45) fol usada a igual-

dade

ST ) . (ITI.46)

Da equacdo (III.33) obtém-se a equacao (III.1), da e
quacgao (III.33) a equacao (III.20), da equacao (III.37) a equacao
(I11.3) e da equacao {III1.39) a equacao (III.5).

Assim sendo, todas as equacodoes do modelo de dois flui
dos podem ser encontradas, usando-se o formalismo Hamiltoniano a-
presentado neste item.

0 colchete de Poisson candnico {F,G} entre dois fun

cionais F e G das variaveis candnicas, utilizadas neste item,

pode ser definido como

(

.
. 8F &G 8§G &F §F  6G
{r,g} = ! ar g 56, o7 - T Tt s "
J Pe S ¢ s o
_8%c SF _8F 8¢ G ¢F .
6&8 Gﬂa GSS Sﬁs GSS Sﬂs
S =1 =
]
§F  8G §¢  &8F 3
* L | 3aT Sn - dAL & ro (II1.47)

Dessa forma, usando-se a Hamiltoniana dada pela eguacado (III.31),

pode-se obter as equacgoes do modelo de dois fluidos a partir das
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equacbes de Hamilton escritos na forma

30 8ﬂ¢

ki - " i N g III.48
5t {¢s 'H} ; 3t {W¢S ’H} ( )
i~ aﬂBS (ITII.49)
ﬁ”{ﬁsfﬂ} ; E_={“BS’H} '
Eii aﬂns 50
5T = {ﬂs 7 H} H 3t = {Trns r H} (III. )
3A. 9Ty

_El = {Aj ,H} ; §E"l = {nAj ,H} . (III.51)

cada uma das variaveis candnicas pode ser escrita como um funcio

nal pois, por exemplo,
o (¥) = l ar’ ¢S(§')5(§-§') ) (III.52)

Assim sendo, pode-se calcular as seguintes derivadas funcionais

8¢_(T) N
—f . = §{F-E") (III.53)
6¢S(r')
e
U
S
v = 0 ’ (III.54)

onde u representa qualguer uma das variaveis candnicas, com ex
cegao de ¢S. Dessa forma pode-se, facilmente, mostrar gue as

equacdes (III.48) correspondem as equacdes (III.32) e (III.33):
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205 . eH S(Z_zvy . SH
e {¢S ,H} = é dr 6ﬁ¢ r-r = 5ﬂ¢
‘ S s
3T r
¢ { } >, 8H .7 5H
s '
= 4T , HY = - ‘ dr' —/— ${r-r') = - —
at { b J 9 §9

Da mesma maneira pode-se mostrar gue as equagoes (II11.49) a {(III.51)
correspondemn as equac¢bes {III.34) a (III.39).

O colchete de Poisson, definido pela equacgdo (IIT.47),
& anti-simétrico em relagdo & troca do funcional F pelo funcio

nal G

{r,c} = - {g,F} (ITI.55)

& linear em F

{c1Fy + coFy , G} = ¢ {F,,G} + ¢, {F,,G} . (IT1.56)

satisfaz tanto a identidade de Jacobi

{e, {F,G}} + {F,{G,E}} + {G, {E,F}} = 0 (I11.57)

como & regra do produto (Goldstein, 1980)

{(F,F2 ,G} = {F,,G} F, + F1 (F, , G} . (I11.58)

As propriedades (III.55) a (III.57) definem uma algebra de Lie
(Marsden e Morrison, 1984}. Um colchete de Poisson, que satisfaz
as propriedades (III.55) a (III.58), & denominado estrutura de
Poisson (Marsden e Morrison, 1984).

Os formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano apresenta-
dos neste capitulo podem ser extendidos para descrever plasmas,

descriteos pelo modelo de dois fluidos, em um campo gravitacional

{Caldas e Tasso, 1984a).
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e. FORMALISMO HAMILTONIANO NAG-CANONICO

Para o modelo de dois fluidos é possivel obter-se um
formalismc Hamiltoniano ndo-candnico (Spencer, 1982). Para isto
basta definir-se um colchete de Poisson nao-candnico em termos

- » r - + + + I
das variavelis fisicas M Ny ;S ,E e B. O colchete de Poisson

S S

a sey definido depende explicitamente dessas variaveis nio—_cano—
nicamente conjugadas. Apesar dessa formulacao nio ser candnica,
ela tem a vantagem de evitar as condicoes de calibre, presentes no
formalismo Hamiltoniano candnico apresentado no item anterior, uma
vez gue as grandezas fisicas ({como E ,§ e Gs )} foram descritas
por potenciais (K r X e potenciais de Cliebsch). O colchete de
Poisson {F,G} definido a segulr possul as mesmas propriedades
algébricas dos colchetes canonicos, como a linearidade em F e G,
a anti-simetria quanto a troca do funcional ¥ com o funcional G,
alem de satisfazer a4 identidade de Jacobi e & regra do produto.

Nesse formalismo, a Hamiltoniana € a mesma ja defini

da em (III.31), escrita desta vez em termos da densidade de mo-

\ >
mento linear MS:

! 2
t M
4 =  dr r%ao (E*+B?) + ( S +m_n_U } (IIT.59)
b i L_Z {Zm_n s's s : )
J =3 s ’
A densidade de energia interna US(nS,SS) & uma funcao da densi

dade de particulas e da entropia por unidade de massa. A Hamil-

=

- .+ ey - - r - . . s
toniana H(MS ,ns ,SS + £, B} & um funcional das variaveis indi-—

cadas.

As equagdes do modelo de dois fluidos podem ser es-

critas como equagdes de Hamiliton, ou seia,

k K
U {¢ H} , (TTT.60)
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onde wk denota qualguer uma das variaveis fisicas mencionadas

- 5 - Lo , S )
{(gualguer componente de MS,E ocu B, ou una das variaveils ns, o
Para que isso seja possivel, é necessario que o colchete de Poisson

entre dois funcionais F e G, das variaveis utilizadas, seja de

finidoc como (Spencer, 1982}):

- ¢ fsr §G e SF
(.6} == dr L e v
s MS I-).S S
5 ]
cs (8 g86 36 QE—J .
S Lsm §s &M §s
S S S
L H {SF g 8c 8¢ g 8F )|,
s M §M M 5ii_ )
S 3 S S
r _
{ . {
+ | dr T§E . {V X é%.i- §% .V ox §§ } +
J | 68 ! §B/  SE §B /
f
+ lar [ e n {%.%_%,%+§_§£_xﬁéj . (III.61)
s Vel B aM  oE S e

A primeira integral na definicao anterior corresponde ac colche-
te de Poisson nao-candnico gue aparece na hidrodindmica (Morrison
e Greene, 1980). As equacgOes de Maxwell, para o vacuo, podem ser
escritas como equagdOes de Hamilton, considerando-se o primeiro ter
mo da integral da equacao (IIX.59) como a Hamiltoniana do siste-
ma e a segunda integral da equacao (III1.61) como definicdo do
correspondente colchete de Poisson (Pauli, 1981, Born e Infelad,
1935). Assim, a primeira integral da equacdo (III.61) contém a-
penas variaveis de fluido (ﬁs D ,SS), enguanto na segunda in-

tegral dessa equacao aparecem apenas as variaveis eletromagnéti-

> = —
cas (E e B}). PFinalmente, a terceira integral na definic3o de
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{F,c} representa o acoplamento entre os fluidos e os campos ele
trico e magnético.

¥ importante ressaltar que ¢ formalismo ndao-candnico
apresentado neste item pode ser derivado do formalisme canonico
do item anterior. Para isto basta substituir na definicao do col-
chete de Poisson candnico, dada pela equacao (III.47), as varia-
vels candnicas pelas nao-candonicas. O mesmo deve ser feito na
expressao da Hamiltoniana. Uma aplicacao desse méetodo sera apre

sentada em detalhes no item e do capitulo IV.
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IV, FORMALISMO HAMILTONIANC PARA O MODELQ DE

UM FLUIDO COM VISCOSIDADE DE GIRO

a. INTRODUCAO

Neste capitulo serao considerados plasmas ndo dissi-
pativos descritos pelo modelo magneto-hidrodinamico (Spitzer, 1962),
levando-se em conta a viscosidade de giro (Kaufman, 1960). Esse
tipc de viscosidade depende do raio de givo dos ions, na direcao
perpendicular as linhas de forga do campo magnético, e ndo alte-
ra a entropia do plasma. Serao consideradas configuracdes bidi-
mensionais independentes da coordenada z , considerada na dire-
¢do do campo magnético. Essas configuracdes sdo importantes pa-
ra a descrigao das descargas elétricas em tokamaks (Hazeltine,
Kotschenreuther e Morrison} e para a interpretacdo do espectro
das oscilacgoes observadas durante essas descargas (Tasso e Lerbincer,
1983; Caldas e Tasso, 1984b).

As eguacoes do modelo magneto-hidrodinamico, expres—
sas em termos de variaveis fisicas, podem ser deduzidas de um prin
cipio variacional, na descricdo de Euler, se os efeitos da visco
sidade de giro nao forem considerados (Zakharov e Kuznetsov, 1971},
Um formalismo Hamiltoniano ndo-candnico foi obtido por Morrison
e Greene (1980) para essas equacgoes. Este resultado teve conse—
gquéncias importantes na Fisica de Plasmas, indicando a possibili

dade de se descrever sistemas, aparentemente nio Hamiltonianos,
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por formalismos Hamiltonianos generalizados. Para issc & neces-—
saric obter um colchete de Poisson nao-canonico e uma Hamiltonia
na, a partir dos guais o sistema de equagoes considerado possa
ser obtido. Apesar desse progresso, nenhum tipo de formalismo La
grangiano ou Hamiltoniano para fluidos, levando-se em conta a vig
cosidade de giro, havia sido obtido antes da conclusao deste tra
balho (Caldas e Tasso, 1%84a; Morrison, Caldas e Tasso, 1984).
Considerando a viscosidade de giro, sera apresentado
um principio variacional {item ¢) e um formalismo candnico (item
d) para o modelo magneto-hidrodinamico, apresentadc no item b.
Para isso sera utilizada a descrigao de Euler e uma generalizacao
da representacac de Clebsch. No item e serd desenvolvide um for
malismo Hamiltoniano nao-candnico, em termos de variiveis Ffisi-—
cas, a partir do formalismo Hamiltoniano descrite no item ante-
rior. Dessa forma sera cbtido um colchete de Poisson nac-candni
co correspondente ao sistema de eguacgdes considerado. Como uma
aplicagao deste Gltimo resultado, serdo obtidas, no item £, cons
tantes de movimento e invariantes de Casimir do modelo discutido

neste capitulo.

b. EQUACOES BASICAS

3

AS eGuactes do modelo magneto-hidrodinidmico (modelo

oo RO fiesl

ol HOEt e - . o . . . —
& plasma como wn fluido enm interagao com os

vy

ico (Spitzér, 1962), sio apresentadas nes

lissipativos nao sdo considerados, mas & le—

Vi amooonha !

14
L.

endante

giro dos fons. Isso significa que, no

modelo considerado,
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onde  w, & a frequéncia de ciclotron para os ions e T €& o tem
po médio entre as colisdes idnicas. A viscosidade de giro tem
sido considerada em varios trabalhos, entre os quals pode-se ci-
tar o livro de Chapman e Cowling (1953) e o artige de Kaufman
(1960). A influéncia dessa viscosidade sobre a estabilidade 1li-
near de plasmas descritos pelo modelo mhd, foi discutida em va-
rios trabalhos (Newcomb, 1966; Tasso e Schram, 1966). A repre-—
sentagao usada, como nos capitulos anteriores, € a de Euler
{Goldstein, 1980).

A eguacao de conservacao da densidade da quantidade
de movimento linear pode ser escrita como (Spitzer, 1962)
E'S

Y
oS = - VP s+ IxB - 7. , (IV.1)

onde p € a densidade de massa do fluido, v & a velocidade de
um elemento do f£luido e Py & a sua pressdo escalar. e o ten
sor {a ser definido) gue descreve a viscosidade de giro, f e a
densidade de corrente elétrica e B & o campo magnético.
A conservacao da densidade de massa é expressa pela
equacao
3p

=0 0. {ov) = 0 . (IV.2)

Neste capitulo serdo consideradas apenas transformacdes adiabati

cas, portanto

S

) Y

olw
|

= 0 , (IV.3)

QJIQ:
o

1
-

onde vy & a razao entre os calores especificos, a pressao e a
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temperatura constantes.

As equacgoes de Maxwell, no modelo mhd, se reduzem a

Vox B o= oy, 3] (IV.4)
. a—)
7 x B = - a—ﬁ (IV.5)
7.8 = 0 , (IV.6)
v_>' - -
onde E & o campo elétrico. Nesse modelc € desprezada a corren

te de deslocamento e considerada valida a condicac de guase neu-

tralidade. Os campos elétricos satisfazem também a relacgao

(1V.7)

b 4
+
<4
X
wd
H
O

Usando-se as equacdes (IV.4) e (IV.7) para eliminar
- > ~
5 e E nas equagoes (IV.1) e (IV.3), respectivamente, pode-se
escrever as equacoes que descrevem o modelo magneto-hidrodinami-

co na forma

-

[ giz - _1_ ,_} = % -(—:-)F -

O 3t = - VP + UO (v >B) x B — ¥ . u (.LV.B)

aé - =

T = YV x {v xB) {(Iv.9)

ap e =

é_t = - .Vp - Qv .V (IV.'IO)

2P - -

—3"% = - Vv .VP - v PV .V . (IvV.11}

5 - - -

O termo ¥V .wm , na eguagao (IV.1), esta associado a

densidade da gquantidade de movimento linear devidoc ao movimento
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da gilro, gue ocorre na direcao perpendicular ao canpo magnetico.

Neste capltulo sdao considerados campos magneticos do tipo

B = B(x,y,t)'éz (IV.12)

. - -
e as demais grandezas (p , Vv , P, ]

,E e B) também independentes
da coordenada z . A velocidade de fluido considerada & perpendil
cular ao vetor B , ou seja,

v = vx(x,y)ex + vy(x,y)ey . {IV.13)

5 -
Nesse caso, 0s elementos do tensor 7 sao {Kaufman, 1960):

a [ OV avV_
i = - T = - E £ + A
b $.4 VA 2 | 3y ax
Iv av
: - _ 8Ty T
vy T Tyx T T 2 1%y T 3x (Iv.14)
.,FT&Z = ?TZO.', = O R o = X,Y;Z

A funcao B & definida como

8 = = TBl . (IV.15)

Para a classe de solucdes consideradas neste traba-

lho, as eguacodes do modelo mhd se reduzem a

-

dav B2 \ R
0 (—i”*{:” = - ¥iP + 2110); - V.7 (IV.?G)
B
B L 9. By (IV.17)
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Tt

3P > >

—— = = Vv . VP - PV . v . (IV.
5 Y

=

s Altimas quatro egquacdes podem ser escritas em termos das

.47,

18}

19)

va-

riaveis MS ,0,B e B , onde M, & a componente s da guanti-

dade de movimento linear

M (M.M \ [ g% )

B WA - -2 U S I c § - ) R -9, o, (TV.
at i o 5 2Ug | i is

e 5 T
a3t b - 95 Mg v
. BM

9B e

3t - " % L o | (v
58 {BMg (v
3t - 5{ 0

.20)

21)

.22)

F.23)

.24)

Nessas eguagoes e nas seguintes ficam subentendidas somas sobre

- . . . “—r
indices repetidos. Os elementos do tenscr 71 , dados pela sgua

r

cao (IV.14), podem ser escritos, em termos de Ms o e B, como

e M.

i = J} -
g stik g ak'i 5] . (IV.25)
O tensor N & definide como

siik
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i .
‘ — , {Iv.286)
stik 2 ) -

onde ¢ & uma constante, 5sk & o delta de Kronecker e Eji e
um tensor anti-simétrico cujas componentes sao
[ . :
P para i=1, =2
Eij = % =1 para i=2 , 3=1 (IV.27)
| 0 para i=7 .

c. PRINCIPIO VARTIACIONAL

As equacoes {(IV.21) a (IV.24), gue descrevem configu
racoes bidimensionais de plasmas, descritos pelo modelo magneto-
hidrodinamico, incluindo-se os efeitos da viscosidade de giro,
nao podem, quando expressas em termos das variaveis MS,;),B e B,
ser obtidas de um principio variacional. Entretanto, como no ca
pitulo anterior, sera apresentado neste item um principio varia-
cional, intrecduzindo-se novas variaveis potenciais, a partir do
gqual se pode obter um sistema de eguac¢des eguivalente ao consti-
tuido pelas eguacdes mencionadas. Para isso serd utilizada uma
generalizacao da representacdao de Clebsch, usada no itenm b do ca
pitule III. Nessa representacao, as componentes da densidade da

guantidade de movimento linear sdo expressas como
1 = ] g ¥ =+
M B g &t P Basl}) + 958 ; {IV.28)

sendo o operador és definido pela expressao

a@»
I
!

1
5 3 Eg Sk . (IV.29)
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As variaveis o ,X e Y sdo varidveis de Clebsch do tipc poten
cial. Esta representacao de MS , contendo o operador §, dife
re das representacOes de Clebsch anteriormente empregadas nos itle]
delos hidrodinamico e magneto-hidrodindmico (Morrison, Caldas e
Tasso, 19843,

A seguir sera mostrado que as equagdes (IV.21) a (IV.24)

podem ser obtidas a partir do principio variacional
! ; =Y
¢ ¢ dr dt L = 0 . (IV.30)
A densidade de Lagrangiana L & dada pela expressdo

3 ax]
P g{j , (IV.31)

o B |

&1
+
e
|
+

ficando implicita a representacdo para M, , caracterizada pela e

quacao (IV.28). Convém notar que

ar = daxdy

Considerando-se na equac¢do (IV.30) a variacdo da Ta-

grangiana

[,
L = ldr L (a,B8,%X,p,V,B) , (IV.32)

J

em relacdo a varidvel o, obtém-se
(( M
SL = il arae [~ S g, Sa - 88 32
/] Coe o)
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Assim pode-se deduzir da equacg¢ao anterior a equacao (IV.24). Ana
logamente, as variacbes de L, em relagao as variaveis X e ¥,
levam a obtencdo das equagdes (IV.22) e (IV.23), respectivamente .

Para se obter a equacao (IV.21), deve-se considerar
uma combinac¢do das equacoOes obtidas, a partir das variacoes de

L em relacdo as variaveis B, p e B. Estas equagdes sao

do. Ms P st
M
. oX s M2
60 = §—t' = - 0 aSX + 202 {IV.B@)
M
ol S . B
6 . —— = -_ — — ]
B Tt 5 Bsw (sinal de B)BR gl (IV.35)

Derivando-se os termos da equacao (IV.28) em relacao a t , obtém

-se

3M
s _ (28 2 o5
3t _(Btaa+8taX+8—tast+
2 ox aw) L g B8
+ {BB 5t * p'c)s T + BBS BtJ + SS 3E (IV.36)

As derivadas das variaveis p, B e B, em relagdo a t, sao da

das pelas equacoOes (IV.22) a (IV.24) e as derivadas de o, X e

¥ , pelas equacdes (IV.33) a (IV.35). Combinando-se estas equa-

coes com a equacdo (IV.36), tem-se

BM.I

. BM.
I M 8 i §
z JBSOL + Bj (Mj) BSX + 3j { 3Slp + Bj 95 { 2 ] +

+

%y ) e M) oo, [
+ Bas[p BjOLJ +D3S[p anJ +Bas[_{) ajliJ

R L
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(o}
(38
T

=
3~

' - B3 B,
2ue s [ 2p% ) s ]

M. |
(—OJ— ) (IV.37)

[
J

(%)
1
|
I
~

(IV.38)

deduzida da definicdo de éj , dada pela equacao (IV.29). Usan-

do-se a representacgao de Ms , dada pela equacao (IV.28), e soman
M.
do-se e subtraindo-se o termo as{ngéjB a equacao anterior, tem

—-5&

M Mo , )
5 _ S| i B 1
=2 aj[mj S| oo sl B -
- 3 (88 id-l} + 2 (E]és+gae (M_J\‘ (IV.39)
j s 0 s | o )] s 3o '

A soma dos trés ultimos termos da equacdo anterior corresponde ao
altimo termo da equagdo (IV.21), gue se guer obter. Para isso se

rao usadas as identidades

5.8 (4 Ba’e‘%(fi\’ N NT: 83, v.) (1V.40)
3% ({0 ) T P%T ) T T2 % sk Fi e Yy :
(S5
5. (g8 2 ! s
— jELB s o = —2« 81(631 EtSBath} . (IV. 11)

Somando-se os termos destas duas Gltimas equacdes, pode-se obter

{B 5 Mo N (%i ~ {fi‘

~ 3, | Lo+ 8. B5 3 B, ! L=

s o) T S{p]’LBSprJ

G VB3, v, | = -8, M .. B3 v.) = -3 7
2 i st "ij ji s’ PV | T iTsjit P oYy T 70 T
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Substituindo-se este resultado na eguacdo (IV.39), obtém-se a equa
cao (IV.21) desejada. Assim, o sistema de eguagdes, gue descre-
ve o modelo bidimensional considerado, pode ser deduzide de um
principio variacional.

A densidade de Lagrangiana, dada pela equacgdo (IV.31),
sera expressa a seguir numa forma mais compacta. Isso pode ser

feite subsituindo-se a expressac

& eded B EE éﬁ = — ﬁé (B9 _ o + pd X + B3 _ vy —
' € " t vt P3¢ T o) g s S
M
A+ [ Ts ] M2 B?
- | — | T - = IV.43
B0 Lo T 20 28]8| U ! ( )
obtida das equacdes (IV.33) a (IV.35), na eguacdo (IV.32). O re
sultado obtido e
BZ
= 4
L 5T + P . (Iv.44)

Nesta expressac, B e P sdo funcgbes das variaveis ndo fisicas in
troduzidas neste item, ou seja, a representacdo expressa pela e-
guacao (IV.28) fica implicita. Neste caso, a densidade de Lagran
giana €& igual a pressac total. Na auséncia de campo magnético,

L & igual a pressdo do fluido {(Seliger e Whitham, 1968).

d. FORMALISMO HAMILTONIANO CANONICO

A partir da formulacao Lagrangiana apresentada no item
anterior, & possivel desenvolver uma formulacao Hamiltcniana ca-
nonica, para o sistema de equacdes descrito naguele item. As va

riaveis cancnicamente conjugadas sdo as variaveis potenciais o,
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y,X e T, T e nX definidas por

T{'a = e = —_— B (IV.45)
da.)
a[é‘%J

o= aL = =P (IV.46)
X 5 (23X
3t

- = 8L _ _3 ) (IV.47)
Iii aw
J | —=
34

A densidade de Hamiltoniana H , dada pela equacao

pode ser escrita como

1
Ipc

A 2 B?
(B3 o+ pd_ X +B3_ U + 8 B) +B|B|+§Tj—ﬂ- . (IV.48)

H =

Essa densidade de Hamiltoniana corresponde a densidade de ener-—
gia do plasma descrito pelas equagdes (IV.21) a (IV.24). A Ha-
miltoniana desse sistema, que € um funcional das variaveis cano-
nicamente conjugadas introduzidas neste item, € dada pela inte-

gral

- - 2 2
H=JdrH:}dr{M—+B|B|+BD : (IV.49)

As eguagoes (IV.21) a (IV.24) podem ser deduzidas a partir das e

quacoes de Hamilton escritas a seguir
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da  _  oH (IV.50)
ot ém
o4
am
o 8H
. _ SH .5
3t - Sa (Iv.51)
8x  _  8H V.52
3t - 8 (Iv.52)
X
aw
=L = - %% (TV.53)
%% _ gi (IV.54)
]
aTm
5%& - - %% ) (IV.55)

%% representa uma derivada funcional, definida pela expressao

(IT11.40), de H em relacdc a uma variavel u (gqualquer uma das
variaveis canconicamente conjugadas).

Das equagoes (IV.51), (IV.53) e (IV.55) pode-se dedu
zir, respectivamente, as equagoes (IV.24), (IV.22) e {IV.23). Cal
culando-se as derivadas funcionais gque aparecem nas eguagdes
(Iv.50}, (IV.52) e (IV.54), obtém-se, respectivamente, as equacdes
{Iv.33}) a (IV.35), a partir das quais fol deduzida, no item ante
rior, a equagao (IV.21).

O colchete de Poisson candnico {F,G} entre dois fun
cionais F e G, dependentes das variaveis candnicas intrcduzidas

neste item, pode ser definide come (Goldstein, 1980}

(F.G} = | ar {{5F 3G 8¢ SF) . [8F &g §G o7 )

(IV.56)
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Usando-se essa definicdo do colchete de Poisson e a Hamiltoniana
(IV.49), pode-se deduzir as equagodes de movimento do

sistema considerado, a partir das eguag¢des de Hamilton escritos

da eguacao
na forma
I Bﬂu
5z = lo,H} , s = (7, Hl (Iv.57)
A
3X Ty
3¢ = tX,H} / rral {ﬂX,H} (IV.58)
am
L L
5y = LV, H] . e = {ﬂw,H} (IV.59)
Cada uma das variaveis candnicas pode ser escrita co
mo um funcional, como por exemplo
- {~> >
af{r) = é dr' a{r') §{r-r') (IV.60)
J
Assim sendo, pode-se calcular as seguintes derivadas funcionais
S (x)
> 3
St = S§(r-r') (1V.61)
Sa(r')
Sa
U = 0 p {(IvV.62)
onde u representa gqualquer uma das variaveis candnicas, exceto
o . Dessa forma, pode-se facilmente mostrar que as equacdes (IV.57)
correspondem as equacgdes (IV.50) e (IV.517)
3o . > 8H >y _ 6"
= {o,H} = | dr o S(r-rt) = oo
J o Qo

Q>
t
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a {'ﬁ'

Da mesma forma pode-se deduzir que as equacoes (IV.58) e (IV.59)
correspondem as equacoes (IV.52) a (IV.55).

O colchete de Poisson, definido pela equagiao (IV.56),
€ anti-simétrico em relacdao a troca do funcional F pelo funcio-
nal G, & linear em F, satisfaz a regra do produto e a identida

de de Jacobi (Goldstein, 1980).

e. FORMALISMO HAMILTONIANO NAO-CANONICO

Um colchete de Poisson nao-candnico sera deduzido nes
te item a partir do colchete canodonico definido no item anterior.
Com este novo colchete pode-se ter uma formulacao Hamiltoniana,
para as equacgoes que descrevem o modelo mhd com viscosidade de
giro, em termos das variaveis fisicas MS 0D yB & B

A deducao do colchete ndo-candnico a partir do cand-
nico, conhecido em termos das variaveis de Clebsch, tem o objeti
vo de mostrar a relacdao existente entre os dois formalismos asso
ciados a esses colchetes. Entretanto, &€ sempre possivel desco-
brir-se, diretamente, um colchete de Poisson nao-candénico. Esta
€ a forma como o colchete apresentado neste item foi originalmen
te encontrado (Morrison, Caldas e Tasso, 1984). Convém lembrar
que, assim sendo, pode-se estender a formula¢do Hamiltoniana pa-
ra sistemas que nao possuem um principio variacional. Esta pare
ce ser a conseqguéncia mais fundamental desses novos colchetes,
além de suas aplicacdes a solugbes de varios problemas, como o

de equilibrio e estabilidade (Hazeltine, Holm, Marsden e Morrison,

1984) . m

V

SERVICO DE
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%
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Na deducdaoc a ser apresentada sera considerado gue os
funcionais F e G, em termos dos gquais o colchete candnico {F,Gl
& definido, dependem das variaveis fisicas Mg .p,B e 8 atra-

vés das dependéncias dessas variaveis com as varidveis candnicas

O, N, Y, T, ,KX e ﬁw . E preciso, entédo, conhecer as relacoes
entre as derivadas funcionais de F {ou G), em relacdoc aos dois

tipos de variaveis considerados.
Para simplificar a exposicac a seguir, €& introduzida

uma nova notacao para as variaveis candnicas, definindo-se as va

riaveis qj , pj {1 =1,2,3) como
g, = = T, = 8 , p, = «
q, = = T TP : P, = X {IV.63)
45 = - ﬂw = B ' Py = ¥ .

Em termos dessas variaveis, ¢ colchete candnico {F,c} , defini-

do pela equagao (IV.56), & escrito como

{r,c} = ; ar éggj ggj - ggj ggj} . (IV.64)
A partir da igualdade
A(qj,pj) = A(Mj,qj) , (IV.65)
onde
Mj = qi‘aj Py + éi 8 (IV.66)

& a representacdo (IV,.28), escrita em termos de 9; € P, . pode
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~se calcular as relacdes entre as diferentes derivadas funcicnais:

SF{g.,p.) §F(M.,q.) SF (M. ,g.)
1 "3 . T (5, pl) +
Sq. 8q. 2537 oM,

3 3 £

. SP(ML,al)
+ 8£ EEQT;LdHlm 0j1 {IV.67)

SF{q.,p.) SFM.,q.) |
— 3 oy, rq S R A : (1V.68)
§pj £ 1 % 5M£

Substituinde~se essas duas Ultimas relagdes na equa-

cao (IV.64), tem-se

onde, por simplicidade, foi adotada a notacdo

_ 8T
B = ———
£ 8
(1V.70)
_ SF
i = —_—
. iq.
93 95

A expressao (IV.69) pode ser transformada como serd visto a se-

guir



+ g8, | (0,8, PIF, + (3ypy)3 By + 6 BQEatFJ +
B + )
- @F | (3,8, PG + (3,p)8,6, + 6,58, BT_GJ}’ -
i
- ;dr CHRIIEN £, ——FtBquj} * 8,0y (6,8, Fp = F 3 G,) =
8y lay 6 8,5, F, - a4y 8, 3, G, )( . (V. 71)

A integral referente a soma dos termos dentro do Ultimo parénte-—

ses no integrando da equacao (IV.71) pode ser escrita como

} t t L ot t
(
3{ - ~ a 2~ “1’ \‘
{IV.72)

Combinando as equacgoes (IV.71) e (IV.72), e usando a relagao (IV.66),

obtém—-se

G,) +

{F,G 3
P } tot £

- N
dr 1q.[G a, F_ - Etatca‘) + ME(GtatEf._ F

(IV.73)

+

Q>

&
)

@

)

|

>
o

o
to
o]
ot

J

—_Y___./

A integral referente & soma dos termos dentro do Ultime colchete

pode ser escrita como
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f

% dr B[fatFﬂ)(BﬂGt) - (atGﬂ)eﬁFt]

i
4

3 = 5 -
= dr 3 [~ (3. Fple, ,(3,G.) + (3,.Gple, , (3 F )] -

|
[ 1
: -
= Edr B(SSFi)(ath} > { - €ey 6sj + Esj éti) =
J
{
= zdI'BNijSt(BSFi){oth) ’ (IV.74)
J
onde o tensor N é definido pela equacao (IV.26). Combinan

ijst
do as eqguacgodes (IV.73) e (IV.74), obtém-se, finalmente, a expres

sao desejada para o colchete de Poisson nao-candnico

]
{ b= 0 dr | q. -~ 1
{F,G} } dr _gj(Gtatfﬁj Ftathj) (G at ¢ FtatGE{J +

+ | dAr BN,. (3_F.) (3 _G.) ) (IV.75)

ijst s i t ]

A expressao para o colchete de Poisson, gque aparece

na equacgao anterior, em termos das variaveis Ms’ p,B e B e

[ r
! 3F &G 5G §F
{F,G} = = | d; M, 3 — a3 5 +
} £ ith t 5M£ éMt T SME
. [ §F , $G §6 ., SFY
: T~ — T 9. FT
LSMt t &g GMt t &p |
[ 6F $G §G SF )
-\SMt + 8B (SMt t 6B}
([ &F e §G §F )
" B,iﬁMt ‘¢ TB SM_ ¢ TR | +
{ f ?f )
N i §F §G |
- AEBN o3 T B (1V.76)

ijsti’s &M, J SMj

[—
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A primeira integral desta equagao coincide com a expressac do col
chete de Poisson para o modelo mhd sem viscosidade de giro, em
configuragoes bidimensionais (Morrison e Greene, 1980). A segun

da integral depende da viscosidade de giro e & determinada pelo

divergente do tensor de viscosidade (aiwis) gque aparece na equa
cAc {(IV.21). Assim sendo, pode-se escrever a equacgac (VI.76}) na
forma

'f = j T 1

(F,G} {F,Gjmhd {F,Gl, : (IV.77)

onde o primeiro colchete do lado direito desta equagao correspon
de ao colchete obtido por Morrison e Greene (1980} para o medelo
mhd , e o segundo corresponde ao termo adicional obtido conside-—
rando-se a viscosidade de giro.

Usando a notacao empregada na capitulo anterior para

escrever o colchete nao-canonico, dado pela equagao (II.&1}, tem
~-5e
[ (3 8 3
3 i Rl ‘
{Fr,G} = - § dr | M. | SE g 88 L $G .V §§J +
i | = = = w3
J Y SM OM &M
(3 )
Lo l8E g se 86 g em)
L 8M Sp M 8o/
feF 5F )
B SE g fe 86 4Bl
Y &B &M 8B/
[ sr §G 5G §F )
+ Biw—_;.vm—— °+.v—‘1€; + 1F,G} . (IV.78)
&M 6B §M 88/ v

As equagoes gue descrevem o modelo considerado neste
capitulo podem ser deduzidas a partir do colchete definido pela

equacao (IV.76) e pela Hamiltoniana



(IV.79)

usando-se as equacotes de Hamilton generalizadas, escritas na for

ma

M

T = {MS’H} {IV.80)
30

e = {p,H} {(IV.81)
25 = {B,H} (IV.82)
st

L. femr (1v.83)

Para se obter as equacoes (IV.21) a (IV.24) a partir das equaches
anteriores, deve-se considerar as variaveis MS ;0 ,B & B como
funcionais do tipo definido pela equacgdoc (IV.60). Assim, as equa
¢oes (IV.22) a (IV.24) podem ser facilmente deduzidas das egua—
goes (IV.81) a (IV.83), respectivamente. Considerando-se a egua

cao (IV.80), tem-se

oM
s §H §H ¢H
5t {MS’H} = =03 So B ag 58~ ° as §8
[ SH ) SH f SH \1
S U L O T L R P 1
tis SMt } t s GMt i sjit "t M. ]

As derivadas funcionais de H em relacao a Mt ;P ,B e B sdo

SH t SH _oM?
2p

2
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= (sinal de B}8 + B ’ S8 =

O?! O
fueiiey]
O
s
[w3)

M
ﬁﬁ = -8 BS(EBH - B 3 i_(sinal de B} B +B] -
r M.
3 MeMer [y 3 )
T % T ) T Y P sgie T
ou
aM !'M M_ - 7 2
- { B _
3T ° T % Lo )T %3 LBtB! T 9 Tis ’

gue & a eguacao (IV.21).

Dessa forma as equac¢des, que descrevem o modelo con-
siderado, foram obtidas diretamente de equagdes de Hamilton ex-
pressas em termos de um colchete de Polsson nao—canonico, indepen
dentemente da existéncia de um formalismo Lagrangiano.

0 colchete de Poisson {F,G} , apresentado neste item,
satisfaz as propriedades algébricas indicadas nas equacdes (ITI.55)
a (TIT.58). A anti-simetria em relacdoc a troca do funcional ¥ pe
lo funcional G, a linearidade em F e G e a regra do produto po
de ser demonstradas facilmente. A identidade de Jacobi, entre-
tanto, costuma apresentar dificuldades para ser provada; a de-
monstracao referente ao colchete de Poisson discutido pode ser en

contrada no trabalho de Morrison, Caldas e Tasso (1984).



£f. CONSTANTES DE MOVIMENTO

0 sistema dindmico descrito pelas eguacdes (IV.21) a

(IV.24) possui densidades C gue satisfazem a equacoes do tipo
s¢ D = (IV.85)
T V. D = 0 ,

onde C e D dependem das variaveils MS ,0,B e B. A cada den

sidade corresponde uma constante de movimento, poils

S . grc = - dr Vv.D = 0 , (IV.86)

LR

ja gue o0s termos de superficie se anulam. As constantes de movi

mentc no modelo mhd com viscosidade de giro sao

+ [ M2 . 52 )
= I ; Iv.
H drt2p+biB[ e (Iv.87)
- - -
P = dr M (IV.88)
-> = >
L = | dr rxM (IV.89)
i
- I‘ - . -
G = i dr {pr - tM) . {IV.90)

A primeira constante de movimento (H) & a energia total do plas-
ma e a Hamiltoniana considerada neste capitulo. A segunda e a
> hucq =g - . s
terceira (P e L) sac, respectivamente, as quantidades de movi-
. . - . > _
mento linear e angular do plasma. A ultima constante G esta re
lacionada, fisicamente, a uniformidade do movimento do centro de

massa do plasma. Pode-se verificar gue esses funciocnais sac cons
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tantes, usando-se as eqguacgdes (IV.21} a (1v.24}, ou mostrando que
eles comutam com a Hamiltoniana (IV.79) {com excecac do funcional
G, gue depende explicitamente do tempo).

Além dessas constantes de movimento, existem outras

gue comutam com gualquer funcional F(Ms,p,B,B) , ou seja,
{rR,r} = 0 . (IV.971)
sendo {R,F} o colchete definido pela equagao (IV.76). Assim,

R & uma constante, gualguer gue seja a Hamiltoniana. Os funcip
nais R sdo denominados invariantes de Casimir e sao uma proprie
dade do colchete de Poisson nao-candnico envolvido (Sudarshan e
Mukunda, 1983). Para o colchete considerado neste item foram en

contrados os seguintes invariantes de Casimir

8 t {Iv.92)

onde ki sao constantes arbitrarias e as constantes ai ; bi e
=5 estao relacionadas pela equacgao
. b, . = .
a, + b, +c,; 1 (IV.93)
Una expressdao mais geral que {IV.92) &
{
} - (B B\
R = 1 dr p £ = , — | , {(IV.94)
Y o
J
onde f e uma fungao arbitraria. No integrando desta eguacao
as variaveis B, 8 e o podem ser permutadas. Os invariantes de
Casimir encontrados dependem apenas de o ,B e B .

De uma maneira geral, o¢s invariantes de Casimir po-

dem ser usados no estudo da estabilidade das configuracgodes inves
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tigadas. Com eles podem ser encontrados principics variacionais,
gue determinam as classes de equilibrio possiveis e os critérios
de estabilidade nao linear (Hazeltine, Holm, Marsden e Morrison,

1984) .
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V., ESPECTRO DE FLUTUACOES EM TOKAMAKS

a. INTRODUCAO

O formalismo Hamiltoniano para o modelo magneto-hidro
dinamico com viscosidade de giro serada utilizado neste capitulo pa
ra analisar o espectro turbulento das ondas de deriva observadas
em tokamaks {(Surko e Slusher, 1980).

Como ainda nao & conhecido um sistema de equacdes gue
descreva adequadamente essas ondas, justifica-se a procura de mo
delcs simples, incluindo efeitos ndo-lineares e/ou dispersivos,
que levem a resultados concordantes qualitativamente com as ob-
servacgoes experimentais (Tasso, 1983).

Considerando a equacdao KAV na descricido das oscila-
¢oes de deriva em tokamaks e a termodindmica de meios continuos,
Tasso e Lerbinger (1983) calcularam o espectro (i) dessas oscila
¢oes. O termo dispersivo da equacdo KAV foi associado ao efeito
dispersivo da viscosidade de giro. A concordancia qualitativa boa
entre os resultados obtidos e os valores experimentais morivou a
realizacao da investigacdo relatada neste capitulo (Caldas e Tas
sc, 1984b}.

Para analisar as oscilacoes de deriva em tokamaks, se
réd utilizado o modelo mhd bidimensional com viscosidade de gi-
ro, apresentado no capitulo anterior. No item b serio discutidos

0 equilibrio e as oscilac¢des considerados e serao deduzidas, do
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modelo mencionado, as equacoes que os descrevem. Nesse mesmo iltem
sera apresentada uma formulagao Hamiltoniana para a egquagao li-
nearizada, obtida para descrever as oscilacdes mencionadas. No
item ¢ sera calculado e discutido o comportamento gualitativo do
gspectro de flutuacoes, considerando-gse o limite k> . As con
seqiidncias dessa andlise serdo também discutidas nesse mesmo item.

0 cbjetivo do trabalho apresentado neste capitulo e
o de investigar a influéncia da viscosidade de girc no espectro

das oscilacdes, deduzido numa aproximac¢ao linear.

b. EQUILIBRIC E PERTURBACOES

As equacdOes basicas consideradas neste capitulo sao
as do modelo mhd com viscosidade de giro, ja apresentadas no item
b do capitulo anterior. Como naquele capitulo, as linhas de for
ca do campo magnético sdo paralelas e sua diregd3o é indicada pe-

- .
lo versor eZ , ou seia,

W
fl
[us]
®+

, (V.1)
Assim, as eguacbes basicas do modelo considerado sao:
R AL (v.2)
%% = -V .UB - BY .V (V.3)
%% = - V.Vp - 0V.¥v (V.4)
¥ . T .VP-yPY.Yv . (v.5)

ot
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0 equilibrio a ser considerado a seguir & estatico e

uniforme, ou seja,

(V.6)
VP, = VB, = Vp, = 0 .

Na descricdo de Euler, o movimento de um fluido & des
crito em func¢ao das variaveis (?,t) .  Na descricao de Lagrange
considera-se a velocidade de um elemento de fluido como uma fun-
cdo do tempo t e da posicgao inicial ;G no instante inicial £=0.
Na analise a ser feita a seguir é conveniente usar-se uma mistu-
ra destas descricgoes, isto &, o deslocamento infinitesimal de um
elemento de fluido em torno de sua trajetdria de equilibrio, des
crita pelo vetor r , & representado pelo vetor % {(Vuillemin,

1965), indicado na figura (1).

Fig. 1 - A linha cheia (

) indica a trajetbria perturbada de
um elemento de fluido e a linha pontilhada (----) sua
trajetoria em equilibrio.
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0O deslocamento E , definido como

o , (V.73

I
H+4
1

ks

T LY, £)

& uma funcdo de t e das coordenadas de Euler do eguilibrio. A

partir da eguacgao anterior obtém-se

+
Qo

ol
<5
il
|
cF frd
<
o

I

onde v a perturbacao da velocidade de um elemento de fluido

- - >
v o= vy + 8v . (V.9)

- > .
Neste trabalho sera usado v para indicar a velocidade perturba

da, pois v, =0 .
Linearizando-se a equacgao (V.2), obtém-se
o0 27 = _ylep . BBl g o (V.10)
3t i Ho )
N < - ~ R
onde &P, 6B e &7 sao as perturbacdes de P, B e T em tor
no do equilibrio considerado. Derivando-se os termcs dessa equa
cao em relagao a t, tem-se
3% > [38p By 98B ) . 3T
QO atzv = —v\at ‘ﬁ§—j —-V.oa—;t_: . (V.T'I)

As perturbacoes 6P e &B podem ser calculadas usan
do-se as equagoes (V.3) e (V.5), respectivamente. Assim sio ob-

tidas as eguagdes

3 -

3T 9P = - YR V.v (V.12)
3 6B

08 = - By V.V . (V.13)

Q2
ot
|
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O Gltimo termo da equacac {V.11) pode ser calculado a partir da

equacac (IV.14), obtendo-se

Bﬁltf-)‘ B 7("' a\_}i’\ V. 14)
Veda o= 2V 8 X at : (v.
Apos a substituicac das expressbes de §P, 8B e 3% na
equacao (V.11), esta pode ser escrita na forma
2 -+
A . (V.15)
at? 3t

E e F sdo respectivamente operadores anti-simétrico e simétri

co definidos por

K3
1

av?e «x (V.16)
LK e )

i
i

-bV({(V. ...) , (V.17)

sendoc a e b constantes dadas por

L= ]

o
It
|
T
-
v}

s ) . {(V.18)

N
[&]
=
-
[}
=
s
o

Levando-se em conta as propriedades de simetria dos

operadores & e F , pode-se associar uma Lagrangiana e uma Ha-

miltoniana a equagdo (V.15) (Tasso, 1984). A Lagrangiana &
2 ra% a?’} 1 = o 1 - ~
L = w ==, == - = - =
2 i\at ’ atJ 2 (V rEV) 5 (" IFV) 7 {V.19)
onde ( , ) indica o produto escalar num espac¢o funcional conve-

nientemente definido. O momento E pode ser definido como
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5 o= S . %i + o5 BY (V.20)
s av) £
L3t
e a Hamiltoniana como
[ 8% )
H — ‘8_V'§ - L . (v.21)

Usando-se as expressoes (V.19) e (V.20),

-

5 0= 5 (B - 2B, P - (v, Fv) : (v.22)

N —
23]
<
.;

N —

A Hamiltoniana dada pela equaciao anterior pode também ser escri-

ta na forma

Hoo= o (v, fy) (v.23)
onde
-
_ { P
Y = ' : (v.24)
!+}
V4
[S4
R [ - B/2 |
o= T (v.25)
{ B/2 Fo-£7/4

Y pode ser decomposto em termos das autofuncoes do

operador M

¥ = Y a. Y. , (V.26)
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onde as autofuncoes Yj s3ao0

B
|_0-
b
]

e 5 ) (V.27)

pu
T ——
oY

T . - - . g id
pois o equilibrio considerado & uniforme. Os vetores A e c ,

-+ =

~ , -+
como p e Vv, sao perpendiculares a B, . Os autovalores Ay

do operador I podem ser calculados a partir da equacao
My, = A, Y. , (V.28)

que, apds as substituicdes das expressdes de M e Yj , leva a

obtencao do sistema de equacgdes

A+ ak?e c 1 >
J Z i (A‘!
T W (V.29)
e 3 24 4 R ] ‘CJ
-akje xA + {a°k, + bkZ)C |
Deste sistema de equagdes, obtém-se {Caldas e Tasso, 1384b)
1 4 ; /
A, o= 5 (1 +a%k! + bkl (1+a%k+bk?) -4bk? . .
j T2 jr PRy etk e i) 5 (v.30)
Para valores grandes de kj , obtém-se
AL = a? x&
5 3 {v.31)
e
b -2
AL = = k. . (V.32)
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¢. ESPECTRO DE FLUTUACOES

supondo que a estatistica de Gibbs possa ser aplica-
do ac estudo das oscilacgdes do sistema fisico considerado, pode-
se introduzir a funcao de particac 2 como uma integral de fun-

cionais, definida no espa¢o de fase dos campos considerados (Tas

so, 1984),

{
A = é D (V) D(g) exp (~aH) . (V.33)}
J
Usando-se a expressdo de H, dada pela equacdo (V.22), obtém-se

D(Y) exp [- % a (Y ,1\715()] . (V.34)

]
i
by

O produto escalar (Y ,ﬁ’Y) pode ser calculado, usan

do-se as equacgdes (V.26) a {V.28)

=

(¥ , M Y) = Yy oooaL A . {(V.35)

a Y a? a. . (V.36)

A condicgao
> 0 (V.37)

garante gue H seja positivo e gue o sistema considerado seja es
tavel.

A partir da expressao de 2, dada pela equacao {V.36},
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pode-se calcular o valor esperado de ag , em funcao dos auto-va

lores Aj e do parametro o (Tasso, 1984)

> = a4 (V.38)

O espectro das flutuacdes existentes no sistema considerado &,
portanto, determinado pelos valores de Aj e pelo parametro o .

A equacdo (V.38) é valida para oscilacdes descritas
por equacdes do tipo da eguacao (V.15) (Tasso, 1984}. No modelo
considerado neste capitulo, tem-se, para kj-+w '

<at > = k (V.39)

L. na
L

AV
w
A

F4AY
\}]
e e

Ly N

. (V.40)

Este Gltimo limite corresponde & uma divergéncia do tipo ultravio
leta, nao compativel com o espectro de oscilagbes observados em
tokamaks. Um resultado também incorreto para esse limite @ obti
do quande se considera © modelo mhd sem viscosidade de gire, pois,

para k., +rw
= :} r

v
u
~

(V.41)

<a.>» = constante . {(v.42)

Este ultimo limite, embora ndo divergente, também & inaceitavel

figicamente.

A eguacao (V.38) foi deduzida considerando-se uma dis
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tribuigdc Gaussiana de probabilidades. Com essa distribuigao e
linearizando-se a equacao que descreve as oscilacgoes, obteve-se
um iimite divergente de <a§> para kj-+m . Pode-se concluir,

portanto, que pelo menos uma dessas hipoteses nao pode ser utili
zada no calculo do espectro de tokamaks. O formalismc Hamiltonia
no candnico para o modelo mhd ndo linearizado com viscosidade de
girc, apresentado no capitulo anterior, pode ser utilizado para
a dedugao desse espectro. A dificuldade principal consiste no céal
culo da funcgao de particao para esse modelo ({Scalapino, Sears e
Ferrell, 1972). A importancia do efeito dispersivo da viscosida
de de giro, contido nesse modelo, para esse calculo, foli demons-

trada pelcs resultados obtidos por Tasso e Lerbinger {1983).
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Neste capitulo €& apresentado um resumo dos principais
resultados deste trabalho e apontadas suas possivesi aplicacgoes.

Uma classe de equacdes nao-lineares com colchetes de
Poisson nao-canonicos e constantes de movimento foi apresentada
no capitulo II (Caldas e Tasso, 1984a). Aplicando-se o teorema
de Poisson, foi obtida uma relacao geral entre as constantes de
movimento cujas densidades nao polindmios na variavel considera-
da. Uma relacao desse tipo pode ser utilizada para encontrar no
vas constantes de movimento (Miura, 1968).

Utilizando-se uma combinacao da representacao de Clebsch
para as variaveis de fluido com os potenciais eletromagnéticos
para os campos elétrico e magnético, foi obtido, no capitulo III,
um principio variacional, a partir do qual se pode deduzir as e-
quacoes que descrevem o modelo de dois fluidos, levando-de em con
ta os movimentos térmicos dos fluidos. A partir desse principio
variacional foi desenvolvido um formalismo Hamiltoniano candnico
em termos das variaveis mencionadas (Caldas e Tasso, 1984a).

No capitulo IV foi apresentado um principio variacio
nal para o modelo magneto-hidrodinamico com viscosidade de giro.
A generalizagao da representacao de Clebsch introduzida inclui o
efeito dessa viscosidade. Com essa representacao, foi dpresenta
do um formalismo Hamiltoniano canonico para esse modelo. Um col

chete de Poisson nao-candnico, que caracteriza um formalismo Ha-
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miltoniano nao-candnico para o modelo mhd com viscosidade de gi
ro, foi obtido a partir do colchete candnico. Nesse capitulo fo
ram ainda apresentadas as constantes de movimento do sistema e os
invariantes de Casimir encontrados, associados ao colchete nio-
canonico (Morrison, Caldas e Tasso, 1984). As configuracoes bi-
dimensionais consideradas permitem descrever varios aspectos das
descargas elétricas em tokamaks (Hazeltine, Kotschenreuther e
Morrison, 1984).

Com os formalismos Hamiltonianos ndo candnicos, apre
sentados nos capitulos III e IV, pode-se obter principios varia-
cionais que descrevam diferentes classes de equilibrio e suas ins
tabilidades lineares e nao-lineares (Hazeltine e outros, 1984).

O espectro de ondas de deriva, observadas em tokamaks,
foi discutido no capitulo V. Para isso foi considerado o modelo
mhd linearizado com viscosidade de giro. Alguns métodos da me-
canica estatistica foram utilizados para se examinar a influéncia
dessa viscosidade no espectro mencionado. Os resultados obtidos
mostraram a existéncia de uma divergéncia do tipo ultravioleta no
espectro (K) dessas ondas (Caldas e Tasso, 1984b). Pode-se con
cluir, entado, que essa discussdo deve ser feita considerando-se
uma equacao ndo-linear na descricio das oscilagoes de deriva. O
formalismo Hamiltoniano apresentado no capitulo IV pode ser uti-
lizado, apesar das dificuldades que aparecem no calculo da fun-

cao de particdo, no estudo dessas oscilagoes (Tasso, 1983.
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