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REPRESENTAGOES INTEIRAS DE GRUPOS CICLICOS

1 - INTRODUGAO

- Uma representacao inteira de um grupo‘finito G e

umvbomomorfismo'de G em um grupo de matrizes inversiveis so-
N

bre z. Duas representacoes inteiras sao equivalentes se uma
Se obtém da outra porrconjugagao’por uma matriz inversivel
sobre Z. As classes de equivalénéia das representagées in-
teiraébcdrrespondem assim, as classes de‘isoﬁbrfismo dos&ﬁ—
dulos sobre ZG, com base finita sobre Z. Estes ‘médﬁlos so-

bre ZG chamam-se reticulados.

A classificagao de todas as representacoes intei-
ras de grupos concretos € ym dos problemas que interessam na

teoria, porque sao poucos 0S grupos para oS quais se conhe-

cem completamente suas representagoes inteiras.

Uma representacdo inteira e equivaiente com uma So-
ma direta de repfesentagées inteiras indecomponiveis,mas os
somandos quase nunca sao unicos. De modo que determinar to-
das as representacgoes inteiras de um grupo, equivale a de-
tgrminar todas as indecomponiveis; e a dar invariantes para

.,



as somas de indecomponiveis, que permitam decidir quando sao

equivalentes duas somas. .

Observamos que, no caso particular em que ¢ e ci-
clico de ordem m, determinar todas as representagoes intei-
ras de G nesse sentido, equivale a determinar formas cano-
nicas para todas as matrizes sobre os inteiros que tem or-

dem divisor de m.

Um dos primeiros trabalhos sobre representacoes in-
teiras foi o de Diederichsen, [1], quem classificou as re-
presentacdes indecomponiveis do grupo ciclico de ordem p,

primo.

Posteriormente, HellerrgiReiner, em [3], introdu-
zindo os métodos de élgeBra homongica, ¢ Berm;n e Gudivok,
em [5], com»méfodos matriciais, mostraram que o grupo ci-
clico\de ordem p? tem um nimero finito de representacoes in-
teiras indecomponiveis, no entanto que o grupo ciclico de
ordem p com n =3, assim como os p-grupos nao ciclicos pos-
suem indecoﬁpoﬁiveis de dimensao arbitrariamente grande. O
problema de determinar quais s3ao os grupos que tem um nume-
ro finito de representégGes inteiras indecomponiveis, foi re-

‘solvido em geral em [4], e também em [5].

A classificacao completa das representagoes intei-
ras do grupo ciclico de ordem p?, foi feita recentemente por
Reiner em [7]. Neste trabalho estendemos os resultados de

[7] no sentido seguinte.



25 g = - # Nn ;
- =-%=- Pade--um grupo ciclico G, de ordem*ggaas componen-

tes simples da algebra QG sao todos os corpos ciclotdmi-

cos @(z.), sendo ¢ . uma raiz primitiva de 1 de ordem p°,com

lados indecomponiveis M sobre ZG_ tais que entre os soman-
dos simples de @4 ha no maximo trés diferentes, incluindo g,
e finito. Também mostraram que os indecomponiveis Mtais que

em Q¥ ha mais de tres componentes simples dlferentes ou trées

dlferentes de Qs e 1nf1n1to. Aqu1 c13551f1camos todos osre-

t{pulados M sobre ZGn tals que QM € uma soma de copias de

tréé componentes simples, @, Q(Ci) e Q(cj). Estes M sao en-
tao soma de um numero finito de indecomponiveis.

No caso em que z —1 e J =n =2, os reticulados cal-

culados fornecem todas as representagoes inteiras do grupo

c1c11co de ordem p , pois .~

e BB EgEE ‘QGZJ: Q @'Q(Cl) ®‘Q(C2)'

Assim nossos resultados se Teduzem aos de [71].

Osfmétodos sao os mesmos de [7], de modo que so foi ne-
éessério reescrevér as demonstragoes de [7] para aplica-las
emJnosso»caso}_ v S

A contribuicao deste trabalho consiste entao, no
calculo-de novos exemplos concretos de representagoes intei-
rass-- == - oc- == Aol

__Na proxima secdo introduziremos as nogdes basicas



€ notacoes- usadas, e-daremos um resumo do metodo de deter-

minacao dos reticulados desenvolvido em [7].

Na segdo 3 incluimos uma expressao das unidades de
%G, dos aneis quociente deste anel. Estas expressoes nao

serao usadas nas demais segoes, mas os resultados sao de in-

teresse por si mesmos, ja que sao escassas as informagoes

disponiveis sobre calculo de inversos em aneis de grupo em
geral, e estas informacao € util nas aplicagoes desses anéis.

e —

Na segao”4 apresentamos a lista completa dos reti-

.7\ - - - - -
~culados indecomponiveis sobre ZG,, dos tipos mencionados aci-

ma. Na ultima sec3o determinamos os invariantes das somas

desses indecomponiveis.

= b -

- - A principal referencia para os resultados que su-

por emos éonhecidos € [6]1, e as notagdes usadas serao as de

Ié‘]‘e_de £713.

2 - NOGOES BASICAS E NOTAGOES

= = - . N = m R - . - —

Sejam G, =<g> 0 grupo ciclico de ordem pn, zG oa-
nel do gfupo_Gn com coeficientes intgiros, ., uma raiz pri-
mitiva de 1 de ordem p’, ®.0 poiinGmio ciclotomico com raiz
L,» R =20z 1, o anel dos inteiros do corpo ciclotdmico, e

Z o anel dos inteiros modulo p.

s - Entao: =
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. - n
= i w5 B P L. p - L
z6, zlx3/(x¥ -1), R, Z[X]/((bn),

i, & -; AT ey - . pﬁ-l
26,1 = 20x1/(0,,x% -1).

As-inclusoes de ideais de Z[x]:

-1,

-1 n
-1y (¢, )<(0 )e(o, 2P -1),

e P aYes

} n-1

: " ‘ ) 7
—1)C(¢n1Xp _1))_> ER ) —

e n = - h
P -De?

determinam os- epimorfismos indicados pelas flexas do seguin-

N %
te>diagrama comutativo Lt L. LB S

N & 2T e T

26, —— R
n

=S8 ELiF SIZUEECLZIE OH ,ZG
. : B

[
St oy

Cada retiéulado sobre ZG, 1> Qu-sobre R, pode as-
sim-ser considerado um reticulado sobre 2G , atraves desses
epimorfismos; Ao mesmo tempo, cada reticulado sobre qualquer
destes trées aneis, e um reticulado sobre Z[X], e assim sera

considerade quando for' conveniente. -

""Se M e um reticulado sobre zG, ., entdo

iy i
R L= {meM;(x? -1)m=0},

& um submodulo de M, que & um reticulado sobre ZG, 1+

E claro que ¢ McL, logo N =M/L € um modulo sobre
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R =ZtX]/(¢n). E facil ver que ¥ €& sem torgao sobre z. Além
disso, se aeRn, existe BGRn, tal que aBEZ. Daqui se deduz
que ¥V e sem torcao sobre Rn' Em conseqiiéncia, como Rn € um

9

: dominio de Dedekind, ¥ € uma soma de ideais de R,

ief
. t n 1 7

e a classe de isomorfismo de N, esta determinada pela clas-

se do ideal HAi, e pelo inteiro t.

‘ Consideremos agora o fetiéulado M como uma exten-
RS

Aéigxde N por L. Tambem pode-se expressar M como uma exten-
sio de um modulo L' sobre ZGn_l,;por um  mébdulo ¥' sobre Rﬁ.
Nao ha penhuma vantagem em consiégrér um ou outro tipo de

.extensoes. . ;

‘Para todo L e todo ¥ nessas condig6es, tem-se:
HomZGn(L,N) s HomQGn(QL,Qy) = 0.

Com efeiFo, QGn‘=QGn_1ﬁBQ(§n), portanto QL e QN,ng_séores—
pectivamente m6dulos sobre QGn_1 e sobre_Q(gn), nao tem ne-
“nhuma compgnente simples.em comum, como modulos . sobre QGn,
ja que provém de somandos Qiferéntes'da algebra semi-simples

QG.

A partir desse fato demonstra-se facilmente que,da-
do um isomorfismo ¢: M1 e MZ’ entre duas extensoes de N

por L, existem isomorfismos y: L — L e §: N — V¥, tais



* mina dando um reticulado L sobre zG,

que o diagrama seguinte € comutativo.

6,: 0 .—‘L M, — N —— 0

9220———»L———->-M2 >~ N .—‘.0

E vale também o reciproco. Considerando os elementos [61] e

[o,1 de Ext (N,L), definidos por estasvseqﬁéncias exatas,

G
n

isto se traduz em que M; =M,, se e sO se existem um automor-

fismo y de L, e um automorfismo § de N, tais que v[6,1=06,18,
N

'6naé Y e 8§ operam sobre Ext(#,L) na forma usual (ver [71]).

N

Em conseqiiéencia, dados um L e um ¥ fixos, as clas-
ses de isomorfismo das extensdes de W por L estao dadas pe-
"las orbitas determiﬁadas no conjunto Ext(ﬁ,L), sob a acgdo a
esquerda.dos automd}fismos de L, e é‘direita dos automorfis-
mos de ﬁ. Observamos.que o grupo Ext(¥,L) e finito, pois €

finitamente gerado, ja que ¥ e L o sao, e lGniExt(N,L) =0.

.Concluimos que um reticulado M sobre 26 se deter-
-1 um reticulado ¥ so-
bre R, e um elemento de. Ext(¥,L) que representd uma orbita

em este grupo.

Diz-se que dois reticulados sobre 26, My e M,, sao
localmente isomorfos, se para todo primo p que divide a or-
dem de ¢ , considerando o anel dos inteiros p-adicos Ip, se

tem Ile =IpM2, como modulos sobre IpG. Para indicar o iso-



morfismo local usa-se a notagao MivM,. Por exemplo, cada i-
deal 4 de R € um reticulado sobre ZG, com g operando por
multiplicagao’por ¢ . Neste caso IpA e um ideal de Ip[cn],

que € a ideais principais, logo IpA :Ip[cn]; portanto AVR .

Anotamos aqui que os metodos de localizagao permi-
tem demonstrar que se G € um p-grupo, um reticulado M sobre
ZG & indecomponivel se e sO se IpM € indecomponivel sobre

G 6 .
Ip (ver [61)

- Em [7] demoﬁstra-se que se L' e N' sao reticulados
SQPre ZGn, e sobre Rn respectivamente, tais que LvL' e NVN',
enféo'existe um isomorfismo Ext(N,L) ~Ext(¥',L') queleva as
Brbitas\do primeiro gfupo definidas acima, nas oOrbitas do
segUndo. Em conseqliencia, essa bijecdao leva as -classes de

isomorfismo das extensoes de N por L, nas classes de isomor-

fismo das extensces de N' por L'.

Para nossas aplicagoes interessa o calculo do gru-

po Ext no caso seguinte.
_1:—
> Re=lz.]1,

.

R ’ n
Para todo 7, 0 <7 <n, escreyemos ci=§i

etc.

O epimorfismo 26, — Ri’ faz de R, um reticulado
sobre ZG., e logo tambem sobre ZG , como geradorde G ope-
rando por multiplicagao por Tt Por outro lado,consideremos

um reticulado L sobre ZG._;, que e portanto um reticulado

sobre 26, atraves do epimorfismo z2G, —> ZGi;l-Comlmm apli-



cacao da seqiiencia exata do funtor Ext, mostra-se facilmen-

te que

, EthGn(Ri,L) = 1/%_(g)L = L/pL = L.

. -1
(Observamos que<para todo mEL: gp m=m, pois a 1imagem de
1~1

gf em G,_; € a identidade).

-1
Precisaremos calcular os automorfismos de alguns
reticulados sobre ZGn;”Escreveremos para cada Z, 0 <z <n.

E; :Z[X]/((X41)¢i). Em particular E. =2G,. O epimorfismo de

1 1
énéjs ZGi —_ Ei faz de E. um reticulado sobre ZGi,com.oge—

rador de G, operando sobre E . por multiplicagcao pela imagem

de X. ‘ T -

Indicaremos com U(R) o grupo dos inversiveis de um
~anel R. _ ;
Observando que os modulos Z, R., E 'sao ciclicos

sobre ZGn (gerados pelo 1), e achando o anulador do gerador,

resulta imediatamente que:

N —

Hom(Ri,Z) = Hom(Z,Ri) =0

' Hom(R;,E;) = (X-1)E;, Hom(£,,R;) = R,

Hom(Ei,Z) 2z g, Hom(Z,Ei) - QiEi.

Precisaremos dos seguintes grupos de automorfismos: parato-

do ideal 4 de Ri’

aut(4) = aut(r,) = U(R):
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Tz IIlt I j:;i;i;‘aut(Eij ﬁ'U(Eé};" TS mTSTIE-st i;:;;tTf'

aut (z 8r,) ~ U(2) BU(R,).

Como os modulos Z,’Ei e R, sdo ciclicos, todo en-

i domorflsmo de z @E @R. se. representa por uma matrlz com e-

lementos aZGZ »eZeE";?ZgRéf

e sy By .- oly 0. i Y g
ST i@ 2ol ?iel e, (X=1)eq|. 12 2
o -1 1=-0- Rgl-sn g, dI00 D smamordamns 4
.;.\;};_ i = B ol THANE A SCUNI N S S N . ==
"Para compor dois desses endomorfismos deve 1embfar—sé que

ZG opera sobre’ ég"Ei e R atraves dos eplmorflsmos H]H on

I ﬁz
26, — E. —= R.=E_/(3.)
SEETE -,nl g - z

E,Z/(X'l) * 7 — 7 :Ri/(ci—l)

N

Daqui sai facilmente que, se o endomorfismo tem inverso,en-

o e (oD (ey)
‘1 2 GMZ(Z) A €M, (R.) .
ply (e ) I (ez) r, rg v

Trae e Joke & i - - DX T - - — e T

tao sao inversiveis as matrizes:

—— A e e B hn e - ——c e >

O diagrama acima & um -produto fibrado de aneis,

pois (¢i)n(X—1) =(0). Isto’§}gnifiba que se rGRi e a€Z tem a

m
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mesma imagem "em Z, existe eGEi tal que r =H2(e) e a‘= Hl(e).
Usando este fato verifica-se que se as duas ultimas matri-
zes sio inversiveis, entao o endomorfismo inicial tem inver-
180,

Um endomorfismo de 2 @Ei se representa por uma ma-
tyizt .

%1. %9

- , q’iel — e,

"Este endomorfismo tem inverso se e so0 se € inversivel o en-

domorfismo de Z @EiGBRi dado por

- , | %1 %z )
) Qielv ,82 0f.

C 0 0 1
Daqui, pelas observagoes anteriores, se deduz que este € um

automorfismo de Z @Ei, se e sO se sao inversiveis:

41 22
e Hz(ez).
lpﬂl(el) .Hl(ez))

3 - UNIDADES DE ZGn

Nesta segao estudaremos as unidades do anel ZGn
Aplicando a formula de interpolacio de Lagrange, determina-

remos os coeficientes do inverso de uma unidade de ZGn. Os
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. resultados desta segdao nao serao usados nas segoes seguin-
tes..

Os mesmos métodos podem_aplicar-se para dar uma ex-
pressdao dos inversos das unidades de anéis que sao imagens

" homomorfas de 2G, , mas nao consideraremos este tipo deanéis.
Para simplificar a notacao, escreveremos:

E=2¢6, d=2x -1, &, =1x-1,

. Se g € o gerador de.Gn, cada elemento de E se es-
\.
"creve de modo unico na forma f(g), onde f € um polinodmio,

f€z[Xx1, tal que grau f-<pn.

PROPOSIGAO A - Vale f(g)&U(E) se e somente se F )R, para todo

- j€J. Se f(g)€U(E), entao seu inverso é J“(g)-1 = Zaégk, com a, €2 dado

por: . )

_.n -k k|

N . o

ohde Tr3 indica o trago na extensao Q(Cj) de 4.
DEMONSTRAGCAO - Se h(g) €. o inverso de f(g) em E, entao
fh =1 (mod 4), logo'f(cj)zh(cj) = 1 para todo JEJ.

Seja f(cj)eU(Rj) para todo j€J. Consideremos d =
= H(X—cg), onde jE€EJ e,para cada j, ;;, percorre as raizes

de Qj' Definimos

ho= p T lesr (e Thas (e,



- T% =

T e B T - = T - <=

opge a soma estende-se sobre todas as raizes de d. Assimre-
sulta que p?@§?£X], pois pnhGRn[X], e e fixo pelos automor-
fismos de 4(z,) sobre .

k

)

pois o valor de»d/(X—c?) em c§ e:

1

: f?f?‘iTIAlém~diSSO, h(c?) = f(t para toda raiz C; de d,

’ k - n_-k
d gcj) P

e em toda outra raiz de d o valor e 0.

Daqui se deduz que d divide fh-1, logo f(g)h(g)=1.

N -
ZN-2 ez e - -

N Magfréféﬁds'agora que h€Z[Xx], e portanto %(g)EE.

Seja pth =%'€z[x1, onde p ndo divide %'. Entdo

s | . t tr
. se T o= s ose.. fR' -pTe=plTad,

onde r e s sio inteiros relativamente primos,e ¢g€Z[X] €pri-

mitivb. Como p nao divide fh', sai daqui que podemos supor
pt =g, logo ,
S oL - SRSLG. . B y ot _ '

) fh' -p~ = rqd.

" 'Tomando as imagens em 2[X] desses polinomios,e su-

pondo. que t >0, se obtem uma igualdade da‘forma
Sme w o - — - n
07 FR = Fqx-1)P

pois cj_=1 (ﬁbd p) para todo j. Mas

FQ) = 7t = o,
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pois f(cj) € inversivel. Ademais %' ndo € o polindmio 0, e
grau %' sgrau 4'<p”. Temos assim uma contradicio, logo ¢t =0

e he€zlx].

Se & =Zaka, entao:

ay = n(0) = p'",Zkf(c§)‘1 -

Jds

n

-n k -1
SR (G

Da expressao de % @ ‘imediato que a € o coefi-
~c§ente de 1 em g-kh(g). Este elemento e o inverso de gkf(g),
logo pode-se calcular o valor de aps da. expreéséo de ags
substituindo f por ka. Assim éoﬁcluimos que, neste caso,

: ;- - -k -1, |
ak : p ; Tl”j(Cj f(CJ) )' 0

Observamos Que, dado um conjunto de unidades
{fJ.GU(RJ.),jGJ},. existe f(g)€U(E) tal que f(l;g.) =f; para to-
do j, se e somente se o polinomio %, calculado na proposi-

cao 4, tem coeficientes inteiros. Com efeito, se hREZ[X] en-
=1 '
J
seu inverso f(g) verifica f(cj) ﬁfﬁ.AReciprocamente, se e-

t3ao, como h(cj) =f.", h(g) €& inversivel, pela proposigdo, e

xiste um f(g) nessas condigoes, ja mostramos em 4 que AEZ[X].

Este metodo pode usar-se para achar os inversiveis
de E.. Mostra-se assim. que dado fieU(Ri)’ existe f(g)eU(Ei)

tal que f(ci)=fi,se e somente se fi=tl(mod Ci—l)' Esta mes-
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ma conclusdao pode obter-se observando que odiagrama. seguin-

te € um produto fibrado de anéis.

I,

F.,. ——
7
.|
Z

Isto implica que a seqiiéncia que segue e exata:

N| ——

—_——

AM b\ﬂ,« "L_‘}\ ».-'\V"' M é‘
onde a Ultima flecha leva o par no produto da prlmelra com-

ponente; pela inversa da segunda. A exatidao implica entdo

que as unidades de R. que se levantam a unidades de B sao

as que coincidem com *1 modulo z;-1.

b4 - REPRESENTA(;(.)ES INDECOMPONTVEIS DE Gn'

Indicaremos com Z,j dois inteiros fixos tais que

’

l1<72<g4<n, e escreveremos ¢ =Ci’ £ =§j. _

Determinaremos os reticulados M sobre ZGn,tais que
0 m6dulo'QM sobre QGn,'é uma soma dos modulos simples @,Q(e),
a(g). | " |
Estes reticuiados induzem reticulados IpMsmbrele,
cujos fato?és de comp9§ig§o sao Ip, Ip[;] e Ip[E]. Comefei-
to, se por exémpld QM =Q(e), entéo; sobre o corpo dos nume -

ros p-adicos Qp, se tem QpM==Qp(e). Daqui se deduz que IpM
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€ isomorfo com um ideal de Ip[e], «que € principal, 1logo
IpM :Ib[ej. Da mesma forma procede-se no caso em que M tem

varios fatores de composigao.

‘ Os reticulados~indecomponiveis sobre IpGn com oOs
fatores de composicgao Ip, Ip[s], Ip[E], foram calculados em
[5], estudando as representacgoes matriciais de Gn sobre Ip.
Estes modulos também podem ser determinados com os metodos
apresentados na secao 2, mas partiremos da lista dada em [51.
Para cada ¥ dessa lista escolheremos um reticulado M sobre

26, » tal que IpM ~M, isto &, um representante da classe de

isomorfismo local.

\

Lembramos que um reticulado ¥ sobre 26 ; esta deter-

minado dando .um submédulo L, que € um. reticulado sobre

ZGj-l’ um modulo ¥ sobre Rs; e um elemento de Ext(¥,L)

que representa a extensdo de N por L.

Notamos que:

= ) 10 (%)
Ri 2 Ri/pRi =~ Ri'/(e 1) s

z[x]/(x—1)¢(pt) =_Z[AJ/(A)¢(p$),

.

onde X =X-1.

- o = _ ¢(pi)+l
E, = Ei/pEi = 72[x1/(x-1)

7001/ ()@

' 7
pois em Z[x1 vale (X-l)¢i =(X-1)¢(p )+1.
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- e ‘R, -e E. sdo anéis principais locais, com 6 tnico
ideal maximal (1), de modo que todo elemento se escreve co-
mo uma poténcia de A por um inversivel. (Indicamos também
.com A a imagem dgixfl em Ei)'

"Com estas notacoes obtemos a lista I de reticula-
dos indecomponiveis sobre ZG,_ . que contém um modulo para ca-
da'classe de isomorfismo local, do conjuntos dos ¥ tais que

@M tem componentes @, Q(e) ou Q(g). -~ - - _-

=17z 7 S
Y \..\\\ 2. R o,R -; 7 7
2. RyuR;
=TI RLES | |

4o RHR N, k=0, 00D

e e k PR Ty 2 & =
TR - (Ei,RJ. A ),‘ k'o'""d’,(p )i , :

6. (26R,,R, (1,25, %=0,....6 -1}
7

se pt =2, (208,,R.,(1,0), k=1,....0(p")-1.

Para n =2, tomando 2 =1 e 4 =2 na lista I, se tem
todas as classes de isomorfismo locais dos reticulados in-

decomponiveis sobre ZGé, pois @G, =@ 8Q(z,) @Q(Cz)f

.Partindo da lista I, enumeraremos fodos os reticu-
lados indecomponiveis M %obre ZGn; tais que @4 € soma de
componentes @, Q(e).ou'Q(Ei. Como. ja observamos, para isso
basta determihar todos os M que sio localmente isomorfos com

cada um dos modulos da lista I..

_Precisaremos de algumas notagoes.
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Indicaremos com H. um conjunto completo de repre-
sentantes das classes de ideais de Ri’ e analogamente para

Rj' Se AGHi = BGHj, esCreveremos:

Ei(A) = (2,4,1), Ej(B) = (2,B,1).

Do fato que I _ A~R., I B=R,.,, se dedﬁz
E p i 7p g

B, (A)VE,, E(B)VE..

Para cada t indicaremos com U, o grupo dos inver-

siveis de Z[A1/(0)E.

N, -

O epimorfismo R, — R, composto com o epimorfis-

mo definido para 0 <k S¢(p£)-1{ por

R, ——»fE[AJ/(X5¢(p1)'k,

determina um homomorfismo:

- Indica-se com U*(Ri) a imagem de U(Ri) nesse homomorfismo.

Para R;. se tem, analogamente,

que composto-com’o epimorfismo:
- Jy._ - Ty _
Zia1/ P g0k,

determina um homomor fismo



Indicaremos sua imagem com U*(Rj).

Ao par R, Rj associaremos os grupos quocientes:
: =U, . ; U*(RU*(R.).
Uy pi)-x T Yo (piy)-#/ VT BUM(RS)

Demonstra-se elémentarmente que todo inversivel de
7 coincide Com uma unidade circular de Ri’ m6duio.1-ci. Da-
qui resulta que se podem escolher representantes 5€5¢(pi)-y
desse grupo quociente, tais que sua imagem em Z e 1,isto &,

tais que u =1 (mod A). Atraves do epimorfismo canonico, es-

N,
5

'ses u podem-se levantar a elementos u€5¢(pi), tais que u =1

~

(mdd A). Indicaremos com U¢(pi)-k o conjunto desses repre-

sentantes u em 5¢(p?)=0(§i)' Como

ExpﬁB,A) = Ext(Rj,Ri) = R,

cada u define uma extensao de B por 4.

Consideremos agora Ei' Se © <Jj entao ¢(pi)+1s¢Q7ﬁ,

logo para cada k =0,..m,¢(pi) se tem um epimorfismo
_ . _ s By
’,.ZEAJ/(A¢(p 7Ry szt Ptk

Daqui resulta que, com notagdes analogas as ante-
riores, ao par E., Rj podem-se associar os grupos quocien-

tes:

Yo piye1-k T Up (piye1a/ VT BV R ).
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Indicaremos com U um conjunto de represen-

¢ (p%)+1-k |
tantes uGEi, com u =1 (mod 1), desse grupo quociente. Cada

um desses u define uma extensio de B por Ei (4), pois

Ext (B,E,(4)) = EXt(Rj,Ei) = E,.

No seguinte enunciado usam-se notacGes analogas pa-

ra as extensoes de B por Z2-84, e de B por 2 SEi(A)'~

PROPOSIQZ\O B - Para cada par de inteiros i,j com 1 <7 <gj < ﬁ, os reti-
culados indecomponiveis sobre ZG, que tem componentes @, Q(e) e Q(E) so-
b“i’e\QGn, sao os enumerados em II, onde AGHT':‘ e BGHJ.. |

II. 1. Z;

2. A,B; o

.3;‘i£(A), E;(B); - | : - g
4. ‘(A,B,’)\Z'cu") , com k=0,; ,d.) (p?)—ll,.e para..cada' k, u65¢(p7;)_k;
- sf'(Ei(A),B,Kku); com k<0,...,6(p"), “€5¢(pi)+1-k;
6. (Z@A,B,1+)\ku), com k=0,...,¢(P?’)"1’ ueﬁq,(pi)_.k;

7. se p* =2, (Z@Ei(A),B,1+Aku), gt k=lys = il Jol, &

€U, ;2> 43 =
“=Uo (p1) -k -
8. se p=1 (mod 4) e q é um inteiro fixo que nao équadrado mo-

. ‘ k - iy _ S
dulo p,‘ (28, (4) ,B,1+X"uq) com k—l,...k,¢(P )-1, e uqu)(p”b)—k'

DEMONSTRACAO - Se M e um reticulado sobre zG, tal que MVR_,

entao M =AGH1:, e se Mij, entao M zBGHJ..

O reticulado E, contém o sub-modulo trivial

AvL_= (0,)/(x-1)(e,) =z, e E_/L = R_,
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logo E. é_uma extensao de R, por z. Portanto se MVEé entao
M contém um sub-modulo trivial L', tal que N' =M/L'VR_. Lo-

go V' =A€H .. Em conseqiiéncia:

M= (2,A,z), z€Ext(4,2) = Ext(R,,2) = Z.

Para ter as classes de isomorfismo . devemos esco-
1£er os x de modo qﬁe sejam representantes das orbitas de Z
sob a acao dos'auFomorfismos_de Ri' Mas U(Ri) opera sobre Z
atraves do epimorfismo Ri e Ri/(l-e) :2, eeste leva U(Ri)
gobfe 5(2). Daqui se deduz que as unicas orbitas sdao a do 0,
e ado 1. Logo as unicas extensoes sao:

A

(z,4,0) ~ 204, /(-Z,A’l) z'Ei(A)_
Em particular resulta (éyRi,l) :Ei' y 2 =

-0s modulos. obtidos quando 4 percerre H. sao todos
nio isomorfos, pois a classe de isomorfismo de M "determina

a classe de 4.
As mesmas condigoes valem para os Ej(B).

N —

Se My(Ri,Rj,Ak), mostra-se, como no caso anterior,
.que M € uma extensao de um BGHj por um AGHi. Neste caso:
Ext(B,A) =~ EXt(ijRi) S Rif

Logo

M= (4,825, u€U(R.).
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Da forma de Ei'resulta que,representando u eu' por

polindmios em Z[A], se tem L =Akg' se e sO se
u = u'(mod x¢(p1)—k).

. Por outro 1adp, Aku e Aku; represéntam a mesmé classe de i-
somorfismo se e s se coincidem a menos da acgao de automor-
fismos de R. e de Rj’ ou seja .a menos de um fator de
U*(Ri)U*(Rj). Assim se obtem os modulos 4. Observamos que,
no éaéo local, todo inversivel de Ip[e]/pIp[e] e imagem de

uma unidade de Ip[e] =IPRi, de modo que

k

N @t r 9.

" Se Mv(Ei,Rj,Ak) entao, como no caso anterior, Tre-

_ sulta

M= (2,08),8.05), ueu(E)).
Assim se obtém os mddulos do tipo 5.
Analogamente, se Mv(ZGRi,Rj,(l,xk))

N

- k
M = (Z@A,B,Cul,l uz)),

onde ulGU(Z) e uZGU(RiJ.

Como'U(Rj) — U(Z) & sobre, existe um automorfis-

mo de B definido por uma unidade de Rj com 1imagem ui em
Z. Assim se obtem uma extenséo isomorfa com esta, dada por
um par de forma.(l,kkué). Dois pares (1;u2), (1,ué) tais que

Uy € up diferem na imagem de uma unidade de Ri’ dao exten-
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soes isomorfas poié se passa de uma a outra por um automor -
fismo de 4. Se u, e ué diferem no produto pela imagem de uma
unidade uo(kaRj, entao aplicando o automorfismo de‘ B defi-
‘nido por ual, e o automorfismo de 4 definido por uma unida-
~de de R, que tem a mesma imagem que U em Z, se obtem um i-
somorflsmo entre as extensoes definidas por (1,u ) e (1, uz) As-

sim resultam os modulo do tipo 6, que sao nao isomorfos.

% . -
Suponhamos agora que p~ >2 e determinemos os modu-

los MviZ@Ei,Rj,(l,xk)). Como antes mostra-se que

.. o _ )
< M= (zeEi(A.),B,(ul,A uy)), u €U(Z), u,6U(E,).

\

Com a mesma dembnstragﬁé do caso anterior, prova-
Se que sempre e possIvel»tomar ulj=1.Vejamxsagora quais pa-
.‘res (1,u) representém modulos isomorfos. Para isto devemos
determinar qual e a relacdo entre dois desses pares se es-
tdo na mesma orbita de E%t(Rj,ZGEi),.spb a acao dbs automor -
fismos de Rj’ dados por U(Rj) e os automorfismOS(iezeEi da-

N\ ° —

dos pelas matrizes

s
e ‘¢ie1 ?2

Lembramos que, como a, esta no modulo trivial Aaz

. _ 0 (" )3
= 0, e observamos que em Ei vale'§ie1 A e -

Assim resulta que a aplicacgao dessa matriz ao par

ﬁqﬁh)dé:
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. g
(21;x¢(p )21 +Ak22u).

Para que a primeira componente seja 1, devera se aplicar um

automorfismo de Rj’ dado por um uOGU(Rj) que tenha imagem

. ——1 - . - - .
ay” em Z. Assim se tera na mesma orbita:

i e -— -
(;,xkcx¢(p )'ke1+e2u)u0).

Concluimos que (1,Aku) e (l,Aku') estdao na mesma or-
bita, se e so se existem um automorfismo de Z®Ei’ dado por

uma matriz da forma indicada, e uma unidade ug de Rj,com i-

x --1 .
magem a;  em Z, tals que

. B g _ a Bom 2y
cu' o= A¢(p ) keluo +e,u uo(mod A¢(p )+1 k).

2

- Mostraremos agora que os reticulados de cada clas-
"se local incluida em 7 e em 8 nao sao isomorfos. Comegare-

mos com as de 7.

Suponhamos que (l,kku) e (I,Aku') estao na mesma
orbita, de modo que temos a relacdo entre u' e u indicada.
Seja N a.norma relativa na extensao Q(&) de @Q(e). Entao das

" condicoes sobre a matriz (ver secao 2), resulta:
(e, )N (u,) "Lev(r,)
"21820 g i
Tomemos as imagens em Z desse elemento. Observando que
Hl(ez)a1 = +1 (mod p),

resulta que a imagem em Z de Hl(ez)ual € *1. Daqui se deduz,
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usando ¥ (u) =u, (mod A\) e a segdao 3, que existe ééGU(Ei),

tal que

R Iez) = M(eN(xy) ™

Para k=1,...,¢(pz)—1, valem entao as seguintes igualdades

1T
modulo A¢(p )_k: )

& N il ila) u o 6 (%) -k
. T= o= =_N,(e5) N(ug) u ug(mod A Vs

W - Logo u' e u diferem em um fator que € o produto da
imagem de um inversivel de E_, pela imagem de um inversivel

de Rj' Concluimos assim que os reticulados das classes 1lo-

cals de 7, nao sio 1somorfos Também segue daqui que se p=1

(mod 4), entdo os retlculados 8 sao nao isomorfos.

Mostraremos agofa que se p =1 (mod 4) os reticula-

dos de 7 nao sao isomorfos com os de 8. Para isto tomemos a

1magem em 2 da relagao entre u' e u, igto €,consideremos es-

—

ses elementos modulo A. Assim

w' = zadu = £(a;1)%u(nod 1).

Se p =1 (mod 4) entao -1 €& um quadrado\dd‘médulo By

logo u' & um quadrado modulo A se e so se u o €. Concluimos

daqui que se g é um inteiro que nao ¢ um quadrado modulo p,
k - - -

entao os pares (1 A ug), com w=1 .(mod 1), nao estao na or-

b1ta de nenhum dos pares que definem os reticulados 7.
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Mostraremos agora que em 7 e 8 estao todos os mo-

dulos localmente isomorfos com os 7 da lista I.

Primeiramente observamos que tomando uma matriz com

=1, a =0,_e1 =e, =1 e ug =1, resulta que se u e u em

1 2
o iy ,
U(Ei) sao tais que u' =u(mod X¢(p ) k); entao (1-xku') e

(1—Aku) estdo na mesma orbita. De modo que basta tomar um

conjunto de unidades u de Ei‘que sejam Trepresentantes de

s (pt

)Fk‘ Notamos que os epimorfismos canonicos seguintes
formam_um diagrama comutativo.

. : . 1

_ i T R
Zral/ (e (P )*1-k R

-Z-[A]/ ()\)d’ (p‘b) =k

Logo a imagem em 5¢(pi)-k de cada unidade de E. € tambem u-

—

ma imagem de uma unidade de Ri'
‘Dado agora Mv{ZeEi,Rj,(l,kk)), representado por
(l;kku); ueﬁi, devemos mostrar que (1,Aku) esta na orbita de

um dos pares que aparecem em 7 e em 8.

Consideremos a imagem de » em Z; podemos escrever

u =ax?(mod \) com xz€Z e:

a=1 se u & um quadrado modulo A,
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a=-1 se p=3(mod 4) e u ndo & um quadrado modulo A,

a=q se p=1(mod 4) e u nao & um quadrado modulo A.

. e L

Seja uOGU(Rj) tal que uy =z " (mod A) e oeJazﬁfN(uO).
- Entdo u,€U(R;) e u =5-1(mod A), pois tomar primeiro a nor-
ma relativa e logo considerar a imagem modulo A, da o mesmo

resultado que tomar diretamente a imagem modulo X.

Seja agora e€E. tal que M,(e) =uy. Entao do diagra-

ma

I,.

7 —

/
=
ot
PN ——— My

- resulta que, m6dulo'p: Hl(e):=x—1 20. Portanto existem in-

teiros a:s tais que{alﬂl(e) -a,p =1. Logo sao inversiveis:

-

21 % ‘
» - Hz(e).
p 1, (e)
Em conseqiiéncia a matriz
41 %
o e

define um automorfismo de Z @Ei. Daqui concluimos que toman-

do u' =Zz4§0, se tem (1,xku') e (1,kku) na mesma orbita. A-

lem.disso, u' =x axzm-1.=a(mod 2) .
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Consideraremos agora o par (1, Aku'), e mostraremos

que ele representa uma das extensdes indicadas em7 ouem 8.
~ Primeiramente escolhemos b inteiro tal que b = a"1
(mod p). Tomemos agora a imagem de u'b em U¢(pi)—k’ e levan-
; ;embs essa imagem a uﬁ representante em U(Ei)’ dos quedefi-
nem os reticulados 7 e 8, ‘isto e, um 565¢(pi)_k.Existem en-

tao uOGU(Rj) e uOEU(Ei)f ta1§ que

. ;2 ; Z
u = ulu'bu, (mod A¢(p )_k).
0 0
Logo -
N N Ty _
~ ©aii = wlu'uy (mod A7)y,

| Da definigéo de 5¢Lpi);k temos # =1 (mod \), e pa-
-~ ra todo inversivel de Ei vale u6'=tl (mod )). Por outro la-

do u'b =1 (mod A). Logo u, =il (mod A) .

0

Em consequenc1a temos (1, Aku ') na mesma 6rbita que
(1, Akuou uo) e este na mesma que (1, Akau) Conclulmos daqui
que(1,A u) esta na orbita de (1,A u), ou na de (1,x°q&).

- | | B E

5 - SOMAS DE INDECOMPONTVEIS

Nesta secdo daremos criterios para determinar quan-

do sao isomorfas._duas somas diretas de reticulados indecom-

poniveis sobre ZG_ dos tipos enumerados na proposigao B.
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Dada uma soma M desses reticulados,denotaremos com
A(M) o ideal de R produto de todos os ideais AGHi dos so-
mandos, e com B(M) o ideal de Rj produto dos BGHj dos so-

~mandos.

Indicaremos com ki o maximo dos expoentes dos A de
somandos do tipo 5, e com k2,<)néxﬁm>éxpoau£ dos A de soman-
dos dos tipos 4, 6, 7 e 8. Estreveremos r (M) =max(k1—1,k2).
Se néé ha somandos do tipo 5 se escolhe kl =¢(pi)+1, se nao

hi dos-tipos 4, 6, 7, 8, k, =4 (p").

L Indicaremos com u (M) o produto das imagens no gru-

PO Uy (pi)-r () "

7 e 8 presentes na soma, e os g dos somandos de tipo 8.

dos u dos indecomponiveis dos tipos 4, 5,6,

PROPOSICFAO C - Seja M um soma chiret; de reticulados zindecomponive‘is
gobz’e ZG s que tem sobre QGn' os fatores de gomposig&'o Q, Q(g) e Q(g). A
cldsse‘de isomorfismo de M determina 0s seguintes invariantes.
1. 4s classes de isomorfismo locais dos somandos indecomponivets.
II. 4 cZassg do tdeal A(M) de Ri’ e a classe do ideal B(M) de Rj'
Se, a)‘em M ha somandos do tipo 2 ou do tipo .3, e, b) p=1 (mod
- 4) ou‘p—ﬁl (mod 4) mas existem somandos de pelo menos umdos ti-
pos 1, 3, 5, 6, entao a classe de isomorfismo de M esta deter-
minada pélos invariantes 1 e 11, .
Se M ndo satisfaz a, ou se M nao satisfaz b, para determinar a
ciasse de isomorfismo de M devem acrescentar-se respectivamente
os tnvartiantes 111 éu 1v. |

I11. 0 elemento u(M) de U¢(pi)—r(M)'
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IV. 4 parzdbde do numero de somandos do tipo 8 exzstente na soma.

DEMONSTRACAO - 1°9) Seja M uma -soma d= indecomponiveis dos
tipos 1 a 8. éada somando indecomponivel induz um reticula-
. do indecomponivel sobre.IpGn. Como Ip e completo, estes in-
decomponiveis sdo Unicos, a menos de isomorfismos,pelo teo-
rema de Krull-Schmidt (ver [61). Em conseqiiéncia onﬁmero de
sqmandos da soma M, que séoglocalmppﬁe,isomonfps com cada um
dos indecomponiveis da”lista I, §T91m¢smo para toda dgcbm-
p051gao de M em 1ndecompon1ve15 Assim, a'claSSe de isomor-

fismo de M determlna I

5 . _ S . S T

N, s = 2 s s R N S i ! e —i i A -

2°) M e uma extensao de um_ modulo v sobre R. por um mo-

. S e DERC B TRE J

dulo L sobre ZG., unlvocamente determlnados por M. Este N e

a soma dos 1deals B de Rj que aparecem em cada somando. Da

estrutura dos retlculados sobre um domlnlo de Dedeklnd se-

gue que a classe do 1dea1 B(M), produto desses 1dea15, esta

determlnada por M. Da me sma forma, con51derando L no lugar

de M mostra-se que A(M) esta determlnado por M.
Por outro 1ado, observamos que de —

t . W : ) "
N = IB R§-1 @B(M) = V',

1}

z

resulta que e e = B

(L.W,u) = (5,0 ,u).

De modo que o m6dulo B (M) podé tomar o lugar de qualquer BZ

dos somandos de M, bohdo Rj no lugar de todos os outros i-
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deais de-Rj sem que mude a classe de isomorfismo da soma.Da

mesma forma se prova uma afirmagao analoga para o ideal A(M) de Ri'

Mostraremos agora que se M satisfaz a) e b), entao
I e II sao suficientes para determinar a classe de isomor-

fismo de M.
Suponhamos inicialmente que:
'32) ha algum somando localmente isomorfo com um dos mo-

dulos R, Rj’ E.

.y Ej’ e que p z1(mod 4).

Para cada somando dos tipos 4 a 8, consideremos o

hS
~

‘4 em ﬁi ou Ei’ que determina essa extensao. Entao.u = 1(mod
1) e pode—se levantar a um w€zG tal que w =1(mod 1-g). Se

_ tem entao o seguinte diagrama de seqliencias exatas:

0 — E./JWE. — R./wR. — 0
- 7 % 7 Z

RN LA

0 — 72 —— Ei~————>- R. —— 0

:
A JL‘ T

0 —> 2 — E,, — R, —— 0 -
+ A T
| .
0 0 0

Tambem para todo ideal 4 de R, vale

A/wA_= Ei(A)/wEi(A) & Ri/wRi = Ei/wEi.

«y A W)

Dado agora um somando de M da forma (Ri, RJ
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consideremos o homomorfismo Ri e Ri definido pelo produto
por w. Este homomorfismo induz os homomorfismos ¢ e 1 dose-
guinte diagrama, pois w opera sobre a extensao indicada por

~multiplicagao por’ u.

0 0
0 — Ri/wRi —_ Coker — 0

P t

Y Tw T¢ Tl
k
0 \— R‘l: —_— (R’L’RJ’}\) ————*RJ. — 0
R
_ . | )
0

-~ “Assim resulta a seqiiéncia exata:
0 — (R.,R Ak)——'»(R.R.xku)——+R./wR.__+0.
i:»j: 1’7‘7, z 7

.Para o caso em que ¥ tem o somando A, considerare-

° mos a seqiliéencia exata:
00— 4 — 4 — Ri/wRi — 0.

Do fato qué Ib(Ri/wRi) =0, se deduz, pelo lema de

Schanuel na forma demonstrada em [71], que

k

N ] .
A @(Ri'RjTA u) = A @(Ri,Rj,l

|
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Trocando 4 por Ei(A)’ se chega ao mesmo resultado.

Também pode-se por um ideal B no lugar de R..

Da mesma forma se demonstram resultados analogos pa-

. ra os somandos de M dos.tipos 5, 6, 7 e 8.

Concluimos daqui que, se na soma ha um indecompo-
nivel localmente isomorfo com R, ou com E_, entao podem-se
substituir os u por 1 em cada indecomponivel dos tipos 4,5,

6, 7 e 8 sem mudar a classe de isomorfismo da soma.

‘ Para demonstrar que este resultado tambem vale no
" v

casi en que existem somandos localmente isomorfos com Rj ou

com Ej,‘se procede na mesma forma, usando as seqiiencias e-

xatas que indicaremos a continuagao.

Para cada u em ﬁi'du E., que determina - um indecom-

1: 5

: _ 1 _ .

ponivel da soma, levantaremas u a wGZGn, usando os epimor-
i ' .y € em E ..

fismos de zG, em R, ;

Se tem entao:

N —

R

B/wB ="EJ. (B)/wEJ. (B) = RJ./wRJ.

.

E./vE ..
J‘/ J

Consideréndo o endomorfismo de Rj definido pelo pro-

duto por w, resulta o seguinte diagrama.




R Coker — R /R, — 0

1 T

0 SPRE, = (R yata) =

J
! i 8
k

R
0 ———+Ri e (Ri,Rj,)\ 3 — RJ
0

(v opera a direita sobre Ext(Rj,Ri) dando ww =1).

S . - . ‘
. Assim se tem a seqiiencia exata:

que.junio com

permite deduzir:

k k

zz@(Ri,Rj,A u) = B @(Ri,Rj,X ).

—

0 mesmo resultado vale pondo Ej(é)’no lugar de B.
Também existem isomorfismos analogos para os indecomponi-

veis dos tipos 5, 6, 7 e 8.

Concluimos daqui que, se vale a hipotese 3%, entao
a soma M & isomorfa com uma soma M' de indecomponiveis nas
seguintes condigdes. Um dos ideais de R, da soma M' e A(M),

e 0s demais coincidem com Ri’ Um dos ideais de Rj em M' e
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B(M), e os demais sao iguais com R;- Todos os u dos indecom-
poniveis da soma M' s3ao 1. Isto implica que duas somas que
verificam as condigoes 3°, e com os mesmos invariantes I e

11, sao isomorfas:
Consideremos agora o caso em que:

4°?) na soma M nao existem somandos dos tiﬁos 2 ou 3,mas
p=1 (mod 4), e portanto n3ao ha somandos do.tipo 8. Aprovei-
tando estas seqiiencias exatas, mostraremos que duas somasﬂﬁ
e M, nessas condigoes, com os mesmos invariantes I, e tais

que

\A(Ml) = A(.Mz)’ B(Ml) = »B(Mz), u(Ml) = u(Mz),

sao isomorfas. v .

¥

. Sabemos ng podémos substituir um dos 4 da soma M
ﬁor A(M) e os demais por'Ri, e um dos B por B(M) ‘e os de-
mais ﬁor Rj,' Para demonstrar esta afirmagéo acima,sera en-
tao suficiente provar qﬁe, em todos os casos, pode-se subs-
tituir um dos u da soma M pelo produto de todos, e osdemais

. por 1, sem alterar a classe de isomorfismo da soma.

o Para isto consideremos, por exemplo, dois somandos

dos tipos 4 e 5:

k l

(R,Z:sRJ'a)\ u)v (Eiij’)\ u )'

S Para poder considerar o produto-dos u devemos observar

que todo uGU(ﬁi) se levanta a uma unidade de Ei' Para sim-
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plificar a notagao escreveremos nesse caso uGU(Ei).

As seguintes seqiiencias, obtidas como vimos acima,

sao exatas:

[/

l ' '
0 — (Eiast)\ ) == (E’I:’Rj’)\ U ) = E'l:/w E'L e 0,

k' k 1] 1
0 — (Ri’Rj,)\ u) — (R'I:,Rj,)\ Uuu ) —"‘)‘Ri/w Ri — 0.
Logo de Ei/w E. =Bi/w R,

Tk k. owy 4
(Ei,Rj,A ) ©® (Ri,Rj,A nu') =

k. L .
(R,L’QRJ-’A u) @ (E,I:;Rj’x u )'

Os demais casos se tratam em forma semelhante,e da-

]

qui segue a conclusdo desejada.
Suponhamos- agora que:

59) na soma M ha somandos do tipo 2 e 3, e que p =1(mod
4), e existem somandos do tipo 8, mas também existem soman-
dos localmente isomorfos com os de 1, 3, 5 ou 6. Como nos

casos anteriores, podemos supor todo 4 =Bi e B =Rj'

Se existem somandos Z em M, usaremos a seqiliéncia

exata:

0 — 2 — 2 — 2/q2 — 0.

Se ha somandos do tipo 3, precisaremos das seqlén-

cias exatas:



0 — E. — E., = 2/q2 — 0,

0 — E. — Ej -~ 2/qz — 0.
. Por exemplo, a primeira se obtém lembrando que

Ei = (Z’Ri:l) = (Z,Ri,q),

e considerando o homomorfismo E, —* E. induzido pelo homo-
morfismo Z — Z, de multiplicacao por g, Um diagrama simi-

lar aos anteriores prova o resultado.

R Para o caso em que existe algum somando do tipo 5,

iR

consideremos este mesmo homomor fismo Ei —_ Ei‘ Usando o e-

pimorfismo U(Rj) — U(Z), e achando o "pushout’ do diagra-

ma:

se obtem o seguinte diagrama de seqiiéncias exatas,como mos-

traremos imediatamente:
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0 ‘ 0

SR
T B

k

u)—+R.-;+0

0 —E. — (E.,R.,)\
z 1’7

Daqui se obtém a seqiiéncia exata:

0 — (&, ,'Rj.x_-"u) — (8,8, %) — 2/q2. — 0.

Para obter o diagrama que precisamos, observa-se

Que, determinando o '"pushout" de,

N z:

i

Z — FE.

resulta que a fungao x: E, — E. considerada, € a composi-
¢ao de um morfismo ¢: Ei — (Z’Ri’Q) tal que ¢(1) = (0,1),
e do isomorfismo (Z’Ri’Q) =Ei. Este isomorfismo esta defi-

nido pelo automorfismo de R. dado\pela unidade circular
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(1-€j/(1_€q) = q

Logo x(1) € a imagem em'Ei de (0,a). Indicando com g sua

imagem em E., obtemos o.diagrama seguinte:

o
0 —— Ei' — (Ei,}?j,)\ a) - Rj — 0
X : L
- 0 —— B, — (E,,R,,15 . R . 0
Es LFY S

Mas em Rj existe uma unidade circular com imagem o

em E_, Iogo

1

k- k
(E’i,Rj’)\ a)' (Ei’Rj,A )o

.....

" Se existem somandos do tipo 6, usaremos a seqiien-
cia que segue, obtida aplicando ao submodulo ZGBRi o endo-

morfismo de multiplicagao por (gq,1).

N

. k . k
0 — (Z@Ri,Rj,(l,)\ .,t)) e (ZQRi,RJ-,(QJ\u)
— 2/qz — 0.

Aplicando o automorfismo de Rj‘ definido por mul-
tiplicacao pela unidade que tem imagem g em Z (o que nao mu-

: s lta:
da a classe de u em U¢(p%)-k) resg ta

: k k
(28R .R ., (4,3 u)) = (28R R, (1.0 ).
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Assim obtemos a seqiiéncia exata:

0 — (2R, .F . (1.2 u)) — (z0r,,7_, (1,2 *4))

— 2/q2 — 0.

Observemos agora os somandos do t1po 8. Aplicando

a Rj um automorflsmo dado por um inversivel cuja imagem em

= r

- 1. . -
z e q'=q (mod p), resulta u'€E tal que u' =1 (mod 1) e

- ey .R, (10 Fuq)) = (26 LR (q" )

- Por. outro lado, apllcando a mu1t1p11cagao por q em Z,se ob-

pemfa seqliéncia:

0 —— (Z@Ei,Rj,(q % uo) I (Z@E R L (1:2%0)

I =~ 2Z[qZ — 0.

Por consegulnte e exata: o e

o 0 o (Z@E’ R (1 A uq)) e

(Z(BE’ R s 01 . % u')) — Z/qZ — 0.

.

Desta seqiiéncia, e da

ﬁ';““»ﬂﬂ'—+4le—;+ Z‘i;* Z2/q2 4—416;

resulta:

k . k
(Z@E?,Rj,(l,k ug)) 82 —(%@Ei,Rj,(l,A u)) 62.
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Assim e possivel substituir uq por u’em todos os somandos do

tipo 8, quando ¥ tem o somando Z.

Se existem somandos localmente isomorfcs com os de
3, 5 ou 6, também podem-se eliminar cs ¢ dos somandos do ti-
po 8, usando as seqliencias exatas analogas com esta, que in-

dicamos acima.

Concluimos daqui que se na soma M existem indecom-
poniveis localmente isomorfos com 2 ou 3, e ha somandos do
tipo 85 mas também ha pelo menos um dos tipos 1, 3, 5 ou 6,

entao duas somas com O0s mesmos invariantes I e II sao iso-

morfas.

\

6°) Ao mesmo tempo, deste 41timo resultado e do demons-
trado em 4°, deduzimos'qUe;mra-;§ somas nas quais faltam mo-
dulos localmente isomorfos cém 2 e com 3, e ha do tipo 8,mas
fambém existem de um dos tipos 1, 5 ou 6, entao duas somas

com 0s mesmos invariantes I e II, e com o mesmo u(M) sao i-

somorfas.

7°) Consideremos agora o caso em que a soma contém so-
-mandos do tipo 2 e do tipo 8, mas faltam somandos dos tipos

1, 3, 5 ¢ 6.

Primeiramente observamos que, sem usar nenhuma hi-
potese sobre o tipo de somandos, para os reticulados do ti-

po 8, analogamente com a seqiiéncia do paragrafo 5, se obtém
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) 0 s (zeE, R (1, Au

u'q?) —
(Z@Ei,Rj,(l,XZu'q)) — 2/qZ — 0.

Onde, como antes, sai - -~~~ -~ - - — B spk Seee S

(205, .7, (1 A uq)) ® (26 ;,R (L, Aty ') -

z

ZOE_.,R., (1,1 u"q2 ‘ k)
( Ez J,(1 A u'q?)) @(Z@Ei,Rj,(l,l‘u)).

Portanto, em todos os casos, um numero par de 1ndecompon1—

\ — -

ve15 do tipo 8 pode substituir-se por uma soma de.  indecom-

-

poniveis do tipo 7.

- Concluimos daqui que se na soma existem somandos do

tipo 2 e do tipo 8, mas faltam os dos tipos 1, 3, 5oub,en-

tao as somas com os mesmos invariantes I e II, e a mesma pa-

ridade do nimero de mdodulos do tipo 8, sdao isomorfas.
Finalmente, para as somas de reticulados dos tipos

4, 7 e 8, so podemos aflrmar que as somas com os mesmos I,

u(M), e com a mesma parldade do numero de modulos do ti-

po 8, sao isomorfas.

8°) Para terminar a demonstragao, precisamos provar que
u(M), e a paridade do numero de somandos do tipo 8, sao e-

fetivamente invariantes sob isomorfismo, em aqueles casos em

que determinam a classe de 1somorflsmo da soma.
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Devemos considerar o caso em que faltam tanto os
somandos 1oca}mente isomorfos com 2, como os localmente i-
somorfos com 3, e o casd em que faltam dos tipos 1, 3, 5 e
.. L o

Ja vimos que basta considerar as somas em que Os
ideais 4 =R., e os ideais B =ij Também sabemos que podemos
supor que na soma ha, no maximo, um indecomponivel com wu=1,

e que aparece no maximo um q.

—

0:m6du1b M pode-se expressar como uma extensao de

uﬁa‘soma de copias de Rj,_R?, por um reticulado sobre ZGi’
b

da forma ZaéBEi @Rz. Essa extensao se representa por uma ma-
triz de extensdes de Rj por Z, ﬁé_por E., e de Rj por}%.se_
gundo'émnotagio de-[3] e de g7j,né matriz tem ﬁma coluna pa-
faicada Rj’ evﬁma 1inha paré cada_Z, cada Ei’ e.cada Ri' No
lugar dadobpor uma linha e uma coluna determinadas, coloca;
se o elemento de Z . Ei‘ou ﬁi’ que define a extens3o corres-
pondente. A cada Z, Ei ou Ri que aparece como somaﬁdo dire-

to, corresponde-lhe uma linha de zeros, e a cada somando di-

reto Rj uma coluna de zeros.

O;denaremos os somandos de modo de ter primeiro as
linhas de zeros que correspbndém com os somandos -triviais;
logo os blocos 0 e I que representam extensoes de R pelos
Z,'que aparecem nos éomandos dog‘tipés 7, 8 e 6; depois blo-
cos de matrizes diagonais em Ei’ que represeﬁtam as exten-

soes de Rj por Ei‘dos tipos 5, 7 e 8, e finalmente os blo-
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cos sobre’Rj, que procedem dos tipos 4 e 6.
Suporemos primeiro que nao ha somandos 2 nem 3.

-0 caso em que o maximo expoente dos A aparece emum
indecomponivel que n3o €& do tipo 5, isto e kj <k, e r(M) =
ko € o mais facil de analisar. Para isto considera-se o mo-
dulo M', quociente de M por seu sub-mddulo trivial. A clas-
se de isomorfismo de M determina a classe de M'. Agora M' &
uma extensao de Rd por Rf, de modo que a matriz dessa exten-

sao tem elementos no anel principal, local, § -Z[A]/A¢(p l

N
N
~

Dadas duas somas, M1 e MZ’ nessas condigGes, o iso-

morfismo M1 :MZ implica Mi =Mé.,Este isomorfismo se obtem,

como sabemos, por um automorflsmo de Rf e .um automorfismo
de R{, que se podem representar por uma matrlz de GL(R?)/e

uma matriz de GL(Ri), respectivamente. Estas matrizes ope-

ram através dos epimorfismos R —_— B;s By — R,

Sejam Ly e L, as matrizes de ﬁi que representam as

extensoes Mi e Mé. As matrizes Ly e Lz'podem ter algumas li-

nhas 0, e depois blocos diagonais com elementos Ak na dia-

gonal, com maximo expoente k e possivelmente um fator wu=l

2!
de Ri e um g. Sejam v, e v, esses coeficientes de Ak, dife-

rentes de 1, se existirem, e vy =1 ou vz =2 no caso contra-

.

rio. Com um calculo simples (ver [7]) mostra-se que

o d : d
S,b1 = LyS5, SiGGL(Ri\), S €GL(RY) ,

_ 7
implica que em Z[x]/(x)¢(p ) wals



Donde segue

detsiv = vzdetsj(mod A¢(pi)-k2).

1

Agora devemos mostrar que se o expoente maximo pro-
vém exclusivamente de um somando.do tipo 5, isto e se ky >k,

e r(M? =ky-1, o invariante em U¢(pi)—k1+1 esta determinado

pela classe de isomorfismo da soma. Neste caso o raciocinio

anterier € insuficiente, pois mostraria somente a invarian-

cia da imagem desse elemento no grupo U ¥, 5
L S ¢(p ),_kl
. . Precisamos considerar a extensao M; de R? por
24 @E’?@Ri, e todos os automorfismos de Za(BEZz @Rf: e de‘R?,

operando sobre a matriz que representa a extensao,para pro-
var que o isomorfismo entre duas extensoes, implica aigual-
dade dos invariantes.

b

Um endomorfismo de Za(BEiGBRi«representa-se por u-

ma matriz » ‘ '

onde as letras indicam blocos de matrizes sobre Z, sobre Ei’
e sobre R, respectivamente. Como no caso considerado na se-

¢ao 2, mostra-se que este &€ um automorfismo se e sO se sao
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inversiveis as matrizes

a; a, ' Hz(ez) (e—l)HZ(eS)
formadas por blocos sobre Z e sobre R..

A matriz da extensao M1 que estamos considerando, €

da forma:
(1)y (o 0 0 OI
(7,8) |0 "I 0 o0
i : (6) | o 0 0 I
\ " _ (5) D4 p 0 0
(7,8) 0 Dy, 0 0
(4) 0 0 Dy 0-
- (6) . t 0 00 0 Dy)
Se Ml 2Mz, aé matrizes corfespondentes estao names-
ma orbita, logo operando a esquerda sobre a matriz deM1 por

b

e - . 5 s
5 @Ri’ e a direita sobre amatriz

: ,a
certo automorfismo de 2~ ®E
de M, por certo automorfismo de R?, se obtera uma mesma ma-
triz. Escreveremos esta matriz deixando de lado as primei-

ras linhas, que sao as que representam somandos triviais,

para simplificar a notagao. Assim se tem uma igualdade:



(0 0 '0! 0)
0 170!
L mi 0 !0} 0)
( : 0 03,0y 0 '
007 ey (X-leg|------- R e 0 Dy 30} 0
™ vz o3 D 0 10}.0|= |- 2 1 _ls,
0 r, rq LA 0 0 D3y O
0 p,10: 0 - £ =
. r 3 L0 010! Dy
0 0 !p,} O
'-3v
(0 0 {0} D,

onde S_indica uma matriz inversivel sobre Rj'

N
R

'~ Agora observamos que

‘ ' b.e

) ¢(pi)
271 A~ > @

19
e.qﬁe os blocos D3 é Dy sao diagonais, tendo na diagonal e-

'lementoslxk com

k <k, é¢(pi) “1<0(pY).

Consequentemente, das colunas de

: 0 0 ;0; OI -
¢se0|0 I ;0! 0f,
0 0 10 I

podem-se tirar como fatores os elémentos diagonais dos blo-

cos Dy e D,, de modo que existe uma matriz e' tal que:
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L {D 0

- A¢(p )—kzel
" 10 2,

Daqui segue que o lado esquerdo da igualdade (*)

pode-se escrever na forma:

(D 0 0 0)
¢ (p*)-%

e; A 2e'+le3'f1__?2__12_-f1

- {0 ) 0 0‘ D4J

N
b

Indicaremos com vl e v, o coeficiente diferente de

*1l, dos termos Ak das diagonais das matrizes que representam

as extensoes M1 e MZ' (Se todos foram 1 escreveremos vlilou

v,=1. Como no  caso anterior, -verifica-se cue se § € o

2\,
. X, ; . . . ~
" determinante  da grlmelra aas matrizes acima, entao em

£
ZEA]/(A)¢FP )*1,

k1 _ .y 2 K1
sle = detS vzk :

s

Donde concluimos que,

T
§vy = de;sgvz(modrl¢(p )+1-k1y

Agora observamos que

0%) -k, 2 4(pT)+1-k

U¢(pi)+l~k1 de &, coin-

Por conseguinte a imagem em

cide com a imagem de

*3 fviltﬂLfD ,QcJLle rzé, QpaﬁLCQLCM&JlCJM4
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n,(e,) (e-1)1,(e,)
det| 272 T2 cu(r,).

rz ?2

Como detSGU(Rj), obtemos assim, em U¢(pi)+l—k1’ a igualda-
‘de u(Ml) =u(M2);

A

.Consideremos agora o caso em que p =1(mod 4),e fal-
tam na soma os indecomponiveis dos tipos 1, 3, 5 e 6. Um i-

somorfismo entre duas somas M =M2 se traduz, como nos ca-
a .alo enl '

. re reas |
sos anteriores, em uma matrizes que represen-

tam as extensoes.

a; a, aq { ] 0 I OI
®.e; e, (x-1e, IO Dy 0J =10 D3 0 ‘s.
[ 0 r, By lo D, L0 0. Dy )

Esta igualdade implica
?ie1 % €201 T D1gpe

onde s,, e um bloco da matriz S. Logo

AN

—

| . 1
esDy = Dis22 (mod )\4?(}3))' '

Daqui, como no caso anterior, e com notagoes analogas, se ob-
tem

cv Ak = det322~vzxk(mod Nﬂf&)).

dete2 1

: )
dete,-v, = detszz-vz(mod A¢(p )_k).
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Donde, como o maximo expoente k <¢(pi):

dete = dets (mod A).

2Y1 22Y2

Por outro lado a,Dq =0, pois os expoentes de A em

Dy sdo > 0, desde que provem de modulos do tipo 7 e 8. Em

censequéncia da igualdade de matrizes acima se deduz a,=s

1 722

(mod 1).

Como a matriz

al . az
\ Pﬂl(el) 1, (e,)
e inyefsivel, h

~deta

1 detHl(ez) = +1(mod p).

Logb,.vl =i(detszz)2v2(mod A);

Daqui concluimos que v, tem o fator g se e so sev,

o tem, portanto Ml tem um somando do tipo 8, se e sO se M2

N —

o tem. ' 0

'F%nalmente~faremos algumas consideragoes sobre os
modulos I que sdo soma dirgta de indecomponiveis sobre ZG,,
tais que cada um tem no maximo trés fatores de composigao
irredutiveis sobre QG incluindo o trivial. £ € assim for-

mada pela soma de varios médulos iMj’ do tipo estudado na

proposigao C, para Vﬁriqs pares (Z,j), com 1 <7 <j <n.
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E facil vér que a classe de isomorfismo de I esta
determinada pela informacgao seguinte:‘
.19 A classe de isomorfismo local dos indecomponiveis.
2? Para cada 7, a classe do ideal Ai(z), produto dos i-
deais de Ri que aparecem nos somandos de I.

3° Para cada par (i,j), os invariantes III e IV de 7(.MJ..

Com efeito, a soma ¥ € uma extensao de um reticu-

lado ¥ sobre R por um reticulado z, sobre ZGn . Este &w

-1 -1

e uma,soma de ideais de Rn, e esta determinado pelo posto,e
pgla classe do ideal An(z), produté desses ideais. Tambem sa-
ibeQES que An(Z) pode-se colocar no lugar de um.Rn qualquer,
sem mudér a classe de isémorfismo de N, nem a de . Do mes-
mo modo, mostra-se que os ideais de R _qs-++ By podem-se mul-

~tiplicar e por no lugar de um dos R ..}Rl, sem alterar

_1’°
a classeAde isomorfismo de I.

A classe de isomorfismo local- dos indecomponiveis
determina os tipos dos indecomponiveis. Fixado, paracada 7,
o ideal 4i(z) em um somando determinado, fica determinada a
classe de isomorfismo dos indecomponiveis dos tipos 1, 2 e
'3 em cada iMj' Finalmente, dados os invariantes 'III e IV pa-

ra cada par 7,7, estd determinado M

Sejam agora I e I' duas somas dessa forma tais que
I =3r'. Nessas condigoes a classe de isomorfismo local dos
indecomponiveis de £ e I' & a mesma. O reticulado L 1 So-

bre 26 _, indicado acima € um submddulo bem determinado de
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Z, que tem por imagem segundo o isomorfismo I =I', um _sub-
modulo analogo I, o de I'. Daqui resulta que 4 (I) =4 (I').

Repetindo isto com ;n-l e Zn_l, se obtem An_l(Z) =An_l(z'),

e assim sucessivamente.

Mas o isomorfismo £ =I', em geral nao implica que,
para cada par (z,j), os invariantes IIT e IV das somas par -
ciais iMj e iMé de £z e %', sejam iguais. De modo que estes

invariantes das somas parciais nao sao sempre invariantesda

soma I. ‘ ) -

Para verifica-lo basta ver, por exemplo,que as se-

qliencias exatas

-

\ . k v ’ »
‘p —_*‘(RI,RZ,A ) —— (Rl’RZ’Aku) __*'Rl/le — 0 TRt

0 | _(El’,R3’_)‘k) , (El’RS’)‘k“) R Bptully == Ao,

implicam, como vimos na demonstracao da proposicao C, que

I S ko x N
(Ry 2Ry XY @ (B B3 A 0) = (BB ") @ (R LR35

’

Em geral, dados 7 <j; <Jj, <..., relacoes como es-
tas permitem, para cada k, por em um somando o produto de

todos os ueﬁi, dos somandos da forma B

. 2 2 .
.(Rigleax ul),(Ri’Rjz’A uz),°'°a

sem mudar .a classe de isomorfismo da soma.

Se w€zG, tem imagem u ~ em §1 e imagem-u' em °Rj,
entao as seguintes seqliencias sao exatas, como mostramos em

C.
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0——*(RRAk)—->(RR)\kj—+R/R — 0
g 24 g ¥ _ R A 24 Vg ,

0 — (RZ,Rs,)\k) —— (RZ,RS,)\ku') e }?z/wl?2 — 0.

Isto implica:

k

' k K vy o
.(Rl,RZ,)\ )@(Rz RS,)\ u ) = (R 2,)\ u) @(R 3,)\ I

Assim € possivel relacionar os ueﬁi com.OSu'Gﬁj se

ha somandos

(RR )\u)(RR

ey Za}\ u'),

com % <j <1.

_ Por outro lado, se u sao representan-

| ]
17 s “ga g
tes escolhidos como na proposicao B, entao

Aku'

k | koo R oo
(R Rz,)\ ul)_ @(RS,R4,>\ us)-— (RI,RZ,)\ ul) @(RS,R4, 3)

implica u, =u! e =ul.
imp Uq 1 Uz =ug
Com efeito, estas duas somas contem oS seguintes

submodulos sobre ZGZ’ levado um no outro pelo isomorfismo,

k K .
(R JRosA u (RlR )\ul).‘

2’ 1) 2’
Logo, pela’ proposicgao B,‘u1 =ui, Tomando os quoéientes das
somas por estes subm6duios; resulta a outra igualdade.

Com estas relag6es € poséivel determinar os inva-
riantes de uma soma de indecomponiveis dos tipos 1, 2, 3, 4.
Também podemos demonstrar outras relagoes similares com es-
tas. Mas ainda nao temos informacao suficiente para dar um

conjunto de invariantes de toda soma I. Porém, os metodos
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- BA

que temos aplicado, ‘devem permitir caracterizar qualquer so-

. - . . . o
ma de indecomponiveis dos tipos considerados aqui.
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