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REPRESENTAÇÕES INTEIRAS DE GRUPOS C1CLICOS

1 - INTRODUÇAO

Uma representação inteira, de um grupo finito ~
G e

um homomor f í smo de G em um grupo de matrizes inversíveis so-
-,

br e Z. Duas r epresenuaçô es inteiras são equivalentes se uma
se obt~~ da outra por 'conjugação por uma matriz inversiv~l
sobre Z. As classes de equivalê~cia das representações in-

-teitas corr espon dern assim, às classes de' isomorfismo dos 00-
dulos sobre ZG, com base finita sobre Z. Estes módulos so-
bre ZG chamam-se reticulados.

A classificação de todas as representações intei-
r~s de grupos concretos ~ um dos problemas que interessam na-,
teoria, porque são pouco~ os grupos ~ara 9S quais se conhe-
cem completamente suas representações inteiras.

, .
Uma representação inteira ~ equivalente com uma so-

ma direta de representações inteiras indecomponíveis,mas os
somandos quase nunca são únicos. De modo que determinar to-
das as representações inteiras de um grupo, equivale a de-
terminar todas as indecomponíveis. e a dar invariantes para
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as somas de indecomponíveis, que permitam decidir quando sao
equivalentes duas somas. _

Observamos que, no caso particular em que G - ~e Cl-

clico de ordem m, determinar todas as representações intei-
ras de G nesse sentido, equivale a determinar formas cano-
nicas para todas as matrizes sobre os inteiros que tem or-
dem divisar de m.

Um dos primeiros trabalhos sobre representações in-
t e í ras'To í. o de Diederichsen, -[1 J, quem classificou as r e-
I?i"~,sentaçõesind ecomponi veis do grupo c icl ico de ordem. p,

.•primo.

Posteriormente, Heller e Reiner, em [3J, introdu-
zindo os métodos de álgebra ~omolôgica, e Berman e Gudivok,
em [5J, com m~todos matriciais, mostraram que o grupo
clico de ordem p2 tem u~ nfimero Einito de representações in-
teiras indecomponíveis, no eritanto que o grupo cíclico de
ordem pn com n ~3, assim como os p-grupos não ciclicos pos-
suem indecompo~iveis de dimensio arbitrariamente gFande. O
problema de-determinar quais sio os grupos que tem um núme-
ro finito de represent~ções inteiras indecomponiveis, foi re-
solvida em geral .em [4], e também em [5 J.

A classificação completa das representações intei-
ras do grupo ciclico de ordem v", foi feita recentemente por
Reiner em [7J. Neste trabalho estendemos os resultados de
[7J no sentido seguinte.
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tes'simples da algebra QG , são
. n

cos Q(ç.), sendo ç. uma raiz primitiva de'l, . - . 'l, .. -.. .. _.

-rtDade« um grupo c ícl ico G de ordem P -A as compo ne n-
n fi

todos os corpos ciclotórni-
iI ~e ordem p ,com

~_~~.$n. Berman e Gudivok mostraram que o número de reticu-
lados indecomponíveis M sobre ZG -. t ai s.que entre os soman-n

~o~csi~ples de QM ha no ~aximo tr~s diferentes, incluindo Q,

ê. fini to. Também mostraram que os indecomponí veis M tais que
em QM há mais de três componentes simples diferentes ,ou tr~s
diferentes de Q, é infinito. Aqui classificamos todos os r e-
ticulados M sobre ZG tais que QM é uma soma de copias de_ ,_. _ .. n" - - - - ~- - - - _.

"

três componentes simples, Q-, Q(ç.) e Q(ç .). Estes M são en-
'l,. J

tão soma de um número °finito de. Lnd ecompon Ive í s .

-No caso em que i- = I e {.= n = 2, os reticulados cal-
culados fornecem todas as t~~r~sentaç6es inteiras do grupo
ticlico de ordem p2, pois

Assim nossos r~sultados se Teduzem aos de [7J .

. . O~. mê t od os são os mesmos de [7J, de modo que so foi ne-
cessario reescrever as demonstraç5es de [7Jpara aplica-Ias
em nosso caso.

A ç<?~~r~bu!ção deste trabalho consiste então, no
cálculo·de novos exemplos concretos de. representações intei-

<._ =-7N~_próxima. seçao introduziremos as noçoes bâsicas
ras·.·. -
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e notações-usadas, e-daremos um resumo do método de deter-

minação dos reticulados desenvolvido em [7J.

Na s-eção.3 incluimos uma expressao das unidades de

ZG , e dos an~is quociente deste anel. Estas expressões não, n

serão usadas nas demais seções, mas ós-resultados- são de m-
t eresse por si m esmo s , jâ que sao escassas as informações

~i~~onIvei~-sobre- ~âi~~16 de inver~~~ e~ ~n~is-de grupo em

geral ,--e est as In Eormação ê útil nas aplicações' desses anéis.

Na seção 4 apresentam-os a, lista completa dos reti-
<,

-culados

ma. Na

indecomponíveis sobre ZG dos tipos mencionados aci-- __ _-__ n _- _ -

filtima seção determinamos os invariantes das somas

_dessesindecomponIveis.

A principai refer~ncia para os re~ultados que su-

poremos ~onhecidos ~ [6J, e as notações usadas serao as de

[6J e de [7J.

'2 - NOÇOES BAs I CAS E NOTAÇOES
,- -- - -

Sej am G = <q> o grupo cíclico de ordem pn 3 ZG o a-n n
, ,

nel do grupoG com coeficientes inteiros, ç uma raiz pri-n _ n

mã t í.va de I .de ordem pn~ ~. o polinômio ciclotômico com raizn
~n' Rn =Z[ÇnJ• o anel dos inteiros do corpo ciclotômico, e

Z o anel dos inteiros modulo p.

Então:
-.•.... - - _. --



.:= - ~- - - - -

n
'--ZG~ - ~ Z[XJ/(XP -1), R· -~ Z[XJ/(~ ),n n n

n-l
ZG ~ Z[XJ/(~ ,XP -1) .. n-l n

As~ihc1us6es de-ideais de Z[XJ:

n
- (Xp -1)

n-1 n-1
= (xp -l)(4))"e(4> )e(4) .x" -1),. n n n

n n-1 n-l
(xP. -1) e (Xp_ -1) e (4),XP -1) ,- n - - - -

,--

determinam- os .epimorfismos indicados- pelas flexas do seguin-
-,

te~diagrama comutativo

ZG --~)- R
.n n

1 : --1
- ZG 1 ~- ZG· - -.n- . n.:..1

Cada reticu1ado sobre ZG I' ou sobre R , pode as-n- n

sim-ser considerado um reticu1ado sobre ZG , através desses
I n

epimorfismos. Ao mesmo tempo, cada reticu1ado sobre qualquer
destestrês-anêis, é um reticu1ado sobre Z[XJ, e assim será
cons í.d eradc quando for' conveniente.

--Se U-ê-urn-reticu1ado sobr é za ,-entãon
- n-1

L = {m€M;(XP -l)m=O},

ê um subm~~~10 de M, que ê um reticu1ado sobre ZGn_1•

g claro que 4> MeL, logo N =M/L é um módu10 sobren
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R = Z[XJ/(~ ). ~ f âc í I ver que N é sem torção sobre Z. Alémn n
disso, se aER , existe SER,n n
que N é sem torção sobre R .n

tal que aSEZ. Daqui se deduz
Em conseqüência, como R n

~e um
domínio de Dedekind, N é uma soma de ideais de Rn~

t
~ Rt-l E!) TI A.."

n 1 t-

e a classe de isomorfismo de N, esta determinada pela clas-
se do ideal TIA., e pelo inteiro t.-z..

Consideremos agora o reticulado M como uma exten--,
.' "-

são' de N por L. Também pode-se expressar M como uma exten-
_ sao de Um modulo L' sobre ZGn_1, por um· modulo N' sobre Rn.

Não há nenhuma vantagem em considerar um ou outro tipo de
.extensões.

Para todo L e todo N nessas condições, tem-se:

HornZG (L~N)
n

= ~omQG (QL~QN) = o.
n

Com efeito, QGn ~ QGn-l .E!) Q(sn)' portanto QL e QN ,qu:.são res-
pectivamente modulos sobre QGn-l e sobre.Q(sn)' não tem ne-
nhuma comp?nente simples em comum, como modulos ,sobre QGn,

já· que provém de somand.os diferentes da algebra semi-simples
QG.

A partir desse fato demonstra-se facilmente que,da-
do um isomorfismo ~: Ml--+ MZ' entre duas extensões de N

por L. existem isomorfismos y: L --+ L e õ: N --+ N, tais
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que o diagrama seguinte e comutativo.

,-

82: O ---+- L ~ M2 ~ N ---'0

E vale também o reciproco. Considerando os elementos [8lJ e
[02J de ExtZG (N,L), definidos por estas seqüências exatas,

n
isto se traduz em que Ml ~ M2' se e só se existem um automor-
~ismo y de L, e um automorfismo 6 de N, tais que y[8lJ=[8ZJ6,

"-

onde y e 6 operam sobre Ext(N,L) na forma usual (ver [7J).

Em conseqüência, dados um L e um N fixos, as clas-
soes'de isomorfismo das ext en sôesi.de N por L estão' dadas p_e-

'lás órbitas determinadas no conjunto Ext(N,L), sob a ação à
- -esquerda,dos automo~fismos de L, e a direita dos automorfis-

mos de N. Observamos que o grupo Ext (N.,L) é fini to, . -pOIS e

finitamente gerado, j~ que N e L o sao, e IG IExt(N,L) =0.n

.Concluímos que um reticulado M sobre ZG se deter-n

mina dando um reticulado L sobre ZG l' um reticulado N so-n-

bre Rn' e um elemento de.Ext(N,L) que representa uma órbita
em este grupo.

Diz-se que dois reticulados sobre ZG, Ml e M2' sao
localmente isomorfos, se para todq primo p que divide a or-
dem de G , considerando o anel dos inteiros p-~dicos I , sep
tem I MI ~ IpM Z' como módu Lo s sobre I G. Para indicar o iso-.p p
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morfismo local usa-se a notação MlvMZ. Por exemplo, cada i-
deal A de R é um reticulado sobre ZG com g operando porn n
multiplicação'por ~ . Neste caso I A ~ um ideal de I [~ J,n p p n.-que e a ideais principais, logo I A ~ I [~ J; portanto AvR •p p n n

Anotamos aqui que os m~todos de localização permi-
tem demonstrar que se G é um p-grupo, um reticulado M sobre
ZG é indecomponível se e só se I M é indecomponível sobre

p
I G (ver [6J).p

Em [7J demonstra-se que se L' e N' sao reticulados
SQbre ZG , e sobre R respectivamente, tais que LvL' e NvN',
,'- n n, -
então existe um t somor f í smo Ext (N ,L) ~ Ext (N' ,L ') que leva as

, ,

6rbitas do primeiro grupo definidas acima, nas 6rbitas do
segtindo~ Em conseqil~nciaL essa b~jeção leva as ~lasses de
Lsomor f í smo das extensões de -N' por L, nas c lasses de isomor-
fismo das extensões de N' p~r L'.

Para nossas aplicações interessa o cálculo do gru-
po Ext no caso seguinte~

Para todo i, O s i ~n, escreyemos
n-i

~.=~p -;R.=[~.J,
"Z- n "Z- "Z-

etc.
. '

O epimorfismo ZGi ---- Ri' faz de Ri um reticulado
sobre ZG., e logo também sobre ZG , com o gerador de G ope-

"Z- n n

rando por multiplicação por ~ .. Por outro lado,consideremos
"Z-

um reticulado L sobre ZGi_I" que ~ portanto um reticulado
sobre ZGn através do epimor f i smo ZG n ---- ZG i-I' Com uma apl i-
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caçao da seqüência exata do funtor Ext, mostra-se faci1men-
te que

ExtZG (Ri,L) ~ L/4>i(g)L = L/pL = L.
n

i-I
(Observamos que para todo mGL: gP

i-I
gP

m = m , pois a imagem de
em G. I é a identidade).'Z,-

Precisaremos calcular os automorfismos de alguns
reticu1ados sobre ZG ó" Escreveremos' para cada .i , O s i s n.. n
Ei =Z[XJ/ceX-l)<f>·i)· Em particular E1 ~ ZGl. O epimorfismo de
an~is ZG. ----+- E. faz de E. um reticulado sobre ZG. ,com o ge-., 'Z, 'Z, 'Z, 'Z,

rador de G. operando sobre E. por multiplicação pela imagem\ 'Z, 'Z,

de X.

Indicarem0s com U(R) o grupo dos inversiveis de um
anel R.

Observando que os m6dulos Z, R., E.sao cic1icos'Z, 'Z,

sobre ZG (gerados pelo 1), e achando o anulador do gerador,n
resulta imediatamente que:

Hom(R.,Z) = Hom(Z,R.) = O'Z, 'Z,

.' Hom(R.,E.) ~ (X-l)E., Hom(E.,R.) ~ R.'Z, 'Z, 'Z, 'Z, 'Z, 'Z,

Hom(E.,Z) ~ Z, Hom(Z,E.) ~ 4>.E .•'Z, 'Z, 'Z, 'Z,

Precisaremos dos seguintes grupos de automorfismos: para to-
do ideal A de R.,'Z,

aut(A) ~ aut(R.) ~'Z, U (R .) ;'Z,
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._ ... - - - ------~- -.

aut (Z @R.) ~ U(Z) (\) U(R .).
'Z- 'Z-

- - - - :. -' : -- -= - - -., ::-Como os modulos Z, E.e R. sao clclicos,
'Z- 'Z-

todo en-
domorfismo de Z (!3 E. (\)R. se representa por

- -.- - - - - - - - r_ 'Z- C - 'Z- _' __ _ .- _ =- ~
.- - - - -

lementos alEZ._elEEi,.rlERi~
. - -'"- '- - - - - ~- - -

uma matriz com e-

::. _.~_:.:.-::--:.:_al~_ :aZ: . 0;:.-..::. :::-~~::.~:::~_:

~iel_- =~2 -:(4~~)e3 .:

\. ~: O - .1' 2 __ .. =- l' ~ _

.~ -~:"- -' - -. -- --Para compor do í s desses endcmor f Lsmó sTd eve --Lembrar+s e --que
- - - - - _. __ ~ r. __ _ _ _ _. _ _ ..•...•.~ - _ - _ _ ". . _ __

ZG~ opera sobre- Z~'-'Ei ~e Ri ãtra,vês"-cIõs'epiriiàrfisrn;s:lIJrt;o ,-II

e lIZlI do diagrama
-

. -:-. :::: ::... -- - ......: -- . .
___ ••••• _".- __ 1. ....- •••• _ ~

ZG n

--+1 Z~R./(l;..-l)
'Z- 'Z-

Daqui sai facilmente q~e, se o endomorfi~mo tem inverso,en-
tão são inversíveis -as matrizes:

:.

.------- - ~ -- - '- -_. - - -- ..:..- .- -

- O diagrama acima ~ um ~produto fibrado de an~is,
pois (~.)n (X-I) = (O). Isto .s.ignificaque se rGR. e aEZ tem a

'Z- ---- 'Z-c '_ .
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mesma imagem m Z, existe e6Ei tal que l' = lIZ (e) e a = III (e).

Usando este fato verifica-se que se as duas últimas matri-
zes sao inversiveis, então o endomorfismo inicial tem inver-
SOe

Um endomorfismo de Z (i) E. se representa por uma ma-
L-

triz:

Est~ endomorfismo tem inverso se e so se é inverslvel o en-
domor f í smo de Z (i) E . @ R. dado por

L- L-

_aI a 2"--- O

~iel ' eZ O
- O O I

Daqui, pelas observações anteriores, deduz -se que este e um
automorfismo de Z (i)E., - -ese e so se sao inverslveis:

L-

'r aI az 1 e lIz(ez)·
tPlII(el) III (ez)j

3 - UN IDADES DE ZGn

Nesta seçao estudaremos as unidades do anel ZG •n
Aplicando a formula de interpolaç~o de Lagrange, determina-
remos os coeficientes do inverso de uma unidade de ZG. Osn
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resultados desta seçao nao serao -usados nas seçoes seguin-
teso

Os mesmos métodos podem apl icar-se para dar urna ex -
pressao dos inversos das unidades de anéis que são imagens
homomo rf as de ZG , mas não consideraremos este tipo de anéis.n .

Para simplifica~ a notação, escreveremos:
n

E = ZG d = xP - I ,n' ~o = r-I,

J = {j; ~./ dlo
J

Se g é o gerador de. G , cada elemento de E se es--, n-,
.cr~ve de modo único na forma f(g), onde f é um polinômio,

-n
f6Z[X], 'tal que grau f < P .

PROPOSIÇÃO A -VaZe f(g)EU(E) se e somente se f(ç.)EU(R.) para todo
. J. J

-j6J. Se f(g)6U(E), então seu inverso é f(g)-l = La~gk, com akEZ dado

por:

"-

onde Tr. indica o traço na extensão Q(ç.) de Q.
J - J

DEMONSTRAÇ~O - Se h(g) é. o inverso de f(g) em E, então
fh= I (mod d), logof(t .)~h(Ç.) = I para todo j6J.

_ J J

Seja f(Ç .)EU(R.) para todo jEJ. Consideremos d =
J J

= TI (X-Ç;) , onde j6J e,para cada j~ ç;, percorre as raIzes
de 4>.. Definimos

J
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onde a soma estende-se sobre todas as raizes de d. Assimre-
" n n .Asulta que P. h.::E}IXJ, P?is p hERn[XJ, e e fixo pelos automor-

íismos de QJr; J" sob re Q.
_. ~ - - - - 1;2 . .

.A. k k -1-E!:':-::'~.: :: = Al em-d i s s o , h (r; .) = f(r; .)
J J

pois o valor de d!(x-r;~) e~ r;~ ~:
.:_- _.- -- J J

para toda raiz r;~ de d,
J

n -k
P c •" J

e em toda outra raiz de d o valor ê O.

-,
" '---- .•... ~, . .:-.

,!':. - :;. - --_.--"Daqu i vs e deduz que d divide fh-l, logo f(g)h(g)=1.

Mostraremos agora que hEZ[XJ, e portanto "h(g)EE.

_Seja pth=h'EZ[XJ, onde p não divide h'. Então
::-= ..., :-. - :- - .

_" -.r"o •
. -- - . - '"-. -

i: t: l'
fh'-p'=p sqd,

onde l' e s são "inteiros relativamente primos,e.qEZ[XJ êpri-
mitivo. Como p nao divide fh', sai daqui que podemos supor
tp = s , logo

-- ...-... - - - , "t dfh - p= 1'q •

..=.:::.._- .=->.'TQmando as imagens em Z[XJ desses polinômios,e su-

pondo. que t >0, seoobtêm uma igualdade da· forma

..•... .:- - .

pois r;. = I (mod p) para todo j. Mas
J- - .. "
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pois f(Çj) ê inversível. Ademais h' nao ê o po1inômio O, e
grau h' s grau h' <pn. Temos assim uma contradição, logo t = O

e hEZ[X].

. k
Se h =IakX , então:

aO = h(O)

-n= p \ k -1
L i» ·f(Ç.) •
j J J

Da de h - .Imed â a t o - coefi-expressao e que ak e o
~ de 1

-k Este elemento - inverso de k-CIente em g h(g). e o e f(g),

logo pode-se calcular o valor de ak, da expressao de aO'

Xkf• "-substituindo f por Assim concluimos que, neste caso,

-n
ak -= P

, -k -1I Tr. (ç. f (ç .) ) •
j J J J

o

Observamos que, dado um cpnjunto de unidades
{f .EU(R .).,j8J}, existe f(g)8U(E) tal que f(l,,~) =r • para to-

J J - J J

do j, se e somente se o polinômio h , calculado na __propos i-
ção A, tem coeficientes inteiros. Com ef~ito, se hEZ[X] en-

-tão, como h(l".) =f~l, h(g) ê inversrvel, pela pFoposição, e
. J J .

seu inverso f(g) verifi.ca f(l" .) ;, f .• Reciprocamente, se e-
. J J

xiste um f(g) nessas condições, já mo stramo s em A que h8Z[X].

Este método pode usar-se para achar os inversrveis
deE .. Mostra-se assim,que dado f.EU(R.), existe f(g)EU(E.)
, 1- 1- 1- _ 1-

tal- que f(ç,.)=f.,se e somente se f.=±l(mod Ç, .-1). Esta mes-1- 1.. " 1- 1..
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ma- conclusão pode obter-se observando que o diagrama, seguin-
.•

toe e um produto fibrado de anéis.
,- JIZ

E. ) R.
1- 1-

llll_ 1
Z • Z

Isto implica que a seqüência que segue ê exata:

{1} --+ U(E.) --+ U(R.)x{±I} --+ U(Z),
,_ _, _ c' 1- _ . 1- -

-, - -, - -~~~;\,..~,;..;',,-~ .•l:;. íVM Z
b~a~ a filtima flecha leva o par no produto:da(~~imeira com-

I, '..
ponente~ pela inversa da segunda. A exatidão implica então
que as unidades de R. que se Leva nt am a unidades de E., sao1- 1-

as que coincidem com ±l modulo s.-I.
1-

4 -REPRESENTAÇÕES INDECOMPONíVEIS DE G'n

Inaicaremos com i~j dois inteiros fixos tais que
. 1 s i < j ~n, e e sc r ev er emo s E: = S ., ~ = s ..

1- ,J

Determinaremos os reticulados M sobre ZG ,tais quen
o módulo QM sobre QG •. ê uma soma dos módulos simples Q,Q(E:),n

cujos fatores de composição são I , I [E:] e
-, . " P, P

to. se por exemplo QM = Q(E:). então .• sobre o

Estes reticulados induzem reticulados I M sobre I G,P P
I r cr. Comefei-p

corpo dos nfime-
ros p-ãdicos Q , se tem Q M = Q (E:). Daqui se deduz que I M

P P P P
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ê isomorfo com um ideai de I Lc L, .que e principal, logo
p

I M ~ I [e:J. Da mesma forma procede-se no caso em que M temp p .
virios fatores de compo~ição.

fatores de composição I ~ I [EJ~P p
[5], estudando as representações matriciais de G

n

Os reticu1ados'indecomponlveis sobre I GP n
Ip[çJ, foram calculados em

com os

Estes módulos também podem ser determinados com os
sobre I .

P
metodos

apresentados na seção 2, mas par t iremo s da lista dada em [5J.
~Para cada M d essa lista escolheremos um reticulado M sobre

ia. , tal que I M ~ M, isto é, um representante da classe de
. ~- . p
isomorfismo local.

Lembramos que um reticulado M sobre ZG. está deter-
J

minado dando .um submód ulo L, que é um reticulado sobre
ZG. l,'um módulo N sobre R., e um elemento de Ext(N,L)J- J
que representa a extensão de N por L.

Notamos que:
i

R. = R./pR. ~ R~(E-I)~(P ) ~
'Z- "'Z- 'Z- 'Z-

onde À = X-I.

-E. = E ./pE .
'Z- 'Z- 'Z-

pois em Z[XJ vale
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~R.~e E. sao anéis principais locais, com't. 't.
.• .o un1CO

ideal maximal (À); de-modo que todo elemento se escreve co-
mo 'uma potência de-À por- um, inversivel. (Tnd ic amo s também
com À a imagem de x-I em E.).

't. .

lados indecomponiveis ~ sobre ZG , tais que QMn
component~s Q, Q(E) ou Q((). Como,ji observamos,

~e soma de

:Com estas notaç6es obtemos a lista I de reticula-
dos Lnd ecompon Lve i s- sobre ZG , que contêm, um módulo para ca-n
da v cLasse de isomorfismo local, do conjuntos dos M tais que

, ' '-,-_.2. R i'R j ;

-- --- 3. - p:. -. ~ E • ;
't. J

k ~4. (R.,R.,À), k=O, ••• ,cp(p )-1;
't. J

, - k . i----:'.: -- 5. (E., R. À ), k =° , .. -. ,cp(p );-
't. J

i 'k ' i.
6. (Z~R " R ., (I, À )), k = ° ,. . . ,cp(p -) ~1; -

't. J ~ .

. 7,~-,sepi~2, (Z(eEi,Rj,(l,Àk)), k=l, ••• ,cp(pi)-l.

Par a n = 2, tomando i = I e j = 2 na lista I, se tem
todas as classes de isomorfismo locais dos reticulados in-

,Partindo da lista I, enumeraremos todo~ os reticu-

para isso
basta determinar todos os M que sao localmente isomorfos com
cada um dos módulos da lista 1._

_Precisaremos de algumas notaç6es.
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Indicaremos com H. um conjunto completo de repre-1,

sentantes das classes de ideais de R., e analogamente para1,

R .• Se AEH. e BEH., escreveremos:
J 1, J

E.(A) = (Z,A,l), E.(B) = (Z,B,l).
1, J

Do fato que I A ~ R." I B ~ R ., se deduzp 1, P J

E.(A)VE ..• E.(B)vE .•
. 1, 1,~ J J

Para cada t indicaremos com Ut o grupo dos inver-
sÍveis·-de Z[~\J/ (}.) t.

o epimorfismo R. ---r R., composto com o epimorfis-
1, . 1,

~ i ..mo defiriido para O s k s <t> (p )-1, por

-determina um homomorfismo:

U(R .)1,

Indica-se com U*(R.) a imagem de U(R.) nesse homomorfismo., 1, 1,

Para R., se tem, analogamente,
J

U (R .)
J

..que composto com o epimorfismo:

determina um homomorfismo
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Indicaremos süa imagem com U*(R.).
J

Ao par R., R. associaremos os grupos quocientes::z.. J

Demon st ra-js e elementarmente que todo inversível de
Z coincide com uma unidade circular de R., módulo l-s·. Da-

~ 1

qui resulta que se podem escolher representantes uEÜ 4> (pi) -k'

desse grupo quociente, tais que sua imagem em Z é l,isto é,
~ais que u =1 (mod À). Através do ~pimorfismo can5nico, es--,

" '-"-ses u podem-se levantar a elementos uEÜ4>(pi), tais que u =1

(mod À): Indicaremos com Ü4> (pi}-k o conjunto desses repre-
sentantes u em Ü.-+.( i)=U(R.). Como

'I' p ,~ --,

Ext (B ,A) .. Ext (R . ,R .)
J ~

~ R. ,
"

cada u define uma extensão de B por A.

Cons ideremos agora E i. Se i < j então 4> (p i) +1~4> (P'~ ,

logo para cada -,k = O, ••• ,,4> (pi) se tem um ep imorf i smq

--
Daqui resulta. que, com notações análogas as ante-

riores, ao par E., R. podem-se associar os grupos quocien-
~ J

tes:
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-Indicaremos com U·· um conjunto de represen-<t>(p'Z-)+l-k

tantes uEE., com u = 1 (mod À), desse gr upo quociente. Cada
'Z- ,

um desses u define uma extensão de B por E.(A), pois
'Z-

Ext (B,E. (A)) ~ Ext (R. ,E.) ~ E .•
'Z- J 'Z- 'Z-

No seguinte enunciado usam-se notações anâ1ogaspa-

ra as extensões de B por Z·@A, e de B por Z ff)E. (A) •'Z- .

PROPOSIÇÃOB - Para cada par de inteiros i~j com l~i<j~n~osreti-

ouladoe=indecomponl.ueie sobre ZGn que bem oomponent ee Q~ Q(e) e Q(~) so-

bre QG ~ são os enumerados em lI, onde AEH. e BGH.•. , n 'Z- J

11. 1. ~;

2. A~ B ;

.3~ E.(AL E.(B).;
'Z- J

. k .'. '.' i' .
4. (A,B,À u), com k=O, ••• ,<t>(p )-l,epara cada k~ uEU<t>(pi)-k;

5. (Ei(A) ,B,Àku), com k=·O, ••• ,<t>(p~), uEU<l>(pi)+l_k;
k 'Z- -.

6. (Z~A,B,l+À u), com k=O, ••• ,<t>(p )-1, uEU<t>(p'Z-)_k;
. k ·i7. se p -z, ;t 2, (Z~E • (A) , B , 1+ À u), com k =1 , ••. , <t>(p ) -1 , e

'Z- .

uEU <t>(pi )'-k ;

8. se p = 1 (mod 4) e q é um inteiro fixo que não é quadrado mó-
, . k . i -

dul.o: P» (ZffiEi(A) ,B,l+À uq) com k=l, ••• ,<t>(p }~l, e uEU<t>(pi)_k'

DEMONSTRAÇÃO- Se M ê um ret iculado sobre ZG tal que MvR.,n 'Z-

então M ~ AEH.~ e se MvR., então M ~ BEH .•
'Z- J J

O reticu1ado E. contem o sub-módulo trivial'Z- .

e E./L ~ R.,'Z- 'Z-
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.logo E. é uma extensão de R. por Z. Portanto se Mv E'. então
1- . 1- 1-

M contém um sub-módulo trivial L', tal que N' =M/L'vR .• Lo-
1-

go 'N' ~A€H •• Em conseqüência:
1-

M = (Z,A,x), x€Ext(A,Z) ~ Ext(R.,Z) ~ Z.
. 1-

Para ter as classes de isomorfismo .devemos esco-
lher os x de modo que sejam representantes das órbitas de Z
sob a ação dos' automorfismos de R .. Mas U(R.) opera sobre ~

. . 1- 1-

através do epimorfismo R. ----+ R./ (l-E:)~ Z, e este leva U(R.)
1- 1- 1-

~obie u(Z). Daqui se deduz q~~ as ~nicas órbitas são a do ~
"-e à-do 1. Logo as únicas extensões são:

(Z ,A , O) ~ Z @ A , (·Z ,A ,1) ~ E . (A) •
1- ,

"'''Em par t í cutar 'r esulta (Z··,R., 1) ~ E .•
1- .1-

'Os módu10~ obtidos quando A percorre H. sao todos
1-

nao isomorfos, pois a c1~sse de isomo~fismo de M 'determina
a classe de A.

As mesmas condições valem para os E.(B).
. J

kSe MV(R.,R.,À ), mostra-se, como no caso anterior,
1- J . .

que M é uma, extensão de um B€H. por um A€H .. Neste caso:
• J 1-

Ex t (B ,A) ~ 'Ex t (R . ,R .) ~ R ••
J. 1- 1-

Logo

M = (A,B,Àku), u€U(R.).. 1-
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Da forma de R.' resuI ta que ,representando \.-l eu' por
'Z-

polinômios em ZD.], se tem Àku = Àku' se e só se
u = u'-Cmod À<p"Cpi)-k).

k kPor outro lado, À u e À u' representam a mesma classe de i-
somorfismo se e só se coincidem a menos da ação de automor-
fismos de R. e de R., ou seja a menos de um fator de

'Z.. J

U*CR.)U*(R.). Assim se obtemos módulos 4. Observamos que,
'Z- J

no caso local, todo inversÍveI de I [€]/pI [€] e i~agem dep p
uma unidade de I LeI = I R., de modo quep p 'Z- •

k k(A,B,À u)v(Ri,Rj,À ) .

..
kSe Mv CE .,R ., À ) então" como no caso anter ior, re-

'Z- J

sulta

- 'kM ~ CE~(A) ,B,À u), uEU(~.).'Z- 'Z-

Assim se obtém os módulos do tipo S.

Analogamente,
" " k

se Mv (Z@R • ,R ., (1 ,À ))
'Z- J I

Como UCR.) --+ U(Z) é sobre, existe um automorfis-
"J

mO de B definido por uma unidade de R.
J

Z. Assim se obtem uma extensão isomorfa com esta, dada por
com -1imagem uI em

k " "um par de forma (I,À uZ). Dois pares (I.uZ)' (I.uZ) tais que
"z e Uz diferem na imagem de uma unidade de R i' dão ex t.en-
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soes isomorfas pois se passa de uma ã outra por um automor-
fismo de A. Se "z e ui diferem no produto pela imagem de uma
unidade "o de R j' então apl icando o automor fismo de B defi-
nido por uÕ

l, e o'automorfismo de A definido por uma unida-
de de Ri que tem a mesma imagem que uoem Z, se obtem um i-
somorfismo entre as extensões definidas por (1,u2) e (1 ,ui) As-,.

, .

sim resultam os módulo do tipo 6, que são não isomorfos.

los

iSuponhamos agora que p >2 e determinemos os módu-
MvlZ@Ei,Rj, (1,À k)). Como a.ntes mostra-se que

k"
M ~ (Z@Ei(A),B,(ul,À u2)), ulEU(Z), u2tU(Ei).

-,
", "

Com a mesma demonstração do caso anterior, prova-
se que sempre ê possível _tomar uT. = 1. Vejamos agora quais pa-

·res (l,u) representam módulos isomorfos. Para isto devemos
determin~r qual ê ~ relação entre dois desses pares se es-
tão na mesma órbita de Ext (R . ,Z@E.), sob a ação dos automor-J 'l- .

por U(R.) e os automorfismos de Z@E. da-J ' 'l-
fismos de R., dados

J '
dos pelas matrizes

-,

Lembramos que, como az esta no mód~lo trivial,Àa2=

= O, e observamos que em ». vale %iel = À</>(p'l-)é
l
•

Assim resul ta que a aplicação dessa matriz ao par
\

(1 i~u)da:
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Para que a primeira componente seja 1, deverá se aplicar um
automorfismo de Rj' dado por um uOEU(Rj) que tenha imagem
--1 -~l em Z. Assim se terá na mesma órbita:

k ~(pi)_k_ - -Cl,A CA el+e2u)uO).

se local incluída" em 7 e em 8 nao sao isomorfos.
-

mos com as de 7 •

Suponhamos k (l,Àku') estãoque (l,À: u) e
órbita, de modo que temos a relação entre u' e u

Começare-

Concluímos que (l,Aku) e (l ,Àku') estão na mesma or-
bita, se e so se existem um ~utomorfismo de ZIE., dado por1.-

uma matriz da forma indicada, e uma unidade Uo de Rj,COm i-
--1m~~em aI em Z, tais que

" ",

- Mostraremos agora que os reticulados de cada cla_s-

na mesma
indicada.

Seja N a.noimarelativa na extensão Q(~) de Q(E). Então das
condições sobre a matriz (ver seçao 2), resulta:

Tomemos as imagens em Z desse elemento. Observando que

- - -1 -resulta que a imagem ein"Z de Ill(e2)uO e ±l. Daqui se deduz,
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usando N(uO) =uO (moa- \) e a seçao 3, que existe ~~EU(Ei)'

_~ª~_q':le__ -__~_c __ ·:_

~ ---_ . .:-
.- i
Para k=l, ... ,~(p )-1, valem então as seguintes igualdades

imodulo \~(p )-k:

_ _ :-":- t-:.:. :---_:.

. -- ". -<,. " - Logo u' -e-u diferem em um fator que é o produto da
~imagem de um_inversível de E., pela imagem de um inversível

1-

de R.: Concluímos assim que os reticulados das classes 10-
J

cais de-7-: - não -são -Isomor fos. Também segue daqui que se p=L
c:: s: -

tmoa-4J~ ~ritão-6s ieticulados 8 são não isomorfos.

Mostraremos agora que se p =1 (mod 4)' os reticula-
dos de 7 ~ão~ão iso~orfos com os de 8; Para isto tomemos a
imàgem em Z da relação entre u' e u, isto é ,consideremos es-
~~s ele~e~t~~ ~&dul0 \. Assim

..
Se p = 1 (mod 4), então -1 é um quadrado \ti módulo p, f<

i6~6:-~ '. é um quad~aao mó du l,o À se e só se u o ê , Concluímos
daqui que se q é um inteiro que não ê um quadrado módulo p,

'. kentão os pares (1,\ Uq), com u'=l,(mod À), não estão na ór-
bli~-~~ ~eÍlh~mdo~-~a~es que definem os reticulados 7.
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Mostraremos agora que em 7 e 8 estão todos
dulos localmente isomorfos com os 7 da lista I.

-os mo-

Primeiramente 0bservamos que tomando uma matriz com
aI =1, a2 =0, "i =eZ =1 e uo =1, ~esu1ta que se u e u'

U(Ei) são tais que u' =u(mod À<t>(p1.-)-k)~ então (l-Àku')

(I-Àku) estão na mesma órbita. De modo que basta tomar

em
e

um
conjunto de unidades u de E. que sej am representantes de

7-

U<t>(pi)~k' Notamos que os epimorfismos
formam_um diagrama comutativo~

canônicos seguintes

Logo a imagem em ü . de cada unidáde de E. ê também u-<t>(p1.-)-k 1.-
unidade de "R ••1.-ma imagem de uma

, k
Dad o agora Mv.(ZffJE. ,R., (1,À )), representado por

1.- J

(1;À ku), uSE., devemo s mostr ar que (1,À ku, esta na órbita de1.-

um dos pares que aparecem em 7 e em 8.

Consideremos a imagem de u em Z; podemos escrever
u =ax2 (mod À) com xSZ e:

a = 1 se u ê um quadrado módu lo À,
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a = -1 se p = 3 (mod 4) e u nao e um quadrado módu l o À,

a = q se p = 1 (mod 4) e u não e um quadrado mó du l,o À.

, --1Seja uO€U(Rj) tal que "o =x (mod À) e seja u1=N(uO)'

Então u1€U(Ri) e ~1 =;;-l(mod À), po i s tomar primeiro a nor-

ma relativa e logo considerar a imagem môdulo À, dá o mesmo

r~su1tado que tomar, diretamente a imagem módulo À.

Sej a agora eEE i tal que TI2(e) ="i : Então do diagra-

ma

E.
TI2 '

R.)

1- 1--, -..,,

Dll 1-Z ~ Z
-1, r esu l ta que. módu l o 'p: TIl(e) ,=x ;.e O.

teiros ai. tais qu e: aI TIl (e) - a 2P = 1.

Portanto existem in-
• <.Logo sao lnverSlvelS:

e

Em conseqüência a matriz

define um automorfismo de Z (!) E •• Daqui concluímos que toman-1-

d,o u' =euüO' se tem (l,Àku') e (l"Àku) na mesma órbita. A-

lem,disso, u' =x-1ax2x-:-1.=a(mod À):
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k· .Consideraremos agora o par (l,À u'), e mostraremos
que ele representa uma das extensões indicadas em 7 ou em 8.

.:..

Primeiramente escolhemos b inteiro tal que b = a-I

(mod p). Tomemos agora a imagem de u'b em U~(pi)_k' elevan-
temos essa imagem a um representante em U(E.), dos quedefi-1.-

~em: os reticulados 7 e 8, "isto ~, um ~SU~(pi)_k.Existem en-
tão UO€U(Rj) e ub€U(E~), tais que

u'u'bu (mod À~(pi)-k).
O Ou =

Logo

-au.

Da definição de U~_f..pi)-k temos ~ = 1 (mod À), e pa-
-.ra todo inversível de Ei vale uÕ-,= ±l (mod À). Por outro la-

do u+b = 1 (mod À). Logo "o =:tl (mod À).

"k. Em consequencia temos (I,À u') na mesma órbita que
k\ . k(1,À uóu 'uO) e este na mesma" que (1 ,À a~). Concluímos daqui

( k) - -. . ( k -) ( k-)que 1,À u esta na orblta de I,À u , ~u na de I,À 'qu •

o

5 - SOMAS DE ~NDECOMPON rv E I S

Nesta seção daremos critérios para determinar quan-
dQ são isomorfas_duas somas diretas de reticu~ados indecom-
poníveis sobre ZG , dos tipos enumerados na proposição B.n
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Dada uma soma M desses reticulados,denotaremos com
A eM) o ideal de R. produto de todos os ideais AEH. dos sc-~ ~

mandos, e com B(M) o ideal de R.
J

produto dos BEH. dos so-
J

.mandos.

Indicaremo.s com k-l o máximo dos expoentes dos À de
somandos do tipo 5, e com kz' o máximo expoente dos À de soman-
dos dos tipos 4, 6, 7 e 8 • Escreveremos r (M) = max(kl-l,kZ)'
Se há somandos do tipo 5 escolhe inao se kl = cp(p )+1, se nao
há dos-tipos 4, 6, 7 , 8 , kZ = cp.(pi) •

,',,_ Indicaremos com u (M) o produto das imagens no gru-

~OUcp(pi)_r(M)'. dos u dos indecomponiveis dos tipos 4,5,6,
7e 8 'presentes na soma, e os i dos somandos de tipo 8.

- -
PROPOSI çÃO C - Seja M W7U soma direta de »eticuladoe indecomponiveis. .
sobre ZG , que tem sobre QG . os fatores de composição Q, Q(E) e Q(F,;). A
.' n· n .

.classe de isomorfismo de M determina os' seguintes invariantes.

1. As classes de isomarfismo 'locaisdos somandos indecomponiveis.

11. A classe do ideal A(M) de R., e a classe do ideal B(M) de R ..
. ~ J

$e~ a) em M há eotrandoe do tipo 2 ou do'tipo 3" e" b)" p ~ 1 (mod

4) ou,p:::1 (rnod 4) mas existem eomandoe de pelo menos um dos ti-

pos 1', 3, 5, 6,· ent~o a cl.aeee de isomarfvsmo de M está deter-

minada pelos invariantes I e 11.

Se M não satisfaz a, ou se M não satisfaz b, para determinar a

classe de isomorfismo de M devem acrescentar-se respectivamente

08 invariantes 111 ou IV.

111. O elemento u(M) de Ucp(pi)-r(M)'
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IV. A par idade_ do número de som::r.rydQs,,-do .tripo , 8 existente '!.ª eoma •. _

DEMONSTRAÇÃO - 19) Seja M uma -sorna de indecomponíveis dos

tjpos 1 a 8. Cada somandb indecomponí~el induz um reticula-

do indecomponlvel sobre I G . Como I ê completo, estes in-p n p
decomponíveis são únicos, a men os _de .í somorfismo s ,P~Jo teo-

rema de Krull-Schmidt (ver [6J). Em conseqüência o número de
-

somand os da soma M, que são Loc aIment e Lsomorf'os com_cada um

do s indecomponíveis da_JJsta r , ~'Oº;.I?~~mol1ara_ t oda ?~c0.m-

posiçi~ de M em indecomponí~eis. Assim, a classe de isomor-

fismo de M determina I.

29) M ê uma extensão de ulJl_1Jl.ô~uJ.9__N_ sopre fJ. por um mó-
--- ---------------.-- --.- J - -, .

dulo L sobre ZG., univocamente determ~pados por Mo. Este N ê1,_

a soma dos ideais B de R. que aparecem em cada somando. pa
J

estrutura dos reticulados sb~re um-domínio àe Dedekind, se-

g~e que a classe do ideal B(M) , pt~duto desses ideais, está
-

determinada por M. Da mesma forma, considerando L no lugar
-." - . ''---'

de ~, mostra-se que A(M) está determinado por M.

Poi outro lado, ob~ervamos que de

N' ,

resulta que

- .

(L,N,u) ~ (L,N',ú).

De modo que o módulo B(M) pode tomar o lugar de qualquer Bt

dos somandos de M, pondo R. no lugàr de todos os outros i-
J
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deais de·R. sem que mude a classe de isomorfismo d~ soma.Da
J

mesma forma se prova urnaafirmação análoga para o ideal A(M) de R ..
1,

Mostraremos agora que se M satisfaz a) e b), então
I e 11 são suficientes para determinar a classe de isomor-
fismo de M.

Suponhamos inicialmente' que:

39) há algum somando localmente isomorfo com um dos mó-
dulos R.~ R.~ E.~ E.~ e que p ~ I (mod 4).

~1, J 1, J

Para cada somando dos tipos 4 a 8, consideremos o
-,.•....,

'u em R. ou E., que determina essa extensão. Então.u = l(mod. 1, 1,

;\).e pode-se Levan t ar a um wEZG' tal que ia = I (mod l-g). Se, n -.
_ tem então o seguinte diag_rama d evs eqüênc í.as exatas:

o --, E ./WE.- 1, 1,

t t
--+ R./wR. -- O1, 1,.

t
0-- Z -----+- E., R.1, 1,

t t ti
-,

O -- Z -----+- E. R.1, 1,

t t tI
O O O

--+~ O

----+1 O

Dado agora um somando de M da forma (R.~ R.~
1, J

k
À u),

Também para todo ideal A de R. vale1,

R .to«, ::::E ./wE ••1, 1,' 1, 1,
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consideremos o homomorfismo R. --+ R. definido pelo produto
t: i:

por w. Este homomorfismo induz os homomorfismos ~ e 1 dose-
guinte diagrama, pois w opera sobre a extensão indicada por
mul tiplicação por' u.

o o

t t
o ~ R ./wR. ---t- t-

Coker --- O

t t t·
I

(R . ,R . ,.À ku) R .
t- ~ ' J

t~ tI
k(R. ,R . ,À )

t: J ..

t

--- OR.
t:

O o

___ R.

J

+I
O

--- O0,-- R.t-

t
-Assim resulta a seqli~ncia e~ata:

k, k /O -- (R. ,R . ,À ) --- (R. ,R . ,À u) ---+- R. wR. --+ O.t- J t- J t- t-

,Paia o caso em que M tem o somando A, considerare-
: mos a seqli~ncia exata:

O---A-- A --- R./wR. --- O.t- t-

Do fato que r (R ./wR.) = O, se deduz, pelo lema dep t- t-

Schanuel na forma demonstrada em [7J, que

kA@(R.,R.,À u)
t- J.

. k~ A @ ·(R • , R • , À ).
t- J
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Trocando A por E.(A), se chega ao mesmo resultado.-z.

Também pode-se por um ideal B no lugar de R ..-z.

Da me sma forma 'se demonstram resul tados análogos pa-
ra os somandos de M dos.tipos 5, 6, 7 e 8.

Concluímos daqui que, se na soma há um indecompo-
nível localmente isomorfo com R. ou com E., entã6 podem-se-z. . -z.

substituir os u por 1 em cada indecomponível dos tipos 4,5,
6, 7 e 8 sem mudar a classe de isomorfismo da soma.

Para demonstrar que est e resul tado também vale no
taii en que existem somandos localmente isomorfos com R. ou

J

com E., 'se procede na mesma forma, usando as seqüências e-
J .

xatas que indicaremos a continuação.

Para cada u em Ri'ou ti' que determina· um indecom-
pon IveI da soma, levantarema.s u-1 .a lUEZG

n
, usando os epimor-

f í smo s de ZG em R., e em E ••n -z. -z.

B/wB ::! E. (B)fwE. (B) ::!
. J J

R .flUR .
.J J

:::: E .flUE .•
J J

Se tem então:

Considerando o endomorfismo de R. definido pelo pro-
J

duto por lU, resulta o seguinte diagrama.
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o -+ Coker -+ R ./wR. --- OJ J

. t t t
O --+ R. k--- (R.,R.,À u) --+ R. --+ O

t: ..t: J J

tI t~ tw
O --+ R. k O--+ (R. ,R . , À ) --+ R. ---'[, '[, J J

t· t t
O O O

(w opera ã direita sobre Ext (R.j,Ri) dando uw = 1) .

" Assim se tem a seqli~ncia exata:

, k
O --+ (R. ,R., À ), '[, J

k
--- (R.,R.,À u). '[, J-' --- R./wR. --- 0,J , J

'-que. junto com

-
, O --- B --+ B --- R. / wR. --+ 0,J J,

permite deduzir:

. k
B 9 (R • , R . , À uJ
-, t: J

k
!:! B ffi (R . , R . , À ).'[, J

o mesmo resul t ad o vale pondo E. (É) no lugar de B.
J

Também existem isomorfismos análogos para as indecomponi-
veis dos tipos 5, 6, 7 e 8.

Concluimos daqui que, se vale a hipótese 39, então
a soma M é isomorfa com urna sorna M' de indecomponÍveis nas
seguintes condiç6es. Um dos ideais. de Ri da ioma M' é A(M),

e 'os demais coincidem com R .. Um dos ideais de R. em M' é'[, J
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B (M) , - e os demais sao iguais com R •• Todos os u dos Lnd ecom-
-J

poníveis da soma M' são 1. Isto implica que duas somas que
verificam as ~ondições 39, e com os mesmos invariantes I e
11. sao isomorfas~

Consideremos agora o caso em que:

49) na soma M não existem somandos dos tipos 2 ou 3,mas
p ~1 (mod 4), e portanto não há somandos do tipo 8. Aprovei-
tando estas seqüências exatas, mostraremos que duas somas M1
eMt nessas condições, com os mesmos invariantes I, e tais

sao isomorfas.
- --

.Sabemos qu.e podemos substituir um dos A da soma M

A(M)
- demais R . , dos- B B(M) de-por e os por e um por 'e os

1.

mais por R. ,
J

tio suficiente provar que, em todos os casos, pode-se subs-
Para demonstrar esta afirmação acima,serâ en-

tituir um dos te da soma: M pelo produto de todos, eos demais
por 1, sem alterar a classe de isomorfismo da soma.

P~ra isto consideremos,. por exemplo, dois somandos
dos'tipos- 4 e 5:

Para poder cons iderar o produto dos u devemos observar
que todo uEU(R.) se levanta a uma unidade de E •• Para sim-1. 1.
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plificar a notaçio escreveremos nesse caso u6u(i.). t.

As seguintes seqüências, obtidas como vimos acima,
sao exatas:

o -r (E.,R.,ÀZ) -r (E.,R.,ÀZu') --+- E./w'E. --+- O,
t. J t. J t: t:

k . kO --+- (R. ,R., À u) -r (R. ,R., À uu') --+- R .lw' R .. ---+ O.t. J "2, J ."2, "2,

Logo de E./w'E. z.R./w'R.,"2, "2, "2, "2,

k Z(R.,R.,À u) ~ (E.,R.,À u') •
. "2, J. "2, J

Os demais casos se tratam em forma semelhante,e da-
qui segue a conclusio desejada.

Suponhamo s-'agor a que:

S~) na soma M hi somandos do tipo 2 e j, e que p =l(mod
4), e existem somandos do tipo 8, mas também existem soman-
dos loca~mente.isomorfos com os de l, 3, 5 ou 6. Corno nos
casos anteriores, podemos supor todo A=R. e B=R .•

"2, J

Se existem somaRdos Z em M, usaremos a seqüência
exata:

O --+ Z --+ Z --+ Z/qZ --+ o.
Se há somandos do tipo 3, precisaremos das sequen-

cias exatas:
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o --+- E. ---+ E. ---+ Z/qZ --+- O t
1- 1-

O ---+ E. ---+ E. --+- Z/qZ --+- o.
J J

Por exemplo, a primeira se obtém lembrando que

E. = (ZóR.,l) = (Z,R.,q),
1- 1- 1-

e considerando o homomorfismo E. --+ E. induzido pelo homo-
1- 1-

morfismo Z --+ Z,.de multiplicação por q, Um diagrama simi-
lar aos anteriores prova o resultado.

" Para o caso em que existe algum somando do tipo 5,
consideremos este mesmo homomorfismo E. --+ E .. Usando o e-, 1., . 1.,

pimorfismo U (R.) ---+ U (Z), e achando o "pu shou t ' do diagra-
J

ma:

E.
1-

t
o --+- E. --+

1-
k(E.,R .,Ã u),

1- J

t
O.

se obt~m o seguintediagracia de seqü~nciasexatas,como mos-

traremos imediatamente:



- 38 -

o O

t t
O --+- Z/qZ --+- Coker --+ O

t t t
O --+- k ----4- R . OE. --+- (E . ,R . ,À u) --+-

'l- 'l- J J

t t t
k

--- OO --+- E. --+- (E. ,R ., À u) --- R .'l- t: J . J

-, 1 't t
<,,

O O O

Daqui se obtêm a seqüência exata:

'-.- .. /j

Para obter o diagrama que precisamos, observa-se

que, determinando o "pushout" de,

-, Z •

tq.
Z~ E.

'l-

resulta que a função x: E. --+- E. considerada, é a composi-
'l- 'l-

ção de um morfismo ~: E. --+ (Z,R.,q) tal que ~(l) = (0,1),
'l- 'l-

e do isomorfismo (Z ,Ri ,q) ~ Ei' Este isomorfismo está defi-
-nido pelo automorfismo de Ri dado pela unidade circular



- 39

(1-e:)/(I-e3) = ct

Logo X(l) é a imagem em'E. de (O,ct). Indicando com
'Z-

imagem em Ei, obtemos o.diagrama seguinte:
sua

o E e.
k----+ -- (E r » R ., À c ) ---+ R. ~O'Z- 'Z- J J

fx 1 rI
O---+E. k .---+ (E.,R.,À) I R. ---- o. 'Z- 'Z- J J

Mas em Rj existe uma unidade circular com imagem ct
-em E., Logo

'Z-

k- '. k
(~.,R.,A o ) ~ (E.,R.,À ).

'Z- __ J . , 'Z-J

Se existem somandos·do tipo 6, usaremos a seqüên-
cia que segue, obtida aplicando ao submódu Lo Z (i)R. o endo-

'Z-

morfismo de multiplicação por (q,l).
" .

, k
(z (i)R • , R • , (q , À u)

'Z- J

-- r,/ qZ ----+0.

Apl icando o automor fismo de R., definido por mul-
J

tiplicação pela unidade que tem imagem q em Z (o que naomu-

da a classe de u em U<p(pi)-k}' resulta:

. k
( Z (i)R • , R • , (q , À u))

. 'Z- J
k~ ( Z (i)R • , R • • (I • À u)).

'Z- J



-- L}O -

Assim obtemos a seqüência exata:

- --- ~ - -
- --Z/qZ -- O.

Observemos agora os somandos do tipo 8. Aplicando
a R. um automorfismo dado por um inversíve1 .cuja imagem em

J

Z é q ' =q-1(mod p), resulta u'EE. tal que u' =1 (mod À) e
- . - 1- .

. Pôr, outro Lad o , ap l í cand o a mu1 tip1icação por q em Z, se ob-
iém-:a seqüência:

-.o -- ( Z (9E • , R . , (1 , À k:u') )
1- J-

-- Z/qZ -- O.
- - - - ---, .

. --p---

Por.conseguinte.é exata:
--_._-- - --_.'-~-- :::

--.. -- - -

-' k:
(Z@E.,R.,(1,À u~) -- Z/qZ -:-.. O.

1- J.

Desta seqüência, e da ---

.- -- - _.- _ .•..- - •.. -, - - - --
resulta:

k: - k
(Z@E.,R.,(l,À uq)) @Z ~ (Z@E.,R.,(1,À u')) (9Z.

~ J _ 1- J -
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Assim ~ p~ssfvel substituir uq por u'em todos os somandos do
tipo 8, quando M tem o somando Z.

Se existem somandos locaimente isomorfcs com os de
3, 5 ou 6, também podem-se eliminar cs q dos somandos do ti-
po 8, usando as seqüências exatas análogas com esta, que in-
djcamos acima.

Conclulmos daqui que se na soma M existem indecom-
pon Ive is localmente Isomor fos com 2 ou 3, e há somandos do
tipo 8~ mas também há pelo me~os um dos tipos 1, 3, 5 ou 6,
então duas somas com os mesmós invariantes I e 11 sao iso->,
mor f'a s .

69) Ao mesmo tempo, deste ~ltimo resultado e do demons-
trado em 49, deduz imos que para as somas nas quais fal tam 00-
dulos localmente isomorfos com 2 e com 3, e há do tipo 8,mas
tamb~m existem de um dos tipos 1, 5 ou 6, então duas somas
com os mesmos invariantes I e 11, e com o mesmo u(M) sao 1-

somorfas.
-,

79) Consideremos agora o caso em que a soma contém so-
-mandos do tipo 2 e do tipo 8, mas faltam somandos dos tipos
1, 3, 5 e 6.

Primeiramente observamos. que, sem usar nenhuma hi-
pótese sobre o tipo de somandos, para os reticulados do ti-
po 8, analogamente com a seqüência do parágrafo 5, se obtém
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e;

0-- (Z(!)E.,R., (1,)..ZU"q·2)1,.. J .

Onde, como antes, sai

k . . Z
(Z(!)E.,R.,(1,À uq)) (i)(Z@E r » R.,(1,À u'q)) ~

1,.. J 1,.. J ....: .

Portanto, em todos os casos, um número par de indesompo~í-
-,yeis do tipo 8 pode substituir-se por uma soma de indecom-.. .•. .'ponlvels do tipo 7.

Concluímos daqui que sein a soma existem somandos do
tipo 2 e do tipo 8, mas faIt àrn os dos tipos 1, 3, ? .ou6,en-
tão as somas com os mesmos invariantes I e 11, e~a mesm~.pa-
ridade do número de módulos do tipo 8, sao isomorfas.

~.

Finalmente, para as somas de reticulados dos tipos
I

4, 7 e 8, só'podemos afirmar que as somas com os mesmos I,
lI, u(M), e'com a mesma paridade do número de môdulos do ti-
po 8, são isomorfas.

89) Para terminar a demonstração, precisamos p~ov~r que
u(M), e a paridade do número de somandos do tipo 8, sao e-
fetivamente invariantes sob isomorfismo, em aqueles casos em
que determina~ .a classe de isomorfismo da soma.
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Devemos considerar o caso em que faltam tanto os

somandos localmente isomorfos com 2, como os localmente i-

somorfos com 3, e o caso em que faltam dos tipos 1, 3, 5 e

ideais

- Já vimos que basta considerar as somas em que os

A = R ., e os' ideais B = R •• Também sabe~os que podemos
-1- J-

que na soma há, no máximo, um indecomponivel com u~l,supor

e que aparece no máximo um q.

"-uma- soma

o m6dul6 M pode-se e~pressar como uma extensão de
dde c6pias de R.~ R., por um reticu1ado sobre ZG.,

J. J 1-
a b cZ ·@E. (!)R •• Essa

1- 1-
extensão se representa por uma ma-da forma

triz de extensões de R. por Z, R ~- por E., e de R. por R .• Se-
- .. _ _ - J _ -;L 1- J 1-

gundo a notação de v IsI e de [7J, a matriz tem uma coluna pa-

ra cada R ., e uma linha para cada Z, cada E., e cada R .• NoJ'. .. _ 1- 1-

lugar dado por uma linhi e ~ma coluna determinadas, coloca-

Se o elemento de Z, E. ou R., que define a extensão corres-
1- 1-

pondente. A cada Z, E.- ou R. que aparece como somando dire-
1- 1-.

to, correspond e+Ihe uma linha de zer ç s , e a cada sômando di-

reto R. uma coluna de zeros.
J

Ordenaremos os somandos de modo de ter primeiro as

linhas de zeros que correspondem com os somandos 'triviais;
-logo os blocos O e I que representam extensões de R. pelos

1-

depois blo-
- - - ~.

Z, que aparecem nos somandos dos tipos 7, 8 e 6;
-cos de matrizes diagonais em E., que representam as exten--z,

sões de R. por E.dos tipos 5, 7 e 8, e finalmente os b10-
J 1-
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-cos sobre R., que proc~dem dos tipos 4 e 60
J

Suporemos primeiro que ·não há somandos 2 nem 3.

o caso em que o máximo expoente dos À aparece em um
:i.ndecomponivel que nao ê do tipo 5, isto ê kl s k2 e r (M) =

k2, é o mais fácil de analisar o Par a isto considera-se o mó-
dulo M', quociente de M por seu ~ub-môdulo trivial. A clas-
se de. isomorfismo de M d et e'rrn i.na a classe de M'. Agora M' ê

-d fuma extensao de R. por R., de modo que a matriz dessa exten-
J ~ i

sâo rt em elementos no anel principal, local, R.=Z[I\J/À<P~P.·)o
t:

"morfismo Ml -::=. MZ implica Mi -::=. M 20_ Este isomorfismo se
Dadas duas somas, Ml e M2' nessas condições, o iso-

obtem,
como sabemos, por um automorfismo de R~ e ,um automorfismo

J

d~ R{, que se podem represen~ar por uma matriz de GL(R1)- e
uma matriz de GL(Rt:), res pe ct i.v amen t e . Estas matrizes ope-~ .

ram atrav é s dos epimorfismos R. ~ R . ., R. --+ R.
, . J ~ ~ ~

Sejam LI e L2 as matrizes de Ri que representam as
extensões Mi. e Mio As matrizes LI e L2 'podem ter algumas li-

~ . . k-
nhas 0, e depois blocos diagonais com elementos À na dia-
gonal, com máximo expo:nte k2, e possivelmente um fator u~l
de Ri e um'q. Sejam vI e v2 esses coefici~ntes de À

k, dife-
rent es de 1, se exist irem, e "i = 1 ou v 2 = 2 no caso contrá-
rioo Com um cálculo simples (ver [7J) mostra-se que

implica que

. dS~Ll = L2S., S.SGL(R.),
•.. J ~ ~.

em Z[ÀJ/(À)<p(pi) vale

. dS .EGL(R.),
J J
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Donde segue

Agora devemos mostrar que se ó expoente máximo pro-
vem exclusivamente de um somando do tipo 5, isto ê se kl>k2

e reM) = kl-l, o invariante em u· está determinado<j>(pl.)-kl+1

pela classe de isomorfismo da soma. Neste caso o raciocínio
anterior e insuficiente, pois mostraria somente a invariin-
ti.a da imagem desse elemento no grupo U,!,( i)-k!, ~ P . I
.• Precisamos considerar a ext erisào M1 de R1 por

a b c - a b c dZ ffi E ~ (!j R " e todos os automorfismos de Z ffi E. (!j R. e de' R .,t. t. 1. t. J

operandó sobre a matriz ~ue repr~~enta a exten~ão,para pro-
var que o isomorfismo entre duas extensões, implica aigual-
dade dos invariantes.

Um endomorfismo de za (!j E~ (!j R~ representa-se por u-t: z,

ma matriz
"

aI a2 O

~lel e2 (X-I)e3

O 1'2 1'3

onde as letras indicam blocos de matrizes sobre Z, sobre E.,t.

e sobre R., respectivamente. Como no caso considerado na se-t. . .
ção 2, mostra-se que este é um aut9morfismo se e só se sao
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inversiveis as matrizes

formadas por blocos sobre Z e sobre R .•
~

A matriz da extensão MI que estamos'considerando, e
da forma:

(I ). O O O O 1
(7,8) O -1 O O

-,
" (6) O O O I

( 5) DI O O O

(7,8) O D2 O O
,-

(4) l: O D3 O j
_ (6) O O D4

Se MI ~ M 2' as ma tr i zes correspondentes estão names-
ma órbita, logo operando ã esquerda sobre a matrizdeMI por
certo automorfismo de zCz @ E.~ @ R~, e ã direi ta sobre a matriz

-, ~ ~

f'. d d· b ~de M por certo automor lsmo e R., se o tera uma mesma ma-2 J

triz. Escreveremos esta matriz deixando de lado as primei-
ras linhas, que são as que representam somandos triviais,
para simplificar 'a notação. Assim se tem uma igualdade:
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(*)

o O: O: O
t t
, I

O 1:0:.r
I ,
I I

O O: O: O_______ 1.__ 1. _
I I

DI O : O :, O
I I
I I

.0 D2; O: O
I I
I I

O O 'D I O: 3:
I I

O O: O: D4

D' O I O I O)
1 ::

I I

O D' '0' O2 I I= lo O: D': O_ : 3:
I I

O O -: O: D4

s,

onde S~indica uma matriz inversive1 sobre R ..
J

" Agora observamos que
_'-.

e que os blocos D3 e D4 sao diag6nais, tendo na diagonal e-

lementos À
k com

. i - . i
k Sk2 s.!f>(p ) -1 <<!>(p ).

Consequentemente, das colunas de

-, O O : O: :1I I
I I

~ie1 O I : O:
I I IJI I

O O f O,,',- ,

podem-se tirar como fatores os elementos diagonais dos b10-

cos D3 e D4' de modo que existe uma matriz e' tal que:
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Daqui segue que o lado esquerdo da igualdade (*)

pode-se escrever na forma:

. DI O O O 1
À$ (p~) - k 2e ' + À. ;,1_0 ~ L _~ 0_I

1'3 )1 O O D3 O
l O O O D 4)

Indicaremos com vI e v2 o coeficiente diferente de
k"1,. dos termos À das diagonais das -ma t r í.z es que representam

as extensões Ml e M2" (Se todos foram 1 escreveremos vl"'lou'
v2=1. Có~o no - caso anterior, -veri f i.c a+s e qu e se 6 ê- o

; f'(\
determinante .da" primeira àas matrizes acima, então em
Z[À]I (1.)<1> (pi)+l:

detS.v Àkl2

Donde concluímos que,

Agora observamos que

i i<t>(p ) - k2 ~ <I>(p )+l-kl"

Por conseguinte a imagem em U<t>(pi)+l-k de õ, coin-
. 1

cide com a imagem de
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Como detSEU(Rj), obtemos assim, em U~(pi)+1-k1' a igua1da-
. de U(M1) = u (M2)'.

r , .Cons ideremos agora o caso em que p = 1 (mod 4), e fa1-
tam na soma os indecomponiveis dos tipos 1, 3, 5 e 6. Um i-
somorfismo entre duas so~as M~ ~MZ.se traduz, como nos ca-

r e\a ~ó.,o E'-n1. re o..s
50S an t er í ores , em uma ignaldacle da:s matrizes que represen-
tam as extensões~

-,
<,

f aI
aZ a3 [o I

O 1 r:
I o I

't
i
e1 (X-1)e3 10 Diez DI _ O j = o Is.

1 o lo o- D o1'Z 1'3 lO D 2).- -'-Z

Esta igualdade implica

-onde 822 e um bloco da matriz S. Logo
-,

Daqui, como no caso anterior, e com notações análogas, seob-
tem

= detsZ2.v2À k (mod À.~(pL)).

<I> (pi)_k= det8ZZ·v2(mod À ).
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Donde, como o máximo expoente k < <t>(pi}:

Por outro lado a2DI = O, pois os expoentes de À em
DI são> O, desde que provem de môdulos do tipo 7e 8. Em
censeqüência da igualdade de matrizes acima se deduz al=s22

(mod À).

Como a matriz

é inversível,

tais que cada um tem no máximo três fatores de composição

Daqui concluímos que vI tem o fator q se e só sevZ-o tem, port~nto MI tem um somando do tipo 8, se e so se M2-,
o tem. O

'Finalmente -faremos algumas consideraçõe-s sobre os
môdulos r que são soma direta de- indecomponíveis sobre ZG ,n

irredutiveis sobre QG , incluindo o trivial. r e assim for-n
mada pela soma de vários m6dulos .~., do tipo estudado na

1, J

proposição C, para vários pares (i-,j), com I ~ i < j ~ n.
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~ f âc í.I ver que a classe de isomorfismo de E esta
determinada pela informação seguinte:

.19 A classe de isomorfismo local dos indecomponÍveis.
29 Para cada ~, a classe do ideal A.(E), produto dos i-

1-

deais de R. que aparecem nos somandos de E.
1-

39 Para cada par (i,j), os invariantes 111 e IV de .M ..
1- J

Com efeito, a soma r ~ uma extensã6 de um reticu-
lado N sobre Rn por um reticulado rn-l sobre ZGn_l. Este N

ê uma ~oma de ideais de R , e está determinado pelo posto,en
pela classe do ideal A (r), produt~ desses ideais. Também sa.•.-, n-, ,
bemos que A (E) pode-se colocar no lugar de umR qualquer,n n ,

,
- sem mudar a classe de isomorfismo de N,nem a de E. Do mes-

mo modo, mostra-se que o~ rdea i s-d e Rn-l"" ,RI podem-se mul-
tiplicar e por no lugar de um dos Rn-l, .•• ·,RI' sem aIterar
a classe de isomorf1smo de E.

A classe de isomorfismo local- dos indecomponlveis
determina os tipos dos indecomponÍveis. Fixado, para cada i.,

o ideal 1i(E) em um somando determinado, fica determinada a
classe de isomorfismo dos indecomponiveis dos tipos 1, 2 e
3 em cada .M •• Finalmente, dados os invariantes -III e IV pa-

t- J .

ra'cada par i,j, está determinado .M .•
• 1- J

Sejam agora r e r' duas somas dessa forma tais que
E ~ r'. Nessas condições a classe de isomorfismo local dos
indecomponÍ veis de E e E I é a mesm.a. O ret icul ado En -1 so-
bre ZG 1 indicado acima ~ um suhm5dulo bem determinado den-
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r ,que tem por imagem segund o o isomorfismo r ~ E', um s:sub+
m6dulo anilogo r~_l de E'. Daqui resulta que An(E) ~An(E').

Repetindo isto com En-l e _E~_l'_se obtêm ~n-l (E} ~ A_n-l(E') ,
e assim .sucessivamente.

Mas o isomorfismo E ~ E', em geral nao implica que,
para cada par (i,j), os invariantes 111 e IV das somas par-
ciais .M. e .M~ de E e E', sejam iguais. De modo que estes

1, J 1, J

invariantes das somas parciais não sao sempre invariantesda
soma E.

Para verifici-Io basta ver, por exemplo,q~e as se-
qÜências exatas

,
0-

--- k
(R1,R3,À u) --+ 0_

-- - - - -

implicam, como-vimos na demonstrilçãb da proposição C, que

Em vg eraL, dados i<jl <jz-<.~.' relações ~como_es-
tas permitem, para cada k , porem um somando o produto de
todos 0$ u€R., dos somandos da forma• 1,

k k-(R.,R. ,À ul),(R.,R. ,À uZ), ••• ,
1,- Jl 1, J Z

sem mudar-a classe de isomorfismo da soma.
: -1Se w€ZGn tem amag em u e~ RI e imagem .u' em ~R2'

entãº as s~guintes seqüências são exatas, como mostramos em
C.
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Isto implica:

Assim é po's sIv el relacionar os uER. com os u' ER. se
~ J

há somandos

(R • ,R . ,À ku) , (R • ,R 7 , À ku ') ,
1- J J"

. c OItl, i < j < Z.

Por outro lado,.se ul' ui, u3,. u3 sao representan-
tes escolhidos como na proposição B, então

Com efeito, estas duas somas contêm os seguintes
submôdulos sobre ZG2, levado um no outro pelo isomorfismo,

-,

Logo, pela' proposição B,'"i = ui' Tomando os quoc ientes das
somas por estes submôdulos; resulta a outra igualdade.

Com estas relações é possível determinar os inva-
riantes de uma soma de indecomponlveis dos tipos 1, 2, 3,' 4.
Também podemos demonstrar outras re La ç ó es similares com es-
tas. Mas ainda não temos informação sufic iente para dar um
conjunto de invariantes de toda soma E. Porém, os métodos
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que temos apl icado, -devem permitir car ac t er izar qual quer s\.)-

ma de indecomponíveis dos tipos considerados aqui.
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