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CAPITULO 0

Introducgao



Consideraremos germes f:URn

;0) » (IR;0). Como
usualmente representaremos tambem por f um represen-
tante do germe. E nosso escopo indicar condigoes so-
bre o jato punctual de f em O e R" para que se possa

decidir se esse ponto e um extremo local de f.

A ideia e reduzir o estudo ao comportamento
local em 0 € RY de um numero finito de germes

foi(RT50) > (R30)

de funcoes de uma unica variavel.
Inicialmente, abordaremos o caso em que f e

um polinomio e daremos uma caracterizacao completa.

Em sequida, consideraremos o caso em que f
tem "jato k generalizado" e entzo a caracterizacao nao
sera mais completa, porém, mostraremos que ela e a.mg
Thor possivel no sentido que apenas nao sao classifi-

"

cados aqueles germes cujo "jato k" nao contem a infor

macao desejada.



CAPTTULDO I

Extremos de polinomios




q

1.0 - DEFINIGAO - Sejam f:(R";0) > (R;0) um
polinomio de grau menor do que k(<k) e
g: (R";0) > (IR;0)
x = |x|?
Daremos o nome de V(f) ao conjunto dos pon-

tos do R" onde grad f & radial, ou seja,

) i grad f(x)
V(f) = {x ER posto de < 2

grad g(x)

Seja S_ = {x € R"| [x| = e}. Entdo V(f) a S_
€ precisamente o conjunto dos pontos criticos de f %y
Em particular, ¥e > 0, V(f) n SE # ¢, 0 que mostra que
V(f) & uma subvariedade algébrica do R" da qual a ori

em € um ponto nao isolado.
Ser-nos-a util no futuro o seguinte

1.1 - TEOREMA ALGEBRICO DE SARD - Sejam v

uma subvariedade semi-algebrica do R" e fR" > R um
polinomio. Entao o conjunto dos valores criticos de
flv e finito.

PROVA - V admite uma estratificacao com um

numero finito de estratos que ainda sao semi-algebri-
cos [G]. Basta provar entao o resultado para o caso

em que V e subvariedade diferenciavel semi-algebrica.



0 conjunto A = {x € V| x e ponto critico de f|V}
e semi-algebrico pelo teorema de Tarski-Seidenberg [G]
pois
A = V\m(TV \ ker Df)
onde TV e ker Df sao semi-algebricos em R'xR" e

mRR" > R" & a primeira projecao.

Entao A tem um numero finito de componentes
conexas [G]. Mas f|A & localmente constante e portan-

to e constante nas componentes conexas. ]

1.2 - PROPOSICAD - Se f:(@R";0) > (R;0) for

um polinomio ent3ao existe €, > 0 tal que

Ye, > 0, ¥e, > 0, 0 < €, < €, < g9 => V(f) n B€ e um
1

retrato de deformacao de V(f) n B_ onde
)

B, = {x e R"| |x| < a}.

PROVA - Na notagao de 1.0, g|V(f) tem um nu

mero finito de valores criticos estritamente positi-
vos dos quais o menor representaremos por eﬁ. Isto sig
nifica que, dentre as esferas SE nao transversais a

V(f), S € a menor. [J
€o

Vemos assim que V(f) n (B_\{0}) tem um nume
1) -
ro finito de componentes conexas, cada uma das quais

e um cone K; (de "vertice na origem"):

"

V(f) n (Be \{01}) v Ky reuniao disjunta, onde
0

=~
it¢

g Ai x (051) e Ai e uma componente conexa de V(f) n SE




com 0 < € < €9¢.

Vamos agora definir os germes
@1.:(IR+;0) > (IR;0)
a cujo estudo o teorema sequinte permitira reduzir a
deteccao do extremo de f.

Em correspondencia a cada Ki seja

¢1.:(IR+;O) > (R;0) dada por

¢1(0) =0 e ¢(a) = f(x) onde x € Ki n Sa, 0 < a < gy
i

Para mostrar que ¢1 esta bem definida note-

mos que f|K1 n S, e constante pois Kin s, e conexa

e grad(flKi 0 Sa) = 0. Temos assim associado ao poli-

nomio f um numero finito de funcoes ¢ de uma varia-

vel, de modo que podemos enunciar o seguinte:

1.3 - TEOREMA A) Uma condigao necessaria e
suficiente para que 0 ¢ R" seja ponto de minimo (mini
mo forte, maximo, maximo forte) para f e que 0 € R o

seja para todas as ¢i

B) Uma condicao necessaria e

. n o - ,
suficiente para que 0 € IR nao seja ponto de extremo
para f e que existam i, j tais que ¢; tenha ma ximo

forte e ¢. minimo forte em 0 € R".

J
PROVA - Para estabelecer a validade de todo

o teorema, basta verificar que a condicao da parte A



e suficiente. Para tanto, suponhamos, por exemplo, que
todas as ¢, tem minimo em 0 € R'. Como a familia de
tais funcoes e finita, existe e, > 0 (g, < €,) tal que
Ye > 0, € < e,, ¥i, ¢i(€) > 0.

Consideremos f|5€- 0 conjunto dos pontos cri
ticos dessa fungao & V(f) n SE. Portanto o valor mini

mo de fIS€ e ¢i(€) para algum i, o que mostra que

f|BF > 0 e portanto 0 € R"™ & ponto de minimo para f. .
2 |

1.4 - OBSERVAGAO - K. e um aberto de uma va

riedade algebrica e 0 € K?. Isto implica, pelo "curve

selection lemma" [M], que existe uma curva analitica.
: n
v;:[031) » R tal que

Yi(o) = 0 e Y‘s(t) € K.

; para t#0.

k
- + ) .t com

Notemos que Yi(t) =a_t
i L=mi+1

AN e R vk > m., am_%O e m; > 1 (pois y(0) =0) e as
3 i

sim h. = |y, (R ;0) » UR+;O) e um germe de homeomor-
fismo pois hi e continua e localmente estritamente

crescente; como ¢i;h. = fey., e 0o seqgundo membro e uma

i i
funcao analitica temos que ou ¢, = 0 ou0 ER" & um

zero icolado de ¢i e portanto um extremante forte.

Ainda, como hj e crescente, ¢, tem maximo (mi

. + = ) _
nimo) em 0 EIR se e so se oni o tiver e este fato e



detectavel pelo sinal da derivada de menor ordem de

foy, que nao se anular na origem.

Alem disso temos:

h.(t) = \J(Y_(t);y,(t)> = \Jlam1|2t2m1 + j:2%1+1 bjtJ =

1]
o
=
o
<—+
3
—r o
i
+
e o
r+ !
~ |
J

com ¢ analitica

e Y(0) =0 donde

lam.‘ ms m;
RSN h. 2|lag. |t "

1A

—
-+

~—
A

e evidentemente

{hgl(u)jmi < u < 2|am1|[h;1(u)}mi,

desiqualdades estas que serao usadas no capitulo 3.




CAPTTULO 2

Uma extensao do conceito de jato

e do "splitting lemma"



Consideraremos germes de funcgoes

f: (R";0) > (IR;0)

e, como de habito, representaremos por f quer um ger-

me, quer uma fungao que o0 represente.

2.0 - DEFINICAO - Diremos que um germe f ad

mite jato punctual de ordem k na origem O e R" se exis

tir um polinomio

P:R" > IR

de grau menor do que k(s<k) tal que

Tim f(x) - P(x) = 0

X")O ‘ k

| x

Obviamente tal polinomio, quando existir, e

unico e coincide com o polinomio de Taylor de ordem

k quando f admitir tal polinomio. Representa-lo-emos por

jkf chamando-o simplesmente de jato k da f.

n

0 conjunto dos germes f:(IR";0) » (R;0) que

admitem jato k sera representado por Gk(n).

Observemos que Gk+](n) C Gk(n) e que o con-
junto dos germes de classe Ck esta contido propriamen
k

(

te em G (n). A inclusao e trivial e a funcao

x € R\Q



- . - k
que e descontinua exceto na origem e pertence a G (1)

para todo k mostra que a inclusac e propria.

2.1 - OBSERVACAO - 0 conceito de jato punc-

tual se extende de maneira natural a germes
f:URn;x) - GRp;y) e, neste contexto, sao validos, com
as adaptacoes evidentes, os teoremas gerais do Calcu-
lo Diferencial, tais como: a regra da cadeia, as for-
mas locais das imersoces e submersoes, o lema de Mor-

se,; etc.

No que seqgue examinaremos como ilustracao
apenas a forma local das submersoes para p=] e o

“splitting lemma".

w

2.2 - FORMA LOCAL DAS SUBMERSOES - eja

f € Gk{n), k>1. Se j'f # 0 entaopara todo r com lgrck

e todo s tal que rss<w existe um germe de difeomorfis

mo @:GR”;O) -» HRH;O) de classe C° tal que

PROVA - Basta considerar o caso r=k e Ss=w.

. k. = g
Temos j!f # 0 e como jJ f e um polinomio e

JUENF) = g A0
existe ¢ € Dif“(R";0) tal que

(jkf)0¢ = Ty



Entao

iKrey = iR R %0y = MGk e)ee =

=J Ty = T1. [0

2.3 - SPLITTING LEMMA - Seja f € Gkhﬂ, k>2.

Se j'f = 0 ent3ao existem uma decomposicao R" = RYxRY xIRwe,
para todo r com 2<r<k e todo s tal que r<s<eo, um ger-

me de difeomorfismo ¢:HR";0) > aRn;O) de classe ¢S

tais que
PT(Fe0) (xsys2) = |x|? - |y[? + p(2)

onde pr(z) e um polinomio de grau menor do que r com

ip. =0
PROVA - Basta considerar o caso r=k e S==.
Como jkf e um polinomio e jl(jkf) = 0, existem uma
decomposigéoIRn =RY xRY x RY e uma o € DiwaRn;O)
tais que
- K | ;
((37f)ed)(xsys52z) = [x|* - [y[® + g(z)

Ora
. . K , ,
i%(Fep) = i%((5%F)- 1) donde
K . k
JT(fed)(x5y52) = |[x[? - [y|® + i g(z).
Chamando jkg = Py temos j7pk = ) pois
k .
i“(ig) = j*q = 0. g



CAPITULO 3

Extremos detectaveis por jatos.



Neste capitulo estenderemos as fungoes que
tem jato k os resultados ja obtidos para polinomios,

com as necessarias adaptacgoes.

-

3.0 - DEFINIGAO - Diremos que f € G"(n) &

k-decidivel (ksr) se, a partir de jkf, for possivel

. n o = . - .
concluir que 0 €1IR e ponto de minimo, maximo, ou

que nao e extremamente de f.

Observemos que se f € G'(n) for k-decidivel,

e se s for tal que k<s<r entao f e s-decidivel.

Se f € Gr(n), fixado k<r podemos aplicar ao
polinomio jkf o processo descrito no capitulo 1, ob-
tendo uma familia finita

+

(65)> ¢;:(R750) ~ (R;0).

i

Vamos agora definir os germes

f1:UR+;O) > (IR30)

a cujo estudo o teorema seguinte permitira, eventual-

mente, reduzir a deteccao do extremo de f.
Usando as notacoes de 1.4 temos:

b.oh. = (jkf)oYi, que e analitica

a.tJ com an # 0.

m]- 2
Yi(t) =a_ t & ':m1.+] J ]1.

m. J



Seja fi:uRF;O) + (IR;0) dada por

£, = jm"k(q).eh.).
i
0 germe fi € 0 substituto natural que encon-
tramos para o jato k de ¢1 cuja existencia nao sabe-
mos garantir. A demonstragao do proximo teorema conti
nuaria valida se substituissemos fi por jk¢i quando

este existisse.

Ja estamos em condigoes de enunciar o seguin

3.1 - TEOREMA - A) Se todas as fi tiverem
minimo (miximo) forte em 0 € R", entdo f tem também

minimo (maximo) forte em 0 € R".

B) Se existirem ie j taisque
fo tem minimo forte e fj maximo forte em 0 € RY, en-

tio 0 € R" n3o @ extremamente de f.

C) Nos demais casos, f nao

e k-decidivel.

DEMONSTRACAO - A) Suponhamos, por exemplo,

que cada fi tem minimo forte em 0 € R, Como fi e um
polinomio de grau menor que mik (fmik), podemos esco-
lher

ai>0 e Oi>0 tais que



Vt, O<t<o, => f.(t)>a.t = >B,[h.(t)]

com 81>0 obtido usando as desigualdades de 1.4. Por

se tratar de uma familia finita, podemos tomar g>0,
>0 tais que

. ) B k

Yi, ¥t, O<t<o => fi(t)>8[hi(t)] .

Por outro lado
Yy>0, Jz>0, tsh, (o) para todo i, tal que

Yi, Yu, O<u<g => |¢1(u) - fi(hgl(u»[ <

se y for conveniente.

Tomemos finalmente >0, <z, tal que

Vx, |x| = §<e => |f(x) - jkf(x)l < B sk,
4
Temos entao
k .k
¥Yx, |x| = 8§<e => f(x) = j f(x) + f(x) - j f(x) 2
> min jkfl 36 « B ék.
4

No capitulo 1 vimos que existe i tal que

min jkf[ 56 = @1(6).

Portanto, para todo x, se |x]|

03(8) = 65 = 03(8) = £5(71 (@) + £33 (6)) - £



0 que mostra que

|x|<e => F(x) 2 = |x|
4

e 0€eR" & ponto de minimo forte para f. Isto pro-

va A.

Para provar B tomemos «>0 e o0>0 tais que

m; k '
Vt, O<t<o => f.(t) > at ' > 8. [nh (1)]"

: m:k k
N = J -R . . )
e fj(t, at < BJ[hJ(t)]

Sejam & = min(B;385) > 0 e c>0, t<hy(o) e

g<hj(a) tais que

Yu, Ocu<z => |o.(u) - f,(hT1(u))| < 2 u
1 1 1 2

A

e |¢.(u) - f.(h}‘(u))} - By

J J

Tomemos finalmente >0, ¢<¢g tal que

¥x, |x]<e => |f(x) - jkf(x)l < £, ix]k.
4
Mostremos que, ¥6>0, §<e, existem em 56 pon-
tos x. € K., x. € K. (K., e K. como em 1.2) tais que
i i Jj Jj i Jj

De fato, se x. € S. o K. temos
J S J



Flxg) = 35(xg) + Fxg) - 3560 < os(ix]) +% %1% =
= 0501x;51) = £5(h3 (x5 1)) + £5(h3 (1x;1)) + B«
.Ik < 0.

Analogamente se X; € 36«1 Ki temos

B k
f(Xi) 2'74— Ixii

> 0
e portanto arbitrariamente perto da origem f assume
valores estritamente positivos e negativos 0o que pro-

va B.

Para provar C focalizemos o caso em que to-

das as f, tem minimo mas existe A tal que f, tem mini

A
mo brando (fx = 0).

Basta construir dois germes g; e g, tais que
jigv = 3 f v=1,2 e 0 e R" & ponto de minimo forte
para um deles e nao € ponto de minimo (sequer brando)

para o outro.

Para tanto, para cada X tal que fx = 0, esco

Thamos e,>0(suficientemente pequeno) e o,>0 (suficien

A
temente grande) tais que

Vi, O<t<e, = |¢A(hx(t))l <oyt <



mAk+]

< gy, ()] ™

A obtengao da primeira desigualdade e possi-

CREN

e obtido das desigual

vel pois jmkk(¢xahx) = fx = 0 e entao jm>\k+1

e um monomio de grau m k+1; B8,
dades de 1.4.
Como ha finitos valores de A tais que f, =0, e

possivel encontrar ¢>0, B>0 e m € IN* de modo que pa

ra todos estes valores de XA tenhamos
i mk+1
Ve, Octce = |4, (h,(£))] < 8[n, ()] ™

Definimos entao
mk+1
g (x) = 3 f(x) + (-1)78[x| ™ v=1,2.

E claro que jkgv = jkf e que os pontos criticos de

gvigxséo precisamente os pontos criticos de jkflsq, ¥o>0.

Temos ainda para todo i,
mk+1

m

=
—~
—+
S—
]

g, (v (t)) = 3F(vi(£)) + (1)

Verifiquemos que g; nao tem minimo (sequer

brando) em 0 € m”, isto e, que em toda vizinhanga de



oes 1 s 5
0 €IR existem pontos nos quais g, assume valores es

tritamente negativos.

De fato, se f, =0 e x, € K com 0<]xkkmx(e)

A
entao
mk+1
T m
91(%,) = 91(v,(t)) = o, (h,(£)) - sln ()] < 0
pela escolha do €.
Mostremos agora que ¢, admite minimo - forte

em 0 ¢ R".
Seja 0>0 tal que, para todo A,

f)\ = 0 => o<h>\(u).

Temos min g,| S gz(yi(t)) para algum i, e

o
entao mk+1

(h(6)) + slhoe)]

0] 1 1

1
-

min g,| S

Se fi = 0, min g, | So > 0 pela escolha de

€, B e m; caso contrario,

¢. (h.

; ](t)) > pitk, para um conveniente

Ui>0’ numa vizinhanca adequada de O em RT e

mk+1
m

gz(Yi(t)) » Uitk + B[hi(t).] > 0

0 que mostra que 0 eRrR" & ponto de minimo forte para

gz [J
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