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c o n s i d e ra re mos ge rm e s f: (IRn ;O) -+ (IR;O ). C o mo
usualmente representaremos tamb~m por f um represen-
tante do germe. r nosso escopo indicar condiçôes so-

nb r e o j a to p u n c tua 1 d e f e m O {; IR P a r a que s e p o s s a
decidir se esse ponto ~ um extremo local de f.

A id~ia - reduzir estudo comportamentoe o ao
local em O c IR+ de um numero fi n i to de germes

+ (IR;O )f . : (IR ;O ) -+
1

de funções de - variável.uma unica

Inicialmente, abordaremos o caso em que f -e
Ulll polinômio e daremos uma caracterização completa.

Em seguida, consideraremos o caso em que f
te rn 1/ j a to k 9e n e r a 1 i z a d o 11 e e n t 2. o a c a r a c t e r i z a ç ã o não
sera mais completa, por~m, mostraremos que ela ~ a m~
lhor posslvel no sentido que apenas não são classifi-
cados aqueles germes cujo "jato k" não contém a infor

-maçao desejada.
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1 . O - OE F I NI ç JS.. O - Se j a m f: (IRn ; O) "* (IR; O) um

polinômio de grau menor do que k(::;k) e

g : (IRn ; O) "* (IR; O)

X 1-+ Ixl2

Daremos o nome de iiil ao conjunto dos pon-

tos do IRn onde grad f e radial, ou seja,

v ( f) = I
r [grad f(X)]]x €IRII [posto de . < 2.

grad g(x)

Seja S = {x € IRnl [x ] = E}. Então V(f) (\ SE E
e p r e c i s a me n t e o c o n j u n to dos P o n tos .: r 1t i c o s de f I \ .
Eill particular, VE ~ O, V(f) (\ S f- cjJ, o que mostra que

E

V(f) ê uma subvariedade a l q éb r i c a do IRn da qual a ori

gem e um ponto não isolado.

Ser-nos-ã Gtil no futuro o seguinte

1.1 - TEOREMA ALGEBRICO DE SARO - Sejam V

uma s u b va r i e d a d e sem i - a 1 9ê b r i c a d o IRn e f :IRn -+ IR u m

polinômio. Então o conjunto dos valores críticos de

flv ê finito.

PROVA - V admite uma estratificação com um

numero finito de estratos que ainda são semi-algebri-

cos [G]. Basta provar então o resul tado para o caso

em que V e subvariedade diferenciãvel semi-algebrica.
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o conjunto A = {x (; vi x é ponto crltico de flV}
e s em i+a lqêb r i c o pelo teorema de Tarski-Seidenberg [G]

pais
A = V\n(TV \ ker Df)

onde TV e ker Df são semi-algebricos
n:IRnxIRn -+IRn é a primeira projeção.

em e

Então A tem um numero finito de componentes
conexas [G]. Mas f IA e loca 1mente cons tante e portan-
to é constante nas componentes conexas. O

1 . 2 - P R O P O S Iç1\O - S e f: (IRn ;O) -+ (IR;O ) f o r
um polin~mio então existe Eo > O tal que

< E o => V ( f) (') B
E 1

-e um
retrato de deformação de V(f) ~ Bonde

E2

B = {x (;IRn I Ix I < a}.a

PROVA - Na notação de 1.0, gIV(f) tem um nu
mero finito de valores criticas estritamente pasiti-
vos dos quais o menor representaremos por E~. Isto sij1
nifica que, dentre as esferas SE não transversais a
V(f), S e a menor. OEo

Vemos assim que V(f) n (BEo'{O}) tem um nume
ro finito de componentes conexas, cada uma das quais
e um cone K. (de "vértice na origem"):

1

V(f) (')(B \{O}) = u K., reunião disjunta, ondeEo 1

K. ;: A. x (0;1) e A. e uma componente conexa de V(f) " Se
111 ~
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com O < ( < (o •

Vamos agora definir os germes
+ (IR;O )<jl.:(IR ;0) -+

1

a cujo estudo o teorema seguinte permitirá reduzir a
detecção do extremo de f.

Em correspondência a cada K. seja
1

+ (IR;O ) dada<jl. : (IR ;O) -+ por
1

<jl.(0) = O e <jl.(a ) = f ( x) onde x f K. fi S O < a < (o.
1 1 1 a'

Para mostrar que cp. está bem definida note-
1

mos que flK. fi S e constante pois K. n S e
1 a 1 a conexa

e q r a d t f l K, fi S )
1 a O. Temos assim associado ao poli-

nômio f um numero finito de funções ~i de uma variã-
vel, de modo que podemos enunciar o seguinte:

1.3 - TEOREMA A) Uma condição necessária e
s u f -j c i e n te p a r a que O f IRn s e j a p o n t o d e m ín imo (m ín.i
mo forte, máximo, máximo +forte) para f ê que O f IR o
seja para todas as <jl..

1

B) Uma condição necessária e
suficiente para que O f IRn não seja ponto de extremo
para f é que existam i, j tais que qJ. tenha

1

f o r te e <jl.m ín i mo f o r te e m O f IR+ .
J

máximo

PROVA - Para estabelecer a validade de todo
o teorema, basta verificar que a condição da parte A



- 7 -

~ suficiente. Para tanto, suponhamos, por exempl~ que
+todas as 1>. têm mlni mo em O t IR . Como a famll i a de

1

t a i s f u n ç õ e s ~ f i n i ta, e x i s t e E 1 > O (E 1 < E o) ta 1 que

1,1E > O, E: < E:l' Vi, <Pi(E:) ? o.

Consideremos fls . O conjunto dos pontos crl
E:

ticos dessa função e V(f) n S . Portanto o valor mlni
E:

mo de flS e 1>. (E:) para algum i, o que mostra queE: 1
f I B > O e p o r t a n t o O t IRn e p o n t o de m]ni mo pa ra f. O

E 1

1.4 - OBSERVAÇAO - K. é um aberto de uma va
1

riedade algébrica e O t Ki. Isto implica, pelo "curve

s e l e c t i o n lemma" [MJ, que existe uma curva a n a l i t i c a .

Yi : [O ; 1) -~ IRn tal que

Yi ( O ) O e y. ( t ) t K. para tia.
1 1

00

kNotemos que y. ( t) = a tmi + I ak t com
1 m·

1 k =m. +1
1

ê k t IR n Vk > m., a ia em. >
- 1 mi 1 -

I + +-h i = IY i :(IR ; O) -+ (IR ; O) e um g e r me

(pois y(O) O) e a~

5 i m de homeomor-

fisrno pois h. é c o n t i n ua e localmente
1

estritamente

crescente; como <jl.,.h. = foy. e o segundo membro ~ uma
111

f u n ç ã o a n a 1 , t i c a tem o s que o u <jl. == O o u O t IR+ ê um
1

L e ro i~olado de <jl. e portanto um extremante forte.
1

Ainda, h. - (mIcomo e crescente, ql . tem ma x i mo
1 1

nimo) O t IR+ foy. tive r este fa to -em se e so se o e e
1
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detectãvel pelo sinal da derivada de menor ordem de
f y. que nao se anular na origem.

1

Alem disso temos:

(t) (t ) = ~aml.12t2ml· + I b.tj<x, ;y. \ . 2 1
1 1 J = mi + Jh.(t) =

1
=

= com analltica

e t/J(O) = O donde

I am·1 m· m·1 t 1 < h . ( t ) < 2lam.lt 1
2 1 1

e evidentemente

desigualdades estas que serão usadas no capltulo 3.
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Consideraremos germes de funções
nf :(IR ;O) -+ (IR;O )

e, como de hãbito, representaremos por f quer um ger-
me, quer uma função que o represente.

2.0 - DEFINIÇAO - Diremos que um germe f ad
mite jato punctual de ordem k na origem O € IRn se exis
tir um polinômio

P:IRn -+ IR

de grau menor do que k($k) tal que

1 i m
x-' O

f(x) - P(x)

Ixlk
O

Obviamente tal polinômio, quando existir, e
unico e coincide com o polinômio de Taylor de ordem
k quando f admitir tal polinômio. Representã-lo-emos por
jkf chamando-o simplesmente de jato k da f.

nO c o n j u n to dos g e rm e s f: (IR ;O) -+ (IR;O ) que
kadmitem jato k será representado por G (n).

Observemos que Gk+l(n) c Gk(n) e que o con-
junto dos germes de classe Ck estã contido propriame~
te em Gk(n). A inclusão e trivial e a função

= fx2 x € ~

lx 2 + e -1/x2
f(x)

x GIR\~
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que ê descontlnua exceto na origem e pertence a Gk(l)

para todo k mostra que a inclusão ~ pr6pria.

2.1 - OBSERVAÇAO - O conceito de jato punc-
tual se extende de maneira natural a ge rmes

n pf : (IR ;x) -+ (IR ;y) e, n e s t e c o n t e x to, são vã 1 i dos, c o m
as adaptações evidentes, os teoremas gerais do Cãlcu-
10 Diferencial, tais como: a regra da cadeia, as for-
mas locais das imersões e submersões, o lema de Mor-
se, etc.

No que segue examinaremos como ilustração
apenas a forma local das submersões para p=l e o
"splitting lelTlllla".

2.2 - FORMA LOCAL DAS SUBMERSOES Seja
f f Gk ( n ) , k? 1. Se j 1 f f: O e n t a o pa ra to d o r c o 111 -I::; rs k
e todo s tal que r~ssw eXlste um germe de difeomorfis
mo cp : (IRn ;O) -+ (IRn ;O) d e c 1 a s s e C s tal que

PROVA - Basta considerar o caso r=k e S=w.
Temos jlf f: O e como jkf ~ um polinômio e

e x i s te 4> f Di f W (IRn ;O) tal que
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Então

2.3 - SPLITTING LEMMA - kSeja f f G (n), k>2.
Se jlf = O então existem uma decomposição IRn = IRu x IRv xIRwe,
para todo r com 2srsk e todo s tal que r$S$OO, um ger-
me de difeornorfismo 4>:(IRn;O) -+- (IRn;O) de classe CS

tais que

onde p (z) ê um polinômio de grau menor do que r comr
j2p = O.

r

PROVA - Basta considerar o caso r=k e s=oo.
Como jkf ê um polinômio e jl(jkf) = 0, existem uma
decomposição IRn = IRu x IRv x IRw e uma 4> f O i foo(IRn ;O )
tais que

Ora

temos pois
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Extremos detectãveis por jatos.
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Neste capítulo estenderemos às funções que
t~m jato k os resultados jã obtidos para po1in~mios,
com as necessãrias adaptações.

3.0 - DEFINIÇAO - Diremos que f € Gr(n) é

k-decidíve1 (k$r) se, a partir de jkf, for possível
concluir que O € IRn e ponto de mínimo, mâ x imo , ou
que nao e extremamente de f.

Observemos que se f € Gr(n) for k-decidíve1,
e se s for tal que kss$r então f e s-decidíve1.

Se f € Gr(n), fixado k~r podemos aplicar ao
polin~mio jkf o processo descrito no capítulo 1, ob-
tendo uma família finita

+<jl i :(IR ;O) -+ (IR;O ) .

Vamos agora definir os germes
+f . :(IR ;O) -+ (IR;O )

1

a cujo estudo o teorema seguinte permiti rã, eventual-
mente, reduzir a detecção do extremo de f.

Usando as notações de 1.4 temos:

<jl.oh. = (jkf)OY,., que e analítica
, 1

e
co

com a f O.m.,
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Se j a fi: (IR+ ;O) -+ (IR;O ) da da p o r

m·k
f . = j 1 (ep.o h . ) .

1 1 1

o germe fi e o substituto natural que encon-
tramos para o jato k de epi cuja existência nao sabe-
mos garantir. A demonstração do próximo teorema conti
nuaria válida se substituíssemos f. por jkep.

1 1
quando

este existisse.

Já estamos em condições de enunciar o segui~
te

3. 1 - TEOREMA - A) Se todas as f . tiverem
1

ml n imo (máximo) forte em O f IRn então f tem tambem,

mi n i mo (máximo) forte em O f IRn .

B) Se existirem i e j tais que
+f . tem mini mo forte e f . mâ x i mo forte em O f IR, en-

1 J
- n - -t a o O f IR n a o e e x t re ma me n te de f.

C) Nos demais casos, f -nao
e k-decidivel.

DEMONSTRAÇJ\O - A) Suponhamos, por exemplo,
que cada f. tem mlni mo forte em O f IR+. Como r . e um

1 1

polinômio de grau menor que m;k (smik), podemos esco-
lher

a.>O e 0.>0 tais que
1 1
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Vt, O<t<o. =>
1

m· k k
f.(t»cx.t 1 >8.[h.(t)]

1 1 1 1

com 8.>0 obtido usando as desigualdades de 1.4. Por
1

se tratar de uma famflia finita, podemos tomar 8>0,

0>0 tais que

Vi, Vt, O<t<o => f.(t»B[h.(t)]k.1 . 1

Por outro 1 ado

Vy>O, ]1;;>0, I;;$hi(o) para todo i, tal que

Vi, li u , 0< u < I;; => I <P i (u) - f i ( h i1 ( U )) I <

se y for conveniente.

Tomemos finalmente [>0, c «; , tal que

V x , I x I = 6 < [ => I f ( x) - j k f ( x) I < ~ 6 k .
4

Temos então

lJx, [x ] = 6<[ =s > f(x) = jkf(x) -I- f(x) - jkf(x) ;::

No capftulo 1 vimos que existe tal que

Portanto, para todo x , se [x ] = 0<[ então

f(x)
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o que mostra que

Ixl<E => f(x) > B
IXl

k

4

e O € IRn e ponto de mlnimo forte pa ra f. Is to pro-

va A.

Para provar B tomemos a>O e 0>0 tais que

m'k . k
Vt, O<t<o => f . ( t ) > a t 1 > Bi[h·i(t)]1

m·k
<-B.[h.(t)]k.e f . ( t ) < -a t J

J J J

Sejam B = min(B.;B.) > O
1 J

e c.;>0 , c.;<h.(o)
1

e

c.;<h.(o) tais que
J

Vu, O<u<c.; =:> I<p;(u) - f;(hi1(u))j < B uk

2

e I<p.(u) - f.(h-:1(u))1 < B
J J J 2

ku .

Tomemos finalmente E>O, ~<c.; tal que

v x , I x I < E => I f ( x) - j k f ( x) I ~ ~ I x I k .
4

Mostremos que, V6>0, 6<E, existem em S6 pon-

tos x. c K. , x. € K. (K . e K. como em 1. 2) tais que
1 1 J J 1 J

f(x.»O e f(x.)<O.
1 J

De fa to, se x. € S6 (\ K. temos
J J
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f( x.)
J

= jkf(x.) + f(x.) - jkf(x.) <J J J
B k<jl·(lx·l) +-lx·1J J 4 J =

<jl.(lx.l) - f.(h-:1(lx·I)) + f.(h-:1(lx·I)) +~ k
= 1x·1 ::::J J J J J J J J 4 J

f.(h~I(lx·I)) +[~+~l k B k::S 1x·1 ~ I x·1 < O.J J J 2 4 J 4 J

Analogamente se xi b S8 n K. temos
1

e portanto arbitrariamente perto da origem f assume
valores estritamente positivos e negativos o que pro-
va B.

Para provar C focalizemos o caso em que to-
das as fi t~m minimo mas existe A tal que fA tem mi~i
mo brando (fA :: O).

Basta construir dois germes gl e g2 tais que
\)=1,2 e O b IR n e p o n to de m i n imo f o r te

para um deles e não e ponto de minimo (sequer brando)
para o outro.

Para tanto, para cada A tal que fA :: O, esco
lhamos EA>O(suficientemente pequeno) e aA>O (suficie~
temente grande) tais que
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mÀk+l

< SÀ[hÀ(t)] mÀ

A obtenção da primeira desigualdade ~ possi-

vel pois jmÀk(<pÀohÀ) = fÀ = O e então jmÀk+l(<pÀohÀ)

e um monomio de grau mÀk+l; SÀ ~ obtido das desigual

da de s de 1.4.

Como há finitos valores de À tais que f\ :: O, e
possTvel encontrar r>O, 13>0 e m E m* de modo que p~

ra todos estes valores de À tenhamos
mk+l

l.Jt, 0< t < E: => ! <PÀ ( h x ( t ) )! < f3 r h À ( t )l-m-

Definimos então
mk+l

g (x) = j k f ( x ) + (- 1 ) \) 13! x !-m-
\)

\)=1,2.

I"' 1 . k . kf -e- •
t. C aro que J g\i = J e que os pontos cr i t í COS

g Is são precisamente os pontos cr-f t icos de }f!So' l.Jo>O.\) o

de

Temos ainda para todo i,
mk+l

=

mk+1
= <j> i (h i (t )) + (- 1 ) \) 13 [h i (t )]-m-

Verifiquemos que gl n a o tem mi n i mo (sequer

brando) em O E IRn, isto ~, que em toda vizinhança de
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o f IRn e x i s tem p o n tos nos q u a i s 9 1 a s s ume va 1o r e s e s

tritamente negativos.

então
mk+l

<pÀ(hÀ(t)) - B[hÀ(t)] m < O

pela escolha do E.

Mostremos agora que g2 admite mlnimo

emObIRn.

fo rte

Seja 0>0 tal que, para todo À,

Temos min g21 S = g2(y·(t)) para algum i,eo 1

então mk+l

min g21 So = <Pi(hi(t)) + B[hi(t)] m

Se f. = O, min g21 S > O pela escolha de
1 o

E, Bem; caso contrãrio,

<p.(h.(t))
1 1

k> ~. t ,
1

para um conveniente

~.>O, numa
1

vizinhança adequada
mk+l

~.tk + B[h.(t)] m
1 1

de O em IR+ e

> O

no que mos t r a que O f IR e p o n to de m1n i mo f o r te p a r a

g2. O
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