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INTRODUÇÃO

A formulação da teoria dos tempos de parada ótimos para proces-
sos estocásticos foi motivada pe].os trabalhos de Wald em Análise Se-
quencial. Ha].d e Wo]fowitz [21] mostraram que o problema da existên-
cia de soluções de Bayes em teori.a das decisões sequenciais podia
ser considerado como o problema da existência de tempos de parada
oti.mos para um prc)cesso estocásti.cü [parâmetro discreto) convenien-
temente escolhido. Mostraram que existe um tempo de parada Ótimo sob
hipóteses naturais do ponto de vista estatÍsti.co. AT'row, Blackwell
e Girshick [1] obtiveram esses r'esultados sob condições mais geral.s
e os métodos que eles empregaram -foz'am utilizados pür Sne11]. [19] pa-
ra Formular 8 apr'isentar. uma solução para o prob].ema de parada óti-
ma de uma sequência de variáveis aleatórias.

l:ormulaçães gerais abordando u'ãriüs aspectos do W'oblema de pa-
rada c5tima para sequências de variáveis a].estórias são apresentadas
nos trabalhos de show e Robbins]3],[4], Haggstrom]lO] e Síegmund
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Utíli.bando-se de outras técni.cas, inspiradas na teoria proba-
bilÍstica do potenci.al, Dynkin [61, considerou o prob].ema da carac-
terização dü valor 8 da determinação de tempos de parada ótinos e
c:-ótimos para processos de Markov com parâmetro discreto. Brigelio-
nis 8 Shiryaevl91 estenderam alguns desses resu].Lados para proces-
sos de MarKov com parâmetro contínuo. Obtiveram o teorema 2.1 para
tempos de paz'ada que param com probabi.lidado l 8 funções de recom-
pensa não negativas. Nesse tx'atalho mostramos que ampliando-se a c].as
se dos tempos de parada; permitindo tempos de pai'ada que não param
com probabilidade [o novo va].ür coincide com Q anterior, sendo por



tanto a menor rnajorante excesso.va da função de recompensa. Para ob
ter essa extensão demonstramos os lemas 2.3 e 2.5. São essenci.a.ámen

te nossas ainda as demonstr.anões das proposições 2.2 B 2.3.

O trabalho está divida.do ern 3 capítulos. O capítulo zero intro-
duz as notaçi3es e alguns conceitos básicos da teoria das probabili-
dades que são utilizados. O capítulo l contém de fmi.çães e alguns re-
sultados fundamentais dõ teoria dos processos de Marküv com parâme-
tro contínuo. Esses resultados são apenas eluncíados e sâo indica-
das fontes bibliográ Ficas onde podem ser encontl-idas as demonstra-

ções. Para esse capítulo as principais referências são: Dynkin [7],
Blumental.e Getoor [21 e Meyer [i3], [14]. Firlalmente no capítulo
2 são apresentadas as propriedades das funções excessivas para pro-
cessos de Markov e a segui.r obtida a caracterização do valor (teo-
rema 2.].) e condições de existênci.a de tempos da parada Óti.mos e c-
ótimos ( teorema 2 . 2 )

Pretendemos num próximo trabalho apresentar apli.cações dos re-
sultados obtidos. Estas se situam no campo de controle B processos
de decis ão sequer cí al
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C A P l T U L O O

P RE L i {} l MARE S E NOTAÇÕES

Indicaremos pela letra l um i.nte=valo da teta real entendida.
Quando necessári.o especií?i-cabemos o ti.po de interva].o considel'ado.

O pal (Q,J) i-ndicarã um espaço mensurável., isto ê, ç2 um con-
junto abstrato e J uma a-ã].febra de subcon:juntos de Q. Se em né
dada uma topos.ogia denominaremos de a-â].febra de Bole]. à a-ãlgebra
gelada pelos abertos.

Sejam (ç2,J) e (E, ê} espaços mensuráveis. Uma função f de--
finada em n com va].ares em E é mensurãve=L re].ativamente a .} eé,
se para todo Bcé, f''(B)eJ . Usareims a notação al8 para indi-
car que f é mensurável. re].ativamente a J e é . Se E = R (neta
real extendida) e 8 sua a-á]gebra de Bole]. então uma função J l8,
n\ensurãvel sela denominada áunçãcr ,tear menóu.EãuaE.

Seja (Ej. , 8i) f ie J, uma família de espaços mensurável.s. Se-

ja ll'''TEi ' o produto cartesiano. Deí:i.ne-se a a-ã].febra produto em

] .rEi ' como a a-álgebra gel'ada pelos conjuntos da forma 'l'''TP: . em
que Fj. : Ei pala todo i.CJ, exceto para um número fi.Dito de Ín-
dices.

Sejam: ç2 um espaço abstrato, {EI , 8i) , ic J, uma :Família de es
paços mensulãveis e fj. aplicações de S2 em E:i. Denotaremos por

atf4 , 8] , ieJ}

a a-ãlgebra gerada pela família de funções {fj , ieJ.f, j.sto é, a a-
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ãlgebla gerada pela famíli.a de conjuntos {f:J'(A) , Ae &. , ieJ}. Se
os contradomínios dessas funções são os mesmos, i.ndicamos essa a-âl
febra por atei , ieJ}

Uma medida H em (ç2,J) é uma função não negativa e a-adi.ti.-
va definida em J . Se y(f2) = 1 esta medida ê denominada med.éda de
p.Qabab,éZZdade.

Um espaço de medida é uma terna (S2.J,p) f onde Q é um espaço
abstrato, J uma a-ãlgebra de subconjuntos de Q e U uma medida
defi.ninfa em J . Um espaço de medida (nrJ'rU) é dito como.ee,:Co (ou
J é dita cornpZe.ta) se para todo Aei} , com u(A} = 0 e BCA se-
gue-se qué Bc3 . Inda.daremos por 3U a a-ã]gebra J comp].etapa pe
].a medida u, isto é, a a-ãlgebra dos subconjuntos AcQ para os
quais existem À]. e A2€J tais que A].c A CA2 e U(A2-A].) ; o.
A extensão da medida u para JH sela denotado por u mesmo.

A a-ã].febra } = 1''] J , onde J ê a'famí].ia de todas as medi-

das fi.nitlas defina.das em } ê denominada compõe,tamün,Co ulúve,t.6a.C de
lí. os- conjuntos de 7 são denominados un,éuea.óaZmenZe mept,õu..tive,C.õ

peJ'

Sejam (ç2r3,P) um espaço de probabili.Jade e (E.&) um espaço
mensulãvel. uma função x definida em com va].ares em ,xcllêl
é denonü.nada uma va.t,CãveZ aZeaZ3.t,éa.

A medi.da de probabi-cidade PX definida em (I'r6) da seguinte

PX(B) : P (X''L(B))r V B€8

é denominada dZ.s,t.t,ébuZção de p4abab]..Cidade da variável aleatória X

Se X é uma variável. a].eatÕria defina.da em (f2 , J, P) a va].o



res real.s, sua aópe,dança mcz,te,mã.{,(ca se!-ã indicada por

EX : [ XdP,
'Q

desde que essa integral. exi.sta. ou seja

X dp < m ou
Q

x+dp < m,
'Q

onde

X''" = max(X,0) e X max(-X,0)

Se X é uma variãve] a].eatÕria com va].odes em (E,é) e f uma

função mensurável- definida em (E.&) com valores reais então

Ef (X) (x)f(x)dP X

Esta igual.date é vãli.da para funções mensuráveis reais para as quais
uma das integrais exista.

Se X é uma valíãve]. aleatória defina-da em (ç2,J,P) e AcJ
indicaremos por E!(X;A} a integral l XdP

Dado um espaço de probabi.li.date (ç2,J,P) , ç uma sub-a-ãlgebra
de J. e X uma vara.ãve]. a].eatÕria integráve] a va].odes reais en-
tão E(X 9} indica a esperança condicional. de X dado Ç , isto é,
a função Ç mensurável. ta] que. qual.quer que seja AeÇ

A

E (X;A) = E (E (X Ç) ;A)

De X = IA l onde AeJ , então E(IÀ 9) é denominado p,tababiZ,idade
canal,f c,tona,f, de À dado ç

s' Ç atY. , i.e 1}
1 ' i são vara.ãvei.s a].estórias reais de
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finitas em (n,J,P) então u(XIÇ) sela indicada também por
E (XIV': , l.ci)

Apresentamos agora uma pequena modificação do teorema da con
vergência monotõnica que sela uti].içada com frequência nas demons--
nações.

PROPOSIÇÃO 0.1. Sa.fa Xn a.ma óequêncZa nãc} dec,'te.scen.te de va-
a.,Cave,{.ó a.Cea.tõ.tZa.6 .tealó deálnZda,5 am (Q,i3,p) e ,taj.Ó qUe EX. <m
Se x = .Li.m X. e.n.{ãa '

I'l..hw "'

EX = ].i.m EX .
n,.» n

DEMONSTRAÇÃO Se EXT =m
EXn - " pala n > 1. Logo EX
le a igualdade.

Se EX; < m então xl é i.ntegl'ãvel.
A sequência Xn-XI > 0 é não decrescente portanto a essa se-

quência aplica-se o teorema da convergência monotõnica e portanto

E (Xn-XI) 4 E (X-XI)

então Ex]. : " e todas as integrais
= "í pOiS X > Xà n> ].. Portanb: \B-

e portanto EX.+EX

Esta notação sela usada em geral. Se {a.} é uma sequência re-
al não decrescente que converge para a Indicaremos este ]i.n.ite po!
anta. Analogamente anca indica que a é o ].imite da sequênd.a não
crescente {a }

Não faremos di.stinção entre as nomenclaturas: {a.} é uma se-
quência nao decrescente e {an} é uma sequênci.a crescente de nüme-
los real-s. Qual.quem uma dessas expressões sela uti].içada para uma se
quenci.a em que an < a=+].r n >. 1- Se an < anal ' n>lr di.remos
que a sequencia é estritamente crescente

Convenção análoga será apli.cada a sequências de funções



As refelênci.as bibe.iogrãficas serão dadas na segui-nte forma:
indicaremos o nome do autor e entre colchetes o número da obra cu-
ja especificação completa encontra-se na bib].iografi.a. Assim

B].umenta]. e Getoor [21

z'efere-se à obra "Markov Processem and Potente.al Theory" , cujo nome
10 na bibe.iografia é [21

A abteviação m.m.e. é uti].izada para designar a menor majo-
rante excessiva de uma dada =Eunção.



C A P l T U L O l

$l. NOÇÕES GERAIS SOBRE PROCESSOS ESTOCÃSTICOS

DEFINIÇÃO ].1. Seja (ç2,J-,P) um espaço de plobabi].i.jade. Uma

famíli.a (xt' tcl) de variável-s aleatórias definidas em (n. J ,p)
com valores no espaço mensurável (E,8) é denominada um pataca.se e.s
.C u cãó .tZ c. u '

Se o conjunto de índi.ces ] é enumelãve]., dizemos que o pro-
cesso é a pa.t(zmaXào d.é.sc&e.to. Estaremos interessados nos casos em
que in [Olm)/l ,W] OU l= [ci,b], O<a<b.Nesses casos
o processo é dito a pa.Eâmeí4a con.{,cptuo

Para cada u fixado a função u -""-"'' Xt(u) de l em E é de-
nominada uma ,tãaJ e.{&,t,Ca do p,'toca,óóo.

Pode-se considerar um pz'acesso estocãstico como uma função de--
fi.ni.da en\ Qxl com valor'es em (E,g) . Considel'arenas o conjunto l
munido da a-ã]gebra de Bore]. d3 (1) .

Supolemos que os processos estocásticos mencionados abaixo es-
tão definidos num espaço de probabilidade (n,J,P) dado.

DEFINIÇÃO 1.2. O processo estocástico {Xt' t€1} e di.to men-
ta.tãueZ se para todo Bcé

//., +.\ . \r /..\ , T-)),:-7 ..#)rn-\

C A P l T U L O ]

$l NOÇOES GERAIS SOBRE PROCESSOS ESTOCÁSTICOS

DEFINIÇÃO ].l. Seja (ç2,J-,P) um espaço de plobabi].i.jade. Uma

famíli.a (xt' tcl) de variável-s aleatórias definidas em (n. J ,p)
com valores no espaço mensurável (E,8) é denominada um pataca.se e.s
.C o cã.6 .t,C c o .

Se o conjunto de índi.ces ] é enumelãve]., dizemos que o pro-
cesso é a pa.tamaXào d.é.sc&e.to. Estaremos interessados nos casos em
que 1=10,m), 1=10,m] ou lULa,b], 0 <a<b. Nesses casos
o processo é dito a pa.Eãmeí4a con.{.Zptuo.

Para cada u fixado a função u -----+ x. (u)
nomínada uma ,CãaJ e.{ã,t,Ca do p,'toca,óóo

de l em E é de

Pode-se considerar um pz'acesso estocãstico como uma função de-
fi.ni.da en\ Qxl com valor'es em (E,g) . Considel'cremos o conjunto l
munido da a-ã]gebra de Bore]. d3 (1)

Supolemos que os processos estocásticos mencionados abaixo es
tão definidos num espaço de probabilidade (n,J,P) dado.

DEFINIÇÃO 1.2. O processo estocástico
óa.tãueZ se para todo Bcé

{x., t.l} ê di.to me.n

{ (u,t) X+ (u) ( B}(J xí3 (1)

DEFINIÇÃO 1.3. O processo estocãstico x
adaptado à famÍl-ia não decrescente {J., t(l}
J se x.Fc 3+..i8 , v t € 1

{X.h, t€1} é dito
de sub-a-ãlgebras de



Para todo t€1 denotemos por J t+0 n 3.
s>t '

DEFINIÇÃO ] .4. A famí]i.a de a-á].febras

can.{,iltzua ã d,C,taZía se Jt ; Jt+0' para todo
{J+.., t 1} é denomi.nada
t € i

DEFINIÇÃO 1.5. O processo estocãsti.co
p og eó.ó,CvameJt,te men,6u.Eãue..ê relativamente ã
sub-o-ãlgebras de i} se para todo Bc8 e

X. (u) € B, s < t) € J+.

denota a a-ãlgebra de Borel do

X = {X+.., t€1} é dj.to
fan\alia { J+., t€1} de

t € 1

{ (u,s) * [o, t]

onde ó3 to,t] i.nte-a].. [0 , t]

ÉI fácil veüvifi.car que todo processo progressivamente mensurá-
vel- com relação a umã família crescente de a-ãlgebras {lJ., tcl} é
adptad.o a essa famx+]ia e mensurável.

Vamos agora i.ntroduzir a noção de tempo ãe parada.

Seja (S2,J} um espaço n]ensurãve]. e '{3t' tc1}, 1 = [0,w]. uma
família não decrescente de sub-a-ãlgebras de J . Suporemos ainda que
3 J

DEFINIÇÃO i.6. Uma capa-ilação T de n em l é denominada um
{ümpo de panada re].ativan\ente a {Jt' tc]] se pala todo tcl

{r x< t} c i.

Associa
juntos Àç:J

se ao t.empa de parada T a a-ã].gebla J. dos
tais que Anta R< tlc 3t para todo tela,m)

subcon

.[ntuitlvamente deve-se pensar na a-ã].febra 3. como contendo
toda a informação sobre o processc} até o instante t. Interpreta-se
3T como contendo toda a informação soba'e o processo até Q i.estante
aleatóri.o T

Seja {xt' t € 1} um processo estocãstico mensurável. defi.nado
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em (Q,J,P) com vaJ-odes no espaço mensuxãvel (E.É) e H uma va-
riável. aleatória definida em Q com valores em ! = [0,m]. Denota-
remos por XH a variável aleatória que no ponto u assume o valor
X. ,.... (u) .

Se T é um tempo de parada re].ati.vamente a {)., t€1} e {X.}
um processo estocãstico adaptado a {J+} então X..P representa o
processo Falado segundo T. Na proposi.ção 1.1 reunimos uma série de
resultados básicos sobre tempos de parada. Na parte g) dessa propo-
sição damos uma condição suficiente pa!'a que X,Pc J.T,l8. Uma demons-
tração desses resultados é encontrada na secção 3 do capítulo IV de
Meyer [13] . Todos os tempos de parada mencionados abaixo referem-se
a uma famíJ-ia não decrescente de sub-a-ãlgebras {i\., t€1} de J

PROPOSIÇÃO 1.1. al SeJ'am S e T ,{ampoó de pa..'fada. Então SAT
e s r á ão ,te.mpcpó de paa.ada.

bl Se T ã üm ,éempc, de. puxada en,tão T êl
cl Se./am S e T tempo.s de pa,'fada b. Ac3q

À n {S < T} c .}.

dl Se.Jam S e T ,Cempoó de pa,fada .ta,éó que S nK 'r. Tem-óe en
.{ão .3. Ç; J.

el Saiam s e T íampoó de papada. 0,s evenZaó {s<T}, {s=T}
e {s > v} pe..a.vencem ãó a-ãZgeb.ha.ó J. e J.

dl Sela Tn uma óeqüêlncZa de ,tempaó de. paa.ada. Ept.;Cãa suP Tn
,também él um ,tampa de, pa.'cada. Se a áamZZla {:J+, tcl:} él canZZnua ã

d,í,'teZ,ta en.{ão j.nf Tn' llm i.nf Tn' lim suP Tn óãa tampa,b de pa.fa-
da la,e.Ca.t,Cvamen,te a {)t,, te 111 . A,Cãm dZ,6,sa ioa&a r = i.9r v. ;cm-óe

'v ' l l.';,r
' n>pZ 'n

al Sa a p.'Laca,6óo x : (x+, t€1) com vazo.'teó no e,6paça menóu-
.tãveZ (n,8) ê p,'tog.'te.6ó,Cuaman.{e, men,6a,tãveZ cc,m 4eZação a {ih.} e

T ê am .tampa de puxada eZa.t,Cvo a {=k.} en,cão xTcarlé

J. menóua,ave.C.
Tem-.se en,Cão
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Em vista da parte g) interessa-nos saber em que condições um
processo estocãstico é progresso.valente mensuxáve].

A proposição ]-.2 dá uma conde.ção sufici.ente, que no futuro su-
poremos sempre satisfeita

PROPOSIÇÃO ].2. Sa.fa E um espaço toca,êmenÍe campal,{o cam ba-

le enume,tãveZ e é ,sua a-ã.êgebxa de 8o.teZ. Sela {x+..' telef um p,'ta

Ceó.50 c6,toca.5Zlccl com vazo aó am (E,8) e adap.:fado ã áaml.,e,&a

ca.eóee.níe {::\, tci) de .6üb-a-.ã,ege64a.6 de J , ,tendo ;C/mle,(a4,(a can

,tZnua.5 ã d,C.teZ,ca. Ne.ó.sa.ó cana,içõe,6 a pa.oceóóa {X+.., t€1} ã p4ag e
.SZvame#z,te menóu ãue.,ê cam xezaÇão a {J+}

Uma classe importante dos tempos de parada associados a um pro
cesso estocãstico é a classe dos tempos de palmeira enteada do plo-
ce$so num conjunto 8-mensurável e dos tempos em que o processo a--
ti-nge um conjunto é-mensurável.

DEFINIÇÃO 1.7. Seja Aeé , o tempo

DA = j-nElE » 0 : xt c .à}

é denonH.nado campa da pa.Zme,C.tct v,Cólía do processo ao conjunto A.

D.EFINIÇAO 1.8. Se:ja .àç8, o tempo

r. = i.nftt > 0 Xtc A}

ê denoiü.nado o tempo ©ltt que o processo a.tinge A

PROPOSIÇÃO 1.3. Se./a x - {xt' tcr} um p.toca,sóo e.,ó,{acãó.t,éca
pAog.te..õó,Cvamen,te menót{.tãveZ xe,CaZ,Cvamen,te ã áam,ZZZa {3+.., t(l}, con

,tZnua ã d,C4eZ,ta e .{aZ que paga Zcído t, ilt ê compõe.{a cam a.a.Cação
a p. Se./a (E,8) o coní4adom.Zela de x e ã a compZemenío anl-
ve,t,õaZ de é . Paga ,toda Beã 0.5 íempa



S
= i.nElE > s :B Xte B}

: X+e B}

onde s > 0, ,óão tempo,õ de panada .reza,tZvamen.te a {Jt' t€1}

ST = infÍt > sB

Para uma demonstração dessa proposição veja-se Meyer [13] , ca
pítu].o IV, teorema 52 e comentários subsequentes.

$2. hqARTINGAIS E SUPER14ARTINGAIS

Seja (nlJ,P) um espaço de probabi.cidade e 1 = [0,m)
DEFINIÇÃO 1.9. Um p!'acesso estocãstico {X., tC]} a va].odes

reais de:mini.do em (n,J,P) e adaptado à famí].ia não decrescente
{3t' t€1} de sub-a-álgebras de J denomina-se um .6üpe.tma.Q,C,CngaZ
se

a) E XI..l < m, v t € 1;
b) Vs<t, s,tcl, E(XtlJ's) <Xs (Pq.t.P.)
Se na conde.ção b) vale sempre o sína]. de Igualdade o processo

.{Xt' t€1} denomina-se um ma,tÉ,CngaZ
Se a conde.ção b) é substi.traída pela
b.') E(Xtlls) >Xs' VsRK t(pq.t.P.);

{Xtr tcl} denomina-se um ,su.bma.tl,éngaZ

Observemos que o processo {Xt'Jtlr t€1 é um supermal'tingal
se e somente se o processo {-Xt' ijtlr t€1 é um submartinga]..

o processo

DEFINIÇÃO ].lO. Denomi-Damos de .6upe.ama.t.{ZngaZ gene.ta,eZzado a

um processo estocãstico {Xtr t€1} adaptado a {Ji} que bati.sfaz
a conde.ção b) da defi.feição 1.9 e pala o qual a condição a) é subs-
tituída pela conde.ção

a') EX= < w, V t€1

w8.©vc}.sü @-W



As duas pl'oposições que enunciámos a seguir são fundamental.s
para a construção da teoria dos tempos de Falada para processos de
Markov. O primeiro é um teorema de convergência para supermartingais
e o segundo é essencialmente o teorema da amostragem opcional de
Doou, que afi.rma que parti-ndo-se de um supermartlngal e transformar
do-o de acordo com uma sequênci.a crescente de tempos de parada op-
tem-se ainda um supermartingaJ-. Isto em termos de jogos corresponde
a afinnar que um jogo desvantajoso para um jogador pennanece desvan
tajoso sob um sistema de apostas se].ecionadas de acordo com uma se-
quênci.a de tempos de parada.

PROPOSIÇÃO 1.4. al Se,J:cz 1 = [0,m) e i] = IUÍm} e óu.pc,lüa.-

m06 qüe o pa.ace.s,õo x : (Xt' :Zt) óe./a u.In .6üpe.tma.t,{,CngaZ {aZ que

suP E (X:) < m

En,tãa cam pa.obab,C,e.(Jade um ex,é.s,{e c} ,C,émZÍe x. = lxm xt
bl Se a.s va.hÍãveZó aZaaÉã.hZaó {x+, tci} .sãã unida.tmemenze ,{#:

.tegxãveló en.{ão a p4aceóóa ! = {xt' t€1}., onde

J. = a (.U. %) ,t€1 ' X. : lim Xt
t-»w '

êl um .supeAmaxZlngaZ.

cl Sela x = {Xt' :\} am óctpexma,'t,tíngaZ ganga.aZZzdo. En,{ão e-

x{,6.{a.o .C,Cml,Ce x. = lim xt e é á,én,éío au. ,[ná,ín.{ío puxa qua e lado
u ,CaZ que

i:lli illlp : N;1 31 .: "'
A demonstração dessa proposi-ção encontra-se em Nevou [.L6]

Meyez [].3] . A parte c) foi demonstrada pox Sne].l em [J-9]
QU

PROPOSIÇÃO 1.5. Se..fa X - (xt' ;\, t€1) um óu.peAma4ZZngaZ pa
a o qaaZ ex,{,6,{e üma va,'t,Cave,C a,Caa.{8.h,éa Y, J-nlen.sü.tãvzZ ,{aZ que

EIVl<" e Xt>E(Y%),t€1, pq.t.p.
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En,tão ,se T e S ,6ãa íenlp06 da puxada ,'!eZaZZvamen.{e a {J.., t 1} e
r > s (P q.t.P.) e P(T < w) = 1, a,6 ua.Q.,Cruel.:s üZÊÜ.:CÕ,h-lüó X. e

xn. óão ,Cn.tagxãv e,Có e

Xs > E(xTI JS) (p q.+b.p.)

ê üm maxi.CngaZ ulz,iáa.memen,te ,(níeg,'Lave.e etz.{ãa

xs : E (xtp Js} (p q-t.p.) .

s' {x., q::}

Para uma demonstração dessa proposição veja-se Nevou [19]
Meyer [13]

ou

PROCESSOS DE MARKOV COM PARÂMETRO CONTÍNUO

Seja (n,l:,P) um espaço de plobabili,dada e {:ll, t€1} uma fa
míli.a não decrescente de sub-a-ãlgebras de J . Doravante usaremos
tan\bém a notação X(t) para indicar as variáveis aleatórias x. de-
fi.ninfas em (n,J,P) . O conjunto de !ndices ]: sela um intervalo da
neta leal entendida e salvo menção em contrai'io suporemos que os prg
Gessos estocãsticos mencionados a seguir estão definidos em (Q,J,p).

DEFINIÇÃO 1 .11. Um processo estocástico x = {x,, t€1}
].odes .no espaço mensurável (E,g) é denominado peace,õóo de.
reJ-ativamente à famill-ia {.4., t€1} se estão satis:Feitas as
Çoes:

a) x é adaptado a {).};
b) para todo t€1 as a-ãlgebras J. e

di.cionalmente independentes dado x+.., isto é,
BC atX., s > t}

cair va
Ma.tkav
conde.-

alX . s >, t}S
se et

sao con

p (A.n B xt) P(.àlXt)P (BJXt) (1)



13

Diremos simplesmente que X é um processo de Malkov sem men-
cionar explicitamente {i3tlf quando ..:b = aÍXs;' s .< t}, para todo
t€1

O conceito intuitivo de processo de Markov como um processo no
qual o futuro depende sõ do presente e não do passado esta exp].lei-
to na defina.ção IL.].l porém esta não é fácil de se verificar

À proposição seguinte aã condições necessárias e suficientes pg
ra que um processo seja de Markov que são mais fâcei.s de serem vela
ficarias.

PROPOSIÇÃO 1.6. Sela x : {xt' t€1} um pa.aceóóo e,óíocã.s.{,{co
adaptada ã áamz+ZZa { :\.}. Aó óe.gü,Cníeó aá,C4maçãe ,são equZvaZenÍe.6

al X ê üm p.toca.6óa da Maa.kov .'te.êa,tZvamen.{e a {J..}
bl Pa,ta ,toda t€1 ,6e. Y ê üma 6utçãa aÍx., s > t} men,su.'tã

v eZ e Z,Cm,éZada ,{em-ó e

E (Yi =\) = E (b'lXt)

t,sc]., com t < s e cada 6unçaa =E,é -menóu.tael Pa,Qa bodo
ue,C e Zlm,éÍada,

E (foXs 4.) E(foXslXt)

Introduzimos a segui.r a defi.feição de função de transe.ção Markg
viana. Soba'e processos de Markov que não possuem funções de tlansi.-
çao muito pouco se pode faJ-ar a respeito do comportamento das tra-
jetõxías e de suas propriedades analíti.cas

Restringir-nos-Caos a consi.de=ar funções de transe.ção homogé-
neas no tempo

DEFINIÇÃO 1.]2. Seja (E,é) um espaço mensurável. À função
Pt(x'A) definida para todo t > 0, xcE e Aeê é (ilenomlnada tlu&
ção de. íman.3,Chão Ma.'thov,(ana (homogénea no tempo) se:
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E (foxs l 4:) Ps (Xt'f} (2)

(3)

onde

P. (x,f) l f(y)ps (x,dy)

A fórmula (3) cujo lado esquerdo sela também denotado por
Psf(x) define um operador linear positivo que leva funções êl-mensu
rãvei.s e limitadas em funções 8-mensuráveis e limitadas.

A famí].la de operador'es (Ptí t€1} é um semigrupo
um espaço topo]ógico ].ocalmente compacto com base enu
a a-álgebra de Bolel de E

DEFINIÇÃO 1 14. O semigrupo {p+, t€1} definido por (3) é di.-
to óamZg4ctpa de Fe.C,Ce.4 se Ptf é contínua para toda função f con-
tinua e limitada definida em E. V t€1

Seja E
merãve]. e E

Cabe observar que a defi.ni.ção 1.13 é consistente com a defi.fei-
ção dada pela parte c) da proposição 1.6.

De fato, tomando-se a esperança conde-cional de anhos os membnx
da igualdade (2) com relação a X+.. tem-sb

E (foXslXt) : Ps(xt'f> . (4)

Comparando-se (2) e (4) com c) da proposição 1.6 vê-se que
definições sâo consistentes.

as

A existência de fur.çÕes de transe.ção Malkovianas significa que
é possível escol.hel versões das plobabi].i.dados condicional.s

P(Xt € B l Xs). s < tr
que são regue.ares.

A questão que se coloca naturalmente é a segui.nte: Suponhamos
que sejam dadas uma medi.da de probabilidade u e uma funçãode tran
lição Markoviana no espaço mensurável. (E,8) . Exi-ste um processo de
Markov com valores em {E,8) que tem H como dlst]i.bui.ção inibi.a].
e Pt(x,A) como função de transição? As condições mais gerais so-
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bre (E,é) para que a I'exposta seja afi.rmati.va. no caso 1 = [0,m),
nao sao conhecidas. uma conde.ção sufici-ente quando E é un espaço
de Hausdorf a-compacto e é é a a-ãlgebra de Borel é dada pelo
teorema da consistênci.a de Kolmogorov. Para o enunci.ado desse teo-
rema veja-se B]umenta]. e Getoo= [2] , teorema 2.].1. A demonstração
do mesmo pode sel encontrada em Parthasarathy [17]

Introduzimos agora o ti.po de processos de Markov, que poste-
rionnente, sujem.tos a certas condições de regularidade sezão empre-
gados no estudo dos tempos de parada.

Sejam (n.J) e (Elé) espaços mensuráveis, {J,, t€1} uma fa
mília não decrescente de sub-a-ãlgebras de J . Para cada t€1, seja
Xt uma apli-cação de ç2 em E. Para cada xcE, Px denotarã uma
medida de probabi].idade em (Q,J) .

DEFINIÇÃO 1.15. A coleção X = (xt'3t'Px) é denominada um p,tg
ca.s.õo de Ma.'tlzov l.tempo.aaZmen,te hamagêneol .definido em (í2,J) com va
lotes em (E,8) se as seguintes conde.ções estão satisfeitas:

a) Para todo tci, x+.. +..i
b) Para todo ACJ , Px(A) é uma função 8-mensurável. e para x

fixado uma medida de plobabi].idade em J.
c) Para todo x € E, t,s € 1

Px (Xt-psc B l C\) = PX(t) (XscB)
d} p"(x.=x) = l
e) Para todo ucn, tcl existe uieç2 tal que

(Px q. t.P.) . (5)

XS(Q') - Xt+s(w)

Se denotalmos por JIÍ : a(Xs' s < t> a a-âlgebra gerada pe].o
processo até o instante t e Jo = a(xs' scl) segue-se da conde.ção
a) da defina.ção 1.15 que Joc t e J8cl}

Se puzermos f(x) = Px(XscB) então f(x) é'5-mensurável e
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be a probabi]idade con(ii-ciona]. do lado esquerdo como uma função meg.

surãvel de Xt e po['tanto a condição c) da definição ]..].5 impli.ca
que pala todo xcE, a família {X+.., t€1} é um processo de Markov
defi-ni-do em {n,3,P'') com va].ares em (E,8) com relação à família
de a-ã]gebras {Jtr t€1} no senti.do da definição ]-.ll. A definição
1.15 nos dã de fato uma famÍ].ia de processos de Malkov, um processo
para cada uma das di.atribuições P"

A manei.ra intui-uva de se pensam' a ]-esperto da defina.ção ]..15
é a seguinte: Se considerarmos a aplicação t Xt({o) como a tra
jetõria de uma parta'cu].a que se move no espaço E então Px deve
ser pensada como a distribuição de probabilidade da partícula que
inicia o seu mov=i-mento no ponto x no instante t = 0. As condi-
ções a) r b) e e} são condições de regulam'idade e a condição c} di.z
a grosso modo que se conhecermos a evolução da paltícu].a até o ins-
tante t então probabi].isto.comente seu futuro é o mesmo que se a
partícu].a iniciasse seu movimento no ponto X.(u)

A seguir suporemos que o espaço dos eventos elementares n= EJ.,
i.sto é, o espaço das funções definidas em l com valores em E,que
supolemos munido da a-ãlgebra produto. As variáveis a].estórias X
serão .as ap]icaçoes coordenadas e as a-á].febras al? em EI

b'

ãs a-ãlgebras a(X.; s .< t)

Esta hipótese não !'estringe a generali.dado porque para todo
processo de Markov que satisfaz as condições da defina.ção 1.15 exig.
te um processo equivalente em que sD = E" (ver teorema 4.3, do ca-
pítulo ]: em Blumental e Getoor [2])

Introduzimos uma notação mui-to cómoda que permite reescrever
de modo conveniente a propriedade de Markov.



DEFIN[ÇAC) 1.]6. Seja ucEL, designaremos por B+..u o e].ementa
de E' definido por

Xs (e+.u) ; Xs+t(u), s l.

Denominamos Ot de área.ado.Q de .t.tan.sZação poa, t
Se f é uma função definida em n, fo0t sela denominada a

,t.tanóZadada de f óagundo t

Observemos que a condição e) da definição ]..15 exprime que Q é
i.nvariante por translações para todo t€1 .

PROPOSIÇÃO 1.7. Sob a.s h.{paZe.óe.s da degZptZçãa 7.75 a p.'topxZe-
dade de. Ma4kou él equ.lvaZen e a cada uma da.6 ,õegüln,teó cana.Cçãeó:

al Paga .toda punção Y deái.nX.da em (Q,J) com vaza,te,b a,ea.{.ó,
,Cím,i,cada e .}a.menóuxãveZ, x n, tci,

Ex(Yn9t }t) = EX(t) (Y)

bl Pa.ta foda átinção .EaaZ 8-menóu,tape,e, xcE, tcz

Ex(foxt.Fsl ]t.) : Ex(t) f xs.

(6)

(7)

Muitos argumentos na teoria dos processos de Malkov envolvem a
uti].ização da propriedade de Markov (condição c) da defi-feição 1.15)
para um tempo de parada T. Isto equivale a dizer que a independên-
ci-a do futuro com relação as passado deve pernunecer vã].Ida quando
o presente é a].eatÓlío. Este fato admitido como verdadeiro revelou-
se falso para processos de Markov com parâmetro contínuo.

DEFINIÇÃO 1.17. O pl'ocesso de Markov X = (Xt'.]trpx), t€1, é
denominada pxoce.ó.se da Ma4kov áa.a,te se pala todo tempo de parada T
re[ati-vo a {Jt' tc].} tem-se em lugar de (5) na defi.feição ]-.15:

x € E, Be<5 , s € 1

,+sc B .]T) : PX(T) (Xs € B),
no conjunto {u : 'r(w) < w}

(Px q.t.P.) (8)



Uma condição suficiente para a va].i.jade da plopii.edade de Mar
kov forte é dada no teorema 8.]-1 do cap51tulo l de Blumental e Ge
pool' l21

Define-se também o operador de transe.ação em S2 segundo um
tempo de parada T. Para cada u, e.ru é Q e].ementa de n tal que
para todo s c l/

Xs (OT(n) = XT(w)+s(u)

PROPOSIÇÃO 1.8. Se x = (xt':JtfPx) ã um pxaceó,áa de Maa.kov áo3
,te, Y él ama áu.nção lJ-men.su.xãve,C ,{a.C qcte Ex Y < m e T ê um ,{e

po de panada ,teta.{Zvo a {:3t' tela en,tão

Ex(YoeT l Jv} = EX(T)(y)(px q.t.P.)

T ã üm .{€m-

(9)

De (9) decorre que se Z é uma variável. aleatória J..r,-mensurá-

vel- tal que ExlZ.rl < « e nxlZOUVI < "r xeE então

Ex(20.pY) = Ex(ZEX(T).(Y)).(].0)

DEFINIÇÃO 1 .18. O processo de Markov plogressi.valente mensurá-
vel X = (Xtrlt/Px), tcl, é denominado quase can.{,Zn o eóque..tda se
para toda sequênci.a de tempos de parada T. (relata.valente a
{ 3t' t€1}) tal que Tn+T tem-se

lim XT. : XT , PX q.t.p. em {T < m}
H->oo 'll}

Observemos que a exi.gência de mensurabilidade progressiva nos
enunciados aci.ma garante que as variáveis aleató=-ias XT e XT. são
mensuráveis re].ati.valente a 3.Pl8 e J.P lé respectivamente ''(ver
proposj.Ção ]-.].g)

Introduzimos agora os completamentos das a-ãlgebras ê , J e
J+, t€1 que são adequados para o desenvolvimento da teclía dos prg
Gessos de Markov standard.

n



Pu (A.) = 1 Px (.A)p(dx) , AC J.

justi=Eicação dessa afi.rmação sugerimos a cor

na medida de plobabi.lidado no espaço de esta(i
febra ê completada de acordo com a medida
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Para uma justi=Eicação dessa amEI.rmação sugerimos a consu].ta do
artigo de Huna [].].]

Seja p uma medida de plobabi.lidado no espaço de estados
e é' a a-ãlgebra ê completada de acordo com a medida p

Se:ja

(E, f )

( ]. 1 )Pu (.à) P'(.A)p(dx), A.e J
E

PU é uma medida de probabi].idade em J
Sej am

êl: n .gl', ): n iPu, j : n iP
P

't

onde a i.ntel'secção é tomada no conjunto de todas as n\editas fi.Ditas
p definidas em é . Seja FX a medi.da Px entendida a J

Do teorema 3.].2 de Dynkin [7j segue-se que se Q processo

X ; (X+... J+.. , Px)

é de Malkov forte, quase contínuo ã esquema e Jt : Jt+0 então o+ - W\F V \+lv

processo X = (Xtf :4., P") também é de Plarkov forte e quase contí-
nuo ã esquerda em (E, ê )

Segue-se que para processos de Mal'kov forte quase contínuos ã
esquerda tais que Jt+0 ; .}t. podemos supor sem perda de generali-
dade que J = J , ê = êr Jt = J e PX : pX

DEFINIÇÃO l.i9. um processo de Markov x = (xt/ -;t' px) cujo
espaço de estados é (E, 6 ) ê denominado ,6,CúPzdü.Pose

a) E é loca].mente compacto com base enumerãvel e 6 é a a-âl-
gebra de Borel em E.

b) Jt : Jtl..0 : Jt para todo t€1 = [0,m)
c) Ã.s trajetõrias t -----.+ Xt(u) são cont31nuas à dilecta e pos-

suem ]-imitei à esquerda em [0,m).
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d) X é um processo de Markov forte
e) X é quase contínuo à esquerda

Sem perda de generali.jade podemos supor que Q é o espaço das
funções definidas em l com valores em E, contínuas à direita
possui.ndo limo.tes ã esquerda. Xt são as funções coordenadas
Jt ' (XS' S x< t) para todo t € 1

Para o estudo das funções excesso.vas de um processo de Markov.
que definiremos a seguir , a a-ãlgebra .g se rever.a muito pequena e
sua completada uni.verbal é. é muito grande.

Vamos , seguindo Huna [1].] i-ntroduzir uma a-ã].febra intermedi.ã-
ri.a entre é e é . Seja X = (xtl }tl Px), tcl, um processo de
Markov, de.finado em (í2, J) com Valores em (E, é) . Seja u uma me
di.da de probabi].idade em (E, é) e PU a medi.db em J defina.da
por {ll)

Seja g a c].asse dos subconjuntos ACE tai.s que pala toda
medida de plobabilldade p em 8 existem dois conjuntos B.,B.cê
tai.s que BI c B.c B? e

PuÍI
BI(Xt) : IB?(Xt) para todo teço,m)} = 1. (12)

E fácil verá.ficar que é é uma a-ãlgebra e 8c8 c é.

Se E é um espaço topológi.co e é é a a-ãlgebra de Botei de
E então os conjuntos de 8 são denominados quase bore].canos

As funções reais é mensuráveis são denomi.nadas quase boreli.anas.

É fácil verá.ficar que f õ quase borellana se e somente se pg
ia toda medida de pl'obabi].idade p defina.da em é existem duas

funções f]. e f2 ê'mensuráveis tais que f]. < f < f2 e

FuÍfl(Xt) : f2(Xt) para todo tc [0,m)}
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Se .5 é a a-ã].febra gerada pelos abertos então f é di.ta
quase boleliana.

Intui.vivamente os conjuntos quase borelianos são aqueles que o
processo de Markov X não pode distinguir dos borelianos.

Seja X = (xt' Jt' PÁ) um processo de Markov standard cujo eg.
paço de estados é (E, él)

Seja @o a classe dos subconjuntos GCE tai.s que pala todo
xcG. exi-ste um conjunto AC.â tal que xcACG e Px(T . > 0) =J-

T c é o tempo da privei.ra visita do processo X ao conjunto Ac

(portanto é o instante em que o processo deixa A pela primeira
vez)

A

Intuitivamente Ge@n se o processo partindo de xcG perma-
nece em G durante um interva].o de tempo quase certamente.

Verifica-se fao.ll.mente que 'g é uma tipologia em E, que em
virtude da continuidade ã direita do processo X é mais fina dique
a tipologia Ini.cial de E.

Esta toPologia é denominada {apoZagla ,Chia,cn,seca no espaço dos
estados.

À proposição que enunciámos a segui.r aá uma condição neces-
sária.e suficiente para que uma função quase bole].i.ana seja semicon
tinha inferiormente na tipologia intrínseca. A demonstração encon-
tra-se em Dynkin ]7], teorema 4.9.

PROPOSIÇÃO 1.9. Paa.a que u,ma áutzçãa f quase bo.teZ,(ana6ala ó.g
mZean.{X.nua .CndeXZaa.men,te. no paRIa xcE na ,topaZogZa leia.,cnóeea pl
ce,ó,sãx,Ca e .õuáZc,CenÍe que

lim inf f (X.) > f (x)

com p' pãabab,C,e,idade 7
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Para que essa condição esteja satisfeita é sufici-ente que para
alguma vizinhança G do ponto xl estejam Bati.ski.tas uma das con-
dições:
a) Se T. é uma sequência de tempos de primeira vivi.ta a um certo
compacto contido em G tal que

Px(T':+0) = 1

então
].im inf Exf (x. ) > f (x)
R"'>'o "n

b) .à função f é li.mirada inferiormente e a afirmação em a) é vã-
li.da quando T. é uma sequência de tempos de primeira saída de co2.
juntos abe.nos arbitrários contidos em G cujos fechos são compactos

OBSERVAÇÃO. Trocando-se lim inf por lim sup e o sentido
das desi-qual.dados obtém-se uma condição necessãri-a e suficiente pa
ra f ser semicontínua superiormente. Se ambas valem então f é
contínua na topologia intrínseca.

Para designar que f é contínua na topoloqi.a i.ntxÍnseca gire
mos que f é @n-contínua.



C A P ! T U L 0 2

FUNÇÕES EXCESSIVAS PARA PROCESSOS DE MARKOV

Seja (n,J) um espaço mensurãve]., X = (x+... .]+, Px) um pro-
cesso de Markov standard definido em (n, J) cujo espaço dos es-
tados é (E, 8), onde Ê é a -ãlgebra obtida através do completa-
mente univel'sal. Seja Pt(x.À) a função de transição associada ao
processo X e {Pt} o semiglupo de operadores defi-nado por mei.o de

ptf(x) - J í(y)pt (x,dy), (i)

onde f é uma função li.mi.fada 6-mensurável. Observemos que (].) es
tã bem definida mesmo que f não seja ].imi.t.ada, desde que f+ ou
f sejam integra\reis .

DEFINIÇÃO 2.1 . A função f, 8-mensRrãvel defi.ninfa em E com va
Lotes real.s, ta]. que -w < f(x) < w e Exf'(x+.} <w, para todo tcl
e xcE é denomi.nada excaó.5,éua (para o semigrupo {P... tcl}) se

a) Ptf (x) < :E(x), v t€1, xcE.
b) llm P.f(x) = f(X) , y xeE.

Lembl'Caos que

Ptf(x) f(y)pt(x,dy)'E ' Jnf(xtlaPx = ExEf(xt)] (2)

Apresentamos agora algwüas plopri.edades de funções excesso.vas
que sezão tlti].iradas no estudo das regras de parada pa!-a os proces-
sos de Malkov. As funções excessivas referem-se a um dado processo
standard X = (x+., J.:, px)
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1 Toda con,6.{an,te lí u,17za função exce.ó,s,{va.
2 2' 0 óão doze niimz.to.s .traz.ó e f a g
].f+c2g a uma 6u.nçãü alce..õó,íva.
.«edi.ata. l

e f ã uma função exce.ó,sX,va etl.{ãa Ptf(x)
Cada t€1 e. alem dZ.sóo ptf(x)>psf(x) P

o Pt(x,A) é ã-mensurável, usando (2) p
i.oriente para f função simples, pala f l
=quência de funções si.moles &-mensuráveis
f = f+ - f' velifi-ca-se que Ptf é {5-n

Ps+tf(x) : Ptpsf (x} <. ptí (x) .

conde.ção b) da definição 2.]-

tí(*) :' ii: ptpsfoo

= P, (li.m P.f(x) ) = P. f (x) .
' S+0 b t

5 obti.da aplicandoPse a proposi.ção a.l.

z fn e uma óequêlncZa não dec.te.seelt,te de
pãaca6a x en,{ãa f(x) =límf (x} éz;

) fn+l > fn tem-se fn+l < fn e portar
t? ': ".
;u O . l tem-se

l = lim P,f. (x) -< lim f (x) = f(x)
ll->aa t" il l ll
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PROPOSIÇÃO 2.1. al Toda con,6.{an,te lí u,17za função exce.ó,s,{va
bl Se clip 0, c2 ;' 0 ão doze mime..to.s .taxi.ó e f a g .são

dttnçõeó alce.só uüó, clf+c2g ü uma áu.nçãü alce..õó,íva
DEMQNSTRAÇAD E i-mediada. l

PROPOSIÇÃO 2.2. Se f ã uma função exce.ó,s,Cva etl.{ãa P.f(x) êl

,tambên] alce.s,6Zva paa.a lado tci e alem dZ.sóo p.f(x) > p.f(x) Pa.'ta

DEME]NSTRAÇAO Como PI..(x,A) é é-mensurável, usando (2) para
f : IA ' AC 8 r posteriormente para f função slmplesr pai'a f limo.
te monotõni.co de uma sequência de funções si.moles &-mensuráveis e
final.mente decompondo f = f+ - f' velifi-ca-se que P,f é {5-men-
surável.

t < S

PsPtf (x) - Ps+tf(x) Ptpsf (x} <. ptí (x)

Resta verifli.car a conde.ção b) da definição 2.]-

iiE p;ptfb:) ; 11,1; p;.:.tÍ(*) :'ii: ptpsf00

pt (:l,:l 'sf (x) ) Ptf(x)

A penúltima igualdade é obti.da aplicando-se a proposi.ção a.l

PROPOSIÇÃO 2.3. Se fn IÍ uma .sequêlncZa não dec.te.seelt,te de áun
çoaó exceó zvaó loa a o placa 6a X en,{aa f(x) = lím f.(x) eexca
diva Pa,Ea X. n'»"

DEMONSTRAÇAOx.Como. fn+l > fn tem-se fn+l < fn e portanto
f .K f]./ donde E'f {Xt) < m

Usando a proposição 0 . 1 tem-se

Pt(]-im fn) (x) ; lim Ptfn(x) -< lim fn(x) = f(x)ll-.>oall-»aal:l->oü

ou se:ja P.f(x) € f(x)
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t+0 Ptf(x) : tz0 Pt(]xm fn(x>) ; txm ]xm Ptfn(x)

:À}Et+0 tfn(x) : lzm fn(x) : f(x). l

PROPOSIÇÃO 2.4. Se x = (x+.., .}+, Px) é üm peace..sóa de Maxkov
.s,tandaxd e 6 é uma dünção exceóóZva pa.4a x en.Cão

{f (X,.) . J., Px}
e um óupexma.tZ,CaBaZ geneAaZZzado. Se paa,a cada xcE ex,C.ó.{e uma va-
a,.Cave.C a.Zea.t8.tla Y ,[n.{egxãve.ê p" ZaZ que.

f (Xt) >. Ex (Y l .3t) l t € 1 [0 ,m) , xeE (3)

en,tão f ê quase boa.eZlana, o p40ceó o í(x.) 'ê coníZnüo ã d.é.te,é
Za (P' q.t.p., x E) e pcz.ta quaZquex tc(0,m) exZ,6,{a a .êím,[Ía

lim f(X.) cam Px p.Qabab,CZ,idade 7
D...+oo 1, i '

DEMONSTRAÇÃO Que {f(Xt)f 3t/ Px} é um supermartingal é i.me-
diato. De rate, da propriedade de Markov (proposição ]..7b) segue-se
que

Ex(f(Xt)l Js)

e coma f é excessiva para X tem-se

-sf (Xt.s) < f(Xs)
e po='tanto

Ex(f(.Xt) l )s) .< f(Xs)

A demonstração das outras afirmações é bastante elaborada e encon
tra-se nos teoremas 12.4 e ].2.6 de Dynki-n [7] . ]
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Decorre da proposi.ção 2.4 que toda função excessiva para um prg
cesso de Markov standard que satisfaz a conde-ção {3) é quase bole--
nana. Logo para processos standard podemos supor que as funções
excessivas são quase boleli.amas.

Uti.].içando a proposição 2.4 podemos dar uma outra definição de
função excessiva equivalente à defi.ni.ção 2.1, quando (3} vale

DEFINIÇÃO 2.2. Uma função quase boxeliana f = f(x), taJ- que
-m < f(x)<" e E'f (X{..) < ". para todo t€1 e xcE é denominada
gxcc6.6Íva para o processo de Markov standard (X+., J., P") com se-
migrupo P+.) se:

a) f (x) é '©-continua.
b) p+f(x) -< f (x), V t€1, xcE.

De fato, seja f excessiva de acordo com a defina.çao 2.1. Da
proposição 2.4 segue-se que f é quase boreliana e f(X.) tem tra
jetórias contínuas à di-feita. Logo em particu].ar

liy f (Xt) = f(x) . (4}

Mas pela proposição 1.9 isto implica que f é $.-contínua.
Suponhamos que f seja excessiva segundo a defi.feição 2.2. Pe-

ia pJ:oposição (]-.9) a igual.date (4) ã verdadeira. oa hipótese (3) sg.
gue-se que podemos apl-i-car o lema de Falou obtendo

[i.m inf Exf(Xt) > Ex(].i.m inf f(Xt))

Da condição b) da definição 2.2. tem-se

f (x) (5)

Exf (x+) x< f (x)

e portanto

li-m sup E f (X.) .< f (x) (6)
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Comparando-se (5) e (6) vem

f(x)
t.}o (XJ : !il; ptí (")

OBSERVAÇÃO. Decorre do teorema 4.9 e da observação que segue o
teorema 12.4 de Dynkin [7] que a condição a) pode ser substi.puída

a' ) f(x) ê $o-gemi-contínua i.nfeli.onnente.

por

PROPOSIÇÃO 2.5. Sala X : (xt' ilt' Px} czm peace,óóo cÍe, Ma,tkou
.ó.banda.td e fi, g 6unçãeó alce ó,[va,s e nãa nega,tZvaó pa,'ta x. En,tãa
f,\g e. exceóóZva paa.a x

OEMONSTRAÇAO. Tem-se Pt(fAg) (X} n< (fAg} (x) obviamente.

t+o t fAg(x) = li.m .l (f(Xt)Ag(xt))px(du)

; JlttT'''*.''~''*.','*''«; : ''",' '*,
À desígua].jade depor:re do lema de Falou e a última i.qual.dade da con
tinuidade à di.leira de f(Xt) e g(Xt) garantidas pel-a pz'oposição

PROPOSIÇÃO 2.6. Se- f ã e,xce.õó,Cva paga o pxoce,õ,sa .6,Canela.td

x - (xt' Jt' Px) ,ta.e.que Eu51 Exf'(xt) < ", 1 : (o,"), en,tão ex,{,s
].lm f(Xt) caia PX p.doba.b,CE,Calada l e êl á,{n.CZü ou lguaZ a +m.
DEMONSTRAÇAE] Decorre i.medianamente das proposições 1.4 e 2.4.

l
Introduzimos agora uma notação que sela usada no resto desse

trabalho.

Seja X = (xt' Jt' Px) um processo de M.arkov standard.
Denotalemos por L a cJ-asse das funções g(x) definidas em E,
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quase bolelianas, '( -contínuas tai.s que:

< g(x) < $' EKg' (Xt) < w

Denotam'erros por L(A') e L(At) a classe das funções g€1
satisfazem respecti-valente as aonde.çÕes

A. : E'' suP g (X.)

r t€1, xcEI

que

< 'o, XCE

suP g (Xt) < w, xcE.
te= '

Finalmente usaremos a notação L(A',A.'ç) para L(A') n L(Ã.+)

OBSERVAÇÃO. Segue-se do teorema 4.11 de Dynkin [71 que pala px9
Gessos de Markov standard X = (X+, il+.., Px) e funções g€1 0 pro-
cesso (g(Xt) , Jt' Px) tem trajetóri.as contínuas à di.!ei.ta com Px
probabilidade l. Isto é suficiente para garanti.l que o processo
{g(Xt.)} é sepalãvel

FOR14ULAÇÃD DO PROBLE14A DA PARADA ÕTIMA

Seja X = (Xt.' J+, Px) , t€1, um processo de Markovstandard com
va].ares no espaço de estados (E, .g )

Se:ja g uma função definida em E, pertencente a L(A') e tal

E suP g (Xt)t€1 '

pala todo xcE.

A função g sela interpretada como uma função de recompensa.
Observando-se o processo de Markov {X+..} e parando-se (de acordo
com o tempo de parada T) quando o processo encontra-se no estado x
recebe-se a !ecompensa g (x) .
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A cada tempo de parada T adaptado à família { (}.., t€1} fica
associada, para cada xcE, a recompensa esperada Exg(Xn.)

O problema da parada õtima consis+ue em escol.her o tempo de pa-
rada T de mo(ilo a maximizar. para todo xcE, a recompensa esperada.

Pala formular o problema de modo mais preciso vamos introduzi.r
algumas definições e notações.

Seja C a classe dos tempos de Falada T para o px'acesso X =
(Xtr 3-t' Px) , para os quais Px(T<m) = 1, para todo xcE. Estes tem
pos serão denominados também xe.ga.a.6 de paa.acha

Se gcJ..(A') decorre da condição A' que Exg(X.P) exi-ste.
A função que a cada esta(io xcE associa o número leal.

s(x) = suP Exg(X.) (7)
rTI r- fX +

será denominada "valor". Pala x fixado s(x) representa o valor
do estado x

DEFINIÇÃO) 2.3. Dado E > O uma regra de parada T(c)c C é de
nome.nada E - ã.Cima se

Exg (XT(e)) > s(x) cP para todo xcE

DEFINIÇÃO 2.4. Uma regra de parada 'r.e C é denominada Õ.Cima
se

X
g(XT )0

s(x) para todo x c E

Veremos que é conveniente considerar o problema da parada õti-
ma para tempos de parada que não são regras de puxada, isto é, tem-
pos de parada que para algum x E podem assumia' o valor +m com
P' probabilidade positi.va

Seja C a classe dos tempos de parada (fmi-tos ou não) associa
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dos ao processo standard X = (Xt' %.. Px). Convence.anátemas que a
recompensa recebi-da se r(u) = " será igual a lim sup g(x.(u))

Para a classe c de tempos de Falada o va].or no estado x será
definido por

g(x) - iuêl Êxg(xT) (8)
onde

EXg(XT) = EX]g(XT) ; T<m] + EXrli.m sup g(xt) ; r:"] (9)

Substitui.ndo-se C por C e s(x) por g(x) nas definições
2.3 e 2.4 obtemos as definições dos tempos de pa!'ada c-ótimos e õti.
mos relativamente à classe ê

ltndica:eras os tempos de parada e-õtimos em relação a
(c.s)-õtimos e em relação a ê por (e,g)-óti.mos.

C por

CARACTERIZAÇÃO DO VALOR TEMPOS DE PARADA c-0TIMOS

Vamos enunci.ax agora os resultados obtidos por Dynkin para o
problema da parada ótima no caso de um processo de }larkov em parâ-
metro discretc> e indicam' as extensões obti.das para processos de Mar
kov cóm palâmetlo coDEx'nuca .

Relembrados preliminarmente a definição de tempo de parada quan
do o conjunto de Índices (tempos) é o conjunto dos inteiros não ne
cativos e a definição de função excesso.va pala um processo de Mar-
kov com parârnet=ro di.screto.

DEFINIÇÃO 2.5. Uma apl-:Lcação T de ç2 em N = NUfm} é dedo--

minada um íemloa de. pa.fiada relatlvamentle à sequênci.a crescente de a--
ãlgebl'as {JnlfncN se {T=nlc }Rr qualquer- que seja n > l
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Seja X = (X., J., px) , ncN, um processo de Markov. (Basta su-
bsti.trair na definição 1.].5 Q conjunto de índices ] pe].o conjunto
dos naturais N.) Denotaremos por L a classe das funções reais -
mensal'ãvei.s g defi-ninfas em E, tais que -m<g<" , E"g'(X.}<wr ncN.
L(A') denotarã Q subconjunto de L cujas funções satisfazem a coB
lição E"sup g (X.) < m e L(A') o subconjunto de L cujas fun-
ções satisfazem a condição ExSUP g+(Xn) < m

DEFINIÇÃO 2.6. A função gcl é denominada exce,6.sX.ua para o
pz'acesso de Markov X = (X.r J.r P") se

plf (x) -< f(x) r V xeE
onde

plf (x) fl (y)pl (x,dy) = Ex:E (X.Í) . (10)
E

PROPOSIÇÃO 2.7(DynkinL6]). Se g€1(A')

s(x) - suP E'''g(XT)T€C

z a me,no rrlala.bania e.xce,.6.s,Cva. de g. Se, a,Cem cf,i,õ.60 g(L(A+)
E o x.n.8,{an,te da p.t,[mel,ha v,{.8ZZa do p.aaee,6.60 (Xn' J- ,Px)
./ccn,to E = {x : g(x) > s(x)-c} en.{ão

e T(E)

s (x) - c < EXg (XT(c)) l V xcE.

Selva Q o operador defina.do para g€1 da seguinte forma

Qg(x) max(g(x), Plg(x)) (11)

PROPOSIÇÃO 2.8 (Dynki-n [61). Se gcl(A'} e. v(x) : lim QNg(x),
onda Qn a a N-êló,{mo ,C,:Ca.fada da apagado.'t Q então v(x) é a ma-
rca.'l rrtajaa,ame exma.8óZva da g(x)
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Enunciámos agora os principais resta.Ltados desse traba].ho que
caracterizam os valores s(x) e g(x> e dão condiçõessobas quais
exi.atem tempos de parada c-õtimos e õtimos para processos standard
fxr 'l lvrxl
tX+ , J+. , p''.t

TEOREMA 2.1. Sala x - (xt' Jt' p ), tci um p.toca-óóo de Ma.'t
kov .ó,tenda.hd e. g(x) € L(A') . Tcm-.SQ

a1 0 va,Cax s(x)êl a acHO,'t mala'.tan,te alce.ó.õ,Cva da áunçãa de a.e
comloenóa g(x)

bl s(x) = g(x)

TEOREMA 2.2. Seja x = (x+... J+.., PX), tci clm p.''face,8,sa de Êla.a-
mou .s.{.zptda.'cd e ,supanhamc'ó que 'g € L(À+) a .CZln,{,cada ,{náea.,é04men,t:e e

.e.ZmlÍada no áechc, do can./unia {x : s(x) > g(x)}. En.{ão
al Pa.Ea lado € > 0, a ,te,mloo

r ( E: ) i.nf-tt >, O
s (Xt) x< g(Xt) + e}

ê um'z xeg,ta da pa.haja (c,s) -ã,:C,Cn?a

bl Se a áüzçãa g(x> ê com,t:Znua e s(x) êl óeilcan,t.Znua Zzáa
.aZo.amepz,te en,tãa a tempo

To - j-nElE >p 0 : s (Xt) - g (Xt} .F

üln tempo de panada (E:,g) -8,t.tino
cl Se g(x) é coní4'nu,a, s(x> emicon,t.Znua Zndz.'tlo.'ámen,{e e

Toc C então To êl üma 4eg.aa de puxada &,tina

A fim de demonstrar os teoremas 2.]. e 2.2 demonstraremos uma
série de lemas prepalatõrios que também apresentam interesse em si.

Mostraremos inicialmente que para uma função g c L(A') existe
sua fenol majorante excesso-va e daremos um modo de clbtê-la (lema
2.1) . Mostraremos a seguir que se o processo de Markov standard é (]e
Fe].]er e se g(x) é contínua e ].i.mi.fada inferiormente então a



33

m.m.e. de gex) e gemi.continua inEerãormenEe.

Faremos isso dando uma ouLla construção para a m.m.e. de g(x)
( ]. ema 2 . 2 )

O lema 2.3 é uma consequência da proposi.ção 2.4 e do teor-eHlâda
amostragem opcional. de Doob.

Passemos agora à demonstração dos lemas introduzindo antes al--
grama notação.

Seja X = (Xt' JtP Pa'> um pl'ocesso standard e gÉL(A'). seja
Qn o operador definido da seguinte forma:

Qng(x) : maxtg(x), P .ng(x)}, ncN. (12)

Se Q: denota o N-ési-mo iterado do operador Qn seja

v (x) = ].im ]im Qt=ç (x} . (].3)
n-».« N->m

LEMA 2.]. Sa gcl(A') en ão a á nçãa v(x) de.d,{n,CdapeZaÁ81
m üZcz 17SI ê a m.m. a. de. g (x) .

DEMÜNSTRAÇÃí] . seja

.L ].-m Q.g {X/ . ( 1-4 }
D.-»oo

Uti.].içando as ploposiç8es 2.7 e 2.8 para os processos de Mar-
kov com parâmetro discreto (X .n' 3 .n' P''} onde keN obtem-K'z K'z

vn(x) - Usuq )Exg(XT} (i5)

onde C(n) é o conjunto dos tempos de parada to
k'2 '', k € N tais que

{T : k'2'nlC .}(n) : o (X., X ,

N

ma.ndo valores

n2
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Como C(n+l) :'C(n) tem-se vn+l(x) >
].imite tília v.(x) que foi denotado por

3'\-+oo

v. (x) e portanto
v (x) em (].3) , ou

exi.ste
Seja0

v(x) = ].im v.(x)
H.-+oo

Para T : 0 vê-se em (14) que v.(x)
portanto v(x> > g(x)

Como v.(x} é excessiva

(16)

n > ].>. g(x) para todo
e

vn(x) a: Pm.2-nvn(x) V m(N

,e.2n'k. .êe N vemTomando--se m

vn(x) >. P. ..kvn(x)Z*2

passando ao li-mire para n -'----'- w e aplicando-se a proposição 0.1
Eem-- $e :

v (x) (1 7)

}lostraremos agora que v(x) é 'êl.-semicontínua i.nferiormente e que
v(x) > P+..V(X) , v t > Q.

Seja $(x) uma função albitrãria pertencente a L(À') e po-

© (x) P+..+ (x) , V t e l

Sej am 'F., ' n
Px (Tn+O) - l.''V

Decorre da

tempo de primeira

propriedade forte

= Ex(EX(Tn)@(Xt))

entrada em algum compacto ta=is que

de Markov (]..8} que
X

(© (XT ) )8
n

E"(0. $(X ) )tn EX(@ (X.r +t)n

O lema de Falou justa-fi.ca a primeira desi.gualdade abaixo e a
$"-semicontinui.date in:Eel'ior a segunda.
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li.m inf Ex(©.(xT )) = li.m inf Ex(b(XTn-pt)

> ExEli.m i.nf 0(xU +t)l > Ex$(Xt) g' (x) (18)

Como + é quase boreliana, anotando-se o procedimento usual
de considerar d) = IA ' onde A é um conjunto quase bore].i.ano, (b

uma função simples quase boreliana

$ = 1im @. ,
z\..> +'

onde #n > 0 são funções simples quase bore]ianas e fi.na].mente
+ = @ ' - $' conclui-mos que

õ(x) = Ex$(xt) = .L$(xt(u))px(ato.)

é quase boreli.ana. Como õ(x) bati.afaz a equação (].8) segue-se da
proposição 1.9 quÕ Õ(x) é qj-semicontínua infere.ormente

Como por hipótese g€1(A'), conclui.nns tomando g = + que
P .ng(x) é quase boreliana e g.-semicontínua infere-ormente

Logo Qng(x) : maxÍg(x),P2-ng(x)}, vnex) : mi-m Qng(x)& !U ->a)

v(x) = lim vn(x) são quase bore].lamas e '@n-senil-contínuas inferlor-

e

men,te.

RÓsEa-nos mostrar então que v(x) > p+..v(x) , t > 0.
Seja rn uma sequênci.a de racional.s diãdicos r.+t. A primei-

ra desigualdade babaixo é consequência de (17) , a segunda do lema
de Falou e a Ülti.ma da @o-semicontinuidade i.nferior de v e da con
tinuidade à di.leite do processo x

v(x) > li-m inf P. v(x) = li.m inf Exv(x.. )
H-+.o 'Ln B-.>m ' rn

> Ex(li.m inf v(Xr )) >P Exv (Xt)
H-'>oo ' n,

Seja u(x) uma majorante excesso.va de g(x). Da desigualdade

t



u (x} > g(x) segue-se que

u(x) : QNnu(x) > QNng(x)

e portanto

u (x) > li.m li-m O:lg (x) = v (x)
=.»m N-FW

Logo v(x> é a m.m.e. de g(x). l

Seja g(x) uma função contínua e não negati.va
paço dos estados de um processo de Markov standard.

Vamos defi.nil: o operador Q da seguinte forma

defi.ninfa no es

Qg(x) = sup P.g(x)

seja Qm o N-ésimo iterado do operador Q',

(1 9)

QNg(x)

g (x)

sup P.(QN'lg(x)}
t»o '

e ponhamos Q(''g(x>

LEMA 2.2. Sala x um pãoce.óóa de -\Ía.tlzav ó,Canja,td de l:e.CZe,'t e
g(x) > -c > -" ama função ccrHZz+Hüü deád:i{,(da e.m E. A dunçãcr

v(x) = li.m Q'~g(x)
EN -+oo

êl .bem,écc'n,C.Zncta Zn6e,aZo.ámen,te e ê a m.n?.e.. de, g(x)

DEmONSTRAÇÃ(].Para mostram que v<x) é excessiva, basta mos-
trar que v(x) é semicontÍnua inferiormente e que P.Lv(x) < v(x),
pois como o processo X tem t='ajetÓrias continuas à direita, semí-
continuidade inferior na tipologia de E implica '@..-semiconti.cuida
de inferior

Denotemos

(2 0)

VN(X) - QNg(x}



vN+].(x}

e pala t > 0

QvN(x) i:E ptvN (x) >H vN (x) » g(x)
( 2 ]. )

vN+l(x) > PtvN(x) (22)

vN(x) é crescente e tem li.Bibe v(x) , passando ao limo
em {21) e aplicando o teorema da convergência monotõnica tem-se

v (x) > Ptv(x) . (23)

(21) decorre que v(x) > g(x), v xcE.De

Mostremos agora que v (x} é semicontínua inferiormente

Consideremos a sequência de funções contínuas e :Limitadas
g"'(x) = min (g (x) ,m)

que crescem monotonicamente para g(x) . Como o processo X é de
Fel].er Ptg'" é contínua, para todo t€1 e mcN.

Pelo teorema da convergência monotõRica ptgm + Ptg e portanto
Ptg é semicontinua inferiormente. Como o supremo de uma fama.1ia de
funções semicontínuas inferiormente é semicontinua inferiormente
tem-se que

vl(x) ; Qg(x) suP P.g(x)

é sem5.contínua i.nfeziormente

Mostralemos por indução que pala todo N > ]., v..(x) é gemi
continua infeli.oriente

Suponhamos que para algum N > ]., a função vN(x) seja semi
continua inferiormente e mostremos que v....(x) é gemi-contínua i.n
fel'dormente

De acordo com o teorema 10, do capitulo XIV de Natanson [15],
existe uma sequência monotõnica crescente de funções contínuas
{vN(x)}i>,1 tais que vil(x) +'vN(x). quando i. ----+ m
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como o processo é de FeJ-lel- p...v\JI(x)
x e portanto

são funções contínuas de

vN+l(x) = sup PtvN(x) = sup lim PtvN(x)

é gemi.contínua inferior'mente. Como vKJ(x) 'f v(x) quando N -----+ m
seque-se que v(x) é semicontÍnua inferiormente. l

/

LERIA 2.3. Sela x ; (xt' Jt' px}, tci, xcE tcm p.'toca.sóo de Ma3
kov ó,tarda d a f = f(x) czi a 6unçãa üxcaóóZva .sa,t,Có6azenda a cancL{

.à': Ex]suP :E' (X.L)] < m, xcE.4- z

Sela71 T e S ,teimp06 dera,tadade c ,(aZ.s qug T > S com Px
p,'toba61Z,{dada T, V xcE. En,tão

ExfeXs) > Êxf(XT}, xcE

a am pa.'t{,écttZaa. pa.Ea ,(odc} xcE

(2 4)

f(x) > Ex(:E(x.F) ; r<"} "b Ex(lim sup f(Xt) f T = ")
t...>m '

(2 5)

DEMQNSTRACAQ. Supolemc>s inicialmente que existe uma constante
positiva K ta]. que f\<K. Da proposição 2.4 segue-se que

{f (Xt.) , .]p' t€1}

é um supermartingal
Sejam S e T dois tempos de parada adaptados a {l.}.} tais

que S < T com P" probabili.jade l:,VxcE. Seja a um número I'e-
a]. e definimos Sa = SAa, T = TAa.

e Ta são tempos de parada e Px(Sa .< Ta} : ] , V XCE. Pa-
ra os temos Sa e a a prof'osição 1.5 se apli.ca (basta tomar Y=
f(X,)) e paltanto

> Ex<f(XT ) ils )a a
Px q.t.P., x ]: (26)
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e calcuJ-ando-se Ex de ambos os mentbros vem:

Ex(f(Xs ) ;Q) ) Ex(f(xT ;Q)

Mas

S<a) (f (x+
Sa

â < $ < ") +

levando em conta a definição de Sa tem-se

Ex(f(XS.);Q) - Ex(f(XS); S <a) +

+ Ex(f(Xa); a<S <m) + Ex(f(Xa); S : ") .(28)

Reescrevendo Ex(f(X,F );Q) de modo análogo a (28) e substituindo
se em (27} vem a

Ex(f(XS); S <a) + Ex(f(Xa>; a.< S <o) + Ex(f(Xa); S = m)

>EX(f(XT); T<") + EX(f(Xa); a<T<") + Ex(fixa); T=m)(29)

somando-se e subtrai-ndo-se ao primeiro membro de (29)

E'''(f (Xc) ; aR< S < m)

e ao segundo membro E (f(XT); a<T<m) vem

EX(f(XS); S <") + EX(f(Xa) ; S : ") 'F Ex(f(Xa)-f(XS) ; a< S< m)

> EX(f(XT); T <") '+ EX(f(Xa) ; T - ") + EX(f(Xa)-f(XT) ; a.<T< m)
QU

Ex(f(XS); S< ") a: Ex(f(XT) ; T< ") + Ex(f(Xa) ; (T-")-(S-")) +

+ Ex(f(Xa)-f(XT); aeT<") : Ex(f(Xa)-f(XSl; a.<S<m).(30)

S
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Como f é ].imitada, tem-se

].i.m Ex(if(Xa)-f(XT) j;a< 'P < m) + Ex(if(Xa)-f(XS) 1; a<S <m)-0

e tomando lim inf em ambos os membros de (30) vem, usando (31)

(3D

EX(f(Xa); S <") a: Ex(f(x.PJ; T <m) +

+ lim inf E?'(f (X.> ; (T='.)- (S=m) )

Decorre da condição A' que o ].ema de Fatos se aplica e levam
do em conta a proposição 2.6 tem-se

(3 2)

EX(f(XSl;S< m) > Ex(f(XT);T <") 'k Ex(lim f(Xã);(T-")-(S=m))

mas como f é ].imitada esta expressão é equi-vaa-ente a (24)
Vamos e].i.minar a restrição f -< K. Suporemos agora qt3e f é

se boreli. ana e satisfaz A
Seja b um número real e

f" (x) = mln (f (x) ,b) , xcE .

nÁJ N ç #].I'
As funções f' são excessivas e f' ff quando b
Usando o ]-ema para f' tem-se

qug:

EX(f(XSl;S<m) } Ex(fb(xs) ;s <") > EX(fb(XT);T< ") +

+ Ex(].im fn(X.) ;('F='.)-<S=") )
a.--} w

passando ao li.mire para b ----+@ obter'Caos (24) se mostrarmose que

lim(].i-m fo(X.)) = ]-im f(X.) (Px q.t.p., xeE)
b->m ã..»w ' â-»w

De acordo com a parte c} da proposi.ção 1.4 lim f(X.) existe
e é finita ou +".

Se f = lim f(X.) < " então para b suficientemente grande
â:-»w
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]. i.m f'' (X )ãâ-too
lim mi.n (:E (X. ) ,b)
â.-'>w

f

Se lim f (X. )aâ.-+w
m então paz'a todo b I'ea].

ax. fb(Xa) : axm minLf(Xa),b] : b
e portanto

].im .Lim :E' (X.) = ].im b = m
b->w ã->w ' a' b.».

LEMA 2.4. Se.fa f umcz áunçãa e.xce,6,6Zua ,6a,t,C,sáaze,ndo a cc,nd,C

(33)Tn = infÍt > 0 : Xt A}

óepzdo A. qctaóe bo,'te.Z,cana. [Ft.{ão a, áunçãa

fA(x) = Exf(XT )
À

S
inflt > sTÀ

(3 4)

ã .também exeeóó,Cva

DErlüNSTRAÇÃo.Seja

(35}

Da proposição 1.3 segue-se que Ts é um tempo de parada. Uti.lizan-
do-se a propriedade de Malkov na folha a) da proposição 1.7 e Q fa
to que OtXTs - XTs+t optem-se:

PERA(x) : Exma.(Xt) ; ExlEx(t)í(Xv,)l

= Exlotí(xU.à)l = Exf(otxTA.)
X

f(XTt)E
À

(3 6)

Como apli.caído-se o lema 2.3 tem-se

Ex f(XTt) .< Exf(XTA) = fA(x)
Comparando-se (36) e (37) tem-se

(37)
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PtfACx) .K ÍIA(x>

Utilizando-se o argumento empregado na demonstração do
conclui-mos que fl(x) é quase boreliana.

Resta-nos veria.ca! que

].ema l

t+0 PtfA(x) ; fA(x)
Como T=+TÀ quando s+O, uti.li.bando-se o lema de Falou e a

conta.nuidade à di-z'eira do processo fA (X+..) optem-se:

(3 8)

ii.l; i-nf pEiA.(*) ; li.m i.n:E E*íU,rt) >

> E" ].im inf f(XT})t+O'A : fA(x)

Por outro lado é evi.dente que

lj'0 suP PtfA(x) < fA (x)

].ogo (38) vale

LíbIA 2.5. Se.fa x = (xt' Jt' Px), t€1, u.nl pxclce,sóa de Ma.tkov

.s.Canela.hd a g€1 .sa.{Zóáazündo a cona,óção A+, Ex]suP g+(Xt)] < ", xcE.
Sela v(x) anl.m.e. dü g(x). En,:Íãa

[i-m sup v(Xt) ; ]-im sup g(xt)t-*m ' t.-. ' C

DEMONSTRAÇÃO Como v(x) > g(x) tem-se

(39)

lim sup v(Xt) > li.m sup g(xt)
t-*w ' t.-« '

Vamos demonstrar que vale a desigualdade em senti.do contrario.
Seja + uma função definida em E. que a cada xcE associ.a o

valor

$ (x) = Ex (suP g (X.) )
t):Q '

(40)
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Seja

$t(u) ; Ex(suP 9(Xs) Í -:Ft:)
$>.t

ade de Markov que

'bt (u) : @ (Xt (u) )

mos que $ é excessiva. De fato, Ex$-(xt) <® , xcE e

Pt$(x) ; Ex(b(Xt) = Ex].EX(t) (suP g(x,.)]

= Ex]s.t g(xu)] < n"(suta g(xu)) = $(x). (42)

de Marknv Dagualdade em (42) e obtida aplicando-se a propri-edade
r que ç) ê excessiva regra velifi.car que

lim Pt#' (x) : $ (x) .

Decorre da propried

}lost!'e

Mas, isto decorre de

tt? ptd'(x) : t.bo Ex(sà:t g(xu)) : ExEu2,p g(xu]] = (b(x)

Como Ó(x) > g(x) segue-se que Ü(x) a: v(x) e portanto

$t(u) ; $(Xt(u)) > v(Xt(u))(Px q.t.P.).(43)

Sejam s fixado e t > s, s,t € 1, então

(sup 9(xu)l «t) > Ex(s>t g(xu) l :4:) > v(xt(u))
e portanto

::m sup E;'RuP ÇU.} i .4) > :-m sup vUt("))

Pala todo xcE. scl o pz'acesso

(E"(@s l Jt), ~Jt=. PX), onde Os ; suP g(Xu)u>s '

(44)

(4 5)
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forma sob a condição A+ .um matei.nga]. generalizado e pela proposi
çao 1.4

t-»« (OsÍ Jt) < E{Üsl ]-..) onde :3
'\y:.3o

Como pala todo scl, @. éS

li-m sup EX(@SI .Jt}

mensurável

li.m Ex(@s .4) < Ws (46)

Comparando-se (45) e ( 4 6 ) vem

ús >. ]-im sup v(xl.) , y scl
' 't.». '

e portanto

]-lm sup g(xt} ; j.sf sa:P g(Xu) > tzm éup g(xt)

como queríamos demonstrar. l

Defnanóíxação do eo.hera 2.1

Seja v(x) am.m.e, da função gcl(A').
Pelo lema 2.3. paz'a todo tempo de parada Te c,

v(x) = ÊX(v(XT) ; g'<") + ÊX(lim sup v(xt); T=") >t->w '

> E"(g(XT) ; T<m) + Ex(lim suP g(xT) ; T':")t.-.. '

esta segunda desigualdade decorre de v(x) > g(x)
do ].ema 2.5.

A.ssim v (x) > g (x) >- s (x)

A desigualdade vCx} « s(x) é consequência do ].ema 2.1. De fa
to, a c].asse C(nJcC e portanto vn(.x) < s(x). Crer (15».

Como v(x) = lim vn(x) tem-se v(x)< s(x), o que demonstra o
tec.-ema. i n''"

para todo x E e
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COROLÁRIO. Sela T+ec u.m .eetnpa cala ecompan.óa e,6pe,haja

f (x) : Ê"g (x.F+)

é u.ma canção e.xeeóóZva que dam,éna g(x), l.6.{a é, f(x) > g(x) pa.'ta
,toda xcE. Â/e.,õóaó cona,(çõe.õ ?(x) = g(x} e aaíanía o empa T ã
(0,ê) ilha. Se T+ec CK,tãa, nedóaó cona,Cçõeó, U.'+ e ama a.egxa de.
pa.fada (0,s) -á.t.Cma

Damos a seguir um exemplo de um tempo de parada (0,g)-õtinn que
não pertence ã c].asse C, isto é, não é uma regra de parada

EXEMPLO. Seja W = <Xt' Jt' px}, t( l0p")/ xcR. o processo de
Wiener (ou me].hol', a famÍ].ia de processos de Wiener com X.(u) = x,
x R), com."draft" p e coeficiente para a variância ]., i.s'o é, o
processo cujas trajetólias são contínuas e ta]. que:
j.) P'(X(0) = x) = 1.

ij.> Ã.s distribui-ções conjuntas de X(tn) ...',X(to) , pala
t 0> >0n > tn.]. > .

são especificadas exigindo-se que X(ti,.) - x(tt.....) , k
sejam independentes e tenham distribuições nolnmais com

]., 2 .

Ex(X(tk) x(tk.l)) H(tk - tk-l}
e

a2 (x) (xÍtk) - x(tk-l)) : tk - tk-l

Seja g(x) = max(x,0) a função recompensa e

g(x) = suP g(X.)
wcC '

suponhamos que p < 0. Seja

Ta : i'nftt > 0 : Xte 1'al},

[a.m) . Uti]izando-se cã].Guias conheci.dos pax'a tempos deonde r a
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pri.Beira visita de um processo de Wiener (ver Cox e M]].].er [5] , pg
211) obtém-se:

ae2U(á-x)
f (x)a ' ' Exg(XT )a a Ex(lEVa.«])

x < ã

Seja f(x) sup f.(x). É fácil ver que f(x)
acR ' fa+(x), onde

É fáai.l verá.ficar que fa+(X) > g(x) e Ptfa+(x) .< fa+(x), Pg
ra todo E

Decai're então do coroa-alto que o tempo 'ra# é (O,g)-õtimo. Cg
m} < 1, este tempo não é uma regra de parada.

Na demonstração do teorema 2.2 utilizaremos ainda os lemas 2.6
e 2.7 que enunciámos depois de introduzi.r a].glnna notação.

sela

{x v(x) -< g(x) + e}, e > 0 (47)

onde v(x) ê a m.m.e. da função quase boreliana

de:Ei-nir ai-nda os tempos

re = infÍt > 0 : xt € 1'c}

Se: = inftt >- 0 : Xte I't:}

g(x)
Vamos

(48)

(4 9)

que üe acordo com a ploposi-ção ]..3 são tempos de parada
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LEMA 2.6. SeiaJ7t X : (Xt' Jt' Px), t€1, um p.toca.õ.sa de Ma.akov
.5.{aitdaa.d, g(x) üma áunçãa @o-com.ÍZnu.a pe.tíencen,{z a L(.a+) , .eZm,tíg
da Irláe.alaaman,{e e .ê.[m,C,fada na áecko do conlaníc'

E - Fr., = {X : V(X) > g(X)}
Então paga .todo c: > 0

v(x) = E'=v(XT ) = Exv(XSe:)
(50)

DEMDNSTRAÇAO. Decorre do lema 2.5 que PX(T. < m) = 1. Como
Se < Tc: e v(x) é a m.m.e. de g(x) tem-se usando o lema 2.3

v (x) >, Exv (Xs ) > Exv (X,r )

Logo é suficiente para demonstrar (50) que privemos que

C €

Xv(x) E V(X T
€

Oenotemos v. (x) = Exv' (x. )

Sabemos do lema 2.4 que v.(x) é excessiva
m.m.e. de g(x) basta mostrar que v.(x) >. gÍx)

Seja

€

v(x) e a

c = suP [g (x} - v. (x)]
xcE '

Se E > E:' então rE: D rEt e rÓ =

(51)

Denotemos poJ: al'c a fronteira do con:junto I'.. Decorre da
cones.nuidade à direita do processo X que para todo ponto x em
r ar0 0

v (x)E ' '
X
v(XT v (x) > g (x)

Suoondo-se c > 0 e ].evando em conta a desi.gualdade aci.ma tem
se
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0 < c = suPlg(x)-v;(x)] - suP)U3.[g(':)-v:(x)]o ' ''o
(5 2)

A função c + ve(x) é excesso.va e c + vc(x) > g(x)
do xcE. Como v(x) é am.m.e. de g(x) tem-se:

para to

c + v. (x) a: v(x)

Tomando-se 0 < a < min(crc), como c < " pode-se
emvittude de (52} um ponto xc (E-ro)ual'o tal que

g(xo) - vc(xo) > c - cl

donde segue, usando (53)- que

(53)

encontrar

(54)

0 < v(xo) g(xo) < c 't ve(xo) a(x ) < a < c
' 0'

[tl] Rala

v(xo) < g(xo) + c

ar. . Mas

vc:(xo) - E '(v(XT )) = v(xo) >p g(Xo)

que juntamente com (54) i.aplica que cx > c, o que contradiz a hi-
pótese 0 < a < min(c,E:} . Logo c = 0 e o lema esta demonstrado. l

LEMA 2.7. Sela x = (x.F, &., Px), tci, am pxaceó.se da Maxkov
,b.tandãxd, g(x) uma áünção caRIz'nua e f(x) óe.mZcon,tZnua IndexX.o,t-
«'«,c.. 0 ''"J"«z. r; ê 6 "d', r.lr. .z«««'. :+o ' v:+v.
IP' q.t.p., xeEI. Tem-.6e ainda S.+S., e+O.

DEMONSTRAÇÃO Seja x. uma sequência de pontos de I'
""''> x quando n -----+ m .

X

C

(55)

tal que
xn

f(x) < lim inf f(Xn) < lim inf g(xl..) + E:
11-+ 11-.> ' ' r}

lim g(xn) + € gCx) + c
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ou seja, xc l.'c e poi'tanto I'c é fechado. E evidente que I'ç:.+Fo
quando e+0 e como [Pc cresce quando e+0 segue-se que existe
].im T., que denotalemos por T
€

Mostraremos que T = To (px q.t.P., xcE)

Como To > Te: segue-se que To a: T Se T(u) = " então
TO(u) : " e vale a igualdade nQ conjunto A = {U : T(u) = w}.

(Px

Suponhamos que uc n-A. Da quase continua.date à esquerda do
Te-'----> XT (P" q.t.p., xcE) no conjuntoprocesso X segue-ge que X. -.----+ x.

ç2-A quando Tç. FT

Seja t tal que XtcrE:' Fazendo-se t+Tc' como o processo x
é contínuo ã direita, Xt ---"""+ XT. e XT.e 1'c para todo e > 0

Decai're daí que f(XT.) < g(XT ) + c. Fazendo c:+o
na pri.mei-la desigualdade a semi.continuidade infe='ior de
terceira a Continuidade de g têm-se:

e usando
f e na

f(X,F) < lim inf f(xT ) < lxm infEgXxrc) g(XT)
ou seja

f(xr) < g(xT)

e portanto XTe 1'o' Da defi.nação de To segue
Penar.ó,t4ação do .{eoxema 2 . 2

se que T < T0

a) Pe].o teorema 2.]., v(x) = s(x)
Seja t tal que x. € 1'., entãot €

s (Xt) < g(Xt) + e. (56)
Lembrando que

S. = i.nfÍt > 0 s (Xt) < g (Xt)+c}

e como o processo tem trajetõri.as contínuas à dizei.ta
da lq:,-continuidade de s(x) e g(x) segue-se que:
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t+SCs(Xt) : s(XSe) ' t.}S.g(Xt) : g(XSc:). (57)

Passando ao limo.te em (56) pala t'FSc: e usando (57) obtém-se

(58)

isto é,

Ca].Guiando-se Ex em ambos os membros de (58) tem-se

E'Ls X(x ) + cg(x<S SC €

Mas pelo Lema 2.6, s(x) = Exs(XS ) e portanto

s (x) < Exg (X. ) + E:
D

C

eou

Exg (Xs ) > s(x)

o que mosto'a que Sc é uma regra de parada (s,e)-ótima
€

(59)

tem-seJ' Q =do-se (59)leglembrando que Sc é uma regra de para

s (x) S < m)e '

(Se< "f So;m)) + Ex(g(XS.);(Sc< m. So< ~)

lema de FalouApli.cardo-se o

s(x) < Ex(:.}0 suP g(XS:) ; (So« ")) '} Ex(c.km sup g(xSc); (So:"))

mas pela quase conta.nui.date à esquerda do processo de Markov X e a
continua.date de g levando em conta que pelo lenn 2.7, S.tS., tem
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Em (So < ") :iT ;-' ''*;.' !tT ''*::'
Em (SO = m) lim sup g(x. )

e+0 nC lim sup g(x.)
t-bw '

Portanto

S(X) < EX]g(XSO);(SO< m)] + EX(tzm sup g(xt) f sO;")
logo

s (x)

Exg(XS )0

'x

)g(x
$ 0

e portanto S. é (0,g) -õti.mo.

c) Se Px(SO< m) : 1, em decorrênci.a da conde-ção L(A+) vem

[tzm sup g(xt) ; se : "] 0

e portanto

s (x) < Exg(XS ),0ou seja
s (x)

Observemos que se o processo de Markov é de Fellez . de acolho
com o ].ema 2.2 s(x) é semi.contínua inferiormente e portanto as
condições do teorema estão sati.ski.tas. l
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