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INTRODUCAO

A formulsgado da teoria dos tempos de parada Gtimos para proces-
sos estocasticos foi motivada pelos trabalhos dé Wald em Analise Se-
guencial. Wald e Wolfowitz [21} mostraram que o problema da existen-
cia de solugtes de Bayes em teoris das decisoes sequenciais podia
ser considerado como o problema da existéncia de tempos de parada
Otimos pare um processo estocastico (parametro discreto) convenien-
temente escolhido. Mostraram gue existe um tempo de parada otimo sob
hipoteses naturais do ponto de vista estatistico. Arrow, Blackwell
e Girshick [1] obtiveram esses resultados sob condigoes mais gerais
e os metodos que eles empregaram foram utilizados por Snell [19] pa-
ra formular e apresentar uma solugdo para o problema de parada oti-

ma de uma sequéncia de varidveis aleatorias.

FormulagGes gerais abordando varios aspectos do froblema de pa-
rada 6tima para sequéncias de variaveis aleatdrias sao apresentadas

nos trabalhos de Chow e Robbins [3}, [4], Haggstrom [ID} e Siegmund

[18].

Utilizando-se de outras técnicas, inspiradas na teoria proba-
bilisfica do potencial, Dyhkin {6}, considerou o problema da carasc-
tafizagéo do valor e da determinagdo de tempos de parada Otimos e
€-O0timos para processos de Markov com parametro discreto. Grigelio-
nis 8 Shiryaev [9} estenderam alguns desses resultados para proces-
sos de Markov com parémétro continuo. Obtiveram o teorema 2.1 para
tempos de parada que param com probabilidade. 1 e fungoes de recom-
pensa nac negativas. Nesse trabalho mostramos gue ampliando-ss a clas
se dos tempos de parada, permitindo tempos de parada gque ndc param

com probabilidade 1 o nove valor coincide com o anterior, sendo por



tanto a menor majorante excessiva da fungao de recompensa. Para ob-
ter essa extensao demonstramos os lemas 2.3 e 2.5. S0 essencialmen-

te nossas ainda as demonstragOes das proposigodes 2.2 e 2.3.

0 trabalho esta dividido em 3 capitulos. 0 capitulo zero intro-
duz as notagdes e alguns conceitos basicos da teoria das probabili-
dades gue sao utilizados. O capitulo 1 contém definigdes e alguns re-
sultados fundamentais da tsoria dos processos de Markov com parame-
tro continuo. Esses resultados sao apenas enunciados e sao indica-
das fontes bibliograficas onde podem ser encontradas as demonstra-
;O0es. Para esse capitulo as principais referencias sao: Dynkin [7],
Blumental.e Getoor [2} e Meyer [13], [14]. Finalmente no capitule
2 sao apresentadas as propriedades das fungoes excessivas para pro-
cessos de Markov e a seguir obtida a caracterizagdo do valor (teo-
rema 2.1) e condigoes de existéncia de tempos de parada o6timos e -

otimos (teorema 2.2).

Pretendemos num proximo trabalho apresentar aplicacgbes dos re-
sultedos obtidos. Estas se situam no campo de controle e processos

de decisaoc sequencial.
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CAPITULO o0

PRELIMINARES E NOTAGOES

Indicaremos pela letra I um intervalo da reta real extendida.

Quando necessario especificaremos o tipo de intervalo considerado.

O par (Q,d) indicard um espago mensurdvel, isto &, 0 um con-
junto abstrato e ¢ uma o-3lgebra de subconjuntos de Q. Se em O &
dada uma topologia denominaremos de o~algebra de Borel 3 o-algebra
gerada pelos abertos.

Sejam (R,d) e (E, &) espacos mensuriveis. Uma fungao £ de-
finida em £ com valores em E & mensuravel relativamente a J eé,
se para todo Be§, fnl(B}€3 . Usaremos a notagao J|& para indi-
car que f & mensurdvel relativamente a J e & . Se E = R (reta
real extendida) e & sua o-algebra de Borel ent3o uma fungao 3 |6,

mensuravel serd denominada f{uncdo real mensurdved.

Seja (Ei, éi), i€ J, uma familia de espagos mensuraveis. Se-
Jja ‘ }Ei ¢ O produto cartesiano. Define-se a c-élgebra produto em
 ded
} jEi ¢, como a ¢-algebra gerada pelos conjuntos da forma ] ]Fi, em
iJ i J
que F, = Ei para todo i€ J, exceto para um nlmero finito de In-

dices.
Sejam: Q um espaco abstrato, {Ei’é%)' i€ J, uma familia de es
pagos mensuraveis e fi aplicacoes de £ em Ei. Denotaremos por
c{fi, &y ried}

a o-algebra gerada pela familia de fungoes {fi, ieJ}, isto &, a o-



adlgebra gerada pela familia de conjuntos {f;l(A}, Ae:gi, ieJ}. Se
os contradominios dessas funcdes siao os mesmos, indicamos essa o-al
gebra por of{f,, ieJ}. '

Uma medida u em (2,3) & uma fungao nao negativa e o-aditi-
va definida em J . Se u(Q) = 1 esta medida & denominada medida de
probabilidade.

Um espago de medida € uma terna (2,3,u), onde Q & um espago
abstrato, J uma o-algebra de subconjuntos de O e H uma medida
definida em J . Um espago de medida (R, 3,u) & dito completo (ou
J & dita completa) se para todo A€3 , com u(A) =0 e BCA se-
gue-se que Be&Z . Indicaremos por * a o-algebra 3 completada pe
la medida u, isto &, a o-algebra dos subconjunéos AcCQ para os
guals existem Al e A €3 tais que AlC A<1A2 e u(Az—Al) = (0,

2
A extensdo da medida yu para JI¥ serd denotada pPoOr U mesmo.

- H .
A o-algebra JF = (A\J ; onde J & a familia de todas as medi-
Hed
das finitas definidas em J & denominada completamento wvernsal de

J. Os- conjuntos de F s3o denominados universalmente mensurivedis.

Sejam (Q,3,P) um espago de probabilidade e (E,&) um espago
mensuravel. Uma fungdo X definida em com valores em ,XeJ|&
€ denominada uma vaxadiavel alfeatoria. ‘

A medida de probkabilidade PX definida em (F,6) da seguinte

forma

P, (B) = P(x"t(B)), v Bes
€ denominada distribuicao de probabifidade da varidvel aleatdria X.

Se X & uma varidvel aleatdria definida em (,¥, P) a valo-



res reais, sua esperanga matematica sera indicada pox
EX = jxap,
Q
desde que essa integral exista, ou seja
- +

J.X dP < o ou J‘X dP < o,

f 193
onde

X+ = max (X, 0) e X = max(-X,0).

Se X & uma variavel aleatdria com valores em (E,&) e f uma
fungao mensurdvel definida em (E,&) com valores reais entao

Ef (X) = jf(x)dpx(x) .
E

Esta igualdade & valida para fungOes mensuraveis reais para as quais
uma das integrais exista.

Se X & uma variavel aleatdria definida em (Q,3,P) e Aed
indicaremos por E(X;A} a integral ‘fXdP.
. A

Dado um espago de probabilidade (Q,J,P), G uma sub-g-algebra
de J- e X uma variavel aleatdOria integravel a valores reais en-
tao E(Xlg) indica a esperanga condicional de X dado g , isto &,
a fungao G mensuravel tal que, qualquer que seja A€EQ:

E(X:A) = E(E(X[G);A).

De X =1I,, onde A€3 , entdo E(IAlQ) é denominado procbabifidade
condicional de A dado G - '

se G = G{Yi, i€I} onde Y, sao variaveis aleatdrias reais de



finidas em (Q.3,P) entio E(X|G) serd indicada também por

E(xiyi , 1€T) .

Apresentamos agora uma pequena modificagao do teorema da con
vergéncia monotonlca que sera utilizada com frequéncia nas demons-
tragoes.

PROPOSIGAO 0.1. Seja X, uma sequéncia ndo decneécente de va-
riaveds aleatorias reals deé&n&daé em (Q,d,P) e ftais que EX1<<».
Se = lim X entao

n
o

EX = lim EX_ .
n
N>-co
DEMONSTRACAD. Se EXI==w entao EXl = = e todas as integrais
Exn = ® para n>1l, Logo EX = », pois X > Xr'l n> 1. Portanto wa-
le a igualdade.
Se EXZ < «- entdo Xy é integravel.

A sequéncia Xn—Xl > 0 € nao decrescente portanto a essa se-
quéncia aplica-se o teorema da convergéncia monotdnica e portanto

E(Xn~Xl) 4 E(X-Xl)

e portanto Exn+Ex.

Esta notagao serd usada em geral. Se {a,} & uma sequéncia re-
al nao decrescente que converge para a indicaremos este limite por
a, ta. Analogamente ajta indica que a & o limite da sequéncia nio
crescente {an}.

Nao faremos distingdo entre as nomenclaturas: {a )} & uma se-
quéncia ndo decrescente e {a } & uma sequéncia crescente de nime-
ros reais. Qualquer uma dessas expressOes serd utilizada para uma se
quéncia em que a, € a1,
que a sequéncia & estritamente crescente.

n » 1. Se an < a n>l, diremos

n+l ’

Convengao andloga serd aplicada a sequéncias de fungdes.



As refer@ncias bibliograficas serdao dadas na seguinte forma:
indicaremos o nome do autor e entre colchetes o nimero da obra cu-

ja especificagao completa encontra-se na bibliografia. Assim
Blumental e Getoor [2]

refere-se a obra "Markov Processes and Potential Theory", cujo nime
ro na bibliografia & [2].

A abreviagao m.m.e. & utilizada para designar a menor majo-
rante excessiva de uma dada fungao.



CAPITULO 1

§1. NOGDES GERAIS SOBRE PROCESSOS EsroéRSTzcos

DEFINIGCAO 1.1. seja (2,%,P) um espago de probabilidade. Uma
familia (Xt, t€l) de variaveis aleatOrias definidas em (R, 3,P)
com valores no espago mensuravel (E,&) & denominada um pAgcesso es
tocastico.

Se o conjunto de Indices I é'enumerével, dizemos gue © pro-
cesso & a parametnro discrneto. Estaremos interessados nos casos em
que I = [0,®), I = [0,o] ou I = [a,b], 0 < a < b. Nesses casos
o processo & dito a parametro continuo.

Para cada w fixado a fungao o -*»Xt(m) de I em E & de-
nominada uma frajetoria do processo.

Pode-se considerar um processo estocastico como uma fungdo de-
finida em OxI com valores em (E,&). Consideraremos o conjunto I
munido da g-algebra de Borel B (I).

*

Suporemos gue oOs processos estocasticos mencionados abaixo es-
tao definidos num espago de probabilidade (Q,3,P) dado.

DEFINIGAO 1.2. O processo estocastico {Xt, teI} & dito men-
suravel se para todo Beg§

{(w,t) : xt(w) € BleF xB(I).
DEFINICAO 1.3. O processo estocastico X = {X,, teI} & dito

adaptado & familia nao decrescente {Et,'tEI} de sub-g-algebras de
3 se XtEZ%Jg , V teTI.



Para todo te€I denotemos por 3t+0 = ) 35.
s>t
DEFINICAO 1.4. A familia de o-dlgebras {St, t I} & denominada
continua a diredita se 3, = 3t+0’ para todo teTI.

DEFINICAO 1.5. O processo estocdstico X = {Xt, ter} e dito
progressivamente mensuravel relativamente 3 familia {Jt’ teIl de
sub-g-algebras de J se para todo Be& e teT

{(w,s) : Xs(w} € B, s ¢ t}e th [0,t]
onde 3 [0,t] denota a o-algebra de Borel do intervalo [0,t].

E facil verificar gque todo processo progressivamente mensura-
vel com relagao a uma familia crescente de o-Algebras {Jt’ ter} &

adptado a essa familia e mensurivel.

Vamos agora introduzir a nogao de tempo de parada.

Seja (£,3) um espago mensuravel e .{Bt‘ tel}l, I = [0,«], uma
familia ndo decrescente de sub-o-ilgebras de F . Suporemos ainda que
3& =,

~ DEFINICAO 1.6. uma aplicagac T de © em I & denominada um
tempo de parada relativamente a {3, teI} se para todo teI

{T < t}e St.

Associa-se ao tempo de parada T a o-algebra JT dos subcon=-

juntos A €3 tais que AN{T < t}e 3. para todo te[0,%).

Intuitivamente deve-se pensar na o~algebra Gt como contendo
toda a informagao sobre o processo até o instante t. Interpreta-se
BT como contendo toda a informagao scobre o processo at@ o instante

aleatdrio 7.

Seja {xt, t €I} um processo estocistico mensurivel definido



em (R,3,P) com valores no espago mensuravel (E,&) e H uma va-
ridvel aleatdria definida em  com valores em I = [0,~]. Denota-

remos por XH a variavel aleatdria que no ponto ® assume o valor

XH(w)(w)'

Se T & um tempo de parada relativamente a {Et, tel} e {Xt}
um processo estocastico adaptado a {Jt} entao X,, representa o

T

processo parado segundo T. Na proposigao l.l reunimos uma série de

resultados basicos sobre tempos de parada. Na parte g) dessa propo-

sigao damos uma condigdo suficiente para que XTGEGTlé. Uma demons-

tragao desses resultados & encontrada na secgdo 3 do capitulo IV de

Meyer [13]. Todos os tempos de parada mencionados abaixo referem-se
a uma familia nao decrescente de sub-g-algebras {3£’ tel} de 3.

PROPOSICAD 1.1. a) Sejam S e T tempos de parada. Entaoc SAT

sa0 tempos de parada.

Se T ¢ um tempo de parada entdc T & Jp mensuravel.

Sejam S e T tempos de parada e A €3, Tem-se entdo
an{s < T} € 3.

Sefjam S e T Zempos de parada tais que S < T. Tem-se en

P o
tao JS_.JT.

e}

e {s > T} penrtencem as o-algebras I_. e dp

§)

Sejam S e T Ztempos de parada. 08 eventos {S <T}, {s=T}

S
Seja T, uma sequencia de tempos de parada. Entdo sup T

tambem ¢ um tempo de parada. Se a familia {3, teI} e continua a
diredita entao inf T,r lim inf T _, lim sup T, sd0 tempos de para-
da (refativamente a {3, t€I}). Alem disso para T = inf T tem-se

gl
ravel

T ¢ um tempo de parada relativo a '{Jt} entao X

3= 3. .
-+ n>1l Th
Se 0 processo X = (Xt’ te€l) com valores no espago mendu-

(E,8) ¢ progressivamente mensurdvel com relacdo a (3.} e

_ JT[é.



Em vista da parte g) interessa-nos saber em que condigdes um
processo estocdstico € progressivamente mensurivel.

A proposigao 1.2 di uma condigao suficiente, que no futuro su-
poremos sempre satisfeita.

PROPOSICAO 1.2. Sefa E um espaco Localmente compacto com ba-
4e enumeravel ¢ & sua o-dlgebra de Borel. Seja {X_, teI} um pro
cess0 esiocastico com valores em (E,8) e adaptado familia
chescente {3, teI} de sub-o-dlgebras de ¥ , tendo trajetirias con
tinuas @ direita. Nessas condigies o processo  {X, , teI} & progres
sivamente mensuravel comn relacdo a {Jt}'

t’
a

Uma classe importante dos tempos de parada associados a um pro
cesso estocdstico € a classe dos tempos de primeira entrada do pro-
cesso num conjunto & -mensuridvel e dos tempos em que O processo a-
tinge um conjunto &£-mensuravel.

DEFINICAO 1.7. Seja A€&, o tempo

DA=1nf{t20:Xt € A}

& denominado tempo da primeira visita do processo ao conjunto A,

DEFINICAD 1.8. Seja A€&, o tempo

'I‘A = inf{t > 0 : XtE A}

€ denominado o tempo em que o processo atinge A.

PROPOSIGAO 1.3. Seja X = {Xyr t€I}  um processo estocdstico
progressivamente mensuravel relativamente & familia {3, teIl}, con
tinua a direita e tal que para todo t, J. e completa com relacdo
a P. Sefja (E,8) o contaadominio de X e¢ & o complemento uni-
versal de & . Para fodo BeE 04 Lempos
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inf{t > s : X,e B}

D £

it

T

il

n N

inf{t > s : X, € B}
onde s > 0, &do tempos de parada relativamente a {3, terl.

Para uma demonstragdo dessa proposigdo veja-se Meyer [13], ca-
pitulo IV, teorema 52 e comentirios subsequentes.

§2. MARTINGAIS E SUPERMARTINGAIS

Seja (2,3,P) um espago de probabilidade e I = [0,%).

DEFINICAO 1.9. Um processo estocistico {Xt, teI} a valores
reais definido em (Q,3,P) e adaptado 3 familia n3o decrescente
{3_, teI} de sub-g-algebras de 7 denomina-se um supermantingal
se: |

a) E[X | <=, Vter; .

b) Vs < t, s,teI, E(xt}:rs) < X, (P g.t.p.).

Se na condigao b) vale sempre o sinal de igualdade o processo
ﬁxt, teI} denomina-se um martingal.

Se a condigao b) & substituida pela

b') E(Xtiaé) >X ., Vs <t (Pqg.t.p.);

O processo ’{Xt, tel} denomina-se um submartingal.

Observemos gue O processo {Xt,3£}, t€l & um supermartingal
Se e somente se O processo {—Xt':%}' teI & um submartingal.

DEFINICAO 1.10. Denominamos de supesrmanrtingal genenalizado a
um processo estocastico {Xt, tel} adaptado a {JE} que satisfaz
a condigdo b) da definigZo 1.9 e para o qual a condigdo a) & subs-
tituida pela condigdo

a') EXt < o, VeI,

N U
RRLOTECA R WY
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As duas proposi¢Oes que enunciamos a seguir sao fundamentais
para a construgdao da teoria dos tempos de parada para processos de
Markov. O primeiro & um teorema de convergéncia para supemartingais
e o segundo & essencialmente o teorema da amostragem opcional de
Doob, que afirma que partindo-se de um supermartingal e transforman
do-o de acordo com uma sequéncia crescente de tempos de parada ob-
tem-se ainda um supermartingal. Isto em termos de jogos corresponde
a afirmar que um jogo desvantajoso para um jogador permanece desvan
tajoso sob um sistema de apostas selecionadas de acordo com uma se-
quéncia de tempos de parada.

PROPOSICAO 1.4. a) Seja I = [0,) e I =1IU{=} e suponha-

mos que 0-processo X = (xt, F)  seja um supermartingal tal que
sup E(x;) < o,
tel

Entac com probabilidade um existe o Limite X_ = %iﬁ X, -
b) Se as variaveis aleatorias {X., te€I} sdo uniformemente in
Ztegravedls entao o processdo X = {x, . tell, onde

3, =0(U 3), X, = limX
tel tre

t
.2 um supermartingal.
~e) Seja x = (X, 3.} um supermartingal generalizdo. Entdo e-
xiste. o Limite X = lim X e e gindito ou infinito para quase todo
. w tal que Ere
inf sup E(XZ!SE)-<w.
sel tel
A demonstragao dessa proposigao encontra-se em Neveu [16] ou
Meyer [13]. A parte c) foi demonstrada por Snell em [19].

PROPOSIGAOC 1.5. Seja X = (Xpr 3o tEI) um supermantingal pa-

ra o qual existe uma variavel aleatoria Y, F-mensurdvel fal que

ElY] < = e Xt>]HYL%),t€I, P g.t.p.



- 12 -

Entao se T e S sdo fempos de parada relativamente a {3, t I} e
T>8 (Pq.t.p.) ¢ P(T < ») =1, as varniaveis aleatirias X e

S
Xp 440 integrdvedis e

Xg >,E(ijas) (P g.t.p.).

Se {x,, &} ¢ um martingal uniformemente integrivel entido
Xg = BE(Xp]35) (P g.t.p.).
Para uma demonstragao dessa proposigdo veja-se Neveu {19] ou

Meyer [13].

'§3. PROCESSOS DE MARKOV COM PARAMETRO CONTINUO

Seja (Q,%,P) um espago de probabilidade e {3, teI} uma fa
milia ndo decrescente de sub-o-Zlgebras de J . Doravante USaremos
também a notagao X(t) para indicar as varidveis aleatOrias Xy de-
finidas em (Q,3,P). O conjunto de indices I sera um 1ntervalo da
reta real extendida e salvo mencdo em contrario Suporemos que 0s pro

cessos estocastlcos mencionados a seguir estao definidos em (2,3,pP)

DEFINIGAO 1.11. Um processo estocdstico X = {X,, teI} com va
lores no espago mensurdvel (E,&) & denominado processo de Markov
relativamente a familia {J_, t€I} se estdo satisfeitas as condi-
¢oes:

a) X & adaptado a {3£};

b) para todo te€I as o-algebras Jo e G{XS, s > t} sao con

dicionalmente independehtes dado isto &, se A€ J e

Xy t
Be G{XS’ s 2 t}

entao

P(ANB }xt) = P(A}xt)P(Bjxt). (1)
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Diremos simplesmente que X & um processo de Markov sem men-
cionar explicitamente f3£} gquando I = o{Xs, s-< t}, para todo
tel.,

O conceito intuitivo de processo de Markov como um processo no
qual o futuro depende s& do presente e ndo do passado estd explici-
to na definigao 1.1l porém esta ndo é facil de se verificar.

A proposicao segulnte da condlgoes necessarias e:mﬁh91entes pa
¥a que um processo seja de Markov que sac mais faceis de serem veri
ficadas.

PROPOSICAO 1.6. Seja X = {X_, teI} um processo estocastico
adaptado a4 familia {3 }. As Aegu&nteé afirmacoes sdaoc equivalentes:

a) X 2 um pnaceaao de Markov relativamente a {3t}‘

b) Para todo teI 4se Y 2 uma fungdo o{X . s > t} mensuna-
vel e Limitada tem-se:

E(Y]|3) = E(¥|X

,t t) .

¢) Para todo t,se€I, com t < s e toda funcad £,& -mensuna-
vel e Limitada,

E<foXsI3£) = E(foxijt).

Introduzimos a seguir a definigao de fungao de transicao Marko
viana. Sobre processos de Markov que hao possuem fungoes de transi-
¢ao muito pouco se pode falar a respeito do comportamento das tra-
jetdrias e de suas propriedades analiticas.

Restringir-nos-emos a considerar fungdes de transigao homogé-
neas no tempo.

DEFINIGAO 1.12. seja (E,&) um espago mensuravel. A  fungdo
P (x,A) definida para todo t » 0, x€eE e Acé & denonminada fun
gao de thansi¢ao Markoviana (homogénea no tempo) se:
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E(foxs!3t) = P (X, ,£) (2)
onde

P, (x,£) = fEf(yms(x,dy). | (3)

A férmula (3) cujo lado esquerdo serd também denotado por
Psf(x) define um operador linear positivo que leva funcoes é-mensg
ravels e limitadas em fungdes &-mensurdveis e limitadas.

A familia de operadores {P,, te€I} & um semigrupo.

Seja E um espago topoldgico localmente compacto com base enu
meravel e & a o-algebra de Borel de E.

DEFINIGAO 1.14. o semigrupo {Pt, tel}l definido por (3) & di-
to semigrupo de Fellexr se P £ € continua para toda funcido f con-
tinua e limitada definida em E, V teI.

Cabe observar que a definigd3o 1.13 & consistente com a defini-
cao dada pela parte c) da proposicao 1.6,
De fato, tomando~se a esperanga condicional de ambos 0s membros

da igualdade (2) com relagdo a Xt tem~s&

E(foxijt) = P (X, ,f). (4)

Comparando-se (2) e (4) com c) da proposigao 1.6 vé-se que as
defini¢oes sdao consistentes.

A existéncia de fungdes de transigdo Markovianas significa que

& possivel escolher versdes das probabilidades condicionais
P(X, €B ]xs), s < t,
gue sao regulares.

A guestac que se coloca naturalmente & a seguinte: Suponhamos
que sejam dadas uma medida de probabilidade u e uma fungao de tran
sigao Markoviana no espago mensuravel (E,g). Existe um processo de
Markov com valores em (E,E) gue tem u como distribuigao inicial

e P (x,A) como fungdo de transigdo? As condigdes mais gerais so-
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bre (E,&) para que a resposta seja afirmativa, nc caso I = [0,«),
nao sao conhecidas. Uma condigao suficiente quande E & um espago
de Hausdorf o-compacto e & & a o-algebra de Borel & dada pelo
teorema da consisténcia de Kolmogorov. Para o enunciado desse teo-
rema veja-se Blumental e Getoor [2], teorema 2.11. A demonstragao
do mesmo pode ser encontrada em Parthasarathy [17].

Introduzimos agora o tipo de processos de Markov, que poste-
riormente, sujeitos a certas condigoes de regularidade serao empre-
gados no estudo dos tempos de parada.

Sejam (£,3) e (E,8) espagos mensuraveis, {J,, teI} uma fa
milia nao decrescente de sub-o-~algebras de J . pPara cada tel, seja
xt uma apllcagao de Q em E. Para cada X€ERE, p¥ denotara uma
medida de probabilidade em (Q,3).

DEFINICAO 1.15. A colegao X = (Xt,st,Px) é denominada um pro
cess0 de Markov (temporalmente homogénec) definido em (©,3) com va
lores em (E,&) se as seguintes condicles estio satisfeitas:

a) Para todo teI, X, el

b) Para todo A€3, P*(a) & uma fungao G-mensuravel e para x
‘fixado uma medida de probabilidade em J.

¢} Para todo x€E, t,seX
PY(x,,_eB |3) =X (x eB) % q. t.p.) (5)
t+s Yt s q- EePe)

a) PH(X_=x) = 1.
e) Para todo wef, tel existe w'e tal que

xs(w‘) = Xt+s(w).

Se denotarmos por BE = c(xs, S < t) a c-algebra gerada pelo
processo até o instante t e J° = g(X_, seI) segue-se da condigido

a) da definigdo 1.15 que 32c’3£ e J <3,

Se puzermos f(x) = PX(XSE B) entao f(x) & &-mensurdvel e



portanto PX(t)(XSe B) = fOXt e BE-mensurével. A equagao (5) exi-—
be a probabilidade condicional do lado esquerdo como uma fungdo men
suravel de X, e portanto a condigao c) da definigdo 1.15 implica
que para todo xEEEé a familia {Xt, teI} & um processo de Markov
definido em (Q,3,P ) com valores em (E,§) com relacaoc a familia
de o-algebras {3, teI} no sentido da definigéo 1.11. A definigdo
1.15 nos da de fato uma familia de processos de Markov, um processo
para cada uma das distribuig¢oes p*.

A maneira intuitiva de se pensar a respeito da definigdo 1.15
€ a seguinte: Se considerarmos a aplicagdo t — X (w) como a tra
jetdéria de uma partIcula que se move no espago E entdo P*  deve
ser pensada como a distribuigao de probabilidade da particula que
inicia o seu movimento no ponto x no instante t = 0. As condi-
goes a), b) e e) sao condigbes de regularidade e a condicdo c¢) diz
a grosso modo que se conhecermos a evolugio da particula até o ins-
tante t entao probabilisticamente seu futuro € o mesmo gue se a
particula iniciasse seu movimento no ponto Xt(w).

A seguir supcremos gue o espago dos eventos elementares Q= EI,
.isto &, o espago das fungoOes definidas em I com valores em E, que
suporemos munido da o-algebra produto. As variaveis aleatdrias X

t

e . o~ - I ~
serao as aplicacgoes coordenadas e as og-algebras Ji em E serao

as o-algebras O(Xs; s < t).

Esta hipOtese nado restringe a generalidade porque para todo
processo de Markov que satisfaz as condi¢oes da definigéo 1.15 exis
te um processo equivalente em que { = EI (ver teorema 4.3, do ca-
pitulo I em Blumental e Getoor [2]).

Introduzimos uma notagao muito cdmoda gue permite reescrever
de modo conveniente a propriedade de Markov.
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DEFINIQKO 1.16. Sseja u)GEI, designaremos por Btm o elemento
de EI definido por

r 3 —
Xs{etw; = Xs+t(w)' s I.

Denominamos 6, de operador de Zranslacdo por t.

t
Se £ & uma funcao definida em Q, £,6, serd denominada a

thanslLadada de £ segundo t.

Observemos que a condigao e) da definigao 1.15 exprime que § &

invariante por translacoes para todo telI.

PROPOSICAO 1.7. Sob as hipoteses da definicio 1.15 a proprie-
dade de Markov e equivalente a cada uma das seguintes condigies:

a) Para toda funcdoc Y deginida em (Q,3) com valonres reais,
Limitada e Jo—menéun&ueﬂ, x E, teI,

X _ =X(t)
ET(Y 68,]3) =E (Y). (6)
b} Para Zoda gfungao neal &-mensuravel, x<E, tel
X X A{t)
E (foxt+sist) =B UE X_. (7)

Muitos argumentos na teoria dos processos de Markov envolvem a
utilizagdo da propriedade de Markov (condigdo c¢) da definigcdo 1.15)
'para um tempo de parada T. Isto equivale a dizer que a independén-
cia do futuro com relacao as passado deve permanecer valida quando
o presente & aleatdrio. Este fato admitido como verdadeiro revelou-

se falso para processos de Markov com pardmetro continuo.

DEFINIQRO 1.17. O processo de Markov X = (Xt,JE,PX), telI, e
denominada processo de Markov forte se para todo tempo de parada T
relativo a {Bf, teI} tem-se em lugar de (5) na definig3o 1.15:

X€E, Be&, sel

P¥(x eB |3 = pX(T)(xSe B), ®* g.t.p.) (8)

T+s T

no conjunto {w : T(w) < «}.
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Uma condigao suficiente para a validade da propriedade de Mar-
kov forte & dada no teorema 8.11 do capitulo I de Blumental e Ge-
tooxr [2].

Define-se também o operador de translagao em Q segundo um
tempo de parada T. Para cada w, eTw € o elemento de Q tal que

para todo se&lI,

XS(GT(w) = X

T(w)+s(w)'

PROPOSICAO 1.8. Se X = (X, 3,P%) Z um processo de Markov for
te, Y ¢ uma funcdo I-mensuraveld tal que E|Y| <o e T & um tem-
po de panrada relativo a {St, tell}l entao

X ‘ . LXA(T) X

ET (Y 8, | Jp) = E (Y) (" g.t.p.). (9)
De (9) decorre que se Z & uma variavel aleatdria JT*mensuré—

vel tal que ExlzT[ < © e ExizﬁTY} < @, xeE entao

B (zeyv) = eX@eX M) (v)). (10)

DEFINIQKO 1.18. O processo de Markov progressivamente mensura-
vel X = (Xt,Sf,PX), tel, & denominado quase continuc a esquenda se
‘para toda sequéncia de tempos de parada 'I‘n (relativamente a
{3, te1l}) tal que T AT tem-se

~ lim X, = X, P* g.t.p. em {T < =}.

o0 n

Observemos que a exigéncia de mensurabilidade progressiva nos

enunciados acima garante que as variaveis aleatdrias X e X sao

, _ T Th
mensuraveis relativamente a 3@{& e I |& respectivamente (ver

proposicao l.lg). o

Introduzimos agora os completamentos das g-algebras &, 3 e

Fyr tel que sao adequados para o desenvolvimento da tecria dos pxro
cessos de Markov standard.
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Para uma justificagao dessa afirmacao sugerimos a consulta do
artigo de Hunt [11].

Seja W uma medida de probabilidade no espago de estados (E,f)
e & a o-algebra & completada de acordo com a medida M.
Seja

P a) = jpx(mu(dx), rAed. (11)
5

P* & uma medida de probabilidade em J .

Sejam ) U
o - P — _ P
&= N g, I=NnF , 3, =N

onde a intersecgao & tomada no conjunto de todas as medidas finitas

U definidas em & . Seja P*  a medida p* extendida a J.

Do teorema 3.12 de Dynkin [7] segue-se gue se O pProcesso

x
X = (Xty Etrp)‘
& de Markov forte, gquase continuo 3 esquerda e o= Jio entao o
processo X =‘(Xt, gt' §X) também & de Markov forte e gquase conti-

nuo 3 esquerda em (E, &).

Segue-se que para processos de Markov forte quase continuos &
esquerda tais que Jt+0 = 3t podemos supor sem perda de generali-
dade que J=J3, & =g, Jt=3t e p* = p¥,

DEFINIGAO 1.19. Um processo de Markov X = Xy, Fe o p¥) cujo
espago de estados € (E, &) & denominado standasd se

a) E & localmente compacto com base enumerivel e & & a g-&3l-
gebra de Borel em E.

b J = Jo = % -
¢) As trajetdrias t —> Xt(m) sao continuas 3 direita e pos-

para todo teI = [0,«).

suem limites & esquerda em [0,«).
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d) X & um processo de Markov forte.
e) X & quase continuo i esquerda.

Sem perda de generalidade podemos supor que Q € o espago das
fungoes definidas em I com valores em E, continuas & direita e

i
I = (XS, s € t) para todo telI.

possuindo limites 3 esquerda. X sao as fungdes coordenadas e

Para o estudo das fungGes excessivas de um processo de Markov,
que definiremos a seguir, a o-algebra ¢ se revela muito pequena e
sua completada universal & & muito grande.

Vamos, seguindo Hunt [11] introduzir uma o-3lgebra intermedii-
ria entre E e & . Seja X = (xt, 3%' Px), te I, um processo de
Markov, definido em (2, 3) com valores em (E, €). Seja u uma me
dida de probabilidade em (E, &) e pH aymedidh em J definida
por (1l1).

Seja & a classe dos subconjuntos ACE tais que para toda
medida de probabilidade P em & existem dois conjuntos Bl,BZEEé

tais que BjCACB, e '

2

(X,) para todo te€[0,0)} = 1. (12)

t

u =
P {IBl(xt) Ig

2
E ficil verificar que & & uma o-algebra e Ecéc & .
Se E & um espago topolSgico e & é a o-algebra de Borel de

E entao os conjuntos de & &30 denominados quase borelianos.

~

As fungOes reais & mensuriveis s3o denominadas quase borelia
nas.

E facil verificar que f & quase boreliana se e somente se pa
ra toda medida de probabilidade yu definida em & existem duas

< f < £

funcoes £, e £, &-mensuraveis tais que £, 5 ©

Pu{fl(xt) = fZ(Xt) para todo te [0,»)} = 1,



Se & & a v-algebra gerada pelos abertos entdo f & dita
gquase boreliana.

Intuitivamente os conjuntos guase borelianos sao agueles que o

processo de Markov X nao pode distinguir dos boreliancs.

Seja X = (Xt' Jt’ Px) um processo de Markov standard cujo es
pago de estados € (E, &).

Seja ‘éb a classe dos subconjuntos GCE tais que para todo

x€ G, existe um conjunto A€ & tal que X€E€EACG e PX(T c 0) =L

A
T c € o tempo da primeira visita do processo X ao conjunto A
A
(portanto & o instante em que o processo deixa A pela primeira
vez) .

C

Intuitivamente Gé‘%% se O processo partindo de x €G perma-

nece em G durante um intervalo de tempo gquase certamente.

Verifica-se facilmente que ¥ & uma topologia em E, que em
virtude da continuidade a direita do processo X & mais fina do que
a topologia inicial de E.

Esta topologia & denominada topologia intrinseca no espago dos
estados.

A proposigdo gue enunciamos a seguir di uma condig¢ao neces-
saria.e suficiente para que uma fungao quase boreliana seja semicon
tinua inferiormente na topologia intrinseca. A demonstragao encon-
tra-se em Dynkin [7], teorema 4.9,

PROPOSICKO 1.9. Para que uma funcdo £ quase boreliana sefa se
micontinua infenionmente no ponto xeE na topologia intrinseca € ne
cessanio e suficiente que

lim inf £(X.) > £(x)

% t4¥0
com P probabifidade 1.



Para que essa condigao esteja satisfeita € suficiente que para
alguma vizinhangca G do ponto x, estejam satisfeitas uma das con-
dicoes:

a) Se Tn & uma sequéncia de tempos de primeira visita a um certo
compacto contido em G tal que 4

P (r™0) = 1
entao
lim inf E¥f(x

N> Tn)

> £(x)

b) A fungdo £ @& limitada inferiormente e a afirmagao em a) & va-
lida quando T € uma sequéncia de tempos de primeira saida de con

juntos abertos arbitradrios contidos em G cujos fechos sao compactos.

OBSERVACAO. Trocando-se lim inf por 1lim sup e o sentido

das desigualdades obtém-se uma condigao necessaria e suficiente pa-

-

ra f ser semicontinua superiormente. Se ambas valem entao f e
centinua na topologia intrinseca.

0y

Para designar que f & continua na topologia intrinseca dire-
mos que f étﬁé-continua.



CAPITULGO 2

§1. FUNGOES EXCESSIVAS PARA PROCESSOS DE MARKOV

Seja (@, J) um espago mensurivel, X = (Xt, Fe o P*)  um pro-
cesso de Markov standard definido em (8, ) cujo espago dos es-
tados € (E, &), onde & & a -&lgebra obtida através do completa-
mento universal. Seja Pt(x,A) a fungao de transicdo associada ao

processo X e {Pt} 0 semigrupco de operadores definido por meio de
P E(x) = fEf (v)P, (x,dy), (1)

onde £ & uma fungao limitada & -mensurivel. Observemos que (1) es

td bem definida mesmo que £ nao seja limitada, desde que f+ ou

f sejam integraveis.

DEFINIGCAO 2.1. a fungao £, & -mensurdvel definida em E com va
lores reais, tal que =~» < fi{x}) < « e Exf“(xt)<<w, para todo tel
e x€E & denominada excessiva (para o semigrupo {Pt, teI}) se

a) Ptf(x) < £{x), V tel, xeE.

b) lim Ptf(x) = £(x)}, V xeE.
ty0

iembremos gue
- - — X _ X
PE(x) = fEL(y)Pt(x,dy) = j@f(xt)dP = BX[£(x)]. (2)

Apresentamos agora algumas propriedades de funcoes excessivas
que serao utilizadas no estudo das regras de parada para 0s proces-
sos de Markov. As fungCes excessivas referem-se a um dado processo

standard X = (X, 3, P%).
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PROPOSICAO 2.1. a) Toda constante & uma funcdo excessiva.
bl Se ¢y >0, c, >0 sdo dois nimeros reais ¢ £ e g s&o
fungoes excessivas, ¢, f+c,g ¢ uma funcdo excessiva.

DEMONSTRAGAD. E imediata. |

PROPOSIQEO 2.2. Se £ ¢ uma funcdo excessiva entdo Ptf(x) e
tambem excessiva para todo teI e alim disso P E(x)>P _£(x) para
t < s.

DEMONSTRACAO. Como Pt(x,A) & &-mensurdvel, usando (2) para
£ = IA » A€ & , posteriormente para £ fung¢ao simples, para f limi
te monotdnico de uma sequéncia de fungles simples &-mensuridveis e
finalmente decompondo f = f+ - £ verifica-se que Ptf & &-men-

suravel:

PSPtf(x) = Ps+tf(x) = P

tPsf(x} sAPtf(x)u

Resta verificar a condigdo b) da definicao 2.1.

i

lim P Ptf(x} lim Ps+tf(x) =.1im P

s P f(x)
s¥0 s+ 0 sv0 S

t

il

Pt(lim Psf(x)) = Ptf(x).
s¥0

‘A peniltima igualdade & obtida aplicando-se a proposigao 0.1. |

PROPOSICAD 2.3. Se £ e uma dequéneda ndo decrescente de gun
¢oes excesdivas para o phrocesso X entde £(x) = lim £.(x) 2 exees
siva para X. e

_ DEMONSTRACAQO. Como fn+1 > fn tem-se f

— _'x— . o
f < fl' donde ETf (Xt) < ®,

Usando a proposicao 0.1 tem-se

nel S fn € portanto

Pt(lim fn)(x) = lim Ptfn(x) < lim fn(x) = f{x)

N300 > n-»oo

ou seja Ptf(x) < f£ix).
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il

lim Ptf(x)

lim Pt(lim fn(x)) = lim lim P f (x)
t¥v0 t¥0 N t¥0 n-soe

t

i

lim lim P £ (x) = lim fn{x) = £(x). |
t4v0 n-+oo

PROPOSIQRO 2.4. Se X = (Xt, 3. ) T um processo de Mankov
standard ¢ § & uma fungdo excessiva para X entdo

lexy), 3o P *}
e um supeimantingal genehak&zado. Se para cada X€E exdsie uma va-

niaved aleatdoria Y Antegravel P*  tal que

£(X,) > E" (Y| 3 ), tel = [0,»), xeE (3)

entao £ ¢ quase boreliana, o processo f(xt)v'é continuo a dired-
ta (P g.t.p., x E) ¢ para qualquer te(0,») existe 0 Rimifte

%}m f(X ) com p¥ probabilidade 1.
00

*

DEMONSTRACAD. Que {f(Xt), Ay P*} & um supermartingal € ime-
diato. De fato, da propriedade de Markov (proposicao 1.7b) segue-se

que
X

X _ s
E (f(xt)l 35) =E ° f(X, )

t-s

e como f & excessiva para X tem-se

X
S
E VX ) < £(X)

e portanto
X
E (f(xt)l 3 ) < £(x).

A demonstragao das outras afirmagdes é bastante elaborada e encon-
tra-se nos teoremas 12.4 e 12.6 de Dynkin [7]. |



Decorre da proposigdo 2.4 que toda fungao excessiva para um pro
cesso de Markov standard que satisfaz a condicdao (3) & quase bore-
liana. Logo para processos standard podemos supor que as fungoes
excessivas sao guase borelianas. '

Utilizando a proposigao 2.4 podemos dar uma outra definigao de

fungao excessiva equivalente & definigdo 2.1, gquando (3) vale.

DEFINIGAO 2.2. Uma fungdo quase boreliana £ = f(x), tal que
-o < f(x)<» e Exf"(xt) < «, para todo te€l e xeE & denominada

excesdiva para o processo de Markov standard (Xt' F.» PX) com se-~

t
migrupo Pt) se:
a) £ilx) & %%~continua.

b) Ptf(x) < £{x), V tel, XeE.

De fato, seja f excessiva de acordo com a definigao 2.1. Da
proposicao 2.4 segue~se que £ & quase boreliana e f(Xt) tem tra
jetdrias continuas & direita. Logo em particular

lim £ (Xt)
t+0

= £{x). (4)
Mas pela proposi¢ao 1.9 isto implica que f & @%—continua.

‘ Suponhamos que £ seja excessiva segundo a definigdo 2.2. Pe-
la proposigac (1.9) a igualdade (4) & verdadeira. Da hipdtese (3) se

gue-se que podemos aplicar o lema de Fatou obtendo

ty0

Da condigao b) da definiclo 2.2. tem-se

lim inf E®f (X,) > EX (lim inf £(X,)) = £(x). (5)

EXE (X ) < £(x)
e portanto

lim sup Exf(Xt) < £(x). (6)
30
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Comparando-se (5) e (6) vem

fi{x) = lim E¥ il .4
t+ 0

) = 1lim P f(x)

L

OBSERVACAO Decorre do teorema 4.9 e da observagdo que segue ©
teorema 12.4 de Dynkin [7] que a condigdo a) pode ser substituida
por:

a')y f{x) & %g—semicontinua inferiormente.

PROPOSICAD 2.5. Seja X = (Xt’ 3£, %) um paocesso de Mankov
standand e §, g funcies excessivas e nao negativas para X. Entdo
fAag 2 excessiva para X.

DEMONSTRACAO. Tem-se Pt(ng)(x} < (fAag) (x) obviamente.

lim P fag(x) = lim J(f(xt)Ag(xt))Px(dw)
40 t+0

f Lim (£ (X )Ag (X)) P¥(Aw) = (£ag) (x).
Qt+®

A desigualdade decorre do lema de Fatou e a Gltima igualdade da con

tinuidade a direita de f(x ) e g(X garantidas pela proposicao
2.4, |

PROPOSICAC 2.6. Se £ & excessiva para o processo sitandard
X = (Xt, 3t‘ p*y  tat que gug Exf~(Xt) <e®, I = (0,»), entdo exdLs
Ze lim f(x ) com P% probabitidade 1 e ¢ finito ou Lgual a +o,

to>00

DLMDNSTRAQAU. Decorre imediatamente das proposicCes 1.4 e 2.4.

Introduzimos agora uma notagao gue sera usada no resto desse
trabalho.

p PX) um processo de Markov standard.
Denotaremos por L a classe das funcdes g{x) definidas em E,
¢

Seja X = (X_, 3
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quase borelianas, %é-continuas tais que:
-o < g(x) < 9% Ex’g"(xt) < o, tel, xeE.

Denotaremos por L(A ) e L(A+} a classe das fungoes geL que
satisfazem respectivamente as condigles '
a”: F sup g“(xt) < ®, xeE
tel
A+: X sup g+(Xt) < =, xeE,
tel

Finalmente usaremos a notagao L(A_,A+) para L(A_)f\L(A+).

OBSERVACED. Segue-se do teorema 4.11 de Dynkin [7] que para pro
cessos de Markov standard X = (Xir Iy p¥) e fungoes geL o pro-
cesso (g(Xt), Iy s P*)  tem trajetdrias continuas 3 direita com P¥
probabilidade 1. Isto & suficiente para garantir que o processo

{g{x)} & separdvel.

§2. FORMULACAD DO PROBLEMA DA PARADA OTIMA

Seja X = (Xt, 3t’ PX), tel, um processo de Markov standard com
valores no espago de estados (E,&).
Seja g uma fungao definida em E, pertencente a L{(A ) e tal
que ’
E® sup g-(Xt) < @
tel
para todo X€E.

A fungao g serd interpretada como uma fungao de recompensa.
Observando-se © processo de Markov {Xt} e parando-se {(de acordo
com 0 tempo de parada T) quando o processo encontra-se no estado x

recebe-se a recompensa ¢g(x).
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A cada tempo de parada T adaptado 3 familia { Jt, tel} fica
associada, para cada x€E, a recompensa esperada ‘Exg(XT).

O problema da parada Otima consiste em escolher o tempo de pa-

rada T de modo a maximizar, para todo x<E, a recompensa esperada.

Para formular o problema de modo mais preciso vamos introduzir

algumas definigoes e notagdes.

Seja C a classe dos tempos de parada T para o processo X =
(Xt’ Fpr PX}, para os guais PX(T<w) = 1, para todo =x€E. Estes tem
pos serao denominados também reghras de parada.

Se geL(d ) decorre da condigdo A  que Exg(XT) existe.

A fungdo que a cada estado xe€E associa o ntmero real

s(x) = sup E"g(X,) (7)
. TeC
sera denominada "valor". Para x fixado s(x) representa o valor

do estado x.

DEFINICAD 2.3. Dado ¢ > 0 wuma regra de parada T(e)e C & de
nominada €-0tima se

X
E g(XT(e)) > s(x) €, para todo xe€E.

DEFINICAO 2.4. Uma regra de parada T & C € denominada ofima

se
Exg(xT ) = s(x) para todo xeE.
o

Veremos que € conveniente considerar o problema da parada Oti-
ma para tempos de parada que nac sac regras de parada, isto &, tem-
pos de parada que para algum x E podem assumir o valor +o com
p* probabilidade positiva.

Seja C a classe dos tempos de parada (finitos ou néo)associé



- 30 =

dos ao processo standard X = (Xt' St' ¥y . Convencionaremos que a
recompensa recebida se T(w) = © serd igual a lim sup g(Xt(w)).
T

Para a classe C de tempos de parada o valor no estado x sera
definido por

S(x) = sup E'g () (8)
Ted
onde
E¥q (X,) = Ex[g(XT); T<w] + E*[lim sup g(X, )i T=x]. (9)
t+o

Substituindo-se C por C e s(x) por &(x) nas definicoes
2.3 e 2.4 obtemos as definigdes dos tempos de parada e~-3timos e oti
mos relativamente 3 classe C.

Indicaremos os tempos de parada e-0timos em relagcao a C por
(e,8)-0timos e em relagdo a C por (g,S)-Stimos.

§3. CARACTERIZAGAC DO VALOR - TEMPOS DE PARADA -0TIMOS

Vamos enunciaxr agora os resultados obtidos por Dynkin para o
‘problema da parada Otima no caso de um processo de Markov em para-
metro discreto e indicar as extensdes obtidas para processos de Mar
kov com parametro continuo.

Relembramos preliminarmente a definigao de tempco de parada quan
do o conjunto de Indices (tempos) & o conjunto dos inteiros nao ne
gativos e a definigao de funcao excessiva para um processo de Mar-
kov com pardmetro discreto.

DEFINIGAO 2.5. Uma aplicagdo T de Q em N = NU{w} & deno-
minada um Lempo de parada relativamente A sequéncia crescente de g-

algebras {3n}nEN se {T=nle Sn’ gualgquer que seja n > 1.
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Seja X = (X_, 3 p*), neN, um processo de Markov. (Basta su-
bstituir na definigao 1.15 o conjunto de Indices .I pelo conjunto
dos naturais N.) Denotaremos por L a classe das fungGes reais -
mensuraveis g definidas em E, tais que ~-wo<g<® , Exg-(xn)<m, neh.
L(A") denotard o subconjunto de L cujas fungdes satisfazem a con
digao Exsup g“(xn) < e L(A&) o subconjunto de L cujas fun-

~ ] .~ b4 +
goes satisfazem a condigao E7sup g (X ) < «.

DEFINIQEO 2.6. A funcao g €L & denominada excessiva para O
processo de Markov X = (Xn, 3n' P*)  se

Plf(x) < f£(x), V xeE

onde
= - X
Py f(x) = j%f(y)Pl(x,dy) = E¥£(Xy) - (10)
PROPOSICAD 2.7 (Dynkin [6]). Se geL(A™) o valox
s{x) = sup Exg(XT)
TeC

¢ a menon majohante excessiva de g. Se alem disso gEL(A+) e T{e)
¢ o instante da primeira visita do processo (X, 3 ,P7) a0 con-
junto T_ = {x : g(x) » s{x)-e} entao

X
s{x) - € < E g(xT(E)), VY Xx€E.

Seja Q o operador definido para gL da seguinte forma

Qg (x) = max(g(x), Plg(x)). (11)

PROPOSICAO 2.8 (Dynkin [6]). Se geL(a™) e v(x) = lim QVg(x),
N>
onde QN ¢ 0 N-esimo Lterado do operador Q enfaoc vi(x) e a me-

nor majorante excessiva de g(x).



Enunciamos agora os principais resultados desse trabalho que
caracterizam os valores s(x) e s(x) e dao condigdes sob as guais

existem tempos de parada e-Stimos e Stimos para processos standard

b4
{xt, J., P},

TEOREMA 2.1. Seja X = (X_, J, P¥), teI um processo de Mar-
kov standard ¢ g(x)e L{A ). Tem-se:

al 0 valon s(x)e a menor majchante excessiva da funcdc de re-
compensa gi{x).

b} s{x) = s(x).

TEOREMA 2.2. Seja X = (Xt’ Ay Px), tel um processo de Man-
kov standard e suponhamos que ge&L(A+) ¢ Limitada inferiormente e
Limitada no gecho do conjunto {x : s(x) > g(x)}. Entdoc:

a) Parna todo € > 0, o tempo

n

T(e) = inf{t » 0 : s (%) g(X,) + e}

e uma regra da parada (e,s)-o0tima.
b} Se a funcac g(x) ¢ continua ¢ s(x) & semicontinua infe-
nionmente entao o tempo

T, = inf{t > 0 : s(X.) = g{Xt)}

e un tempo de parada (e,38)-0timo.
c) Se gix) e continua, s(x) semicontinua infeaiormente e
T,€ C entas T ¢ uma regra de parada Gtima.

A fim de demonstrar os teoremas 2.1 e 2.2 demonstraremos uma

série de lemas preparatdrios que também apresentam interesse em si.

Mostraremos inicialmente que para uma fungdo ge€L(A ) existe
sua menor majorante excessiva e daremos um modo de obté-la {(lema
2.1) . Mostraremos a seguir que se o processo de Markov standard e de

Feller e se g(x) € continua e limitada inferiormente ent3o a
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m.m.e. de g{x) & semicontinua inferiormente.

Faremos isso dando uma outra construgéo para a m.m.e. de g (x)
{lema 2.2).

0 lema 2.3 & uma consequéncia da proposicao 2.4 e do teorema da
amostragem opcional de Doob.

Passemos agora & demonstracgao dos lemas introduzindo antes al-
guma notagao.

Seja X = (th JE, Px) um processo standarxd e gcaL(A_). Seija
Q

n © operador definido da seguinte forma:

Q,9(x) = max{g(x), P "ng{x)}, neN. (12)
2

Se Qﬁ denota o N-ésimo iterado do operadoxr Qg seja

vix) = lim lim Q g(x) . (13)
n-+c N 1

LEMA 2.1. Se geL(a") entdo a funcdao v(x) deginida pela §or
mula (13} ¢ a m.m.e. de g(x).

DEMONSTRACAO. Seja

v_(x) = lim Qig(x). (14)

Noo

Utilizando as proposicgoes 2.7 e 2.8 para os processos de Mar-

kov com parametro discreto (X -n! 3 ! p*) onde k&N obtem-
ke2 k-2
se
v (x) = sup E¥g(Xp) (15)
TeC (n)

onde C(n) & o conjunto dos tempos de parada tomando os valores

k*2_n, ke N tais que

(r=x2"re 3™ oo, x .. ).
K2 ,n k-2
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Como C{n+l)>C(n) tem-se vn+l(x) > vn(x) e portanto existe

¢ limite lim vn{x) que foi denotado por v(x) em (13), ou seja
N0

vi{x) = lim vn(x). ' (16)
s

Para T = 0 vé-se em (1l4) que vn(x) > g(x) para todo n=>1
e portanto vi{x) > g{x).

Como vn(x) & excessiva

vn(x) > P

v_{x) V meN.
n
me2

-n
Tomando-se m = K*Zn-k,‘ZGN ven

v, (x) > P ‘ _kvn(x)
passando ao limite para n —> « e aplicando-se a proposigao 0.1
tem-se:

vi{x) > P -kV(X): (17)

£+2
Mostraremos agora que v(x) & ?2~semicontinua inferiormente e que
vix) > Ptv(x), Vit 2 0.
Seja ¢(x) uma fungao arbitraria pertencente a L(A") e po-

nhamos

o (x) = ptq;(x)', v tel.

Sejam Tn tempo de primeira entrada em algum compacto tais que
P*(T_40) = 1, V x€E.
Decorre da propriedade forte de Markov (1.8) que

X(T )
b X n X X .
E (@(XTH)) = E"(E $(X.)) = E (BTnd:(Xt)) = E (cb(XTn+t;.

0 lema de Fatou justifica a primeira desigualdade abaixo e a
‘6Q~oemicontinui§ade inferior a segunda.
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lim inf EX(@(XT )) = lim inf E%¢ (X

T +t)
N0 n N n

> BX[1lim inf O (Xp )] 2 EX¢(Xt) = o (x). (18)
n

Como ¢ €& quase boreliana, adotando-se o procedimento usual

de considerar ¢ = IA » onde A & um conjunto quase boreliano, ¢
uma fungao simples quase boreliana

¢=lim ¢n r

>

onde ¢n > 0 sao fungdes simples quase borelianas e finalmente

$ = ¢ - ¢ concluimos que

o(x) = E¥o(x,) = J;¢(Xt(w))Px(dw0

€ quase boreliana. Como

¢ (x) satisfaz a equagio (18) segue~se da
proposigao 1.9 que & (x)

é %—sexﬁicontinua inferiormente.
Como por hipdtese geL(A ), concluimos tomando g = ¢ gue

P _,9(x) @& quase boreliana e %%—semicontinua inferiormente.
2

Logo Q g(x) = max{g(X),Pz_ng(x)}. v, {x) = ;ig Qﬁg(x) e

v(ix}) = lim vn(x) sdao quase borelianas e %%—semicontinuas inferior-
N>

mente.
A Résta-nos mostrar entao gque v(x) > Ptv(x), t > 0.
Seja r, uma sequéncia de racionais diadicos rn+t. A primei-
ra desigualdade babaixo & consequéncia de (17), a segunda do lema

de Fatou e a Qtltima da i%~semicontinuidade inferior de v e da con

tinuidade & direita do processo X, -

v(x) 2 lim inf P v{(x) = lim inf Exv(Xr )
n-oo i rn N—>oo n
> EX(lim inf V(Xr )) > EXV(Xt).
n-c n

Seja wu(x) wuma majorante excessiva de g(x). Da desigualdade
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u{x}) » g{x) segue-se que .
_ N N
ulx) = Qulx) > Q g(x)
e portanto
ui{x) » lim lim Qig(x} = v{x}.

N+ Noow

Logo v(x) & a m.m.e. de g(x). |

seja g(x) uma funcdo continua e ndo negativa definida no es-
pago dos estados de um processo de Markov standard.

Vamos definir o operador Q da seguinte forma

ég(x) = sup Ptg(x}. {19)
t>0

Seja éN o N-&simo iterado do operador Q,

(§N~l

Ny (x) = sup P g(x))

£>0 °©

e ponhamos éog{x} = g{x).

LEMA 2.2. Seja X um processo de Markov standarnd de Fellfen o
g(x) » ~C > -» uma fun¢doc conitinua definida em E. A funcdo

v(x) = lim Q'g (x) (20)
N+

2 semicontinua inferiormente ¢ ¢ a m.m.e. de g(x).

DEMONSTRACAO.Para mostrar que v(x) & excessiva, basta mos~
trar que v{x) & semicontinua inferiormente e que Ptv(x) < vix),
pois como o processo X tem trajetdrias continuas & direita, semi-
continuidade inferior na topologia de E implica i%—semicontinuidg
de inferior.

Denoctemos

v (2) = Qg (x)



Ve () = évN<x> = f—ffg PV (®) > v (x) » g(x) (21)

e para t > 0

VN+1(X) > PtvN(x). (22)

Como VN(X) & crescente e tem limite v{x), passando ao limi~-

te em (21) e aplicando o teorema da convergéncia monotdnica tem-se
| vix) > P v(x). ' (23)
De (21) decorre que v(x) > g(x), V X€E.
Mostremos agora que v(x) € semicontinua inferiormente.
Consideremos a sequéncia de fungdes continuas e limitadas
| gm(x) = min{g(x),m)

que crescem monotonicamente para g(x). Como o processo X & de

Feller Ptgm € continua, para todo te€I e meN.

Pelo teorema da convergéncia monotdnica Ptgm-fP e portanto

tg
P g € semicontinua inferiormente. Como o supremo de uma familia de
fungoes semicontinuas inferiormente & semicontinua inferiormente
tem~se que
vi(x) = Qg(x) = sup P _g(x)
t20
& semicontinua inferiormente.

Mostraremos por indugao que para todo N » 1, vN(x) & semi-
continua inferiormente.
Suponhamos que para algum N > 1, a fungao VN(X) seja semi~-

continua inferiormente e mostremos que (x) & semicontinua in-

VN+1
feriormente.

De acordo com o teorema 10, do capitulo XIV de Natanson [15],
existe uma sequéncia monotdnica crescente de fungaes continuas

i \ i .
{VN(X)}iél tais que VN(x)'tvN(x), quando i ——> o,



Como o processo & de Feller Ptvé(x} sao fungoes continuas de

X e portanto

v (x) = sup P, v, (x) = sup lim P vl(x)
N+1 ' £50 t N £30 1o t N
& semicontiInua inferiormente. Como VN(x)~fv(x) guando N — o,

segue-se que Vv{xX) & semicontinua inferiormente. |

LEMA 2.3. Seja Xx = (Xt, 3, Px), tel, xX€E um processo de Maxn
kov standard e £ = £(x) uma funclo excessiva satisfazends a condd
¢ao

-

A Ex[sup f“(xt)] < ®, XEE.
tel

Sefam T ‘e S Zempos de parada de C tais qug T > S com P
probabilidade 1, VXE€E. Entdo
E"f (Xg) > EV£(X;), xeE (24)
e em particular para todo xeE
£(x) > Ex(f(XT); T<w) + B (lim sup £(X )7 T = @) (25)

0

DEMDNSTRA@AD, Suporemos inicialmente que existe uma constante

positiva K tal que £ <K. Da proposigdo 2.4 segue-se que

{f(Xt)p Jpr teIl}

M

um supermartingal.
Sejam S e T dois tempos de parada adaptados a {Jf} tais
gue S < T com p¥ probabilidade 1:,V x€E. Seja a um nGmero re-

al e definamos Sa = Saa, T, = Tha.

Sa e Ta sao tempos de parada e PX(Sa < Ta) = 1, V x€E. Pa~-

ra os temos Sa e Ta a proposigao 1.5 se aplica (basta tomar Y =
f(Xa)) e portanto

£(Xg ) » BN (£(X P* g.t.p., x E (26)

Y 3a )
a Ta' %2
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%
@ calculando-se E de ambos os membros vem:

EX(£(Xg ):80) > BN(E(Xg Q). (27)
a a
Mas

i

.xz""(f(xq ):9) Ex(f(xs y: S<a) + Ex(f(XS ); a<s <™ +
~a a a

X
+ E{f(X. )i S = =)
Sa

levando em conta a definigao de S, tem-se

B (£(Xg ):0) = E¥(£(Xg); S<a) +
. a

+ Ex(f(xa); ag<s<w®) + Ex(f(xa); S = ), (28)

Reescrevendo Ex(f(XT );Q) de modo andlogo a (28) e substituindo-

se em (27) vem a

Ex(f(xs); S <a) + Ex(f(xa); ags <w®) + Ex(f(xa); S = o)

> EN(£(X) 5 T <o) + E¥(E(X_): a<T<=) + ES(£(X ) ; T==) (29)

¥

somando-se e subtraindo-se ao primeiro membro de (29)
Ex(f(XS) ; ag S <)

e ‘ao segundo membro Ex(f(X;I,) ; a<T<») vem

I

E¥(E(Xg)s § <) + EX(£(X); § = ») + EX(£(X_)-£(Xg); a<S< )

i

> Ex(f(XT); T <o) + Ex(f(xa); T = o) + Ex(f(xa)—-f(XT); ag T< »)

ou /
Ex(f(xs):}S“o) > Ex(f(XT);,Two) + Ex(f(xa);('rw)—-(s:w)) +

+ Ex(f(Xa)-f(XT); agT<o = Ex(f(xa)"f(XS); agS<w), (30)
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Como f & limitada, tem-se

1m1f%§fma%fo%)ha<w<m)+-ﬁ%]fmarfo%)h a<s <=)=0 (3]

a>roe

e tomando lim inf em ambos os membros de (30) vem, usando (31):
N

Ex(f(xs); S <) » Ex(f(XT); T <w) +

+ lim inf Ex(f<xa);(T=m)-(s=w)). , (32)

a—+oe

Decorre da condigdo A que o lema de Fatou se aplica e levan
do em conta a proposigao 2.6 tem-se

EX(£(Xg) i8S < =) » B (£(Xy) T <) + E*(lim £(X,); (T=e)~ (S==))

a—>reo
mas como f @& limitada esta expressao & equivalente a (24).

Vamos eliminar a restrigaoc £ < K. Suporemos agora que f é gua
se boreliana e satisfaz A .

Seja b um nimero real e
£°(x) = min(£(x),b), xcE.

As fungoes fb sao excessivas e fbff quando b —— «,
Usando o lema para fb tem-se

E(£(xg) 58 <) > BN(ED(xg) 18 <=) > BY(EP(xy) T )

+ B (Lin £° (x_) ; (T=w) - (=)

a-e
e passando ao limite para b —>>obteremos (24) se mostrarmos que

Lim(lim £2(x)) = lim £(x) (®¥ q.t.p., xeE).

b o asw a~roo

De acordo com a parte c) da proposigac 1.4 lim f(Xa) existe
e & finito ou +o. are
Se £

i

lim f(Xa) < » entao para b suficientemente grande
a-roo
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lim £2(x ) = lim min(£(X_),b) = f.
3w a-rw
Se 1lim £(X_ ) = « entac para todo b real
P B ated] a
. b . .
lim f (Xa) = lim mln[fixa),b] = b
g0 a-+
e portanto
lim lin £2(x)) = lin b = =, i
bso g+ Do

LEMA 2.4, Seja £ wuma fun¢ao excessiva satisfazendo a condi-
¢do A e

T, = inf{t > 0 : X A} (33)
sendo A quase borelianc. Entaoc a funcac
X \
| fA(X) —‘E f(XTA) (34)
¢ tambem excessiva.

DEMONSTRACAD.Seja

S — 3 -
T, = inf{t > s : Xt A}, (35)

o~

.Da proposigao 1.3 segue-se que Tz € um tempo de parada. Utilizan-
do-se a propriedade de Markov na forma a) da proposigao 1.7 e o fa-

to que etXTi = sz+t Obtem-se:
a

X XX (1)
P fa(x) = E7f, (X)) =E [E £ (X ﬂ

‘ A
X X Xe o
= E76, £(X,, ) = E£(6,X,) = E"f(X.t) - (36)
[ouf 00y )] = B (60, ) = Bty
Como TX > TA aplicando-se o lema 2.3 tem-se
EX £(X,t) < EXf(X. ) = £, (x) (37)
T = T A °

A A
Comparando-se (36} e (37) tem-se
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fA(x) < fA(x).

Utilizando-se o argumento empregado na demonétragéo do lema 1
concluimos que fA(x) € quase boreliana.

Resta-nos verificar que
lim P £ (x) = £ (x). (38)
s

Como T +TA quando s¥0, utilizando-se o lema de Fatou e a
continuidade & direita do processo fA(Xt) obtem-se:

lim inf P f, (x) = lim inf E f(X IS
€40 £40 A

> EX linm inf £(X¢) = EYF(X. ) = £. (x)
£40 Tx Ta A

Por outro lado é evidente que

lim sup Pth(x) < fA(x)

ty0
logo (38) vale. |
LEMA 2.5, Sefa x = (Xt, A p¥y, teI, um pnoceuo de Markov
dtandard e gelL satisfazendo a condicdo AT, g *[sup g (X )]< ®, XEE,.
Sefa vix) am.m.e. de g(x). Entdo
lim sup v(X ) = lim sup g(X ) (39).
t> tso00

DEMONSTRAGAO. Como v(x) > g(x) tem-se

lim sup v(x ) > lim sup g(X ).

oo £+
Vamos demonstrar que vale a desigualdade em sentido contririo.

Seja ¢ uma funcao definida em E, gue a cada x€E associa o
valor

P{x) = Ex(sup g(X
t20

) (40)
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Seja

g (@) = EX(sup gx)] 3 : (41)
s>t

Decorre da propriedade de Markov gue
b (@) = ¢ (X (w)) .
Mostremos que ¢ & excessiva. De fato, Ex¢~(Xt) <e , X€E e

Peo(x) = ¥ (x) = Y[ (%) (eup q(x )] -
ux0

= E*[sup gx )] < B (sup g(x)) = ¢(x). (42)
u>t ux0

-

A peniiltima igualdade em (42) & obtida aplicando-se a propriedade
de Markov. Para concluir que ¢ & excessiva resta verificar que
lim Ptq; (x) = ¢(x).
t40 :
Mas, isto decorre de

lim P ¢ (x) = lim E™(sup g{x,)) =E {sup g (X )] = ¢ (x).
t40 t40 uxt a0

Como ¢(x) > g(x) segue-se que ¢(x) » v(x) e portanto

bplw) = dX (W) > v(X () (P¥ q.t.p.). (43)

Sejam s fixadoe t » s, s,t €I, entao

EX (sup g (X Q1 %) > EX(sup gx )l 3 » VX, (@) (44)
u>s uxt

e portanto

lim sup EX (sup g(x )f J) > lim sup VX (@) . (45)
trw uxs tao.

Para todo xe€E, seI o processo

X X -
(B0 | 3), 3, P¥), onde by = sup g(x)
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forma sob a condigéao at um martingal generalizado e pela proposi-

cao 1.4
lim E¥(y_| 3) < E(_| J) onde Fo=0(U J)-
oo s t s th t
Como para todo seI, Uy & 3@ mensuravel
lim sup E*(y_] 3) = lim E¥(y_| F) < vg- (46)

Comparando-se (45) e (46) wvem:

V. > lim sup V(Xt); V seIl

s £oyoo

e portanto

lim sup g(Xt) = inf sup g(Xu) > lim sup g (X

t)
oo s u2s tro

como queriamos demonstrar. |

Demonstrhacao do feorema 2.1
Seja v(x) a m.m.e. da fungdo geL(aA™).

Pelo lema 2.3, para todo tempo de parada Te C,

vix) = B¥(v(Xp): T<®) + EX(lim sup V(X)) T=w) >
’ t+m

W

E*(g(Xp); T<w) + EX(lim sup g (Xp) 5 T=e)
tarw

esta segunda desigualdade decorre de v{x}) » g(x) para todo X E e
do lema 2.5, ’

Assim v{(x) > s(x) » s{x).

A desigualdade v{(x) < s{x) & consequéncia do lema 2.1. De fa
to, a classe C(n)cC e portanto vn(x) < s(x). (Ver (15).

Como wv(ix) = lim vn(x) tem-se v(x)< s(x), o qgue demonstra o

N>
tecremsa. B
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COROLARIO. Sefa T*eC um Lempo cuja recompensa esperada
£(x) = E%g (Xp4)

¢ uma fungdo excessiva que domina g(x), isto &, £(x) > g(x) para
todo x€E. Nessas condigbes E(x) = S(x) e portanto o fempo T* ¢
(0,8)-0timo. Se T*eC entdo, nessas condigies, T* & uma negra de
parada (0,s)-o0tima.

Damos a seguir um exemplo de um tempo de parada (0,S)-otimo gque
nao pertence a classe C, isto &, nao & una regra de parada.

EXEMPLO. Seja W = (X » Jes P¥), te [0,), x€R, o processo de
Wiener (ou melhor, a familia de processos de Wiener com Xo(w) = X,
X R), com-"drift" y e coeficiente para a variancia 1, isto &, o
processo cujas trajetSrias sdo continuas e tal ue:

i) P*(x(0) = x) = 1.
ii) As distribuig¢des conjuntas de X{tn),.ﬁe,x(to), para

L N T t,.> 0

sao especificadas exigindo-se que x(tk) - X(tk~l)’ k=1,2,...,n

sejam independentes e tenham distribui¢cOes normais com

x _ I
ENX(e) = Xy 4)) = uly ~ £ )

2 (%) -
o (X(tk) - X(tk_l)) = t, - t

it

Seja g {x) max (x,0) a fungao recompensa e

s(x) = sup g(XT).
TeC
Suponhamos que U < 0. Seja
T, = inf{t > 0 : X, €T},

onde Fa = [a,w). Utilizando-se calculos conhecidos para tempos de
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primeira visita de um processo de Wiener (ver Cox e Miller [5], pg.
211) obtém-se:

i § ae 2t (a=x) % < a
£_(x) *Egu%;‘"aﬂ(1h<ﬂ)z
X ‘ X > a.
Seja f£(x) = sup £_(x). E facil ver que f(x) = £« (x), onde
3€R
a.*::-‘i—s
2u

E facil verificar que Ex(X) > 9(x) e P.f ,(x) < £ ,(x), pa
ra todo  t.
Decorre entao do coroldrio que o tempo T « & (0,8)-6timo. Co

mo Px{Ta§ < »} < 1, este tempo nao & uma regra de parada.

Na demonstragao do teorema 2.2 utilizaremos ainda os lemas 2.6

e 2.7 que enunciamos depois de introduzir alguma notagao.

Seja

= {x i v < gl +el, € >0 @

.onde v(x) & a m.m.e. da fung¢ao quase boreliana g(x).
Vamos definir ainda os tempos

Te

il

inf{t > 0 : X, € Fe} (48)

S

Il

. inf{t > 0 : X € re} (49)

que de acordo com a proposi¢ao 1.3 sao tempos de parada.
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LEMA 2.6. Sejam X =~(xt, A p¥y, tel, um processo de Mankov
standarnd, g(x) uma funcao %6—canz2nua pertencente a L(A+), Limita
da inferionmente ¢ Eimitada no fecho do conjunto

E - FO = {x : v(x) > g({x)}.

Entao para todo € > 0

.4 _ oX
vi{x) = E V(XTS) = R v(XSE). (50)

DEMONSTRACAO. Decorre do lema 2.5 que PX(TE < ») = 1. Como
Ss < T€ e v{x) € a m.m.e. de g(x) tem-se usando o lema 2.3

X

vix) > ESv({X. ) > EXV(XT ) .

€ €

S
Logo & suficiente para demonstrar (50) que provemos que

vix) < EXV{XT ).

€
Denotemos ve(x) = Exv(XT ).
€
Sabemos do lema 2.4 que vg(x) & excessiva. Como v (x) &€ a
m.m.e. de g{x) basta mostrar'que ve(x) > gi{x}).
Seja
c = suplg(x) - v (x)]. (51)
X€EE
Se € >c¢e' entdo T OT e T, = (WT_.
£ el e} >0 €
Denotemos por 8?6 a fronteira do conjunto I . Decorre da
continuidade & direita do processo X que para todo ponto X em
FO - BFO:

v (x) = Exv(xTe) = vix) » g(x).

Surondo-se ¢ > 0 e levando em conta a desigualdade acima tem

se
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0 <c¢c = sup[g(x)~v€(x)] = sup [g(x)~v€(x)].  (52)
X€E xe(E—FO)UEFO

A fungao ¢ + v_(x) @& excessivae c + v.(x) > g(x) para to-

do x€E. Como v(x) €& a m.m.e. de g(x) tem-se:
c + ve(x) > v(x). (53)

Tomando~se 0 < o < min{(c,e), como ¢ < » pode~se encontrar
em virtude de (52) um ponto x € (E-T_) UdT_ tal que

g(xo) - v (xo) > c - o (54)

donde segue, usando (53)~ que
0 < v(xo) - g(xo) < C + Ve(xo) - g(xo) < 0 < €.

Ou seja

V(XO) <_g(xo) + €.

Entao xoe Pe - BFO. Mas

X * . )
v (x)) =E O(V(XTE)) = vix)) > glx) (55)

que juntamenﬁe com (54) implica que 6 > ¢, o que contradiz a hi-

.pOtese 0 < a < min(c,e). Logo ¢ =0 e o lema estd demonstrado. |

LEMA 2.7. Seja X = (Xt, Fp s P*)y, teI, um processo de Markov
standard, g(x) uma funcdo continua e £(x) semicontinua inferion-
mente. 0 conjunto I e fechado, P 4T, quando e¥0 e T AT
(P* q.t.p., x€E). Tem-se ainda S A8, ev0.

DEMONSTRAGAD. Seja X, uma sequéncia de pontos de I'e tal que

X, —>X guando n —3> «©

f(x) < lim inf f(xn) < lim inf g(xn) + e =
N0 ‘ N

= lim g(x_}) + € = g(x) + ¢
oo n ,



ou seja, xe€ Fe e portanto Pe é fechado. E evidente que T€+FO
gquando €v0 e como T€ cresce quando ¢e+0 segue-se que existe
lim.TE, que 'denotaremos por T. .

Y0

Mostraremos que 7T = T, (p* g.t.p., X<E).

Como T_ > Té segue-se que T_ > T. Se T(w) = » entdo
T,{w) = » e vale a igualdade no conjunto A = {u : T(w) = o},

Suponhamos que we€ Q-A. Da quase continuidade & esquerda do
processo X segue-se que XTE———> XT (p* g.t.p., x€E) no conjunto
Q-A quando T€+T. '

Seja t tal que Xtezre. Fazendo-se t+T€, como O processo X

é continuo 3 direita, X, —s X e X €T para todo € > 0.
: t T . Te €
Decorre dal que f{XT ) < g(XT ) + €. Fazendo €+0 e wusando
3 €
na primeira desigualdade a semicontinuidade inferior de f e na

terceira a continuidade de g tem-se:

T

£Xp) < lim inf £(X, ) < lim inf{g%XT ) + eg] = g (Xp)
e+ 0 € ev0 €

ou seja

£Xqp) < g (X)
e pOrtantb Xn€T . Da definigado de T, segue-se que T, < T. |
Demonstrhacao do Leorema 2.7

a) Pelo teorema 2.1, v(x) = s{x).
Seja t tal que X €T, entao

_s(xt) < g(xt) + €. (56)

Lembrando que

]

S, = inf{t > 0 s(xt) < g(Xt)+e}

€ como O processo tem trajetOrias continuas 3 direita X, — X

da é%-continuidade de s(x) e g(x) seque-se que: €
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lim s(X,) = s(X. ), lim g(X,) = g(X. ). (57
tys,  ° S’ " ey, ¢ Se

Passando ac limite em (56) para t+S6 e usaﬁdo (57) obtem-se

s(X. ) € g(X. ) + ¢, (58)
Se se '

isto &, XS; re.

Calculando-se E¥ em ambos os membros de (58) tem~se:

E¥s (X, ) < EX%g(X. ) + e.
SEI S€

Mas pelo Lema 2.6, s(x) = Exs(xS ) e portanto
€

s(x) < Exg(xs ) + €

ou €

E'g(Xg ) > s(x) - ¢ - (59)
e B
O que mostra que S, € uma regra de parada (s,e)-Otima.

b) Utilizando-se (59) e lembrando que S_ € uma regra de para
da, tem-se, Q = (S€< @), logo

X —_ X - e} =
s(x) - € < E g(Xg ) =E (g(XS ) ; S, < =)
€ €
= EX(g (X, )i(S_<w, S =w)) + EX(g(X, )i (S <w®, § <)
S, e " "o Se > " Yo :
Aplicando-se o lema de Fatou

s(x) < EX(lim sup g(xS );(So< ®)) + EX(lim sup g (X

) (S _=w))
VO ‘ £ ev0 Sa ©

mas pela guase continuidade & esquerda do processo de Markov X e a
continuidade de g 1levando em conta que pelo lema 2.7, Sefso, tem
se: '
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‘Em (SO<<w): lim sup g(X ) lim g(X ) = g(XS )

eV 0 e V0 e e}
Em (So==¢): lim sup g(X ) = g(XS ) = lim sup g(X ).
: ev0 e o) )
Portanto:
s(x) < EX[g(x, )i(S_ <) ] + EX(Lim sup g(X.); S_==) = EXg (X, )
s [o] o S
f'e) t>o o

logo

s(x) = EXg(x_. )
SO

e portanto S é (0,8)-5timo.

c) Se PX(SO< w) = 1, em decorréncia da condigao L(Af) vem

E*[lim sup g (X i S, =%] =0

oo

e portanto
s{x) < Exg(XS Yo
ou seja ©

s(x) = Exg(X ).
O

Observemos que se o processo de Markov & de Feller, de acordo
com o lema 2.2 s(x) & semicontinua inferiormente e portanto as
condigoes do teorema estdo satisfeitas. |
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