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CAPTTULO l 

INTRODUÇÃO 

Nas Gltimas duas décadas houve um d esenvolvimento 

consideráve l no sentido de estend er as idéias clássicas da 

Teori~ das Probabilidades e dos Processos Estocásticos para 

espaços mais gerais do que a reta real. Assim, após o traba 

lho de Prohorov, 1956, o estudo dos processos es tocásticos 

passou a ser encarado como o estudo de medidas de probabili 

dades sobr e espaços métricos, grupos, espaços de Hilbert, e~ 

paços C[0,1] e D[O,1], etc. Os tratados de Billingsley,1968, 

Gikhman e Skorohod, 1974 e Parthasarathy, 1967, são exemplos 

de abordagens nesta linha . De interesse são também os arti

gos de Crarnêr, 1964 e 1967, que consideram pro cess os esto

cásticos como curvas em espaços de Hilbert. Estes trabalhos 

de Cramêr constituem um inicio de aplicações da Teoria da 

Multiplicidade Espectral em espaços separáveis de Hilbert ao 

estudo dos processos estocásticos. Trabalhos recentes nesta 

teoria devem-se a Rozanov, 1977 . Ver também Ivkovicv e ou

tros, 1974 . 

O objetivo deste trabalho é estudar a classe dos 

processos es tocásticos homog~neos sobre g~upos abelianos lo 

calmente compactos . Utilizaremos alguns resultados da Teoria 

de Representação de Grupos, mas não entraremos em detalhes 
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sobr e es te as sunt o, que pode s e r enc ontrado em Hannan , 1965, 

Yaglorn, 1961 e Hewitt & Ross, 19 63 e 19 70 . Est ar emos inte

ressados , especific amente , em est end er a me todo l ogi a de 

Brillinger e Ro sen bl at t, 19 67 , para proc essos homog~ neo s so 

br e gr upos a be lia nos e local ment e c ompactos . Nes t a metodol o 

gia, o pape l f unda me nta l é d es emp enhad o pe l a trans formad□ de 

Four i er f i nita . 

S e j a { X ( t ) , t G ~ } um pro c e s s o e s to e ã s t i c o e s t a c i o -

n~rio, onde Z ={O,±1,± 2 , ... }. Para va lor e s observados X(0 ), 

... ,X(T-1), 

-e a transforma da de Fourier finit a desses valor e s . Se t 8IR e 

o intervalo de observaçã o do processo é [ 0,TJ , a soma acima 

reduz-se a uma integral neste intervalo. 

O estudo da s propriedad es assintó t ica s de d(T)(À ) 

sugere estimadores para o espectro da séri e , d efinido por 

f (À) 
(X) 

L R(-r) 
-ÍÀT 

e ' - oo < À < +oo , 
T=-oo 

-ond e a f unção d e covariância R( T) 

Ll(~) . 

e supos t a per t enc er a 

A seguir descrevemos brevemente o conteGdo do tra-

balho. 

No Capítulo 2 apresentamo s os conce itos necessári os 

sobre grupos topológicos a serem utili zado s depois . São ex 

posto s , também, os conceitos e propriedad es de proc ess o s e~ 

tocisticos , cumulantes e distribui ç ão norma l multivariada 

comp l exa . 
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No Capítulo 3 definimos proces s os estocás t icos ho

mogeneos sobre um grupo a be liano e localmente compacto (GJ\LC)C ;o 

esp ectro do pro ces so e introduzido de duas maneiras: a 

primeira, supõ e qu e a fun ção de covari ãncia R(T ) sej a um e 

lemento de L1 (G); na s egund a , o conce i to é introdu zi do atra 

vês da r epres entação espectra l do processo e de R(T). 

As propri edades assintóticas da trans f ormada de fou 

rier finita s ão estudadas no Capítulo 4, após defini - la ade 

quaclament e . O objetivo principal é demonstrar um t eorema de 

limite central para esta tra nsformad a . 

No Capítulo S são considerada s aplicações dos r e 

sultados do Capítulo 4 a grupos espec1a1s, bem corno proble

mas de estimação do espectro e dos filtros lineares. 

No Capitulo 6 discutimos em especia l o caso em que 

G ê compacto e consideramos duas classes de processos : homo 

g~neos independentes do tempo e homog~neos e est ac ionãrios re 

lativament e ao tempo. 

Finalmente, no Capitulo 7, são feitas algumas con

siderações sobre grupos finitos e ergodicidade , bem como al 

gumas sugestões para estudos futuros. 
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CAP1TULO 2 

OS FUNDAMENTOS 

2. 1 - GRUPOS TOPOLOGICOS 

Um gil.upa abe}_)_ana é um conjunto G munido de uma opera 
-çao binária , +, tal que: 

(i) x+y =y+x, para todo x e y de G; 

(ii) x+ (y+ z) = (x+y)+ z, para todo x·,y e z de G; 

(iii) G contém um el emento, O, tal que x+O =x, para todo 

xGG; 

( iv) para cada xfG corresponde um elemento - xEG, tal que 

x-x =x+(-x) =O . 

Um subconjunto H de G que seja por s i · mesmo um gru 

po, com respeito a mesma operação do grupo, ê um .t,ub-g11.upo de 

G. Se A e B são subconjuntos de G, então 

A+B = {a+b: afA. ,bfB} e A+x = A+{x} = {y+x:yE~} . 

Um gil.upa tapof.ogic.o abe.üano é um espaç o de Hausdor f f 

G que é também um grupo abe liano e tal que a aplicação 

(x,y) ~ x-y se ja uma aplicação contínua de G:r. G sobre G. Se, 

além di sso , a topologia de G é localmente compacta, então G é 

um gil.upa abe.üana lac.af.me.nte. c.ampac.ta ( GALC) . 

O grupo G satisfaz ao segundo axioma de enumerabi

-5-
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l idade se G tem urna base aberta enumerável . Se isto aconte

ce, então G tamb ém tem um subconjunto denso enumerável, is 

to é , G é separ~vel. A recíproca é verdadeira se al~rn de se 

par~vel G é um espa ço métrico . 

Sobre todo GALC G existe uma medida nao nega tiva r e 

gu l ar m (ver seção 2.3), que não é identicamente nula e que 

ê invariante sob tr ansl ação , isto é , m(A+x) =m(A) , para to

do xGG e para todo s ubconjunto de Bore l AcG . m é a me.cli.,da de. 

Haa.Jt de. G. Esta medida é essencialmente única, no sentido que, 

sem em' são duas medidas d e Haar sobre G, então m' = \m ,on 

de A e uma constante positiva. Se V é um aberto de G, então 

m(V) > O. Quando G é compacto é comum normalizar m de tal sor 

te que m (G) = 1. Se G é discr e to, associa - se a cada ponto me 

<lida 1. A notação f c fdm indica a integral de Haa r de f so
bre G. 

Denotemos por L (G) ou L (m) a o conjunto das clas -
p . p 

ses de equivalência de funções Borel-mensurâveis f (ver se-
-çao 2.3), com valor es complexos , tais que 

Ü<p< oo , ( 2. 1) 

li fll é a norma de L (G) ~ em particular, 1 2 (G) é um espaço de 
p p f -Hilbert, com produto interno (f,g) = Gfgdm. 

Se fEL
1

(G) a seguinte relação de invariância t erá 

papel importante : 

JG f (x+a)dm(x) = t f (x)dm(x}, aGG. ( 2. 2) 

Se f e g sao duas f unções definidas sobre G, então 

a c.onvoR.uçã.o de. f e. g é definida por 

(f•g) (x) = JG f(x-y)g(y)dm(y), (2.3) 
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desde qu e 

JG lf (x-y)g(y) lrun(y) < 00 (2.4) 

Dizemos que y é um c.a.1ta,t,e;1. de. G se y ê uma função d~ 

finida em G e com valores complexos, tal que I y (x) 1 = 1, pa

ra todo xGG e satisfazendo 

y(x+y) = y(x)•y(y), x,ybG. ( 2 . S) 

Seja G o conjunto de todos os caracteres contínuos 

de G. Se definimos (y1 +y 2) (x) =y 1 (x)y 2 (x) como sendo a lei 

de composição de caracteres, xGG, y1 ,y 2GG, então G ê também 

um grupo, chamado o gil.upa dual de, G. G tornar-se-á um GAL C se 

definirmos sobre ele uma topologia adequada . Ver Rudin,1962. 

Indicando-se também por O o elemento neutro de G, temos: 

(i) 

(ii) 

y(O) = O(x) = i, xf:G, yGG 

-1 -y(-x) = -y(x) = [y(x)J = y(x) 

( 2. 6) 

O Teorema da Dualidade de Pontryigin afirma que G 

ê algebricamente e topologicamente isomorfo ao dual de G,i~ 

to é, G = G. Ou, em outras palavras, todo GALC é o grupo dual 

de seu grupo dual. 

2.2 - TRANSFO RMADA DE FOURIER 

Para toda função ff:1
1 

(G) definimos a .tJz.a.nóóoJuna.da de, 

Fowúe_11, de f como 

f (y) = JG f (x)y(x)dm(x), yGG. ( 2. 7) 
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A funç ão f assim definida ê contínua e li fll 
00 

$ li fll 1 . 
Além di s so, 

(i) 

( 2 . 8) 

(ii) (f*y)(x) = y(x) f(y), se ffL1 (G), yEG. 

Vejamos a l guns exempl os de grupos e seus duais,bem 

como a exp lic itação da tr ansformada de Fourier em cada caso. 

Exemplo 2 .1 Considerem os o grupo G= JR dos números reais,com 

a adição como operaç~o e munido da topologia ha 
bitual; G será um GALC e par a cada r ea l x, a aplicação 

iyx - -Y·---+- e , y real, e um carater de R . Aqui G=JR e a trans-

formada de Fourier de fEL 1 (JR) tem a forma 

yER. ( 2 . 9) 

Exemplo 2.2 - Seja G = T o grupo aditivo dos reais módulo 2n ou, 

o que é equival ente, o grupo multiplicativo de 

todos os números complexos de valor absoluto 1. O grupo T, 

com a topolo gia indu z ida pela topologia habitual do plano 

complexo, é um GALC. E fácil ver que todo caráter de T tem 

a forma e 1 nx, n inteiro, logo G=l , onde l é o grupo aditi

vo dos inteiros. A . transformada de Fourier de uma função 

fGL
1

(T) é a sequência d e coeficientes de Fouri er de f 

1 

I.
'JT • 

- -inx f(n) = Zn f(x)e dx, 
-TI 

nGl. (2 . 10) 

Exemplo 2. 3 - Se G = l é o grupo aditivo dos inteiros, G será 

um GALC se a topologia é definida considerando

se como abertos conjunto s quaisquer de inteiros . Aqui, se 
- - inx -y6G, y e da forma y (n) = e , x real e portanto G = T. A trans 

formada de Fourier da sequ ênc ia {f(n)} de L1 [Z) ê 
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00 

f(e1x) = l f(n)e-1nx, 
n=-oo 

1Xf""T' 
e tl • (2.11) 

Nos exemplos acima , T ~ compacto e Z ~ discreto ; o 

grupo fil nao ~ compacto nem discreto . 

Exemplo 2. 4 - Denotemos por D o grupo diádico, a saber, o con 

junto de todas as seqüências t = {t } onde n 
tnE{O,l}, n=l,2, 3 , ... , com a opera ção+ definida por 

isto e, adição módulo 2 para cada component e : O+O (mocl 2) = 

= l+l (mod 2) = O e 1+0 (mod 2) = O+l (mod 2) = 1. O elemento 

neutro ê Õ = {0,0, ... } e para cada t 8D , t+t = Õ. Existe uma to 

polog i a natural para D, qu e é obtida tomando-se como vi zi

nhanças conjunto s de pontos {t1 ,t 2 , ... ,t
11

, dn+l' ... }, onde 

t 1 , ... ,t são fixos e d 1 ,d 2 , ... variam independentemen-n n+ n+ 
te. Desta maneira , D torna -se um GALC (na r ea lidade , compac 

to) e o grupo dual, D, seri discreto, onde os ca racteres 

{yv, v=l,2 , ... } sao tais que 

= {+l, 

-1, 

se t =O 
\) 

se t =1. 
\) 

Estab e l ecemo s uma correspond ência d: D~ [ 0,1] 

qu e a cada tED associa o nGmero real tG[O,lJ, c om 

00 

( 2 .1 2) 

ond e os t. são os coeficientes d e d ecomposição di âdica de t . 
1 

Esta correspond ência é bi-unívoca exceto para os racionai s 
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diidicos e, ainda, preserva medidas. A aplicação d define u 

ma métrica em D que é contínua e a topologia induzida em D 

por esta métrica~ equivalente à topol6gia original. Se À e 

a inversa de d, então d[ À (x) J ::e x-[x], onde [x] é o maior 1n 

teiro contido em x. A medida de Haar sobre D corresponde a 

medida de Lebesgue sobre [0,1] e à transformada de Fourier 

em D corresponde a transformada de Walsh-Fourier em [0 ,1]. 

Isto porque os caracteres de D pod em ser identificados com 

as chamadas funçõ es de Walsh, que são definidas, para 0sx s l, 

por 

tJ; (x) = y . [ À (x) Jy . [ À (x) J ••• y. D (x) J, 
11 J 1 J 2 Jk 

(2.13) 

onde os yji são caracteres de D. Em particular, pode-se de

monstrar (Fine, 1949) que yn[À(x)J = rn-l (x). n 2'. l, onde 

{r ( x )} são as funç6es de Rademacher (Edwards, 1967). Isto n 
significa que as funções de Walsh podem ser ob t idas como pro 

dutos de funç6es de Rademacher. As f unções de Walsh são pe

ri6dicas de período 1, tomam os valores -1 e +l somente e 

formam um conjunto ortonormal completo em [0,1]. A transfor 

mada de Walsh-Fourier de fEL1 [0,lJ seria seque ncia 

1 
f(n) = 1 tJ; (x)f(x)dx, 

o 11 
n=0,l, 2, ... , 

de coeficientes de Walsh-Fourier de f. 

2.3 - FUNÇÕES POSITIVAS DEFINIDAS 

(2.14) 

Seja G um GALC eµ uma medida sobre G. A var1açao 

total deµ e a função de conjunto l~I definida por 

(2.15) 
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onde o supremo é tomado sobre todas as coleções finitas de 

conjuntos de Borel E., dois a dois disjuntos, cuja rcuni~o 
l 

é E. Segue-se que lµI é também uma medida sobre G. A medida 

µ s e r â 1r.e.g ufuA s e 

1 µ 1 (E) = sup 1 µ 1 (K) = inf 1 µ 1 (V) , ( 2 • 1 6) 

para todo conjunto de Borel E, onde KcE 6 compacto e v~E é 

aberto. Se j a ~11II = 1111 (G). Definamos M(G) como sendo o con

junto de todas as medidas complexas regulares sobre G para 

as quais ll11II é finita . 

Urna função complexa f definida sobre G é urna óunção 
-1 - b de. B01r.e.l se f (V) e um conjunto de Borel , para todo a er to 

V contido no conjunto dos complexos C. Se µGM(G), t odas as 

funções de Borel sobre G são integráveis com respeito aµ e 

lf fdµI ::c; ll11ll•suplf(x)I, f de Borel. 
G xEG 

Se fEL
1 

(G), então a medida µ definida por µ(E) = 

= f fdm pertence a M(G) eµ é absolutamente contínua com re 
E -

lação am(µ<<m). A recíproca é dada pelo teorema de Radon-Ni 

kodym: se µEM(G) e se µ<<m , então existe fEL
1

(G) tal que 

µ (E) = JE fdm, para todo bore li ano E de G. 
~ 

Se µEM(G), a funçãoµ definida sobre G por 

µ(y) = ( y(x)dµ(x), 
. JG 

yEG (2.17) 

-e chamada a btaVL6óomnada de. Foutúe.1r.-S:üeLtje/2 de.µ . Segue-se que 0 
; limitada e uniformemente continua. 

Uma função cp definida so bre G é dita po-6J..tiva de.óJ..nJ..

da ( p. d.) se 

N N 
I I e. e . cp ex. -x . ) ?: o, 

i =l j =l 1 J 1 J 
(2.18) 
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para quaisquer x1 , ... ,xN de G e quaisquer c 1 , ... , cN de C. Al 

gumas consequ~ncias da ~cfinição são: 

(i) cp(-x) :::cp(x), lct>(x) l ~cp(O); 

(U) cp (O) ~O, cp é limitada e <ti e uniformement e cont .ínua - ~ . se cp e continua na origem ; 

(_iii) todo caráter é p.d .; 

(iv) se µGM(G) e se µ > O, com Hx) •= JG y(x)dµ (y), então 

cp é continua e p.d .. 

De importância fundamental é o 

Teorema 2.1 (Bochner ): Uma função contínua cp sobre G é p.d. se e somen-

te se existe uma medi da não negativa µ8-1 (G) tal 

que 

Hx) = JG y(x)dµ(y), xGG. (2.19) 

Seja B(G) o conjunto de todas as funç6es f sobre G 

que sao representáveis na forma 

f(x) = fG y(x)dµ(y), xbG. (2. 20) 

Então, B(G) consiste de todas as combinações linea 

res finitas de funções contínuas, p.d., sobre G. 

O teorema de inversão estabelece que, se f€L1 (G) nB(G) , 

então f€L
1

(G) e, além disso, se a medida de Haar sobre G é 
fixada, então a medida de Haar sobre G pode ser normalizada 

tal que 

f (x) = fc Í(y)y(x)dy, x€G, (2.21) 
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seja válida. 

2.4 - MOMENTOS E CUMULANTES 

Sej a X uma variável alea tóri a (v.a . ) 

compl exos . O valor esperado ou espera nç a de X 

por E(X) e s ua variância por Var(X). Se X e Y 

com valores 
-sera indic ado 

sao v.a . com-
plexns , entã o a cova riância entre X e Y é dada por 

com 

tão 

Cov(X,Y) = E[ (X-E(X)) (Y-E(Y)) J. (2. 22) 

Consider emos uma v . a . p-dimensiona l (Y1 , •.. , Yp), 

E(jY.jP) < 00 , j=l, ... ,p, ondeY. êreal ou complexa . En -
J J 

definimos o c.wnu.lan:te.. de.. oJtdem p de (Y 1 , ... ,Yp) por 

cum(Y1, ···,Y) =I(-l)p-l(p-1):{E[ TI Y-)}···{Er TI Y.) } (2.23) 
P j€v J lJ·ev J 

1 r 

onde a soma é estendida a todas as partições (v 1 , ... ,vr), r= 

= 1 , . . . , p d e { 1 , 2 , . . . , p } . S e Y . = Y , j = 1 , . . . , p , o b tem os o cu -
J . 

mulante de ordem p da v.a. Y.Pod e-se demonstrar que o cumu-

lante de y ... Y ê dado pelo coeficiente de (i)Pt ..... t 
l' 'p 1 p 

na expansão de Taylor do 

ao redor da orjgem. 

Algumas propriedades importantes dos aumulantes sao : 

(i) cum(a
1

Y
1

, ... ,aPYP) =a1 ... ap cum (Y1 , ... . Yp),a 1 , ... ,ap 

constantes; 

(ii) cum(Y
1

, ... ,Yp) é simétrico nos seus argumentos; 
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(iji) Se qualquer grupo de Yi é independente das demais 

Y., então curn(Y1 , ... ,Y) =O; 
J p 

(iv) para a v .a. ( Z1 ,Y1 ,Y 2 , ... ,Yp)' temos que 

cum (Y 1 + z1 , Y 2, ... , Y P) = cum (Y 1 , Y 2 , ••• , Y P) + ctnn ( z1 , Y 2 , ••• , Y P) ; 

(v) para e constante e p=2,3, ... , 

(vi) se as v.a. 

t es ent ão 

cum(Y
1
+z

1
, ••. ,Y +Z) = cum(Y

1
, .•. ,Y )+cum(Z

1
, ••• ,z ); p p . p p 

(vii) cum(Y .) =E(Y . ), j=l, ... ,p; 
J J 

(viii) cum(Y.,Y.) =C ov(Y.,Y . ), i ,j =l, ... ,p. 
i J i J · 

Da definição e propriedades acima seguem-se: 

(a) os cumulantes de ordem maior do que 2 são iguais a 

zero para uma v.a. com distribuição norma l; 

(b) todos os cumulantes de ordem maior do que 2 sao i

guais a zero para uma v.a . com distribuição normal 

multivariada, o que segue de (i), (vi) e do fato 

que toda no rmal rnultivariada é definida corno um ve

tor de combinações lineares de v . a . normais indepen 

dentes . 

Para outros detalhes sobre cumulantes, ver Leonov 

e Shiryaev, 1959. 
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2.5 - A ~ISTRIBUIÇÃO NORMAL MULTIVAR IA DA CO MPLEXA 

Seja _X uma v . n. . p-·variada, com média µ e matriz de 

covariiincias E; se X tem distribuição normal multivariada , 

escrevemo s X é 1 (11 E). p , -

Suponha , agora , qu e X tenh a componentes complexas 

consid ere a v . a. 2p-variada 

[
Re X] 
Im X (2. 24) 

Dizemos que X tem uma clU:,~LblÚç.ã.o no/LJnal muLüvcuúada 

c.omp.e.e.xa se a v. a . (2.24) tem uma distribuição 

N ( [ Re µ ] ; ~ [ Re E 
2P Im µ Im E 

-lm E ] ] , 

Re E 
(2 . 25) 

para algum vetor µ , de ord em pxl e alguma matriz E, de ordem 

p xp , Hermitiana e não negativa definida. Es cr evemos X é 
c 

Np(µ,E). Temos que 

E(X) = µ, (2. 26) 

E[(X-µ) (X-µ)'J = E, (2.27) 

e 

E[(X-µ)(X-µ) ' J = O. ( 2,. 2 8) 

No caso p = 1, se X é N~(µ ,o 2
), então Re X e Im X se 

rao v. a . indepe nd ent es , respectivamente, N1 (Re µ , 0
2
/2) e 

N1 (Im µ, 0 2 / 2) . 
vetoriais Dizemos que a sequencia de v. . a . 

n=l, 2, .•. , é a,6-6,i,rli,o,tü.ame.n.:te. Np (µn ,1:n) se 

p x l 

{E} n , 
a sequência 
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r-l/Z(E -µ) converge , em distribuição, par a N (0,I); de mo -
n n n p 

do a ná log o, d izemo s qu e { En}' n=l, 2 , ... , e M f.i.{.n,totic.ame.n;te. 

Nc (µ ,E) se a seq u ~n c ia r-l/Z (E-µ) converge , em dis-
p n n n . n n 

tribuiç~o, par a Nc(0,I). p 

2.6 - PROCESS OS ESTOCASTICOS --- ----- --

Sej a (íl,A ,P) um e spaço de probab ilidad es e T um con 

junto d e índice s, qu e conside r a remos aqui i g u a l a R. A cole 

ç~o {X(t,w) :t6T,w6íl } tal que, par a c a d a tGT, X(t,w) e uma 

função mens urável (v a riável aleatória) de w6íl, diz - s e um pJr..o 

e. e/2 f.i o e/2 ;to c.âó ,t,i .. e.o • 

Para cada wEíl, X(t,w) é uma função de tGT, denomi

nada uma :tll.aje.;tof/.,,{.a ou 11.e.a,üzação do proce sso estocástico. De 

agora em diante omitiremos a dependência em w e escrever emos 

{X(t) ,tG:rn.}. E[X(t)J = cX(t) di z -se a óunção m~cüa (ou simple~ 

me n t e m e.cli..a) d o pro c e s s o e 

(2.29) 

d iz -s e a óunçã.o de. au;t.o-c.ovaf/.,,{.ânw do processo. O c.wnu.l a.n:te. de. 011. 

dem k de {X(t), tGIR} ê definido por 

(2. 30) 

t 1 ,t 2 , ... ,tk81R, k=Z,3, ..•• 

DEFINIÇÃO - Diz emos qu e o processo {X(t), t6m.} é e.f.iru:ta.me.n:te. e/2 -

:ta&onáJúo se as v.a. (X(t
1

) , ... ,X(tn)) e (X(t
1

+T) , . 

.. ,X(tn+T)) têm a me s ma distribuição, para quaisquer t 1 , ... ,tn 

e T de R. 

Isto significa que as distribuiç6es finito-dimensio 

nais 
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(2. 31) 

sao invariantes sob translações do tempo t, n=l,2,3, .... Em 

particular , os momentos e cumulantes (desde que existam) se 
-rao independentes de -r; assim, E[X(t+T)] =E[X(t)J,logo a mé 

dia deve ser uma constante, ex digamos. Tambêm ê fácil ver 

que a função de covariincia (2.29) é uma funç~o de t -t a-1 2 
penas. 

Em muitas situações, as propriedades dos processos 

estocásticos pod em ser es tudadas levando-se em conta apenas 

momentos de primeira e segunda ordem. Logo, temos a 

DEFINIÇÃO - Dizemos que o processo {X(t), t6IR} ê i51iac.ame.n,te. e/2:ta. 

c.ionâlúo ou e/2-lauonâ1iio de. 2~ 01tde.m se: 

( a) E[X 2 (t)J <oo ; 

(b) E[X(t)J=cx, constante; 

(c) Cov{X(t
1

) ,X(t 2)} = RxxCt
1
-t 2), 

para quaisquer t, t 1 ,t 2GR. 

(2.32) 

Se um processo é estritamente estacionário com mo

mentos de segunda ordem finitos, então ele será fracamente 

estacionário; isto ê verdade, em particular, para processos 

normais. 

Dizemos que o processo {X(t), tGR}, com momentos de 

segunda ordem finitos, é c.on.tlnu.o e.rn me.cüa qu.adMüca (m, q.) em 

t = to se 

X(t) ~ X(t0), 

quando t -+ t
0

; o processo é contínuo em média quadrática em 

JRse é contínuo em m.q. para todo t 0G~ . A proposição seguin 

te, cuja demonstração pode ser vista em Cramé r e Leadbetter, 

1967, é importante. 
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PROPOSIÇÃO 2.1 - (a) X(t) ê contínuo em m. q . cm t 0 se e somen

te se RxxCt1 , tz) ê cont ínua cm tl =tz =to ; 

(b) Se RxxCt 1 , t 2) ê contínua em todo ponto dia 
gonal t 1=t 2 , então e la ê contínua em toda a parte . 

Seja g (t) uma função n~o aleat6ria e X(t) um pro

cesso estocástico de méd i a zero e função de auto-covariân

cia RxxCt1 ,t 2) . Pod em os, então, considerar as integrais 

r g(t)X(t)dt 
a 

(2 . 33) 

e 

t g(t)dX(t), 
a 

( 2. 34) 

d e Riemann e Riemann-Stieltjes, respectivamente, como limi

t es em m. q . de somas aproximantes usu ~is , que agora, serao 

v. a .. Pode-se demonstrar que as integrais (2 . 33) ec (2 . 34) 
sao v.a . com média zero . -e var1a ncias 

E{lfb g(t)X(t)dtl'} rb t --= J g(tl )g(tz)Rxx(tl,t2)dtldtz, (2 . 35) 
a a a 

e 

E{II: g(t)dX(t) I'} t t -= g(t1)gCt2)dt t ~Ct1 ,t2), (2 . 36) 
a a l ' 2 

r espccti vame nte , desd e que as integrais dos segundos membros 

existam; em (2 . 35) Rxx Ct 1 ,t 2) é suposta contínua e , em (2. 36), 

d e var1açao l imitada . 

Se X(t) e Y(t) sao dois processos estoc ás ticos nas 

condições anteriores, então 
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(2.37) 

o nd e RXY ( t 1 , t 2) é a função d e cova ri a n c :i. a cruz a d a entre X ( t) 
e Y(t), definida por 

(2.38) 

F6rmula an~loga a (2.37) vale para integrais do tipo (2.34) 

e a relação (2.37) pode ser generalizada para um número fi

ni to de integrais, ou seja, considerando-s e, por exemplo, 

e g (t;)X(ti)dti, i =l, ..• ,n e Eu: g (t1JX(t1Jdt1 ... r g(tn)X(tn)dtn} 

ou o cumulante da expressão entre chaves. Ver capítulo 6 . 

- ll -



CAPITULO 3 

PROCESSOS ESTOCÃSTICOS HOMOGENEOS 

3. 1 - INTRODUÇAO 

Cons ideremos um processo estocistico rea l {X(t), 

- 00 <t<+00 } fracamente estacionário, de média ex= O e função de 

covariância 

(3 .1) 

Dois resultados fundamentais da teoria dos proces

sos estocásticos fracamente estacionários são a que l es que 

dão as representações espectrais de X(t) e RXX(T), a saber 

(3 . 2) 

(3 . 3) 

onde 2(6) ê uma medida aleatória e F(6) ê a medida usual na 

reta, não negativa e limitada, tal que 

-20-
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(3. 4) 

A equaçao (3 . 2) constitui o chamado Teorema Espec 
tral de Cramér e (3.3) o Teorema de Bochner, pois é imedia 

to verifjcar que RXX(T) é positiva definida, no sentido de 

(2.18) (ver (2.19)). Em (3.2) temos uma integral estocásti

ca em rn.q., como definida no capítulo 2. 

Representações análogas existem para processos com 

parâmetro multidimensional t = (t1 , ... , t ) , os chamad os cam-
- p p 

pos aleatorios no R. Ver Hannan, 19 70 . Para urna formulação 

completa dos resultados (3 . 2) e (3.3) ver Cramêr eLeadbetter, 
196 7. 

Na seção seguinte trataremos da extensão ao caso de 

um grupo topol6gico abeliano e localmente compac to. 

3.2 - PROCESSOS ESTOCASTICOS HOMOGENEOS SOBRE UM GALC 

A refer~ncia básica para o que segue ê Yaglom,1961 . 

Ver tamb~m Hannan,1965. Seja G um GALC e (íl , A,P) um espaço 

de probabilidades . Consideremos o processo estocástico X= 

= {X(t,w): tEG, wEíl}, isto é, para cada tEG, X(t,w) ê uma 
./L 

função A-mensuráve l definida sobre 0', com valores complexos . 

Passaremos a denotar a função de auto - covariância 

de X por 

R(t,s) = Cov{X(t),X(s)} . (3 . 5) 

Admitiremos que R(t,s) seja contínua em todo o GxG, 

do que decorre que X ê contínuo em média quadrmtica . 

DEFINIÇÃO - O Processo X é homog~ne.o de. -6e.gunda. 01tdem (ou 61tac.ame.n,te. 

homogê.ne.o) se e somente se: 
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(a) E[X(t)J =ex = constante, para todo tEG; 

(b) X(t)EL 2 (íl, A,P), para todo tEG; (3.6) 

(e) E[X (t) X(s) J = I3(t-s) . 

Aqui, L 
2 

(íl, A, P) é o espaço de I-Iil bert de todas as 

v . a. de quadrado integrivel sobre ( íl ,A,P), com produto in

terno dado por (U,V) =E(UV) . Sem perda de generalidade , su

poremos ex= O; neste caso, B(t-s) é a . função de auto -cova
ri~nci a R(t-s), de modo que podemos escrever 

R(T) = E[X(t+T) •X(t) ], (3. 7) 

t, T 8G. 

DEFINIÇÃO - Di zemos que o processo X ê ut.Jútmne.n;t.e. homogê.ne.o se 

para quaisquer t, t 1 , ... ,tk de G, as v.a. (X(t
1
), 

•.. ,X(tk)) e (X(t1 +t), ... ,X(tk+t)) têm a mesma distribuiçã~ 

Segue-se que um processo estritamente homogêneo,com 

momentos de segunda ordem finitos, é homogêneo de segunda or 

dem. 

Se E[ 1 X(t) 1 k] < 00 , definimos o c.u.mul.ruit e. de. o Jt -

dem k do processo X, estritamente homogêneo, k=2,3, ... , como 
sendo 

(3.8) 

que é igual a c(t
1

+t, ... ,tk+t), para quaisquer t 1 , ... ,tk e 

t de G. Usaremos, frequentemente, a notação assimétrica 

Para se obter representações da forma (3 . 2) para 

X(t) e da forma (3.3) para R(T) temos que usar alguma teo-
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ria de representaç~o para grupos . A análise pode tornar-se 

extremame nte complicada se não impusermos restrições sobre 

G. O caso mais simples ê aquele em que G é um grupo abelia
no e localmente compacto. 

3.3 - ESPECTRO DO PROCESSO 

Seja X= {X(t ),tEG} um process o estocástico homogê 

neo d e segunda ordem s obre o GALC G. A f unção R(1) é positi 

va definida , como ê fácil ver. Logo, pelo Teo r ema de Bochner 

(2.19), existe uma medida FSM(G) ta l que 

(3.10) 

A medida F ê determinada univocamente por R. F é 

chamada a med,i_da. v., pec.vw..l de X. Seja H (X) o cs paço d e Hi 1 b er t 

gerado pelo processo X. Es te espaço (que é um sub espaço de 

L2 (íl,A,P)) ê ob tido como segue; seja a variedade linear ge

rada por X, denotada L(X), definida como o conjunto de to

das as v.a. U que podem ser escritas na forma 

n 
U = l c.X(t.), 

. 1 1 1 1= 

para algum inteiro n, constantes complexas c1 , ... ,cn e t
1

, . 

•• ,t GG. L(X) ê um espaço linear. Se definirmos um produto 
n 

interno através d e (U,V) = E(UV), L(X) torna-se um subespaço 

normado, que não possui, necessariamente, a propriedod e de 

ser completo. Portanto, n6s consideramos H(X) consistindo de 

todas as v.a. de L(X) mais todas as v.a. V, tais que, exis

te urna sequência de v.a. V em L(X), convergente para V, no 
n 

sentido que EjV -Vj 2 
_..,. O, quando n-+- 00 • Pode-se provar 

n 
que H(X) ê o menor subconjunto de L2(íl,A-,P) contendo a farní 

lia X e que possui as propriedades de um espaço de Hilbert. 
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O processo X define no espaço H(X) uma representa

ção unitiria do grupo G; operador es unit~rios U sao defini 
s 

dos por 

U [X(t)J = X(s+t), 
s 

s,tGG . (3.11) 

Segue -s e , pe lo teor ema generali zado de Stone, que 

os operador es Us admitem a r epr esentação espectral 

U
5 

= JG y(s)E(dy) , (3.1 2) 

onde E(~) ~ uma familia de proj eções definidas sobre os con 

juntos de Borel de Ô, familia es ta que ~ regular, norma da 

(i s to~. E (G) . = I = operado r unitir io) e ortogonal (isto~, 

E(A)E(B) =E(AnB)). 

Colocando 

Z(~) = E(~) ·X(O), (3.13) 

onde O ê o elemento ident i dade de G, obtemos uma repres enta 

ção espectral do processo X: 

X ( t) = JG y ( t) z ( dy) , tGG. (3.14) 

A função Z ( ~) diz-se uma med,i,da a,le,a;tÕtr.ia. do pro c e s -

so X, definida so bre G. 

A demons tração do l ema seguinte pode ser encontra

da em Ro zanov, 1967 (ver (2. 37)). 

LIMA 3.1 - Se g
1 

(y) · e g 2 (y) são duas f unçõ es mensuráveis quai~ 

quer para as quais 

i=l,2, 
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então 

PROPOSIÇÃO 3.1 - (3.1 6) 

DEMO NS TRAÇÃO - Temos que 

R(t) = Íc; y(t)F(dy) = E[X (t)X(O)J = E[ Íc; y (t ) Z(dy) t y (O) Z(dy)], 

e com o y (O) = 1, utili zando (3 .15) obtemos 

R ( t) = J G y ( t ) E { 1 z ( dy) 1 
2 

} • 

Tendo-s e em conta a unicida de da medida espectral 

F, obtemos (3.16). O 

-O enfoque que será adotado no capítulo 4 

descrito. Aqui , supomos que R(T)GL1 (G), ou s e j a, 

e agora 

t IR(t)ldm(t) < 00
, (3.17) 

Esta condiçã o (uma forma de condição "mixing") nos 

d iz qu e valor es "bastant e separ ado s " do process o tendem a 

ser fracamente dependentes. Se (3.17) é vi lida , definimos o 

u pec.vw de X por 

= JG 
-

f (y) R(t)y(t)dm(t), yGG . (3.18) 

Como lfCy)I s t jR(t) jdm(t) = IIRII 1, vemos que fé limita 

do em G; tamb ém, sup jf(y) I s IIRll 1, e f é contínua como aplica 
y 
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-çao d e uma parte de L
1

(G) (correspondente i classe dos pro-

cessos estocásticos homogêneos) em S (G) = conjunto de todas 

as funções complexas , contínuas, lirnitadQs sobre G, 
anulam no infinit o. Como R(-r)GL

1
(G)nB(G) (ver seção 

teor ema de inversão (2.21) aplica-se e obt emos que 
e 

R(T) ~ 1 f(y}y(T}dy . Tffi 
' 

~ 

que se 

2.3), o 

f6Ll(G) 

(3.19) 

onde dy ê a medida de Haar sobre G, normali zada apropriada-

ment e . 

Suponhamos, agora, qua a seguinte condição 

satisfeita: 

esteja 

(3. 20) 

onde c (t
1

, . . . , tk_
1

) f o i definido em (3 . 8) . Definimos, então, 

o c.wnu.f.ante v.,pec;t;w.1 de. andem k do p1Loc.e1.:,-60 X como 

Y
1

, ... ,yk_
1

GG, k=2,3, .... Para k=l, coloca)mos f=E[X(t]J . (3. 21) 

- ti -



CAPlTULO 4 

TRANSFORMADAS DE FOURIER FINITAS 

4. 1 - INTRO DUÇAO 

Consideremos um grupo G qu e seja abeliano,localmen 

t e compac to e satisfaça ao segundo ax ioma de enumer abilida

de. Se j a X= {X(t), tEG} um proc esso estocástico homo gêneo de 

finido sobre G, com valor es reais, contínuo em m~dia quadr~ 

tica, com media zero e função de cova riância R( T) contínua. 

Neste capitulo estaremos interess ados em discutir o compor 

tamento assintótico da transformada de Fourier finita,a ser 

definida a seguir. 

Consideremos uma s eqü~ncia de subconjuntos {E} de 
n 

G, tais que: 
00 

(4 .1) 

(ii) E é compacto e m( E )-+ 00 , n =l,2, ... , 
n n 

onde m(E) = v ~ a medida d e Haar de E , de modo que 
n n n 

O<m(En) <oo , para cada n=l, 2,3 , .... 

Definamos a :ULan6óoJunada de. Fowúe.Jl. Fin,í,,ta de. X(t), tGEn' 

por 

-27-
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yGG ( 4. 2) 

Como X é cont inuo em rn.q., d(n)(y) ser~ urna v.a . de 
média zero, pois X tem média O. 

Definamos , tamb~m 

t,, ( n) ( y) ~ JE y ( t) dm ( t) , ( 4. 3) 

n 

Segue-s e que 6(n)(y)/v ~ a trans formada deFourier 
n 

de IE (t)/v , ond e IE (·) ê o indicador do conjunto E . U-n n n n 
sanda a relação d e Pl anch erel, ê fic i l ver qu e existe uma 

sub s e q ü ê n c ia { E n k } ta 1 q u e 6 ( nk) ( y) / Vnk --lo- O, par a q u as e to d o 

Y€Ô (ver Lema 4. 2 abaixo). 

De a~o ra em diant e, 
o 

fE f(t)cbn(t) será indicada por JE f(t)dt, EcG. 

4 . 2 - PROPR IEDADES ASSINTÕTICAS DA TRANSFORMADA DE FOURIER FINITA 

Suporemos que o processo X satisfaça à 

CONDIÇÃO 4. 1 - X = { X ( t) , t 8G } ê wn pro c e s s o e s tocá s ti c o com v a 

lar es reai s, estritament e homo g~nco e satisfa

zendo a condição (3 . 20). 

Observamos que todos os cumulantes espec trais, de 

todas as ord ens , existem para X satisfazendo a Condição 4. 1. 

Se X ê gaussiano, a condição (3 . 20) reduz-se a (3 . 17) . 

Denotemos por F o complementar· de E relativamen-
n n 
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te a G, para n=l,2,3·, .... O teorôna a seguir d5 a estrutura 
de covari iincias de d(n)(y). 

Teorema 4. 1 - Seja d (n) (y ) definida por (4.2) e suponha que, para todo 

sEG, 

onde M2 > O é uma constante. Então, 

o erro sendo uniforme em Y
1 

,y2 . 

PROVA - Como E[X(t ) J = O, vem que 

= E{v-l/Z( X(t)y (t)dt·v-l/Z( X(s)y2(s)ds} = 
n )E . 1 n )E 

- V 

= V 

-lJ, 
n E 

n 

-lJ, 
n E 

n 

n n 

f E y 1 ( t )y 2 ( s) E[ X ( t) X ( s) Jd tds = 

n 

( y
1

(t)y2(s)R(t-s)dtds , 
JE 

n 

usando (2.35), já que o môdulo da Última integral é 

$ V -lJ, 
n E 

n 

IR(t-s)jdtds ::; v -lJ, 
n E 

n 

IG JR(t) Jdtds se < 00
• 

Escrevendo-se t = (t-s)+s e levando em conta que 

(4.4) 
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vem que a covari~ncia em questão 6 igual a 

y 1 (t-s)R(t-s)dt - JF y 1 (t- s) R(t-s)dt] ( y 2-y 1) (s) ds = 

n 

y1 (t)R(t)dt - JF y
1 

(t-s )R(t-s)dt] (y 
2
-y

1
) (s)ds = 

n 

R(t)yl (t)dt] (y2-y1) (s)ds+E
11

, 

utili zando a r e l ação de invari~ncia ( 2 . 2). Portanto, por 

(4 .. 3) e pe l a definição de espectro (3.18), temos que 

onde 

1 -1 J, [ J, I I ] -1 -1 -1 E 1 $ v R(t-s) dt ds $ M2•v •v · v = M2•v , 
n n E F n n n n 

n n 

dond e E =O(v- 1), e o t eorema está demonstrado. O 
n n 

OBSERVAÇÕES - (a) A condição (4.4), que é também uma condição 

f R(t-s)dt = O(v- 1); 
F. n 

n 

"mixing", implica qu e 

(~) A condição (3.17) somente implicaria 

IE 1 $ v-1 r r IR(t-s) /dtds $ v-1 r I, IR(t)jdtds < 00 , 

n n )E )p n )E G 
n n n 

ou se j a , E =0(1). Embora es te resultado seja s ati sfatório , 
n 

e l e não~ suficiente par a demonstrar o Teorema 4.3 abaixo. 
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Em particular, para y1 =y2 =y, o teorema nos diz 
qu e a variância de d(n)(y) é dada por 

e como !:. (n) (O) = vn, vem que 

(n) -1 Var{d (y) } = f(y)+O(v ) n ( 4 . 6) 

Esta rel ação nos diz que um estimador razoável pa

ra o espectro f(y) é 

[d(n)(y)[' = v~
1Ji X(t)y(t)dtj' ( 4. 7) 

n 

O Teorema 4.1 pode ser gen eralizado para cumulan

tes de ordem k 'e a demonstração é análoga e, por t anto, será 

resumida. Designemos por An = Enx ... xEn (k-1 ve zes) e por 

B = Gx ••• xG - A • n _____ n 

(k-1) 

(O produto cartesiano Gk-l é um grupo topol6gico relativa

mente à topologia produto.) 

Teorema L1.2 - Seja f(y
1

, ... ,yk_
1

) definido por (3.21). Então para k> 2, 

temos que 

(n) (n) -k/2 (n) -k/2+ 1) ctnn{d (y
1
), ... ,d (yk)} = vn •6 (y1+ ... +yk)f(y1 , ... 1,Yk-l)+O(v

11 
, 

(4. 9) 

o erro sendo uniforme em y 1 , ... ,yk-l" 
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PROVA - O cumulante em questão é i gua l a 

(yl+ ... +yk)(s)[l ···1 Y1Ct-s) . . . yk-l(t-s)• 
n n 

onde 

pois 

1 lc(t1-s, ..• ,tk-l-s) ldt1 ... dtk-l s 1 ···1 lc(t1 , ... ,tk~l) ldt1 ... dtk_1s 
n 

~ e< oo , 

Por (3.20); logo, o resto R = O(v-k/Z+l). O 
n n 

OBSEVAÇÕES - (a) Vemos que, para k>2, uma condição análoga a 

(4.4) pode ser dispensada; de fato, podería

mos obter um resto R "melhor" se, para todo k=2,3, ... , ti
n -vess emos 

i lc(t1-s, ... ,tk-l-s) ldt1 ... dtk-l s J\·v~
1

• 

n 
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Mk > O constante. Mas o resultado (4.9) é adequado pa ra nos

sos propósitos. 

(b) Se y1 + ••• +yk = O, então o cumulante do primei 

ro membro de (4.9) é aproximadament e i gual a 
-k/2+1 

vn . f(y 1 , ... ,yk_ 1), o que sugere que podemos bas ear 0 

estimador do cumulante esp ectral f( y1 , ... ,yk-l) em 

k 
d(n)(y

1
), ... ,d(n)(yk)' com I Yi = O. 

i=l 

4.3 - DISTRIBUIÇÃO ASSINTÕTICA DA TRANSFORMADA Ei_ FOURIER FINITA 

Os dois lemas seguintes serão Úteis na demonstra-
-çao do Teorema 4.3. 

LEMA 4.1 - Seja {Z , n2:1} uma seqüência de vetores aleatórios n 
pxl, com componentes co.mpl exas. Suponha que todos os 

cumul a ntes da variável (Z 1 ,z 1 , ... ,Z ,z ) existam e con-n n np np 
virjam para os cumulantes correspondentes de uma variável 

Cz 1 , z1 , ... , ZP, Zp), a qual é determinada por strus momentos. 

E n tão , { Z } c o n v e r g e em d i s t r i b u i ç ão par a Z = rcz l , . . . , Z ) • n p 

PROVA - Ver B ri 11 i n g e r , 1 9 7 5 , C a p . 4 • 

LEMA 4.2 - Se {En} é uma seqüência qualquer de cnnjuntos com-
... 

pactos em G, que e abeliano e localma1te compacto, 

com m(En) = vn ---+ +00 , então existe uma subseçµência {Enk} 

tal que 

PROVA - Ver Blum e Eisenberg, 1972. 

O teorema a seguir dá a distribuição -~sintática da 
v.a. d(n)(y). 

Teorema 4.3 - Sob as condições dos Teoremas 4.1 e 4.2, s~ y;e. O, d(n) (y) 
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tem uma d istr ibui ção ass int6 t ica N~(O,f(y)). Se y= O, d(n)(y) ~ ass int6 

ticame nte N1 (0,f(0)). Além di sso , ex iste uma subseqüência {Enk} tal que 

{d(nk)(y .) } são ass i ntot i c.:imente independentes . 
J 

PROVA - Basta provar , segundo o Lema 4 . 1, que os cumulantes 

tendem aos cumu l antes da dis tr ibuição normal em que~ 

tão, j á que esta é de terminada pelo s seus momentos . Temos que 
E{d(n)(y)} = O e pelo Teo rema 4.1, 

(4.10) 

Para y1 = y2 ;t O, (4.10) tende para f(y1), lembrando que,quan 
do n -+ oo , l:i. (n) (O) = v -+ +oo . Logo , os momentos de prime ira 

n 
e segunda ordem satisfazem~ condição do t eorema . A indepen 

d~nci a assint6t ica segue diretamente do Lema 4 . 2. 

Pe lo Teorema 4 . 2, 

cum{d(n)(yl) , ... ,d(n)(yk)} = v~k/2.6(n)(yl+ ... +yk)f(y1,··•,Yk-l) + 

+ O( -k/2+1) vn , 

que tende para zero se k > 2, pois 1:i. Cn) (·)/v é limitado com n 
respeito a n. Pelo Teoreraa 4.1, o teorema est~ demonstrado 

para y ;t O, pois é fáci l ver que o argumento usado é válido 

para os conjugados das variáveis envolvidas . Vejamos o caso 
y = o. 

Escrevamos, agora, 

Segue-s e que 
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a(n)(y) = d(n)(y)+d(n)(y) 

2 

(n) d(n) (y)-d(n) (y) 
b ( y) = ----=-~----'--'--"-

2 i 

( 4 .11) 

Como d (n) (O)= d (n) (O), vem que a (n) (O)= d (n) (O) ,ou 

seja, d(n)(O) é real . Por (4.10) , a vari~ncia assint6 t ica de 

d(n)(O) é f(0) e o teorema segue. D 

OBSERVAÇÕES - ( a) Para y = O, obtemos um teorema de limite cen 

tral para 

v~l/Z,1 X(t)dt, ou seJa , v~l/Z,1 X(t)dt _12..,_ N1(0, f(O) ). 

n n 

(b) Se X(t) é gaussiano, então d(n ) (y) é gaus 

sian~, lo go basta provar que a vari~ncia assint6tica ~ f(y) 

ou f(0), como foi feit o acima . 

(c) Seria desejável provar a independência assintó 

t ica para toda a seqüência {E } . Isto é possível para g run 
pos especiais (ve r Cap. 5) . No caso em questão, t er í amos que 

provar que 

para n-+ oo e a.;,! s. Esta espe r ança pode ser escr ita 
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e o compor t amento des ta integral depende da forma particular 
do núc l eo 6 (n)(y). 

- o -



CAPITULO 5 

APLICAÇÕES 

5.1 - ESTIMAÇAO DO ESPECTRO 

Do Teorema 4.1 obtemos 

Esta relação nos sugere que podemos estimar o es 
pectro f (y) através da estatística 

-y6G. (5. 2) 

rCn)(y) é chamado o peJÚodog~ama dos valores X(t), t6En' e te 
mos que 

I(n)(y) = v;11l X(t)y(t)dtj', 

n 

-yEG. (5 .3) 

A distribuição assintótica do periodograma pode ser 

obtida a partir do Teorema 4.3. 

Teorema 5. 1 - Sob as condições do Teorema 4.3, I(~)(y) -e uma V, a. com 

-37-
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distribui ção ass in tótica 1/2· f (y) •x2(2), para y.,_._ o . Pa ra y = O, rCn) (y) 

tem distribuição assintót i ca f (D) x2 (1). A1 6m di sso , ex is te uma subse-
.. - { } (nk) -quencia nk ta l que {I (yj)} s ao assintoticamente i ndependentes . 

NOTA - x2 (n) indica uma v. a . com distribui ção qui-quadrado , 

com n graus de lib e rdade . 

PROVA - Scj a d (n) (y) = a (n) ( y ) + ib (n) (y); para y .,_._O, vimos que 

d(n) (y) --2..+ N~(O,f(y)), 

logo a ( n )(y) e b(n)(y) são v.a. independentes , cada uma com 

distr ibuição limite N
1 

(O, f ~y)). 

Port a nto, 

a (n) (y) 

[f~y)] 1/ 2 
e 

sao v.a. independentes, com distribuiçôes limit e s N1 (0,l) e 

seus quadrados terão distribuiçôes limite x 2 (1) e indepen

d e ntes. 

Como 

vem que rCn)(y) tem distribuição assintótica f~y)·x 2 ( 2). 

logo 

Par a y = O , d ( n) ( O) = a ( n) ( O) e d ( n) ( O) V N 
1 

( O , f (O) ), 

[d(n)(O)J 2 ~ x2(1). 

f(O) 

Como rCn)(O) = ld(n)(O)l 2 = [a(n)(O)J 1 , segue que 
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I (n) (O) tem distribuição assintótica f(0)x 2 (1). A segunda par 

te 6 consequência direta do Lema 4 .1 e Teorema 4 .3. □ 

COROI.J\.RIO 5.1 - (a) lbn E{I(n)(y)} = f(y) (5 .4) 
n➔oo 

(5. 5) 

PROVA - Consequ ência direta do Teorema 5 .1, já que 

E{x2 (n)} = n e Var{x2 (n)} = 2n . D 

OBSERVAÇÕES - Podemos escrever também 

(n) -1 E{I (y)} = f(y)+O(v ). 
n (5. 6) 

De fato, de (5.2) e (5.1) vem que 

O Corolário 5.1 nos diz que rCn)(y) é um estimador 

assintoticamente não viciado de f(y), mas não é consistent~ 

pois a variincia permanece constante, independen te de n. 

5. 2 - APLICAÇÕES PARA ~ GRUPOS ~ , 1R e D 

Seja G = I o grupo aditivo dos inteiros do exemplo 

2.3. Um processo estocástico homogêneo de 2~ ordem definido 

sobre G será uma seqüência estacionária de 2~ ordem {X(t), 

t€ &'.} tal que 

(5. 7) 
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onde Z (>, ) e F ( À) for am def inicias na seção 3. 3, com 

Supondo - s e 

E{[dZ(y) [2
} = dF(Ã). 

< 00 

' 

o espectro de {X(t),tEZ} ~ definido por 

f(Ã) = (2rr)-1 •IR(T)e-iÀT' 
T 

(5. 8) 

(5.9) 

(5.10) 

-
00<Ã<+00 • A transformada de Fourier Finita fica, neste caso, 

d(N) (Ã) = (2rrN)-l/Z. I X(t)e -iÃt 
t=-N 

(5.11) 

para valores X(-N) , ... ,X(O), ... ,X(N) observados do process~ 
Aqui ~(N)(Ã) indica o núcleo de Dirichlet, dado por 

sen(N+i)À 
1 . 

sen zÀ 
(5.12) 

~ fácil ver que a condição (4.4) estará satisfeita 

se supusermos 

(5.13) 

e a v.a. d(N)(Ã) terá uma distribuição limite 
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para À ;z: O e N1 ( O, f (O)), para À= O. 

Sc j a , agora , o grupo G = R, elos reais com adição co 

mo operação (ve r exemplo 2 .1). Um process o hornog~neo de se 

gunda ordem definido sobre G ser~ um processo es tocástico cs 

t acionário de 2~ ordem {X(t ), - 00 <t< 00 } . Aqui, valem as repr~ 

sentações dadas por (3.2) e (3 . 3) . 

Supondo-se 

(5.14) 

-o esp ec tro de X(t) e definido por 

(5.15) 

- 00 <1.<+00 • A transformada de Fourier finita fic a 

(5 .16) 

Para valores do processo observado no intervalo [-T,TJ. 

Como, para - 00 <s<+ 00 , 

J IR(t -s) ldt s f l~I IR(t-s) ldt s K•T-
1

+T-
1•f. !TI IR(T) !dT, 

ltl>T lt l>T ari> 

para K > O constante, vemos que (4.4) estará sa.tisfe ita se im 

pusermos 

(5.17) 
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Neste caso, a v.a. d(T)(À) terá uma distr ibuição li 

mite N~(O ,f(;\)), para À ;t O e N1 (O, f(O )), para À= O. Para d~ 
talhes sobre os grupos Z e ffi, ver Brillinger, 1975, Cap.4 e 
Brillinger, 1970 . 

Consideremos , 
operaçio adição m6dulo 

dência estabelecida no 

finalmente, o grupo diádico G = D, com 
... 

2, termo a termo. Devido a correspon 

exemplo 2. 4, um processo homogêneo de 

segunda ordem definido sobre G será um processo estocástico 

estacionário-diádico {X(t) ,t~O}, definido sobre os reais não 

negativos , tal que as representações (3.10) e (3.14) serao, 

respectivamente, 

R(T) = I:~(T,À)dF(À) , 

X(t) = I>(t ,À)dZ(À), 

(5.18) 

(5.19) 

onde {iµ (t,À), t;?: O, À;?: O} são funções de Walsh generaliza

das. Se 

(5.20) 

está satisfeita, o espectro (de Walsh) de X(t) 

por 

.,. 
e definido 

(5.21) 

O!:> À< +oo . A transformada de Walsh-Fourier finita fica 
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(5.22) 

e sob condição análoga a (5.13) e (5.17) a distribuição li

mite de d(T)(À) s ri uma normal N1 (0,f(À) ). Para detalhe s, 
ver Morettin, 1974. 

Probl emas de estimação do espectro definido por 
(5.10) são extensivamente estudados em Brillinger, 1975. Es 

timação do espectro de Wals h é discutida em Morettin, 19 76 
e 1978. 

5.3 - FILTROS LIN EARES 

-Consideremos uma operaçao F que transforma um pro-

cesso {X(t) ,tEG} em outro proces so {Y(t) ,t6G } . Indicaremos 

este fato por 

Y(t) = F[XJ(t). 

Dizemos que F é um 6i.,,U;w line.M se: 

(i) F é uma operação üne.M: 

c1 e c 2 constantes; 

(5.23) 

(5.24) 

(ii) F é ,i,nvcuúa.nte.: se T
5

, sEG é tal que T
5

[K(t) J=X(t+s ), 

tEG, então 

F[T XJ(t) = F[XJ(t+s}. 
s 

(5.25) 

Se Fé um filtro linear, cujo domínio ~ontém o pro 

cesso e(t) = y(t), tEG, yEG, então existe uma função A(y), 
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tal que 

F[eJ(t) = y(t)•A(y). 

De fato , basta notar que 

F[TseJ(t) = F[eJ(t+s) = y(s)•F[eJ(t), 

us ando (5.24) e (5. 25) e fazendo t=O; obtemos 

F[e](s) = y(s)F[e](O), 

(5. 26) 

logo basta tornar A(y) = F[eJ(O). A(y) diz-se a 6unç.ão de. .:tAan.6-

óvz.ênua de · filtro F. 

.. 
Uma classe importante de filtro lineares e dada por 

supondo-se que 

Y(t) = JG a(t-s)X(s)ds, 

( /a(t-s)X(s) !ds < 00 • 

Jc 

Us ando (5.26) vemos que, para esta classe, 

y6G. 

(5. 27) 

(5.28) 

(5.29) 

O filtro (5.27) é chamado 61..LtAo c.onvoluç.ão (ver (2.3)). 

Devido a (5.28), podemos escrever 

a(s) = JG A(y)y(s)dy, s€G. (5.30) 
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Se o processo X(t) é homogêneo , E{ 1 X(t ) 1} < 00 e se 

o filtro satisfaz (5.28), da propriedade (5. 25) segue-se que 
Y(t) é homogêneo, se Y(t) é dado por (5. 27 ). 

Sab emos que se X(t) é homogêneo (de 2~ ordem) e le 

pode ser repres entado na forma 

(5. 31) 

onde Zx(· ) é a medida alea t6ria de X( t), definida sobre G. 

Da mesma forma, 

Y(t) 0 k y(t) •Zy (dy), tEGº (S. 32) 

Se Y(t) é dado por (5. 27 ), temos que 

usando (5. 29 ). 

Comparando com (5.32), temos que 

(5 .33) 

Por outro l ado, c hamando de FxC·) e Fy(·) as medi-
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da s espectrais de X(t) e Y(t), r espectivamente, e usando 
(3.16), temos que 

Ou s e j a , (5. 33) e (5 . 34) nos di zem que podemos ob

ter a medida alea t6ri a e a medida espectral de Y(t), re~ 

pectivamente , através el a medida a l ea t6ri a e medida espectral 

de X(t), conhecendo-se a funç~o de transfer~ncia A(y) do fil 
tro F. 

Para os casos especiais dos grupos ~ e D ver Bril

linger, 1975 e Morettin, 1973, respectivame nte. 

- o -



CAPTTULO 6 

O CASO DE GRUPOS COMPACTOS 

6. 1 - PROCESSOS INDEPENDENTES DO TEMPO 

Os resultados obtidos nos Capítulos 4 e S partiram 

da suposição que R(T)EL1 (G) e, então, definiu-se o espectro 

do processo através de (3.18 ). Neste Capítulo, veremos como 

abordar o problema sem esta suposição; para o caso de gru

pos compactos. Vamos mudar ligeiramente nossa notação, deno 

tando um elemento genérico de G por g e usando a notação mul 

tiplicativa para a operação de G. 

Suponhamos, então, que G seja um grupo. abeliano e 

compacto . De acordo com a teoria de representação para gru

pos compactos (ver Potryagin, 1966), existe no máximo um nú 

mero enumerável de homomorfismos de G sobre o grupo das ma

trizes de ordem finita, 

gEG ~ A (n) (g) 

l :s; i,j :s; a < oo , n=l,2,3 , ... , tal que 
n 

(6 .1) 

(6. 2) 

- 47-
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Os elemen tos A~~) satisfazem 
lJ 

l (n) (m) _ 1 
A . . (g)Akº (g) dg - o o ·kº . n •-, 

G lJ ,.., nm 2 J,.., ªn 

é o delta de Kronecker, JG dg = 1. 

O conjunto de todos os elementos A~~)(g) 
lJ 

ortogonal completo no espaço L2 (G). 

(6.3) 

forma um 

Seja {X(g), gEG} um processo estocástico sobre G. 

Segue-se que X(g) pode ser representado como 

X(g) 
oo ªn 

= , , (n) (n) 
l l z . . A. . (g) ' 

n=l i,j=l Jl lJ 
(6.4) 

onde 

onde a equaçao (6.4) deve ser entendida como uma represen

taçio em que a série 6 convergente em média quadrátic a e a 

integral em (6. 5) é tamb ém ent endida como uma integral em rné 

dia quadráti ca . 

Suporemos E[X(g) J = O, do que segue que E[Zj~) J = O. 

Suponhamos , ainda, que X(g) seja homog ~neo de segunda orde~ 

O seguinte teorema é conhecido. 

Teorema 6. 1 - O processo (6.4) é homogêneo de segunda oodem se e somen

te se os Z~~) satisfazem 
Jl 
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ô ô .kô. 0 f , nm i JN n (6. 6) 

onde fn 2 O e Jn·fn < 00
• Além disso, a função de covariância de X(g) é da 

da por 

R(g) = LY(n)(g)fn, 
n 

(6. 7) 

onde y(n)(g) = tr[A(n)(g)J são os carac teres do grupo G. 

PROVA - Ver Yaglom, 1961. 

Os números fn são os pa.1Lâme;Uw1.i e6pe.ww.Notamos que 

(6.8) 

Vamos supor, agora , que além de homogêneo, X(g) se 

Ja real e gaussiano. Então, os coeficientes Z ~1:) terão uma 
J l 

distribuição conjunta normal, pois o limite em média quadrá 

tica de uma seqüência de combinações lineares finitas deva 

riáveis normais é normal. 

Segue-se, então, imediatamente, o 

LEMA 6.1 - Se X(g) é homogêneo e gaussiano, com média zero, en 
z~1:) são mutuamente independen tão os coeficientes Jl -e 

tese normais N1 (0,fn)' se 
f = o n . 

f > O e degenerados na origem, se 
n 

Se temos uma 

calcular z~1:) através 
Jl 

realização do processo X(g), podemos 

de (6.5) e, por (6.8), obtemos um es-

timador de f, a saber, 
n 

(6. 9) 
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2 a 2 :Ê 
Segue-se do Lema 6.1, que se f > O a v a n n 

n ' · · f 
n 

t er~ uma di s tribuição qui-quadrado com i a~ graus de liberda-

~e e fn será de generado na origem, se f
11 

- O. Além disso, os 
fn serao mutuamente independentes . 

Substituindo-se (6.5) em (6.9) obtemos 

a 

f - l f /a 1 X(g)A~1:) (g)dg j
2 

n a2 i,j=l n G lJ 
n 
a 

= f 11 X(g)X(h)A~1:) (g)A~J?-) (h)dgdh = 
i,j=l G G lJ lJ 

a 

l 1 n (n) (n) 
= G GX(g)X(h) l A .. (g)A .. (h)clgdh, 

i,j=l lJ lJ 

e usando (6.2) e a observação feita após (6.7) temos que o 

estimador f pode ser escrito na forma 
n 

(6.10) 

que generaliza um resultado de Jones, 1963. Suponhamos, ago 

ra, que temos T realizaç6es independentes de X(g): 

{X(g) ,gEG}, t=l, ... ,T. 

-Designemos por fn ,t o estimador (6.9) correspondente à t-é-

sima realização e consideremos 

(6.11) 

Segue-se que E[ f~T) J = fn e temos o 



- 51 -

Teo r ema 6.2 Seja X(g) gaussiano, de média zero e f(T) dado por (6.11). 

Se f > O, a v . a . 1T•a 2 •f(T) /f tem dist~ibu i ção qui-quadra 
n n n n (T) -

do comi T•a2 graus de libe rdade e se f = O, f é degenerado na origem; 
n (T) n n 

além disso, f , n 2':: 1, sao mutua men te independentes . n 

PROVA - Imed i a ta. D 

Segue-se, tamb~m, que f(T) ~ um estimador consis-
n . 

tente, pois 

Ta2 

n 

V~jamos como podemos estimar a função de covari~n

cia R(g). Baseados em (6.7) propomos o estimador 

R(T) (g) (6.12) 

onde NT; um inteiro positivo e tal que NT ++00 quando T ++~ 

Se V(g) indica o vício do estimador R(T)(g), temos 

o teorema seguinte . 

Teorema 6.3 - (a) E[R(T)(g)J = O(N~1); (6.13) 

(c) V(g) = O(N~1). (6.15) 

segue imediatamente, 
... 

PROVA - (6.13) Jª que 

E[R (T) (g) J 
~ 

= 2 Y(n)(g)fn--+ R(g), 
n=l 

quando T ~ oo . Quanto a (6.14), 
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utili zando o Teorema 6.2. 

O vício do estimador é dado por 

V(g) = R(g) - E[R (T) (g) J = I y (n) (g) f , 
n>N n 

T 

ou seja, 

e como Inf < 00 (ver Teorema 6.1), (6.15) fica demonstrado.O 
n n 

Como um exemplo, consideremos o caso de um proc es 
so {X(P), P6S2}, com valores r ea is, sobre a esfera unitiria 

S2c R3
• Então, (6.4) e (6.5) tomam as formas 

(6.16) 

znk • Is X(P)Ynk(P)c!P, (6.17) 

2 

respectivamente, onde {Ynk (P) , -n ~ k ~ n} são os harmônicos 
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es fé ricos r ea is de ordem n e dP é a medida sobre s
2

. 

Neste caso, R(P,Q) depende apenas da distância an
gular 0 entre os pontos P e Q e (6.7) fica 

1 00 

R(0) = -4 I (2n+ 1) P ( cose) f , (6 . 18) 
7T n=O n n 

onde_Pn (·) são polin~mios de Legcndre de grau n. O estima
dor f n dado por (6.10) reduz-se a 

f = 4
1 ( ( X(P)X(Q)P (cos0)dPdQ,. (6.19) 

n 1T Js JS n 
2 2 

Os demais resultados aplicam-se imediatamente . Pa
ra outros de talhes, ver Jones, 1963. 

6.2 - PROCESS OS HOMOG~NEOS E ESTACIONÃRIOS 

Consideremos,agora,um processo X= {X(t,g): gEG , t6í2}, 

onde~= {0, ±1,±2, ... } e G é um grupo abeliano compacto. Su

poremos que, para cada tEI , {X(g ,t),gEG} seja contínuo em 

m.q .. Logo, para cada t6?, 

a 
m. q. oo n (n) (n) 

X(g, t) = l l z .. (t)A .. (g), 
. . l J 1 lJ n=l 1,J= 

g€G, (6. 20) 

onde 

( ) m. q. 1 (n) z .1: (t) = a X(g, t)Al
1
- (g)dg, 

Jl n 
(6.21) 

usando a notação da seção 6.1. 
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DEFINIÇÃO - Dizemos que X é homogêne.o de, 2~ 011.de.rn com r espeito a 

g e v.itacionâlúo de, 2~ 011.de.111 com r espeito a t se : 

(6. 22) 

O a n i l og o do Teorema 6 .1 é o 

Teo rema 6 .4 - Se X é homog~neo e es taci on~ rio de 2ê ordem , entao 

{ 
(n) tfil) } _ 11T ÍÀT E Z .. (t+T) Z0 k (t) - o 0. 0 0.k e dF (À), 
Jl :x,' nffiJ :x, l n 1T 

(6.23) 

onde { F ( >.)} é uma sequencia de funções rea is, não dec re scen tes , tais 
n 

que 

(6. 24) 

Além disso, 

(6. 25) 

PROVA - Ver Hanna n, 19 7 O. 

DEFINIÇÃO - Dizemos que X Í, v.,tM.;tame,nte, homogê.ne.o e. v.,;tacJ.,onáJcÃ,o se 

a di s tribuiçio AX( g
1

+g ,t
1
+t), ••. ,X(gk +g,tk+t) é in 

dependente de g 6G e t 6 ::Z , para qu a lque r coleção fi nita (g1 , t 1), 

••• '(gk,tk). 

Supore mo s que o proce sso X satisfaça à 

CONDI ÇÃO 6.1 - Pa ra todo t6~ , X é contínuo em m.q. ,estritamen 
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te estacionirio e ho~ogêneo, com momento s limitados com res 
peito a g , -i sto e, 

uniformemente em g1 , ... , gk, pa r a todo t
1

, t
2

, ... , tk, k=l, 2, 3, 
. . . . 

PROPOSIÇÃO 6.1 - O 

-e independente de te seri denotado por 

(nl, ... ,nk) 
c. . . . (ul' ... ,uk 1). 

J 11J. ' ••• 'J k1k -

A demonstração é conseqüência dos seguintes lemas. 

{ 
(nl) (nk) } 

LEMA 6.2 - E Z . . (t1) ... z .. (tk) = 
J111 Jk1k 

PROVA - De fato , por ( 6 . 21) 

(6. 26) 

e esta integral está bem definida em m.q., pois (ver Cramér e 
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Leadbetter, 1967 e seçao 2.6) 

Logo, podemos permutar os sinais de esperança e integral em 
( 6 . 26). D 

, { (nl) (nk) } 
LEMA 6. 3 - cum Z . . ( t 1) , ... , Z . · ( tk) = 

J1 11 Jk1k 

PROVA - Segue do Lema 6. 2 e da de·finição de cumulante como u 

ma soma de produtos de momentos (ver Cap. 2). D 

A proposição segue agora do Lema 6.3, e do fato de 

X(g,t) ser estritamente estacionário . 

Suponhamos que seja vilida a 

CONDIÇÃO 6. 2 (i ) - Para dado ,e, ~ O, 

ul, ... J e-{ l + luj I l} /cum{xcgl 'ul +t) ' ... ,X(gk-1 'uk-l +t) ,X(gk, t) } 1 ~e.: <oo , 

k-1 
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uniformemente cm g 1 , .... ,gk' j=l, ... ,k-1, k=2 ,3, .... 

Esta é urn a condição "mixing" no tempo , independen
t emente de gEG , ou seja, valores separados do processo no 

t empo, independentemente da "posição" em G, são frac amente 
dep endentes . 

Esta condição implica que 

( 6. 2 7) 

pois o primeiro membro de (6.27) é 

usando o Lema 6.3 e o Teorema da Converg~ncia Monot6nica. O 

Segue -se que a validade de (6.2 7) implica que pod~ 

mos usar toda a metodolog i a de Brillinger, 1975. 

A Cond ição 6.2(0) nos permite definir o c.umulan.te e/2 

pec:tJc.aí de 011.de111 k dos coeficientes 

(nl) (nk) 
Z . . ( t 1) , ••• , Z . i ( tk) : 
J1 11 Jk k 

k-1 
-i I: u.À. 

1 J J 
(ul, ... ,uk-l)e . , (6.28) 
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- 00 <À <+ 00 J· -1 k 1 k-2 3 j ' - , . .. , - ' - ' , .... 

OBSERVACÃO - A condição (6.27) implica que o cumulante espec

tral definido por (6.28) tem derivadas limitadas 
e uniformemente contínuas de ordeiil ~ t. 

Em particular, para o espectro de 2~ ordem, o Teo
r ema 6.4 nos fornece 

f ~1:,mJ c11J ô ô ô f C') Jl , tk = jt ik nm n A • 

A Condição 6.2(0) nos garante que F (11) é 
n 

vele fn(À) = F~(À), 

(6. 29) 

derivá-

Dados os valores X(g,t), gEG e t=O,l, ... ,T-1, obt e
mos os z ~1:) (t) e definimos, então, a transformada de Fourier 

J l ( 
finita dos coeficientes z.1:)(t) por 

Jl 

i,j=l,2, ... , a . 
n 

(6.30) 

O seguinte teorema é uma cons eqüência .da Proposi

ção 6.1 e do Teorema 4.4.1 de Brillinger, 1975, Cap. 4. 

Teorema 6.5 - Se ja X satisfazendo a Condição 6. 1 e a Condi ção 6.2(1) .S~ 

ja sk(T) um inteiro com Àk(T) = 21rsk(T) /T --+- Àk , quando 

T-+- oo, k=l,2, ... ,K. Suponha 2Àk(T),Àk(T)±Àt(T) $ O (mod 21r) , para l ~k< 

<Q.~K e seja d~~')(À) def inida po r (6.30). Então, dJ~2(Àk(T)), k=l, ... ,K, 
.... J l C 

sao assintot i camente independentes e N1(0,fn.;(Àk)). Se ;\ =0,±21r, ... , 

o mesmo ocorrendo se À = ±7í, ±37í,, • • • 

- o -



CAPITULO 7 

CONSIDERAÇÕES FINAIS 

7.1 - INTRODUÇÃO 

A suposição qu e a função de covariância R(T) seja 

um elemento de 11 (G) é necessária para a definição do espec 

tro através de (3.18) e o consequente desenvolvimento do Ca 
... 

Pl tulo 4. Suponhamos que G seja um GALC e vejamos o que a-

contece se a suposição acima~ relaxada. Sabemos que 

X ( t) = 1 y ( t) Z ( dy) , (7 .1) 

R(T) = JG y(T)F(dy)' (7. 2) 

com 

E{/Z(dy)/ 2
} = F(dy) 

e 

-59-
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Substituindo-se ( 7 .1) na expressão (4.2) obt emos 

(7. 3) 

Temos, então, 

Em particular, 

(7. 5) 

Conjecturamos que valem teoremas análogos aos teo

remas 4.1, 4.2 e 4.3, para (7.3), agora sob condições a se

rem impostas aos cumulantes espectrais f(y1 , . . . ,yk_1), pos-
. 1 . ( k-1) s1ve ment e que estes seJam elementos de 11 G . O proble-

ma fica a berto e merecerá estudos posteriores. 

7.2 - GRUPOS FINITOS 

Seja G um grupo abeliano finito de 01Ldt!111 (número de 

elementos) N. Dotado da topologia discreta, G é um grupo to

pológico compacto . Se os elementos de G são t 0 ,t1 , ... ,tN-l' 
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então a integral de Haar ele f: G ~ C é dada por 

-

N-1 
I(f) = I f(t.). 

j=O J 
(7 . 6) 

Se G = { y j } indica o grupo dual de G, então G tem e 
xatamente N caracteres y. que satisfazem 

J 

{

l, y. = y. 
1 J 

I(y.y.) = 
1 J 

o, y.~y. 
1 J 

(7. 7) 

Por exemplo, se G = {0,1,2, .•. ,N-1}, com adição mó
dulo N, então os caracteres são da forma 

_ 2rrijrn/N 
y. - e ' 
J 

m=O, 1, ... ,N-1. 

Seja X um processo estocástico sobre G, com valo

res complexos; então, X pode ser escrito 

N-1 
X(t) = ~ _I Z(j)yJ. (t), (7 .8) 

J=O 

onde os coeficientes Z(j) são dados por 

Se o processo X é homogêneo, então 

N-1 
R(T) = l F(j)y]. (T), 

j=O 

(7. 9) 

(7 .10) 
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onde E { / Z (j) / 2 } = F (j). 

O _probl ema que surge 6 o de calcular os coeficien
tes Z(j). No caso <la an~lise clissica de Fourier , existe um 

al goritmo ráp i do de cálculo, chamado FFT ("fast Fourier trans

form"), pa ra obter a transformada discreta 

j =O,l , ... ,N-1 . (7.11) 

Ver Cooley e Tukey , 1 965 . Se N = rs, r e s int ei r os , então 

(7. 11) pode ser calcul ada com N(r+s) mult i pl icações comple

xas, ao invés das naturais N2 necessárias; ser es não s ão 

primos, este procedimento pode ser efetuado recursivamente. 

-Sej a G um grupo finito de ordem N = r•s e G o s eu 
-grupo dual . Para um sub-grupo arbitrário H de G,seja A(G,H) - .... o a nul ador de Hem G, isto e, 

A(G,H) = {y6G: y(t) = l, VtEH}. 

A( G,H) é um sub-grupo de a. Suponha que H tenha ordem s. 

Teorema 7. 1 - Os coeficientes generalizados de Fourier Z(j) dados por 

(7.9) podem ser calculados com N(r+s) multiplicações com-

pl exas . 

Para a demonstração e outras informações, ver Cairn~ 

1 971. 

7,3 - OUTROS COMENTARIOS 

(A) - o desenvolvimento dos capítulos 4 e 5 pode ser g~ 

neralizado para processos mult~var i ados 

t€G, 
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sem grandes modificaç6es. Em particular, a distribuição li

mite para o vetor pxl d(n)(y) será uma normal complexa de di 
rnensão p . 

(B) Um problema que tem merecido atenção , também,é 
O 

da 

ergodicidade . No que segue, faremos um breve r esumo 
deste aspecto da teoria . 

Di zemos que o processo X(t), definido sobre G (um 

GALC), com va lores num espaço métrico V, com métrica /a-B/ , 
tem mê.clüi m !:iobfle G se, VE:>0, existem t

1
, ... , t N de G tais que 

l N 
sup/ N l X(t+t.)-m/ < E. 
t€G i=l 1 (7 .12) 

Escrevemos m = EG[XJ. Se Z é a medida aleatóri a de X(t), en 

tão pode-se provar (ver Jajte, 1967) que se X(t) é homog~IB~ 
ent ão EG[XJ = Z({O}). 

O processo X(t) é eAgÕcüc.o se 

EG[XJ = m = E[X(t)J = constante. (7.13) 

Segue-se que X(t) é ergódico se e somente Z({O}) = m, 

ou ainda , se e somente se F({O})= /m/ 2 , onde Fé a medidaes 
pectral do processo . 

Para processos homogêneos e gaussianos pode-se pro 

var que se X(t) t em uma medid a espectral F que tenha uma den 

sidade com respeito à medida de Haar de G, então X(t) é er 

gÓdico. Ver Blum e Eisenberg , 1972, para detalhes e outras 

r efe r ências . 

(C) - Processos estocásticos homogêneos generalizados 

são conside rados por Ponomarenko, 1974. Sej a D(G) 

o espaço de funções infinitamente derivávei s, com suporte 
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compacto. Um processo estocás tico generalizado definido so

bre G é um funcional linear, contínuo em m. q. X( <P ), sobre 

D(G), cujos valores são classes de equivalência de variáveis 

alea t6rias complexas, definidas em algum espaço de probabi

lidades (íl,A,P), e que constituem um espaço de Hilbert 1
2

(m. 
Este processo generalizado é homogêneo se 

m(<P) = E{X(<t>)} = m(T <P), 
s 

onde Ts é o operador translação T <P (g) = <P (sg) . O autor tam-. s 
bém demonstra um teorema ergódico para X(</>) . Um problema p~ 

ra estudos futuros seria estender os resultados do Capítulo 

4 para processos homogêneos generalizados . 

(D) - Outro problema não discutido neste traba lho é o de 

previsão e interpolação de processos estocásticos 

homogêneos . O caso de processos estacionários sobre~ e filé 
extensivamente discutido em Rozanov, 1967. Para o caso ge

ral, de processos homogêneos sobre grupos, ver Salehi, 1969 

e Weron, 1972. 

- Jl -
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