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INTRODUÇÃO

o interesse por formas de.dependência de variáveis
aleatórias é relativamente recente. O artigo de Lehmann (1966)
é um marco importante não apenas pelas idéias que introduz mas,
também pelas sugestões de aplicações desses conceitos à outr~
áreas da Probabilidade e da Estatística.

A partir daí, estimulada pelo sucesso das aplicações
à Teoria da Confiabilidade, desenvolve-se uma atividade inten-
sa de pesquisa, especialmente em dependência positiva. são des-
se período os resultados sobre associação encontrados, por e-
xemplo, em Esary & Proschan (1968,1972). Os trabalhos sobre de-
pendência negativa são ainda mais recentes e os mais importan-
tes, de Karlin & Rinnot e Block, Savits & Shakhed são de 1980.

O nosso interesse pelo assunto foi fortemente ~sti-
mulado pelos seminários, dirigidos pelo Prof. Henry W. Block,
.da Universidade de Pittsburgh, quando de sua estada como Pro-
fessor Visitante do IME-USP, no primeiro semestre de 1980.

Durante esse período obtivemos alguns resultados re-
lativos à associação de vetores normalmente distribuídos e à
geração de variáveis aleatórias que satisfaziam condições for-
tes de dependência. Posteriormente, conseguimos mostrar tam-
bém que a condição de Karlin-Rinnot para que l@a densidade nor-
mal multivariada fosse SMRR2, era equivalente a impormos que
ela fosse a densidade de uma distribuição condicional, gerada
por vetores com componentes independentes. Com isso fica es-
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tabelecida uma conexao, que acreditamos ser importante, entre
os resultados de Karlin & Rinnot e os de Block, Savits & Sha~
khed.

Este trabalho se divide basicamente em dois capítu-
los nos quais são tratados aspectos de dependência positiva e
negativa. O terceiro e último capítulo complementa os anterio-
res com comentários e sugestões sobre alguns problemas em a-
berto.

Não houve intenção de se fazer aqui um apanhado ge-
ral e completo sobre todas as condições de dependência exis-
tentes na literatura. Existem diversos conceitos de dependên-
cia, alguns até importantes, que não são sequer mencionados
nest e trabalho. O que se procurou f a zer foi uma análise das
idéias de dependência positiva e negativa, com ênfase nas con-
dições que mais se relacionassem com os nossos resultados.

Não se chega ao final de um trabalho como este sem
~ontrair débitos de gratidão com pessoas que de uma forma ou
outra contribuiram para sua realização. Gostaríamos, portanto
de deixar registrados aqui nossos reconhecimento e gratidão a:

Prof. Henry W. Block pelo entusiasmo que conseguiu nos
transmitir e pelas valiosas sugestões dadas no decorrer deste
trabalho.

Wagner de Souza Borges e Carlos Alberto de Bragança Pe-
reira, meus colegas no Seminário, pelas estimulantes discus-
soes sobre o assunto.

Carlos Alberto Barb osa Dantas que sempre se interessoupe-
lo andamento do trabalho e nunca 'faltou com seu estímulo e en-
corajamento nos momentos maIS difíceis.

João Baptista Esteves de Oliveira que mesmo com a premen-
cia do tempo conseguiu urna vez mais realizar um excelente tra-
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balho de datilografia.

Finalmente uma menção especial para minha esposa Ma-
ria Regina e meus filhos Paulo e Ana Lúcia, pela paciência e
compreensão com que suportaram min~as freqüentes crises de mau
humor nos últimos doze meses.
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CAPITULO 1

1.1 -DEPENDÊNCIA POSITIVA NO CASO MULTIVARIADO

Uma análise sucinta e razoavelmente completa sobre
dependência positiva entre duas variáveis aleatórias X e Y po-
de ser encontrada em Barlow & Proschan (1975, pp. 142 a 146).
No caso multivariado, as noções existentes são muito mais nu-
merosas e as relações entre elas bem mais complicadas. Isto se
deve principalmente ao fato de que as generalizações sugerid~
pelo caso bivariado não tem o mesmo relacionamento direto que
tinham naquela situaçã.0. Esse estado de coisas levou diversos
autores a introduzirem novos conceitos de dependência positi-
va, sempre com o objetivo de obterem crit~rios, de fácil ve-
rificação, que conduzissem à formas de dependência importantes ..
nas aplicações práticas.

Não pretendemos fazer aqui uma análise de todos os
crit~rio~ de dependência positiva conhecidos. Discutiremos a-
penas os conceitos, a nosso ver, mais importantes do ponto de
vista prático, com ênfase especial naqueles que serão utili-
zados nas próximas seçoes.

Antes de entrarmos propriamente no assunto, vale a
-1-
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pena observar que embora dependência sej a uma propriedade da
medida induzida e portanto da distribuição conjunta, já está
consagrado o abuso de linguagem que consiste em falannos de de-
pendência indiferentemente como uma propriedade das variáveis
ou de sua distribuição.

Iniciaremos com a generalização do conceito de de-
pendência quadrante positiva introduzida em Lehmann (1966).

DEFINIÇÃO 1.1.1 - Diremos que a dependência positiva entre as
variáveis aleatórias Xl' ... ,Xn é ~upvúo~se para toda n-upla,
(Xl' ... ,xn), de números reais tivermos:

(1.1.1)
n
TI P[X.>x.].

. 1 1 11=

DEFINIÇÃO 1.1.2 - Diremos que a dependência positiva entre Xl'
... ,Xn é in6vúo~se para toda n-upla (xl' ... ,xn) de numeros
reais , tivermos:

(1.1.2) n
TIP[X.::;x.]

. 1 1 11=

OBSERVAÇÕES 1 - Por uma questão de facilidade, quando nos re-
ferirmos à variáveis que satisfazem as condições (1.1.1) ou
(1.1.2), diremos apenas que essas variáveis são DPSouDPI res-
pecti vamen te.
2 - No caso particular n = 2, as condições (Ll.l) e (1.1.2) sao
equivalentes e qualquer uma delas pode ser usada para definir
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dependência quadrante positiva. O exemplo sequinte mostra que
essa equivalência se perde quando n é maior que 2.

EXEMPLO 1.1.3 - Seja ~.= (Xl,X2,X3), um vetor aleatório que as-
sume valores no conjunto {(1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)} com proba-
bilidades iguais a 1/3 para cada ponto. g fácil mostrar q~e ~
satisfaz a condição 1.1.1. No entanto se fizermos xl=x2=x3=
= 0, teremos:

e

o que mostra que X nãos at í sEaz (1.1.2). Urna das aplicações pra-
ticas das noções de DPS e DPI diz respeito à possibilidade de
obtermos estimativas aproximadas de probabilidades que depen-
dem da distribuição conjunta, (e que porisso nem sempre são fá-
ceis de serem calculadas), conhecendo apenas as distribuições
marginais. As determinações de coeficientes de confiança, de
regiões críticas de testes, da confiabilidade de um sistema,
sao alguns exemplos de si tuaçôe s nas quais o conhecimento, de
que as distribuições envolvidas sao DPS ou DPI, pode ser bas-
tante útil.

ASSOCIAÇÃO

A medida de assoc1açao mais conhecida e mais utili-
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zada ~ sem dGvida a covariincia entre duas variiveis aleat6~
rias X e Y. Quando ela é introduzida nos textos elementares de
Estatística, em geral é mencionado que um valor positivo da
cova r í ânc.ia ~ uma indicação de que X e Y tendem a variar num
mesmo sentido, enquanto que um valor negativo índicaria que X e
Y tendem a variar em sentidos opostos. Dada a pouca informação
contida na cov ar í ânc í a (afinal ela nada mais ~ do que um dos
momentos da distribuição conjunta)", seria demais esperannos que
ela funcionasse bem como medida de dependência. Vamos lembrar,
por exemplo, que ela vale zero sempre que X e Y forem indepen-
dentes e também que ela pode valer zero até mesmo em situações
nas quais uma das variiveis é função da outra.

Dada a facilidade de se tratar matematicamente com
covariâncias, era natural que se procurasse utilizar a mesma
idéia bisica para definir medidas mais fortes de dependência.
Uma possibilidade é dizermos que X e Y são associadas quando
a covariância entre f(X) e f(Y) é não negativa, para todo par
de funções crescentes f e g, para o qual a covariância exista.
Essa condição conduz a um critério bem mais forte de dependên-
cia, cujo único defeito é s6 poder ser utilizado no caso bi-
variado.

o conceito de aSSOClaçao, que introduziremos abaixo,
~ mais forte ainda e tem a vantagem adicional de se aplicar a
um número finito qualquer de variiveis aleatórias.



- 5 -

Inicialmente vamos relembrar algumas definições e in-
troduzir a notação necessária.

1. Se ~ = (xl' ... ,xn) e r = (Yl'··· ,Yn) sao elementos de
Rn, diremos que x_s r se x . s y. para j = 1, ... .n. Escre-

J J
veremos ~ < I se ~ s r e exis te ao menos um j, para o
qual x . < y .•

J J
2. Uma função f de Rn em R é crescente se f(r)~f(~) sem-

pre que r > ~.

3. Uma função f de Rn em R é binária se f(~) for igual a
O ou 1 para todo ~ERn.

DEFINIÇÃO 1.1.4 - Diremos que as variáveis aleatórias X1'X2'
...X sao M.60C-Úl.dM se para todo par de funções binárias cres-n

centes, y e ô, tivermos:

(1.1.3) Cov(y(X1' ... 'X), s rx , ... ,X)) ~ o.n .•.. n

OBSERVAÇÃO - O fato de considerarmos apenas funções binárias
pode dar a impressão·'de que seria possível fortalecer ainda mais
a condição (1.1.3). No entanto, uma desigualdade de Hoeffding
(ver Lehmann, 1966) nos permite mostrar que se um vetor alea-
tório ~ = (Xl' ... ,Xn) satisfaz (1.1.3) então Ccv l f (~),g (~)] ~ O
para todo par de funções crescentes para o qual a covariância
exista.

Damos a seguir algumas propriedades importantes da
associação.
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A.I - O conj unto formado por uma única variável aleàtó-

ria X é associado.

A.2 - Qualquer subconjunto de um conjunto de variáveis as-

saciadas é associado.

A.3 - Funções crescentes de variáveis aleatórias associa-

das são associadas.

A.4 - Sej a ~ = (Xl' ... ,Xn) um vetar associado e r = (Yl' ..

. ,Ym) um outro vetar associado, independente de ~.

O vetar Z = (Xl' ... ,X ,Yl, ... ,Y ) será também um ve-- n m
tor associado.

Para as demonstrações ver Esary, Proschan & Walkup (1967).

Das propriedades A.l e A.4 segue-se que qualquer con-

junto finito de variáveis aleatórias independentes é associa-

do.

PROPOSIÇÃO 1.1.5 - Seja X = (Xl""'X ) um vetar associado e- n

! = (Y1 ' ... ,Yn) um out ro vetar as saciado independen te de X. Nes-

sas condições o vetar Z = (Xl+Y 1 ,XZ+YZ' .... ,Xn+Yn) será também

associado.

DEMONSTRAÇÃO- Imediata usando propriedades A.4 e A.3.

EXEMPLO1.1.6 - Seja ~ = (Xl,XZ) um vetar aleatório com distri-

buição conjunta normal com médias iguais a zero, variincias i-

guais a 1 e suponha que Cov(Xl ,XZ) = P > O. Então X é associado.

De fato, sej.a Y um vetar aleatório formado por duas variáveis
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aleatórias normais, independentes, com médias iguais a zero e
variâncias iguais a 1. Vamos definir ~ = (Zl'ZZ) através de:

Como p > O e r é associado segue-se de A.3 que ~ é associado.
Como a distribuição de Z e a mesma de ~ segue-se que X e as-
sociado.

A proposição seguinte contém dois resultados sobre
associaçao entre variáveis aleatórias binárias isto é, sobre
associação entre indicadores de eventos.

PROPOSIÇÃO 1.1.7 - a) Se A e B sao dois eventos quaisquer, u-
ma condição necessária e suficiente para que IA e IB sejam as-
sociadas é que P(AnB) ~ P(A) ·P(B).

b) Se Xl ,XZ' ... ,Xn são variáveis aleatórias aleatórias bi-
nárias associada-s, então também serao associadas as variáveis
aleatórias:

1 - Xl' 1 - XZ' ... , 1 - Xn

DEMONSTRAÇÃO - a) As funções b inári as cres cen tes de IA e IB po-
dem ser determinadas explicitamente e sao as seguintes:

fI:: O; fZ = mi n (IA 'IB); f3 = IA ;

f4 = IB; f5 = max (IA' IB); f6 ::1.
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g fácil ver que:

e que:

Para mostrar que IA e IB são associadas nos teria-
mos que mostrar que E(fjfk) ;::E(fj)E(fk), para todo j ~k, j=l,
2, •.. ,6, k=l,2,~ ..,6. E fácil verificar que essa condição es-
tará trivialmente satisfeita sempre que f. s fk. O único par que

J -
não satisfaz essa relação de ordem é o'par (f3,f4). Conclue-
se portanto que IA e IB serão associadas se e somente se

Da definição de f3 e f4 temos:

E[f3f4J - E(f3)E(f4) = P[IA=l e IB=lJ -

- P[IA=lJ.P[IB=IJ = P(AnB)-P(A) ·P(B).

b) Sejam yl e 81 funções binárias crescentes de (I-XI,I-
-X2, ... ,I-X ). Vamos definir:n .

y(XI, ... ;Xn) = l-y'[I-XI,···,I-XnJ

8 (Xl".' ,Xn) = 1-8 I [l-Xl'·'· ,1-XnJ.

Verifica-se facilmente que y e 8 sao funções binárias crescen-
tes de (Xl'."'X ). Como esse vetor é associado temos:. n
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E(yô) ~ E(y)E(ô).

Segue-se então que E(y'ô') ~ E(y')-E(ô') o que con-
c1ui a demonstração. •

PROPOSIÇÃO 1.1.8 - Seja X um vetor aleatório associado. En-

tão X satisfaz (1.1.1) e (1.1.2) ou seja, ~ é DPS e DPI.

DEMONSTRAÇÃO - Seja X = (Xl' ••• 'X ) e vamos definir para cada
- n

j=l, ... ,n,

s x .
J

> x ..
J

Sejam agora:

~ fácil ver que f e g sao funções binárias crescentes, e como

X é associado, temos:

E[f-gJ ~ E(f) oE(g)

ou seja:

P[X1>x1,···,X l>x l'X >x J ~n- n- n n
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Segue-se por indução que ~ ~ DPS. Para mostrar que
~ DPI basta observar pela parte b) da Proposição 1.1.7 que
l-Y1, .•. ,I-Yn são variáveis associadas.

1.2-0EPENOtNCIA POSITIVA E OROENAÇ~O ESTOCAsTICA

Vamos considerar agora dois conceitos de dependência
positiva que estão relacionados com a idéia de ordenação es-
tocástica de variáveis e de vetores aleatórios. Inicialmente
discutiremos as principais definições e propriedades da orde-
nação estocástica.

DEFINIÇÃO 1.2.1 - Diremos que uma variável aleatória X -e es-
tocásticamente maior do que uma variável aleatória Y se para
todo t real, tivermos: P[X>tJ;;::P[Y>tJ.

OBSERVAÇÃO - Se X e Y tem a mesma d.is t rí.bu i.ç âo nós diremos que
X ~ estocasticamente igual a Y [indica-se: X s=tYJ. Se X for es-
tocasticamente maior do que Y escreveremos X s;;::tY.

As propriedades que apresentamos a seguir, decorrem
imediatamente da definição.

st - - st01 - Se X = Y e a e uma constante positiva,entao X+a 2 Y.
Em particul~r, X+a ~tx~

02 - Se P[Y;;::OJ= 1 então X+Y ~t X para todo X.
03 - Se pex;;::OJ= 1 e a for uma constante maior do que 1,

então aX ~t X.
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OBSERVAÇÃO - O conceito de ordenação estocástica depende ape-
nas das distribuições marginais de X e Y e não de sua distri-
buição conjunta. Corno veremos nos exemplos, em algumas situa-
çoes, a verificação de que X ~ty fica mais simples quando su-
pomos que X e Y tem urna distribuição conjunta conveniente.

EXEMPLO 1.2.2 Suponha que X e Y tem distribuições normais com
. - . .. - s tvar i anc i as 19ua1S. Entao X 2:Y se e somente se E (X) 2:E (Y). De

fato, suponha que a = E (X)-E (Y) 2:O. Das hipóteses fei tas se-
gue-se que:

X + E (Y) - E (X) = X - a .s=tY .
s t. s tDe 01 segue-se que X 2:Y~ Rec1procamente, suponha X 2:Y.

P[X>t] = P[X-E(X»t-E(X)] = P[Y-E(Y»t-E(X)] =

= P[Y>t+E(Y)-E(X)] 2:·P[Y>tJ.

Segue-se necessariamente que E(Y) -E(X) ~ o.
EXEMPLO 1.2.3 - Suponha que X e Y tem distribuições de Poisson,
com médias 1..1 e 1..2 com 1..1< 1..2• Então Y v «. De acordo coma ob-

servação feita logo após as propriedades da ordenação estocás-
tica, não há perda de generalidade se supusermos que X e Y sao
independentes. Ne ssas condições,. Z = Y-X tem distribuição de
Poisson e portanto, P [Z2:0J = 1. Segue-se entã.o, de 03 que X+Z =
= X+Y-X =Y é est.ocas t i camen te maior do que X.

A generalização do conceito de ordenação estocásti-
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ca, para vetores aleatório; X e Y, é feita com base numa idéia

semelhante a que foi utilizada na generalização da covariin-

cia.

DEFINIÇÃO 1. 2.4 - Diremos que o vetor aleatório X = (Xl' ... ,~)

- 5 te estocasticamente maior do que r = (Y l' ... ,Yn) se g (~) ~ g (!:)
para todo função g mensurável, crescente de Rn em R. Como em

toda generalização desse tipo, a principal dificuldade é de or-

dem prática, isto é, o problema é como verificar se um dado ve-

- -tor X e ou nao estocasticamente maior do que um outro vetor Y.

Nesse sentido, a definição e a proposição que apresentaremos

a seguir são bastante úteis.

DEFINIÇÃO 1.2.5 - Um subconjunto ScRn se denominará.óu..peJÚoJtse

da hipótese ~€S decorrer que r€S para todo r ~~.
PROPOSIÇÃO 1.2.6 - Uma condição necessária e suficiente para

que ~ s~t 'i é que para todo conjunto me ns ur âve I superior S de "Rn

tenhamos:

(1.2.1) PCX€S] ~ PCY€SJ .- -
DEMONSTRAÇÃO Suponha que os vetores aleatórios X e Y satis-.
fazem (1.2.1) para todo conjunto superior mensurável nS de R .

Seja g uma função mensurável crescente de Rn em R. t fácil

mostrar que, para todo t€R, o conjunto



- 13 -

é um conjunto superior de Rn. Temos então:

sto que mostra que ~ ~ !.
R . st - .eClprocamente, se ~ ~ r e S e qualquer conjunto su-

- n .perior mensuravel de R , para mostrar que vale (l.Z.l) basta
observar que o indicador de S é uma função mensurável crescen-
te de Rn em R.

OBSERVAÇÃO - Da Proposição 1.Z.6 segue-se que as propriedades
01' 0z e 03 se estendem a vetores al.e at ó rí.os com valores em Rn.

As noções de dependência que foram discutidas até a-
gora estão bastante relacionadas com a idéia de ordenação es-
tocástica. Assim, por exemplo, dado um vetor X = (Xl' ... ' X )- n
vamos considerar o vetor r = (Yl' .•. ,Y n) como componentes in-
dependentes e cuj as dis tribuições marginais un i.d i.rners ionais são
iguais as de ~' isto é, X. ~t Y ., para j=1, ... ,n .

J J
d· - st -lçoes se ~ ~ r, X sera DPS. No que diz respeito

Nessas con-
à associação,

vamos considerar a medida PX' induzida em Rn, pelo vetor X. Di-
zer que X e associado é equivalente a dizer que

para todo par (Ul,UZ) de conjuntos superiores mensuráveis de
Rn•

Block, Savits e Shaked, (1980), introduziram e uti-
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1izaram com sucesso o conceito de variáveis aleatórias negati-
vamente dependentes em seqüência. Esse conceito tem um cor-
respondente natural, no caso da dependência positiva, que até
hoje parece nao ter sido- considerado na literatura.

DEFINIÇÃO 1.2.7 - O vetor ~ = (Xl' ..~,Xn) é dito positivamente
dependente em seqüência (PDS) se para todo i=2, ... ,n, a dis-
tribuição condicional de (Xl'X2' ... 'Xi_l) dado Xi =xi for es-
tocasticamente crescente em x ..

1

A condição acima pode ser expressa na forma:

(1.2.2) st
(Xl'···'X' l!X,=x;) ~ (Xl'···'X, llx.=x.)1- 1 1 1- 1 1

sempre que xi ~Xi' i=2, ... ,n.
Em algumas situações, em 1ug ar de (1.2.2), é mais fá-

cil verificar que o vetor X satisfaz:

-e estocasticamente crescente em x·m para i=1,2, ... ,no
1

Para mostrar que essa última condição implica em
st -(1.2.2), basta notar que se ~ ~ y, entao qualquer vetar cujas

componentes constituem um sub-conjunto de ~ será estocastica-
mente maior que o vetor formado pelas componentes correspon-
dentes de Y.

O lema que provaremos a segui r, nos permi ti r â mos-
trar que todo ~etor que é ~ositivamente dependente em seqlien-
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cia é DPS.

LEMA - Suponha que ~ é um vetor aleatório que satisfaz (1.2.2).
Então para i=2, ... ,n e y' >y:

DEMONSTRAÇÃO - De (1.2.2) segue-se que:

(1.2.3)

sempre que y' for maior do que y.
Por uma questão de facilidade de notação, vamos re-

presentar P[Xl>Yl"" ,Xi-l>Yi-I!Xi ] como uma função G do va-
lor da variável X .. Isto posto, (1.2.3) diz simplismente que

1

G é uma função crescente, isto é:

G(y') ~ G(y) se y' >y.

Se F. (.) for a distribuição marginal de X., podemos
1 1

dizer que (1.2.3) é equivalente a:

G (y , ) dF i (Y' ) G(y)dFi (y)

~ O
dF i (y')

Como esse determinante é não negativo sempre que y'

for maior do que y, nos podemos fixar Zl < Zi e integrar a pri-
meira coluna entre Z2 e +00 e a segunda entre Zl e Z2 sem al-
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terar o sinal do determinante. Temos então:

fOO G (y) ar . (y)
Z 1

2

2! O.

JOO dF. (y)
Z 1

2

Substituindo a segunda coluna por uma soma dela com a primei-
ra, temos:

JOO G (y) dF . (y)
Z 1

2
JOO G(y) dF. (y)
Z 11

JOO dF. (y)
Z 1
1

Essa filtima desigualdade ~ equivalente ,a

JOO dF. (y)
Z 1

2

2! O.

sempre que Z2 > Zl' o .que completa a demonstração.

PROPOSIÇÃO 1.2.8 - Sej a X um vetor aleatório que satisfaz (1.2.2).
Então X satisfaz (1.1.1), isto é, X ê DPS.

DEMONSTRAÇÃO - Do lema segue-se que para k=2, ... ,n, temos:
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Portanto, para k = 2, ... ,n, temos:

DEFINIÇÃO 1.2.9 - O vetor X é dito condicionalmente crescente
em seqli~ncia (CCS) se para i=2, ... ,n a distribuição condicio-

nal de (Xl = xi ,X2=xZ"" ,Xi-l =xi-l) for estocasticamente cres-
cente em (xl, ... ,xi_l).

Multiplicando essas n-l desigualdades e efetuando os cancela~
mentos possíveis, obtemos

n
TI P[X.>y.]

j =1 J J

isto é, ~ é DPS.

OBSERVAÇÃO - Embora aparentemente os concei tos de CCS e PDS
tenham alguma semelhança, não há nenhuma relação de implica-
ção entre as duas noções. Mostraremos esse fato através dos
exemplos desta e da próxima seção.

O Lema seguinte nos permitirá provar que se X é ccs

então X é associado.

LEMA - Sejam X um vetor aleatório e Y uma variável aleatória
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tais que a distribuição condicional de Y/X = x cresça estocas-
ticamente com x. Nessas condições, existe uma função crescen-

h ( ) d Rn+ 1 R . - 1 1 -. U . d dete u ;x e em e uma vari ave a eat or í a : , an epen n-
te de X tais que a distribuição de (Y,~) coincide com a dis-
tribuição de (h(U,~),~).

DEMONSTRAÇÃO - Vamos usar o fato bastante conhecido de que se
G é uma função distribuição então a v.a. G-1(U) tem distribui-
çao G se U tiver distribuição uniforme em [O,IJ e

-1G (u) = inf{t:G(t)~u}.

Seja Fx(z) =p[Y:s;zl~=~], isto é, Fx(Z) é a função distribuição
de Y/X = x . Defina:

= F-1(u) = inf{t:F (t)~u}.x x

Da própria definição segue-se que h é uma função crescente de
u , Como Y/~=~ cresce estocasticamente com x temos:

F ( 'z ) ~ F I (z)x x
sempre que ~' >~. Segue-se então que h é crescente em x .

. Sej a agora U uma variável aleatória uniforme em
[O,lJ e independente °de ~. Pela observação feita no início da
demonstração temos que h(U,~) tem distribuição Fx e portanto:

sth (U , ~) = Y/ X = x .

Como U é independente de X temos:
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h(U,x)/X =x s=th(U,x) s=th(U,X)/X =x.- - - - - - -
Segue-se que para todo x:

e portanto que:

PROPosrçAO 1.2.10 - Seja X=(Xl, ... ,X) um vetor condicional-
- n

mente crescente em seqli~ncia. Então X ~ associado.

DEMONSTRAÇÃO - Vamos considerar inicialmente o caso n = 2. Se-
ja ~ = (Xl'X2) e suponha que a distribuição de X2/Xl = Xl cres-
ce estocasticamente com Xl' Pelo lema, existe uma função cres-
cente h e uma variável V; independentede X de tal modo queI

Corno V e Xl sao independentes, o vetor (V,Xl) é associado e
conseqlientemente, pela propriedade A3 da associação, (X2' Xl)
é associado.

~Suponha agora que ~ = (Xl"" ,Xk), (Xl"" 'Xk-1) e as-
sociado e que a distribuição condicional de

cresce estocasticamente com (xI"",xk-I)' O lema nos permite
então dizer que:
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onde h é cres cen te e U -e independente de (Xl"" ,Xk-l). Se-
gue-se então que X é associado e a proposição fica demonstra-
da por indução.

1.3 - POSITIVIDADE TOTAL MULTIVARIADA

Nas situações práticas, quando consideramos -um nu-
mero finito de variáveis aleatórias, a informação de que dis-
pomos é geralmente a função distribuição conjunta ou a função
densidade conjunta, quando esta última existe. A partir deste
tipo de informação, nem sempre é fácil verificarmos se o ve-
tor X = (Xl' ... ,X ) satisfaz ou não as condições de dependên-- n
cia que discutimos até aqui. Assim, por exemplo, a nao ser em
casos muito particulares, é praticamente impossível verificar-
mos diretamente se X é ou não associado. Seria importante,por-
tanto, se dispusessemos de condições, de fácil verificação, se-
bre a função densidade (ou sobre a distribuição de probabili-
dade no caso discreto), que urna vez satisfeitas implicassem na
validade das condições de dependência já discutidas.

Neste sentido, a noção de função totalmente positi-
va de segunda ordem, é fundamental. Vamos relembrar a defini-
çao no caso n = 2 e em seguida discutir as possíveis generali-
zaçoes para mais de duas dimensões.

DEFINIÇÃO 1. 3.1 - Sej am A e B dois conj untos mensuráveis da re-
ta. Uma função f(x,y) definida em A x B, é totalmente posi tiva
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de ordem 2 (TP 2) se para todo x < x I em A e y < y I em B, tivennos

(1.3.1) f(x,y)f(x' ,y') ~ f(x,y')f(x' ,y).

OBSERVAÇÃO- Sejam A e B r e s pe c t i vamen t e , os conjuntos dos va-

lores assumidos por duas variáveis aleatórias X e Y. Diremos

que o vetar ~ = (X, Y) é TP2 se a sua função densidade (ou a dis-

tribuição no caso discreto) for TP2 em A x B.

Barlow & Proschan (1975) p . 146, sumarizam num dia-

grama todas as implicações existentes entre as condições de

depend~ncia positiva bivariada. Podemos ver então que, exce-

tuada a independ~ncia (que satisfaz trivialmente todas as con-

dições) ,TP2. é a condição mais forte de dcpen dén c i a positiva en-

tre duas variáveis X é Y.

A ques tão agora é como generali zar (1.3.1) para fun-

çoes de mais de duas variáveis. A maneira mais natural é a que

apresentamos a seguir.

DEFINIÇÃO 1.3.2 - Sejam Al,A2, ... ,An conjuntos mensuráveis da

reta e seja f(xl,xZ""'xn) urna função com valores em R, de-

finida em
n

. TI A .•
j =1 J

Diremos que fé TP2 em pares se para cada par (i,j), i ;tj, f

for TP2 em Xi e xj .( is to é, em Ai x Aj ), quando as demais va-

riáveis são mantidas fixas.
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Karlin & Rinott em [1980] preferem trabalhar com as
chamadas funções MTPZ que, a não ser em casos especiais, sao
equivalentes às funções TPZ em pares. Para definir o conceito
de MTPZ vamos introduzir a notação: se ~= (xl,···,xn) er=(Yl'
... ,Yn) sao dois elementos quaisquer de Rn, colocamos:

DEFINIÇÃO 1.3.3 - Sejam AI"" ,An conjuntos mensuráveis da re-
ta e seja f uma função, com valores em R, definida em

n
TI A .•

j =1 ]

Di remos que f é mul tivariada totalmente pos i tiva de ordem
Z(MTPZ) se qualsquer que sejam x e r em

n
TI A.

j=l ]
tivermos:

(1.3.2)

A verificação de que uma função MTP2 é TP2 em pares
é trivial. Kemperman '(1977) mostrou que, se f(x) > O para todo

então a recíproca é verdadeira.
Outros conceitos do mesmo tipo encontrados na lite-
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ratura sao m*-dependência (Allan & Wallenius, (1976)) e TPD (Ah-
med et alo (1978)). B10ck & Ting (19,81) mos traram que, sob a h.i-
pótese f(~) > 0, todos esses quatro conceitos são equivalentes.

O conceito de positividade total desempenha um pa-
pel bastante importante em diversas áreas da Matemática e da
Estatística. Karlin, nos dois volumes de seu livro, Total Po-
sitivity (1968) trata estensivamente da teoria e das aplica-
ções desse conceito. No que se segue nós nos limitamos a apre-
sentar as propriedades que serão utilizadas no decorrer desse
trabalho e que são casos particulares (para funções densida-
de), das propriedades gerais das funções totalmente positivas.

PROPOSIÇÃO 1.3.4 - Seja X= (XI, ... ,X) um vetor aleatório eu-- n
ja função densidade é MTP2. Nessas condições, para 2:s;k<n, a
densidade marginal de k componentes quaisquer de X sera tam-

,DEMONSTRAÇÃO - Se mos t rarmos que a redução de uma dimensão não
altera. o caráter MTP2 da densidade, a proposição ficará demons-
trada por recorrência. Basta portanto, mostrar que a densida-
de de (XI' ..• 'Xn-1) é MTP2. Vamos indicar por f a àensidade

n-lde X e sejam x e r pontos de R . Sejam A e B dados por:

e
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o nosso objetivo ê mostrar que A s B. Vamos reescrever A e B u-
tilizando integrais duplas, da seg~inte maneira:

e

Para simplificar um pouco a notação vamos representar os in-
tegrandos da seguinte maneira:

Corno a regi ao de integração ê a mesma nos dois cas0'5 ,

bastará mostrar que:

a+b~c+d.

Por hipótese f ê MTP2 e zl < z2' Logo da definição de MrP2 vem
que:

a ~ d
(1.3.3)

b ~ d.
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Novamente, o fato de f ser MTPZ nos permite concluir
que:

Multiplicando essas duas desigualdades obtemos:

(1.3.4) ab s cd.

Observe agora que:

1c+d- a-b = cr[(d-a) (d-b) + (cd-ab)J.

Segue-se de (1.3.3) e (1.3.4) que:

c+d ~ a+b

o que conclui a demonstração.
A proposição e o corolário abaixo são conseqüências

imediatas da definição.

PROPOSIÇÃO 1.3.5 - Se f e g sao funções MTPZ definidas
então o produto fg é também MTPZ.

nem R

COROLÁRIO - A densidade de um vetor X com componentes indepen-
tes é MTPZ.

DEFINIÇÃO 1.3.6 - Seja f(x) a função densidàde de . -uma var i a-
vel aleatória X. Diremos que f é PFZ (função de Polya de or-
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dem 2) se g(x,y) = f(x-y) for TP2.

PROPOSIÇÃO 1.3.7 - Sej a ~ = (Xl' ... ,Xn) um vetor aleatório MrPZ·
Sej a .! = (YI' ... ,Yn) um ve t or com c?mponentes independentes e
suponha que a densidade de Yi é PFZ para i=I,Z, ... ,n. Se além
disso, Y for independente de ~ então o vetor ~ = ~+Y será MTPZ·

DEMONSTRAÇÃO - Seja f(xl, ... ,xn) a densidade de X e seja gi(Yi)
a densidade de Y. para i=l, Z, ... ,no Da independência entre X

1

e Y segue-se que a densidade conjunta será dada por:

n
f(xl, ... ,x) II g.(y.).n . I 1 .11=

Portanto, a densidade de Z será:

Das hipóteses feitas e da Proposição 1.3.5 segue-se
que o integrando é MTPZ em (xl' ... ,xn,zl' ... ,zn). O mesmo ar-
gumento usado na demonstração da Proposição 1.3.4 mostra que

COROLÁRIO - Seja r um vetor aleatório satisfazendo as condi-
çôes da Proposição anterior e se~a Xo uma variável aleatória.
Se defini rmos: Zi = Yi + Xo' o vetor Z será MTP Z .

Vamos agora mos trar que se X é um vetor aleatório MTP Z
então X é CCS e conseqüentemente associado.
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PROPOSIÇÃO 1.3.8 - Seja X=(Xl, ••. ,Xn) um vetor aLeat ó rio i cu-
ja função densidade é MTP2. Então ~ é condicionalmente cres-
cente em seqüência.

De acordo com a Definição 1.2.9 nós temos que mos-.
trar que para j=2, ... .n , a distribuição condicional de X., da-

J
dos Xl, ... ,Xj_l, cresce estocasticamente com Xl, ... ,Xj_l.

Para j = 2, a distribuição marginal de (Xl,XZ) é TP2
(a Proposição 1.3.4) e portanto, das relações no caso bivaria-
do (ver Barlow & Proschan (1975) ,p. 146) segue-se que a dis-
tribuição condicional de X2/Xl = xl cresce estocasticamente com

Para j =3, novamente a Proposição 1.3.4 nos permite
dizer que a distribuição de (Xl,X2,X3) é MTPz' O mesmo argu-
mento utilizado no caso j = 2, nos perrni te afirmar que para XZ=
= x2' fixado, a distribuição condicional de X3 cresce estocas-
ticamente com Xl'

Analogamente, para Xl = xl' f ix ado , a distribuição
condicional de X3 cresce estocasticamente com XZ' Para xl < xi
e x2 < Xz teremos então:

.
P[X3>tIXl=xi,X2=xZJ ~ P[X3>tIXl=xi,Xz=xzJ ~

o que mostra que X3 cresce estocasticamente com (Xl,X2). Re-
petições de~se argumento nos permitem mostrar que X é ccs.
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COROLÁRIO - Se a função densidade do vetor aleatório X for MrP2
então X é associado.

DEMONSTRAÇÃO - Esse resultado é conseqüência da proposição an-
terior e da Proposição 1.2.10.

1.4-DEPENDENCIA POSITIVA DA DISTRIBUIÇAO

NORMAL MULTIVARIADA

Quando consideramos duas variáveis aleatórias X e Y,
com distribuição conjunta normal, o fato da covariância ser nao
negativa é suficiente para concluirmos que a densidade conjun-
ta, f(x,y) é TP2 e que portanto, o vetor (X,Y) satisfaz a to-
dos os critérios de dependência positiva conhecidos. A situa-
çao não é tão simples assim quando consideramos mais de duas
variáveis aleatórias. Existem inúmeros exemplos de vetores a-
leatórios normais com covariâncias nao negativas cujas densi-

·dades não são MTP2,
Nesta seção, nós apresentamos uma condição necessa-

ria e suficiente para que a densidade de um vetor aleatório
normal seja MTP2 e descrevemos algumas técnicas que nos per-
mitem gerar distribuições normais que satisfazem essa condi-
ção, Além disso, analisamos quais as propriedades de dependên-
cia positiva que são preservadas mesmo quando a condição não
está satisfeita.
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A proposição abaixo contém a condição mencionada no
inIcio do parigrafo anterior. Essa condição foi utilizada pe-
la primeira vez por Sarkar (1969) e aparece também em Ba rlow
& Proschan (1975).

PROPOSIÇÃO 1.4.1 - Seja X=(Xl, ... ,X) um vetor aleatório com- n

distribuição N ( u ,L:). Se ja B = II b ..11, i, j = 1 ,...,n, a ma triz m-
- 1J

versa da matriz de variância-covariância L:. Nestas condições,
a função densidade, f(xl, ... ,xn), de X será MTP2 se e somente
se b .. :s O para todo i ~ j .

1J

DEMONSTRAÇÃO - A densidade conjunta do vetor X é dada por:

Como f(!) é estritamente positiva, ela será MTP2 se, para to-
do i ~ j, f (x) for TPZ em x . e x . quando as demais variáveis sao

- 1 J
mantidas fixas. Portanto, f(~) será MTPZ se e somente se

-lb .. x i x .
Z 1J 1 Je

for TPZ para todo i ~j. ~ fácil ver no entanto que essa últi-
ma função será TPZ se e só se b .. s O.

1J

EXEMPLO 1.4.2 - Vamos considerar um vetor (Xl' ... ,Xn) para o
qual temos:

1 para·i=l, ... ,n

e E(X.,X.) = p ~ O para todo i~j.
1 J
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t! claro que devemos ter necessariamente p < 1. Nesse caso a ma-
triz de variância-covariância será:

E =

p 1 p p

1 p p p

p p p 1

Dado o tipo especial da matriz L, fica fácil mostrar
que a matriz inversa B é do mesmo tipo e que portanto pode ser
obtida diretamente. Segue-se então que os elementos da matriz
B = IIbijllserão dados por:

b .. =
11

1+(n-2)p
[l+(n-l)pJ(l-p)

b .. =
1J

- p
[1+ (n-1) pJ (l-p)

Como O s p < 1, segue-se que b .. ~ O e portanto que a
1J

densidade de X é MTP2.

EXEMPLO 1.4.3 - Considere um vetor (X1,X2,X3) cuja matriz de
variância-covariância é:

E = 1/5

1/2 1/2 1

1 1/5

1

1/2
1/2
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g fici1 ver que b1l ; estritamente positivo e portanto q~e a

densidade de X não; MTPZ'

Vamos considerar agora algumas operações que podem ser reali-
zadas can um vetor ~, cuja densidade é normal ~.rrPZ e que preservam essa
característica da densidade. Algumas dessas técnicas decorrem diretamente
das propriedades gerais discutidas na seção 1.3 e portanto, para eIas, a
a preservação da característica MTPZ não depende das hipóteses de norma-
lidade feitas. Assim, por exemplo, se X = (Xl" ..,X ) é lTITI vetor aleatório_ n

aleatório com densidade normal MTP2 e Z é uma variável normalmente distri-
buída e independente de ~ então a densidade do vetor aleatório (Xl+Z,...,
(Xn+Z) é normal MTP2'

Outro exemplo do mesmo tipo pode ser obtido se tomarmos ~ nas
mesmas condições acima e considerarmos um outro vetor ~ = (Y1" .,,Yn), in-
dependente de ~, cujas componentes são normal~ente distribuídas e inde-
pendentes entre si, Segue-se então, das propriedades da seção 1.3, que a
densidade de (Xl+Yl"" ,Xn+Yn) é normal MTP2,

OBSERVAÇÃO - Este exemplo nos dá uma informação que pode ser
útil na identificação de dens idade s no rma i s MTP 2 '

Quando interpretado em termos da matriz de variância-
covs r í ânc í.a, ele nos diz que se partirmos da matriz de uma den-
sidade normal MTPZ e aumentarmos arbitrariamente as variâncias,
sem mexer nas covariâncias. a matriz resultante estará também
associada a uma densidade normal MTPZ'

Vamos analisar agora o que ocorre quando considera-
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mos somas parciais das componentes de um vetor normal MTP2.

Em caso particular importante está contido na - -p rop os a ç ao que

apresentamos a seguir.

PROPOSIÇÃO 1. 4.4 - Sej a X = (Xl' .•• ,X ) um vetor aleatório cu-- n

ja distribuição é N(O,E) onde E=lr--11 é tal que rI-l- =1, para- lJ
i = 1, ••• ,n e r . - = p para todo i;t j, O s p < 1. Considere o ve-lJ
tor r=(YI' ... ~Yn) cujas componentes são dadas pelas relações:

YI = Xl e Y- = Ix . para 2 ~ j s n . Nessas condições, a densida-
J i=I 1

de de r é normal MTPZ.

DEMONSTRAÇÃO- Seja A a matriz da transformação que define Y

como função de X. A matriz de variância-covariância de Y sera

então dada por:

Da definição de '!. segue-se que Xl =Y1 e que Xj =Yj-Yj-1, para

todo j ~ Z e portanto que a matriz inversa de A é:

1 O O o O O

-1 1 O O O O

-1 .0 -1 1 O O O
A =

O O O -1 1 O

O O O O -1 1 II
A matriz E - aparece no Exemplo 1. 4. Ze a mesma que e



o
o
o
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-1 - do mesmo tipo de E podendo representadaportanto E e ser na

forma:

II a b b b b

b a b b b

-1 b b a b bE =

b b b a b

b b b b a

onde:

(1.4.1)

a = 1 + (n- 2) p

[1+(n-1) p] (l-p)

- pb - ------- -------
[ 1+ (n -1) p] (1- p)

.0 produto [A-I]TE sera então igual a

a-b b-a o o
O

a

Portanto, a matriz inversa da matriz de variância-covariância

a-b b-aO

a-bO O O

O

b

a-b b-aO O

b b b
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de y ~sera:-

Z(a-b) b-a O O O
b-a Z(a-b) b-a O O

B-l (A-l)TE-lA-l O b-a Z(a-b)... O O
= =

o b-a a

o o
o

o
O

Z(a-b) b-a

Vê-se portanto que os elementos fora da diagonal prin-
cipal de B-l ou são nulos ou iguais a b+ a . Porém de (1.4.1) vem
que:

b+a = -p-[1+(n-2)pJ -1=
1- p[1+ (n-l) oJ (l-p)

donde se conclui que a densidade de Y é MTPZ.

OBSERVAÇÃO - Em caso particular importante é aquele no qual ~
componentes de ~ são independentes e tem todas distribuição
N(O,l). Nesse caso a demonstração da Proposição 1.4.4 fica bem
mais simples pois, E = E-I = I.

A Proposição 1.4.4 nada mais faz do que confirmar a
idéia intuitiva, de que a formação de somas parciais só pode-
ria contribuir para aumentar a dependência que, por hipótese,
já existia entre as componentes do vetor ~. 'Vale a pena obser-
var no entanto, que esse tipo de intuição nem sempre conduz a
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conclusões verdadeiras.
Considere, por exemplo, doisvetores ! e ! indepen-

dentes entre si e tendo ambos densidade normal MTP2. Pode-se
então afirmar que a soma X + Y terá densidade normal MTP2? Vi-
mos anteriormente, que a resposta a essa questão é afirmativa

1/4
1/4

o
O

1

2

2

5

quando as componentes de um dos vetores são independentes en-
tre si. O mesmo tipo de intuição nos levaria então a pensar que
a resposta deveria continar sendo afirmativa quando as compo-
nentes de Y e de X são posi tivamente dependentes. O exemplo que
apresentamos a seguir mostra que essa conclusão e falsa.

EXEMPLO 1.4.5 - Sejam ~ e r independentes com distribuições
N(º'~l) e N(º'~2) respectivamente, onde:

1

1/4

1/4
1/4
1

1 O O1 1/4

-LI e um caso particular da matriz do Exemplo 1.4.2 e portanto
a densidade de ~ é MTP2. E fácil verificar que o mesmo acon-
tece com a densidade de Y. Como X e Y sao independentes, a ma--
triz associada X+Y -a s e r a :-

2 1/4 1/4

~l + ~2 = 1/4 2 9/4
1/4 9/4 6
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riâncias não negativas. Então ~ satisfaz (1.2.2) isto é X
PDS e conseqüentemente DPS.

~e

Um cálculo direto mostra que o elemento b31 da matriz inversa
de El + EZ é estritamente positivo seguindo-se portanto que a
densidade de X + Y não é MTP Z.

Vamos agora analisar o problema dos vetores com co-
variâncias não-negativas cujas densidades nao são MTPZ.

PROPOSIÇÃO 1.4.6 - Seja X um vetor aleatório normal com cova-

DEMONSTRAÇÃO - Vamos mostrar que para todo i = 1,2, ...,n, a dí.s-

tribuição condicional de (Xl,.··,Xi-I,Xi+l' ... ,Xn) dado Xi=xi
cresce estocasticamente com x·. Como foi observado anterior-

1

mente, essa condição implica em 1.2.2.
Seja r um vetor com n-l componentes cuja distribui-

çao coincide com a distribuição condicional acima. Das proprie-
dades da normal multivariada segue-se que:

E(~) =
o , x .ln 1

onde, EI é ~ matriz de variância-covariância de (Xl'··· ,Xi-I'
X i + I ' • • • ,Xn) .
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Seja agora x : » x . e Y um vetor cuja distribuiçãocoin-
1 1

cide com a distribuição condicional de (Xl' •.. 'X )/x.=i!. Se~n 1 1

gue-se que:

Y' sJ Y +

p. (x~-x.)ln 1 1

P·l(X!-X.)111

Como as covariâncias sao todas não-negativas e X~ > x .
1 1

segue-
se que:

st _
onde !: ~o. Portanto, '!.' ~ Y o que equivale a di zer que ~ e PDS.

Segue-se então da Proposição 1.2.8 que X é DPS.
A questão seguinte é o que se pode dizer sobre as-

soclaçao, quando a densidade nao é MTP2' Há fortes razoes pa-
ra suspeitarmos que todo vetor aleatório normal ,com covariân-

do vetor com três componentes é associado. A prOpOSlçJO se-
guinte mostra que para três componentes esse resultado é sem-

'cias não-negativas, é associado. No entanto, não encontramos
na literatura uma demonstração dessa hipótese e nem um contra-
exemplo que mostrasse ser ela não verdadeira. No trabalho de
Kar1in (1980) ele usa vias indiretas para concluir que um da-

pre verdadeiro.

PROPOSIÇÃO 1.4.7 - Seja X = (X1'X2'X3) um vetor aleatório com
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distribuição normal trivariada, com covariâncias nao negati-
vaso Então, X é associado.

DEMONSTRAÇÃO - Não há perda de generalidade em supormos que
E(Xi) = 0, V(Xi) = 1, para i = 1,2;3. Portanto, a matriz de va-
riância-covariância de X pode ser representada na forma:

1 P12 P13
r = P12 1 P23

P13 P23 1

onde os p .. são tais que O s p .. < 1 e r e positiva definida.1J 1J
Vamos considerar as diferenças:

A menos do produto por uma constante positiva, os a·
J

sao os.elementos que aparecem fora da diagona1 principal da
-1ma triz L: • Se p ara j = 1 ,2 ,3 tive rm os a· ~ O segue-se da Pro-

J
posição 1.4.1 que a densidade de ~ é MTP2 e portanto que X é

assoei ado . O prob lema da exi stênei a ou não de ass oe iação só se
coloca quando ao menos um dos a. 's for estritamente positivo.

J
Por outro lado, é fácil ver que no máximo um deles pode ser es-
tri tamente posi tivo. De fato, suponha por exemp 10 que aI > O e
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a2 > O. Temos então:

(1.4.2)

Multiplicando essas duas desigualdades teremos:

De (1.4.2) segue-se que P13P23 ~ O e portanto teremos P12 > 1 o
que é um absurdo. Analogamente pode-se mostrar que não pode-
mos ter simul taneamente aI > O, a3 > O e nem a2 > O, a3 > O.

V am os sup or que al:ô:O, isto é que P23 ~ P12P13 .De f i -

na as variáveis aleatórias:

(1.4.3)

Um cálculo simples mostra que cov (Y2'Y 3) ~ O e que Y 1 é inde-
pendente de (Y2,Y3). Das propriedades A.I e A.4 da associação
segue-se que o vetor (Yl,Y2,Y3) é associado. De (1.4.3) segue-
se que:

Xl = Y1
X2 = P12Yl + Y 2
X3 = P13Yl + Y 3
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o que mostra que as componentes deX sao funções crescentes das
componentes de um vetor associado e portanto segue-se da pro-
priedade A.3 que ~ é associado.

precisamos que um dos elementos a· seja menor ou igual a zero.
J

O fato de que pelo menos dois deles'satisfazem essa condição
nos permite mostrar um resultado um pouco mais forte. Na rea-

A Proposição 1.4.7 sugere que se considere a possi-

lidade é possível mostrar que existe urna ordenação das compo-
nentes de ~, tal que o vetor resul tante e condicionalmentecres-
cente em seqüência. A associação sairia então corno conseqüên-
cia da Proposição 1.Z.10.

bilidade de demonstrarmos o resultado geral por um processo de
recorrência. Os comentários que faremos a seguir sobre o caso
n = 4 mos tram que esse p rocesso não é m uitos impIe s de ser ob -
tido.

(1.4.4)

PlZP13 $; PZ3
PlZP14 s PZ4
P13P14 $; P34

Sej a ~ = (Xl ,XZ,X 3 ,X4) um vetor aleatório normal com
variâncias iguais a 1 e covariâncias nao negativas.Suponhamos
ainda que exista urna linha da matriz de variância covariância,
digamos por exemplo a primeira, que satisfaça as condições:
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das pela proposição anterior. Como todas elas são independen-

Nesse caso, para j = 2,3,4 as variáveis aleatórias Y j = Xj-PljX1
teriam covariâncias não negativas e seriam portanto associa-

tes de Xl o argumento utilizado na demonstração da proposição
mostra que ~ é associadà.

-O exemplo seguinte mostra que existem vetores que nao

1 p p O

p 1 O P
L

p O 1 p

O p p 1

Se O:5p<1/2, L - positiva definida portanto pode ser pen-sera e

satisfazem condições do tipo dado em (1.4.4).

EXEMPLO 1.4.8 - Considere a matriz L dada por:

sada como a matriz de variância covariância de um vetar alea-
tório normal. No entanto se p for diferente de zero nenhuma li-
nha da matriz L satisfará condições do tipo de (1.4.4).

Vale a pena observar que L não é um contra-exemplo,
uma vez que por meios indiretos é possível mostrarmos que um
vetor que tem L como matriz de variância covariância é neces-
sariamente associado ..

- [!] -



CAPITULO 2

2.1 - DEPENDÊNCIA NEGATIVA MULTIVARIADA

Mesmo durante o período em que se desenvolveu uma
razoável atividade de pesquisa em dependência positiva, pouca
ou quase nenhuma atenção foi dada a dependência negativa. A
explicação para essa aparente falta de interesse estava na im-
pressão, mais ou menos generalizada, de que existia uma ana-
logia perfeita entre os dois tipos de dependência. Acredita-
va-se que bastaria inverter o sentido de desigualdade em al-
guns casos e substituir funç6es concordantes por discordantes
em outros, para que as formas de dependência negativa fossem
obtidas a partir das positivas correspondentes.

No caso bivariado essa analogia funciona bastante
bem e de um ponto de vista intuitivo, a dependência negativa
entre duas variáveis aleatórias significa que o crescimento de
uma delas provavelmente estará associado a uma diminuição da
outra.

E fácil ver que essa interpretação intui tiva não fun-
ciona em mais de duas dimens6es. De fato, dadas três variáveis

aleatórias, Xl' Xz e X3 e considerados os pares (XI,XZ),(XZ'X3)
-4Z-
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e (X1,X3), se supusermos que as componentes de dois desses pa-
res são negativamente dependentes, então entre as compone~tes
do terceiro par o que deve existir é alguma forma de dependên-
cia positiva.

~ necessário portanto, repensar essa interpretação
intuitiva de modo que ela funcione para vetores aleatórios com
mais de duas componentes. A forma mais adequada nos parece ser
a seguinte: as componentes de um vetor ~ = (Xl' ... ,~) serao ne-
gativamente dependentes quando para toda partição de ~ em dois
blocos disjuntos, um com k e o outro com n-k componentes (l~
~k<n), o crescimento de um dos blocos estiver provavelmente as-
sociado a uma diminuição do outro. ~ claro que quando n=2 es-
sa interpretação coincide com a que foi dada anteriormente.Fi-
nalmente, para tornar mais precisa essa idéia intuitiva de va-
riação em sentidos opostos, vale a pena considerá-Ia em termos
de probabilidades condicionais. Em outras palavras, o que es
está afirmando é que o crescimento de um dos blocos aumenta a
probabilidade condicional de que o outro diminua.

Estabelecidas as bases intuitivas, vamos passar a
descrever as principais formas de dependência negativa, come-
çando pe~as formas análogas a (1.1.1) e (1.1.2).

DEFINIÇÃO 2.1.1 - Diremos que a dependência negativa entre as
variáveis aleatórias Xl,X2"",Xn é õUpVÚOh se para toda n-u-
pIa, (xl, ... ,xn), de números reais, tivermos:

(2.1.1)
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DEFINIÇÃO 2.1.2 - Diremos que a dependência negativa entre as
variáveis alea tôrias Xl"'" Xn é ,(.nneJÚOIl. se para toda n-upla,
(xl, ••• ,xn) ,de nfimeros reais, tivermos:

(2.l.2)

Assim como no caso positivo, variáveis que satisfazem as con-
dições (2.1.1) ou (2.1.2) serão designadas por DNS ou DNI res-
pectivamente. t fácil ver também que, para n = 2, (2.1.1) e
(2.1.2) sao equivalentes.

O exemplo seguinte, devido a Ebrahimi & Ghosh (1980)
mostra que essa equivalência não val e para n> 3.

EXEMPLO 2.1.3 - Seja ~ = (X1,X2,X3) um vetor aleatório que as-
sume valores no conjunto {(l,l,O) ,0,0,1) ,(0,1,1) ,(O,O,O)} com
probabilidades iguais a 1/4 para cada ponto. Teremos então:

e

o que mostra que X satisfaz (2.1.1).
Por outro lado, ternos:

e
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e portanto ~ nao satisfaz (2.1.2).

EXEMPLO 2.1.4 - E fácil mostrar que se o par (X,Y) satisfaz a

condição (1.1.1) (e conseqüentemente (1.1.2)) então o par

(X,-Y) satisfará as condições (2.1.1) e (2.1.2). Em particu~

lar, se X e Y tem distribuição conjunta normal com covariância

negativa então o vetor (X,Y) será DNS e DNI. De fato, o par

(X,-Y) tem covariância positiva e portanto satisfaz (1.1.1).

Se pretendessemos manter nesse éapítulo a mesma se-

qüência adotada no Capítulo 1, seria agora o momento de falar-

mos de associação. Infelizmente, apesar das tentativas feitas

por diversos autores, ningu~m conseguiu at~ agora produzir u-

ma definição satisfatória de associação negativa. Entende-se

por satisfatória, uma noção que alêm de satisfazer a outras

condições, ocupe o lugar correspondente ao que a assoclaçao

ocupava, nas interrelações entre as formas de'dependência po-

sitiva. Block (comunicação pessoal) a~redita ter razões sufi-
cientes para duvidar da existência de uma definição adequada-

Voltaremos ao assunto no final deste trabalho.

Vamos considerar a seguir os conceitos de dependên-

cia negativa relacionados com a ordenação estocãstica.

DEFINIÇÃO 2.1.5 - O vetor X = (Xl""'X ) ~ dito negativamente- n
dependente em seqüência (NDS) se para todo i=2, ... ,n a distri-
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(2.1.3) 1st I(X1,···,X. 1 X.=x!) s (X1,···,X. 1 X.=x.)1- 1 1 1- 1 1

buição condi ciona1 de (Xl' ... 'Xi -1) dado Xi = xi' for es tocas-
ticamente decrescente em x ..

1

sempre que x : ~ x . i = 2, ... .n.
1 1

Note que (2.1.3) é idêntica a (1.2.2) com o sentido
da desigualdade trocado.

PROPOSIÇAO 2.1.6 - Seja ~ um vetor aleatório NDS. Então X sa-
tisfaz (2.1.1) e (2.1.2) isto é, X ê DNS e DNI.

A definição 2.1.5 e a Proposição 2.1.6 mostram uma

DEMONSTRAÇAO - Idêntica ã demonstração da Proposição 1.2.8 e
do lema que a precede.

-perfeita analogia entre PDS e NDS. Veremos agora que isso nao
acontece com a noção de condicionalmente crescente em seqüên-
cia (Definição 1.2.9).

tribuição condicional de Xi dado Xl = xl?··· ,Xi-l = xi-l for es-
tocasticamente decrescente em (xl'··· ,xi-I).

Vimos no caso da dependência positiva que se X era

DEFINIÇÃO 2.1.7 - O vetor ~ = (Xl' ... ,Xn) é di to condicional-
mente decrescente em seqüência (CDS) se para i = 2, ... ,n a dis-

fazia as condiç6es (1.1.1) e (1.1.2) isto é, X era DPS e DPI.
condiçionalmente crescente em seqüência (CCS) então X satis-

A demonstração li era feita indiretamente através de uma pas-
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sagem intermediiria pela associaçio (ver Proposições 1.2.10 e
1. 1. 8) •

Como no presente contexto nos rtao dispomos de con-
ceito de associação, teríamos que verificar diretamente se um
vetor que é CDS satisfaz ou não as condições (2.1.1) e (2.1.2) .
O exemplo seguinte, devido a B1ock, Savi ts & Shaked (1980) mos-
tra que X pode ser CDS sem ser DNS ou DNI.

EXEMPLO 2.1.8 - Suponha que a distribuição conjunta de Xl e X2
é dada na tabela abaixo:

~
1 2

1 0,1 0,7
2 0,1 0,1

Considere agora uma variável X3 que fica completa- .
mente determinada quando sao dados Xl e X2 ' is to e:

X = 11 se (Xl,X2) = (1,1)3
X = 10 se (Xl'X2) = (2 ,1)3
X3 1 se (X1 'X 2) (1,2)

X3 = 1 se (X1 ,X2) (2,2).

Da própria construção da variável X3 segue-se que (Xl ,X2 ,X3)
é condicionalmente decrescente em seqüência. No entanto:
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e

Portanto o para (X1,X3 nio ~ DNS e conseqüentemente nio ~ DNI
já que para duas variáveis esses conceitos sio equivalentes.
Segue-se entio que (Xl,X2,X3) nio é DNS nem DNI.

O exemplo acima mostra por que as relações entre as
formas de dependência negativa sio um pouco mais complicadas
do que as relações correspondentes no caso positivo. Na rea-
lidade, a vista desse exemplo, seria até razoável perguntarmos
se CDS merece ser considerada como condição de dependênciane-
gativa. A resposta a essa questão é afirmativa uma vez que se
x é CDS n âo é difícil mostrar que cov(X. ,X.):::;O para todo i~j.

1 J
Logo CDS verifica a condição mínima que se exige de um vetor
negativamente dependente. Seria lamentável se isso nao ocor-
resse, uma vez que CDS (assim como CCS no caso positivo) é u-
ma condição importante em si, dado o seu relacionamento natu-
ral com a análise de regressão.

No entanto, ao contrário do que ocorria no caso po-
sitivo, se estivermos interessados na estimação de probabili-
dades ligadas à distribuição conjunta, NDS é que é a condição
que deve ser verificada na prática, ou admitida como hip6tese
num problema te6rico. Na maioria dos casos, ela é uma condi-
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çao cuja validade ~ facilmente verificada e sempre implica em
(2.1.1) e (2.1.2).

Em resumo, o papel atribuído a CCS no caso positivo
tem agora que ser repartido entre a noção correspondente ~DS)
e a condição negativamente dependente em seqüência.

Veremos nas próximas seções que vârias distribuições
importantes satisfazem uma condição que é suficiente para ga-
rantirmos que elas são simultaneamente CDS e NDS.

2.2-DEPENDENCIA NEGATIVA E A MEDIDA INDUZIDA

Pelas mesmas razoes expostas no início da seção 1.3,
seria impor~ante dispormos de condições sobre a função densi-
dade (ou sobre a distribuição de probabilidades no caso dis-
ereto) que uma vez satisfeitas garantissem a validade de uma
ou mais das condições de dependência negativa discutidas na
seção anterior~ Vamos começar de maneira natural invertendo o
sentido das desigualdades nas Definições 1.3.1 e 1.3.3.

DEFINIÇÃO Z.Z.l - Sejam A e B dois conjuntos - .mensuravelS da
reta. Uma função f(x,y) e reversa regular de ordem Z (RRZ). se
para todo x < x t em A e y < y t em B, tivermos:

(2.2.1) f (x,y) f (x t , Y t) s f (x ,Y t ) f (x t , y) .

Diremos que um vetor aleatório (X ,Y) é RRZ quando sua
função densidade for RR2.
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DEFINIÇÃO 2.2.2 - Sejam AI' ... ,An conjuntos mensuráveis da re-
ta e sej a f uma função, definida em

n
II A. ,

j =1 J

com valores em R. Diremos que f é multivariada reversa regu-
lar de ordem 2 (MRR2) se quaisquer que sejam x e r em

n
II A. ,

j =1 J

(2.2.2)

tivermos:

A definição de função RR2 em pares ê análoga à de-
finição 1.3.2. Pode-se mostrar também, sem nenhuma dificulda-
de, que sob condições bastante gerais RR2 em pares
lente a MRR2•

A analogia com a depend~ncia positiva termina aqui.

-e equ iva-

x2 > O, x3 > O. E fácil verificar que
tanto, a função:

-f e RR2 em pares. No en-

O exemplo seguinte mostra que uma funç~o pode ser RR2 em pa-
res sem que as marginais sejam. Em outras palavras não temos
aqui um resultado análogo ao da Proposição 1.3.4.

-x3(xl+x2)
EXEMPLO 2.2.3 - Seja .f(xl,x2,x3) igual a e xl> O,

1
x +x1 2
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-nao e RRZ mas, sim TPZ.
Outros exemplos envolvendo funções densidade de es-

tatísticas de ordem podem ser encontrados em Ebrahimi & Ghosh
(1980) .

Sempre que as componentes de um vetor X satisfazem
a urna determinada condição de dependência, todo vetor formado
por um subconjunto das componentes de ~ deveri satisfazer a
mesma condição. Segue-se portanto que, ao contrário de MTPZ'
MRRZ não é uma condição suficiente para que sejam válidas as
condições de dependência negativa que vimos até aqui.

Uma possível solução para o problema seria supormos
a condição adicional de que todas as marginais sej am também
MRRZ. Essa solução foi adotada em Ebrahimi & Ghosh (1980) e
com ela fica fácil mostrar que X é CDS. Ao que tudo indica no
entanto, ela ainda não é suficiente para garantir a validade
de (Z.l.l) e (Z.l.Z).

Uma condição bem mais forte, denominada SMRRZ' foi
proposta por Karlin & Rinnot (1980).

DEFINIÇÃO Z.Z.4 - Suponha que a função densidade,f(xl,··· ,xn),
de um vetor X é MRRZ.· Diremos que f é SMRRZ se qualquer que
seja a partição do conjunto de índices {I, ... ,n} em dois sub-

conjuntos {jl, ... ,jk}
sejam as funções PFZ'
da por:

e {il, ... ,in-k} (k~Z)

~l' ... '~n-k' a função

e quaisquer que
g (x _ , ... , x . ) da-

Jl Jk
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f···ff(X1,···,X )~I(x. ).".~ k(x. )dx.... dx.n 11 n- 1n-k 11 1n-k

for MRR2 nas variáveis x· ,... ,X .•
. Jl Jk

CONSEQUªNCIAS DA DEFINIÇÃO - Sea densidade f do vetor X ~
SMRR2, teremos:

1 - Para todo k ~ 2, a distribuição marginal de quaisquer
k componentes de ~ ~ MRR2" De fato, para obtermos es-
se resultado basta que tomemos ~l' ... '~ -k como fun-
ções constantes iguais a 1, na definição 2.2.4.

2 - A distribuição condicional de (X. ,... ,X. ) dado que
Jl Jk

n-k
(X· ,... ,X. )6 TI 11'11 . 1n-k 1=1

onde para todo 1, 11 ~ um intervalo na reta, é MRR2.
Para verificar esse resultado tome ~1 como o indica-
dor de 11' o que ~ possível uma vez que o indicador
de um intervalo ~ wna função PF2.

Embora várias distribuições multivariadas importan-
tes sati~façam as condições da Definição 2.2.4, ela ~ por de-
mais restritiva para ~s nossos prop6sitos. Um possível abran-
damento dessas restrições pode ser obtido quando consideramos
a medida induzida em Rn pela função densidade f. Vamos mostrar
como isso pode ser feito, começando pelo caso n =2.
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Dada uma medida ~ nos subconjuntos de Borel de R2,

vamos considerar a restrição de ~ aos produtos cartesiános de
intervalos de reta 11 x 12 e uti lizar a notação:

Dessa forma. a restrição de ~ aos produtos cartesianos de in-
tervalos passa a ser considerada como uma função de conjuntos
de duas variáveis, 11 e 12,

Dados dois intervalos na reta, 11 e li, diremos que
11 < li, se do fato de supormos que xEIl e yEli decorrer que
x < y. Em outras palavras, 11 < li significa que 11 está total-
mente ã esquerda de li.

DEFINIÇÃO 2.2.5 - Diremos que uma medida ~ nos subconjuntos de
Borel de R2 é RR2 se a restrição de ~ aos produtos cartesianos
de intervalos da reta satisfaz:

sempre que 11 < li, 12 < IZ'

De maneira análoga, dada uma medida ~ nos subconjun-
tos de Borel de Rn, nóa podemos considerar a restrição de ~
aos produtos cartesianos de intervalos,

n
TI 1.,

j =1 J
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como uma função de conj untos nas n variáveis, I1, ... ,In 'e es-
crever:

fieI1,...I) = fi[ ~ I.].
n j =1 J

DEFINIÇÃO Z.Z.6 - Diremos que uma medida finos subconjuntos de
Borel de Rn é RRz em pares, se a restrição de fi aos produtos
cartesianos de intervalos for RRZ em Ij' Ik' para todo j ~ k,
quando as demais variáveis são mantidas fixas.

Vamos considerar agora urna função densidade f e a
medida fif por ela induzida nos subconjuntos de Borel de Rn.
Não - difícil mostrar sob condições bastante gerais,e que, se

~f for RRZ em pares, f sera também RR2 em pares.
No caso n = Z vale a recíproca porem para n > 2, o e-

xemplo Z.2.3 mostra que f pode ser RRZ em pares, sem que llf
satisfaça as condições da definição 2.2.6. Essa situação jus-
tifica a definição que daremos a seguir.

DEF INIÇÃO z. 2.7 - D iremos que a funç ã~ dens idade f de um v e-

tor aleatório ~ = (Xl"" ,Xn) é fortemente RRZ em pares, se a
medida 11{ for RR2 em pares no sentido da Definição Z.2.6.

OBSERVAÇÕES I - Do que foi di to acima segue-se que f(xI,···,xn)
é fortemente RRZ em pares se quando integrada com relação a
quaisquer n - 2 variáveis sobre n - 2 intervalos, a função re-
sultante for RRZ nas variáveis não integradas. Em termos de
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variáveis aleatórias essa condição significa que para todo
j ~k, a distribuição condicional de (Xj ,Xk) dado

II {X.El.}.. k 1 1
1~] , .

é RR2.
2 - ~ claro que uma função SMRR2 (Definição 2.2.4) é for-

temente RR2 em pares. Para mostrar esse fato basta tcmarmos os
~i da Definição 2.2.4 como indicadores de intervalos da reta.
~ claro também que se f for urna densidade fortemente RR2 em pa-
res essa propriedade será herdada pela densidade marginal de
quaisquer k (k~2) componentes do vetor X.

Vamos agora mostrar que se a função densidade de um
vetor X satisfaz as condições da Definição 2.2.7 (ou da Defi-
nlçao 2.2.4) então X será CDS DNS e DNI.

PROPOSIÇÃO 2.2.8 - Se a função densidade f de um vetor alea-
tório ~ é fortemente RRZ em pares, então X é CDS.

DEMONSTRAÇÃO - Ebrahimi & Ghosh (1980) mostraram que, sob a hi-
pótese das marginais de f serem todas RRZ em pares, X seria
CDS. Portanto, o resultado se segue da Z~ observação feita a-
pós a Definição 2.2.7.

LEMA - Sej a X um vetor aleatório 'cuja função densidade f é for-
temente RRZ em pares. Então a função distribuição conjunta

F (t1 '... ,tn ) = P [X 1~tI' ...,Xnstn ]
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e a função de sobrevivência

F (t 1 ' .•• , tn) = P[X1>tI' .•• ,Xn >tn ]

satisfazem (2.2.2), isto ~, são MRR2.

DEMONSTRAÇÃO- Se para 1 s ~ ~ n , indicarmos por I ~ o intervalo

(-oo,t~J teremos:

F (t 1 ' t 2 ' ... ,t n ) = 1.1 f ( I 1 ' I 2 ' . . . , I n) .

Vamos fixar as variáveis t~ e os intervalos 1~ cor-

respondentes, para todo ~ diferente de j e de k e para faci-

li tar a notação indicaremos a função F e a medida 1.1f' quando

essas variáveis estão

vamente.

Em correspondência a tj > tj e tk > tk vamos conside-

rar os intervalos:

Teremos então:

.verj ,1k) == G(tj ,tk) - G(tj ,tk) - G(tj ,tk) + G(tj ,tk)

v(1j ,1k) G(tj ,tk) - G(tj ,tk)

v (I j ,I k) G (t j ,tk) - G (t j ,tk) .

Como, por construção 1j < 1j e 1k < 1k e por hipótese
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~f é RRZ em pares, temos:

Efetuando os cálculos indicados e as simplificações
possíveis obtemos:

o que mostra que F é MRRZ. A demonstração de que F e MRR2 e
similar.

PROPOSIÇAO 2.2.9 - Seja ~ um vetor aleatório cuja função den-
sidade f é fortemente RR2 em pares. Então X satisfaz (2.1.1)
e (2.1.2), isto é X é DNS e DNI.

DEMONSTRAÇÃO - Do lema, segue-se que a função distribuição F
do vetor X e MRR2. Portanto, quaisquer que sej am os pontos x

TIe l de R , ternos:

(2.2.3)

V am os con side rar os p ontos, x = (t1 '+00,...,+00) e l = (+00,t2+00,.
.. ,+(0). Teremos então:

F(t1,t2,+00, ... ,+00.)·1$ F(t1,+00, ... ,+(0)F(+00,t2,... ,+(0)

ou equivalentemente:
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Se considerarmos agora, os pontos:

e

r = (+00, +00 , ••• , +00 , tn)

teremos:

Segue-se então que ~ é DNI.
A demonstração de que X é DNS segue-se analogamente

do fato de que F é MRR2.

OBSERVAÇÃO - Os resultados contidos nas Proposições 2.2.8 e
2.2.9 não dependem da existência de uma densidade.Basta subs-
tituir a hipótese sobre ~f por uma hipótese que envolva a me-
dida induzida em Rn pelo vetor aleatório X.

As Proposições 2.2.8 e 2.2.9 mostram que SvIRR2e for-
temente TP2 em pares são conceitos adequados para o estudo da
dependência negativa. No entanto, ao contrário do caso posi-
tivo, onde a verificação da condição MTP2 podia ser compli~a-
da mas não era impossivel, no caso presente as condiç6es sobre
a densidade pouco ou quase nada ajudam do ponto de vista prá-
tico.

De fato, a não ser em casos muito particulares,a ve-
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rificação direta de que uma dada função satisfaz essas condi-
ções ~ impraticivel.

Mallows (1968) mostrou diretamente que a distribui-
çao multinomial satisfazia duas desigualdades que correspon-
diam exatamente aos conceitos de DNS e DNI. Nesse trabalho e-
le utilizou o fato da distribuição multinomial poder ser pen-
sada como a distribuição condicional de um vetor com componen-
tes independentes, dada a soma dessas componentes. Essa id~ia
se encaixa bem dentro do espírito da discussão feita no início
da seção 2.1. Observe que a fixação do valor da soma funciona
como um vínculo, que vai forçar que o crescimento de um bloco
de componentes seja necessariamente acompanhado pela diminui-
ção do bloco complementar ..

Block, Savits & Shaked (1980) inspiraram-se nessa
Ldê i a de Mallows para provar a proposição abaixo, que nos per-
mitiri identificar facilmente diversas distribuições multiva-
riadas que são fortemente RR2 em pares.

PROPOSIÇÃO 2.2.10 -Sej a X = (Xl" .. ,X ) um vetor aleatório com- n
função densidade de f e seja'!. = (YO'Yl'." ,Yn) um vetor com
componentes independentes e densidades que são PF2• Seja S =

= YO + ••• + Yn e suponha que:

st
X = (Y 1 ' ••• ,Y / S= s ) .- n

Nessas condições, f ~ fortemente RR2 em pares e conseqUente-
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mente ~ é CDS, DNS e DNI.

DEMONSTRAÇÃO - Vamos indicar por f. (y.) a densidade de y. ,pa-
J J J

Ta j = O, ... .n. A densidade condicional de (YI, ... ,Yn/S=s) se-
rá então dada por

(2.2.4)

onde k é urna constante normalizadora. Vamos mostrar que se es-
sa função for integrada com relação a Y3"" ,Yn sobre os in-
tervalos A3"" ,An' a função resultante será RR2 em YI e Y2'
O mesmo ar gumen to poderá ser ap lic ado a qualquer par (y j ,Yk)
o que nos permitirá concluir que f é fortemente RRZ em pares.

Considere a função:

g (z) IA' . . L f 3 (y 3) ...fn (y n) f O (z-Y 3' ..-Yn )dY 3 ...dYn .
3 n

Essa função é a convolução das funções PFZ

com a função PFZ' fO' Segue-se então que g e PFZ'
A integral de (2.2.4) com relação a Y3""'Y sobren

A3"" ,An é igual a

(2.2.5)

Observe que se h é urna função PF2 então h(u-v-w) é
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RR2 emv e w. Segue-se então que (2.2.5) e RR2 em Yl e Y2 o
que demonstra a proposição.

"EXEMPLO 2.2.11 (Distribuição Multinomial) - Seja ~=(Xl, ...,Xn)
um vetor aleatório com distribuição multinomial com parametros

n, Pl' P2"'" Pk' Temos então:

(2.2.6)

onde

k
n - I x .

j =1 J
e Pk+l

k
= 1 - I PJ"j=l

n, Xl"" ,xk' xk+1 sao inteiros não negativos e p. > O, para
J

j = 1, .•. ,k+1. Suponha agora que Yl'Y2"" 'Yk+l sao variáveis
aleatórias independentes e que para cada j = 1, ... ,k+l, Y j tem
distribuição de Poisson com média À. = p .. fi fácil Verificar que

J J
·a distribuição condicional de

é dada por (2.2.6). Por outro lado verifica-se diretamente que
a função

f(x) =
-À xe À

xl

-definida no conjunto dos inteiros nao negativos, e PFr Segue-
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se que a dis tribuição mu1 tinomia1 satisf az as condições da Pro-
posição 2.2.10 e portanto é fortemente RR2 em pares, CDS, DNS
e DNI.

EXEMPLO 2.2.12 (Normal Multivariada) - Seja ~ = (Xl'" ,Xk)

vetor aleatório com distribuição normal mu1tivariada com
um
-me-

dias iguais a zero e matriz de variância-covariância dada por:

L =

1
p

p

1

p

p

p

p

p p p 1

Suponhamos ainda que p < O. Corno

E( IX.)2 ~ O
j =1 J

-1teremos necessariamente p >~. Suponha agora que Yl,··· 'Yk
são variáveis normais, independentes com médias iguais a zero
e variâncias iguais a 1-p. Seja Yk+l urna variável aleatória
norma1'independente dos Y., com média zero e variância igual

J
a - (l-p)(l+(k+l)p) E fácil verificar quep •

Corno toda densidade normal é PFZ segue-se da Proposição Z. 2.10

que X é fortemente RRZ em pares, CDS, DNS e DNI.
- 0 -



CAPITULO 3

3. 1 - DEPENDÊNC I A NEGATI VA DA DI STR I BU I çÃO

NORMAL MULTIVARIADA

Neste capítulo, apresentaremos uma análise da situa-
ção atual das pesquisas sobre dependência negativa em compa-
raçao com os resultados já conhecidos no caso positivo. Fare-
mos também alguns comentários sobre as limitações da dependên-
cia negativa e daremos algumas sugestões sobre .. .po ss i vei s ca-
minhos, que eventualmente p6derão conduzir i solução de pro-
blemas em aberto.

Vamos iniciar com alguns comentários sobre a distri-
buição normal multivariada. Se X for um vetor aJeatório nor-
mal, com covari~ncias negativas, prova~se de maneira análoga
ao caso positivo (ver Proposição 1.4.6) que X é NDS. t possí-
vel mostrar também que X satisfaz (2.1.1) e (2.1.2), -isto e,
que X e DNS e DNI.

No que diz respeito i condições sobre a densidade,
a situação é um pouco mais complicada. A validade de uma con-
dição análoga ã da Proposição 1.4.1 não nos ajuda muito uma
vez que MRR2, não é uma condição forte de dependência negativa.

-63-
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Não se conhece uma condição necessária e suficiente para que
um vetor aleatório normal sej a SMRRZ' Karlin & Rinnot é1980-b)
dão uma condição sobre a matriz de variância-covariância que
é suficiente para garantir que a densidade é SMRRz.Essencial-
mente essa condição diz que se X é um vetor N(Q,E),~ será SMRRz
se E puder ser colocada na forma:

onde, D = (dI"" ,dn) é uma matriz diagonal posi tiva definida,
isto é, d . > O, para j = 1, ... ,n, e os a. sao nao negativos e

J J
tais que

n a~
L +,<1-

j =1 j

Vimos no Exemplo 2.2.12 que se as . ~ .cov ar i an cras sao
iguais então f é SMRR2. Esse é um caso particular de (3.1.1)

,quando tomamos dj = l-p, aj = r-p para -n~I < p:$ O. Nesse caso,

-que e menor do que 1 uma vez que l+(n-l)p >0.

Na proposição abaixo nós caracterizamos os vetores
aleatórios normais que satisfazem a condição (3.1.1) eleKar1in-Rinnot.

PROPOSIÇÃO 3.1.1 - Uma matriz E satisfaz a condição (3.1.1) se c somente
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se ela for a matriz de variância-covariânciada distribuição condicional
de (Y1'·..,Yn) dada a soma n+1

.L 8J"YJ",
J =1

onde (Y1, ... ,Yn,Yn+1) é um vetor aleatório normal com compo-
nentes independentes e os 6· são tais que, 6 1 > O e 8. 2: O pa-J n+ J
ra j = 1, ... ,n .

DEMONSTRAÇÃO - a) SUFICIÊNCIA - A demonstração é imediata uma
vez que se L for a matriz de variância-covariância de uma dis-
tribuição condicional do tipo descrito acima, as propriedades
da distribuição normal multivariada nos permitem escrever:

02 O O 6204 ............ 6l6noroZ1 1 1

O 02 O 1(3.1.2) L :: 2
02

O O

onde

o~ = E(Y~) e 02

J . J

n+l
L 8~0~.

j ::1 J J

1: claro que L está na .f o rm a dada em (3.1.1) com
8·0~

d. = o~ e a· :: ~
J J J o

Observe ainda que:
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n
L B~a~

j =1 J J
n+1

L B~a~
j= L J J

o que é menor do que 1 uma ve z que por hipótese Bn+ 1 > O.

b) NECESSIDADE - Suponha agora que L é uma matriz que sa-
tisfaz a condição (3.1.1). Defina:

1
a2 =

n a?
1- L Ja.

j =1 J

(3.1.3) B· =
J

(l-a
--d?J.--para j=l, ... ,n

J

e

De (3.1.1) segue-se que 0-2 > O e portanto os S· estão bem de-
J

finidos e são não-negativos.
Considere um vetor aleatório normal (Yl,··· ,Yn+l)

com componentes independentes, V(Yn+l) = 1 e V(Yj) = dj para
j = 1, ... .n , Segue-se então que:

v (Z) =
n
Lj=l

(l~a~
_J_J

d~
J

Segue-se então que a matriz de variincia-covariincia da dis-
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tribuição condicional de (Y1""'Yn)/Z sera:

D -
nS.B.d.d.

1 J 1 J
a2

i ,j =1

..
sera:

(l.a=*J segúe-se que a matriz de variância - covariânciaComo B·
J

L = D - II c . (l • 11 ~ " 11 J 1,J=

o que completa a demonstração.

OBSERVAÇÃO- O resultado de Block, Savits & Shakhed (Proposi-

ção 2.2.10) quando aplicado à normal multivariada nos dá o ca-

so particular no qual B" = 1 para j = 1, ... ,n+ l.
J

3.2 - SUGESTÕES E COMENTÁRIOS FINAl S

As dificuldades encontradas na análise da dependên-

cia negativa explicam-se em parte, pelas restrições que tem

que ser impostas à distribuição con j un ta , para que as compo-

nentes do vetor se comportem de acordo com a idéia intuitiva

discutida no inicio do Capitulo 2 .
.

Para dar uma idéia sobre a natureza dessas restri-

ç oe s v amos con s i de r a r um ve t or X = ( Xl' . . . ,X ) que s a tis faz a- n
mais fraca das condi ções de depen dênc i a neg a t i v a conhe ci das,

isto é, suponhamos que Cov(X",X")~O para todo i7.j. Suponha-
1 J
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mos ainda que E (Xj) :::O e V(Xj) :::1, para j = 1, ... .n . Segue+se
então que:

E ( IX~) :::
j::: 1 J

n
n + L C ov (X i ,X .) ~ O.

i~j J
i, j =1

Dessa desigualdade segue-se que se considerarmos a
média aritmética p das (~) covariâncias teremos necessariamen-
te:

-1--~p~On-l

Portanto, em valores absolutos, o fato de algumas
covariâncias serem moderadamente grandes forças as demais a
serem bastante pequenas, limitação essa que não existia no ca-
so positivo.

A nosso ver existem pelo menos dois problemas impor-
tantes ainda não resolvidos sobre dependência negativa. O pri-
meiro tem caráter prático e diz respeito à determinação de con-
diç5es, facilmente verificáveis, que nos permitam decidir se
uma dada função densidade é ou não S~mR2' O resultado de Blo-
ck & Sh akh ed (Propos.ição 2.2.10) é um importante passo nessa
direção mas, nao é suficiente para se resolver completamente
nem mesmo o caso particular da normal multivariada.

Uma questão que valeria a pena ser considerada e se
toda densidade SNRRZ pode ser pensada como uma distrjbuição
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condicional. Ao que tudo indica, uma resposta a essa questão
teria que ser procurada no contexto .das medidas induzidas pe-
las densidades e envolveria uma análise do comportamento de de-
rivadas de Radon Ny kodim , Sobre esse assunto existem alguns re-
sultados esparsos na literatura mas nenhum deles responde com-
pletamente a questão.

Do ponto de vista teórico, o problema mais importan-
te seria a obtenção de um conceito satisfatório de associação
negativa. As modificações que foram tentadas na definição de
associação positiva tem fracassado, seja por conduzirem a re-
sultados contraditórios ou por resultarem em condições inúteis
do ponto de vista prático. No momento, seguindo uma sugestão
do Prof. Henry Block estamos analisando, juntamente com o Prof.
Wagner de Souza Borges, o problema de associação negativa de
variáveis binárias. A esperança é que, nesse contexto mais sim-
ples, possamos obter uma condição suscetível de ser estendida
ao caso geral ou que, pelo menos, consigamos reunir elementos
suficientes para que possamos garantir que efetivamente nao e-
xiste uma definição adequada. Os poucos resultados que obti-
vemos até agora nao permitem ainda uma conclusão definitiva so-
bre o assunto.

- m -
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