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INTRODUGAO

O interesse por formas de dependencia de variaveis
aleatorias € relativamente recente. O artigo de Lehmann (1966)
€ um marco importante nao apenas pelas idé€ias que introduz mas,
também pelas sugestOes de aplicacoes desses conceitos a outras
areas da Probabilidade e da Estatistica.

A partir dai, estimulada pelo sucesso das aplicacoes
a Teoria da Confiabilidade, desenvolve-se uma atividade inten-
sa de pesquisa, especialmente em dependéncia positiva. Sao des-
se periodo os resultados sobre associacao encontrados, por e-
xemplo, em Esary & Proschan (1968,1972). Os trabalhos sobre de-
pendéncia negativa sao ainda mais recentes e os mais importan-
tes, de Karlin & Rinnot e Block, Savits & Shakhed sao de 1980.

O nosso interesse pelo assunto foi fortemente esti-
mulado pelos seminarios, dirigidos pelo Prof. Henry W. Block,
.da Universidade de Pittsburgh, quando de sua estada como Pro-
fessor Visitante do IME-USP, no primeiro semestre de 1980.

Durante esse periodo obtivemos alguns resultados re-
lativos a associacao de vetores normalmente distribuidos e a
geracao de variaveis aleatorias que satisfaziam condicoes for-
tes de dependéncia. Posteriormente, conseguimos mostrar tam-
bém que a condicao de Karlin-Rinnot para que uma densidade nor-
mal multivariada fosse SMRRZ, era equivalente a impormos que
ela fosse a densidade de uma distribuicao condicional, gerada
por vetores com componentes independentes. Com isso fica es-
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tabelecida uma conexao, que acreditamos ser importante, entre
os resultados de Karlin § Rinnot e os de Block, Savits § Sha-
khed.

Este trabalho se divide basicamente em dois capitu-
los nos quais sao tratados aspectos de dependéncia positiva e
negativa. O terceiro e Uultimo capitulo complementa os anterio-
res com comentarios e sugestoes sobre alguns problemas em a-
berto.

Nao houve intencgao de se fazer aqui um apanhado ge-
ral e completo sobre todas as condicoOes de dependencia exis-
tentes na literatura. Existem diversos conceitos de dependen-
cia, alguns até importantes, que nao sao sequer mencionados
neste trabalho. O que se procurou fazer foi uma analise das
idéias de dependencia positiva e negativa, com enfase nas con-
digoes que mais se relacionassem com os nossos resultados.

Nao se chega ao final de um trabalho como este sem
contrair débitos de gratidao com pessoas que de uma forma ou
outra contribuiram para sua realizagdo. Gostariamos, portanto

de deixar registrados aqui nossos reconhecimento e gratidao a:

Prof. Henry W. Block pelo entusiasmo que conseguiu nos
transmitir e pelas valiosas sugestoes dadas no decorrer deste
trabalho.

Wagner de Souza Borges e Carlos Alberto de Braganca Pe-
reira, meus colegas no Seminario, pelas estimulantes discus-
soes sobre o assunto. '

Carlos Alberto Barbosa Dantas que sempre se 1nteressou pe-
lo andamento do trabalho e nunca faltou com seu estimulo e en-
corajamento nos momentos mais dificeis.

Joao Baptista Esteves de Oliveira que mesmo com a premen-

cia do tempo conseguiu uma vez mais realizar um excelente tra-



balho de datilografia.

Finalmente uma mengao especial para minha esposa Ma-
ria Regina e meus filhos Paulo e Ana Lucia, pela paciencia e

compreensao com que suportaram minhas freqiientes crises de mau
humor nos uUltimos doze meses.



CAPTTULO 1

1.1 - DEPENDENCIA POSITIVA NO CASO MULTIVARIADO

Uma analise sucinta e razoavelmente completa sobre
dependencia positiva entre duas variaveis aleatorias X e Y po-
de ser encontrada em Barlow § Proschan (1975, pp. 142 a 146).
No caso multivariado, as nocoes existentes sao muito mais nu-
merosas e as relagoes entre elas bem mais complicadas. Isto se
deve principalmente ao fato de que as generalizagoes sugeridas
pelo caso bivariado nao tem o mesmo relacionamento direto que
tinham naquela situacao. Esse estado de coisas levou diversos
autores a introduzirem novos conceitos de dependencia positi-
va, sempre com o objetivo de obterem critérios, de ficil ve-
rificacao, que conduzissem a formas de dependén&ia importantes -
nas aplicagdes praticas. |

Nao pretendemos fazer aqui uma analise de todos os
critérios de dependéncia positiva conhecidos. Discutiremos a-
penas os conceitos, a nosso ver, mais importantes do ponto de
vista pratico, com enfase especial naqueles que serdo utili-
zados nas proximas se§6es.

Antes de entrarmos propriamente no assunto, vale a
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pena observar que embora dependencia seja uma propriedade da
medida induzida e portanto da distribuigdo conjunta, ja esta
consagrado o abuso de linguagem que consiste em falammos de de-
pendéncia indiferentemente como uma propriedade das variaveis
ou de sua distribuicdo.

Iniciaremos com a generalizagio do conceito de de-

pendencia quadrante positiva introduzida em Lehmann (1966).

DEFINICAO 1.1.1 - Diremos que a dependéncia positiva entre as

variaveis aleatorias X X, € superion se para toda n-upla,

17

(x;,...,X_), de numeros reais tivermos:
1 n

(1.1.1) PIX,>X p'[xi>xij.

n=as

1,...,Xn>xn] &

i=1

DEFINIGAO 1.1.2 - Diremos que a dependéncia positiva entnaxl,
""Xn € 4nferion se para toda n-upla (xl,...,xn) de numeros
reais, tivermos:

(1.1.2) P[Xlsxl,... nsX 1 2

OBSERVACOES 1 - Por uma questao de facilidade, quando nos re-
ferirmos a variaveis que satisfazem as condigdes (1.1.1) ou
(1.1.2), diremos apenas que essas variaveis sao DPS ou DPI res-
pectivamente.

2 - No caso particular n=2, as condigoes (1.1.1) e (1.1.2) sao

equivalentes e qualquer uma delas pode ser usada para definir



dependencia quadrante positiva. O exemplo sequinte mostra que

essa equivalencia se perde quando n € maior que 2.

EXEMPLO 1.1.3 - Seja X-= (X;,X,,X;) um vetor aleatorio que aé—
sume valores no conjunto {(1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)} com proba-
bilidades iguais a 1/3 para cada ponto. E fiéil mostrar que X
satisfaz a condicao 1.1.1. No entanto se fizermos X] =X, =Xg=
= 0, teremos:

P[XISO’XZSO’XSSOJ =0

2z

P[XISOJP[XZSOJP[XSSOJ = =7

0 que mostra que X nao satisfaz (1.1.2). Uma das aplicagoes pra-
ticas das nogoes de DPS e DPI diz respeito a ppssibilidade de
obtermos estimativas aproximadas de probabilidades que depen-
dem da distribuicdo conjunta, (e que porisso nem sempre sao fa-
ceis de serem éalculadas), conhecendo apenas as distribuicoes
marginais. As determinacoes de coeficientes de confianca, de
regioes criticas de testes, da confiabilidade de um sistema,
sao alguns exemplos de situagOes nas quais o conhecimento, de
que as distribuigoes envolvidas sao DPS ou DPI, pode ser bas-

tante util.

ASSOCIAGAO

A medida de associagao mais conhecida e mais utili-



zada & sem diavida a covaridncia entre duas varidveis aleatd-
rias X e Y. Quando ela e introduzida nos textos elementares de
Estatistica, em geral € mencionado que um valor positivo da
covariancia € uma indicacdo de que X e Y tendem a variar num
mesmo sentido, enquanto que um valor negativo indicaria que X e
Y tendem a variar em sentidos opostos. Dada a pouca informacao
contida na covariancia (afinal ela nada mais & do que um dos
momentos da distribuicao conjunta), seria demais esperarmos que
ela funcionasse bem como medida de dependéncia. Vamos lembrar,
por exemplo, que ela vale zero sempre que X e Y forem indepen-
dentes e também que ela pode valer zero até mesmo em situacdes
nas quais uma das variaveis € funciao da outra.

Dada a facilidade de se tratar matematicamente com
covariancias, era natural que se procurasse utilizar a mesma
idéia basica para definir medidas mais fortes de dependencia.
Uma possibilidade & dizermos que X e Y sao associadas quando
a covariancia entre f(X) e f(Y) € nao negativa, para todo par
de funcoes crescentes f e g, para o qualna covariancia exista.
Essa condigdo conduz a um critério bem mais forte de dependen-
cia, cujo Gnico defeito é s6 poder ser utilizado no caso bi-
variado. .

O conceito de associacao, que introduziremos abaixo,
€ mais forte ainda e tem a Vantagem'adicional de se aplicar a

um numero finito qualquer de variaveis aleatorias.



Inicialmente vamos relembrar algumas definigoes e in-
troduzir a notacao necessaria.
1. Se §==(xl,...,xn) e z'=(y1,...,yn) sao elementos de
Rn, diremos que X<y se xj.s yj para j =1,...,n. Escre-
Veremos x <y se x<y e existe ao menos um j, para o
qual xj <Yy-:.

2. Uma funcao f de R™ em R & crescente se f(y)=£f(x) sem-

pre que y >X.

(2%

3. Uma funcao f de R" em R &€ bindria se f(x) for igual a

0 ou 1 para todo x€R".

DEFINICAO 1.1.4 - Diremos que as variaveis aleatorias X1.X5,
...Xn sao associadas se para todo par de fungdes bindrias cres-

centes, vy e §, tivermos:

(1<13) Cov(y(Xl,...,Xn), a(xl;...,xn)) > 0.

OBSERVACAO - O fato ae considerarmos apenas fungOes binarias
pode dar a impressi@o - de que seria possivel fortalecer ainda mais
a condicao (1.1.3). No entanto, uma desigualdade de Hoeffding
(ver Lehmann, 1966) nos permite mostrar que se um vetor alea-
tério X = (X;,...,X ) satisfaz (1.1.3) ento Cov[f(X).g(X)J 20
para todo par de fungées crescentes para o qual a covariancia

exista.

Damos a seguir algumas propriedades importantes da

associacao.



A.1 - O conjunto formado por uma Unica variavel aleato-
ria X € associado.

A.2 - Qualquer subconjunto de um conjunto de variaveis as-
sociadas € associado.

A.3 - Funcoes crescentes de variaveis aleatorias associa-
das sao associadas.

A.4 - Seja §==(X1,...,Xn) um vetor associado e Y = (Y;,..
-,Ym) um outro vetor associado, independente de %.
O vetor Z = (Xl,.

tor associado.

.. e a e m ve-
’Xn’Yl’ ,Ym) sera tambem u e

Para as demonstragoes ver Esary, Proschan § Walkup (1967).
Das propriedades A.1 e A.4 segue-se que qualquer con-
junto finito de variaveis aleatorias independentes & associa-

do.

PROPOSICAO 1.1.5 - Seja X = (Xl,... ,Xn) um vetor associado e
Y =(Y1,...,Yn) um outro vetor associado independente de X. Nes-

sas condigoes o vetor Z =(X1+Y1,X2+Y2,;..,Xn+Yn) sera tambem

associado.
DEMONSTRACAO - Imediata usando propriedades A.4 e A.3.

EXEMPLO 1.1.6 - Seja X = (X;,X,) um vetor aleatorio com distri-

buig¢do conjunta normal com médias iguais a zero, variancias i-

guais a 1 e suponha que Cov(Xl,Xz) =p >0. Entdo X € associado.

De fato, seja Y um vetor aleatorio formado por duas variaveis



aleatorias normais, independentes, com medias iguais a zero e

variancias iguais a 1. Vamos definir Z = (Z,,Z,) atraves de:
. b 172

Z, = oYy + /I-p%Y,

Como p>0 e Y é'associado segue-se de A.3 que Z € associado.
Como a distribuigéo de Z e a mesma de X segue-se que X € as-
sociado. '

A proposigdao seguinte contém dois resultados sobre
associagdo entre variaveis aleatorias binarias isto €, sobre

associacao entre indicadores de eventos.

PROPOSICAO 1.1.7 - a) Se A e B sao dois eventos quaisquer, u-
ma condigdo necessaria e suficiente para que IA e IB sejam as-
sociadas € que P(AnB) = P(A)+P(B).

b) Se Xl’XZ""’Xn sao variaveis aleatéria; alea&hiasgi-

narias associadas, entdao tambéem serao associadas as variaveis

~aleatorias:

1-—X1, 1-X2,..., 1-Xn.

DEMONSTRAGAO - a) As fungGes binarias crescentes de I, e Iy po-

dem ser determinadas explicitamente e sao as seguintes:

—

f4= IB; f5 =max(IA,IB); f6 1.



E facil ver que:

IA
H

e que:

f

Hh
-
A
Hh
(g%
A
H
=N
IA
H
(9]
IA

6"

Para mostrar que iA e I sio associadas nos teria-
mos que mostrar que E(fjfk) zE(fj)E(fk), para todo j =k, j=1,
2,...,6, k=1,2,...,6. E facil verificar que essa condicdo es-
tara trivialmente satisfeita sempre que fj:sfk. O Unico par que
nao satisfaz essa relacao de ordem € o par (£5,£4) . Conclue-

se portanto que IA e IB serao associadas se e somente se
E(f3f4) > E(fS)E(f4).
Da definigao de fz e f, temos:
E[f3f4]-E(f3)E(f4) = P[I,=1 e Iz=1] -

- P[1,=1]-P[I,=1] = P(AnB)-P(A)-P(B).

b) Sejam y' e 8' fungdes binarias crescentes de (1-X,l-

-Xz,...,l-Xn). Vamos def1nir;

‘Y(Xl,...;x )

o 1—Y‘F1-X1,...,1-Xn]

§ (X X ) 1-6'[1-X si=X 1+

17 %p 10" 9

Verifica-se facilmente que y e § sao fungGes binarias crescen-

tes de (Xl""’xn)' Como esse vetor € associado temos:



2

E(v$)

Segue-se entao que E

clui a demonstracgao.

PROPOSIGAO 1.1.8 - Seja X um

tao X satisfaz (1.1.1) e (1.1.

DEMONSTRACAO - Seja X=(Xy,..-
i N QR ;
0
Y'=
J
1
Sejam agora:
f(Xl,...,Xn) =
g(Xl,...,Xn)

E facil ver que f e g s3ao fung

X € associado, temos:

E[f-gl>

ou seja:

P[X1>x s g X

1°° n-

9

> P[X1>x1

E(Y)E(S).

(y'$§') 2E(y')*E(8') o que con-

vetor aleatorio associado. En-

2) ou seja, X € DPS e DPI.

,Xn) e vamos definir para cada

se X. <X
J

se X. >X..

= Yn.

Oes binarias crescentes, e como
E(£)-E(g)

1>xn-1’xn>xn] =

. oX _IPCX >x 1.

>
n-1"*n
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Segue-se por indugao que X e DPS. Para mostrar que

e DPI basta observar pela parte b) da Proposigao 1.1.7 que

1-Y;,...,1-Y  sdo variaveis associadas.

1.2 - DEPENDENCIA POSITIVA E ORDENAQAO ESTOCASTICA

Vamos considerar agora dois conceitos de dependencia
positiva que estdo relacionados com a idéia de ordenacao es-
tocastica de variaveis e de vetores aleatorios. Inicialmente
discutiremos as principais definigoes e propriedades da orde-

nagao estocastica.

DEFINIGCAO 1.2.1 - Diremos que uma variavel aleatoria X € es-
tocasticamente maior do que uma variavel aleatoria Y se para

todo t real, tivermos: P[X>t] =P[Y>t].

OBSERVACAO - Se X e Y tem-a mesma distribuigéo nos diremos que
X & estocasticamente igual a Y [indica-se: X ¥ Y7. Se)(fofes—
tocasticamente‘maior do que Y escreveremos X aky.

As propriédades que apresentamos a seguir, decorrem
imediatamente da definigao.

st = . .. ~ '
O1 - Se X =Y e a e uma constante positiva,entao X+a sty,

Em particular, X+a S X.

0, - Se P[Y>01=1 entdo X+Y X para todo X.

O, - Se P[X20] =1 e a for uma constante maior do que 1,

entio aX ¥ X.
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OBSERVAGAO - O conceito de ordenagao estocastica depende ape-
nas das distribuicdes marginais de X e Y e ndo de sua distri-
buigao conjunta. Como veremos nos exemplos, em algumas situa-
coes, a verificacao de que X 'Y fica mais simples quando su-

pomos que X e Y tem uma distribuigao conjunta conveniente.

EXEMPLO 1.2.2 - Suponha que X e Y tem distribuigoes normais com
variancias iguais. Entdo X %Y se e somente se E(X) 2E(Y). De
fato, suponha que a=E(X)-E(Y) 20. Das hipoteses feitas se-

gue-se que:
X+E(Y)-EX) = X-ay.

De O1 segue-se que X 5ty. Reciprocamente, suponha X itY.

P[X>t] = PIX-E(X)>t-E(X)1 = PL[Y-E(Y)>t-E(X)] =

1\

PLY>t+E(Y)-E(X)]1 = PLY>t].

Segue-se necessariamente que E(Y) -E(X) < 0.

EXEMPLO 1.2.3 - Suponha que X e Y tem distribuigoes de Poisson,
com medias Aj e A, com A; <A,. Entao Y ' X. De acordo coma ob-
servacao feita logo apo0s as propriedades da ordenacao estoqés—
tica, nao ha perda de generaiidade se supusermos que X e Y sao
independentes. Nessas.condig6es,.2==Y—X tem distribuicao de
Poisson e portanto, P[Z20] =1. Segue-se entao, de O3 que X+Z =

= X+Y-X =Y € estocasticamente maior do que X.

A generalizagao do conceito de ordenacado estocasti-



o 12 =

ca, para vetores aleatorisX e Y, € feita com base numa idéia
semelhante a que foi utilizada na generalizacao da covarian-

cia.

DEFINICAO 1.2.4 - Diremos que o vetor aleatdrio X= (XgseeenX)
€ estocasticamente maior do que ¥:=(Y1""’Yn) se g(X) Ztg(z)
para todo funcdo g mensuravel, crescente de R™ em R. Como em
toda generalizagdo desse tipo, a principal dificuldade € de or-
dem pratica, isto €, o problema € como verificar se um dado ve-
torbg € ou nao estocasticamente maior do que um outro vetor Y.
Nesse sentido, a definigcao e a proposigao que apresentaremos

a seguir sdo bastante uteis.

DEFINIGAO 1.2.5 - Um subconjunto ScR™ se denominara superior se

da hipotese XES decorrer que y€S para todo y 2 X.

PROPOSICAO 1.2.6 - Uma'condigﬁo necessaria e suficiente para

£ - . - . '
que X % Y e que para todo conjunto mensuravel superior S de R"

tenhamos:
(1.2.1) P[XES] 2 P[YES].
DEMONSTRAGCAO - Suponha que os vetores aleatdrios X e Y satis-

fazem (1.2.1) para todo conjunto superior mensuravel S de R™.

Seja g uma funcdo mensuravel crescente de R™ em R. E facil

mostrar que, para todo t€ER, o conjunto

Sy = {x:g(x)>t}
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€ um conjunto superior de R™. Temos entdo:
Plg(x)>t] = P[)_gest] = P[XESt] = Plg(Y)>t]

0 que mostra que )5 Sztl(.
Reciprocamente, se X S;X e S € qualquer conjunto su-
perior mensuravel de R", para mostrar que vale (1.2.1) basta

observar que o indicador de S € uma fungdo mensuravel crescen-

te de R"™ em R.

OBSERVACAO - Da Proposigdo 1.2.6 segue-se que as propriedades
01, O2 e 05 se estendem a vetores a'lea’gérios com valores em R".

As nocoes de dependencia que foram discutidas atée a-
gora estao bastante relacionadas com a ideia de ordenacao es-
tocastica. Assim,. por exemplo., dado um vetor X = (Xl,..., Xn)
vamos considerar o vetor ¥ = (Yl,... ’-Yn) como componentes in-
dependentes e cujas distribuigoes marginais unidimemnsionais sao

iguais as de X, isto e, X S=th, para j=1,...,n. Nessas con-

J
digoes se X szt\_{, X sera DPS. No que diz respeito a associacgao,
vamos considerar a medida PX’ induzida em Rn, pelo vetor )~( Di-

zer que X € associado € equivalente a dizer que

P).((Uanz) = P).((Ul)PZ((UZ)
para todo par (Ul,UZ) de conjuntos superiores mensuraveis de
RN

Block, Savits e Shaked, (1980), introduziram e uti-
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lizaram com sucesso o conceito de variaveis aleatOrias negati-
vamente dependentes em seqliencia. Esse conceito tem um cor-
respondente natural, no caso da dependéncia positiva, que ateé

hoje parece nao ter sido. considerado na literatura.

DEFINICAO 1.2.7 - O vetor X= (Xyse00aXp) € dito positivamente
dependente em seqliencia (PDS) se para todo i=2,...,n, a dis-
tribuigao condicional de (Xl,Xz,...,Xi_l) dado X; =Xy for es-
tocasticamente crescente em xi.

A condicao acima pode ser expressa na forma:

st
(1.2.2) (Xl,...,Xi_l[Xi=xi) = (Xl,...,Xi_llXi=xi)

sempre que xi;zxi, 122, 5 v w0 s
Em algumas situacbes, em lugar de (1.2.2),€ mais fa-

cil verificar que o vetor X satisfaz:

(Xl,o LY ,Xi_l,xi+1, ° o o ,Xn!Xi::Xi)

€ estocasticamente crescente em xim para 1i=1,2; ..« ;0.

Para mostrar que essa ultima condicao implica em
(1.2.2), basta notar que se Z itz, entao qualquer vetor cujas
componentes constituem um sub-conjunto de Z sera estocastica-
mente maior que o vetor formado pelas componentes correspon-
dentes de Y.

O lema que provaremos a seguir, nos permitira mos-

trar que todo vetor que € positivamente dependente em seqiien-
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cia € DPS.
LEMA - Suponha que X € um vetor aleatorio que satisfaz (1.2.2).
Entao para i=2,...,n e y'>y:
P[X1>y1,...,Xi_1>yi_1|Xi>y'] 2P[X1>y1,...,Xi_1>yi_1|Xi>y].

DEMONSTRACAO - De (1.2.2) segue-se que:

(1.2.3) PD(1>)’1 - ’Xi—1>yi-1 |xi=yv 12 PIXp>Yq.. 0% 1%V IXi=y]

sempre que y' for maior do que y.

Por uma questao de facilidade de notacgao, vamos re-
presentar P[Xl>y1""’Xi—1>yi—1lxi] como uma fungao G do va-
lor da variavel Xi' Isto posto, (1.2.3) diz simplismente Que

G € uma fungao crescente, isto e:

G(y') 2 G(y) se y' >y.

Se Fi(-) for a distribuicao marginal de X5 podemos

rdizer que (1.2.3) € equivalente a:

G(y")dF; (y')  G(y)dF; (y)

v
o

dF; (v ") dF; (y)

Como esse determinante € ndo negativo sempre que y'

for maior do que y, nos podemos fixar Z <ZZ e integrar a pri-

d
meira coluna entre Z, e +» e a segunda entre Z; e 1, sem al-
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terar o sinal do determinante. Temos entao:

[ eonar; o
2y

[;2 aF; (7)

Z

2
[ Cemner; o
41

Z

J 2dF (y)
3
i

Z1

v
o

Substituindo a segunda coluna por uma soma dela com a primei-

ra, temos:

[ smar;m
ZZ

I;z dF. (y)

| soar o
43

];1 &F, (y)

Essa ultima desigualdade € equivalente a

P[X1>y1,...

X5 _17Y3-11%422,1 2 PIXp>yq,. ..

v
o

X3-1>Y3-11%>241

sempre que Z2 >Zl’ o .que completa a demonstragao.

PROPOSICAO 1.2.8 - Seja X um vetor aleatoOrio que satisfaz (1.2.2).

Entao X satisfaz (1.1.1), isto &, X e DPS.

DEMONSTRAGCAO - Do lema segue-se que para k=2,...,n, temos:
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P[X1>)’1, - ’xk-1>yk—1 IXk>yk] 2 P[)(1>y1 v m ’Xk-l>yk-1 le>-oo]. =
= P[X1>y1 S e ,Xk_1>yk_1] .
Portanto, para k=2,...,n, temos:
P[X1>Y1,---,Xk>yk] > P[X1>Y1""’xk-1>yk;1]P[Xk>yk]'

Multiplicando essas n-1 desigualdades e efetuando os cancela-

mentos possiveis, obtemos
n
P[X1>y1,...,X S E P[Xj>y.]

isto &, X & DPS.

DEFINIGCAO 1.2.9 - O vetor X € dito condicionalmente crescente

em seqiiencia (CCS) se para i=2,...,n a distribuicdo condicio-

nal de (Xl =Xy ,X2=x2 B ’Xi-1=xi—l) for estocasticamente cres- _

cente em (xl,...,xi_l).

OBSERVACAO - Embora aparentemente os conceitos de CCS e PDS
tenham alguma semelhanca, n3do ha nenhuma relacdao de implica-
¢do entre as duas nocoes. Mostraremos esse fato através dos

exemplos desta e da proxima segao.

0 Lema seguinte nos permitira provar que se X é CCS

entao X e associado.

LEMA - Sejam X um vetor aleatdorio e Y uma variavel aleatoria
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tais que a distribuigao condicional de Y/X =x cresga estocas-
ticamente com x. Nessas condigOes, existe uma fungao crescen-
te h(u,x) de R™1 . R e uma varidvel aleatdria U, independen-
te de X tais que a distribuicao de (Y,X) coincide com a dis-

tribuicao de (h(U,E),g).

DEMONSTRACAO - Vamos usar o fato bastante conhecido de que se
G € uma funcao distribuic3o entido a v.a. G'l(U) tem distribui-

gao G se U tiver distribuigao uniforme em [0,1] e
¢ L) = inf{t:G(t)>u}.

Seja F_(z) =P[Ysz|X=x], isto g, F (z) & a funcdo distribuicdo

de Y/§==§. Defina:
h(u,x) = F;l(u) = inf{t:F_(t)z2ul.

Da propria definicdo segue-se que h € uma fungao crescente de

u. Como Y/X =x cresce estocasticamente com X temos:
z) 2F z
F (2) 2F_,(2)
sempre que x' >X. Segue-se entdo que h € crescente em X.
Seja agora U uma variavel aleatoria uniforme em

(0,11 e independente°de X. Pela observagao feita no inicio da

demonstracao temos que h(U,x) tem distribuicao F, e portanto:

h(U,x) = Y/X

Xe.

Como U é independente de X temos:
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h(U,x)/X =x FhU.x) ¥hU.x)/X=x.
Segue-se que para todo x:

Y/X=x Fh(U,X)/X=x

e portanto que:

(Y,x) ¥ (h(U.X).X).

PROPOSIQRO 1.2.10 - Seja §==(X1,...,Xn) um vetor condicional-

mente crescente em seqiiéencia. Entao X & associado.

DEMONSTRACAO - Vamos considerar inicialmente o caso n =2. Se-
ja X =(X1,X2) e suponha que a distribuicgao de XZ/Xl =X, cres-
ce estocasticamente com Xq. Pelo lema, existe uma funcao cres-

cente h e uma variavel U; independente de Xl de tal modo que

t .
(X,,X;) T (h(U,X]),X)).

Como U e X1 sao independentes, o vetor (U,Xl) € associado e
‘conseqiientemente, pela propriedade A; da associagao, (X,, X;)
€ associado.

Suponha agora que X =(X1,...,Xk), (Xl,...,Xk_l) e as-
sociado e que a distribuigao condicional de

Xk/X1==x1,...,Xk_1 = Xy
cresce estocasticamente com (xl,...,xk_l). O lema nos permite

entao dizer que:

4 st
(Xk,xl,-.-,xk_l) - (h(U,Xl,oc-,Xk_l) ,Xl,-.o,xk_l)
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onde h & crescente e U & independente de (Xl,...,Xk_l). Se-

gue-se entao que X € associado e a proposigao fica demonstra-

da por indugao.

1.3 -POSITIVIDADE TOTAL MULTIVARIADA

Nas situagGes praticas, qﬁando consideramos um nu-
mero finito de variaveis aleatdrias, a informagdao de que dis-
pomos € geralmente a fungdo distribuigo conjunta ou a fungao
densidade conjunta, quando esta ultima existe. A partir deste
tipo de informacao, nem sempre € facil verificarmos se o ve-
tor X = (Xy,...,X ) satisfaz ou nao as condicoes de dependen-
cia que discutimos até aqui. Assim, por exemplo, a nao ser'em
casos muito particulares, & praticamente impossivel verificar-
mos diretamente se X € ou nao associado. Seria importante,por-
tanto, se dispusessemos de condicdes, de facil verificagao, so-
bre a fungao densidade (ou sobre a distribuigao de probabili-
dade no caso discreto), que uma vez satisfeitas implicassem na
validaae das condicoes de dependencia ja discutidas.

Neste sentido, a nocao de funcao totalmente positi-
va de segunda ordem, € fundamental. Vamos relembrar a defini-
¢3o no caso n=2 e em seguida discutir as possiveis generali-

zacoes para mais de duas dimensoes.

DEFINICAO 1.3.1 - Sejam A e B dois conjuntos mensuraveis da re-

ta. Uma fungéd f(x,y) definida em A xB, € totalmente positiva
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de ordem 2(TP2) se para todo x<x' em Ae y<y' em B, tivemos

(1.3.1) flx,y)f(x',y') 2 £(x,y" ) £(x",y).

OBSERVACAO - Sejam A e B respectivamente, os conjuntos dos va-
lores assumidos por duas variaveis aleatorias X e Y. Diremos
que o vetor X = (X,Y) é TP, se a sua funcao densidade (ou a dis-
tribuicao no caso discreto) for TP, em A xB.

Barlow § Proschan (1975) p. 146, sumarizam num dia-
grama todas as implicagOes existentes entre as condigoes de
dependéncia positiva bivariada. Podemos ver entao que, exce-
tuada a independéncia (que satisfaz trivialmente todas as con-
digées),TPZ € a condigdo mais forte de dependencia positiva en-
tre duas variaveis X e Y.

A questdo agora €& como generalizar (1.3.1) para fun-
coes de mais de duas variaveis. A maneira mais natural € a que

apresentamos a seguilr.

DEFINIGCAO 1.3.2 - Sejam A

l’AZ""’An conjuntos mensuraveis da
reta e seja f(xl,xz,...,xn) uma funcao com valores em R, de-
finida em
n
jElAj.
Diremos que f € TP2 em pares se para cada par (i,j), i=j, £

for TP2 em x; e Xj (isto €, em Ai><Aj), quando as demais va-

riaveis sao mantidas fixas.
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Karlin § Rinott em [1980] preferem trabalhar com as
chamadas fungoes MTP, que, a Nao ser em casos eSpeciais, sao
equivalentes as fungoes TP2 em pares. Para definir o conceito
de MTP, vamos introduzir a notagao: se X=(Xy,.-0,%) €y=0(yy,

- ; : . n
---,Yn) sao dois elementos quaisquer de R, colocamos:

(xvy)

-~ -~

(max(x,x5), ... max(x .y ))

(§AX) (min(xl,yl),...,min(xn,yn)).

DEFINICAO 1.3.3 - Sejam A{,.-.,A conjuntos mensuraveis da re-

ta e seja f uma fungao, com valores em R, definida em

n
mA..
j:l J

Diremos que f & multivariada totalmente positiva de ordem

4

Z(MTP,) se quaisquer que sejam X e y em

n
I A.
tivermos:
(1:3.2) : f(f)f(z) sf(gAz)f(gvz).

A verificacao de que uma fungao MTP, e TP2 em pares

2
e trivial. Kemperman "(1977) mostrou que, se f(x) >0 para todo

- - - ’ -
entao a reciproca e verdadeira.

Outros conceitos do mesmo tipo encontrados na lite-
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ratura sao m*-dependéncia (Allan § Wallenius, (1976)) e TPD (Ah~
med et al.(1978)). Block § Ting (1981) mostraram que,séb a}dF
potese f(x) >0, todos esses quatro conceitos sao equivalentes.

O conceito de positividade total desempenha um pa-
pel bastante importante em diversas areas da Matematica e da
Estatistica. Karlin, nos dois volumes de seu livro, Total Po-
sitivity (1968) trata estensivamente da teoria e das aplica-
coes desse conceito. No que se segue nos nos limitamos a apre-
sentar as propriedades que serao utilizadas no decorrer desse
trabalho e que sao casos particulares (para funcgoes densida-

de), das propriedades gerais das fungoes totalmente positivas.

PROPOSIGAO 1.3.4 - Seja X=(X{,...,X ) um vetor aleatdrio cu-
ja fungao densidade € MTP,. Nessas condigGes, para 2<k<n, a

densidade marginal de k componentes quaisquer de X sera tam-

bem MTPZ.

.DEMONSTRAGAO - Se mostrarmos que a reducdo de uma diﬁenséoxﬁm
altera o carater MTP, da densidade, a proposicdo ficara demons-
trada por recorréncia. Basta portanto, mostrar que a densida-
de de (Xl""’xn-l) e MTPZ. Vamos indicar por f a densidade

n-1

de X e sejam x e y pontos de R . Sejam A e B dados por:

v+ e [fened]
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B = [Jf(zvz,z)dz][Jf(§AX,z)d£].

0 nosso objetivo € mostrar que A <B. Vamos reescrever A e B u-

tilizando integrais duplas, da seguinte maneira:

S U RN CRR RPN L
Z:4<Z %

B =‘L . J[f(gvX,zl)f(§AX,zz)4—f(gvz,zz)f(§A2,zl)}dzldzz.

Para simplificar um pouco a notagiao vamos representar  os in-

tegrandos da seguinte maneira:

o
|

a = f£(x,z2.)f(y,2,) = f(x,2z,)f(y,zq)
c = f(§VY’Zl)f(§AZ’Zz) d = f(§vz,zz)f(§Az,zi)

Como a regido de integracao € a mesma nos dois casos,
bastara mostrar que:
atbsgc+d.

Por hipotese f & MTP, e z; <z,. Logo da definigdo de MIP, vem

que:

(1.3.3)
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Novamente, o fato de f ser MTP, nos permite concluir

que:

IA

f(z,zl)f(x,zl) f(xay,z)f(xvy,.zy)

IA

£(x,2,)£(y,z,) < f(xry,z,)E(xVy,zq).

Multiplicando essas duas desigualdades obtemos:

(1.3.4) ab < cd.

Observe agora que:

ctd-a-b = —}1—[ (d-2) (d-b) + (cd-ab)1.
Segue-se de (1.3.3) e (1.3.4) que:

c+d =2 a+b

o que conclui a demonstracao.
A proposicdao e o corolario abaixo sd@o conseqliencias

imediatas da definicao.

PROPOSIGAO 1.3.5 - Se f e g sdo fungbes MTP, definidas em R"

entao o produto fg € também MTP,.

COROLARIO - A densidade de um vetor X com componentes indepen-
tes é.MTPz.

DEFINICAO 1.3.6 - Seja f(x) a funcdao densidade de uma varia-

vel aleatoria X. Diremos que f e PF, (fungao de Polya de or-
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dem 2) se g(x,y) = f(x-y) for TPZ'
PROPOSICAO 1.3.7 - Seja X = (X;,...,X ) um vetor aleatdrio MIP,.
Seja X’=(Y1,...,Yn) um. vetor com componentes independentes e

suponha que a densidade de Yi e PF, para i=1,2,...,n. Se além

disso, Y for independente de X entao o vetor'g = XY sérébﬂ?z.

DEMONSTRACAO - Seja f(xl,...,xé) a densidade de X e seja g; (v;)
a densidade de Y. para i=1,2,...,n. Da independencia entre X

e Y segue-se que a densidade conjunta sera dada por:

n
f(Xl,...,Xn) I=[ gi(Yi)'

i=1

Portanto, a densidade de seral

[JaN

n
h(zl,...,zn) = f...[iglgi(zi—xiyf(xl,...,Xn)dxl...dxn.

Das hipoteses feitas e da Proposicao 1.3.5 segue-se
que o integrando e MTP2 em (xl,...,xn,zl,...,zn). 0O mesmo ar-
gumento usado na demonstracao da Proposigao 1.3.4 mostra que

h e MTPZ.

COROLARIO - Seja Y um vetor dleatorio satisfazendo as condi-
¢Oes da Proposigao anterior e seja X, uma variavel aleatoria.
Se definirmos: Z; =Y, +X,, o vetor Z sera MTP,.

Vamos agora mostrar que se X € um vetor aleatorio MTP,

entao X &€ CCS e conseqlientemente associado.
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PROPOSICAO 1.3.8 - Seja X =(X1,...,Xn) um vetor aleatorio cu-
ja fungao densidade € MTP,. Entao X € condicionalmente cres-
cente em seqliencia.

De acordo com a Definigdo 1.2.9 no0s temos que mos-.
trar que para j=2,...,n, a distribuicao condicional de Xj,da-

oo Xy

-

Para j =2, a distribuigao marginal de (Xl,XZ) e TP,

dos Xl""’xj—l’ cresce estocasticamente com X

(a Proposigao 1.3.4) e portanto, das relagoes no caso bivaria-
do (ver Barlow § Proschan (1975),p. 146) segue-se que a dis-
tribuigao condicional de XZ/X1==x1 cresce estocasticamente com
Xl.

Para j =3, novamente a Proposigao 1.3.4 nos permite

-

dizer que a distribuicao de'(Xl,Xz,Xs) € MTP,. O mesmo argu-
mento utilizado no caso j =2, nos permite afirmar que pan1X2=

= X5, fixado, a disfribuigéo condicional de X3 cresce estocas-

ticamente com Xl'

Analogamente, para X1==x1, fixado, a distribuicao
condicional de X3 cresce estocasticamente com Xz. Para xl‘<xi

e X, <xé teremos entao:

PLX>t|Xy=x],X,=x3] = P[Xg>t|Xq=x],X,=x3] 2

1
> P[X3>t|X1=x1,X2=x2]

O que mostra que X3 cresce estocasticamente com (Xl,XZ). Re-

petigoes desse argumento nos permitem mostrar que X & CCS.



« T8 =

COROLARIO - Se a fungdo densidade do vetor aleatorio X for MIP,

entao X € associado.
DEMONSTRAQRO - Esse resultado € conseqiiencia da proposicgdo an-

terior e da Proposicao 1.2.10.

1.4 - DEPENDENCIA POSITIVA DA DISTRIBUICAO |

NORMAL MULTIVARIADA

Quando consideramos duas variaveis aleatorias X e Y,
com distribuicao conjunta normal, o fato da covariancia ser nao
negativa € suficiente para concluirmos que a densidade conjun-
ta, f(x,y) € TP2 e que portanto, o vetor (X,Y) satisfaz a to-
dos os critérios de dependéncia positiva conhecidos. A situa-
¢ao nao € tao simples assim quando consideramos mais de duas
variaveis aleatorias. Existem inumeros exemplos de vetores a-
leatOrios normais com covariancias nao negativas cujas densi-
-dades nao sao MTP,.

Nesta secao, nos apresentamos uma condigao necessa-
ria e suficiente para que a densidade de um vetor aleatorio
normal seja MTP2 e descrevemos algumas técnicas que nos per-
mitem gerar distribuigoes normais que satisfazem essa condi-
¢do. Além disso, analisamos quais as propriedades de dependen-
cia positiva que sao preservadas mesmo quando a condigao nao

esta satisfeita.
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A proposigao abaixo contém a condigdao mencionada no

inicio do pardgrafo anterior. Essa condigao foi utilizada pe-

la primeira vez por Sarkar (1969) e aparece tambem em Barlow

& Proschan (1975).

PROPOSICAO 1.4.1 - Seja X =(X1,...,Xn) um vetor aleatorio com

|, i,j=1,...,n, a matriz in-

distribuigao N(u,I). Seja B =||bij
versa da matriz de variancia-covariancia I. Nestas condicoes,
a funcao densidade, f(xl,...,xn), de X sera MTP2 se e somente

se bij <0 para todo i =]j.

DEMONSTRAGCAO - A densidade conjunta do vetor X & dada por:

£ = M35 Yeexpl- L (x-1) "B G- 1.

Como f(x) € estritamente positiva, ela sera MTP, se, para to-
do i=#j, f(§) for TP2 em X, € Xj quando as demais variaveis sao

mantidas fixas. Portanto, f(x) sera MTP2 se e somente se

-1

fbijxixj
for TP, para todo i=j. E facil ver no entanto que essa Ulti-

ma funciao sera TP, se e s6 se bij <0.

EXEMPLO 1.4.2 - Vamos considerar um vetor (Xl,...,Xn) para o

qual temos:
E(X;) =0, E(Xi) = 1 parasi=1,c.ssh

e , E(Xi’xj) = p 2 0 para todo 1 =j.
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E claro que devemos ter necessariamente p<1l. Nesse caso a ma-

triz de variancia-covariancia sera:

1 o) P eee P
p 1 P sss P
= . . . .

Dado o tipo especial da matriz £, fica facil mostrar
que a matriz inversa B € do mesmo tipo e que portanto pode ser
obtida diretamente. Segue-se entao que os elementos da matriz

B =Hbin serao dados por:

b.. = 1+ (n-2)p
11 [1+(n-1)p1(1-p)
bi: = ~0
J [1+(n-1) p1(1-0)

Como 0 <p<1, segue-se que bi' <0 e portanto que a

. J
densidade de X e MTP, .
EXEMPLO 1.4.3 - Considere um vetor (Xl,Xz,XS) cuja matriz de

variancia-covariancia é:

1 1/5 1/2
T = 1/5 1 1/2
1/2 1/2 1
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E facil ver que b1, é estritamente positivo e portanto que a
densidade de X néo_é MTP,. |

Vamos considerar agora algumas operacoes que podem ser reali-
zadas com um vetor X, cuja densidade € normal MIP, e que preservam essa
caracteristica da densidade. Algumas dessas técnicas decorrem diretamente
das propriedades gerais discutidas na secao 1.3 e portanto, para elas, a
a preservacao da caracteristica MIP, nao depende das hipoteses de mnorma-
lidade feitas. Assim, por exemplo, se §=:(X1,...,Xn) € un vetor aleatorio
aleatorio com densidade nommal MIP, e Z € uma varidvel nomalmente distri-
buida e independente de X entao a densidade do vetor aleatorio (Xy*Zoeess
(Xn+7.) € normal MIP,.

Outro exemplo do mesmo tipo pode ser obtido se tomarmos X nas
mesmas condicoes acima e considerarmos um outro vetor X==(Y1,...,Yn), in-
dependente de X, cujas componentes sao normalmente distribuidas e inde-
pendentes entre si. Segue-se entao, das propriedades da secao 1.3, que a
densidade de (X+Y;,....X +Y ) & normal MTP,.
OBSERVAQRO - Este exemplo nos da uma informagéa que pode ser
util na identificacao de densidades npfmais MTP,.

Quando interpretado em termos da matriz de variancia-
covariancia, ele nosadiz que se partirmos da matriz de uma den-
sidade normal MTP2 e aumentarmos arbitrariamente as variancias,
sem mexer nas covariancias, a matriz resultante estard também

associada a uma densidade normal MTPZ.

Vamos analisar agora o que ocorre quando considera-
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mos somas parciais das componentes de um vetor normal MTPZ.

Em caso particular importante esta contido na proposigao que

apresentamos a seguir.

PROPOSICAO 1.4.4 - Seja §==(X1,...,Xn) um vetor aleatorio cu-

ja distribuicao € N(0,z) onde I = lrij“ ¢ tal que r;. =1, para

i=l,venst © rij =p para todo i#j, 0<p<1l. Considere o ve-

tor Y = (Y --,Y ) cujas componentes sao dadas pelas relagoes:

1°°
Y1.= 1€ Yj = % Xi para 2 <j <n. Nessas condicoes, a densida-
i=1

de de Y € normal MTPZ.

~<

DEMONSTRAGAO - Seja A a matriz da transformacao que define ¥
como funcao de X. A matriz de variancia-covariancia de Y sera

entao dada por:

B = AZAL.

Da definicao de Y segue-se que Xl=Y1 e que Xj =Yj—Yj_1,

todo j 22 e portanto que a matriz inversa de A €:

para

1 0 0 o 0 0
11 0 0 0 0
0 -1 1 0 0 0
Al - i

0 0 0 ... 0 -1 1 l

A matriz I € a mesma que aparece no Exemplo 1.4.2 e
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forma:

onde:

(1.4.1)

1

, = 38 =~

€ do mesmo tipo de I podendo ser representada na

a b b .. b b
b a b b b
z-l _ b b a . b b
b b b a b
b b b b a
Q = 1+ (n-2)p
[1+(n-1)p]1(1-0)
b = S

[1+(n-1)p](1-0)

.0 produto [A_llTX sera entdo igual a

Portanto,

a-b b-a
0 a-b
0 0
0 0
b b

a matriz inversa

0 0 0
b-a 0 0
a-b 0 0

0 a-b b-a

b b a

da matriz de variancia-covariancia



de Y sera:

2(a-b) b-a ¢ J 0 0

b-a  2(a-b) Db-a ..; 0 0

- - -1 - 0 b-a  2(a-b)... 0 0
gL o =1yTp=1y=1 - ‘

0 0 0 ... 2(a-b) b-a

0 0 0 ... b-a a

Ve-se portanto que os elementos fora da diagonal prin-

cipal de B_1 ou sao nulos ou iguais a b-a. Porém de (1.4.1) vem

que:

b-a = ——p-L1+(n-2)p] . =1
L1+ (n=1)pJ{1=p) 1-p

2

donde se conclui que a densidade de Y & MTP,.
OBSERVACAO - Em caso particular importante & aquele no qual as
componentes de X sao independentes e tem todas distribuigao
N(0,1). Nesse caso a demonstracao da Proposigao 1.4.4 fica bem
mais simples pois, I = l-1,

A Proposicgao 1.4.4 nada mais faz do que confirmar a
ideia intuitiva, de que a formagao de somas parciais so pode-
ria contribuir para aumentar a dependéncia que, por hipotese,

ja existia entre as componentes do vetor X. Vale a pena obser-

var no entanto, que esse tipo de intuicao nem sempre conduz a
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conclusdes verdadeiras.

Considere, por exemplo, dois vetores X e Y indepen-
dentes entre si e tendo ambos densidade normal MTPZ. Pode-se
entao afirmar que a soma A*¥ tera densidade normal MTPZ? Vi-
mos anteriormente, que a resposta a essa questao € afirmativa
quando as componentes de um dos vetores sao independentes en-
tre si. O mesmo tipo de intuigao nos levaria entao a pensar que
a resposta deveria continar sendo afirmativa quando as compo-

nentes de Y e de X sao positivamente dependentes. O exemplo que

apresentamos a seguir mostra que essa conclusao & falsa.

EXEMPLO 1.4.5 - Sejam X e Y independentes com distribuigoes

N(Q,Zl) e N(Q,ZZ) respectivamente, onde:

1 1/4 1/4 1 0 0 l
Iy = 1/4 1 1/4 g = 0 1 2
1/4 1/4 1 0 2 5

21 € um caso particular da matriz do Exemplo 1.4.2 e portanto
a densidade de X & MTP,. E facil verificar que o mesmo acon-
tece com a densidade de Y. Como X e Y sao independentes, a ma-

triz associada a X +Y sera:

2 1/4 1/4
* Ly = 1/4 4 9/4

1/4 9/4 6
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Um calculo direto mostra que o elemento b31 da matriz inversa
de 214-22 € estritamente positivo seguindo-se portanto que a
densidade de X+ Y nao & MTP,.
Vamos agora analisar o problema dos vetores com co-

variancias nao-negativas cujas densidades nao sao MTP,.

PROPOSICAO 1.4.6 - Seja X um vetor aleatorio normal com cova-
riancias nao negativas. Entdo X satisfaz (1.2.2) isto € X &

PDS e consequentemente DPS.

DEMONSTRACAO - Vamos mostrar que para todo i =1,2,...,n, a dis-

tribuigao condicional de (Xq,....X X ..X ) dado X;=x;

i-1° i

cresce estocasticamente com X; . Como foi observado anterior-

i+1°°°

mente, essa condicao implica em 1.2.2.
Seja Y um vetor com n-1 componentes cuja distribui-
cao coincide com a distribuicao condicional acima. Das proprie- °

dades da normal multivariada segue-se que:

{
Pi1%i] |
Pi2%4
E(Y) =
\pinxij
Pi1
_ g =1
V(X) - (pil""fpin)zl
Pin
onde, 2y € a matriz de variancia-covariancia de (Xl""’xi—l’

s SRS 3 I
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Seja agora xi >x. e Y um vetor cuja distribuigao coin-

i
cide com a distribuigao condicional de (Xl,...,Xn)/Xi=ki. Se-
gue-se que:

\J
" R
pll(xl 1)
Y #+ ‘ .
. (x!-x.
pln( i 1)
Como as covariancias sao todas nao-negativas e xi >x, segue-

se que:

Y'S=t¥+é\

st =
onde A>0. Portanto, Y' 2 Y o que equivale a dizer que X e PDS.

Segue-se entao da Proposicao 1.2.8 que X € DPS.

A questao seguinte € o que se pode dizer sobre as-
sociacao, quando a densidade nao € MTP,. Ha fortes razoes pa-
ra suspeitarmos que todo vetor aleatorio normal,com covarian-
‘cias nao-negativas, € associado. No entanto, nao encontramos
na literatura uma demonstracao dessa hipotese e nem um contra-
exemplo que mostrasse ser ela nao verdadeira. No trabalho de
Karlin (1980) ele usa vias indiretas para concluir que um da-
do vetor com trés componentes € associado. A proposicao se-

guinte mostra que para trés componentes esse resultado € sem-

pre verdadeiro.

PROPOSICAO 1.4.7 - Seja X = (X;,X,,X3) um vetor aleatorio com
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distribuigao normal trivariada, com covariancias nao negati-

vas. Entao, X € associado.

DEMONSTRACAO - Nao ha perda de generalidade em supormos que
E(Xi)= 0, V(X;) =1, para i= 1,2,3. Portanto, a matriz de va-

riancia-covariancia de X pode ser representada na forma:

1 P12 P13
L= 1lPy; 1 P23
P13 03 1

onde os pij sao tais que 0<p.. <1 e I €& positiva definida.

1j
Vamos considerar as diferencgas:

1 - P12P13 ~ P23
2 T P12P23 T P13
P13P23 = P12

A menos do produto por uma constante positiva, os a5
sao os elementos que aparecem fora da diagonal principal da
matriz 2—1. Se para j =1,2,3 tivermos aj <0 segue-se da Pro-
posicao 1.4.1 que a densidade de X € MTP, e portanto que X e
associado. O problema da existencia ou nao de associacgao sO se
coloca quando ao menos um dos a.'s for estritamente positivo.

Por outro lado, € facil ver que no maximo um deles pode ser es-

tritamente positivo. De fato, suponha por exemplo que ap >0 e
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a, > 0. Temos entao:
P12P13 ” P23
(1.4.2)

12237 P13
Multiplicando essas duas desigualdades teremos:

>

2
P12P13P23 ~ P13P23:

De (1.4.2) segue-se que pyzp,3 =0 e portanto teremos piz >1 o

que € um absurdo. Analogamente pode-se mostrar que nao pode-

mos ter simultaneamente ay >0, a3:>0 e nem a, >0, ag = 0
Vamos supor que ay <0, isto e que o3 2p12p13.Defi—

na as variaveis aleatorias:

=X
Yz = Xz - 093X

Um calculo simples mostra que cov(Y,,Y3) 20 e que Y, € inde-
pendente de (YZ’YS)’ Das propriedades A.1 e A.4 da associagao
segue-se que o vetor (Yl’YZ’YS) €& associado. De (1.4.3) segue-

se que:

>~
I
3

= P12'1 2

3 = P13¥y * Y3
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0 que mostra que as componentes de X sao fungoes crescentes das
componentes de um vetor associado e portanto segue-se da pro-

priedade A.3 que X € associado.

-

OBSERVAGAO - Note que para provar a proposigcao acima nos so
precisamos que um dos elementos aj seja menor ou igual a zero.
O fato de que pelo menos dois deles satisfazem essa condigao
nos permite mostrar um resultado um pouco mais forte. Na rea-
lidade € possivel mostrar que existe uma ordenacao das compo-
nentes de X, tal que o vetor resultante e condicionalmente cres-
cente em seqiliencia. A associacao sairia entao como conseqlien-
cia da Proposicao 1.2.10.

A Proposicao 1.4.7 sugere que se considere a possi-
bilidade de demonstrarmos o resultado geral por um processo de
recorrencia. Os comentarios que faremos a seguir sobre o caso
n =4 mostram que esse processo nao € muito simples de ser ob-
tido.

Seja X =(X1,X2,X3,X4) um vetor aleatorio normal com
variancias iguais a 1 e covariancias nao negativas.Suponhamos
ainda que exista uma linha da matriz de variancia covariancia,

digamos por exemplo a primeira, que satisfaga as condigoes:

PygP13= Pyz
(1.4.4)

IA

P12P14 = P24

IA

P13P14 =P34
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Nesse caso, para j =2,3,4 as variaveis aleatorias Yj =Xj-ple1
teriam covariancias nao negativas e seriam portanto ‘associa-
das pela proposigao anterior. Como todas elas sao independen-
tes de Xl 0 argumento utilizado na'demonstragéo da proposicao
mostra que X € associado.

O exemplo seguinte mostra que existem vetores que nao

satisfazem condigoes do tipo dado em (1.4.4).

EXEMPLO 1.4.8 - Considere a matriz I dada por:

0 o} o) 1

Se 0<p<1/2, ¥ sera positiva definida e portanto pode ser pen-
sada como a matriz de variancia covafiéncia de um vetor alea-
torio normal. No entanto se p for diferente de zero nenhuma 1i-
nha da matriz I satisfara condicoes do tipo de (1.4.4).

Vale a pena observar que I nao € um contra-exemplo,
uma vez que por meios indiretos € possivel mostrarmos que um
vetor que tem I como matriz de variancia covariancia € necés—

sariamente associado.



CAPITULO 2
2.1 - DEPENDENCIA NEGATIVA MULTIVARIADA

Mesmo durante o periodo em que se desenvolveu uma
razoavel atividade de pesquisa em dependencia positiva, pouca
ou quase nenhuma atencao foi dada a dependéncia negativa. A
explicacao para essa aparente falta de interesse estava na im-
pressao, mais ou menos generalizada, de que existia wuma ana-
logia perfeita entre os dois tipos de dependéncia. Acredita-
va-se que bastaria inverter o sentido de desigualdade em al-
guns casos e substituir funcgoes concordantes por discordantes
em outros, para que as formas de dependéntia negativa fossem
obtidas a partir das positivas correspdndentes.

No caso bivariado essa analogia funciona bastante
bem e de um ponto de vista intuitivo, a dependencia negativa
entre duas variaveis aleatdrias significa que o crescimento de
uma delas provavelmente estard associado a uma diminuigdo da
outra.

E facil ver que essa interpretacao intuitiva nio fun-
ciona em mais de duas dimensoes. De fato, dadas trés variaveis
aleatorias, X, X, e X; e considerados os pares (X1.X,), (X5,X5)

-42-
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e (Xl,X3), se supusermos que as componentes de dois desses pa-
res sao negativamente depéndentes, entao entre as componentes
do terceiro par o que deve existir € alguma forma de dependen-
cia positiva.

E necessario portanto, repensar essarinterpretagéo
intuitiva de modo que ela funcione para vetores aleatdrios com
mais de duas componentes. A forma mais adequada nos parece ser
a seguinte: as componentes de um vetor X =(Xl,...,&9 serdo ne-
gativamente dependentes quando para toda particao de X em dois
blocos disjuntos, um com k e o outro com n-k componentes (1<
<k<n), o crescimento de um dos blocos estiver provavelmente as-
sociado a uma diminuigdao do outro. E claro que quando n=2 es-
sa interpretacgao coincide com a que foi dada anteriormente.Fi-
nalmente, para tornar mais precisa essa idéia intuitiva de va-
riacdo em sentidos opostos, vale a pena considera-la em termos
de probabilidades condicionais. Em outras palavras, o que es
esta afirmando € que o crescimento de um dos blocos aumenta a
probabilidade condicional de que o outro diminua.

Estabelecidas as bases intuitivas, vamos passar a
descrever as principails formas de depéndéncia negativa, come-

cando pelas formas analogas a (1.1.1) e (1.1.2).

DEFINIGCAO 2.1.1 - Diremos que a dependencia negativa entre as

variaveis aleatorias X10Xg, oo X € superiocr se para toda n-u-
pla, (xl,...,xn), de numeros reais, tivermos:

n
(2.1.1) : P[X1>xl,...,Xn>xn] > iIllP(Xi>xi).
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DEFINIGAO 2.1.2 - Diremos que a dependencia negativa entre as

variaveis aleatodrias X]seeenX € 4inferion se para toda n-upla,

n
(xl,...,xn), de numeros reais, tivermos:

n
(Z2:1.2) P[Xlsx X sxn] < I PLX.sx.]1.

1,-.- n

Assim como no caso positivo, variaveis que satisfazem as con-
digoes (2.1.1) ou (2.1.2) serao designadas por DNS ou DNI res-
pectivamente. E facil ver também que, para n = 2, (2.1.1) e
(2.1.2) sao equivalentes.

O exemplo seguinte, devido a Ebrahimi § Ghosh (1980)

mostra que essa equivaléncia nao vale para n > 3.

EXEMPLO 2.1.3 - Seja §==(X1}X2,X3) um vetor aleatdrio que as-
sume valores no conjunto {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(0,0,0)} com

probabilidades iguais a 1/4 para cada ponto. Teremos entao:

P[X1>O,X >0,X3>O] = 0

2

P[X1>0]'P[X2>0]'P[X3>0] =1/8

0 que moétra que X satisfaz (2.1.1).

Por outro lado, temos:

P[Xlso,XZSO,X3£0] = 1/4
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P[XISOJ-P[XZSO]°P[X350] = 1/8

e portanto X nao satisfaz (2.1.2).

EXEMPLO 2.1.4 - E facil mostrar que se o par (X,Y) satisfaz a
condicao (1.1.1) (e conseqiientemente (1.1.2)) entdao o par
(X,-Y) satisfara as condigdes (2.1.1) e (2.1.2). Em particu-
lar, se X e Y tem distribuicao conjunta normal com covariancia
negativa entao o vetor (X,Y) sera DNS e DNI. De fato, o par
(X,-Y) tem covariancia positiva e portanto satisfaz (1.1.1).

Se pretendessemos manter nesse capitulo a mesma se-
qiiencia adotada no Capitulo 1, seria agora o momento de falar-
mos de associagao. Infelizmente, apesar das tentativas feitas
por diversos autores, ninguém conseguiu até agora produzir u-
ma definicao satisfatéria de associacao negativa. Entende-se
por satisfatoria, uma nogao que além de satisfazer a outras
condigcoes, ocupe o lugar correspondente ao que a associacgao
ocupava, nas interrelacGes entre as formas de dependéncia po-
sitiva. Block (comunicagao pessoal) acredita ter razoes sufi-
cientes para duvidar da existencia de uma definicao adequada-
Voltaremos ao assunto no final deste trabalho.

Vamos considerar a seguir os conceitos de dependen-

cia negativa relacionados com a ordenacido estocastica.

DEFINIGCAO 2.1.5 - O vetor §==(X1,...,Xn) ¢ dito negativamente

dependente em seqliiencia (NDS) se para todo i=2,...,n a distri-
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buigao condicional de (Xl,...,Xi_l)'dado Xi=.xi, for estocas-

ticamente decrescente em X, .
' w8t ' _
(2-1.3) (xl,...,xi_llxi—xi) < (Xl,...,xi_llxi Xi)

sempre que X!2x;, i=2,...,n.

i9
Note que (2.1.3) € identica a (1.2.2) com o sentido

da desigualdade trocado.

PROPOSICAO 2.1.6 - Seja X um vetor aleatorio NDS. Entao X sa-

tisfaz (2.1.1) e (2.1.2) isto e, X e DNS e DNI.

DEMONSTRAGAO - Idéntica a demonstracao da Proposicio 1.2.8 e

do lema que a precede.

A definicao 2.1.5 e a Proposicao 2.1.6 mostram uma
perfeita analogia entre PDS e NDS. Veremos agora que isso nao

acontece com a nogao de condicionalmente crescente em sequéen-

cia (Definigao 1.2.9).

‘DEFINIQAO 2.1.7 - 0 Vefor §==(Xl,...,Xn) € dito condicional-
mente decrescente em seqliencia (CDS) se para i=2,...,n adis-
tribuigao condicional de X dado X1 =Xg,e000X5 15X for es-
tocasticamente decrescente em (xl,. .,xi_l).

Vimos no caso da dependencia positiva que se X era
condicionalmente crescente em seqiiencia (CCS) entao X satis-

fazia as condicoes (1.1.1) e (1.1.2) isto &, X era DPS e DPI.

A demonstragao 1a era feita indiretamente através de uma pas-
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sagem intermediaria pela associagdo (ver Proposigdes 1.2.10 e
1.1.8).

Como no presente contexto nos nao dispomos de con-
ceito de associacdo, teriamos que verificar diretamente se um
vetor que € CDS satisfaz ou n3ao as condigoes (2.1.1) e (2.1.2).
O exemplo seguinte, devido a Block, Savits § Shaked (1980) mos-

tra que X pode ser CDS sem ser DNS ou DNI.

EXEMPLO 2.1.8 - Suponha que a distribuigao conjunta de X{ e Xy

€ dada na tabela abaixo:

Considere agora uma variavel X3 que fica completa-

mente determinada quando sao dados Xl e Xz, isto é:

Xz =11 se (Xl,XZ) = (1,1)
Xz =10 se (Xl,XZ) = (2,1)
X; = 1 se (X{,X,) = (1,2)
X3 = 1 se (Xl,Xz) = (2,2).

Da propria construcao da variavel X5 segue-se que (Xl’XZ’XS)

¢ condicionalmente decrescente em seqliencia. No entanto:
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P[X1>1,X3>1] = 0,7

P[Xl>1]-P[X3>1] =0,8x0,8 = 0,64.

Porfanto o para (Xl,X3 nao &€ DNS e conseqilientemente nao & DNI
ja que para duas variaveis esses conceitos sdo equivalentes.
Segue-se entao que (Xl’XZ’XS) nao & DNS nem DNI.

O exemplo acima mostra por que as relagoes entre as
formas de dependencia negativa s3dao um pouco mais complicadas
do que as relacgoes correspondentes no caso positivo. Na rea-
lidade, a vista desse exemplo, seria até razoavel perguntarmos
se CDS merece ser considerada como condicdao de dependencia ne-
gativa. A resposta a essa questao € afirmativa uma vez que se
X & CDS nao & dificil mostrar que cov(Xi,Xj) <0 para todo i=]j.
Logo CDS verifica a condicdao minima que se exige de um vetor
negativamente dependente. Seria lamentavel se isso nao ocor-
‘resse, uma vez que CDS (assim como CCS no caso positivo) &€ u-
ma condigao importante em si, dado o seu relacionamento natu-
ral com a analise de regressao.

No entanto, ao contrario do que ocorria no caso po-
sitivo, se estivermos interessados na estimagao de probabili-
dades ligadas a distribuigdo conjunta, NDS € que € a condigao
que deve ser verificada na pratica, ou admitida como hipotese

num problema teorico. Na maioria dos casos, ela € uma condi-
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¢ao cuja validade € facilmente verificada e sempre implica em
(2.1.1) e (2.1.2). |
Em resumo, o papel atribuido a CCS no caso positivo
tem agora'que ser repaftido entre a nogdo correspondente (CDS)
e a condigao negativamente dependente em seqliencia.
Veremos nas proximas segodes que varias distribuigoes
importantes satisfazem uma condicdao que é suficiente para ga-

rantirmos que elas sao simultaneamente CDS e NDS.

2.2 - DEPENDENCIA NEGATIVA E A MEDIDA INDUZIDA

Pelas mesmas razoes expostas.no inicio da secao 1.3,
seria importante dispormos de condigoes sobre a funcao densi-
dade (ou sobre a distfibuigéo de probabilidades no caso dis-
creto) que uma vez satisfeitas garantissem a validade de uma
ou mais das condigoes de dependencia negativa discutidas na
segao anterior. Vamos comecgar de maneira natural invertendo o

sentido das desigualdades nas Definigoes 1.3.1 e 1.3.3.

DEFINIGCAO 2.2.1 - Sejam A e B dois conjuntos mensuraveis da
reta. Uma funcao f(x,y) € reversa regular de ordem 2 (RRZ)’se

para todo x<x' em A e y<y' em B, tivermos:

(2.2.1) f(x,y)f(x',y") < f(x,y")f(x',y).

Diremos que um vetor aleatorio (X,Y) & RR, quando sua

funcao densidade for RR,.
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DEFINICAO 2.2.2 - Sejam Aj,...,A conjuntos mensuraveis da re-

ta e seja f uma funcao, definida em

com valores em R. Diremos que f € multivariada reversa regu-

lar de ordem 2 (MRRZ) se quaisquer que sejam X e y em

n
mA

j=1 )

tivermos:

(2:242) f(§)f(z) > f(§Az)f(§vz).

A definicao de funcdo RR, em pares & analoga a de-
finicao 1.3.2. Pode-se mostrar também, sem nenhuma dificulda-
de, que sob condigoes bastante gerais RR, em pares € equiva-

lente a MRRZ.

A analogia com a dependencia positiva termina aqui.

O exemplo seguinte mostra que uma funcao pode ser RR2 em pa-
res sem que as marginais sejam. Em outras palavras nao temos

aqui um resultado analogo ao da Proposigdo 1.3.4.

, —XS(X1+X2)
EXEMPLO 2.2.3 - Sejanf(xl,x7,x3) igual a e » Xq > 0,

>0, x3>0. E facil verificar que f & RR, em pares. No en-

X2

tanto, a funcgao:

o =X (X *X )
J e I ) de = - 1
3 X +x2

g(xq,%x,)
‘ 1°%2 0 1
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nao € RR, mas, sim TP,.

Outros exemplos envolvendo fungoes densidade de es-
tatisticas de ordem podem ser encontrados em Ebrahimi § Ghosh
(1980).

Sempre que as componentes de um vetor X satisfazem
a uma determinada condigao de dependencia, todo vetor formado
por um subconjunto das componentes de X devera satisfazer a
mesma condicdo. Segue-se portanto que, ao contrario de MTPZ,
MRR, nao € uma condicdo suficiente para que sejam validas as
condicoes de dependencia negativa que vimos até aqui.

Uma possivel solucdao para o problema seria supormos
a condigdao adicional de que todas as marginais sejam tambem
MRRZ. Essa solugao foi adotada em Ebrahimi & Ghosh (1980) e
com ela fica facil mostrar que X € CDS. Ao que tudo indica no

entanto, ela ainda nao € suficiente para garantir a validade

de (2.1.1) e (2.1.2).

Uma condicao bem mais forte, denominada SMRRZ, foi
proposta por Karlin & Rinnot (1980).
DEFINICAO 2.2.4 - Suponha que a fungao densidade,f(xy,...,x,),
de um vetor X & MRR,.' Diremos que f & SMRR, se qualquer que
seja a particao do conjunto de indices {1,...,n} em dois sub-
conjuntos {jq,....jp} e {ij,...,i 1} (k=2) e quaisquer que
sejam as fungoes PFZ’ Ppreeeatby o @ funcao g(le,...,xhg da-

da por:



for MRR

- B .

I...If(xl,...,xn)¢1(xil)...¢n_k(xin_k)dxi ...dx.

2

nas variaveis x. ,...,x. .
'Jl Jx

CONSEQUENCIAS DA DEFINICAO - Se a densidade f do vetor X &

SMRR

2 9

teremos:

1 - Para todo k=2, a distribuicao marginal de quaisquer

k componentes de X € MRR,. De fato, para obtermos es-
se resultado basta que tomemos ¢y,+0-,0 _j como fun-

goes constantes iguais a 1, na definicao 2.2.4.

2 - A distribuigao condicional de (Xj ""’Xj ) dado que
k

1
n-k
(X »+--2X; )€ NI

1 : ln-k" 2=1 &

onde para todo 2, I, € um intervalo na reta, € MRR, .
Para verificar esse resultado tome ¢2 como o indica-
dor de I,, o que & possivel uma vez que o indicador
de um intervalo & uma funcao PF,.

Embora varias distribuigoOes multivariadas importan-

tes satisfacam as condigoes da Definigao 2.2.4, ela € por de-

mais restritiva para os nossos propositos. Um possivel abran-

damento dessas restrigcoes pode ser obtido quando consideramos

a medida induzida em R" pela funcgao densidade f. Vamos mostrar

como isso pode ser feito, comegando pelo caso n =2.
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Dada uma medida p nos subconjuntos de Borel de R?,
vamos considerar a restrigao de p aos produtos cartesianos de

intervalos de reta Il x I, e utilizar a notagao:
U(Il’IZ) = U(Il X Iz)-

Dessa forma. a restricdo de w aos produtos cartesianos de in-
tervalos passa a ser considerada como uma fungao de conjuntos
de duas variaveis, I, eI,. |

Dados dois intervalos na reta, I1 e Ii, diremos que
Il <Ii, se do fato de supormos que x€l, e y€I4 decorrer que

X <y. Em outras palavras, I, <I] significa que I; estd total-

mente a esquerda de .

DEFINICAO 2.2.5 - Diremos que uma medida u nos subconjuntos de
Borel de R? & RR, se a restricdo de u aos produtos cartesianos

de intervalos da reta satisfaz:
(T T) u(I],15) < (I, 1) u(ly,1,)

sempre que Il <Ii, I2 <Ij.

De maneira analoga, dada uma medida p nos subconjun-
tos de Borel de R™, noa podemos considerar a restrigao de u

aos produtos cartesianos de intervalos,

==
]

13
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como uma funcgao de conjuntos nas n variaveis, Il,...,In,ees-

crever:

n
u(l,,...I_) =wu| 0 I.].
e [j=1 J]

DEFINICAO 2.2.6 - Diremos que uma medida p nos subconjuntos de
Borel de R" & RR2 em pares, se a restricao de u aos produtos
cartesianos de intervalos for RR2 em Ij’ Ik’ para todo j = k,
quando as demais variaveis sao mantidas fixas.

Vamos considerar agora uma funcao densidade f e a
medida Mg por ela induzida nos subconjuntos de Borel de RM,
Nao € dificil mostrar que, sob condigoOes bastante gerais, se
We for RR, em pares, f seré‘também RR, em pares.

No caso n=2 vale a reciproca porém para n>2, o e-
xemplo 2.2.3 mostra que f pode ser RR, em pares, sem que ug

satisfaca as condigoes da definigao 2.2.6. Essa situagao jus-

tifica a definigcao que daremos a seguir.

DEFINICAO 2.2.7 - Diremos que a fungéq densidade f de um ve-
tor aleatorio §==(X1,...,Xn) € fortemente RR, em pares, se a

medida uf'for RR, em pares no sentido da Definigao 2.2.6.

OBSERVACOES 1 - Do que foi dito acima segue-se que f(xlﬂ..,xn)
é fortemente RR2 em pares se quando integrada com relagao a
quaisquer n - 2 variaveis sobre n- 2 intervalos, a fungao re-

sultante for RR, nas variaveis nao integradas. Em termos de



- 5B «

variaveis aleatorias essa condigdao significa que para todo
j 2k, a distribuigao condicional de (Xj,Xk) dado
iz?,k{xieéi}

e RR,.
2 - E claro que uma funcao SMRR, (Definigdao 2.2.4) & for-
temente RR2 em pares. Para mostrar esse fato basta tomamos os
¢4 da Definicao 2.2.4 como indicadores de intervalos da reta.
E claro também que se f for uma densidade fortemente RR2 em pa-
res essa propriedade sera herdada pela densidade marginal de
quaisquer k (k22) componentes do vetor X.

| Vamos agora mostrar que se a fungéb densidade de um

vetor X satisfaz as condigoes da Definicao 2.2.7 (ou da Defi-

nicao 2.2.4) entao X sera CDS DNS e DNI.

PROPOSICAO 2.2.8 - Se a fungao densidade f de um vetor alea-

torio X & fortemente RR, em pares, entdo X & CDS.

DEMONSTRACAO - Ebrahimi § Ghosh (1980) mostraram que, sob a hi-
potese das marginais de f serem todas RR2 em pares, X seria
CDS. Portanto, o resultado se segue da 22 observacgao feita a-

pos a Definicao 2.2.7.

LEMA - Seja X um vetor aleatorio cuja fungao densidade f ¢ for-

temente RR, em pares. Entao a fungao distribuigao conjunta

F(tl,...,tn) = P[Xlstl,...,X <t ]
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e a fungao de sobrevivencia

F(tl,...,tn) = P[X1>t ..,Xn>tn]

1"

satisfazem (2.2.2), isto €, sao MRR, .

- DEMONSTRACAO - Se para 1<% <n, indicarmos por IQ o intervalo

(—w,tl] teremos:

F(tl,tz,...,tn) = uf(Il,IZ,...,In).

Vamos fixar as variaveis t, e os intervalos IQ cor-

2
respondentes, para todo % diferente de j e de k e para faci-
litar a notagao indicaremos a funcao F e a medida Mg, quando
essas variaveis estao fixas, por G(tj,tk) € v(Ij,Ik) respecti-
vamente.

Em correspondéncia a tj >tj e ti > t, vamos conside-
rar os intervalos:

I! = (t.,t! '
3 (t J] e I

3 (tk’tij'

o

Teremos entao:

V(I5,Ty) = Gt.ty)

V(Ij’Ii)

G(t.tg) - Glty.tp) - Gty ty) * G(t;.1)

V1 8 (P
( J

k) G(tj,tk)-G(tj,tk)

V(Ij’lk) = G(tj,tk)-G(tj,tk).

1

Como, por construgao Ij <Ij e I, <Iy e por hipotese



Hg € RR, em pares, temos:

V(Ij aIk) .\)(Ij ,Ik) < \)(Ij ,Ik)'\)(lj ,Ik).

Efetuando os calculos indicados e as simplificacoes

possiveis obtemos:

G(tj ,tk)-G(tj ,tk) < G(tj ,tl'()-G(tj ,tk)
o que mostra que F & MRR,. A demonstracao de que F e MRR,, e
similar.
PROPOSICAO 2.2.9 - Seja X um vetor aleatorio cuja funcao den-

sidade f & fortemente RR2 em pares. Entao X satisfaz (2.1.1)

e (2.1.2), isto € X € DNS e DNI.

DEMONSTRACAO - Do lema, segue-se que a funcao distribuigao F

do vetor X e MRRZ. Portanto, quaisquer que sejam os pontos X

e y de Rn, temos:

(2.2.3) F(§AX)F(§VZ) < F(X)F(y)-

Vamos considerar os pontos, x==(t1,+m,...,+w) e y==(+w,t2+w,.

.,+®) . Teremos entao:
F(tl,t2,+oo,... ,t) e 1 sF(tl,+oo,...,+m)F(+oo,t2,...,+oo)
ou equivalentemente:

P[Xlstl,XZStz] SP[XlSt1]P[XZSt2]-
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Se considerarmos agora, os pontos:

x = (t;,t,,...,t +a)

n-1’

X = (+m’+m,...’+m7tn)
teremos:

PIX sty oo XSt 1< PIX <ty .00 X gt IPIX <t 1T.

Segue-se entao que X e DNI.

A demonstracao de que X € DNS segue-se analogamente
do fato de que F € MRR, .
OBSERVAGAO - Os resultados contidos nas Proposigoes 2.2.8 e
2.2.9 nao dependem da existencia de uma densidade.Basta subs-
tituir a hipotese sobre ug por uma hipotese que envolva a me-
dida induzida em R"™ pelo vetor aleatério X.

As Proposigoes 2.2.8 e 2.2.9 mostram quefﬂmRzeafor—
temente TP, em pares sao conceitos adequados para o estudo da
dependencia negativa. No entanto, ao contrario do caso posi-
tivo, onde a verificagao da condigao MTP, podia ser complica-
da mas nao era impossivel, no caso presente as condigoes sobre
a densidade pouco ou quase nada ajudam do ponto de vista pra-

t£1COo-

De fato, a nao ser em casos muito particulares,a ve-
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rificagao direta de que uma dada funcao satisfaz essas condi-
coes € impfaticével.

Mallows (1968) mostrou diretamente que a distribui-
¢ao multinomial satisfazia duas desigualdades que correspon-
diam exatamente aos conceitos de DNS e DNI. Nesse trabalho e-
le utilizou o fato da distribuicgao multinoﬁial poder ser pen-
sada como a distribuicao condicional de um vetor com componen-
tes independentes, dada a soma dessas componentes. Essa idéia
se encaixa bem dentro do espirito da discussao feita no inicio
da secao 2.1. Observe que a fixacao do valor da soma funciona
como um vinculo, que vai forcar que o crescimento de um bloco
de componentes seja necessariamente acompanhado pela diminui-
¢ao do bloco complementar.

Block, Savits & Shaked (1980) inspiraram-se nessa
idéia de Mallows para provar a proposicao abaixo, que nos per-
mitira identificar facilmente diversas distribuig¢oes multiva-

riadas que sao fortemente RR2 em pares.

PROPOSICAO 2.2.10 -Seja §_=(X1,...,Xn) um vetor aleatorio com
funcao densidade de f e seja ¥==(YO,Y1,...,Yn) um vetor com
componentes independentes e densidades que sao PFZ' Seja S =

= YO-F...-FYn e suponha que:

st ~
X T [y ,e0. X /55).

Nessas condigoes, f € fortemente RR, em pares ¢ conseqliente-
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mente X € CDS, DNS e DNI.

DEMONSTRAGCAO - Vamos indicar por fj(yj) a densidade de Yj,pa—
ra j=0,...,n. A densidade condicional de (Yl,...,Yn/S=s) se-
ra entao dada por

(2:2:4) k-fl(yl)fz(yz)...fn(yn)fo(s—yl-yz—...-yn)

onde k € uma constante normalizadora. Vamos mostrar que se es-
sa funcao for integrada com relagao a Yz.+++,y, Sobre os in-

tervalos A3""’An’ a funcao resultante sera RR, em y; e y,.

O mesmo argumento podera ser aplicado a qualquer par (yj,yk)
0 que nos permitira concluir que f € fortemente RR, em pares.

Considere a fungao:

g(z) =‘L ...L‘ fS(YS)'"fn(yn)fO(Z_YS"'-yn)dYS"'dyn'
3 n

Essa funcao € a convolucgao das funcoes PF,

fSIA ,...,ntA
3 n

com a funcao PF f,- Segue-se entao que g € PF,.

2,
A integral de (2.2.4) com relagao a YgseeesYy sobre

S !

3 € igual a

n
(2.2.5) kef) (y)E,(v)e(s-y -y, -

Observe que se h € uma funcao PF, entao h(u-v-w) &
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RR, em v e w. Segue-se entao que (2.2.5) € RR, emy;, e y, o0

que demonstra a proposigao.

)

um vetor aleatorio com distribuicao multinomial com parametros

EXEMPLO 2.2.11 (Distribuigao Multinomial) - Seja X =(Xy,e00nX)

n, Py, Pyse-e» Py Temos entao:

X X, X
. L n! 1 k_“k+1
(2- 2-6) P[Xl"Xl y e oo ,Xk-Xk] = pl .o -pk pk+1

xll...xklxk+1!

onde

i

I~ 550
i~

X e pk+1 = 1"

X ==
k+1 1] 3

J
N, Xq,+e05Xps Xpiq sao inteiros nao negativos e P; > 0, para
j=1,...,k+1. Suponha agora que Yi.Y5,00. Y0y sao variaveis
aleatorias independentes e que para cada j =1,...,k+1, Yj tem

distribuicao de Poisson com média Aj =B E facil verificar que

.a distribuicao condicional de

{ I
Y. auss¥ ZY-]
1 k j=1 J

e dada por (2.2.6). Por outro lado verifica-se diretamente que

a fungao

—Axx

£lz) = ——arey

definida no conjunto dos inteiros nao negativos, € PF,. Segue-
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se que a distribuigao multinomial satisfaz as condicoes da Pro-
posicao 2.2.10 e portanto € fortemente RR2 em pares, CbS, DNS

e DNI.

EXEMPLO 2.2.12 (Normal Multivariada) - Seja X =(X1,..,Xk) um
vetor aleatorio com distribuicao normal multivariada com me-

dias iguais a zero e matriz de variancia-covariancia dada por:

Suponhamos ainda que p < 0. Como

k 2
E{ Y x.] > 0
j:lJ
teremos necessariamente p > =T Suponha agora que Yl,...,Yk
sao variaveis normais, independentes com médias iguais a zero

e variancias iguais a 1l-p. Seja Yk+l uma variavel aleatoria

normal independente dos Yj’ com média zero e variancia 1igual

4 - _(1-p) (1+ (k+1)p)
p

E facil verificar que

XS=t ( k%l
~ Yi,0ee,Y Y-=O].

Como toda densidade normal € PFZ segue-se da Proposicao 2.2.10
que X € fortemente RR, em pares, CDS, DNS e DNI.

- [ -



CAPTITULO 3

3.1- DEPENDENCIA NEGATIVA DA DISTRIBUIGAO

NORMAL MULTIVARIADA

Neste capitulo, apresentaremos uma analise da situa-
¢ao atual das pesquisas sobre dependencia negativa em compa-
racao com os resultados ja conhecidos no caso positivo. Fare-
mos também alguns comentarios sobre as limitacoes da dependen-
cia negativa e daremos algumas sugestoes sobre possiveis ca-
minhos, que eventualmente poderao conduzir a solugao de pro-
blemas em aberto.

Vamos iniciar com alguns comentarios sobre a distri-
buigao normal multivariada. Se X for um vetor aleatorio nor-
mal, com covariancias negativas, prova-se de maneira analoga
ao caso positivo (ver Proposigao 1.4.6) que X & NDS. E possi-
vel mostrar também que X satisfaz (2.1.1) e (2.1.2), isto e,
que X € ﬁNS e DNI.

No que diz respeito a condigoes sobre a densidade,
a situacao € um pouco mais complicada. A validade de uma con-
dig¢do analoga a da Proposicao 1.4.1 nao nos ajuda muito uma
vez que MRRZ-néo € uma condigao forte de dependencia negativa.

6% -
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Nao se conhece uma condigao necessiria e suficiente para que
um vetor aleatorio normal seja SMRRZ. Karlin § Rinnot (1980-b)
dao uma condigao sobre a matriz de variancia-covariancia que
€ suficiente para garantir que a densidade €& SMRRZ.Essencial—
mente essa condigao diz que se X € um vetor N(O,Z) X scréfmmRz
se I puder ser colocada na forma:

- _ PR
2= D-logal} .,

onde, D =(d1,...,dn) € uma matriz diagonal positiva definida,
isto €, d.j >0, para j=1,...,n, e os o sao nao negativos e
tais que

a?

n
L g1
3=1 7J

Vimos no Exemplo 2.2.12 que se as covariancias sao
iguais entao f e SMRRZ. Esse € um caso particular de (3.1.1)

.quando tomamos dj =1-p, aj = Y/-p para —E%T-<p < 0. Nesse caso,

Jogl = 20
g 1-p

que € menor do que 1 uma vez que 1+(n-1)p >0.

Na proposicao abaixo nos caracterizamos os vetores

aleatorios normais que satisfazem a condigao (3.1.1) de Karlin-Rinnot.

PROPOSICAO 3.1.1 - Uma matriz I satisfaz a condigao (3.1.1) se ¢ somente
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se ela for a matriz de variancia-covariancia da distribuicao condicional

de (Yl,...,Yn) dada a soma n+1l

~ onde (Yl""’Yn’Yn+1) € um vetor aleatorio normal com compo-

nentes independentes e o0s Bj sao tais que, B_

n+1>OeESJ.20 pa-

TA J % 1l,ensN.

DEMONSTRAGAO - a) SUFICIENCIA - A demonstragao € imediata uma
vez que se I for a matriz de variancia-covariancia de uma dis-
tribuigao condicional do tipo descrito acima, as propriedades

da distribuicao normal multivariada nos permitem escrever:

2 2 4 2.2
o] 0 0 8101 ............ Banolaz
0 o2 ... 0
(3.1.2) = . =
2 2.2 2
0 0 .. On Blsnclon .............. Bnc
onde
2 2 n+1 2,2
o2 = E(Y? g% = Bio<.
j = Bl e jzl 3%

B.o2
d = 0'% e o = _Ll.
iT % it

Observe ainda que:



n
ot L 85%

) a,). S en? S
J nEl 2 2
Bso:
j=1.7)

o que € menor do que 1 uma vez que por hipotese Bn+1 >0.

b) NECESSIDADE - Suponha agora que I € uma matriz que sa-

tisfaz a condicao (3.1.1). Defina:

1
of = n o:
1- 7
=1 7j
v G
(3.1.3) Bj = —7%f— para j=1,...,n
' J
e
Bn+1 =1

De (3.1.1) segue-se que o? >0 e portanto os Bj estao bem de-
finidos e sao nao-negativos.

Considere um vetor aleatorio normal (Yl,...,Yn+1)

com componentes independentes, V(Yn+1) =1 e V(Yj) = dj para

j=1,...,n. Segue-se entao que:

a?g% ) a%

d.+1 = 1+02) H% =0
j

2

n
v(z) = )

Segue-se entao que a matriz de variancia-covariancia da dis-
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tribuigao condicional de (Y ..,Yn)/Z sera:

1’
B.B8.d.d.[|"
B = il :
o? .
1,j=1
a.o R
Como Bj =7%7 segue-se que a matriz de variancia - covariancia
J

sera:

— n
D=0 logeyl? 5o

0o que completa a demonstracao.

OBSERVAQRO - O resultado de Block, Savits § Shakhed (Proposi-
cao 2.2.10) quando aplicado a normal multivariada nos da o ca-

so particular no qual Bj =1 para § = 1lys.s;0t1.

3.2 - SUGESTOES E COMENTARIOS FINAIS

As dificuldades encontradas na analise da dependen-
cia negativa explicam-se em parte, pelas restrigoes que tem
que ser impostas a distribuicao conjunta, para que as compo-
nentes do vetor se comportem de acordé com a idéia intuitiva
discutida no inicio do Capitulo 2.

Para dar uma idéia sobre a natureza dessas restri-
coes vamos considerar um vetor §==(X1,...,Xn) que satisfaz a
mais fraca das condigoes de dependencia negativa conhecidas,

isto €, suponhamos que Cov(Xi,Xj) <0 para todo 1 # j. Suponha-
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mos ainda que E(Xj)= 0 e V(Xj) =1, para j=1,...,n. Segue-se

entao que:

n n
E(ZXﬂ n+ ) Cov(X:;,X.)=0.
j=1) izj )
i,j=1
Dessa desigualdade segue-se que se considerarmos a

- .. - - . = n .~ . .
media aritmetica p das (2] covariancias teremos necessariamen-

te:

Portanto, em valores absolutos, o fato de algumas
covariancias serem moderadamente grandes forcas as demais a
serem bastante pequenas, limitacao essa que nao existia no ca-
so positivo.

A nosso ver existem pelo menos dois problemas impor~‘
tantes ainda nao resolvidos sobre dependencia negativa. Opri-
meiro tem carater pratico e diz respeito a determinacao de con-
dicoes, facilmente verificaveis, que nos permitam decidir se
uma dada funcao densidade € ou nao SMRR,. O resultado de Blo-
ck & Shakhed (Proposicao 2.2.10) € um importante passo nessa
diregao mas, nao € suficiente para se resolver completamente
nem mesmo o caso particular da normal multivariada.

Uma questao que valeria a pena ser considerada € se

toda densidade SMRR2 pode ser pensada como uma distribuigao
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condicional. Ao que tudo indica, umé resposta a essa questao
teria que ser procurada no contexto das medidas induzidas peF
las densidades e envolverié uma analise do comportamento de de-
rivadas de Radon Nykodim. Sobre esse assunto existem alguns re-
sultados esparsos na literatura mas nenhum deles responde com-
pletamente a questao.

Do ponto de vista tedrico, o problema mais importan-
te seria a obtencdo de um conceito satisfatorio de associacgao
negativa. As modificagoes que foram tentadas na definicao de
associacao positiva tem fracassado, seja por conduzirem a re-
sultados contraditorios ou por resultarem em condigOes inuteis
do ponto de vista pratico. No momento, seguindo uma sugestao
do Prof. Henry Block estamos analisando, juntamente com o Prof.
Wagner de Souza Borges, o problema de associacao negativa de
variaveis binarias. A esperanca € que, nesse contexto mais sim-
ples, possamos obter uma condicao suscetivel de ser estendida
a0 caso geral ou que, pelo menos, consigamos reunir elementos
suficientes para que possamos garantir que efetivamente nao e-
xiste uma definicao adequada. Os poucos resultados que obti-
vemos até agora nao permitem ainda uma conclusao definitiva so-

bre o assunto.
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