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PROLOGO 

Este trabalho teve a sua origem em 1981, quando 

o autor percebeu a insatisfação dos geneticistas com o 

teste qui-quadrado de falta de ajustamento ao equilibrio 

de Hardy-Weinberg. Esta insatisfação decorre de seres-

. te teste muito conservativo. De fato, são raras as ve­

zes em que o teste rejeita a hip6teJe de equilibrio, mes 

mo quando esta ê uma hip6tese falsa. Com a nossa forma­

ção Bayesiana e o desejo de poct"er participar, com estas 

ideias, das atividades cientificas de nossa comunidade, 

entendemos que na solução adequada do problema de testar 

equilibrio es taria a oportunidade de demonstrarmos o po­

der do argumento Bayesiano. Acreditamos que o presente 

trabalho ihclui tal solução a qual, 

admite interpretações clâssicas. 

embora Bayesiana, 

Rogatko(l) em sua tese de doutorad o a presentou 

uma anãlise Bayesiana completa (teste e estimaçã o; por 

ponto e intervalo) .do problema do equi lTb rio em sistemas 

simples (autossômico monogênico dialêlico e codominan­

te). O teste ali desenvolvido não permite ~xtensões na­

turais para sistemas mais complexos (genes ligados aos~ 

xo, por exemplo). Ao tentar adaptar aquele teste ao pr~ 

(1) Rogatko, A. (1983) Solução Bayesiana para dois problemas clás­
sicos em Genética: Penetrância e equilibrio de Ha:rdy-Weinberg. 
Tese de doutorado, Instituto de Biociências - USP 115 p. 
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blema da comparaçao de duas binomiais, I~ony( 2 } em sua 

d i s sert aç ão de mestrado redefiniu o teste através de integrais de 

li nha . Com o uso das i ntegrais de variedades (li~has e superffcies 

no R3 ) , es ta nova f or mu l ação admit e a generalidade deseja­

da. O objetivo deste trabalho é desenvolver em det alh es 

o teste generalizado, suas propriedades e alg umas aplic~ 

çoes relevantes. 

Por ser um teste exato, o teste de Bayes que 

introduzimos apresenta dificuldades .•de cilculo no caso 

de grandes amostras. Contudo;· ~s fac ilidades computaciQ 

nais de nossa Universidade permitem que o teste seja 

aplicado mesmo em casos onde outros mét od os exigem apro­

ximações assintõticas. Assim, todo s os resultados nume-

ricos, descritos ao longo deste trabalho e de correntes 

da ~plicação do teste de Bayes, são resultados exatos, 

isto e, não se utilizam de métodos assintõticos de apro­

ximação. Na seção 2 do capitulo II I , sugerimos uma for­

ma de, possivelmente, se obter tais métodos. Po r outro 

lado, o uso da fÕrmula de Stirling fac il itaria bastante 

os ci~culos das tabelas de contingin c i a unidimen sionais, 

descr i tos no cap1tulo II . Como no s diversos ca s os de 

equilibrio, as interações em tabe 1as multidimensionais 

sao hipõteses não lineares que exigem métodos especiais 

(2) Irony., T. Z. {19841 Tes tes exatos para tabelas 2x 2: Bayes x Fisher . 
Dissert ação de mes trado. Instituto de Matemática e Estat{s t ica­
USP lJJp. 
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de aproxi mação. Acreditamos que da procura por metadas 

adequados de aproximação possa surgir uma 

linha de pesquisas. 

Ao contrãrio de muitos trabalhos 

interessante 

Bayesianos, 

este não teve como objetivo a critica aos metadas clãs­

sicos em uso. O nosso objetivo é a obtenção de uma al-

ternativa Bayesiana com as quali dades necessãrias para 

substituir ãqueles métodos. Formalmente, no capitulo I 

o teste é desenvolvido e os critérios de qualidade -sao 

caracter i z a d os . A p l i c ações a·as d i versos pro b l em as e n v o l 

vendo tabelas de contingência são apresentadas no capit~ 

lo II. Os diversos casos de equilibrio populacional são 

deta lhadam ente discutidos no capítulo III. Por proble-

mas de espaço, apenas as tabelas de decisões 9, 12, 13, ... , 

21 e 22 foram incluidas. Contudo, tabelas par a outros 

casos podem ser facilmente obtidas pois, a inf ra-estrutu 

ra computacional jã estã implantad a. 

Os cri terias de qual idade aqui consi derados são 

baseados nas ideias de Dawid( 3 )_ O seguinte e xemplo re-

sume essas ideias: Um individuo é considerad o um bom 

previsor de chuva (para o dia segu inte) se de todas a s 

vezes que afirma 11 a chance de chover amanhã ê lOOp %11 , em 

l00p % das vezes chove (isto valendo para Vp6(0,l]). A de 

(3) Dawid, A.P. C1982). The well-calibrated Bayesian. JASA,77 
(379): 605- 613 . 
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finição 7 se utiliza dessas i deias para a caracteriza­

ção da qualidade de um teste. Para que este criterio se 

ja avaliado de forma prãtica, e fetuamos uma comparaçao 

(seção 5, capitulo III) entre os testes de Bayes e do 

qui-quadrado no problema do equilíbrio populacional com 

amostras de tamanho n=50. Considerou-se ali um grande 

numero de amostras simuladas nas quais os dois testes fo 

ram aplicados. A seguir a proporção dos erros cometidos 

são comparados com os erros estabelecidos teoricamente 

pelos testes. Os resultados obtidos, neste caso partic~ 
. ~ 

lar, favorecem o teste de Bayes em concordância com os 

resultados obtidos por Ironyl2 ) no teste de igualdade 

de proporções. Note que o criterio de qualidade da defl 

nição 7 e um criterio prãtico, independente da perspectl 

va (Bayesiana ou clãssica) que se estã conside rando. A 

interpretação intuitiva da definição 7 e a seg uinte: um 

bom teste e aquele que, alem de errar menos, i nforma cor 

retamente a proporção das vezes que erraria em situações 

idênticas. 

Ao terminar esta apresenta ção gostar ia de ex­

pressar meus sin ceros agradecimen tos a tod os aqueles que 

direta ou indiretamente favoreceram a elaboração 

trabalho. O meu colega e amigo Andre Rogatko alem 

deste 

de 

ter enunciado o problema original, elaborou e implantou 

todos os programas que permitiram os cãlculos apresenta­

dos no capítulo III. A minha aluna e amiga Telba Zalkind 
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CAPITULO l 

DEFINICÃO DO PROBLEMA E DESCRICÃO DA ' - - -

SOLUCAO PROPOSTA 

l - PRELIMINARES 

Grande parte da literatura estatí stica moderna 

e voltada ã divulgação do ponto de vista Bayesiano. A maio­

ria dos trabalhos, no entanto, procura m dar justificati-
....... ,e t,. -

vas e interpretaçoes Bayesianas aos metodos estatísticos 

clâss ic os(l) (Lindley (1965) e Box & Tiao (1973) sao 

exemplos relevantes). Visando e c onom ia de esforços, os 

simpatizantes da metodologia Bayesiana procuram, assim, 

aproveit ar toda a infra-estrutura jâ desenvolv ida pela 

estatíst ica clâssica. O presente trabalho tem por obje­

tivo o desenvolvimento de uma técnica Bayesian a para so­

luções de problemas de teste de hipõtese, que, de modo 

reciproco, poderã ser util aos estatísticos c lãssicos, 

principalmente quando a eliminação de parâmetro s exceden 

tes( 2 ) se f az necessãria. 

No problema de teste de hipõtese, a possibili-

(1) Por métodos clássicos entende-se àqueles métodos constru{dos 
por meio das propriedades das distribuições amostrais. Por mé 
todosBayesianos entende- se àqueles constru{dos a partir de dis 
tribuiçÕes definidas nos espaços paramétricos. 

(2) Usa-se excedente aqui como tradução de "nuisance". 
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dade de um compromisso entre os dois pontos de vista 

lclissico e Bayesiana) e sugerida ao analisarmos o caso 

particular de confronto de hipõteses simples. Uma sim­

ples modificação no lema de Neyman-Pearson (N-P) elimina 

as contradições geradas pelo fato do nível de significâ~ 

eia ser fixado independentemente do tamanho da 

ou do valor do poder (De Groot, 1975). 

amostra 

A seguir reescr evemos este resultado e aprese~ 

tamos uma e xtensão para o caso de três hipõteses. 

Representemos por ·~ · os dados obtidos na rea­

lização de um experimento aleatõrio e por f 8 (d) a função 

(de dens,dade) de probabilidade assoc iada ao experimento, 

onde e e um parâmetro desconhecido que identifica essa 

função. Suponha que existe interesse em se te star a hi­

põtese H0 :8=0 contra a alternativa H1 :8 =1. Um tes te de hipõt~ 

se e uma função binãria ó(.) dos dados e ta l que, se ó(d)=l rejei­

ta - se H0 em favor de H1 e se ó(d)=O não se rejeita H0 em prejuízo 

de H1 . As probabilidades dos erros de primeir a e segun­

da especies são representadas, respectivamente , por a(ó) 

e S(ó). Ne ste trabalho, o critério de seleção de um tes 

te e estabelecido pelo seguinte resultado: 

TEOREMA l - Considere duas constantes a e b. Se ó* e 
um teste definido como 

o*(d) =O se ( i ) 



e 

o*(_d}=l se af (_d). < bf 1 (d), 
o ( ~) 

então qualquer que seja o teste o, tem-se: 

A demonstração deste resultado, embora seja 

simples (De Groot, 1975), envolve aspectos interessantes 

do espaço amostral. Em um outro contexto, Pereira (1971 ) 

demonstrou o mesmo resultado ;.p__ara provar que l -a-8 e ma -
, .. 

ximo quando a=b. Note-se que embora o Lema N-P seja um 

Corolãrio_ deste resultado, o teste constru,do aqui tem 

uma atitude prãtica bem distinta do teste N-P. Tanto o 

valor de S como o valor de a variam com o tamanho da amos 

tra. Os valores de a e b determinam o grau de importân­

cia dos erros. Por exemplo se +=l diz-se qu e a e S 

sao igualmen t e importantes enquanto que, se+ < l en-

tão a sofre uma minimização mais intensa do que S. Os 

p a p e i s s e i n V e r tem q u a n d o _b_ > l . 
a Note que minimizar 

b aa + bS e equivalente a minimizar a + KS quando K= -a-. 

O seguinte resultado esta belece a 11 ro bustez fi 

losõfica( 3 ) 11 do teste estabelecido pelo Teorema l. 

TEOREMA 2 - O teste 6* defin ido em (l) e uma solução 

Bayesiana para o problema do teste de H0 

(3) Um critério estat{stico é dito ser robusto filosoficamente se 
f or ótimo s ob ambos os pontos de vista: clássico e Bayesiano. 



contra H1 • 

Demonstração 

4 . 

Provar este resultado exige a transferência p~ 

ra o contexto Bayesiano. Para o teste ó, a função de 

perda L{8,ó) e representada pela seguinte tabela 

8=0 

8= 1 

ó=O ó=l 

o 

o 

e a pro b a b i 1 i d a d e a p ri o ri d e• · 1-d,0 : e= O ( H 1 : 8 = 1 ) e r e p r e -

sentada por .; 0 {t,; 1 = 1-.; 0 ). Assim, a perda esperada r( ó) 

do teste ó sera 

E{L(8 , ó) 1 8=0}= i 0 a(ó) 

E{L(8 , ó)I 8=1} = ilB(ó). 

Assim, r(ó) = .; 0 i 0a(ó)+.; 1 i 1 S(ó) e um teste que minimiza 

r(ó) e denominado um teste de Bayes. Ist o e, se ó* e um 

teste tal que, para qualquer outro teste ó 

a(ó*)+KB(ó*) ~ a(ó) + KB(ó) onde K = então 

ó* e um teste de Bayes. Assim, o teorema esta demonstra 

do pois, qualquer que seja o valor de b --
ª 

no teste do 

teorema l, existirão valores de .; 0 i 0 e t 1 tais que 
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a 

E razoãvel imaginarmos o que deverã acontecer 

quando no lugar de hipõteses simples encontrarmos hipõt~ 

ses compostas. A prõxima seção e dedicada -a descrição 

da tecnica proposta para construção de testes com hipõt~ 

ses compostas, o objeto principal deste trabalho. Contu 

do, finalizamos esta seçao apresentando uma extensão na­

tural dos teoremas l e 2. 

Suponha que alem de H0 : 8=0 e H1 :8=l 

hipõtese H 2 : 8=2 possa tamb~m ser escolhida . 

outra 

A função 

teste, ó, pode agora assumir três valores passiveis: O, l 

e 2. Neste problema diversos tipos de erros podem ser 

cometidos. A tabela abaixo descreve esses err os e tam-

bem a notação usada para as respectivas prob abilidades 

quando um teste ó -e usado. 

Erros Probab ilidades 

Aceitar H 1 quando Ho - verdadeira a 1 ( cS) e 

Aceitar H2 quando Ho 
- verdadeira ª2 ( 6) e 

Aceitar Ho quando H 1 
- verdad eira 8 0 ( 6) e 

Aceitar H2 quando H 1 e verdadeira 62(6) 

Aceitar Ho quando H - verdadeira y o (ô) e 2 
Aceitar H 1 quando H2 - verdadeira y l (Ô) e 
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TEOREMA la. - Considere três constantes positivas a , 

b e c. Se o* e um teste definido como 

6* (d) = o se af 0 (d) ~ bf 1 (d) e af 0 (d)~ cf (d) 
( >) ( >) 2 

6*(d) = 1 se af 0 (d) < bf 1 (d) e bf 1 (d) ~ cf 2 (d) 
(:; ) (>) 

6 * (d) = 2 se af 0 (d) < cf 2 (d) e bf 1 (d) < cf2 (d), 
( f ) (~) 

então qualquer que seja o teste ó, tem-se: 

Demonstração 

Note que se ó* e um teste que minimiz a 

então, ó* ê o teste que minimiza 

onde ' ' Lo L1 
I2 são as somas sobre os conjuntos 0 0 , 0 1 

e D2 , re spectivamente, os quais formam a partição defini 

da pela inversa de ó. Assim, deseja-se encontrar o ó* 

que maximiza 
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e is to e obtido se a inver s a de ó* de fi nir uma par ti­

ção (Dt, D1 , D1) ta l que 

~= {d; af 0 (d) ?; bf 1 (d) 

□7 = { d ; a f O ( d ) < b f 1 ( d ) 

o; = { d ; a f O ( d ) < c f 2 ( d ) 

e af 0 (d) ~ cf 2 (d) } , 

e bf 1 (d) ?; cf 2 (d) } e 

e bf 1 (d) < cf 2 (d )} 

Note que a sinal de igualdade pode ser incluí­

do, consistentemente, em qua}~uer das de sigualdades. 

TEOREMA 2a. - O teste ó* definido pe lo Teorema l a e 

uma solução Bayesiana par a o problema 

da escolha de uma hipõtese dentre H0 : 0=O, H1 : 0=1 e 

H2 : 0=2. 

A demonstração e analoga a do teorem a 2. 

2 - HIPÕTESES CO MPOSTAS 

A seçao anterior mostra que, qu an do apenas hi­

põteses simples são conside r adas , uma solução classica e 

tambem uma solu ção Bayes i ana. Contudo, se nem todas as 

hipõ t eses envolvidas são s impl es, as soluções descritas 

na literatura não satisfa zem esta propriedade. A razão 

para isto decorre do fato de não existir, dentro da vi-
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sao clãssica da estatistica, um método consistente de 

eliminaç ~o de parâmetro excedente. Diferentes situações 

utilizam diferentes métodos de eliminação de parâmetros 

excedentes. Basu (1976) e Mariotto (1983) descrevem uma 

serie desses métodos analisando seus usos e inconsistên­

cias evidenciando o carãter pragmãtico de tais métodos. 

Por outro lado, se as hipoteses confrontadas 

envolvem espaços de diferentes dimensões (por exemplo hi 

potese simples contra hipõtese composta), o metodo Baye-

si ano apresenta dificuldades .ticnicas que sao ,, também 

contornãveis através de soluções ad hoc. Nesta seção te!!_ 

taremos .desenvolver um método para solucionar grande Pª! 

te desses problemas. O objetivo e se obter um metodoque 

possa receber interpretação tanto clãssica quanto Baye­

siana e alem disso não possuir restrição de apl icabilid~ 

de. Embora sejam estes objetivos pretenciosos, acredita 

mos que seja razoãvel persegui-los. 

Aqui, apresentaremos uma solução Baye siana pa­

ra o problema do teste de hipotese e mostraremos sua in­

terpretação sob o ponto de vista clãssico. 

Vamos representar o parâmetro relacionado aos 

dados (através de verossimilhança) por w e o espaço par~ 

métrico, o conjunto dos passiveis valores de w, por íl . 

Uma distribuição de probabilidade, P(.), definida em íl 

descreverã as preferências de um estatistico pelos diver 
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so s pontos d íl . As hipõteses a serem confrontadas, no 

caso binãrio, são H0 : w E íl 0 e H1 : w 6 íl 1 onde íl 0 e 

íl 1 formam um a partição de íl. INo caso de três hipõteses 

teriamas uma partição formada por três subconjuntos de 

íl. ]. A preferência sobre a veracidade de H0 (H 1 ) em pr~ 

juízo de H1 (H 0 ) ê descrito pela probabilidade ; 0 (; 1 ), 

onde ; 0 + E: 1 = l, no caso binãrio. [Analogamente tería­

mos ( E: 0 , ; 1 , E: 2 ) descrevendo as preferências entre H0 , 

H1 e H2 .J 

Com o intuito de simplifica r, a linguagem da 
., \ ·">, 

teoria das decisões serã abandonada em benefício da in ­

tuição. E natural que para decidir-se em favor de H0 d~ 

va-se relacionar os valores de ;o e ç; 1 . Assim, conside-

de Bayes Ro1 
;o 

( alternativ amente po-remos a razao = 
E:1 

> ç; 1 - 1 
de-se considerar RIO = = R o 1 ) que in d i ca a vantagem 

ç; o 

[No caso de t rês hipõ-

teses deve-se estudar conjuntamente os valores de R01 e 

;e 
; 2 • J • Note que os valores de E: 0 e 

cilam de acordo com a oscilação da experiênc ia do esta­

tíst ico. Assim, antes de observar os dados, d, a prefe­

rência do estatístico ê representada por {; 0 ,; 1 ) e apos 

a observação de d o estatístico descreve a nova situação 

por ; 0 ( d) e ç; 1 (d). [Analogamente teríamos ; 0 (d), ; 1 (d) 

e ; 2 (d).J A razão de Bayes então ê representada por 
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R0 1 ( d) i A seguinte definição indica o c r ité rio d r. deci­

sao que deve ser util izado. 

e 

Definição l - (Caso binario). Seja c uma constante 

positiva. Um teste º c definido por 

se 

se 

denomina-se teste de Bayes. A constante c e escolhida 

levando-se em consideração o grau de importância dos er­

ros. 

Definição l.a - (Caso de três hipõteses). Seja C = 

ponentes positivas. 

e 

º c(d) = O 

º c(d) = l 

(co1' co 2 ' 

Um teste 

se 

se 

se 

c 12 ) um vetor r eal de com 

ºe definido por 

denomina-se teste de Bayes. O vetor C e definido levan­

do-se em consideração o grau de importância dos erros en 

volvidos . 
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Atê este pon t o, ne nhum problema têcnico f ci res 

saltado. Contudo, pa r a que sej a possivel calcular~se os 

valores de Ri j' necess it a - se de a lgun s entes que aind a 

nao foram def ini dos. E imp or t a nt e l emb rarmos que apena s 

f oi considerado uma d i st ri buição, P, sobre íl . Contudo, 

para se calcular os valores de ~i(d), necess ita- se de 

distribuições definidas nos conjuntos íl i. A primeira vis 

ta, poderíamos pensar em definir essas di s t r i bui ções de 

w, como distribuições condicionais, com r espeito a P, de 

Porem, devido ao_ parado xo de Borel (Lindley, 

1983), esse metada nã o e consisten t e no caso de algum íl i 

t er probabilidade (na medida P) nula . Para eliminares-

te problema definiremos medidas ob t idas de Ponde as in ­

tegrais envolvidas são integrais de varie dades (de supe~ 

fícies em R3 ou de linha em R2 e R3 ). 

A figural tenta da r uma interpretação intuiti 

va da defin i ção que estamo s c onsiderando. Note que a 

distribuição P define ordem de prefe r ência tanto em íl quan­

to em íli. A visão la teral (fig. 2) do contorno defi nido por 

P sobre o conju~to íl
0 

sugere de f orm a natur a l uma dis­

tribu i çã o em íl 0 • 

E i mpor t2 nte l emb rar que quando todos os íl . 
l 

s ão de pro ba bi lid a de (P) positiva, a definição aqui apr~ 

s entada equivale a co nsiderarmos a probabilidade condi­

cional de w dado íl i . 
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l 2. 

Figural - Densidade em íl 
ilustrando seus valores 
em íl 0 atraves de um corte 
vertical. 

Figura 2 - Valores da densidade g(wl'w2 ) 

no conjunto íl 0 que devidamente normali -

zada produz a densidade em íl0 



3 - O TESTE DE BAYES 

-O objetivo desta seçao e descrever formalmente 

o teste pro po sto. Como nas seções anteriores, d repre­

senta os dados e w o parâmetro relacionado a d pela ve-

rossimilhança . Na maioria dos e xempl os aqui estudados 

os dados, d, admitem redução por suficiência por ~m, -nao 

sera feita dis tinção de notação entre os dados o r iginais 

e os reduzidos; d serã usado em ambos os casos. Para man 

ter a analogia com o caso elementar de hipõteses simples, 

introduziremo s aqui um parâmetro e, "indicador de hipõte-., 

se 11
• Isto e, 8=i se wGíl i (ou se Hi e verdadeira). As­

sim, ~0 =P{8=0}, ~1 =P {8 =1 } e ~2 =P {8 =2 }, no caso mais g~ 

ral de três hipõteses. 

A função de verossimilha nça sera rep r ese ntada 

por v(wld). Note que em bo ra para cad a w, v( wJ d ) seja 

igual ao valor da função (de densidade) de prob abilidade 

amostral f(. lw) calculada nos dados ( efetivamen te obser­

vados) d, usamos v(. ld) para indicar que a vero ssimilha.!:! 

ça e uma função de w e não de d, como e o caso de f. 

A distribuição a priori, P, estã asso ciada uma 

função de densidade (de pro babil idade) g( w) definida no 

espaço paramétrico íl. Nos exemplos discutidos neste tra 

balho, com o objetivo de obter-se expressões analíticas, 

t oda distribuição a priori considerada pertence ã classe 

conjugada de distribuições . Note que se um estatístico 
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ganha experi~ncia apenas por resultados experimentais, 

necessariamente deve trabalhar com classes conjugadas. 

Veja Pereira e Viana (1982) para uma discussão mais com­

p l e t a s o b r e s u a u t i l i z a ç ã o . C o m o u s o d e s s a s c l a s s e s, na 

mai oria dos casos, apenas o valor do parâmetro que inde­

xa a classe e que caracteriza a diferença entre priori e 

posteriori. 

Com a introdução do parâmetro e, passamos a d~ 

finir to dos os entes envolvidos no processo de teste das 

hipõteses Hi: wG íli (equivalent,~mente Hi:8=i). 

O volume sob uma função g na superficie íl -e 

calculado ·pela integral de variedades que recebe aqui a 

notação Jgdíl. 

Definição 2 - Sob 

e definida por 

H . : 
l 

a hipõtese H.:8=i 
l 

wGíli) a função de 

(equivale ntemente 

densidade a priori 

gi (w) = 
g(w) Ci (w) 

fg(w)díli 
onde Ci(w) e a função indicado-

ra de wGíl .. 
l 

Ao considerarmos estas funções, na verdade es-

tamos modificando a densidade a priori de w,g( w), de for 

ma a garantir probabilidade positiva para os conjuntos 

íl ;· Por outro lado, caso íl i seja um conjunto de proba­

bilidade, P, positiva, 9;Cw) e a densidade condicional de 
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u\ dado wf íl i. Devido ao paradoxo de Borel, no caso de íl . 
1 

ter probabilidade zero, nao podemos garantir que um cãl­

culo da distribuição condicional de w dado wf íl. nos leve 
1 

a gi( w). Porem, acreditamos que g.(w) seja uma forma de 
1 

calcular a densidade condicional. 

Definição 3 - Sob a hipõtese H. : 8=i, a fun ção prediti 
1 -

va (a função de probabil idade dos da-

dos) e definida por 

f.(d) = 
1 

fg(w)v(wld)díl. 
1 

j g( w)d íl . 
1 

Apôs os dados serem oJservados, os valores f.(d) definem 
1 

uma função V(. ld) de 8 , onde V{ 8ld)=f 8 (d), a qua l e den~ 

minada de verossimilhança de 8, o par âmetro de interesse. 

O lema seguinte relaciona os r esultad os técni­

cos que se obtém com o uso dos entes desc ritos acima. 

Lema l - a) a probabilidade a posterior i, E,:i (d), do 

evento 8=i (H. e verdadei r a ) e dad a por 
1 

ç; .(d) = 
1 

ç;. f.(d) 
1 1 

b) As razões de probabilidades a posteriori 

s ão obti das como 

R .. (d) = 
1 J E: . 

J 

f. (d) 
1 

f .(d) 
J 
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c } A d is t ri b ui ç ão a priori, d e f i n ida a traves das 

funções 9; (w) e ~i ' pertence a uma classe conjugada caso 

a densidade original, g( w) , seja conjugada em relação ao 

modelo f(dlw). 

Demonstração 

a) Apos entendermos fi (d) como a probabilidade 

condicional de d dado 8=i, o resultado e uma aplicação di­

r e ta do teorema de Bayes. 

raz ao 

b ) O 

R .. (d) = 
l J 

r e s u l t a d o e o b t i-..d o a o u t i l i z a r mo s 
~ i (d) 

~ j (d) 

a ) na 

c ) A densidade a posteriori de w sob a hipote-

g.( wl d) = 
l 

g( w)v(wld) ci (w) 

Jg(w)v(w ld)d íl i 

que corresponde a aplicar a definição 2 na densidade de 

w obtida pela operação Bayesiana entre g(w) e v (w ld), is 

to e, na densidade a posteriori de w quando g( w) e a den 

sidade a pr iori. Como g( w) e conjugada, a mist ura de 

gi (w) por ~i tambêm serã. Note-se que a densidade a pri~ 

ri modificada de w e 

g*(w) = ~ ~igi (w) 
l 



a qual produz 

= L s;(d) 9;Cwld) 
i 

como densidade a posteriori modificada de w. 

l 7 . 

O teste de Bayes recomendado ê aquele incluido 

nas definições l e la. cujos elementos envolvidos são ca 

racterizados acima. Para facilitar o relacionamento com 

os resultados da seção l, o teste de Bayes pode ser rees 

crito como: 

Teste de Bayes 

A função amostral 6c é um teste de Bayes quando 

6 (d) = O 
c 

se dG{d; > _,. 

e 

6 (d) = l 
c 

onde Dê o espaço amostral e c e uma constante positiva 

fixada. 

A função amostral 6c ê um teste de Bayes quando 

se dG{d; c o 1 e > _,. 
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ºc(d) l dG{d; 
f 0 (d) f,: l e f 1 (d) 

> = se < COl 
,. 

f 1 (d) ço f 2 (d) 

E,:2 
c 1 2} = D > ,. 1 

f,:l 

e 

se dGD = 0-0 U O 
2 O 1 

onde C=(c 01 , c 02 , c 12 ) ~ um vetor 

tivas fixadas. 

de constantes posl 

A qualidade do teste· ~e Bayes assim definido 

deve estar relacionada aos tipos de erros que se pode c~ 

meter ao utilizã-lo e os quais dependem do valor de w. 

Isto produz um impasse devido a infinidade de valores 

que w pode assumir. Contudo, ao considerarmo s a função 

V ( 8 ,I d ) = f 8 ( d ) com o a ver os s i mi l h a n ç a d e e , o par ã metro 

w fica eliminado e o impasse contornad o. 

Considera-se assim os erros modificados quer~ 

lacionam as funções f (d) e os conjuntos da par tição ob­e 
tida com o teste de Bayes. Seguindo a notação da 

l, tem-se a seguinte lista de erros modificad os . 

a) Caso binãrio. 

a (óc) = l1 fo(d) 

S(óc) = I0 f 1 ( d) 

-seçao 

onde I 0 e I 1 indicam somas sobre 0 0 e 0 1 respectivamente. 
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b) Caso de três hipõt es e s 

ª 1C 6c) = L f 0 (d ) 
l 

ª2 ( 6c) = l fo (d ) 2 

Bo( ôc) = Lofl (d ) 

S2 ( ôc) = L2 f1(d) 

y o ( ôc) = I f 2(d) 
o 

Y1( ôC) = L1f 2(d) 

onde l , l e I indicam som~· sobre os conjuntos 0 0 , 0 1 O 1 2 

02 , respectivamente. 

Com esta notação, a qual i dade do teste de Bayes 

-fica expressada nos seguintP.s resultados que sa o as ver-

soes modificadas dos teoremas l, la , 2 e 2a. 

Teorema 3 - Caso binario 

O teste de Bayes, ôc, descrito nesta seçao sa­

tisfaz a seguinte propriedade: Se o ê qualquer teste en 

tão 

a. (oc ) + KS(oc) ~ a ( o) + KS(ô) 

~ l 
onde K - .-- c . 

~o 

Teorema 3a - Caso de t rês hipõteses 
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descrito nesta seçao, satisfaz a seguinte propriedade: 

Se ô e qualquer teste para H0x H1x H2 e c 02 = c 01 c1 2 en­

tão 

onde K = o 

Demonstração 

Reescrevendo os conjuntos 0 0 e 0 1 do teste de 

Bayes como 

ºº {d; f o 
/; 1 

COlfl fo ~ 
/; 2 

C02f2 } = > e --,,. 

so so 

º1 { d ; f o< 
E,; 1 

COlfl 
E,; 1 

CD l fl 
E,; 2 

= e -- > --,,. 
so E,; o s o 

obtemos um teste e substituindo c c 
O 1 

por c 
12 02 

dJ Teorema la onde a=l, b = 
~l 

to conclui a demonstração. 

C01Cl 2f 2} 

do tipo 

Embora o resultado acima exija uma particularl 

zaçao do teste de Bayes (ao considerar-se c 02=c 01 c 12 ), 

introduz a " robustez f i losÕfica" do teste aqui apresent~ 

do, caso a eliminação do parâmetro excedente produza as 

funções f 0 , f 1 e f 2 . A d iscussão desse ponto irã apare-
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cerna _seqíl~ncia. Evidenteme nte, propriedades mais ge­

rais do teste de Bayes podem ser estabelecidas. 

4 - EXEMPLOS 

-Os exemplos padrões apresentados nesta seçao 

irão ilustrar o metada descrito neste trabalho. Para sim 

pl ificar a apresentação dos problemas utili zamos a se­

guinte notação: 

i) XJL Y indica que X e Y são variaveis independentes; 

ii) xJl Y I Z indica que X e y sã~ condic ionalmente indepe~ 

dentes dado Z; 

i ii) o simb olo '\., substitui a expressão "t em distribuição". 

Por exemplo, para indicar que X tem d i stribuiç ão B~ 

ta com parâmetro (a,b) fi xado, escrevemos X '\.,B(a,b). Se (a;b) for 

variavel então escrevemos XJ(a,b) '\., B(a,b). No caso da distribui­

ção Gama teriamas X '\., G(a,b). 

Exemplo l 

Suponha que x e y sao observações de duas va­

riaveis binomiais independentes, X e Y, cujos parâmetros 

são respectivamente (m;p) e (n;q). As hip õtese s a serem 

confrontadas são H0 : p=q e H1 : pi q. 

Como a verossimilhança -e representada por 
x m-x y n-y v(p,q Jx,y) a p (l-p) q (1-q) , onde O~p ~ l, O~q ~ l, 

então a classe conjugada de distribuições para (p,q) 

formada pela conjunta de Setas independentes. Isto 

-e 

-e , 
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se a priori p _1_1 q, p ~ B(a, b) e q ~ B(c,d) então, a po~ 

teriori, p lL ql (x,y}, plx~B(a+x, b+m-x) e qJy ~ B(c+y, 

d+n-y). 

Ao admitirmos que H0 tem chance de ser verda­

deira, devemos considerar a priori modificada da defini-

ção 2. As verossimilhanças modificadas da 

rece bem aqui as expressões: 

definição 3 

' 

(:] ( ~ j B[A+C-1; B+D-lJ 

B [a+ c - l ; b·+ d - l J 

onde B[a;b] e a função beta no ponto (a,b), A=a+x, B=b+y, 

C=c+m-x e D=d+n-y. 

Í yn I B[A;B ] B[C;DJ 
~ ) 

B[a ;b]B[c ;d] 

A razao das verossimilhanças modificadas , na 

qual o teste e baseado, se expressa como : 

= 
B[A+C-1 ;B+D-1 J 

B [ A ; BJ B [ C ; D J 

B[a;bJ B[c;d] 

B[a+c-1 ;b+d-lJ 

No caso da priori uniforme, a=b=c=d=l, ter,amos 
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fo lx:yJ rm+n-x-y] 
l m-x (m+l)(n+l) 

= 

f1 ( m;n ) 
(m+n+l) 

r m ) ( n l (m+l)(n+l) 
= L y 

f m+n } (m+n+ l) 
l x+y 

Note que o primeiro termo do produto e uma pr~ 

babilidade hipergeometrica que e usada no teste de Fisher. 

Exemplo 2: 

Suponha que x e y representam os totais amos­

trais de duas amostras aleatõrias simples de duas distri 

buiç ões independentes de Poisson com medias À eµ respe~ 

tivamente. Sem e n sao os tamanhos amostrais respecti ­

tivos e X e Y as duas estatísticas suficientes .que prod~ 

ziram x e y, então, xJl Y, X ru Poi (mÀ) e Y ru Poi (nµ). 

A verossimilhança e representada por 

-mÀ -nµ e e 

onde À>Ü e µ>O. A classe de di stribuições. conjugadas 

para (À,µ) e constituída por conjuntas de duas Gamas in­

dependentes. Isto se resume na seguinte propriedade: 

Se, a priori, ÀJlµ, ÀruG(a,b) e µruG(c,d), en-

tão, a posteriori, ÀJL1-1l(x,y), ÀlxruG(a+x,b+m) e 
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µjy ~ G(c+y, d+n). 

No caso de admitirmos que H
0

: À=µ tem chance 

de ser verdadeira, a distribuição a priori e modificada 

no sentido da definição 2 e, com a alternativa H1 : ,\ "f; µ, 

utilizando a definição 3 calc~lamos as verossimilhancas 

-modificadas que produzem a seguinte razao: 

f 0 (x,y) 
------= 

f ( X ,y ) 
1 

r(A+C-1) 
r(A)r(C) 

r(a)r(c) 
r(a+c- 1; 

No caso de a=b=c=d=l: que corresponde a co nsi-

derarmos, como distribuições a priori para (.:\,µ), duas 

exponências independentes com medias iguais a 

temos a seguinte expressão: 

unidade, 

= (X+Y)( m+l ~x+l( n+l y+l 
x m+n+27 m+n+2) (m+n+2)2 

Finalmente, no caso de m=n teríamos 

cujo produto dos dois primeiros fatores e uma probabili­

dade binomial com parãmetro +. que e usada em um teste 

clãssico condicional. 

O exemplo que apresentamos a seguir e o mais 

co nheci do da comunidade estatística o que facilita o jul 

gamento da metodologia descrita. 
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Exemplo 3 

As med i as ~ e v de dua s dist rib uições nor mai s, 

com variâncias iguai s e con hecidas, devem ser co mparad as 

por um teste de H0 : >-. = -µ contra H1 : À -/--µ . Da s duas dis­

tribuições coletou-se amostras de tamanhos me n, resp e~ 

t i vamente, as quais produziram as medias amo strais x e y. 

Re presentan do o inverso da variância por I, a verossimi­

l hança se e xpressa como: 

/nm1 I 2 2 · 
expt-2I[m( x- À) + n(y--µ) ]} 

2TT 

Como distribuição a priori, con sideramos aqui 

que À e -µ são independentes e ide~ticamen te distribui -

das segundo uma normal com media a e inverso da variancia 

i. Assim, a densidade a priori e a f unção 

i exp {-2i[ (À -a) 2 + (-µ - a) 2 J } --
2TT 

a qual multipl i cada pela verossimilhança pr od uz a densidi 

de conjunta entre os d3dos d=(x,y) e o pa râ me t r o w=(À,-µ), 

que reduz-se a seguinte expressão 

gv = 
Jinn I i 

(2 TT )2 
exp{-2(.mI +i )(\-À) 2 - 2(nI+i)(JJ-JJ) 2 }x 

exp{ - 2 
ml i, 

ml+i 
(x-a)2 - 2 _n_I_i _ _ (y-a)2} 

nl+i 
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ond e 

mix + i'a 
/\ = ------ e }1 = 

niy + ia 
nl + i mI + i 

Ap6s calcu larmos as ver ossi~ilhanças modifica­

das, encontramos a razão destas que se expressa por: 

lm1+i 1 .ÍnGi 2 2 exp { -2 V1 (x-y) - 2V 2 (x -a) -

onde V = 
1 

✓ i (ml+nl+2i) 

mnI 2 

ml+nl+2i 

nI 2 i (n-m) 

V = 
2 

(mI+nI+2i) (nl+i) 

ml 2 i (m-n) 
(mI+nI+2i ) (ml+i) 

t intere ssante ressaltarmos que esta expressao 

dependente da distância das medias amostrais, .x-y, e se 

mjn t ambem depende de x-a e y-a que ind ic am as distância 

entre a media da distribuição a priori e as me dias amos­

trais. 

5 - INTERPRETAÇ~O CL~SS I CA 

Um dos testes clâssicos que recebe maior divul 

gação na literatura e o teste da razão de verossimilhan­

ças que consiste em se analisar uma razão cujo numerador 
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~ o valor mãximo da veross imilha nça no conjunto íl 0 e o 

denominador e o valor maximo da verossimilhança no con­

junto íl 1 (ou equivalentemente no conjunto íl). Este mêto 

do, entretanto, ê heuríst ic o . No lugar de utilizarmos a 

razão dos mãximos, poderíamos pensar na razão das me dia s 

das verossimilhanças. Isto e, o numerador ser ia a media 

dos valores que v(. jd) assume no conjunto íl 0 e o denomi ­

nador a media no conjunto íl 1 • 

O metodo de Bayes desenvolvido nas seçoes pre -

cedentes e baseado na razão de medias ponderadas de 

v(. ld). A distribuição o priori, na verdade, define a 

ponderação utilizada. Contudo, quando os conjuntos íl 0 e 

íl 1 são conjuntos limitados, distribuições uniformes 

bem definidas e assim as medias ponderadas se r eduzem 

medias simples. Neste caso a interpretação c lassica 

sao 

-a 

-e 

natural. No exemplo l, a razão entre as media s das ve-

rossimilhanças e a expressão que apres entamos ao final 

do exemplo. Assim, a solução ali apresentada possui am­

bas interpret a ções: classica e Bayesiana . 

Quando os conjuntos envolv id os não s ao limita­

dos, a interpretação classica se ria possivel s e consid e­

rassemos distribuições imprÕprias o que produz fortes in 

consistências ja bem descritas na literatura. No caso do 

exemp l o 3, se tomarmos i ➔ O, nos defrontaremos com o Pa­

radoxo de Lindley (Berger, 1980}. 

O exemplo 2, no entanto, pode ser avaliado ao 



considerqrmos o principio da condicionalidade (Basu, 1975). 

Cox (1~58} sugere que testar H0 : ~=µ contra H1 :Àfµ e equi 

À l l valente a testar H0 : IJ1 -= À+µ = - 2- contra H1 :iJ; f - 2- e 

no lugar de se utilizar a distribuição de d=(x,y), deve­

se utilizar a distribuição condicional de x dado x+y. Is-

-to e, para m=n, a verossimilhança a ser considerada -e 

( x+y) ,,, x11-, ,, )Y. A - -d. d . ·1h 3/ \ 3/ razao das ~e ,as esta veross1m1 ança 
X 

-sera 

o que difere da solução de Bayes apenas por considerar 

(x+y+I) no lugar de m+l. 

Esta diferença, na realidade, se deve ao fato 

de a solução Bayesiana utilizar a verossimilhança origi­

nal e a solução clãssica, aqui considerada, a verossimi­

lhança reduzida por condicionamento. 

Nos prõximos capítulos, discutimos problemas 

cujos espaços envolvidos são limitados e assim as solu­

ções de Bayes possuem interpretcção clãssica. 

6 - OBSERVAÇOES 

i) Os exemplos discutidos neste capitulo envol 

vem hipÕteses lineares as quais produzem restriç5es li­

neares no espaço original íl . Isto simolif i ca muito o 
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c~lculo de integrats de variedades. Esta ê a razao de 

não nos preocuparmos em descrever seus câlculos. Contu-

do os prõximos capítulos incluem casos de hipõteses 

lineares. 

-nao 

ii) O confronto entre três hipõteses foi aqui 

descrito para ser utilizado nos problemas estudados na 

seqüência. 

iii) Recentemente, estão sendo publicados tra­

balhos que utilizam metadas Bayesianos de eliminação de 

parâmetros excedentes, mesma· ~uando metadas clãssicos de 

testes de hipõteses estejam sendo considerado s. Ver por 

exemplo Krewski, Brennan & Bickis ("1984) e Lecoutre (1985). 

Contudo, somente parte dos parâmetros envolvidos recebem, 

nestes trabalhos, distribuições a priori. A mistura de 

métodos clâssicos com os Bayesianos produz dificuldades 

tecnicas êinda maiores do que as que enfrentamos neste 

trabalho. 

iv) O teste de Bayes aqui descrit o e , na verd~ 

de, uma generalização do metada de teste introduzido por 

Jeffreys (1961). o teste de Jeffreys e conhecido 

11 Bayesian test of sharp hypothesis 11 • 

como 
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CAPITULO II 

TABELAS DE CONTINGENCIA 

1 - INTRODUÇAO 

O objetivo deste cap,tulo ê mostrar como as 

têcnicas des e nvolvidas no cap1tulo precedente podem ser 

utilizadas na solução de problemas que surgem com a anã­

l ise de tabelas de contingencia. O contexto que produz 

tais tipos de tabelas ê descr;{~ a seguir. 

Os membros de uma população - -um termo gene-

rico para designar um conjunto bem definido - podem ser 

classificados de diversas formas. Pessoas podem 

classificadas como; crianças, jovens ou adultas ; 

ser 

homem 

ou mulher; solteira ou casada; etc. O nosso ob jetivo -e 

o estudo de populações que são classificadas em um nume­

ro finito de categorias 11 exaustivas 11 e 11 mutuame nte exclu 

sivas 11 • As categorias de uma classificação são exausti­

vas se qualquer elemento da população pertence a pelo me 

nos uma das categorias. A e xaustão ê necessãria para g~ 

rantir que todo membro da populaç ão seja classificado. 

As categorias de uma classif icação são mutuamente exclu­

sivas se qualquer e lem ento da população pertence a no mã 

x imo uma categoria. A exc lus i vidade ê necessãria para impe­

dir que algum elemento se ja contado mais de uma vez. A 

seguir, o termo classificação substitui 11 classificação 



por c a t .e g o ri as exaustivas e mutuamente ex c 1 u s i v as 11 • 

Quando diversos tipos de classificações sao 

combinadas, obtêm-se uma nova classificação cujo total 

de categorias e o produt o dos totais de categorias das 

classificações originais. As analises desenvolvidas na 

seqüência envolvem dados que são obtidos ao considerar­

mos uma amostra e registrarmos as freqüências amostrais 

de cada categoria de uma classificação combinada. Em g~ 

ral, a forma de se descrever tais dados ê atravês de ta­

bel as cruzadas, tabelas de corft,ingência, cujas entradas ... 
representam as classificações originais e em cujo corpo 

são apres~ntadas as freqüências das catego rias da classi 

ficação combinada. Neste capitulo serão construidos te~ 

tes para hipõteses que definem relações especiais entre 

as diversas classificações que foram combinadas (ou cru­

zadas). 

Alguns resultados bãsicos são intr odu zidos nâ 

prõxima seção. 

2 - PRELIMINARES 

A distribuição multinomial e o modelo normal­

mente considerado como gerador de freqüências amostrais. 

Isto se deve ã necessidade que o estatistico clãssico 

tem de descrever completamente o espaço amostral. Contu 

do, muitas vezes o t amanho da amostra não e conhecido an 

tes de se observar a amostra. Em determinados experime~ 
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tos, a decisão de se parar de observar no n-êsimo elemen 

to ê função do que foi observado nos n-1 iniciais. Exis 

tem ainda casos em que não ê possivel caracterizarmos ra 

zões probabilisticas que determinaram o tamanho da amos­

tra. Por exemplo, os 17 clientes estudados por um clini 

co foram os que ele recebeu no seu consultõrio e logica­

mente não deve ter fixado esse numero previamente nem d~ 

ve ter decidido, sobre 17, quando possuia apenas 16. Ve­

ja Lindley & Phillips (1976), Pereira (1983) e Pereira & 

Li n d l e y ( l 9 8 4 ) par a d i s cus sões ·. sobre o e f e i to d e regras 
,e t .. 

de parada na anãlise de modelos discretos. A seguirdes 

crevemos u~ modelo gerador de freqüências mais geral que 

o m u l t i n o m i a 1 . C o n s i d e ramo s a q u i q u e a c 1 a s s i f i c a ç ã o com 

binada possui k categorias. 

Seja U um vetor aleatõrio assumindo valores no 

conjunto {e 1 , ..• , ek} onde e 1 =(l,O, ... ,O), ... , ek= (0, ... ,0,1) 

formam a base ortonormal padrão de Rk. Sup onha · ainda que 

P r { U = e i } = pi , i = l , ... , k , onde pi ::;: O e p 1 + p 2 + . .. + pk = l. 

Um processo de Bernoulli multivariado c om parâmetro w = 

= (p 1 , .•• , pk) ê uma seqüência, {Uj}j~l' de vetores alea 

tôrios independentes e identicamente distribuidos segun-

do U. Isto ê, 
CX) 

1L 
j = l 

U. e 
J 

V.:i>l, U.'\.JU. v _,. J Se os n primeiros 

elementos da seqLJência sâo observado s, podemos escrever 

Pr{U 1 = e. 
1 l 

u = 
2 e . , ... ' 

1, 2 
U = e. lw} 

n , n 

k 
= II 

i = l 

x. 
p.1 

1 



onde X= (x 1 , X 2 , 

n 

I 
j = l 

3 3 . 

e. 
1 . 

J 

Suponha que a dec isão de pa r ar de observar em 
n 

nê função de x . Neste caso, se X = l 
j = l 

U. então e xis­
J 

te uma função h( x) tal que 

Pr{X=xlw } = h(x) 
k 
II 

i = l 

X · 
1 

P· 1 
( l ) 

No caso em que n e uma constante (fi xa da previamente), 

obtemos a distribuição multinam<lal, 

k 
Pr {X=x ·lw} = n! II 

i = l 

ou seja h(x) = 

x. 
p. 1 

1 
X . ! 

1 

1 1 
X 1 • • • • X k . 

Independentemente da escolha de h, a çlasse de 

distribuições conjugadas naturais e fo r mada por distribui-

ções de Dir i chlet. A seguir descrevemos os 

desta classe conjugada e apresentamos al gumas 

propriedades im portantes. 

e lementos 

de suas 

O pa r âmetro w=(p 1 , • . • , pk) tem dis t ribuição 

de Di r ich l et de ordem k co m parâmetro a=(a 1 , ••• , ak) 

a. ~ O, se a densidade de w ê dada pela expressão 
1 

k 
g (w) = r e I 

i = l 

k 
a . ) II , . . l 

1 = 

a. 
p . 1 

1 
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k 
onde w pertence ao si mplex {(p 1 , ••• , pk); P;~O, I P;=l } . 

Esta definição e denotada por 

Note que a Distribuição de Dirichlet (representada no 

k - - -R ) e uma representaçao singular da distribuiçao Beta 

generalizada a qual ê definida no Rk-l pela mesma densi­

dade acima onde pk ê substitui do por l-p 1 - ••• - pk-l. 
. k- l Esta representação, embora seJa no R , possui um para-

metro, a, definido em Rk. Ao .uJilizarmos integrais de 

- k -variedades, a representaçao no R nao traz problemas 
r(Ia-) 

de 

singularid~de, apenas o fator de norma lização 1 -e 
rr r (a;) 

dividido por ✓k. Lembremos que o volume do simple x (no 

Rk) e maior do que o volume do conjunto {( p1 , •.. , Pk_ 1); 

Pi ~ O, L pi ~ O} , contido no 
k-l 

R • De fato, es te volu 

(area comprimento) - 1 (Wilks, 1962 ) me ou e e o vo-
(k-1 )! 

lume (ãrea) do simplex - ✓-k-
(Courant & Joh n, 1974). e 

(k-1)! 

As figuras 3 e 4 ilustram esta diferença. 

As propriedades listadas abaixo são bãsicas e 

possuem demonstrações simples (Basu & Pereira, 1982 e Pe 

reira & Viana 1982). 

Propriedade 1 

Sejam Z1 , Z2 , ••• , Zk variãveis Gama indepen-



Figura 3 - Dominio da Dirich- P3 
let de ordem k=3 na ·forma não 
singular. Ãrea = 1/2. 

Figura 4 -·Domínio da Dirichlet 
de ordem k=3 na forma singular. 
Area= / 3 

2 

1 

3 5. 
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dentes com parâmetros (a 1 ,b), (a 2 , b ) , .. . , (_ak , b ) respe~ 

tivamente. Se Z=Z 1 + ... + Zk, então 

1 
a) -z-(Zl, ... , Zk) '\, Dk(a), a=(a l , ... , ak) e 

1 
b)-z-(Zl, 

Corolãrio 

. . . ' 

Sejam l <j<k e . . . + p . . 
J 

Se (pl, ... , pk) '\, Dk (al, """} .. ªk), então 

b) 
1 

P. 
J 

n 
X = I 

i = l 
u. 

l 

,. 

Suponha que o vetor de freqüências 

e di stri buTdo como em ( 1). 

Propriedade 2 

Se a priori w [a '\, Dk(a ) , en tã o ; 

a) a posteriori w[ a, x '\, Dk (a+ x), 

e 

b) a probabilidade margina l de X (preditiva de X) 

dada por 

f(x ) = h (x) 
rrr (a . +x . ) 

1 1 
e 

-e 



3 7. 

e,) se n ê prefixado, f(x) ê a função de proba bilidade 

Dirichlet-Multinornial (Basu & Pereira, 1982). 

Na prõxima seção o modelo para tabelas de con­

tingência ê descrito com base nas propriedades aqui lis­

tadas. 

3 - TABELA DE CONTINGtNCIA r x s 

A forma geral de uma tabela de contingência -e 

apresentada a seguir cuja notaf~O ê padrão e os elemen-,-, 

tos do vetor de freqílências recebem dois 1ndices, identi 

ficando linhas e colunas. 

l 

Linhas 2 

(classi­
ficação l). 

r 

Total 

-e dada por 

TABELA l 

Colunas (classificação 2) 

l 2 

n n 
r 1 r 2 

s 

n 1 s 

n. s 

To tal 

n r. 

n = n 

A notação anãloga para a estrutura paramêtrica 
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TA BELA 2 

1 2 s 

1 p 1 1 pl2 p p l . 1 S 

2 P 21 P22 P2s P 2 . 

r 

p • 1 
p 

• 2 p l 
- 1\.. 

. s 

Uma outra reparametrização relevante -e aprese~ 

tada a seguir onde q .. = 
P;j 

l J P· l . 

TABELA 3 

l 2 s 

,. 
2 

r 1 

Com o vetor de freqLJências x=(n 11 , ... , nrs) 

e o vetor de parâmetros w = (p 11 , •.. , Prs) , a veros-



-similhança e expressada por 

v(wlx) = h(x) II 
i , j 

n .. 
l J p .. 

l J 

39 . 

Se a reparametrização (q,P), onde q=(q 11 , ••. , 

e P = (p 1 , ••• , p ) , e utilizada, podemos escre-. r . 

ver 

n '. 

II n . . '. 
l J 

V(q,P l x) = h(x) [II q~~j1 II . . 1 J . 
l , J l 

n-
1 . p . 

l • 
( 2 ) 

No caso de n ser fixado previa mente h ( x)= 

·No caso de (n , ... , n ) ser f ix ado pr e-
1 • r . 

viamente a verossimilhança se reduz a 

V(qlx) = l- n n. '.] II . l . . . 
l l , J 

n .. 
l J q . . 

l J 

n .. ~ 
l J 

( 3 ) 

No caso do modelo (2), a hipõtese de in teresse 

e a independência entre as duas cl assificações. Uma for 

ma de se expressar independência entre dois event os A e 

B e atraves das igualdades 

P(AI B) = P(A) e P(A I Bc) = P(A). 

No nosso caso, a inde pendência entre as duas 

classificações co r responde a s er satisfeito o seguinte 

sistema de i gua l dades: 
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( 
911 = q 21 = = 9r1 

912 = 922 = = 9 r2 

Este mesmo sistema no modelo (3), corresponde 

a hipõtese de homogeneidade. 

Podemos assim concluir que a diferença entre 

um teste de homogeneidade e um•t.este de independência e~ 

ta nas verossimilhanças e não nas hipõteses, como se po­

deria ima gi'nar. 

Para o desenvolvimento dos testes, a seguinte 

notação e conveniente: 

(i) Parâmetros 

e P= ( p ' ... ' p ) 
1 • r. 

(ii) Priori 

ã. = (a. , ... , a. 5 ) , a. =Ia .. , a . 
l 11 l 1. j lJ .J 

= I 
i 

a .. 
lJ 



-a = ( a , . . . , ªr ) e 
1 . . 

a 

(iii) Amostra 

X = (nll' . . . , n1s' n21' 

-- (nil, ... , n. ) x. = e X 
l lS 

(iv) Posteriori 

A .. 
lJ 

= a .. +n .. 
lJ lJ 

A = a+x, 

A. - A = a. + x. = a+x 
l l l 

Lema 2 

= I 
i 

a. 
1 • 

= 

... ' n2S' ... 

( n ' ... ' = n 
1. 

A. = a. +n. 
l . l . l . ' 

e A = n+a ... . . 

Se wl a f\, Dsr(a), então 

I a . 
j .J 

' 
n r1' ... , n 

r. ) 

A .j = a .+n . , 
. J . J 

(ii) Q. la f\, D (ã.) 
l S l 

Vi = 1 , . . . , r 

Demonstração 

4: . 

rs ) 

Usando a propriedade 1 das distribuições de 

Dirichlet e adaptando a notação para o nosso caso temos 

que: 

-Se Z .. f\, G(a .. ,1) e todos os Z .. sao mutuamente inde-
lJ lJ lJ 

pendentes, temos que 



Q . '\, 
l 

l 
z . 

l 
' z . ) 1 S 

e P '\, 
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l 
z ( Z l , • • • , Z ) . r . 

Usando a prop ri edade 1 outra vez, conclu,mos os 

resultados desejados. 

Evidentemente, os resultados acima sao vãlid os 

quando A .. , A. , A., A e A substituem a 1.J. , 
l J l . l 

- -a . , a., a e a, 
l . l 

respectivamente. Isto e, estes resultados s e aplicam tan 

to a priori quanto a posteriort _ visto que, estamos consi ,, 

derando uma classe conjugada de distrib uiçõ es. 

Inicialmente, vamos supor que a verossimilhanç a 

(2) esta sendo considerada e que a hipote s e de independê~ 

ci a deva ser t estada. Assim, H0 ê representada pe lo si s t e­

ma 

quê define um subspaço íl 0 do e sp a ç o original íl . Assim, 

a hipõtese alt er nativa H1 e de finida pelo espaço íl -íl 0 • 

Para testar a hipotese H0 con t ra a alternativa H1 , cale~ 

l amas as ve r ossimilha nç a s modificadas que est ã o inclu1-

das no re s ul tado ab a ixo. 
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Resultado l 

Para o teste de independ~ncia, com os entes 

considerados acima, a razão das verossimilhanças modifi­

cadas e dada por 

r(a -sr+s) 

r(A -sr+s) 

Demonstração 

l - ~ 

~ 

_r_(ª_i_j)_] [ n,. _r_(A_;_. )_] [~ r(A_j-r+l )] 
r (A .. ) r ( a . ) J r ( a . -r+ l ) 

l J l . . J 

,e t:),. 

onde f 0 e f 1 são as verossimilhan 

ças modifi~adas. Ao utilizarmos como priori a represen­

tação do Lema 2 e como verossimilhança o modelo 2, temos 

a conjunta de (w,d) dada por 

r(a 
h(x) ---­

nr (a .. ) 
. . l J 
lJ 

cuja integral em 

r(a ) 
f 1= h(x) 

r(A ) 

A. -17 l . 
p. 1 l . 

íl produz: 

r (A .. ) l 1 n 
IJ 

- i ,j r (a .. ) 
lJ J 

Com a restrição definida por H0 , a conjunta de 

(w ,d) sob H0 e dada por 
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onde 

J i ~j 

a. --1 

J 

a --r 
1J díl 0 e TI 

• J . dS, q .. = q . 
lJ j J 

A integral em íl 0 da conjunta serã então 

e r 
A --r 

TI q .. J dS 

1n r (Ai.) li r (a ] J J J 
fo = h(x) r (ai.) r(A 

r a .-r Li 
TI • J e j g. dS 
. J 
J 

e fina lmente 

r(a r( a -rs+s) 1 r (A -r+ l) J L~ r (A; . ) ] f 0 = h(x) TI . J 

r (A f (A -rs+s) _ j r (a. j-r+ l ) (a. ) 
1 • 

que dividido por fl prova o resultado . 

Resultado 2 

No caso de considera rmos a priori uma distri-

buição uniforme, isto e a . . = l V,· J. 
1. J . ' 



então, SE: s=l-s-= + 
TI (ni.n~ s-1)· 

R i .1. 
01 = -------

mos, 

n+s-1 ) 
(. n 

Este resu l tado 

no resulta do 1, 

II 
i ,j 

-e 

a .. 
l J 

a. =s, A. = n. +s, a .=r e A .= ,. ,. ,. .J .J 

r=s=2, obtemos 
(n 1 • +l) (n 2 _ +l) 

( n + l ) 

n . . 
lJ 

obtido 

= l ' a 

n . +r. 
. J 

( ~ ~ ~) 

= 

45 . 

ao considerar 

r s , A = n+rs, 

Note que se 

l~ ;~ ) 

que se identifica a fÕrmula do exemplo 1 (capítulo 1), apos 

uma adaptação de notação. 

-Para concluir esta seçao, desenvolvemos a se-

guir o teste de homoge neidade. Na lugar do modelo (3), 

vamos considerar um caso mais geral onde a re gra de pari 

da, não necessariamente considera a marginal (n , ... ,n ) 
1. r. 

como prefixada. 

Aqui modelo considerado -o e 

n .. 
V(qlx) h (X) II l J = g . . 

i 'j l J 

onde I q .. = 1 ' Vi = 1 ' r . . . . ' 
j l J 

Para um e xe mplo distinto de (3), suponha que 3 urnas com 

bolas pretas e brancas estão sendo consideradas. Da prl 

meira urna retir am os 4 bolas com reposição (n 1 _fixado), 
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da segunda retiramos bolas (com reposição) ate encontrar 

mos 2 pretas (n 21 fixado) e da terceira retiramos bolas 

(com reposição) ate encontrarmos 3 brancas (n 32 fixado). 

A distribuição conjugada para V(qJx) -e a 

seguinte: 

b) O-lã.'\; D (ã.). 
l l S l 

Como esperado,o resultado abaixo relaciona os 

dois testes. 

Resultado 3 

-Com os entes considerados, a razao R01 para o 

teste de homogeneidade e identica a do teste de indepen­

dência (resultado l ). 

Demonstração 

A conjunta de (q,d) é dada por 

onde 

h ( x) 

q .. ~ o 
l. J 

rr r (a .. ) 
l J 

i 'j 

e lq . . =l. 
. l J 
J 

rr 
i 'j 

A . . -1 
1 J q .. 

1 J 

Integrando-se em q obtemos 

f( A .. ) 7 
l J 1 

r(a .. ) J 
l J 
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Sob a hipõtese H0 , de i gualdad e entre a s li -

nhas da tabela paramétrica dos q .. ' 
1 J 

ob t emos a ve r oss i mi -

lhança 
A .. -1 

l J 

J 
TI q .. d íl 0 

i 'j 1 J 
fo = h ( x ) = 

a . . -1 

f 
TI 

1 J díl 0 g .. 
i 'j l J 

r (a - rs+s ) 
[ 

r(A.j - r+l) 
= h (x) TIJ. 

r(a.j-r+l) ] r (A -rs+s ) 

Tomando-s e obtemos a fÕrm ula do resulta-

d o l . 

O resultado 2 apresenta a razao R01 , no caso 

de distribuições uniformes a priori, t an to no c aso de in 

dep endência qua nto no caso de homogen e i dade. Ne ste caso, 

a i nterpreta ção clãssica e possível. Na verdad e , ao con 

s ide rar mo s ª i j = l' ROl e a r a zão ent r e a me dia das ve­

r oss imilhanç a s em íl 0 sobr e a media da s ver ossi milhanças 

em íl 1 . E c l ar o que par a se conhecer o espaç o amostral do 

experimento, h(x) deve ser especif i cad a. A qua lidade de 

um teste clãssico estã no valor de a (o nível de signifi 

câ ncia) e, algumas vezes, no val or de 1- 6 (o poder do 

t es te). Isto faz com que h( x) determine a constante k 

com a qua l R0 1 serã compa r ada . Est e fato mostra como o 

conhecimento do espaço amos tral e fundamental na teoria 

clãssica . 
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O teste de Bayes po r su a vez e definid o a par ­

tir de uma perda, i 0 e 9- 1 , e de uma pri or i , ( E;, 0 , E;, 1 ), pa-

Estes dois 

no espaço paramétr i co. 

entes são definidos ba sicamente 
9, 1 

Ao compararmos R01 com k = 
.Q,o 

qualquer 
E;, 1 

o conhecimento de h(x) é irrelevante. Contudo, 

que seja h(x), sabemos estar minimizando a + k f3. 

4 - EXEMPLOS 

Para ilustrar os testé's descritos na seção an­

terior, apresentamos nesta seçao um problema de indepen­

dência e um de homogeneidade. Aqui iremos con siderar que 

as perdas são iguais e as probabilidades a pr i ori das hi 

põteses também são iguais. Desta forma, estamos co ns ide 

rando prioridades iguais para as hipõteses em conf ronto. 

Para uma possível comparaçao com testes clãssico s, dis­

tribuições uniformes em íl são consideradas a pri ori. 

Exemplo 1 (Everitt, 1977) 

A tabela abaixo apresenta os dados de 141 pa­

cientes com tumor cerebral que foram classificad os com 

respeito ao tipo e ao local do tumo r. Os três tipos são: 

A) Benigno, B) ma 1 i gno e C) ou tros. Os três locais são: 

I - lÕbulo frontal, II - lÕ bulo temporal e III - ou­

tros locais. 
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A B e 

I 23 9 6 38 
TABELA 4 

I I 21 4 3 28 

II I 34 24 l 7 75 

78 37 26 1 141 

A regra de parada que poderia in dic a r o porq ue 

da observação de 141 pacientes, ou mes mo das marginais 

observadas, não foi especificada. Uma anãl is e clãssic a , 

necessãriamente, exigiria uma suposição s obre a regra de 

parada; n = 141 ê fixado previamente, (n l., n 2 _, n 3 .) = 

(38, 28, 75) ê fixado previamente ou (n_ 1 , n _2 , n _3 ) = 

(78,37,26) ê fixado previamente. Por outro lad o a 

anãlise Bayesiana ê indiferente ao t i po de regra usãda 

e a razão R01 e independente da escolha de h(x) . No caso 

especifi s o do exemplo, usando-se um a uniform~ em íl , temos: 

26! 28! 37: 38! 75: 78'. 
-------- --- - ------ = 

141 ! 3! 4! 6! 9! 17! 21 '.23'. 24! 34! 

- 3,98. 

No caso de cons i de ~armos perdas iguais e a pri~ 

r i Pr {H0 } = 1 , de vemos comparar este resul.tado com l . 

Como 3, 98 > l ace i tamos a hi põtese H . Somente nos casos 
o 

onde k>3,9 8 ê que r e j e it a ríamos H0 e nestes casos estaria 
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mos afirmando que o erro de 2a. espécie e pelo menos 4 

vezes mats importantes que o de la. espécie. Isto devi­

do ao fato deste teste minimizar a+ 3,98S. 

Exemplo 2 

Três amostras de 30 pacientes com depressão fo 

ram consideradas . Uma das amostras usou placebo, uma a 

droga A e a restante a droga B. A seguinte tabela apre­

senta os dados da pesquisa. 

TABELA 5 

Melhora N melhora 

Placebo 8 28 30 

A 21 9 30 

B 1 9 1 1 30 

Para este exemplo, no lugar de conside rarmos 

duas hipõteses vamos considerar as seguintes 

hierarquizadas. 

H o : q 1 1 = q21 = q 31 

H 1 : q 21 = q 31 (veja figuras 5 , 

H2: q21 1 q31 

hipõteses 

6 e 7 ) 

A verossimilhança neste caso e representada por 

(30) X (l-91 )30-x e~º) y ( l ~ )30-y (_30) z (l- )30-z onde q .=q. , 
X 91 92 - q2 . z q3 . q3 l 11 
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C\1 
Figura 5 - Espaço íl do 
exemplo 2. Representação 
não singular no R3 . 

1~---------

Figura 6 - Superficie íl1 do 
exemplo 2. Representaçao 
singular no R3 . 

1 

1 

L 
' ' ' ' 

o 

' ' 

.íl. 

' 
' 

Figura 7 - Corda íl 0 do exemplo 2. 
Representação singular no R3 . 



x= n 11 ' y= n 21 e z-= n 31 • 

no cubo 

Ao constderarmos uma 

{(q 1 , 9 2 , 9 3 ); 0~q1 ~l, 0~9 2 ~1 e 0~9 3 ~1}, 

temos as seguintes verossimilhanças modificadas: 

fo = 
( \º) (_ 3~0) ( 320) 

91 ( .9 O ) 
x+y+z 

(30) (30) (30) ( 3YO) (_ 320) 

fl = X y Z = 
31 (30)61 (60 ) 3 l . 6 l -( 9. O ) · x y+z y+z 

f2 = (-,-) 3 
31 · 

52. 

uniforme 

As razoes de verossimilhanças modificadas sao: 

(30)(60 ) 31 . 61 
ROl = X y+z 

90 91 
(x+y+z) 

(30)(30) 
31 2 

Rl2 = y z 
60 61 

Cy+z) 

Ro 2 = ROl Rl2 = 
( \º ) ( 3t0 ) ( 320 ) 

90 
(x+y+z) 
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Substituindo os valore s de x, y e z vamos obter: 

R Ql - 0,006, R02 - 0,018 

R12 - 2,944 e R1 0 - 163,556 

Estes resultados favorecem clarame nt e a hip õ t e­

Evidentemente, vao existir valores de k 1 e k2 que 

1rao favorecer H0 • 

Uma primeira tentativa de provar a s uperiorida-

de do teste aqui desenvolvido ; foi feita por Ir ony (1984) 

que, no caso r=s=2, comparou-o com o teste exato de Fisher . 

Por meio de amostras sim~ladas provou que a combinaçã o li 

near dos erros a +k S era menor no teste de Bayes. Ale m dis 

to, mostrou que o valor efetivo do nive l de sign i f icância 

era bem superior ao nivel indicado pelo teste de Fisher. 

Este grave defei t o do tes t e de Fisher, seria corrigido se uma dis­

tribuição uniforme (discreta) fosse cons iderada para a f reqüência 

da marginal. Uma anãlise complementar deste tra balho es­

ta sendo preparada e em bre ve enviada para divu lgação. 

5 - TABELAS 2x2x2 

Com o objetivo de nao introduzir mais notação, 

esta seção e restrita ao c a so particular, 2x2x2, de tabe­

las multid i me ns io nais. A anãlise aqui descrita toma oca 
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so onde apenas duas das 3 classificações sao respostas. 

Isto ê descrito a seguir. 

Suponha 3 classificações binãrias A,B e C qJ e 

produzem a tabela abaixo, 

onde 

B 1 C 1 

B2C1 

B1C 2 

B2C2 

N = 1 

TABELA 6 

Al 

Xl 

X2 

X3 

X4 

TOTAL 

n1-x1 n l 

n2-x2 n2 

n -·--x 3 ,_ 3 n3 

n4-X4 n4 

-mente. Isto implica que o modelo contenha apenas 6 para 

metros, listados a seguir: 

A distribuição conjugada para o modelo e dado 

por 

q. "' B(a.,b.) 
l l l 

Vi= 1,2,3,4 

p. "' B(a.,b.). 
J . J J 

Vj = l ,2 
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-e (q 1 , 92 , q 3 , q4 , p1 , p2 ) sao mutuamente inde penden-

tes. 

Com estas suposições, a maioria das hipõteses 

de interesse são casos particulares das tabelas bidimen­

sionais. t interessante descrevermos algumas dessas hi­

põteses. 

A hipõtese mais restritiva e a falta total de 

associação entre A, B e e. Essa hipõtese e definida pe­

lo sistema 

O cãlculo de f 0 neste caso e obtido usando as 

fÕrmulas da seção 3. O mesmo acontecerã com a hipõtese 

de falta de associação entre A e (B,C). Neste caso 

Uma outra hipõtese semelhante e a falta de as­

sociação marginal entre B e C, isto e 

A falta de associação condicional entre A e B 

dado C e representada pelo sistema 
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O calculo de f 3 e semelhante ao calculo de f 1 

no exemplo 2. 

Ressalte-se aqui que a simplicidade dos cãlcu-

los esta relacionada com o fato de todas as hi-

poteses serem relações lineares entre os parâmetros. Con 

tudo, a hi potes e menos restritiva e a hi potes e de fa 1 ta de 

interação de segunda ordem qu~· cepresenta igualdade de 

associação condicional entre A e B dado C. Isto e, a as 

sociação entre A e B dentro de C
1 

e idêntica a associa­

ção entre A e B dentro de C2 • Este fato e r e presentado 

pela hipotese 

H4 q 1 = q 

q2 = tq 

q 3 = p 

q4 = tp 

onde O < q, p ; 1 e O < t < min 1 1 (-,-)=to. 
p q 

Not e que a dimensã o de H4 e 3, pois (q,p,t) 

substitui (q
1

, q2, q3, q4). 

Para encontrarmos o tamanho da superflcie defi 

nida por H4 , temos a seguinte matriz de derivadas 



57. 

q p t 

ql 1 o o 

q2 t o q 

q3 o 1 o 

q4 o t p 

O tamanho da superflcie e a integra l: 

o o o 

r r r º lt , + t 2 )( p 2 + q 2 ) • d t d p d q = I 

o o o 

Considerando a priori uma distribuiçã o unifor­

me, em íl ' o cãlculo de f 4 irã envolver uma inte gra l do 

tipo 

l rr f° B(p,q,t) dt dq dp 6(p,q,t) 
I 

o o o 

e B(p ,q,t) 

O cãlculo desta int egral exige metadas numeri-
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cos especiais, visto que na maioria das vezes os expoen­

tes sâo grandes. Esses mêtodos jã estâo implantados e 

seu cãlculo ê mais simples do que aqueles exigidos pelo 

teste clãssico da hipõtese H4 • 

t interessante notarmos a hierarquia entre as 

Hl ➔ H3 
Ho 

➔ H4 ➔ Hs 

H2 

"' t ~ 

Aqu i , hipõ t ese Hs alternativa geral, onde -a e a nao 

existem restrições. 

No pr õx im o capitulo, serao desenvolvidos tes­

tes para o equilibrio populacional de Hardy-Wei nberg, em 

diferentes situações genéticas as quais não permitem so­

luções clãssicas adequadas. As hipõteses envolv idas nes 

tes prob l emas não são lineares. 
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CAPÍTULO lll 

-EQUILIBRIO POPULACIONAL 

l - INTRODUÇAO 

A metodologia desenvolvida no cap,tulo I foi 

motivada pelos problemas discutidos neste cap, t ul o. Pe­

reira e Rogatko (1984) apresentam uma versão aproximad a 

do teste de equil1brio na situação genetica ma i s elem e n­

t a r ( s i s t e m a m o n o g ê n i c o , d i a l é l i- t ·,o e c o d o m i n a n t e ) . C o n -

tudo, o método de construção daquele teste não permite 

uma extensão adequada para situações mais comple xas. O 

metodo desenvolvido no presente trabalho, s ug er id o por 

Irony (1984), e bastante geral e inclui situações ge ne ti 

casque desmotivam a utilização de métodos clãssicos . 

Por exemplo, o equil1brio genético com genes ligad os ao 

sexo. Para facilitar a leitura, revisitaremos al guns co.!!_ 

ceitas utilizados na seqüência . 

Todas as caracter,sticas obse r vãveis no s se-

res vivos são fruto da interação de co mp onentes geneti­

cos com o ambiente. Aqui, somente os componen tes genéti 

cos serão objeto de anãlise. A inf ormação genética cuja 

unidade é denominada gene , estã localizada em materiais 

genéticos denominados cromossomos. As especies diplói­

de s, das quais iremos nos re f e rir, s ão aquelas onde os 
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cromossomos aparecem aos pares , homólogos. Um dos ele-

mentas do par e proveniente do pai e o outro da mãe. 

Um gene ocupa um lu gar físico especific o , loco, 

no cromossomo . Um loco pode ser ocupado por genes que 

codificam diferentes tipos de informação, alelos . 

cromossomos não relacionados com sexo, autossônicos, 

característica genetica final do individuo, genótipo, 

Nos 

a 

-e 

determinada pelo par de genes presentes no par de homÕlQ 

gos, nos locas correspondentes. O numero de diferentes 

alelos que podem ocupar um det~rminado l oco pode variar 

com a característica estudada. O caso onde apenas um ti 

pode alelo ocupa o loco e denominado monomórfico. No 

caso de dois tipos dialélico e se existirem mais de dois 

tipos e denominado polialélico. 

A c a r a c t e ri s t i E: a g e n e t i c a f i n a 1 e x p r e s s a ( ex te.!'.:. 

namente) no indivíduo, fenótipo, e determinada pelo genQ 

tipo de um ou mais locas. No caso de apenas um loco, o 

sistema e denominado ~ . 
monogen1,,co. 

Su ponha um sistema monogênico e dialet ico onde 

G1 e G2 são os dois tipos de genes. Os genõtip os possi 

Se as tr ê s clas­

ses são fenotipicamente distintas , o sistema e codominan 

te . Se G1 G1 e G1 G2 produzem o mesmo fenõtipo, distinto 
,... 

dominante e G2 e recessivo. 

Evidentemente, para um sistema polialêlico, poderemos 
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ter mistura das relações de dominância e codominância en 

tre as varias combina ções genotipicas. O sistema sanguf 

neo ABO ê um exemplo relevante de tal mistura . 

Nos cro mossomos ligados ao sexo, o mecanismo 

descrito acima sofre uma modificação. Nos elementos do 

sexo feminino o mecanismo permanece o mesmo,contudo, nos 

do sexo mascul ino apenas os cromossomos proveni entes da 

mae car regam informação genética do tipo descr ito acima. 

O cromossomo do par proveniente do pai, carrega, prova­

velmente, como ~nica informação-~ determinação do sexo ,,. 
-masculino do individuo. Assim, se os genes G1 e G2 sao 

ligados ao sexo, produzirão, como antes, os genõtipos 

duas 

classes genotipicas, G1 e G2 , na população mascul ina. 

O conc ei to de equilibrio que usaremos na se-

qLJência esta incluso na seguinte definição. 

Def inição 4 

Um a p o p u 1 a ç ão e s ta em e q ui l {brio, s e g u n d o um a 

caracteristica genetica,se as freqLJênc ias das classes g~ 

no ti pi c as, d esta caracter is ti c a, não se a 1 ter a m d e um a g e-

-raçao para outra . 

A prõxima definição inclui um conceito comes-

treita ligação com o de equilíbrio . Desta ligação origi 

nou-se o teorema de Hardy-Weinberg, assim conhecido pe-



los trabalhos tndependentes de Hardy (1908) e 

(1908). 

Definição 5 

62. 

Weinberg 

Uma população estã em pan-mixia se todos os cru 

zamentos ocorrem completamente ao acaso. Isto e, nao 

existe estratificação social, nem a tendência de indiví-

duas do mesmo genõtipo casarem preferencialmente entre 

si, nem a preferência por casamentos consanguíneos e nem 

a tendência de indivíduos fazerf~ a escolha de seus côn-,. 

juges com base em características físicas como estatura, 

cor de cabelos, etc. 

Alem de pan-míticas, as populações a que nos 

referimos neste capítulo devem satisfazer as seg uintes 

restriçoes: 

l) Possam ser consideradas infinitamente gran des. 

2) Tenham a mesma freqüência de homens e mulh eres. 

3) A cara cte rística estudada seja in depend ent e da fer 

til idade dos casais. 

4) Não sofram migrações relacionada s com a ca racterís 

tica estudada. 

5) Os genes não sofram mutação. 

6) Os genes não sofram pressão seletiva, isto 
,.. 
e, a 

característica em estudo não seja relacionada com 
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a sobrevivencia dos indiyiduos. 

Para uma analise mais cuidadosa dessas restri-

-çoes bem como para um estudo mais aprofundado dos concei 

tos descritos nesta seção,veja Beiguelman (1977) e Eland t -

Johnson (1971). 

Nas seções seguintes, os problemas tratados e~ 

volv em hip6teses não lineares e par~metros excedentes que 

dev em ser el i minados. Os cãlculos apresentados foram 

e xe cutados no Centro de Computação Eletrôni ca da USP e 
. . 

os programas foram desenvolvidos°' pelo Dr. Andre Rogatko 

que para os cãlculos das integrais envolvidas utilizou o 

meto do de interpolação adaptativa de Roemberg . 

2 - SISTEMA AUTOSSÕMICO, MONOGtNICO E DIA LELI CO 

Considere como G1 G1 , G1 G2 e G2 G2 o~ gen6ti­

po s r elacion a dos ao par de alelos G1 e G2 , não r elacion~ 

dos a sexo. Respectivamente a estas classes gen otipicas, 

p 1 , p2 e p 3 representam as proporções destas na popula-

- Vamos supor que o sistema -e . codominant e , isto -çao. e , 

as classes genotipicas definem classes fenotipicas dis­

tintas. Assim, em uma amostra de tamanho n, a freqLJên-

+n 3 = n, podem ser identificada s. Evidentemente, esta-

mos admitindo que os el ementos amostrais são obtidos in-
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-dependentemente, isto e, segundo um processo de Bernoul-

li (bivariado). Isto equivale a dizer que a verossimi­

lhança ê proporciona l a 

t comum o interesse de geneticista s em verifi­

car se a população em estudo ê pan-mitica e não foge das 

leis mendeli anas por fatores adversos como seleção e ou­

tros ja descritos. Isto equiva.'l.e a verif icar se a popu­

lação esta em equil1brio. Esta equivalência ê conhecida 

como a lei · de Hardy-Weinberg (HW) e esta incluida no teo 

rema abaixo. 

Teorema 4 - (Hardy-Weinberg) 

Em uma população pan-mitica que não se afasta 

das leis mendelianas, o equilibrio ê obtido em uma etapa 

de reprodução e as proporções genotipicas satisf azem a 

seguinte propriedade: 

3P 6(0,l) t.q. 

De monstraç ão. 

Vamos representar por p 1 , p2 e p3 as propor-

ções genotipicas de uma determinada geração e por q 1 , q 2 
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e q 3 as respectivas propor ções na geração subsequente. 

O seguinte quadro descreve o processo de gera­

ção de descendente s em uma popul ação com as ca ra cteris ti 

cas de s ejadas. 

TABELA 7 

TIPO DE TIPO DE DESCENDENTE PROPORÇAO 
CRUZAMENTO DOS CRUZA 

GlG2 G G · G G MENTOS -
l 2 .· . 2 2 

G1G1xG 1G1 p2 o o 2 
p l l 

G1G1xG 1G2 P1P2 P1P2 o 2P1P2 

G1G1xG 2G2 o 2P1P3 o 2P1P3 

G1G2xG 1G2 
1 2 l p2 l p2 p2 

4p2 -- --
2 2 4 2 2 

G1G2xG 2G2 o p L. p 3 P2P3 2P2P3 

G2G2xG 2G2 o o 2 
P3 

2 P3 

PROPORÇÕES 
NA OUTRA 91 92 93 l 
GERAÇAO 

l Se p= p + p l -2- 2 ' pode mos escrever 

Com estes va l ores de qi substituindo os pi na 
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- -tabela,encontraremos as propo rçoes da gera çao seg uinte 

-que serao: 

G1 G2 2p3(1-p)+2p 2 (1- p) 2 + 2p2 (1-p) 2 + 2p(l-p) 3=2p(l-p)=q 2 

G2G2 p2 (l-p) 2 + 2p(l-p) 3 + (l-p)4 = (l-p) 2 = q3 . 

O teorema então fica demonstrado. 

Não e dificil entendermos que o resultado aci­

ma pode ser estendido para o caso de polialelismo. Note 
. . 

que no caso de equilibrio, a pri~orção do gene do tipo 

G1 serã p = ~ e o do tipo G2 serã 1-p=l-~ = ;p; . 
No caso de três aletos, G1 , G2 e G3 , teriamas : para G1 , 

p=~ 

= rp-=-
6 

para G2 , q= ✓p 3 e para G3 , l-p-q=l-~- ✓p 3 = 

-sao, res pectiva-

-mente, as proporçoes das classes G1 G1 , G1 G2 , G2 G2 , G1 G3, 

A propriedade de equilibrio define ent ão uma 

relação especial entre as proporções p 1 ,p 2 e p3. Assim, 

para o geneticista decidir-se, baseado na amost ra des­

crita anteriormente, sobre a existênc ia ou não do equili 

brio, ele deve testar a hipõtese nula, H0 , que (p 1 ,p2 ,p 3 ) 

pertença ã corda n0={(x,y,z) ; xG(O,l),y=2/x(l-/x), z=(l- /x)2} 

contra a a lternativa, H1 , de que (p 1 ,p 2 , p3 ) pertença ao 

complemento de n0 em relação ao simplex íl ={ (x,y,z); x>O, .,. 

y ~O, z~O e x+y+z=l}. Esses dois conjuntos do R3 podem ser 



2 representados no R por 

e 

2 
íl~ = { (x,z); x E (.0, 1} e z=(.1-n)} 

íl 1 ={ (x,z); x ~O, z ~O e x+z ~ l }. 
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A figura 8 apresenta os conjuntos íl~ e íl 1 e a 

f i gura 9 ilu s tra os conjuntos íl 0 e íl . 

O problema estatistico que o ge ne ticista deve 

re s olver e a construção de um teste pa r a confrontar 

e 

1ft , ..... 

íl - íl . 
o 

Definido o processo de seleção amostra l , a veros similhan 

ça e dada por 

onde d=(n 1 ,n 2 ,n 3 ) e w = (p 1 , p2 , p3 ) . A den sida de a pri.Q_ 

ri escol hida na classe con j ugada e uma D3 (a 1 ,a 2 ,a 3 ) isto 

-e 

g( w) -= 



· Figura 8 - Represe ntaçao no R2 • 

é a regiao interna do triângulo. 
ga os vértices é o espaço íl ~~ 

O es paço paramétrico íl 1 

A corda interna que li 

68. 

Figura 9 - Representa çao no R3 . 
O simplex e o co njunto íl . e a 
corda interna e o con junto íl 0 . 
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onde (_p 1 , p2 , p3 l Gíl • Lembremos que a posteriori teria 

mos wld 'v D3 (_a 1 +n 1 , a 2+n 2 , a 3 +n 3 }. 

A notação abaixo simplificarã nossas fÕrmulas: 

r ( a 1 ) r ( a 2 ){( a 3 ) 

r(a 1 +a 2 +a 3 ) 

f l 
E ( a 1 , a 2 , a 3 ) = ✓ l - 3 x ( l - x ) 

a.1 -3 ª2-3 
x (1-x) dx 

o 

Note que a corda íl 0 define o sistema de equ~ 

ções p1=p 2 ,· p2= 2p(l-p) e p 3 = (l-p) 2 cujo vetor de deri 

vadas é 

I 

O comprimento de íl 0 

/ 02+0 2+0 2 dp = 212' 
1 2 3 

Il 

o 

= l ,95186. 

-sera, então, 

/Í-3p(l-p) 1 dp = 2/T E(l,l,l)= 

As funções de verossimilhança modifica das (ve­

ja def. 3 do capítulo I) são 

( 

Jg(w)v(_wld)díl 0 



e 

= a 3 +n 3 temos: 

f g(w)d íl 0 

Jg(w)v(wld)d íl 0 

Íg(w) d íl = l 
J 

e 

f g (_w )_ V (_w i d } d íl 

(g(w) díl 
J 

✓2 

A 
= 2 2 /2 

E(A 1 ,A 2 ,A 3 ) 

B { ~ 1\ a 2 'a 3 ) 

Finalmente temos: 

7 O . 

A razão das verossimilhanças modificadas pode 

então ser escrita como: 

= 
E(_A 1 ,A 2 ,A 3 ) 

B (A 1 , A 2 , A 3 ) 

B(_a 1 •ª 2 ,a3) 

E (_a 1 , a 2 , a 3 ) 
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que mu lt iplic ada por nos dã a razão de Bayes para 

o teste de H0 co nt r a H1 • O resultado abaixo resume es­

tes aspectos. 

Resul t ado 4 

Com os entes considerados, se - -e a razao 

de probabilidades a favor de H0 , o teste de Bayes 

equil1brio consiste em comparar 

para 

com uma constante k pre-determinada . 

No caso de ~=l- ~= 

mos: 

l 
2 

0,69 

ter,a-

Se o teste consiste em comparar R01 c om a uni dad e, esta-

remos com um teste que minimiza a+ 8, a soma das -me-

dias dos erros de la. e 2a. espe cies. 

Os resu lt ados que a presentaremos se referem ao 

caso uniforme desc r ito ac i ma . 

..... -Vamos supor que o tamanho da amostra, n, e pre 
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fixado. 
.... 

Isto e, 

n ! 

1 1 1 

n l • n 2 . n 3 • 

Com tal processo, as preditivas serão 

n ! 
e 

1 1 1 
n 1 . n 2 • n 3 • 0,69 

(n+l)(n+2) 
= 

2 

Vam os definir a região critica do teste como 

< 1 } 

e os e rros serao 

e 

A tabela 8 apresenta os valores desses 

para alguns tamanhos de amostra. 

erros 
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TABELA 8 

~ 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

a 0,207 O, 131 O, 110 0,094 0,085 0,077 0,073 0,065 0, 063 0, 058 

s 10,379 0,355 0,321 0,298 0,275 0,265 0,250 0, 243 0,233 0,227 

1 

Para ilustrar o tipo de região c ritica obtido p~ 

lo teste, a tabela 9 descreve o· ~spaço amostral onde os va 

lores de n 1 e n3 sao as entradas das colun a s e linhas, res 

pectivamente. O corpo da tabela~ pree nc hido pela parte 

inteira de R0 1 • Assim os pontos com ze ros formam a região 

critica e os com inteiros positivos formam a reg ião de acei 

tação. Se a figura 5, com dimensões adaptadas, sobrepor e~ 

ta tabela visualizaremos o õtimo ajuste da corda de equili 

brio com a região de aceitaçã o . 

Neste ponto devemos nos perguntar se se ria poss1 

vel testarmos equil1brio no caso de dom i nânc i a do gene A1 • 

A amostra observada neste caso serã (n 1 +n 2 ,n 3 ) e a verossi 

milhança seria proporcional a 

n3 n 1+n 2 
P3 (p 1+ P2 ) . 

Para evitar mais um desenvolvimento algebrico, 

vamos anal i sar este problema apenas no seu lado intuitivo. 



~o 1e Tabe l a 9 - Espàço amostral pa ~ti cionado 
1 S 1e o pe 1 os . valo re s inteiros da razao de Bayes. ,~ 17 o o 
47 lT 1 o o n = 50 
46 1& 1 o o o ,, 15 z o o o o 

. H 14 3 o o o o o 
1 3 l J .J o o o o o o 
12 12 1 e o o o o o o 
1 1 1 1 5 1 e o o o o o o 
,o 9 5 1 o o o o o o o o 
39 li (, z o o o o o o o o o 
)8 7 6 2 o o o o o o o o o o 
l7 6 6 J 1 o o o o o o o o o o 
~e 5 6 J 1 o o o o o o o o o o o 
J5 4 :s 1 1 o o o o o o o o o o o o 
: 1 J 5 1 2 o o o o o o o o o o o o o 
3 l 2 5 ' 2 1 o o o o o o o o o o ó o o 
)2 2 4 1 3 1 o o o o o o o o o e o o o 0 
Jl 1 3 1 J 2 o o o o o o e o o o o o o o o 
30 1 3 4 J 2 1 o o o o o o e o o o o o o o o 
i.9 o 2 3 J 2 1 o o o o 0 o o o o 0 o o 0 0 . o o 
a o 2 3 3 2 1 l o o o o o o o o o o n O· o o o o 
17 o 1 z J J 2 l o o o o o o o o o o o o o o 0 o o 
é.& o 1 2 3 J 2 1 o o o o e o o o o o o o o o o o o o ,5 o o 2 2 J z z 1 o o o o o o o o o o o o o o o o o o 
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Evidentemente, para todo valor de p3 , vai existir um de 

p6(0.l) tal que p3=(l-p) 2 e logo p1 +p 2 =l-(l-p} 2 o que 

não implica que p1 = p2 . Assim, a amostra pode trazer 

nenhuma informaçao sobre o equilíbrio. Todas as informa 

ções, possíveis de serem analizadas, estão contidas na 

priori. Assim, um estudo sobre as relações entre a 1 , a 2 

e a 3 e que poderã auxiliar nas conclusões sobre equilí­

brio. 

Existem ainda exemplos onde apenas parte dos 

n 1 elementos e parte d os n 2 e l e_i:n_e n tos , sã o c l as si fica d os 
... 

em suas respectivas classes, visto que o processo de 

identificação e muito caro. A verossimilhanç a nesses ca 

sos serã proporcional a 

onde N1 +N 2 +N 3 = n 1 +n 2 . Problemas como es te sao tratados 

em Basu & Pereira (1982). Contudo,não temos con hecimen­

to de_ trabalhos que desenvolvem testes pa ra tai s casos 

de dados incompletos. Com a metodologia aqui de senvo l vi 

da, os testes são constru,dos seguindo as mesmas linhas 

daqueles desenvolvidos ate aqui . Evidentemente, as inte 

grais envolvidas deverão ser calculadas numericamente. 

Finalizamos esta seção com um cãlculo aproximi 

do da razao de Bayes, R0 1 . Uti lizando o desenvolvimento 

em serie de Taylor da funçao Il-3x(l-x)J½· no ponto x= + 
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e utilizando apenas os tr~s primeiros termos (at~ a se­

gunda dertvada), vamos considerar a aproximação 

1; l l 2 5 [l-3x ( l-x) J 2 'v - 2- + 3(x- 2 ) = - 4- - 3x(l-x). 

O cãlculo de E(a 1 , a 2 ,a 3 ), usando esta expres­

são, serã reduzido â seguinte forma: 

onde B2 (x,y) ê a função beta no ponto (x,y ). 

Càmo normalmente a 1 ,a 2 e a 3 são inteiros, pod~ 

mos escrever 

onde A= 
2(a 1 +a 2 +a 3 )-4 

2(a 1 +a 2 +a 3 )-3 
e R = 

No caso de uma densidade un if orme a priori te­

r1amos a seguinte aproximação para R01 : 

(n+2) ! 
X 

( 2n+ l ) ! 3 

( l 5 - 12 
2n+2 [2n1 +n 2+1 

2n+3 2n+2 J l 
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Note que 2n e Q numero total de genes na amostra, 2n 1+n 2 

e 2n 3 +n 2 sao as freqUências (gênicas) amostrais dos ge­

nes G1 e G2 , respec tivamente, e finalmente n 1 ,n 2 e n3 sao 

as fre qU ênc ia s genotipicas da amostra. O nosso teste, 

en tão, relaciona freqílências gênicas com freqUências ge­

notipi cas e isto e um a propriedade esperada em qualquer 

bom teste. 

3 - SISTEMA DE GENES LIGADOS AO SEXO, MONOGÊNICO E 

DIALELICO. 

-Nesta seçao vamos supor que os genes G1 e G2 sao 

ligados ao sexo. Isto equivale a dizer que a população 

masculina e particionada em apenas duas classes ge notipl 

cas, representadas por G1 e G2 , e a população fe minina, 

como a ntes, e particionada nas três classes G1 G1 ~ G1 G2 e 

Esta estrutura define duas subpopulações dis t in­

tas (masculina e feminina) que atraves de seu cru zamento 

surgirão duas novas subpopulações. Na população femini-

na, como antes, p 1 ,p 2 e p3 vão representar as pro porçoes 

fenotipicas . Na população masculina q 1 e q 2 , q 1 +q 2 = l, 

são as proporções das classes genotipicas G1 e G2 • 

Vamos agora supo r que uma amostra casual de ta 

ma nha me retirada da popula ção feminina e uma amostra 

de tamanho n e retirada da população masculina. Repre-



sentando as freqLJê ncias da s classes genotipicas por m1 , 

m2 e m3 na amostra de f~mea s (mul heres) e por n1 e n2 na 

amostra de machos (h omen s),a ve ro s similha nça serã 

ond e =(p 1 ,p 2 ,p 3 ,q 1 ,q 2 ), d=(m 1,m 2 ,m 3 ,n 1 ,n 2 ) e a substi ­

tui 11 proporcional ã". 

A distribuição a priori conjugada e descrita 

como 

Lembre mos que D2 (b 1 ,b 2 ) ê a representa çã o singul ar da Be 

ta com parâmetro (b 1 ,b 2 ). A posteriori te remos 

(p 1 , p2 ,p 3 )ld /\, D3 (A 1 ,A 2 ,A 3 ) e 

(q 1 , q2 ) id /\, D2 (81, 82 ) 

Como jâ vimos, o inte r ess e do geneticista e ve 

r i ficar se a populaçao em estudo e pan-mítica e 

afasta das leis rnendeliana s. 

-nao se 
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O resultado abaixo mostra que no presente caso 

esta htp6tese n~o ~ equtva lente â hipBtese de equillbrio. 

Teorema 5 

Em uma população pan-mitica que não se afasta 

das leis mendelianas as proporções genotipicas satisfa­

zem ã seguinte propriedade: 

]sG(O,l) e tG(O,l) tais que 

p 1 = st, p2 =(1-s)t+s(l-t) , p3 = (1-s)(l-t ) ., 
e q = 1-t 2 • 

O equilibrio ocorre se e somente se s=t. 

De monstração 

Representando por (p 1 ,p 2 ,p 3 , q 1 ,q 2 ) o vetor de 

proporções genotipicas de uma determinada geraçio, seja 

(P 1 ,P 2 ,P 3 ,Q 1 ,Q 2 ) o vetor correspondente na geraç ão subse 

quente. 

O processo de geração de descendentes e descri 

to pelo seguinte quadro: 
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TABELA 10 

TIPO DE TIPO DE DESCEND ENTE PROPORÇ;a:O 
CRUZAMEN-

G1G1 G1G2 G2G2 Gl G2 
DOS 

TO CRUZAMENTOS 

G1G1XG1 
l o o 1 o 2 P1q1 2 pl ql P1q 1 

G1G1xG2 o 1 o l o 2 pl q2 2 plq2 plq2 

G1G2XG1 
1 1 o 1 1 
4 P2q1 4 P2q1 4 P2q1 4 P2q1 p2ql 

G1G2xG 2 o 1 1 1 1 4 p,,_ q2 4 P2q2 4 p2q2 4 p2q2 p2q2 

G2G2xG 1 o 1 o o 1 
2 p3ql 2 p3ql p3ql 

l 
. . 

1 •·. 
G2G2xG2 o o 2 p3q2 o 2 p3q2 p3q2 

PROPORÇAO i' 1 1 1 1 l NA OUTRA L pl 2 p2 2 p3 2 Ql 2 Q2 
GERAÇAO 

Se t s = q 1 , temos 

·q1 _= t e 02 =(1-t) , o que prova a primeira parte do teore-

ma. Note tambem que se s=t, então, p1=s 2 , P2. = 2s(l-s), 

= s 2 +s(l - s)=q 1 e Q2 =q 2 • Isto prova que o equil ,b rio oco~ 

re se e sã se esse sis t ema e sa t is feito. 

Este resultado i nt r o duz dois tipos de hipÕtese: 

Pan-mixia e Equil1brio . Os c onjuntos envolvidos sao apr~ 

sentados a seguir . 



Para possibilitar uma representação grâfica, os 

conjuntos envolvidos serão definidos no R3 , visto que 

p2 =1-p 1 -p 3 e q2 =1-q 1 • O espaço paramêtrico para (p 1 , p3 , 

q 1 ) e O conjunto 

íl = {(x,y ,z); x~O, y~O, x+y~l e O::: z ::: l} . 

A hipõtese de pan-mixia e representada pela superficie 

íl 1 = {(x,y ,z); O~x,y,z~l, y=(l-z)(l- f-), x+y ~l } . 

Finalmente a hipõtese de equilt~tio e representada pela 

corda 

íl 0 = {(x,y,z); O~z~l, x=z 2 e y=(l-z) 2 } . 

As figuras 10 e 11 descrevem os conjuntos íl 0 , íl 1 e íl. 

Aqui, o problema estatistico do geneti .cista 

a ~onstrução de um teste para confrontar as hipõ teses 

Equilibrio 

Voltando ao espaço original, R5 , a corda íl 0 

-e 

-e 

caracte rizada pelas equações p1 -=s 2 , p2-=2s(l-s), p3=(1-s) 2 , 
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Figura 10 - Espaço íl incluindo 
a superfTcie íl 1 e a corda íl 0 • 

Figura 11 - Espaço íl , super fTc ie íl 1 e a corda 
íl 0 vistos de outro ~ngulo . 
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q1 =se q 2 = 1~s que produzem o seguinte vetor de deri­

vadas: (_2s, 2-4s, -2(1-s), l, -1), cuja soma de quadra­

dos pode ser escrita como 2{1+4[1-3s(l-s)J } . O compri­

mento da corda, no R5 , sera então 

l 

12 1 IÍ+4[1-3s(l- s )] 1 ds= 12'E(l,l,l,l, 1)=2,424 
) 

o 

r i 
onde E(a 1 ,a 2 , a 3 ,b 1 ,b 2 ) = j li+4[1-3s(l -s )J 1 s ª - 4 (1-s) B- 4ds, 

o 

Ainda no R5 , a superfície íl 1 e caracteri zada pelo siste­

ma 

e 

cuja matriz de de riv adas e dada por: 

,- t l-2t t-l o -~ l L s l-2s s-l l 

Os determinantes de ordem 2 -serao 

D -1 - t-s 
' 

D = 2 s-t, D =t 3 ' 
D -4- -t ' 

D = 5 t-s D6 =1-2t D = 
7 2t-l 

D = 
8 t-l D =l-t 

9 010= 0 
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cuja soma de quadrados serã 

r t-s 2 J 4 L l-3t(l-t} + 3 ( 2 ) 

A ãrea da superficie íl 1 , no R5 , serão valor da integral 

2 ( l J 1 
J /, - 3 t ( l - t ) + 3 ( t 2 s ) 2 1d s d t = 2F(l,l,l,l,l) = 3,76 

o o 

onde 

1 1 -------,---------. a 2 - l 
F(a 1 ,a 2 ,a 3 ,bl'b 2 ) = j f /1-3t(l-t)+3(t;s )2' Ul-t)s+t(l-síl x 

o o 

Definido o processo de seleção da amostra, ave­

rossimilhança ê dada por 

Usando a distribuição conjugada a priori , as ver ossimilhan 

ças modificadas, correspondentes a H0 , H1 e H2 s erão: 

F(A 1 ,A 2 ,A 3 ,8 1 ,8 2 ) 

F(_a1,ª2•ª3•b1,b2) 

B(A 1 ,A 2 ,A 3 )B 2 (_B 1 ,8 2 ) 

8 (_a l , a 2 , a 3 } 8 2 (_ b l , b 2 ) 

e 
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Com estas funções, o teste e obtido usa ndo-se 

o item b do Lema 1. Este te ste estã incluído no resulta 

do abai xo. 

Resultado 5 

Sendo ~0 , ~ 1 e ~2 as probabilidades a pri ori 

das hipõteses H0 ,H 1 e H2 , respectivamente, o teste de 

Bayes para equil1brio e pan-mixia cons i ste em comparar, 

respectivamente, 

com as 

com o 

E ( A 1 , A 2 , A 3 , B 1 , B; J· 

F(A 1 ,A 2 ,A 3 ,B 1 ,B 2 ) 

E(A 1 ,A 2 ,A 3 ,B 1 ,B 2 ) 

B(A 1,A2,A3)B2(B 1,B2) 

constantes e o 1 , Co 2 e e 1 2 , 

teorema 3a. do cap1tulo I. 

-

F(a1 ,a2,a 3,b1,b2) 

E(a 1,a2, a3,b1,b2) 

B(a1 ,a2, a3)B2(b1,b2) m2 
---------- 2 e 

B(a1'ª2'ª3)B2(b 1,b2) 

E(a1 'ª2 ,a3 ,b1 , b2) 

pre-fixadas de acordo 

No caso onde m e n sao previamente fix ados, a 

verossimilhança - produto de t rinomial b i -e o uma por uma 

nomial. A tabela 11 apresenta os e rros para alguns ca­

l sos onde m=n, ~0 =~1=~2= - 3- e a 1=a 2=a 3=b 1=b 2=1. As ra-

zões neste caso são reduzidas ãs seguintes expressões: 
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E(m1 +1 ,m2+1,m3+1 ,n1 +1,n2+1) l ,881 m2 
ROl = 2 

F(m1+1,m2+1,m 3+1 ,n1 +1,n 2+1) l , 714 

m 
E(m1+1,m2+1,m::i+l ,n 1+1,n2+1} [(m+2)!J 22 2 

R = 02 1 1 1 1 1 3,427(m+2) ml. m2. m3. n 1 . n2. 

A decisão sera favorãvel a H0 se R01 ~1 e R02:;l; 

sera favorãvel a H1 se R01 < l e R02 ?; R01 e; sera favorã 

vel a H2 se R02 < l e R02 < R01 . As tabelas de 12 a 22 

descrevem as decisões de cada ponto amostral, para n = m= 

= 10, ao utilizarmos esta regra. Evidenteme nte, as fÕr-

mulas acima podem ser reduzidas caso se utilizem metodos 

padrões de _aproximação. 

TABELA 11 

1 

TAMANHO DA AMOSTRA n=m 

ERRO 5 10 15 20 25 30 

ª1 0,2073 0,2116 O, 1977 O, 1867 O, 1822 0,1699 

ª2 0,2857 0,2534 0,2151 O, 1960 0,1782 0,1556 

Bo 0,0301 0,0136 0,0131 0,0133 0,0150 0,0180 

B2 0,0476 0,0441 0,0469 0,0511 0,0584 0,0676 

Yo 0,2147 0,1313 O, l 015 0,0761 0,0592 0,0498 

Y1 0,1371 O, 1089 0,1043 0,0931 0,0838 O ,0781 

TOTAL 0,9225 0,7629 0,6786 0,6163 0,5768 0,5390 
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Note que todos os testes aqui descritos são tes 

te s exatos . Para que e sses testes possam ser largamente 

util iz ados e difu nd i dos necessa r io s e t orna o dese nv o lvi 

menta de uma for te i nfr a-estr ut ura c omputacional. E im ­

portante aqui l emb r ar mos das difi c uldades que en contra­

riamos para a utilização de um método c1ãssico, que para 

este problema especifico e construido para grandes amos­

tras, não sendo portanto exato. Veja Elan dt - Jonson 

(1971) para uma descrição desses metadas. 

li 

4 - GRUPO SANGUINEO ABO 

Como foi comentado na seção 2 , na o seria difi­

cil provar que, em um sistema autoss ômico, mono gênico e 

po1iale1ico, equilibrio e pan-mi xi a são conceito s equiv! 

lentes. Isto e, a lei de Hardy-Weinberg -e sa tisfeit a , 

mesmo em sistema polialelicos. Assim, a constr ução do 

teste de Bayes em tal sistema, no caso de cod ominância 

total, seria um simples exercicio alge brico, po is, as 

etapas a segu i r são aquelas descr it a s na seção 2 . Assim, 

decidimos descreve r aqui apenas o caminho que de ve ser 

seguido no caso onde e x is t a mis tura de relações de domi­

nância e codominân c ia. Mais especificamente, apresenta­

remos o problema do teste de eq ui1ibrio do grupo sangüí­

neo conhecido como ABO. 
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No grupo sangLJíneo ABO , os três alelos, não rela 

cionados a sexo, A,B e O produzem os 6 genatipos AA, AO, 

BB, BO, AB e 00. Contudo, apenas 4 fenotipos s ã o obti ­

dos da seguinte forma: 

TABELA 23 

FENÕTIPO GENÕTIPO PROPORÇJ\O 
FENOTTPICA 

1 A AA ou AO P1 

B BB ou BD P2 .. 
AB AB P3 

o 00 P4 

Com referência a este grupo sangüineo, uma po­
pulação estara em equil1brio H-W se, considerando s,t e 
(1-s-t) como as freqLJências gênicas, as freqüências gen~ 

t1picas são dadas por 

Genõtipo 

Proporção 

AA AO 

s2 2s(l-t-s) 

BB BO AB 

t 2 2t(l-t-s) 2st 

00 

(l-s-t)2 

Como apenas as classes fenot,picas são observaveis, con­

sidere uma amostra de tamanho n onde as freqüênci a s refe 
-rentes a estas classes sao n 1 , n2 , n 3 e n4 , n1 +n 2 +n 3 +n 4 = 

4 n· 
=n. A verossimilhança sera então proporcional a TI p. 1 

i = l 1 

mostrando que o parâmetro identificavel e 
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onde íl e o simplex 

Testar o equil1brio, corresponde a testar a hipõ t ese 

H O : w 6 íl O , o n d e íl O (e íl ) e um c o n j u n to d e f i n i d o p e l o s i s te 

ma 

P 1 = 2s-s 2 -2st 

P 2 = 2t-t 2 -2st 
,. 

P3 = 2st 

P4 = (l-s-t) 2 

contra a alternativa H1 :w 6 íl - íl 0 • A matri z das deriva­

das do sistema serã 

e 

2 

l2(1-s-t ) -2t 2t -2(1-s-t)l 

-2s 2(1-s-t) 2s -2(1-s-t)_ 

para a soma dos quadrados dos dete r min antes de ordem 

teremos 

l 6 { 3 ( l - s )2 ( l - t )2 - 4 ( l - s - t )Is ( l - s )2 + t ( l - t )2 J } = l 6 6 2 

o volume do simplex íl e dado por 

r d íl = 
) 

v'47 
3: 

= 1 
3 
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A ãrea da superf1cie íl 0 sera então 

(
l (1 -S 

= 4 6ds d t = 1 ,06564 
) ) 

o o 

Ao considerarmos como priori para w uma distrl 

buição de Dirichlet, D4 (a 1 ,a 2 ,a 3 ,a 4 ), podemos calc ular 

as verossimilhanças modificadas. Seja 

1 1 - S 

= ( 1 69 ( s , t) d s d t 
) ) 

onde 

o o 

Assim, teremos 

e 

onde A1 = a 1 +n 1 , A2 = a 2 + n2 , A3 = a 3 + n3 e A4 =a 4 +n 4 . 

Caso a distribuição uniforme seja, como antes, a distri­

buição escolhida como priori das freqüên cias gen ot,picas, 

teríamos a 1 = a 2 = 2 e a 3 = a 4 = 1 . Se a 1 em d i s to, n e p r e - f i -

xado, isto e, h(d) = 
n ! 

f 1 (d) 

1 1 1 1 n 1 • n 2 . n 3 . n 4 . 

n+5 -1 
= (n 1 +l)(n 2 +1)( 5 } 

obteríamos 
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Resultado 6 

l 
2 

e de considerar-se uma 

uniforme para as proporções genotipicas, teriamas como ra 

zão de Bayes a expressão 

E(n 1+2,n 2+2,n 3+1,n 4+1) (n+5) ! 
Ro 1 = ----------------

E (2 ,2, l, l) (n 1+1) ! (n 2 +1 )!n :i !n4 !5! 

Para ilustrar o .uso de R01 , considere o exemplo abaixo: 

Exemplo 

Em uma amostra da população nordest ina brasi­

leira encontrou-se as seguintes freq~ências genotipicas: 

tramas 

R01 = 2,3029 

o que favorece a hipõtese de equilibrio. Assim, caso, 

decidamos que o teste deve minimizar a+S, o 

não deve ser rejeitado. 

equ ilibrio 

Com este exemplo fica trans parente as dificul­

dades de utilização de nossa metodologia, caso não se t~ 

nha ã disposição um computado r de grande porte. Contudo, 

mé t odos de aproximaçoes podem ser desenvolvidos com o 

objetivo de viabilizar o uso de pequenas calculadoras nos 
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cãlculos descritos. 

Na pr5xima seçao o teste da seçâo 2 ~ compara­

do com o teste pad r ão do qu i- qu adr ado . 

5 - COMPARAÇAO DOS TESTES DE BAYES E QUI-QUADRADO : 

SISTEMA AUTOSSÔMICO, MONOGÊNICO E DIALELICO . 

O objetivo desta -seçao e aval i ar a perfor-

mance do teste de Bayes em relação ao teste do qui - qua-

drado. Evidentemente, devemos ~·a.Tacter i zar as condi-

ções de comparação entre os dois testes . Consideramos 

aqui apenas o sistema autossômico, monogên ico e dialeli­

co. 

Ao efetuar um teste de hipõtese, o estat istico 

indica a decisão a ser tomada e apresenta os valore s dos 

erros de la. e 2a. espécies. Evidentemente esses valo-

ressão calculados com base em suposições e afirmações 

teõricas usadas na construção do teste . Co ntudo, os va-

lares dos erros que efetivamente são co met i dos, podem 

ser diferentes daqueles que são info rmado s pelos estatis 

ticos. Os valores dos erros efetiva mente cometid os -sao 

definidos como: 

Definição 6 

Suponha que um tes t e 6 fosse aplicado um gran-
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de numero de vezes. 

a) a*( l ) ª a proporção esperada de vezes que rejeita 

riamos H0 quando H0 e verdadeira. 

b) S*( ó) e a proporção esperada de vezes que aceita­

riamos H0 quando H0 e falsa. 

Note que a(ó) e S(ó) sao as probabilidades dos erros, 

informado pelo estatistico com base em seus cãlculos. A 

comparação que serã feita aqui, e baseada na seguinte de 

finição: 

Definição 7 

Um teste o1 e considerado superior ao teste o2 

se as duas condições abaixo são satisfeitas. 

O valor de k depende da relação de imp ortãncia 

entre os dois tipos de erro e assim depende do problema 

de aplicação que se esta resolvendo. O criterio (i) es­

ta na mesma direção do teorema la do capitulo I. O cri­

terio (ii) indica o melhor teste como aquele cujos valo-

res dos erros efetivos estão mais prõximos dos valores 

calculados pelo estatístico . Isto e, o melhor teste 
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aquele qu e alem de errar me nos ê o que men os "mente". 

Para conf r ontar o teste da seção 2 com o teste 

qui - quad r ado, co ns id e rou -s e k=l (erros igu a lm ente imp or ­

tantes ) e o ta ma nho de amostr a r azo ave lm ente grande, n = 

= 50. Com estes valores, o teste de Bayes produ z a t a-

bela 9 que informa para cada amostra poss,vel a decisão 

a ser tomada. Os valores calculados para os erros do 

teste de Bayes são a = 0,085 e B = 0,275 . Com este valor 

de a , constru,mos a tabela 24 que informa, para cada po~ 

to amostral, se a hip6tese de ~~uil1bri o, H0 , ê rejeita-
•·· 

da (F) ou aceita (T) pelo teste do qui -quadrado com 

vel de significância a = 0,085. 

-r 

n 1 -

Acreditamos assim, que os tes t es são construi­

dos sob as mesmas condições e assim a comparação ê plau­

sivel. 

No espaço paramétrico íl 1 (veja figura 8), con­

siderou-se o conjunto dos pont os, E, formados pe los en­

contros das linhas p1 = i e p 3 = j 

onde i, j = 0;0,l;0,2; .. . ; 0,9;1, e xc l uindo-se aqueles 

que estariam na corda de equil1br io. Pa r a cada um dos 

pontos de E , fo r am ge r adas 200 amostras de tamanho 50 e 

regis tro u-se o numero e 2 de amostras que aceita r iam equ1 

l i brio com o teste qui - quad r ado e o numero e 2 de amos­

t r as que aceita r iam o equ ilíbrio com o teste de Bayes. 

Com a so ma dos e 2 , ca l cula-se a proporção das amostras 



TABELA 24: Decisões indicadas pelo teste qui-quadrado com 
a = 0,085 e n = 50. T= aceita (;!qu i libri o 51) r 

49 r r F= rejeita equ i libri o 
4e T r r 
47 T r. r r 
4& r r r r f 
4": T r r r f r 

" T T r r r r r 
4 3 T T r r r r r r 
42 T r r f f r r r r 
41 T r r r F r r r r r 
40 T T r f r r r r r r r 
}j T T T r r r r r r F r f 
J~ r T f r r r r r r r r r r 
u T T T r r r r r r r r r r F 
! & r T T T F r r r r r r F r r F 
.! ~ T T T T r r r r r r r F F r F F 
H T r T 1 F r f r r r r F F F F r f 
1~ T T T T T r F r F f r r f r r r · r F 
!2 T T T T T F F r r r r r f F F F f r r 

'° 11 T T T T T T r r r r r f f r r r r r r f OJ 
3':l F' I r T f T r r r r r r r F F r r r f r F 
a r r T T T r T F F F r F r r F r f F r F f 
;e r r T T T r T r r r r r f r r r r r F f r r f 
27 r T T í T r ' r r F r F r r f f f r r f r r F F .& r r T T T r r T r F F r F F F r r f f r F r F r f 
,5 r F T T T T r T T r r r F f r r r f r r e r r r F r ,4 r r T r T T T T T r r f F f f r f r r r r r r r r f r 
23 r r r T r r r r T 1 r r F F r r r F f r r F r r r. r r r 
·? 
" F r T T T T r T T T T r F f F F F F f f r f r f f r r r ,1 F r r 1 T T r r T T r F F r r r. r r r r f r f r r r r r . ~o f r r 1 r T T T T T T r r r r r r r f F r F F r F r f r r .J" 
19 r r r r T T T T 1 T T r f F r f r r F f r r r F r r r r , r r 
1e F r r r r T T T T T r 1 1 T F f r r r r r r r r r r r r F r r r r 
1' r r. r r - r T r T T T r J r r r r F r F r F r F r F r r r r r r r r F 
lb r F r r r T r T T T T 1 T r T 1 r f" r f F r f r r r r r r r r r r f' r 
15 r r F r r r T 1 1 T 1 r T T I T f r r r r f F r r r r F r F r r r r r 
14 r r r f F r T T T T 1 T T T T T 1 r r F r f r r r r F r F r r r F r F F 
1 ! r r r r r r r r r T r 1 T r T T 1 T r f F r F r F r r r r r r í r r F r r F 
12 r r F r F r r r T T 1 T T T T T T T 1 ' r r f r r r r r r r r r r r r r r r r 
11 r r r r r r r r r T T 1 T T T T l T f T ' r r r F r r r r F F r r r í F r r F r 
1' r r r r r r r f r F r T r r r r r T 1 T T T T F r r r r r F r r r r r r r r F r r 

q r r r r r r r r F r r ' r T T 1 T T r 1 r T 1 r r F r r r r F r r r F r r f r r . r 
6 r r r r r r r r r r r F T T T , T T r l T T T T 1 r r F r F r F r f r r r r r r r f 

' F r f f r F r F r r F r r T r r T T T T T T T T T T r r r r r r r f F F f r r r r f r 
& r f r r r r r r r r F r r r T T T T T T T T T T T T T 1 T T r r r r r F r F F F r F r F r 
5 r r r r r r r r r r f r r r r r T T r 1 T T T T 1 T T l T T T T F r r f F r F r r F F F r r 
4 r r r r r f r r r r r r r F r r r r T T l r T T T T r r r T r r T T F r r r F r r r r r r f r r r: r r r r r r r F r f r r r F r F T T T T T T T T T T T r T T T T T f r r r · r r F r r f f 
2 r r r r r r r r r r r r r f F F r f r f r r T T T l T T T T T T T T T T T T T T r r r r r F r r r 
1 r r r r r r r r r f r F r f f r ( r r r f f f r r r r l r r T T T T T r r T T T T r T T 1 r r F r r 
o F r r r r r F r r F r f F r f F F r r r F F f r r r f r r r r T T T r T r T 1 T T r T r T T 1 r T T 

o l ?. .l ~ & 1 8 9 10 11 12 ; .l ' l ~ !5 lC .l7 ~ n 19 2 0 ?1 
, ~ :n 24 2 5 << 26 u 2e l 9 3C 31 32 13 ! ~ 35 .l& 3f H 39 4C H 42 ld H 4 ~ ~& H 46 49 5C 
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que levam a a ceitação de H0 • Esta proporçao e a estima­

ttva, ê*,do erro efetivo B* do teste qui-quadrado. Com a 

soma dos e 2 calcula-se a proporção das amostras que le­

vam a aceitação de H0 • Este e a estimativa do erro efe­

ti vo B* do teste de Bayes. Estas estimativas estão na 

tab el a 25. 

Na corda íl b (figura 8) considerou-se os 11 

pon to s obtidos com p 1 =0; 0,1;0,2; ... ; 0,9;1. Da mesma 

f or ma, pa r a cada um desses pontos foram geradas 200 amo~ 

tr a s de tamanho 50 e registrou~~~ o nümero ~1 de amos­

t r as que rej e itariam equil1brio pelo teste qui-quadrado 

e o numero . e 1 pelo teste de Bayes. Com a soma dos e 1 e 

com a soma dos e 1 obt~m-se respectivamente as estimati­

vas do erro efetivo a* do teste qui-quadrad o e do teste 

de Bayes. Os resultados estão na tabe la 25. 

TABELA 25 

EFETIVO(SIMULADO) TEÕRICO(CALCULADO ) 
a * B* TOTAL a B TOTAL 

BAYES 0,1005 · 0,3175 0,4180 0,085 0,275 0,360 

x2 0,2191 0,3292 0,5483 0,085 * -

* Valor desconhecido 

Os valores apresentados na tabela 25 sugerem 

uma superioridade do teste - de Bayes em relaçao ao teste 
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qui-quadrado pois o critério (i) da definição 7 e satis­

feito em favor do teste de Bayes. A falta do valor de 

B para o teste de qui-quadrado prejudica um pouco a ana­

lise do criterio (ii). Contudo, com apenas o valor de 

a, concluimos a superioridade do teste de Bayes visto 

que a distânc ia entre a e a * ê muito menor para este tes 

te. Hã que se ressaltar, no entanto, o fato de o t e ste 

qui-quadrado estar sendo aplicado mesmo em amostra com 

pequenas freqüências esperadas. Para que um julgamento 

justo possa ser feito, necessitamos in.c_luir em nossas 
,. 

simulações um dos testes exatos descritos na literatura 

para pequenas amostras. A nossa decisão de considerar 

apenas o teste qui-quadrado foi devido ao uso indiscrimi 

nado deste tes te por uma parce la relevante da nossa comu 

nidade de usuãrios. 
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Preliminares 1111111111111 1111111111111111111111 

Teorema 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Teorema la, ,,11111 11111111111111111111111111 

Teorema 2 111111111 11111111111111111111111111 

Teorema 2a, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
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EQUILÍBRIO POPULACIONAL 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Ili 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Comparação dos testes 

sistema autossômico 

de Bayes 

monogênico 
e 

e 

qui-quadrado: 

dia 1 ê 1 i co, , , , 1 1 

Definição 6 

Definicão 7 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 , 

Tabela 24 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Tabela 25 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Grupo li • sangu1neo ABO .. 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Exemplo 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Resultado 6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Tabela 23 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Introdução 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Definição 4 
Definição 5 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Sistema autossômico monogênico e dialêlico 

Figuras 8 e 9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Resultado 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 t 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Tabela 7 
Tabela 8 
Tabela 9 

Teorema 4 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 t 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 t 1 1 1 1 1 1 1 e 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 l 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 f 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
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94 

91 

59 

61 

62 
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68 

71 
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73 

74 

64 



l O 6. 

QlliL_ 

Sistema de genes ligados ao sexo monogenico e 

dialêlico 1111111111111111111111111111 ••••••••• 77 

F i gu rGs 1 O e 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 82 

Resultado 5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 85 

Tabela 10 11111111111111111111111111111111111 80 

Tabela 1 1 ' ' 1 1 1 1 ' ' 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 t 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 86 

Tabelas 12, 13, 14 e 15 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 87 

Tabelas 16, 17, 18 e 19 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 88 . ,. ,_ 

Tabelas 20, 21 e 22 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 89 

Teorema 5 111111111111111 li l l l li l l l l l 11111111 79 

TABELAS CONTINGENCIA 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 30 

Exemplos 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 48 

Exemplo 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 t 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 t 1 1 48 

Exemplo 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 50 

Figuras 5, 6 e 7 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 51 

Tabela 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 49 

Tabela 5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 t 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 t 1 1 1 50 

Introdução 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 30 

Pre liminares 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 31 

Figuras 3 e 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 35 

Propriedade 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 34 

Propriedade 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 36 
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Tabelas rxs 37 

Lema 2 ....... , ................. , ........... . 41 

Resultado 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 43 

Resultado 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 44 

Resultado 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 , 46 

Tabela 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 37 

Tabela 2 e 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 38 

Tabelas 2x2x2 . .. ,. 
111 1 111111111111111111 111111111111 53 

Tabela 6 54 




