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INTRODUCAO

O presente trabalho tem como finalidade a apresenta-
- ¢ao de resultados recentes, por nos obtidos, sobre a teoria
?Tf‘das élgebras e aplicacgoes as élgebras universais.

0 termo algebra e, em todo éste trabalho, wusado no
sentido de élgebra associativa (nao necessariamente comutati-—
va) e com elemento unidade. Todo anel e comutative e unita-
rio e um modulo sobre um tal anel, unitario. Todo homomorfis-
mo de algebras ou aneis transforma elemento unidade em elemen
to unidade. Por homomorfismo de élgebras graduadas entende-
mos homomorfismos de grau zero.

No capitulo I obtemos resultados gerais mostrando que
uma condigao necessaria e suficiente para que uma élgebra se-
ja de integridade ou sem torgao & que ela 0 seja localmente.
No cap{tulo IT aplicamos estes resultados as élgebras
universais. O tema central é uma caracterizacao dos anéis lo-
cais regulares (cf. §2), caracterizagdo essa ja obtidaem 12.
Restava, porém, o0 problema de saber se isto caracterizava os
pontos simples sobre uma variedade algébrica. O problema e
aqui resolvido e a resposta ¢ afirmativa.

Problemas anélogos sao resolvidos para as élgebras
tensoriais (cf. 83) e exteriores (cf. §4). No §5 estudamos com
detalhes um exemplo que tem por finalidade esclarecer as ques-
toes que nos puzemos, nessa ordem de ideias.

Observa-se que, se A e um anel e M um A-médulq;o pro
blema fundamental nessa diregao e o de caracterizar tais obje
tos para os quais U(M) (onde U representa um qualquer dos fun
tores T, S, A) seja sem torgao.

No caso da élgebra simétrica, por exemplo, sabe-se
que S(M) e de integridade e regular, se e somente se, Ae de



integridade regular e M & um A-modulo projetivo de tipe fini-
to (af. (7)). Se abandonarmos, porem, a condicdo de regulari-
dade, nada mais se pode dizer. Enfim, o problema da integri-
dade da élgebra simétrica nos foi posto pela primeira vez, a0
compararmos a élgebra simétrica de um ideal ao anel de Rees
desse mesmo ideal (cf.(12)).

A parte o lema de Nakayama e o de globalizag8o, o8
resultados nao originais nao sao demonstrados. As teécnicas ha-
bituais de élgebra zomutativa sao correntemente empregadas,

t‘"

slgumas vezes mesmo sem alusao. Pareceu-nos um trabalho insa

(&)

redigir tudo o que nec -essitavamos para explicar os resulta
aqui expostos. Sob este aspecto, nosso trabalhs se ende-
20 especialista.

i

d

o

e

()

STt
Um resumo dos resultados que aqui aparecem, foli apre
centade ao Seminario Dubreil-Pisot (Paris) em fevereire deste
ano (cf.[(13)).

Queremos deixar aqul consignados 0s nossos agradeci=
mentos ao Professor P. Samuel e a D. Lazsrd pelas valiosas su
gegttes que muito conbribuiram para melhorar o presente traba
1ho. Cg primeiros resultados foram obtidos durante nossa per-
msnéncia na Universidade de Montreal (Julho e Agosto de 1964)
e nessa ocasizao as sugestoes do Professor J.Dieudonné nos fo-
ram valiosas. A éle, nossos agradecimentos.

Nossos agradecimentos se estendem tambem ao Profes-
sor Benedito Castrucel que nos deu acesso a apresentacao des-
ta tese de Livre Docencia em sua Cadeira e ao Dr. Luiz Henri-
que Jasy Monteire por todo o trabalho de correqaoearevisée de
presente texto sem 0 que seria impossivel 0 bom termo do nos-
s¢ objetivo.

Paris, marge de 1965,




CAPITULO T

ALGEBRAS DE INTEGRIDADE E SEM TORGAO.

Sejam A um anel de integridade e X = Spec (4) seu es
; pectro munido da topologia espec_:tral (cf.[5]) e ) o conjun-
 to dos ideais maximais de A.

Proposigdo., Se B & uma A-algebra, B & sem torgdo se

~
e somente se B?P

' g8o para todo p em X.

e uma Af_, - élgebra (ou uma A-élgebra)sem tor-

: : Com efeito, ¢ claro que se B é sem torgdo, entao Bp
e tambem sem torgao para todo p em X. Reciprocamente, se BP
. & sem torcdo para todo # em X, entao B é sem torcdo. De fa-
v,-f to, como todo ideal primo p de A esta contido num ideal maxi
'_ e "mal m de A, a formula (Bm)p = B’&’ nos mostra que podemos nos
. limitar aos ideais maximais de A. O lema de globalizagao nos
. mostra entdo que B ¢é sem torgao.

Para terminar a demonstragao, vamos dar o lema se-
guinte:

Lema. (Lema de globalizagdo, cf.(3)). Sejam M um A-

modulo e para todo m € () o homomorfismo canonico i:M— Mm.

Entao, o homomorfismo M — | IQMm definido por
w €

X — (im (x)) e injetivo.

Se xX€EM tem uma imagem nula em M _, entao
m € b

im(x) = O para todo m€L)2. Isto quer dizer que para todo
wm€() , existe um elemento amC A, a, ¢m tal que g x-= 0.

Seja . o ideal de A gerado pelos am. Oom? m ¢ m para todo
m € (), pelo teorema de KRULL, /¢ = A, isto e, a unidade de A,

se exprime sob a forma 1 = > B O (soma finita), onde os
me ()
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b, estédo em A. Logo, 0= ) | b, (a x) = ( ) . b &, )x=x,
m€ L) m€ Q)

isto e, x = O.
Teorema. Seja B uma A—élgebra noetheriana comutati-

va. Entao B ¢ de integridade se e somente se, BP e de inte-
gridade para todo ¢ E€X.

Com efeito, se B e de integridade, BA‘J e também de
integridade para todo € X. Reciprocamente, se B e local-
mente de integridade, para mostrarmos que B e de integridade,
e-nos suficiente mostrar que Spec (B) e um espaco topologico
conexo., Isto equivale dizer que B nao tem outros idempoten—
tes diferentes de O e 1 (cf.(3)).

Seja entao e € B um idempotente. Para todo p €X
se tem e?==0 ou eg =Te  Seje il (r?sp,Ul) o conjunto dos
PEX tais que ep =0 (resp. ep =1). E claro que X=U,UT; e
que U, F\U =g Seja Sup (Ae) (resp. Sup(A(l-e))) o supor—
te (cf % ) do A-modulo Ae (resp. A(l-e)). Como
Uy =X ~ Sup(Ae) e Uy =X ~ Sup(A(1l-e)) e como o suporte de
um A—modulo ¢ um fechado de X, entao U e Ul sao abertos em
X; X sendo conexo, coincide com Uo ou Ul‘ O lema de globali-
zacao conclui, pois, a demonstracao do teorema.

Observacoes
1) O teorema de KRULL afirma que todo ideal de A es-
ta contido num ideal maximal de A.

2) A proposigdo 1 ¢ ainda verdadeira se B e um A-mo-
dulo.

3) £ claro que 0 teorema 1 e ainda verdadeiro se a
élgebra B nao for comutativa. Neste caso diremos que B & sem
divisores do zero, o0 termo de integridade sendo reservado pa-
ra 0 caso comutativo.




CAPITULO IT

APLICAGKO AS ALGEBRAS UNIVERSAIS

o A ol ° ‘ °
§ 1., Preliminares sobre as algebras universais.

y Sejem M um A-modulo, Tq(M) a poteéncia tensorial g-
esima de M e T(M) a soma direta dos T_ (M) para q=0, onde
emos as identificagdes T (M) e (M) M. O produto
g'nsorial confere a T(M) um estrutura de A-algebra graduada

(de tipo 7, nula em graus negativos) para a qual T_(M) é o
,;Ab-modulo dos elementos homogeneos de grau q e T(M) se de-

nominara a élgebra tensorial do A-modulo M.

f Sejam I e J os ideais bilaterais de T(M) gerados pe-
~~' 0s elementos da forma o(x)® a(y) - a(y) @ «a(x) e

a‘(x) ® a(x) respectivamente, para x, y€E M, onde «:M— T(M)
a injecao canonica. Obtemos assim, por passagem ao quocien
duas outras élgebras, a saber, a algebra simétrica S(M) =
.~ = T(M)/I e a algebra exterior A(M)=T(M)/J do A-module M.Os
'\ideais I e J de T(M) sendo homogéneos, obtemos sdbre S(M) e
'_ A(M) uma estrutura de A—algebra graduada para as quais o0 sub
«m@dulc S (M) e A (M) dos elementos homogeneos de grau 4
E we a imagem pelo eplmorflsmo canonico T(M) — S(M) e

,':;‘_.T(M) — A(M) respectivamente, de Tq(M), isto &, para todo
,q; 0 se tem Sq(M) = Tq(M)/Tq(M) NI e /\q(M) =Tq(M)/Tq(M)ﬂJ.

g As aplicagdes lineares compostas M— T(M)— S(M)e
.Hf T(M) — A(M) sao injetivas, uma vez que a(M)NI =20
‘; a(M)NJ =0. Temos assim as identificacoes Sl(M) =N e
i A, Q) = M. Além disto, temos SO(M) =A e A =4

1 Se designarmos por P a categoria dos A-modulos e
- por ( (resp. ()Lc, ()la) a categoria das A—élgebras (resp. A-al-
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gebras comutativas, A—élgebras anti-comutativas), obtemos os
funtores covariantes T: WM—O0, s: M —0, e A: M —( . Es-
tes funtores sao exatos a direita no sentido de que transfor-
mam sobrejegdes em sobrejegdes. Veremos, no decorrer deste
capitulo, que tais funtores nao sao exatos a esquerda,isto é,
nem toda injegdo ¢ transformada numa injeg&o.

Seja U: MU— Oy um qualquer dos funtores T, S, A .
Lembremos que se€ @ :M -— I* & uma aplicag¢ao A-linear de M
sobre M', entso o homomorfismo de A-algebras U(®):UM)—T(M"),
extensfo de ¢, ¢ ainda sobrejetivo e Ker(U(¢)) (nucleo de
U(9)) & o ideal bilateral de U(M) gerado, em U(M), por
Ker(¢y). Observemos que, como identificamos M a um sub—A—médg
lo de U(M), entdo Ker(¢) e ainda um sub-A-modulo de U(I).

Lembramos ainda que se M é um A-modulo e se
¢ 2 A—=B ¢ um homomorfismo de anéis, podemos munir B de uma
cstrutura de A-module e a aplicag8o B-linear M®AB——-U(M) ®AB
induz um homomorfiémo de B-algebras UM ®,B) —U(M) ®,B. fig=
te homomorfismo e obviamente, um isomorfismo.

Queremos ainda observar que se L & um A-médulo]jvre,
entso T(L) é a algebra dos polindémios ndo-comutativos, S(L) a
dos polinomios comutatives (ou polinomios, simplesmente) &
A(L) a deos polinamios anti-comutativos, todas com coeficien-—
tes no anel A,

Finalmente queremos assinalar que o termo élgebra
universal e aqul usado ﬁo sentido de solugao de um certo pro-
blema universal. Nao abordaremos, entretanto, tais questoes
e para tanto enviaremos o leitor a bibliografia (cf.[(2)).

A z
Como consequencia do teorema do Capitulo I e do que
acabamos de dizer acima, temos a seguinte proposicao:
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. Proposicdo 1. Sejam A um anel de integridade e M um A-mbdulo.

Entao, U(M) ¢ sem torcio se e somente se, U<MP) e sem ‘torcao
- para todo ¢ € X. '

eorema 1. Sejam A um anel de integridade e M um A-modulo tal
- que U(M) seja sem torgao. Se M’ & um sub—modulo de M, entao

M) e sem torcdo se e somente se U(M ) & sem torcao para

» odo ideal primo # de A gue contenha o radical de M'.
Seja Rad(M') o radical de M' (relativamente a M),is-
to é, o ideal de A formado pelos elementos ¢ de A tais que

existe um inteiro (para cada c) nz 1 tal que cPMc M. Se P
: 6 um ideal primo de A que ndo contem Rad(M'), entao My =IM¥
e U(M ) = U(M) e sem torgao. O teorema resulta entao da
pr0pos1gao 3 %

Gorolario. Seja Av um ideal de A. Entao Un) & sem torcao se

e somente se, UQMAP) & sem torcio para todo ideal primo P
de A que contém Rad(v).

0 corolario nos mostra que sezq e um ideal primo de
A, entao UW) e sem torgso se e somente se UQW!& ) é sem
torcao para todo ideal primo  de A tal que Apzpq Em par-
ticular, se m e um ideal maX1mal de A, entao Ulm) & sem tor
g0 se e somente se U@m A, ) e sem torcdo.

Teorema 2. Sejam A um anel e M um A-moddulo.

(i) M e um A-modulo projetivo se e somente se U(M) e proje-

tivo

(11) M e um A-modulo plano se e somente se U(M) & plano.

Com efeito, si N e projetivo, isto equivale dizer
‘que existe um modulo livre I e duas aplicagoes A-lineares

a?;M B T, i M tais que 90 ¢ = lM’ onde lM‘M-——-M é a

aplicagéo linear definida por 1y,(x)=x para todo x€M. Co-
" mo U e um funtor covariante, segue-se




b, [,

U (M) gﬁjg U(L) ey U(M) com a relagao U(®') oU(®) =

= 1U(M)' Sendo U(L) um A-modulo livre, U(M) e projetivo. A
reciproca ¢ imediata uma vez que U(M) é projetivo se e sémeg
te se Uq(M) e projetivo para todo gq =20. Em particular,

Ul(M) = M é um A-modulo projetivo., Isto demonstra (i).

Para demonstrar (ii), observemos que U(M) sendo pla
no e M sendo fator direto de U(M), entao M ¢ tambem plano. A
reciproca decorre de (10) (corolario 2 do teorema 2).

O teorema 2 nos mostra que U(M) e projetivo se e sé
mente se Uq(M) e projetivo para todo q =>0. Suponhamos ago-
ra que exista um inteire q =2 tal que Uq(M) seja projeti-
vo. A questao ¢ a de se saber se M ¢é projetivo. Este proble
ma, aparentemente ingénuo, parece-nos, entretanto, extrema-
mente dificil. Unma solugcao parcial foi dada em (12], capi—
tulo IV, teorema 1. Questao anéloga pode ser posta para os
modulos planos.

§ 2. Integridade da algebra simétrica

1. Posicao do problema

Seja A um anel de integridade e K o corpo de fra-
coes de A. '

Lema 1. Se M e um A-modulo, S(M) é sem torcao se e  somente

se S(M) é de integridade.

Se t(s(M)) é o sub-A-modulo de torcao de S(M), a
sequencia exata O A K K/A —= 0 nos da a sequéncia
exata 0 — t(8(M)) — S(M)— s(M) ® ,K—3(MU) ® , (K/A) — O.
Se S(M) é sem torgdo, a algebra S(M) pode ser imersa em
s(M)® K = (M ®K). Como S(M®K) & um anel de polino-
mios com coeficientes no corpo K, entao S(M) e de integrida-

de. A reciproca e trivial.
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i O problema de caracterizar as élgebras simétricas de
~ integridade (ou sem torgao, o que e equivalente pelo lema 1)
' é um problema aberto. O que se conhece sdbre a questdo ndo
 3§0 gsenao resultados parciais. Com efeito, jé vimos que se M
' & un A-modulo plano, entdo S(M) é tambem plano, logo, sem tor
. ¢d0, se A é de integridade.

Poder-se-ia perguntar se A de integridade e M plano
;icaracterizam as élgebras simétricas de integridade. Istojporém
[;nﬁo ¢ verdade como se pode ver com o exemplo que se segue.

- Exemplo. Sejam k um corpo, A.:=k[tl,...,tn]<t ; );
l,...’n

=(tl,...,tn)A o ideal maximal de A e M um A-modulo de gera
..

n

ERRR g

dores e;,...,e, ligados pela relacgao ) it.e. =0. Como os &
n i-] + 1 3

;iestéo em m , Segue-se que €1,...,6. é un sistema minimal de
- geradores de M. Isto nos mostra que M nao e livre (e nem pro-
Jetivo, uma vez que A & local). Consideremos o anel de inte-
gridade B

Il

k[tl,...,tn; X,..05%,) tal que
n
g;atixi —

wacemo s(um) = B, , entdo S(M) ¢é tambem de integridade. Se<3mé

- dulo M fassaﬁylano, como éle ¢ de tipo finito e A & noetheria
. no, entdo M seria projetivo. Logo, M ndo e plano.

f = e 3
- 2. Uma caracterizagao dos aneis locais regulares.

‘ Sejam A um anel local noetheriano, ## o0 ideal maxi-
;:mal de A e K=A/m o corpo de restos de A. Indicaremos com
. dim(A) a dimensdo de A no sentido de KRULL e com h(0) a altu~-
ﬁﬁrﬁ de todo ideal av de A. Sabemos que para todo idealAwde A,
ﬁ}a quociente AU/AV. M ¢ um k-espago vetorial de dimensdo fini-
ﬂ?ta, uma vez que A é noetheriano. Além disto, (AV/v.m:k) & o
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numero minimo de elementos de uma base de Av. Logo,

(/e m : k] >h(W) e, em particular, dim(A)=h(m) <[ m /m2: &y .
Se dim(A) =[1«/m2 : k), diremos que A ¢ um anel local regular.
Um anel noetheriano A e regular se A? e local regular para
todo ideal primo (ou maximal, o que e equivalente) p de A.

Isto posto, temos a seguinte caracterizacao dos aneis locais
regulares (cf.(12)):

Teorema 3. O anel A e local regular se e somente se S(m) & de
integridade,

Suponhamos agora que A seja um anel noetheriano (nao
necessariamente local) e que £ seja um ideal primo de A. Se
S(p) e de integridade, o mesmo’acontece com S('p)P = S(p.AP)
e’isto equiv?le dizef que AP e um ane% local regular. A re-
ciproca, porem, nao e verdadeira, isto e, A13 local regular
nao implica que S(p) seja de integridade.

Exemplo. Sejam k um corpo, A = k[Xl,...,Xn], £ um ideal ho-
mogéneo de A e fl,...,fn um sistema minimal de geradores ho-

mogéneos de p. Se S(p) e de integridade, entao SRS

7z

séo algebricamente independentes sobre k(cf.(12)). Logo, e
suficiente tomar m>n para se ter S(P) com torgao.Macaulay
demonstrou a existencia de tais ideais (cf.(11l)). De.outro la
do, .AP e lo?al reg?lar, uma vez que A & regular. }

A reciproca e entretanto, verdadeira, se p e um ide
al maximal., Mags precisamente, temos:

Teorema 4. Seja A um anel noetheriano. Entao A e regular se e

somente se S(m) & de integridade para todo ideal maximal
de A.

Com efeito, e suficiente observar que para todo ideal
maximal m de A, S(m) e de integridade se e somente se
S(utA“‘)far de integridade (cf. corolario do teorema T
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Dado um anel noetheriano A, e um problema aberto o de
caracterizar os ideais primos 4 de A para os quais S(P) e de

~ integridade.

'33. Interpretacao geométrica dos resultados precedentes.
E Sejam k um corpo, V uma k-variedade (variedades alge-
: _brica irredutivel),.A=]s[V] o anel de coordenadas de Ve k(V)
. o corpo de fragdes de k(V), isto e, o corpo das fungdes ra-
cionais sobre a variedade V. Seja p€V um ponto de V e seja
~ $ o ideal primo dos elementos de k (V) que se énulam em” Py
| o conjunto das funcbes racionais f/ge€k(V) t.gis que g(p) #0
e um sub-anel de k(V) que admite k(V) como corﬁb de fracoes.
fste anel ndo & sendo o anel local Ap e se denomi .
' na anel local do ponto p sobre V. O ideal maximal de Aﬂ° e o
conjunto das fragées racionais f/g€ k(V) tais que g(p) #0 e
Rrlp) = O, isto &, p.A Sabemos (cf. [l7), pagina 71) que o
 ponto P e s1mples se e somente se AP e local regular: Tendo
.em vista que ﬁJ e um ideal max1mal de A, entao .Ap e local
regular se e somente se S(p) e de 1ntegr1dade (cf. teorema 4).
Isto nos mostra que as algebras simetricas de integridade ca-
racterizam os pontos simples sobre uma variedade algébrica.

Exemplo. Consideremos a curva algébrica x2=y3 tendo um ponto
duplo na origem e sejam A =k(x,y) seu anel de coordenadas, on-

”}" de k ¢ um corpo e p= (x,y) A o ideal da origem. Entdo S(p)
 ndo é de integridade.

§ 3. Sobre a élgebra tensorial.

’

’ ’
Daremos, neste paragrafo, resultados analogos aos ja
¥ ’ ’
dados para as algebras simetricas.

Lema 2 Sejam A um anel de integridade e M um A-modulo. Entdo
T(M) ¢ sem torcio se e somente se T(M) ¢ sem divisores do zero.
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Com efeito, se K e o corpo de fracoes de A, e sufici
ente ver que a sequencia exata O—= A—= K— K/A— O nos
da a sequéncia exata O— t(T(M)) — T(M)— T(M) ®AK —
e T(M? ®A(K/A)-—— O. Considerando que T(M) ®AK=T(M ®AK) e
como a algebra tensorial de um espag¢o vetorial e sem diviso-
res do zero, o lema esta demonstrado.

Lema 3. Sejam A um anel de integridade, v um_ideal de A ¢

o :av—T() a injecdo canonica. Se a(x)® a(y)- a(y)® a«(x)#0,
onde x ¢ y estdo em mv, entao a(x)® a(y) - a(y)® a(x) e um
elemento de torcao de TWv).

Com efeito, como O=a(xy-yx)=xa(y) - ya(x), isto
e xa(y) =y a(x) para todo x e y em v, entao temos
x(a(x)® a(y) - a(y)® a(x)) = y(a(x)® a(x) - «(x)® a(x)) = O.

Proposicdo 2. Sejam A um anel e M um A-modulo. O epimorfismo

candnico T(M)— S(M) é bijetivo se e somente se M e local-

mente monogeno.

Seja entao A local, m seu ideal maximal e k=A/m ©
corpo de restos. Se M e monégeno, e claro que T(M) =S(M). Su
ponhamos que T(M) =S(M). A assergao e evidente se A & um cor
po e M um espacgo vetorial sobre A. Sendo se tem () ® k=
= S(M)@Ak e portanto,,T(M/mM) = S(M/mMA). Como M/#M e um
k-espago vetorial, ele e de dimensao 1 sobre k e portanto exis
te um elemento e€M tal que M= M+ Ae. O lema de Nakayama
nos da M = Ae.

Lema 4. (Lema de Nakayama).
Sejam A um anel, Rad(A) o radical da Jacobson de A,

avum_ideal de A tal que AavcRad(A) e M um A-modulo de tipo fi-

nito. Se M =awM, entao M = O,
Com efeito seja Xq,...,X, um sistema (finito) de ge
rﬁdores de M; AWM e o conjunto das somas finitas

Ex.a. onde a.€mwn para todo i. Como x. € wlM, podemos es-
.1 11 i i
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n

crevyer x. = a, .x. (i=1l,...,n) cOm ©8 4.,. em AV €& S€
i o | 0 e ( y 9 ) iJ

d=det(d; ;- & i), & : sendo o simbolo de KRONECKER,entdo
1,J 1,J 1sd

dx; =0 (i=1,...,n). Como d e inversivel em A,segue-se que

x; =0 (1=1,...,n), isto e, M =0,

TLema 5. Sejam A um anel local de integridade, K seu corpo de

fragSes,ou o ideal maximal de A e suponhamos que A #K.As con-

dicoes seguintes sao equivalentes:

(1) A & um anel principal;

@
(ii) o ideal ¢ principal e (W m? = (0);
m=

(iii) A e um anel noetheriano e m € principal;

(iv) A e um anel de valorizacio noetheriano.

A demonstracao deste lema ¢ classica e para tanto,en
viamos o leitor a bibliografia (cf.(18)).

Um anel que satisfaz a uma das condigOes equivalen-
tes do lema 5, denomina-se anel de valorizacao discreta. Isto

equivale dizer que se VvV e valorizacao cujo anel e A e gse K* =
=K —'ﬂ)}, entao v(K*)x Z (isomorfismo de grupos).

Teorema 5. Seja A um anel local de ideal maximal m . O anel A

e de valorizacdo discreta se e somente se T(m) & sem torcao.
Com efeito, se T(m) e sem torgao, entao T(m) = S(mn)

(ef. lema 3) e pela proposicao 2,m & pr1n01pa1 Logo, A e

de valorizacao discreta. Re01procamente, e claro que se A e
de valorizacdo discreta m ¢ principal e T(m) e um anel de
ﬁolinamios em uma indeterminada com coeficientes em A. TLogo,
T(m) é de integridade, isto ¢, sem torcéo.

Seja agora A um anel noetheriano (nao necesséfiamen—
te local) e p um ideal primo de A. Se T(p) € sem torgio, o
mesmo acontece com 'I‘(J‘p),lP = TQPAP) e isto equivale dizer que
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AP e um anel de valorizagao discreta. Entretanto, Ap de va-
lorizagao discreta nao implica que T(p) seja sem torgdo.

Com efeito, sejam k um corpo, A=k ((x,y)) com as re
lagoes xy=y2 =0 e = Ay. Como A/p=k((x)) e de integrida
de, entao e um ideal primo de A. De outro lado, pAy = O
e como ‘A? =.AP/%>AP é 0 corpo de fra?Ses de AAP : entao
A@==k((x)). Isto nos mostra que 'AP e um anel de valoriza-
cao d%screta (AP e um corpo). De outro lado, T(p) contem A
no grau zero, logo T(p) tem divisores do zero (nao podemos
falar aqui em torgdo, uma vez que A ndo ¢ de integridade). Pa
ra um exemplo no caso em que A e de integridade, ver §5.

A r‘eciproca e entretanto verdadeira, se fp e maximal.
Mais precisamente, temos o resultado seguinte:

Teorema 6. Seja A um anel noetheriano. Para todo ideal maxi-

mal w de A, T(m) e sem torcao se e somente se A e de valo-
rizacao discreta.

Com efeito, e suficiente ver que para todo ideal ma=-
ximal m de A, T@m) e sem torgdo se e somente se Tom 4, ) e
sem torgao e que isto equivale a Al OB valorizagao discre-
ta.

No caso dos ideais, ¢ facil dar exemplos de algebras
tensoriais com torgao. Para isto, sejam k um corpo,
A =k [Xl,...,Xn] o anel de polinomios nas indeterminadas
Xy,+++,X, com coeficientes em k e 4 um ideal primo homoge-
neo d? A tendo fl”"’fm como sistema minimal de gera%pres
homogeneos. Se T(p) e sem torgao, entao T(p) = SP) e de
integridade. E suficiente tomar m>n para ter T(p) com tor
cao.

Problemas anélogos aos que colocamos para as élge-
bras simétricas, podem ser postos para as élgebraS'tenscriais.
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§ 4. Sobre a élgebra‘exterior.

Sejem A um anel e M um A-modulo. Se A (M) = 0, en=
tao Tq(M)c:J e por conseguinte Tq(M)fﬁIc:IrﬁJ = Og logo
m (M)(\I = 0. Isto nos mostra que Sq(M) = Tq(M). Logo, se
A (M) 0 para todes g2, entao (M) = S(M) e isto equiva~
le dizer que M ¢ localmente monogeno.

Lema 6. Suponhamos que A seja um anel de integridade e seja

o um ideal de A. Entdo os A-modulos /\q(m) sao de torcao pa-—

ra todo q=2.

Com efeito, seja a: MW — AM) a injecdo canonica.
Para todo vetor da forma a(x) K oa(y) #0 comx ey em mw ,
tem~se x(a(x) Aa(y)) =a(x) A(xa(y)) = alx) A (ya(x)) =
= y(a(x) A a(x)) = O, uma vez que =xoa(y) = ya(x), quaisquer
que sejam x e yem M. Isto nos mostra que Agﬂw) e um A~
modulo de torgdo. A mesma demonstracgao ¢ valida para os graus
superiores.

Teorema /. Seja A um anel local de integridade e m seu ideal

’ ~ ¥ B
maximal. O anel A e de valorizacao discreta se e somente se

AGm) ¢ sem torgio.
De fato, se A e de valorizac8o discreta, m e princi
pal por conseguinte A(m) & sem torcao. Se A(m) & sem tor
cao, Aqﬁu) = 0 para tede q3z2 (cf,,lema 6) e porta?to
Tm) = S(m). Isto nos mostra que m e principal e A e de va-
lorizagao discreta.
Seja agora A um anel noetheriano (néo necessariamen—
te local), p wum ideal primo de A e suponhamos que A(P) seja
um A-modulo sem torcio. Entéo A (Pp

torgao e isto equivale dizer que Ap

A(p Ap ) & tambem sem
um anel de valoriza-—

DS |l

gao discreta. Mas, Af de valorizacao discreta nao implica
que A(Pp) sega sem torgao (ver exemplo do § 5)

A reciproca & porem verdadeira, se P é maximal. £ o
que nos mostra o resultado seguinte:
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Teorema 8. Seja A um anel noetheriano de integridade. Para to-

do ideal maximalm de A, A,, € um anel de valorizagdo discre-

- ’ Lo -
ta se e somente se Am) e sem torcao.

£ suficiente observar que se m e um ideal maximal
de A, entao A(m) & sem torcdo se e somente se A(ml%u) L
sem torgao.

Finalmente queremos observar que problemas anélogos
aos que colocamos para as élgebras simetricas podem ser pos-
tos para as élgebras exteriores.

§ 5. Estudo de um exemplo.

Vimos, nos 88 3 e 4 que se A é um anel noetheriano
de integridade e p um ideal primo de A, entao T(p)ou Alp)
sem torgao implica que Ap seja de valorizagao discreta.

Mostraremos neste exemplo, entre outras coisas, que
Ap de valorizac8o discreta ndo implica necessariamente T(p)
ou A(p) sem torgao. Para tanto, daremos alguns resultados
preliminares.

1. Alguns resultados homolégicos

Demonstraremos aqui essencialmente, alguns resulta-
dos bem conhecidos (cf.(4) , exercicio 19, pagina 126).

Tema 7. Seja A um anel e consideremos duas sequéncias exa-—
tag O—=M'—=M—=M"—~0 ¢ O—=N'—=N—N"—0 de A-modulos,
onde M e N sao planos. Entao, para todo n=>2 tem-se

A A ;
Tor, (M",N") = Tor, ,(M', N').

Com efeito, como M e plano, Torﬁ (M,N") = O para to-
do n=1 (ef.(3),capitulo 1, § 4, proposigdo 1), e o produto
tensorial da primeira sequéncia por N" nos da a seQuéncia

| exaba de A-modulos ... —Tors(Ml', N")—=0—=Tors(M" ,N") —=

—= Tor{(M', N") —= 0 —= Tor{ (", N") ——1' ®,N" — N @ ,N"—
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M @, N" —-0. Logo, Tory (I",N") =Tor: . (M',N") para todo

n=l. A.nélogamente‘, se fizermos o produto tensorial da se
da sequgncia por M' e levando-se em conta que N sendo plano
tem-se Torﬁ(M‘,l\T) = 0 para todo n >1, entdo temos a sequén
cia exata de A-modulos ... ——-Tor%(l\l[' N') —=—0 —

—~ Tora (M ,N") —= Tor] (M',N') —= 0 —— Tor} (' ,N") —=I'®,N'—
—~4'®,N —N'®,N" —0. Resulta que Torp(M',N") =
= Tcrfi_l(M',N') para todo n=l. Logo, Torﬁ(M",N") =

- Tor ., (M',N") = Torh ,(M',N'), para n-13>1, isto &,
Torﬁ(M",N") = Torg_g(M',N') para todo n=2.

Observemos que em (4) (teorema 1.5a, pagina 109),su~
poe-se que M e N sejam projetivos, forma sob a qual iremos
usa-lo aqui.

Proposigdo 3. Sejam A um anel, W e 4 dois ideais de A. Entao
segue-se:

Tory (A/av, A/4) = (v A §) /e &

Tor5(A/m, A/4) = Ker@®, & — . b)

onde m. § designa a imagem de Mx@A@ — A,

De fato, basta aplicar o lema 7/ as sequéncias exatas
de A-modulos O=—= AV —= A—w A/mv— 0 e 0O — § —

— A— A/} O e observar que A e A-modulo livre,logo pla
no.

2. gizigias e integridade.

Seja A um anel e '{al,...,an} um conjunte fini
elementos de A. Diremos que um elemento (cl,...,cn)e A"
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sizigia de {al,...,an} se Z::c a; > 0e O conjuntos das si-

zigias de {al,...,an} forma =1 um sub-A-modulo de AR,

Seja agora M = (al,...,a JA um ideal de A de ti-
po flnlto. Toda 8121g1a do conjunto {al,.,.,an}. denomina-se
uma s121g1a do ideal m. Sega ainda M o modulo das sizigias

do ideal M ¢ T o sub-A-modulo de M gerado pelas sizigias
- PR 183 i SR N a Oy e ayD) Bpde ~ 1< 3, as ocupa o 1—e51
mo lugar e -85 O J- eSLmo,v Todo elemento de T denomina-se

uma sizigia trivial e e fac1l verificar que para que uma 51zi

4
gia (cl,...,cn)ElT & necessario e suficiente que se possa es
crever

n i-1
2, = Peas Bi'w (PG
i jzzi;rl 133 g Jdsl
para i=1,...,n e onde os b, . estao em A.

?

Seja. ¢:A"——m a aplicagao A-linear definida por

9(e;)=a; (1=1,...,0), onde {e;,...,e.} ¢ a base candnica
do A—modulo livre AR, £ imediato que McKer (¢) e portan-
to TCKer(¥). De outro lado, se x-= (cl,...,c JET, entao

e;€m (=1 ,...,n), isto &, T CcmABR, Isto s1gn1f1ca que
Tc:MMAnf]Ker(¢) Se T =mARNKer(¢) diremos que m & um -
ideal 5121getlco. Temos assim o resultado seguinte (cf,[l5)
ou (16) ):

Lema 8, Seja.ﬂb um ideal sizigético € suponhamos que para o~

da sizigia (cl,...,c JEM, 2 condicao cq € v 1mpllca ciGZmu
(i=2,...,n). Entao S(w) ¢ de integridade.

%« B exempld

Sejam k um corpo, A=k(x,y,z) O anel de éoordenadas
da quadrica z2=xy e p = (x,z)A o ideal de: A gerado por



- =21~

x e z. Como Afp =k(y) e de integridade entao p é um ideal _,
primo de A. E claro que Ap ¢ um anel de valorizacgio disefg
ta, seu ideal maximal sendo zAp. Vamos mostrar que os A-mo-—
dulos T®@) e A(p) possuem torgao.

Para mostrarmos que T(p) possue torgao e suficiente
provar que x®z-2z®x # 0. Seja entao I o ideal bilateral de
T(p) gerado pelos elementos ue®@v - v@u, uevem P o cla
ro que I ﬂTg(p) e 0 sub-A-modulo monogeno de Tg(p) ‘ gerado
por x®z - Z®X € como IﬂTg('P) Ker(Tg(’p)-—- P ), & su-
ficiente mostrar que Ker(T,(P)— ¢ 2) £ 0. Consideremos a
aplicacao A-linear AxA-——- # definida por (a,c) = axX+ CZ
Esta aplicagao e um epimorfismo e seu nucleo & ainda P. Te~
mos assim a sequéncia exata de A-modulos O— P — A2—>

— p — O e para todo A-modulo M, a sequéncia exata de A-mo-
qulos ... — Tors(p,M)— O— Tors(p,l) — Torj(p,U)— 0 —
— Tor‘%(p,l\/l)——— P ®AM-—> i o ®AM——-— 0. Logo, para
todo n>1, tem-se Torﬁ('p,M) =Torﬁ_l(p,M). De outro lado, a
sequencia exata de A-modulo O— P— A— A/p — O nos dé,
para todo A-modulo M, a sequéncia exata...—= Toré‘(A/p,M)——-—

— Torf(p,M)-—— 0— Tori‘(A/p M) —— P @ M— M—(A/p )@ N—
— 0. Assim, TorA(A/p,M) = Tord ,(p,M) para todo nz1l. Reu-

nindo as duas formulas assim obtidas, temos TorﬁJrl(A/p,M) =
- Tort (A/’p,M) para todo n=1. Logo, Ker(T2('p)-—— P ) =
= ‘I‘oré(A/@,A/p) = Torl(A/'p,A/'p) :P/'p # 0, Temos assim
x®z - z®x # 0, logo um elemento de torcao de T(fp).
Mostremos agora que S®) e de integridade. Para tan -

to, basta verificar as condigdes do lema 8, Com efeito, toda
sizigia (a,c) de # tal que a e c estao em 4 se exprime
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sob a forma a=2z, b=-x, isto é, e trivial. De outro lado, as
condigbes (a,c)€ A2, ax+cz =0 e a€fp implicam c€p .
Com efeito, o = (ax + ¢z)y = (az + ¢cy)z e portanto, azlrcy=
= 0, isto é, cy€E p. Como yé¢¢, entao c€% . Isto nos
mostra que S(p) ¢ de integridade.

Finalmente, se k & um corpo de caracteristica ZeTro,
tem-se Tg('p) B Sz(p) ® "/\2('9). Logo, €/\2('p) possue torgao.
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