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INTRODUÇÃO

O presente trabalho tem como finalidade a apresenta-
ção de resultados recentes, por nós obtidos, sôbre a teoria

"" - ~ .,das algebras e aplicaçoes as algebras universais •
., .., AO termo algebra e, em todo este trabalho, usado no

sentido de álgebra associativa (não necessàriamente comutati-, .,va) e com elemento unidade. Todo anel e comutativo e unita-
, A' ~rio e um modulo sobre um tal anel, unitario. Todo homomorfis-, ,mo de algebras ou aneis transforma elemento unidade em elemeg

to unidade. Por homomorfismo de álgebras graduadas entende-
mos homomorfismos de grau zero.,No capitulo I obtemos resultados
uma condição necessária e suficiente para

~ ,ja de integridade ou sem torçao e que ela o seja localmente., , ,No capitulo 11 aplicamos estes resultados as algebras
universais. O tema central é uma caracterização dos anéis lo-
cais regulares (cf. §2), caracterização essa já obtida em 12 •,Restava, porem, o problema de saber se isto caracterizava os
pontos simples sôbre uma variedade algébrica. O problema,
aqui resolvido e a resposta e afirmativa.

, - 'Problemas analogos sao resolvidos para as algebras
tensoriais (cf. §3) e exteriores (cf. §4). No §5estudâmoscom
detalhes um exemplo que tem por finalidade esclarecer as ques-
tões que nos puzemos, nessa ordem de idéias.

I ,Observa-se que, se A e um anel e M um A-modulq,o pr~
~ ,blema fundamental nesSa direçao e o de caracterizar tais obje

tos para os quais U(M) (onde U representa um qualquer dos fug
tores T, S, A) seja sem torção., ,No caso da algebra simetrica,
que SeM) é de integridade e regular,

gerais mostrando que
,que uma algebra se-

,
e

por exemplo, sabe-se
se e somente se, A é de



ini;egridade regular e M é um A-módulo projetivo de tipo fini-
to (c r , ('7)) o Se abandonarmos, porém~ a condição de regulari-
dade'} nada mais se pode dizer. Enfim, o problema da integri-

, , A

dade da algebra simetrica nos foi posto pela primeira vez, ao
" .~ompararmos a algebra simetrica de um ideal ao anel de Rees

desse mesmo ideal (cf.(12)).
À parte o lema de NakaJama e o de globalização, os

z-esr.I tados não originais não são demonstrados. As t~cnicas ha-
, -

-rJi tuais de algebra :::omutativa sao correntemente empregadas,
s.Lgumas vezes mesmc sem alusão. Pareceu-nos um trabalho Lns a

J

Y1C r-e d.íg.í.r tudo o que necessi tavamos para explicar os r-e su.l, t~
ó.os aqui expos tos , Sob êste aspecto ~ nosso trabalho se ende-
~eç~ ao especialista.

Um::?8SUlliO 10s resultados que aqui apare~em~ foi apr§:
,sentado ao Semin~rio Dubreil-Pisot (Paris) em fevereir0 dêste

I' f (---)'ano \.G_, .1.5 ).
QU.eremosdeixar aqui consignados os nossos agI-adeci=

merrt os ao Professor- P. Samuel e a Do Lazard pelas valiosas s~
gec_,t-õe"'õ que muí. to con ribuiram para melhorar o presente trab~
Lno, Os pr-Lmeí.r-osresultados foram Obtidos durante nossa per-
manência TIéiUniversidade de Montr~al (Julho e Agôstc de 1964)
"" nesse:. oCéisião as sugestões do Professor J.DieudonnÉ: nos fo-
ram valiosas. A êle" nossos agradecimentos. ,

Nossos agradecimentos se estendem tambem ao Profes-
sor Benedi to Castr-ucc i. que nos deu acesso à apresentação des-
ta tie se de Livr.e DO'Jência em sua Cadeira e ao DI'. Luiz Henri-
qlA~ Ja:",y Monteiro por todo o trabalho de correção e revisão do
presente tiext o sem que seria impossivel o bom termo do nos-
;30 objetivoo

Paris, março de 1965&
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CAPITULO I

ÁLGEBRAS DE INTEGRIDADE E SEM TORÇÃO.

Sejam A um anel de integridade e X = Spec (A) seu e~
pectro munido da topologia espectral (cf.(3)) e fl o conjun-
to dos ideais maximais de A.

'" ' ,Proposiçao. Se B e uma A-algebra,
e somente se Br ~ uma A~ - álgebra (ou uma
ção para todo t> §.!!! X.

, '" '"Com efeito, e claro que se B e sem torçao? entao Br
",..,. "e tambem sem torçao para todo p em X. Reciprocamente, se Bp,
e sem torção para todo f em X, então B e sem torção. De fa-
to, como todo ideal primo 'f' de A está contido num ideal max],
mal ~ de A, a fÓTmula (Bffl)p= B~ nos mostra que podemos nos
limitar aos ideais maximais de A. O lema de globalização nos

B ~ sem torção se
A-álgebra)sem tor-

,
mostra então que B e sem torção.

Para terminar a demonstração, vamos dar o lema se-
guinte:

Lema. (Lema de globalização, cf.(3)). Sejam M um A-
mÓdulo e para todo" 411 € fi o homomorfismo canônico i:M -- M .

fH.

Então, o homomorfismo M --- TI M definido por
#t- € n -fH

x- (i (x)) ~ injetivo.m

Se x (M tem uma imagem nula em TI M ,entãoui €o h m
i (x) = O para todo 1ft E: n . Isto quer dizer que para todo

1ft

-tU (.n , existe um elemento a C A, a t 1ft tal que a x = O.~ ~ m
Seja ~ o ideal de A gerado pelos a Como AJt ct: 1ft para todom ,
m. ( [l, pelo teorema de KRULL, in: = A, isto e, a unidade de A,
se exprime sob a forma I = L bm am (soma finita), onde os

ffl€on



Teorema. Seja B uma A-~lgebra noetheriana comutati-
va. Então B é de integridade se e sàmente se, B~ é de inte-
gridade para todo f E: X.

Com efeito, se B é de integridade, B~
integridade para todo ~ ~X. Reciprocamente,,mente de integridade, para mostrarmos que B e de integridade,
é-nos suficiente mostrar que Spec (B) é um espaço topolÓgicO
conexo. Isto equivale dizer que B não tem outros idempbten-
tes diferentes de O e 1 (cf.(3)).

Seja então e € B um idempotente. Para todo f € X
se tem e-p=0 ou e10=1. Seja Uo (r~sP.ul) o conjunto dos
l'~X tais que e-p = O (respo e1= 1). E claro que X = UoU Ul e
que U nUl = 0. Seja Sup (Ae) Crespo Sup(A(l-e))) o supor-o ,
te (cf. 1 ) do A-modulo Ae (resp. A(l-e)). Como
Uo = X - Sup(Ae) e Ul = X - Sup(A(l-e)) e como o suporte de
um A-módulo é um fechado de X, então Uo e Ul são abertos em
X; X sendo conexo, coincide com Uo ou U1. O lema de globali-
zação conclui, pois, a demonstração do teorema.

~ ,e tambem de,se B e local-

-6-

estão em A. Logo, O = L b (a x) = C C b a ) x = x,
mE:.n m m mE:.o. 1U *

,isto e, x = o.

Observações
1) O teorema de KRULL afirma que todo ideal de A es-,ta contido num ideal maximal de A.

IV , ..,...,2) A proposiçao 1 e ainda verdadeira se B e um A-mo-
du.Lo, , ,3) E claro que o teorema 1 e ainda verdadeiro se a
~lgebra B não rôr comutativa. Neste caso diremos que B é sem
divisores do zero, o termo de integridade sendo reservado pa-
ra o caso comutativo.
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CAPITULO11

APLICAÇÃOÀS ÁLGEBRASUNIVERSAIS

,§ 1. Preliminares sôbre as algebras universais.

~ Sejam M um A-módulo, Tq(M) a potência tensorial q-
esima de M e T(M) a soma direta dos Tq(M) para q;:;:O, onde
faremos as identificações To(M) = A e TI (M) = M. O produto

~
tensorial confere a T(M) um estrutura de A-algebra graduada

"'(de t~po z , nula em graus neg:tivos) para a qual Tq(M) e o
sub-modulo dos elementos homogeneos de grau q e T(M) se de-

, J ,

nominara a algebra tensorial do A-modulo M.
Sejam I e J os ideais bilaterais de T(M) gerados pe-

los elementos da forma o (x ) ® <x(y) - a.(y) ® «(x ) e
a (x ) ® cc(x ) respectivamente, para x , y€ M, onde Ol:M-- T(M)
~ a lnJeção canônica. Obtemos assim, por passagem ao quocieg
te, duas outras éÚgebras, a saber, a ~lgebra sim~trica S(M) =

= T(M)/I e a ~lgebra exterior I\(M) = T(M)/J do A-módulo M.Os
ideais I e J de T(M) sendo homogêneos, obtemos sôbre SeM) e
A(M) uma estrutura de A-~lgebra graduada para as quais o sU2

~ÓdUIO Sq(M) e Aq(M) dos e~ementos homogêneos de grau q
e a imagem pelo epimorfismo canonico T(M) -- SeM) e.,
T(M) --- I\(M) respectivamente, de Tq(M), isto e, para todo
q~ O se tem Sq(M) ;: Tq(M)/Tq (M)n I e Aq(M) = Tq(M)lI'q(M)nJ.

As aplicações lineares compostas M- T(M)-- S(M)e
M-- T(M) - "(M) são inje ti vas, uma vez que (X (M)n I = C
e cx(M)n J = O., Temos assim as identificações SI eM) = M e,
!\ 1(M) = M. Alem disto, temos So(M) = A e 1\0 (M) = A.

,
Se designarmos por m a categoria dos A-modulos e

J ~

por Ct(resp. atc' ~) a categoria das A-algebras (resp. A-al-
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,gebras comutativas, A-algebras anti-comutativas), obtemos os
funtores covariantes T~ 13t.-Ot, S: 1ãl-Ol'c e A: m-OLa. Es-
tes funtores são exatos à direita no sentido de que transfor-
mam sôbrejeções em sôbrejeções. Veremos, nO decorrer dêste

, - ~ '\.- ,capitulo, que tais funtores nao sao exatos a esquerda,isto e,
nem toda injeção ~ transformada numa injeção.

Seja U g 'ffi, -- 'O\, um qualquer dos funtores T, S ~ ';\o
Lembremos que se '~:M c_ M v ~ uma aplicação A-linear de M
so'br-eM 1, então o homomorfismo de A-~lgebras U(~)~U(M)-U(M '),
extensão de '<{', ~ ainda sôbrejetivo e Ker(U(~)) (n{icleo de
U(<p)) é o ideal bilateral de U(M) gerado, em U(M), por
Ker(~). Observemos que, como identificamos M a um sub-A-mód~
10 de U(M), então Ker(~) é ainda um sub-A-módulo de U(M).

, "Lembramos ainda que se M e um A-modulo e se
c.p : A -- B e um homomorfismo de anéis, podemos munir :E de uma
estrutura de A-módulo e a aplicação B-linear M ~AB-U(M)®AB
induz um homomorfismo de B-~lgebras U(M ®AB) ~U(M) ~ABo Ês-, ,te homomorfismo e obviamente, um isomorfismo~

j .,Queremos ainda observar que se L e um A-modulo livre,
então T(L) ~ a á,lgebra dos'polinômios nào-comut atLvos , S(L) a
dos polinômios comutativos (ou polinômios, simplesmente) e
A(L) a dos polinômios anti-comutativos, tôdas com coeficien-
tes nO anel A. .,Finalmente queremos assinalar que ° termo algebra

., -universal e aqui usado no sentido de soluçao de um certo pro-
blema universal. Não abordaremos, entretanto, tais questões
e para tanto errví.ar-emoso leitor à bibliografia (cf.(2)).

" ,Como consequencia do teorema do Capitulo I e do que
acabamos de dizer acima, temos a seguinte proposição:
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Proposição 1. Sejam A um anel de integridade e M um A-módulo.
Então, U(M) ~ sem torção se e somente se, U(M~) ~ sem torção
para todo -p c x.

Teorema 1. Sejam A um anel de integridade e M ~ A-módulo tal
que U(M) seja sem torção. Se M' ~ um sub-módulo de M, então
U(M q) ~ sem torção se e somente se U(M 10) ~ sem torção para
todo ideal primo f de A que contenha o radical de M' •

Seja Rad(M') o radical de M' (relativamente a M),is-,to e, o ideal de A formado pelos elementos c de A tais
exí.s te um inteiro (para cada c) n ~ 1 tal que cnMe M n •
, -' ~e um ideal primo de A que nao contem Rad(M'), entao Mf =

e neM 10 )= U(M)-p ~ sem torção. O teorema resulta então
proposição 1.

que
Se f

M''f>
da

C0rolário. Seja ,Ã)tt um ideal de A. Então U(-ol)~ sem torção se
e somente se, U(AAlA-p)~ sem torção para todo ideal primo "5'

de A que cont~m Rad(AAI).
"O corolario nos mostra que se 1 e um ideal primo de

A, então U(IJj)~ sem torção se e somente se U(JJ]Af) ~ sem
torção para todo ideal primo l' de A tal que ôO:::>JJj • Em par-
ticular, se 1U e um ideal maximal de A, então U(m) ~ sem to!:
ção se e somente se U(mAm) ~ sem torção.

,Teorema 2. Sejam A um anel e M um A-modulo.
( i ) , , , U(M) ,M e um A-modulo projetivo se e somente se e proje-

tivo--(ii) , J , U(M) ,M e um A-modulo plano se e somente se e plano.
,Com efeito, si M e projetivo, isto equivale dizer,que existe um modulo livre L e duas aplicações A-lineares

M <p
L

ep' M tais que ep' o ep = 1M' onde lM:M-- M e a- ---
aplicação linear definida por lM(x) = x para todo x c M. Co-

,mo U e um funtor covariante, segue-se
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U(M) U(~)-- U( <p' ).. U(M) com a relação U(<p')oU(<p)U(L)
= lV(M). Sendo U(L) um A-m~dulo livre, U(M) é projetivo. A
reClproca é imediata uma vez que U(M) é projetivo se e sômeg
te se Uq(M~ é proj:tivo para todo q ~O. Em particular,
Ul(M) = M e um A-modulo projetivo. Isto demonstra (i).

Para demonstrar (ii), observemos que U(M) sendo pl~
no e M sendo fator direto de U(M), então M é também plano. A
reciproca decorre de (10) (corol~rio 2 do teorema 2)~

O teorema 2 nos mostra que U(M) é projetivo se e so
mente se Uq(M) é projetivo para todo q ~O. Suponhamos ago-
ra que exista um inteiro q~2 tal que U (M) seja projeti-

~ " , q Ê
VOe A questao e a de se saber se M e projetivo. ste probl~
ma, aparentemente ingênuo, parece-nos, entretanto, extrema-
mente dificil. Uma soluçao parcial foi dada em (12), capi-
tulo IV, teorema 1. Questão an~loga pode ser posta para os
,

modulos planos.
, ,

§ 2. "Integridade da algebra simetrica

1. Posição do problema
Seja A um anel de integridade e K o corpo de

'Jçoes de A.
fra-

, , ,
Lema 1. Se M e um A-modulo, SeM) e sem torção se e somente,
se SeM) e de integridade.

Se t(S(M)) é o sub-A-m~dulo de torção de SeM), a
sequência exata O - A --- K - K/A -- O nos d~ a sequência
exata 0- t(S(M)) - S(M)- SeM) @ AK---S(M) ~ A (K/A) -- O.
Se SeM) é sem torção, a ~lgebra SeM) pode ser imersa em
SeM) ® AK = SeM @AK). Como SeM ®AK) é um anel de polinô-
mios com coeficientes no corpo K, então SeM) é de integrida-

, ,
de. A reciproca e trivial.
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., ,O problema de caracterizar as algebras simetricas de
integridade (ou sem torção, o que ~ equivalente pelo lema 1)
~ um problema aberto. O que se conhece sôbre a questão não,são senão resultados parciais. Com efeito, ja vimos que se M
~ um A-módulo plano, então SeM) ~ tamb~m plano, logo, sem tOE
ção, se A é de integridade.

Poder-se-ia perguntar se A de integridade e M plano
" ,caracterizam as algebras simetricas de integridade. Isto porem- ,nao e verdade como se pode ver com o exemplo que se segue.

Exemplo. Sejam k um corpo, A = k(tl, .•.,t ) ,
n (tl,.••,tn)

'"' = (tI'.••,tn)A o ideal maximal de A e M um A-módulo de ger~
n

L t .e. = o. Como os t.
. I 1 1 11=

p . .,.
dores el, •.•,en ligados pela relação

,estão em m , segue-se que el, •••,en e um sistema minimal de
geradores de M. Isto nos mostra que M não é livre (e nem pro-

;,uma vez que A e local). Consideremos o anel de inte-
B = k(tl, .••,tn; Xl' .••,xn) tal que

n
L t.x. = o.
. 1111=

jetivo,
gridade

Como SeM} ".B.,.., então SeM)
dulo M fôsse::plano, como êle
no, entãoM' ~eria projetivo.

, , ,e tambem de integridade. Se o mo, ,e de tipo finito e A e noetheria
Logo, M não é plano •

.,2. Uma caracterização dos aneis locais regulares.
Sejam A um anel local noetheriano, iH o ideal maxi-

mal de A e l{ = A/.... o corpo de restos de A. Indicaremos com
dim(A) a dimensão de A no sentido de KRULL e com h(~) a altu-
ra de todo ideal AJlI de A. Sabemos que para todo idealAnldeA,
o quociente ~/~.~ e um k-espaço vetorial de dimensão fini-
ta, uma vez que A ~ noetheriano. AI~m disto, (fiJlI/.AAI.m : k] é o
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n~ero minimo de elementos de uma base de~. Logo,
(A/A. if1 : k ] ~ h~) e, em particular, dim(A) =h(m) ~( -m. /..,,2:k] .

Se dim(A) = (.•••/m2 : k), diremos que A é um anel local regular.
, /

Um anel noetheriano A e regular se Al' e local regular para
todo ideal primo (ou maximal, o que é equivalente) f de A.- ,Isto posto, temos a seguinte caracterizaçao dos aneis locais
regulares (cf•(12 ) ):

Teorema 3. O anel A é local regular se e somente se Sem) é de
integridade.

Suponhamos agora que A seja um anel noetheriano (não
necessàriamente local) e que f seja um ideal primo de A. Se
S(.3o) é de integridade, o mesmo, acontece com S(p)p = S(1'A'f)
e isto equivale dizer que Af e um anel local regular. A re-

.., , ~, J

ciproca, porem, nao e verdadeira, isto e, Af local regular
não implica que S(~) seja de integridade.
Exemplo. Sejam k um corpo, A k(XI, .•. ,~J, "f um ideal ho-
mogêneo de A e fl, ..•,fn um sistema minimal de geradores ho-
mogêneos de -p. Se S(â'l)e de integridade, então fI"" ,fn
são algebricamente independentes sôbre k(cf.(12)). Logo, é
suficiente tomar m>n para se ter S(f) com torção.Macaulay
demonstrou a existência de tais ideais (cf.(ll)). De.outro l~, ,
do, A~ e local regular, uma vez que A e regular.

A reciproca é entretanto, verdadeira, se f é um ide
aI maximal. Mams precisamente, temos:
Teorema 4. Seja A um anel noetheriano. Então A e regular se e
somente se Sem) é de integridade para todo ideal maximal m
de A.

,
Com efeito, e suficiente observar que para todo ideal

maximal m de A, Sem) é de integridade se e somente se
S (m Am) fôr de integridade (cf. cor-o l.ar-í.o do teorema 1).
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,

Dado um anel noetheriano A, e um problema aberto o de,
caracterizar os ideais primos 'P de A para os quais S('f) e de
integridade.

,
3. Interpretação geometrica dos resultados precedentes. ,

Sejam k um corpo, V uma k-variedade (variedades alge-
br-í.ca irredutivel), A=k (V) o anel de coordenadas de Ve k(V)
o corpo de frações de k (V) , isto e , o corpo das funções ra-
cionais sobr-e a variedade V. Seja p €V um ponto de V e seja
'P o ideal primo dos elementos de k (V) que ae vanuLam em p;
o conjunto das funções racionais fjg € k(V) t~~s que g(p) -I °.,
e um sub-anel de k(V) que admite k(V) como corpo de frações.

tste anel não ~ senão o anel local Af e se denom!
na anel local do ponto p sôbre V. ° ideal maximal de Al" ~ o
conjunto das frações racionais fjg € k(V) tais que g(p) -10 e
f(p) = 0, isto ~, l' Ap' Sabemos (cf. (17), pag í.na 71) que o

. ponto p ~ simples se e somente se A~ ~ local regular. Tendo
, -".em vista que 'f e um ideal maximal de A, entao Af' e lo'cal

regular se e somente se S(f) ~ de integridade (cf. teorema 4).
~ J

Isto nos mostra que as algebras simetricas de integridade ca-
A ,

racterizam os pontos simples sobre uma variedade algebrica.

Exemplo. Consideremos a curva alg~brica x2=y3 tendo um ponto
duplo na origem e sejam A =k(x,y) seu anel de coordenadas, on-
de k é um corpo e F = (x,y) A o ideal da origem. Então S(p)
não ~ de integridade.

,
§ 3. SÔbre a algebra tensorial.

, ",
Daremos, neste paragrafo, resultados analogos aos ja

, ,
dados para as algebras simetricas.

Lema 2. Sejam A um anel de integridade e M um A-m~dulo. Então
T(M) ~ sem torção se e somente se T(M) ~ sem divisores do zero.
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Com efeito, se K e o corpo de frações de A, e sufici
ente ver que a sequência exata O-- A-- K- K/A - O nos
d~ a sequência exata 0-- t(T(M)) -- T(M)- T(M) ®AK ---
- T(M~0A(K/A) - O. Considerando que T(M) e lJ-K = T(M(8)AK)e
como a algebra tensorial de um espaço vetorial e sem diviso-
res do zero, o lema est~ demonstrado.

Lema 3. Se.LB.!!!A um anel de integridade, JJtJ um ideal d.§.A e
cx:.AAI-T(,w) a injeção canônica. Se cx(x)0 cx(y)- cx(y)QP<X(X)FO,
onde x e y estã~ AItI, então cx(x) 0 cx(y) - cx(y)~ o(x ) ~ um
elemento de torção de T(~).

Com efeito, como O = cx(xy- yx) = x «(y ) - y cx.(x), isto
e x cx(y) = y cx(x) para todo x e y em .AJV, então temos
x(<X(x)~ cx(y) - cx(y)0 cx(x)) =y(cx(x)0 cx(x) - cx(x)® cx(x)) = O.

,
Proposição 2. Sejam A um anel e M um A-modulo. O epimorfismo
canônico T(M)--- SeM) é bijetivo se e sàmente se M e local-
mente monogeno.

Seja então A local, m seu ideal maximal e k=A/m o
corpo de restos. Se M é monogerio , é claro que T(M) = S(M). S~
ponhamos que T(M) = S(M). A asserção ~ evidente se A é um cOE
po e M um espaço vetorial s obr-e A. Senão se tem T(M) (8)Ak =
= SeM) ~ Ak e portanto, T(M/ntM) = S(M/mM). Como M/1ftM é um

.Ao. #' _ A

k-espaço vetorial, ele e de dimensao 1 sobre k e portantoffidê
te um elemento e C M tal que M= M+ Ae. O lema de Nakayama,
nos da M= Ae.

Lema 4. (Lema de Naka~ama).
Sejam A um anel, Rad(A) o radical da Jacobson de A,

,
#.I um ideal de A tal que .AAI c. Rad(A) ..§.M um A-modulo de tipo fi-
nit,Q. Se M =.AAlM, ~tão M = O.

Com efeito seja xl, ••• ,xn um sistema (finito) de g~
,

de M; ~ M e o conjunto das somas finitasrfidores

Lx.a.
. 1 l ll=

xi E: AJfJ M, podemos es-onde a.€}JV
l

para todo i. Como
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crever x., = La .. x . (i = 1, .•• ,n) com os a .. em.MI e sel j=l l,J J lJ
d = det( (L . - a. .), ó. . sendo o simbolo de KRONECKER,entãol,J l,J l,J
dx. = O (i = 1, ••• ,n). Como d e inversi vel em A, aegue-ese que

l
.-x. = O (i =l, ••. ,n), isto e, M = O.

l

Lema 5. Sejam A um anel local de integridade, K seu corpo de
frações, m o ideal maximal de A e suponhamos que A -J K. As con-
dições seguintes são eguivalentes:

(i) A é um anel principal;

(ii) o ideal
CD

é principal e n mn = (O);
n=l

(iii) A
,
e um anel noetheriano e 1M e principal;

(iv) A é um anel de valorização noetheriano.

A demonstração dêste lema é cl~ssica e para tanto,en
. -

viamos o leitor à bibliografia (cf. (18)).
Um anel que satisfaz a uma das condições equivalen-

tes do lema 5, denomina-se anel de valorização discreta. Isto
..,. - .-equivale dizer que se v e valorizaçao cujo anel e A e se K* =

= K - {O }, então v(K*) ~ 7L (isomorfismo de grupos).

Teorema 5. Seja A um anel local de ideal maximal m. O anel A
é· de valorização discreta se e somente se Tem) é sem torção.

Com efeito, se T(m) é sem torção~ então T(m) = Sem)
(ci. lema 3) e pela proposição 2,~ é principal. Logo, A e
de valorização discreta. Reciprocamente, é claro que se A é
de valorização discreta m é pr-Lnc í.pa.l e T(m) é um anel de
polinômios em uma indeterminada com coeficientes em A. Logo,

, '-T(m) e de integridade, isto e, sem torçao.
Seja agora A um anel noetheriano (não necessàriamen-

te local) e p um ideal primo de A. Se T(p) é sem torção, °
mesmo acontece com T(-p)'P = T( 1-' A"f) e isto equivale dizer que
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Ap é um anel de valorização discreta. Entretanto, Ap de va-
lorização discreta não implica que T(-p) seja sem torção.

Com efeito, sejam k um corpo, A=k ((x,y)) com as re
lações xy = y2 = O e 1> = Ay. Como A/'f= k ((x)) é de integrid~
de, então l' é um ideal primo de A. De outro lado, f Af = O

e como A-p = A1'/'fAp é o corpo de fra?Ões de A/p, então
AfJ= k( (x)). Isto nos mostra que Ap e um anel de valoriza-
ção discreta (Ap é um corpo). De outro lado, T('f) contém A
no gr~u zero, logo T(F) tem divisores do zero (não podemos
falar aqui em torção, uma vez que A não é de integridade). P~,ra um exemplo no caso em que A e de integridade, ver §5., , ,

A reciproca e entretanto verdadeira, se l' e maximal.
Mais precisamente, temos o resultado seguinte:
Teorema 6. Seja A um anel noetheriano. Para todo ideal maxi-
mal 1M de A, T(m) é Sem torção se e somente se A é de valo-

'JH

rização discreta. ,Com efeito, e suficiente ver que para todo ideal ma-
ximalm de A, T(1K) e sem torção se e somente se T(m A,Ift) é
sem torção e que isto equivale a Am de valorização discre-
ta. , ,No caso dos ideais, e facil dar exemplos de algebras
tensoriais com torção. Para isto, sejam k um corpo,
A = k (Xl' •.• ,Xn) o anel de polinômios nas indeterminadas
Xl' ...'~ com coeficientes em k e 'fi um ideal primo homogê-
neo de A tendo fl, ••• ,fm como sistema minimal de geradores
homog~neos. Se T(l» é sem torção, então T(õJ) = s(~) é de,integridade. E suficiente tomar m > n para ter T(-p) com tOE-çao. , ,Problemas analogos aos que colocamos para as alge-

~ ,bras simetricas, podem ser postos para as algebrastensariais.
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§ 4-. Sôbre a ~lgebra exterior.

I

Sejam A um anel e M um A-módulo. Se Aq(M) = 0, en-
tão Tq(M)CJ e por conseguinte Tq(M) n r c r na = 0, logo
Tq(M) n r = O. Isto nos mostra que Sq(M) = Tq(M). Logo, se
1\ (M) = ° para todo q ~2, então T(M) = SeM) e isto equiva-q ., ,
le dizer que M e localmente monogeno.
Lema 6. Suponhamos
.M.I um ideal de A.
ra todo q ~ 2.

Com efeito, seja a:.AAI - I\(AAI) a injeção canon í ca,
Para todo vetor da forma a(x) ~ a(y) I ° com x e y em }J\) ,

tem-se x(~(x) A cx (y)) = «(x) A (xa(y)) = ec(x ) 1\ (y\X(x)) =
= y(~(x) A a(x)) = 0, uma vez que xa(y) = ya(x), quaisquer
que sejam x e y em AJl;. Isto nos mostra que "2(JJl;)~ um A-
m~dul0 de torção •.A mesma demonstração é v~lida para os gr~us
superiores.

que A seja um anel d~ integridade e seja,Então os A-modulos I\qCAAt) são de torção pa-

Teorema 7. Seja A um anel local de integridade e m seu ideal,, ,maximal. ° anel A e de valorização discreta se e somente se, ,~
1\ (m) e sem torçao.

De fato, se A é de valorização discreta, ~ é princi
paL por conseguinte 1\ (m) é sem torção. Se A(m) é sem to;r
ção, Àq(m) = ° para todo q~2 (cf. lema 6) e portanto
T(111-)= S(m). Isto nos mostra que m é principal e A é de va-
lorização discreta.

Seja agora A um ahel noetheriano (não necessariamen-
te local), ~ um ideal primo de A e suponhamos que I\(~) seja
um A-módulo sem torção. Então I\(-p)p = l\(pAp) é também sem
torção e isto equivale dizer que A'fl é um anel de valoriza-
ção discreta. Mas, A~ de valorização discret~ não implica
que I\(~) seja sem torção (ver exemplo do § 5).

A reciproca é porém verdadeira, se l' é maximal. É o
que nos mostra o resultado seguinte:
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Teorema 8. Seja A um anel noetheriano de integridade. Para to-
do ideal maximal m de A, Am é um anel de valorização discre-
ta se e somente se A(m) é sem torção.

J ,E suficiente observar que se m e um ideal
~ ,A (m) e sem torção se e somente se 1\ (* A

1It
)

maximal
de A, então
sem torção.

Finalmente
,

analogos
ser pos-aos

tos

queremos observar que problemas
, ,

que colocamos para as algebras simetricas podem,
para as algebras exteriores.

§ 5. Estudo de um exemplo.
,

Vimos, nos §§ 3 e 4 que se A e um anel noetheriano
de integridade e 'P um ideal primo de A, então T(p) ou I\(f)

sem torção implica que A'(J seja de valorização discreta.
Mostraremos neste exemplo, entre outras coisas, que

Ap de valorização discreta não implica necess~riamente T(p)
ou A(p) sem torção. Para tanto, daremos alguns resultados
preliminares.

,
1. AlgunS resultados homologicos

Demonstraremos aqui essencialmente, alguns resulta-
dos bem conhecidos (cf.(4) , exercicio 19, p~gina 126).
Lema 7. Seja A-um anel e consideremos duas seguências exa-, ,
tas O-M'-M--M"-O e O--Nv--N-N"--O deA-modulos- .-'
onde M e N são planos. Então, para todo n ~ 2 tem-se

TorAn(M'f,N") = TorA (M' N').n-2 '
.I ACom efeito, como M e plano, Tor (M,N") = O para to-, n _

do n ~l (c~.(3) ,capitulo 1, § 4, proposiçao 1), e o produto
tensorial da primeira sequência por N" nos d~ a sequência

J A A(exata de A-modulos ••. -Tor2(M', N") -O -Tor2 M" ,N") -
- TorA(M' N") --- O -- TorA (M" N") - M' 0 N" - M 0 N"-1 ' l' A A

,
e
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MIt®ANIt-O. Logo, To~ (M" N") = TorA (M' N") para todon' n-l'
n~l. Anàlogamente, se fizermos o produto tensorial da segun-
da sequência por M' e levando-se em conta que N sendo plano
tem-se TO~(Mf ,~) = O para todo n ~l, então temos a sequêg
cia exata de A-modulos .• e -TO~(M' ,N') ---O -

-- TOr~(MI,N") -- Torf(Mf ,N') - O- Torf(M' ,NIt) -M'0AN'-

-M' ® N -M' ® N" -O Resulta que To~(M' N") =A A· n '
= Tor!_l (MI ,N') para todo n;?;1. Logo, Tor! (M",NIt) =
= Tbr~_l (M',NIt) = TOr!_2(M' ,N' ), para n-l ~ 1, isto ~,

Tor!(MIt,NIt) = Tor!_2(M',NI) para todo n~2.

Observemos que em (4) (teorema 1.5a,
~

poe-se que M e N sejam projetivos, forma sob,
usa-lo aqui.

,
pagina 109), su-
a qual iremos

Proposição 3. Seriam A ~anel, AAI e -? dois ideais de A. Então
segue-se:

Torf(A/AAI,A/.g,) = (ÁllI!\ ~ )/,ov • .fr

Tor~(A/AJ\.I,A/.g,) = Ker(AJv~A-&- - MI. ~)

onde fiIV. ~ designa a imagem de )J\I (!JA-3- -- A.

De fato, basta aplicar o lema 7 às,
de A-modulos 0- AAI - A- A/AAJ- O e, ,

O e observar que A e A-modulo livre,logo pl~

A-

sequencias exatas
0- .8---

- A- A/-S-
no.

2. Sizigias e integridade.

Seja A um anel e {al, ••• ,an} um conjunto finito de
. n /elementos de A. Dlremos que um elemento (cl, ••. ,cn)€A e uma
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sizigia de {aI' ...,an} se C c v a . = O. ° conjuntos das si-. 1 l l, l-'zigias de {al, •..,an} forma - um sub-A-modulo de An•
Seja agora ~ = (al,•••,an)A um ideal de A de ti-

po finito. Tôda sizigia do conjunto {al,•••,a } ,denomina-se
~ ~ n Juma sizigia do ideal~. Seja ainda M o modulo das sizigias, ,

do ideal ~ e T o sub-A-modulo de M gerado pelas sizigias
(O,..•,O,a.,O,•••,O,-a.,0,..• ,0) onde i< j, a. ocupa o i-ésiJ,l J , ' -
mo lugar e -a. o j-esimo ..' Todo elemento de T denomina-se

, l " ,uma sizigia trivial e e facil verificar que para que uma'siz!, ,
gia (cl,.•.,cn)€T e necessario e suficiente que se possa es
crever

n i-I
c. = Cb.,. a. -Cb .. a.l j=i+l l,J J j=l J,l J

para i = 1,•.• ,n e onde os estão em A.

Seja <P :An - .MI a aplicação A-linear definida por
'9 (e.) = a. (i = 1, ••• ,n), onde {el,...,e} e a base canônica

l ., l , n
do A-cnodu.Lc livre An. E imediato que Me Ker ('9) e portan-
to TCKer(<9). De outro lado, se x = (cl,•.•,cn)€ T, então
ci €)]V (i = 1,.•. ,n), isto ~, T C AJV An. Isto significa que
TCMlAnnKer(<p). Se T =MlAnnKer(<p) diremos que »V ~ um
ideal sizigético. Temos assim o resultado seguinte (cf.f1'5J
ou (16) ): "

Lema 8. Seja"".AlVum ideal sizig~tico e suponhamos que para tô-
da sizigia (tI' ...,cn)€ M, ~ condição clE: AA; implica" ci € AJV

(i = 2,.•• ,ri).' Então S(A1V) e de integridade.

3. ° exemplo
'.Sej~ k um corpo, A=k(x,y,z) o anel de coordenadas

da quadr-Lca z2 =x:y e -p = (x,z)A o ideal de A gerado por
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x e z. Como A/p = k (y) e de integridade então fl é umideal, ,
primo de Ao E claro que A~ e um anel de valorização discr~
ta, seu ideal maximal sendo zA'fl' Vamos mostrar que os A-mó-
dulos T(p) e A(p) possuem torção. ,

Para mostrarmos que T(F) possue torção e suficiente
provar que x ~ z - z ~ x -I O. Se j a então I o ideal bilateral de
T('fi) gerado pelos elementos u ~ v - v ~ u , u e v em 'F. É cl~
ro que I nT2(f) é o sub-A-módulo moncgeno de T2('P) gerado

2 'por x~z - z e x e como InT2(4J) = Ker(T2(-p)- p), e su-
ficiente mostrar que Ker(T2(~)--- ~2) -I O. Consideremos a
aplicação A-linear AXA-- II definida por (a,c) ~ ax + cz.- , , ,
Esta aplicaçao e um epirnorfismo e seu nucleo e ainda 'P. Te-

A - , 2
mos assim a sequencia exata de A-modulos 0- fl -- A --
-- p --- O e para todo A-módulo M, a sequência exata de A-mó-

A A Adulos •.• -- Tor2(f,M) - 0- Tor2(p ,M)--- Torl (-p,M)-- 0--

-- Torf(-p,M)- P ~AM-A2~AM-- f ~AM- O. Logo, para

todo n~ 1, tem-se Tor!(-p,M) = Torft_l (p ,M). De outro lado, a

sequência exata de A-m~dulo 0- fl - A- A/'f -- O nos d~,
J A A

para todo A-modulo M, a sequencia exata .•• --- Tor2(A/F,M)---

--- Torf(f ,M)-- 0- Torf(A/f ,M)-- 'f ~AM--- M-(A/~ )~AM-
--- O. Assim, TorA(A/p ,M) = TorA 1(I:) ,M) para todo n ~ 1. Reu-n n- u-

nindo as duas fórmulas assim obtidas, temos Tor!+l(A/~,M) =

= Tor!(A/r>,M) para todo n > 1. Logo, Ker(T2(p)- 'P 2) =

= TG>~(A/fl,A/p) = Torf(A/-p ,A/r-') = 'f /1'2 -I O. Temos assim

x$z - z0x -I O, logo um elemento de torção de T(~).

Mostremos agora que S (1) )
to, basta verificar as condições do
sizigia (a,c) de ~ tal que a e c

é de integridade o Para t8.Q. --
lema 8. Comefeito, tôda-
estão em ~ se exprime
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,
sob a forma a r- z , b=-x, isto e~ e trivial o De outro lado, as
condições (a,c) E:A2,' ax + cz O e a € p implicam c € 'P •
Comefeito, o = (ax + cz)y = (az + cy)z e portanto') az + ay=,
= O') isto e, cy( 'f. Como y ~ 'f ,então c € ~. Isto nos
most~a que S(~) ~ de integridade.

Finalmente, se k ~ um corpo de caracteristica zero?
tem-se T2(-p) = S2(ã-» 0 "2(P). Logo, ;"2(~) possue t or-çáo ,
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