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INTRODUÇÃO 

1!:ste trabalho tem por objetivo a resolução do seguinte pro

blema: caracterizar mediante as indicatrizes os operador~s analíticos de 

Fantappié, definidos numa vizinhança da o~igem do espaço IFI - intro

duzido por C. L . da Silva Dias (1951), A . Grothendieck (1953) e G. 

Kothe ( 1953) - e com valores num espaço localmente convexo completo 

e separado . 

l!:ste problema - quando o operador está definido numa vi

zinhança da origem do espaço (F), e tem valores em C (funcionais 

analíticos) - foi formulado por Fantappiê em 1928 ( l 11, a 1, pg . 633) < • J • 

O mesmo problema - quando o operador está de(inido numa vizinhança 

do espaço IFI e tem valores noutro espaço IF ' I - foi reformulado por 

J. Sebastião e Silva em 1953 (18,bl, pg. 32) tendo o mesmo obtido 

uma condição suficiente. 

A importância que tal estudo pode ter, tem paralelo na teo

ria das funções analíticas, quando se procura definir uma ta l função 

por meio de uma série de potências. 

Para esta resolução faltava: em primeiro lugar demonstrar 

a continuidade dêstes operadores. Isto foi conseguido por J. Sebastião 

e Silva há pouco tempo (1950) (18,al), utilizando um resultado de 

( ·) - Os números entre colchetes referem-se à bibliografia. 
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Zorn sôbre a continuidade dos operadores G-analíticos, definidos 

num aberto de um espaço de Banach com valores noutro espaço de 

Banach e cuja primeira variação é contínua. Em segundo lugar, uma 

fórmula de majoração para as indicatrizes de um. operador analítico 

numa vizinhança de zero em [FJ . Isto o conseguimos adaptando aos 

espaços [ F [ uma fórmula não utilizada de G . Haefeli e F. Pellegrino 

(1949) . 

Mediante esta fórmula pudemos estabelecer condições ne

cessárias e suficientes, para que um desenvolvimento de Fantappiê de

fina um operador analítico numa vizinhança da origem em [FJ (pro

posição 3). 

Extendemos essa mesma fórmula a qualquer espaço vecto

rial topológico localmente convexo completo e separado ( proposição 1). 

Isso nos permitiu dar a caracterização de um operador analítico defini

do numa vizinhança da origem do espaço eN · [9], mediante seu de

senvolvimento de Taylor (proposição 2) e em termos de hipóteses nos 

espaços componentes. 

No fim do capítulo IV damos exemplos de desenvolvimen

tos de Fantappiê convergentes numa vizinhança da origem de vários 

espaços [FJ e com valores em C ou no próprio [FJ. 

No apêndice caracterizamos os operadores G-analiticos 

permutáveis com um operador linear e contínuo e damos alguns 

exemplos. 

No capítulo I damos os fundamentos da teoria dos espaços 

vectoriais topológicos segundo N. Bourbakl. 

No capítulo II esboçamos a teoria da integração de funções 

de várias variáveis complexas, com valores num espaço vectorial topo

lógico localmente convexo, segundo a orientação de N. Bourbaki. Adap

tamos aos espaços localmente convexos a teoria das funções analíticas 

de E . Hille e outros [4] . 

A parte fundamental dêste trabalho, principia no capítulo 

III após uma digressão sôbre os operadores G-analíticos segundo o 

tratado de E. Hille [4], alguns resultados de J . Sebastião e Silva sôbre 

a continuidade dos operadores analíticos segundo Fantappiê, e prosse

gue no capítulo IV . 

Consignamos os agradecimentos aos profs. Omar Catunda, 
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Cândido Lima da Silva Dias, Edison Farah, Benedito Castrucci e Fer

nando Furquim de Almeida, do Departamento de Matemática, nossos 

mestres, pela oportunidade que nos deram de nos candidatar ao titulo 

de Livre-docente . 

Acreditamos, desta . forma, ter contribuído para o estudo da 

fecunda teoria dos operadores analíticos, ao qual nos temos dedicado 

desde nossa estada em Roma ( 1954), e nos permitimos apresentar êste 

trabalho à douta Congregação desta Faculdade. 

O Autor 
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CAPÍTULO I 

§1 - Subconjuntos absolutamente convexos de um 

espaço vectorial 

Seja X um espaço vectorial sôbre o corpo complexo C l 14] . 

DEFINIÇÃO 1 - Um subconjunto A de X é chamado absoluta-. 

mente convexo se ax + {JyeA quando Ia 1 + 1 {J 1,,:::: 1 ('<tx ,yeA; a, {JeC). 

Isto é, ax+{JAcA ('<tJal+I/Jl ,,:::; 1) . 

Um subconjunto absolutamente convexo é circttlar, isto é, 

e 18A=A ('<t 0ER). 

É imediato que a intersecção de um número finito de sub

conjuntos absolutame nte convexos é absoluta mente convexa . 

S e A é absolutamente convexo segue-se que 

aA + 1JAc (a+ 11)A ('<t CX,/IEC). 

DEFINIÇÃO 2 - Chama-se envoltória absoltttamente convexa 

de uma família de subconjuntos (AJ)JeJ o menor subconjunto abso

lutamente convexo que contém U AJ . Indiquemos êste conjunto por 
jeJ ,~. 

I'Ai. rAJ será formado pelas combinações linear es .i,..aJ onde 
je J jeJ jEI J 

)'. 1l.- l L l (! = subconjunto finito qualquer de J e aJeAi), pois, o 
j'er J -

conjunto destas somas é absolutamente convexo e contém UAJ e, além 
jeJ 



disto, está contido em qualquer subconjunto absolutamente convexo que 

contém UA. (121. pg . 6). 
je J J 

DEFINIÇÃO 3 - Diz-se que um subconjunto A. de X é esfre

lado se axeA quando xeA e JaJ,a;;l. Isto é, :xAcA ('v'lat,a;;l) . 

E fácil ver que a soma e a reunião qualquer de subcon

juntos estrelados são estreladas . Também o produto de um subconjun

to estrelado por uma constante é estrelado. 

Um subconjunto absolutamente convexo é estrelado. 

DEFINIÇÃO 4 - Diz-se que um subconjunto A de X é simé

trico, se - XEA quando XEA. Isto é, -AC A donde - A= A. 

Um subconjunto estrelado é simétrico. 

DEFINIÇÃO 5 - Um subconjunto A é chamado absorvente se 

dado qualquer XnEX existe ,,n ;/ O em C tal· que_ x0 ei.0 A. 

§2 - Espaço vectorial topológico 

DEFINIÇÃO 6 - Um espaço vectorial topológico é um espaço 

vectorial onde é dada uma estrutura topológica compatív~l com a es

trutura vectorial , isto é, tal que as &plicações (x,y)eXXX - •x+yeX 

e ( a,x) eC X X -~ axe X sejam contínuas nas estruturas topológicas 

produto . Supõe-se C munido da estrutura topológica habitual. C muni

do desta estrutura será designado ainda por C . 

As aplicações do tipo x -•a+ x (translações) e x - • ax 

(a ,,,_ O homotetias) são contínuas e biunívocas, e homeomorfismos. 

Em virtude desta observação, as vizinhanças de um ponto 

x0 serão dadas pelos subconjuntos X()+ V(O) (V(O) = vizinhança da 

origem) . 

Um espaço vectorlal topológico será simbolizado por E. V. T. 

Chama-se subespaço de um E . V. T. um subespaço vectorial 

com a estrutura topológica induzida. Evidentemente ainda teremos um 

E .V.T. sôbre C. 

Chama-se forma linear contínua sôbre um E. V. T. uma 

aplicação linear e contínua sôbre X com valores em C. 
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Estrutura uniforme de um espaço vectorial topológico 

Num espaço vectorial topológico define-se de maneira natu

ral uma estrutura uniforme, considerando-se a base de filtro {J sôbre 

X X X formada pelas partes: 

W= ((x,y)eXXX I x-yeV(O)} 

onde V(O) percorre as vizinhanças de zero . 

A estrutura topológica associada a esta estrutura uniforme 

é exatamente aquela das vizinhanças dadas. 

Quando não fôr mencionada explicitamente uma estrutura 

uniforme num espaço vectorial topológico, suporemos que seja aquela 

definida acima. 

Como em todo espaço unifoi:me, as vizinhanças de um 

ponto admitem um sistema fundamental de vizinhanças fechadas 

( l 15J pg. 142). 

Em consequência X será separado quando e sómente quan

do a origem fôr um subconjunto fechado . 

Caracterização da estrutura vectorial topológica 

Considerando-se para cada vizinhança V da origem, o maior 

subconjunto estrelado V ' e V, obteremos uma base de filtro de vi

zinhanças {J que goza das propriedades: 

1) O homotético de ~ada elemento de {f está em 11. 

2) Os elementos de /J são estrelados. 

3) Os elementos de /J são absorventes. 

4) Dado V ' e{J existe W'e(J tal que W ' +W'cV'. 

Reciprocamente, consideremos em X uma base de filtro /1 
com as propriedades 1), 2) , 3) e 4) . Definamos vizinhança da origem 

como um subconjunto V que contém V' e /J, e vizinhança de Xo como 

x0 +V. Obteremos uma estrutura de espaço vectorial topológico em E 

( 1 1 , a I pg. 2) . 

A aderência de um subconjunto absolutamente convexo A 

é absolutamente convexa. Seja a A+ /1 A e A ( 1 a 1 + 1 /11 .f 1). Como 

a aplicação (x,y) - • ax + /Jy é contínxa em X X X, teremos: 
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aA +PA e (aA +í1A) e Ã. 

DEFINIÇÃO 7 - A aderência da envoltória absolutamente 

convexa de A chama-se envoltória convexa e fechada de A. Pela ob

servação anterior a envoltória convexa e fechada de A é o menor sub

conjunto absolutamente convexo e fechado que contém A. 

§3 - Subconjuntos limitados de um espaço vectorial 

topológico 

DEFINIÇÃO 8 - Diz-se que um subconjunto A de X é !imita

do, quando dada uma vizinhança da origem V(O), existir O :,!l,EC tal 

que Ac l.V. 

Evidentemente um subconjunto de A também será limitado. 

A reunião de um número finito de limitados é limitada, 

como se verifica pela definição . 

A aderência de um limitado A também é limitada, pois 

dada uma vizinhança fechada V da origem, existe O 7' >.EC tal que 

A e). V. Segue-se que A e). V, isto é, A é limitada. 

Todo subconjunto A compacto é limitado. Com efeito, seja 

uma vizinhança V da origem. Seja W uma vizinhança estrelada da ori

gem tal que W + W e V. Teremos para x1 , ••. , xn convenientes: 

n 
AcU (xl+W)=B+W 

j : J 

n 

(B = U { xl)) 
J = 1 

Como B é limitado, existirá ). ?" O tal que B e ). W. Seja µ ta l que 

1µ1 ;;;,, 1 e 1µ1 ;;:,,, 1>.1. Será AcµW+µWcµV . 

§4 - Espaço vectorial topológico localmente convexo 

DEFINIÇÃO 9 - Diz-se que um espaço vectorial topológico é 

localmente convexo se existir um sistema fundamental de vizinhanças 

da origem at-solutamente convexas. P ara designá-lo utiliza remos o 

simbolo E.L.C. 

Num E .L.C. existe um sistema fundamental de vizinhan

ças {3 que sa tisfaz às propriedades : 
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I) {J é uma base de filtro. 

II) Todo elemento de {J é absolutamente convexo. 

III) Os elementos de {J são absorventes. 

IV) Os homotéticos dos elementos de {J estão em fJ . 

Reciprocamente dado um conjunto de partes de um espaço 

vectorial com as prppriedades I), II), III) e IV), obteremos uma estru

tura de E.L. C. definindo-se vizinhança da origem como todo subcon

junto que contém um elemento {J . 

A envoltória r A de um subconjunto limitado A de um E . L .C. 

é limitada. Com efeito, dada a vizinhança de zero V absolutamente con

vexa, i.V também é absolutamente convexa e AC l.V =} !'AC i.V. 

DEFINIÇÃO 10 - Uma aplicação de um espaço vectorial topo-

lógico X em R é chamada seminorma quando satisfaz às propriedades: 

! ) p(l.x )=l),lp(x) 

2) p(x+y) ~ p(x)+p(y) 

De 1) e 2) segue-se que p(x) ;:;, O ('v'xeX) . 

O subconjunto A= { x I p( x) < l } é absolut.amente convexo . 

Reciprocamente um subconjunto absolutamente convexo A 

define o subespaço vectoria l C.A dos produtos ax (aeC , xeA) e a 

semi norma em C. A: 

p (x) =inf{ 1 i.. 1 1 xei..A} . 

DEFINIÇÃO 11 - Chama-se norma sôbre X uma seminorma 

que satisfaz à propriedade p (x) = O =} x = O. Uma norma será desig

nada pelo símbolo li x li . 

TEOREMA 1 - A seminorma associada a um subconjunto ab

solutamente convexo e limita elo A de um E. V. T . separado é também 

uma norma. 

Com efeito, seja p(x) a seminorma associada a A e p(x) = O. 

Existirá uma sucessão (l.n)n•N onde l.n - • O ta l que XEÀnA. Como 

A é limitado, dada uma vizinhança de zero V(O) estrelada, existe 

i.eC tal que xe(l.n).)V. Para n conveniente teremos 1>-n>-1 < 1; logo , 

(>-nl.)VcV e xeV(O) ('v'V(O)) . Como X é separado será x =O. 

Esta norma será designada li li A. 
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Seja A absolutamente convexo e p(x) a seminorma asso

ciada a A. E fácil ver que dado {J > O: 

{xeXlp(x)</1)= LJ aAc{JAc{xEXlp(x).,;;;{J} 
l,xl<[l . 

Se A fôr também uma vizinhança de zero, { x e X I p( x) < /J) 
será outra vizinhança de zero( ' )_ Segue-se que p(x) é uma função 

continua em X, pois 

{ x e X ! 1 p( x) - p( x,,) 1 ,,,; r.} :J { x I p( x - Xo) ,se; r) :J Xo + rA. 

Se A fôr também aberto, {xEXlp(x) < l}=A. Com efei

to, seja xeA. Como a aplicação f : t - • tx é contínua em R e em par

ticular para t=l, teremos que í 1(A):Jll,l+rl (1:> 0 conveniente) 
1 

donde (l+ :·)xEA e xeT+r""A. Segue-se que p(x)<l. 

Se A é absolutamente convexo e fechado, teremos 

A={xlp(x) ,ee; l) . Seja p(x) ,,,; 1 Então xeaA 
1 

e a>l. e aXEA 

(v'a > I). Segue-se que xEA porque A é fechado. 

Dado um E. L. C. , associando-se a cada vizinhança absolu

t:1mente convexa, a semi norma que acabamos de definir, teremos uma 

família de seminormas { p/x)) J eJ. Reciprocamente dada uma família 

( pi(x)) JeJ de seminormas num espaço vectorial X, considerando-se 

os subconjuntos absolutamente convexos { xEX I pJ(x) < r. , r. > 0 ,j: J) 

e depois as intersecções finitas dêstes, teremos um conjunto de partes 

de X que satisfaz a I), II), III) e IV) e, porta nto, define um E.L.C . 

Em têrmos de seminormas podemos dar a definição de su

cessão de Cauchy ou mais geralmente de filtro de Cauchy, de conjunto 

limitado e de espaço separado. 

Um filtro g será de Cauchy, quando e sómente quando, 

dado 1: > 0 e a seminorma pJ(x), existir Aeg tal que : 

(x,y)EA X A~ p/x-y),;;, 1: . 

Um subconjunto L será limitado, quando e somente quando 

sup Pj(x) <oo (v'jeJ). 
XEL 

Um espaço será separado, quando e somente quando, dado 

x ;,6 0, existir jeJ tal que P,(x) ,,-1 0 . 

<· J - Quando A é uma vizinhança de zero absolutamente convexa ou mais geralmente 
um subconjunto absolutamente convexo e absorvente, C. A= X. 
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§5 - Teorema de Hahn Banach e topologia fraca 

TEOREMA 2 - (Hahn - Banach) - Seja X um espaço vectorial 

topológico e M um subespaço. Seja p(x) uma seminorma sôbre X e f 

uma forma linear e contínua sôbre M tal q:ie I f(x) 1 ~ p(x) em qual

quer ponto de M. E.i:ist~ então uma forma linear e contínua f 1 definida 

em X, que prolonga f e tal que I f 1(x) 1 ~ p(x) em qualquer ponto de 

X. (1161, cap. II, pg. 110). 

COROLARIO - Seja X um E .L .C., Xo um ponto de X e p 

uma seminorma contínua em X; existe ent:io uma forma linear contínua 

f definida em X, tal que f(xo) = p(x0 ) e I f(x) 1 ~ p(x) em X. ( ! 16 J, 
cap. II , pg . 102). 

Topologia fraca 

Seja X um espaço localmente convexo separado e Q: sua 

topologia. Seja X· o espaço vectorial sôbre C das formas lineares con

tínuas sôbre X. X' será chamado dual topológico ou simplesmente 

dual de X . 

Consideremos em X a topologia de espaço vectorial topoló

gico localmente convexo definido pelo conjunto das vizinhanças funda

mentais da origem, do tipo: 

V (o) = { X E X 1 1 < X' Xí > 1 ~ e' x; E X , ' 1 ~ j ~ n' ," > o } . 

Esta topologia será denominada topologia fraca e indicada 

por u(X,X ' ). É imediato ver,ificar que~ é mais fina que u(X,X'). 

Para mostrarmos que uma aplicação f(t), definida num 

espaço vectorial topológico F e com valores num espaço vectorial topo

lógico e separado X é contínua quando X é munido de u(X,X'), é 

suficiente demonstrar' que 

seja x'eX'. 

( f(t),x') é contínua qualquer que 

Um subconjunto L de um E.L.C. separado X, munido de 

u(X,X') será limitado, quando e sómente quando, x ' (L) fôr limitado 

em e ('v'x'eX'). 

Seja F= (X ' )' o dual algébrico de X'. Em F podemos in

troduzir uma estrutura de E.L.C. considerando as vizinhanças do 

tipo: 
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W(O)= {yeF !l < xj , Y) ) ;f; t', x;ex',l ,e;; j ;f; n, r > O} 

Seja u(F, X') esta estrutura. Consideremos a aplicação 

biunívoca e linear de X em F definida por x - x, onde x é a aplica

ção linear de X ' em C dada por x' - < x, x ·) ( 1161 , cap. IV . pg. 48). 

X munido de u (X, X') será então isomorfo algébrica e topológicamen

te a um subespaço vectorial topológico localmente convexo de F munido 

de u(F,X') . 

Usaremos os aàvérbios fracamente ou fortemente para nos 

referirmos a uma propriedade da topologia fraca ou da topologia inicial 

respectivamente. 

TEOREMA 3 - Seja X um E.L.C. separado e x0 um ponto 

de X tal qae x'(xn)=O qualquer que seja x'eX ' . Res1Llta então x.:, =O. 

Com efeito suponhamos que seja x 0 ·-' O. Como X é sepa

rado, existe uma seminorma p tal que P(Xo) >" O. Pelo corolário do 

teorema de Hahn-Banach existirá uma forma f(x) linear e continua 

em X tal que f( xo) = p( X(I), o que é contra a hipótese . 

TEOREMA 4 - Seja X um E.L. C . separado. Todo conjunto 

fracamente limitado em X é fortemente limitado (IJ6j, cap. IV, pg. 70). 

A reciproca dêste teorema é imediata. 

§6 - Espaços especiais 

DEFINIÇÃO 12 - Chama-se espaço vectorial normado um 

espaço vectorial topológico cuja topologia é dada por uma norma . 

·seja p(x) uma semi-norma sôbre um espaço vectorial X. 

Seja o subespaço vectorial HP = ( x I p( x) =O} e o espaço vectorial 

E/Hp. llxll=p(x) é uma norma em X/Hq (~=x+Hp). A aplicação 

canônica de X sôbre X/Hp é linear e continua. 

DEFINIÇÃO 13 - Chama-se espaço ele Banach um espaço nor

mado e completo . 

O espaço completado de um espaço normado G é um espa

ço de Banach que designamos por G. A aplicação canônica de G em G 
é linear e continua. 
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TEOREMA 5 - Seja L um subconjunto fechado, absolutamente 

convexo e limitado de um E. V . T. X sepctraclo e completo . Enttio o 

espaço C .L. munido da nor ma ctssociada a L é um espaço de Banach . 

Já tivemos oportunidade de demonstrar que a seminorma 

associada a um subconjunto absolutamente convexo e limitado L é uma 

norma em C . L ( teorema 1) . Mostremos que C. L é completo . Como 

C. L é metrizável, é suficiente demonstrar que tôda seqüência de 

Cauchy é convergente . 

Seja 

tal que Lcl.V 

V ( O) 
l 

uma vizinhança de zero em X . Existirá i,. ..,, O 

ou l.Lc V. 
l 

Como ). L é vizinhança de zero em 

C .L, X induz sôbre C .L uma topologia menos fina que a topologia de 

espaço normado. 

Seja (xn)neN uma sucessão de Cauchy e m C . L (normado). 

Seja uma vizinhança a L em C. L. Teremos 

Pela observação anterior, (x0 lne N será uma seqüência de 

Cauchy também em X. Seja x seu limite . Por ser L fechado , teremos: 

Xn - xeaL <= n ;;;, n0 

Isto é, (x
0

)neN converge para x pela topologia de C . L. 

DEFINIÇÃO 14 - Chama-se espaço de Frechet um E.L.C 

metrizável e completo . Um espaço de Frechet será designado pelo 

símbolo (CJ) . 

Chama-se espaço de Montei um espaço vectorlal topológico 

separado onde todo subconjunto limitado é relativamente compacto . 

DEFINIÇÃO 15 - Seja X um espaço vectorial e (X,. ),.eA 

uma família de subespaços vectoriais topológicos localmente convexos 

tais que Ux .. =X . Seja u" a aplicação linear canônica de X,. em 
'XEA 

X, e <[-1 a topologia de Xcx. 

X munido da mais fina das topologias do espaço vectorial 

topológico localmente convexo que tornam contínuas as aplicações 

u .. ( aeA), chama-se limite indutivo dos espaços loca lmente convexos 

(E,.),xe A. 
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Seja ~ esta topologia . ~ será também chamada topologia 

envoltória e o espaço X será simbolizado r Xcx . 
ClEA 

Um sistema fundamental de vizinhanças de origem em ~ é 

dado pelos subconjuntos rv ex onde V ex é uma vizinhança de zero em 
ClEA 

Xcx (ll6l, cap. II, pg. 62). 

TEOREMA 6 - Para que uma aplicação linear de um espaço 

limite indutivo rxcx num E.L.C. seja contínua é necessário e sufi
aeA 

ciente que a sua restrição a cada X" ( com a topologia ~ex) seja contí-

nua (1161, cap.lI,pg.60). 

Seja agora X limite indutivo de uma família enumerável de 

espaços normados (X0 )n,,,l tais que Xncxn>t (n;;,,,l). 

Se a bola fechada de centro zero e raio um de X
0 

fôr 

relativamente compacta em X 0 • 1 , ( n;;,,, 1) teremos o espaço introdu

zido por J . S . Silva ( l 91 , pg. 388) generalizando resultados de C. L. 

da Silva Dias ([2], pg. 38), G. Kõthe (161, pg . 30) e A . Grothendieck 

([l,b), pg. 35) . 

E:ste espaço será designado por e N • . 

TEOREMA 7 - Um subconjttnto L de l?N· é limitado q11ando 

e sómente q11ando fôr limitado num espaço conveniente Xn (n ~ 1), 

([91, pg. 400). 

COROLARIO - Um espaço l?N' é um espaço de Monte!. 

TEORENA 8 - Um subconjunto A de l?N· é fechado quando 

e .sómente quando Anx
0 

fôr fechado em cada X0 • (1111, pg. 399). 

CoROLARIO - Um espaço l?N· é separado. ( [ 91, pg . 400). 

TEOREMA 8' - Um espaço l?N· é completo. 

TEOREMA 8" - Uma aplicação f(t) definida num aberto n 

de l?N· e com valores num espaço topológico Y, é continua quando e 

sómente quando fór contínua em cada n n X 0 ( munida da topologia 

induzida pela de X 0 ) ([91, pg . 400, corol. 1). 



CAPITULO II 

§1 - Integração das funções de variáveis complexas 

com valores vectoriais 

DEFINIÇÃO. 16 - Seja f(z1 , .. . , zn) uma função de n va

riáveis complexas definida num produto de n contornos ( º ) 

f 1X .. . Xfnccn e com valores num E.L.C. X. f será chamada fra

camente integrável sôbre r 1 X .. . X r n, se < f, x) fôr integrável para 

qualquer x 'eX'. A aplicação de X' em C definida por 

cp(x')=.f ( f , x' ) dz1 ... dzn 
r 1 x ... xrn 

será um elemento de (X') · e será chamada integral de f sôbre 

rlx ... x rn e indicada ([171, pg. 79): 

Ir dz1 . .. dzn 
ri X., , X i'n 

As propriedades lineares da integral são imediatas . 

Seja X subespaço vectorial de X 1 , ambos munidos de estru

turas de E.L.C tais que, a aplicação canônica 'V de X em X 1 seja 

contínua. f com valores em X, fracamente integrável em X, será fraca

mente integrável em X 1 • 

. ( •) - Contorno = conjunto de um número finito de curvas de Jordan fechadas retificá
veis e disjuntas. 
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Com efeito, basta lembrar que x;o,J,eX' ('<1x'1ex;) e 

que x;o'!' of=x;_of. 

Pela aplicação do teorema do bidual ( 17] , pg. 64) , teremos o 

TEOREMA 9 - (Darboux) - Seja f fracamente integrável, B 

a envoltória fracamente fechada em (X')' dos valores assumidos por f 

em r1 X ... X r n e 'YJ o comprimento de rJ (1 .;;; j ,,;;; n); então 

teremos q1te: 

f r dzl .. . dZnE'Y1 .. . 'YnB 
r1x ... xrn 

A mesma relação vale quando no lugar de B tivermos um 

subconjunto L absolutamente convexo e fechado que contém 

f ( rl X ... X r 0) . 

TEOREMA 10 - Seja X um espaço localmente convexo sepa

rado e completo . Então a envoltória conve:ra e fechada em (X')• dos 

valores assumidos por uma função contínua em r 1 X ... X r n e com va

lores em X e a integral desta pertencem a X ( I.J 71 , pg. 81 e 82) . 

Segue-se que 

< .ftdz1 ... dz0 ,x' ) =Í < t,x' ) dz1 ... dz0 

r1 x ... xr0 r1 x ... xr0 · 

Se Y é outro espaço localmente convexo completo e sepa

rado e q, uma aplicação linear e contínua de X em Y, então 

\Jt o f f dz1 ... dz0 = f ,Jr o f dz1 ... dz0 
l'i x ... x r n r 1 x ... x r0 

para tôda função f continua sôbre r 1 X ... X r 0 e com valores em X. 

Com efeito : 

y ' o 'V o f f dz1 .. . dz0 = f y 'o ,J, o f dz1 ... dz0 = y' ( f ,J.t o f dz1 ... dz0 ) 

r1x ... xrn r1x ... xrn r1x ... xrn 

para todo y'eY'. 

De agora em diante, suporemos que os espaços em consi

deração sejam E .L.C. separados e completos . 
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§2 - Funções holomorfas de uma variável complexa 
(14], pg. 52). 

DEFINIÇÃO 17 - Seja f(z) uma aplicação definida num 

aberto n do plano complexo e com valores num E.L.C. separado e 

completo X. f(z) será chamada fracamente holomorfa em Q se 
( f( z), x' ) fôr holomorfa em n. f( z) será chamada fortemente holo

morfa ou analítica se existir: 

(
df) . f(z0 +a)-f(z0 ) 
- =l1m 
dz o a--o a 

Tanto num caso quanto no outro, estende-se a definição 

quando a função f considerada estiver definida numa vizinhança do oo 

da esfera complexa. Basta considerar ip(z) =f( .!. ) definida numa vi
z 

zinhança da origem ( ,p(O) = f( oo)) e usar a definição anterior. 

TEOREMA 11 - Tôda função f(z) fracamente holomorfa num 

aberto Q e cn é fortemente holomorfa. 

Seja ip(z) = ( f(z) ,x ' ) e V(Zo) circular fechada e contida 

em !l. 
Teremos : 

1) 1 ---
1
- { .!.l<P(Zo+ a) - <P(Zo) 1 - ..!.1r(2o + P- <P(Zo) 1} 1 = 

a-/J a p 

= 1-1 -J <P(_t_) ___ _ dt 1.,;;; M 
271"i (t-7.o)(t-2o-a)(t-2o-P) 

F(V) 

onde a,pe.!. IV(Zo) - z0 1 a -r- (J, M é conveniente e F(V) é a frontei-
2 

ra de V. 

Segue-se que 

2) ép(a,/J)=-1 - {..!.1rc2-0+a)-f(Zo)I-/J1 lf(Zo+/J)-f(Zo)I} (a r' /J) 
a-~ a · 

é fracamente limitada quando a,(Je .!.1 V(Zo)-Zol- Pelo teorema 4. 
2 

2) será também fortemente limitada, donde: 

1i ..!.lf(2-0+a)-f(2o)I -..!.lf(2-0+/J)-f(2o)l 1i.,;;;1 a-PI 
a JJ 

onde li li é a norma associada à envoltórla convexa e fechada B dos 

valores assumidos por <I>(a,{J) em {½[V(7.o)-2olf · 
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Como o espaço C. B é de Banach ( teorema 5), 

f(2o+a)-f(Zo) tem limite em C .B quando a~O e , portanto, tam
a 

bém em X. Evidentemente segue-se a continuidade de f(z) ·em cada 

ponto de n. 

§ 3 - Teorema de Cauchy e fórmulas de Cauchy 

Seja f(z) holomorfa num aberto n do plano complexo. 

Teremos então: 

3) 
Ír(t) dt = O 
r 

!(2-0)= -
1

-. f- 1
- f(t)dt 

271"1 r t- Zo 

onde r é uma curva: de Jordan retificável que limita um domínio e·> 
contido em Q e que contém Zo interiormente e orientada de modo a 

deixar Zo à esquerda ( segunda fórmula). 

Com efeito, temos 

( Ít(z)dz,x' ) =.f ( f(z),x' ) dz=O 
r r 

<f(z) x' ) = - 1-.f ( f(t) ,x') dt= ( - 1-.J_}- f(t)dt x ') 
o' 271"1 t - 2-0 271"1 t-Zo ' 

r r 
As fórmulas 3) são então consequência do teorema 3. 

Levando em conta que uma função fracamente holomorfa é 

também fortemente holomorfa , podemos demonstrar que tcn>(z) < .. > 

existe em n e que : 

f(nl (7.o) = ~_1.,-1· 1 f(t) dt 
271"! (t-Zo)n +I • 

r 
onde r continua tendo o mesmo significado que na segunda fórmula 3). 

§4 - Desigualdade de C&uchy para funções holo
morfas de uma variável 

Seja f(z) holomorfa num aberto Q do plano complexo e r 

( ·) . domínio = aderência de um aberto não vazio. 

('"). Os símbolos r(n)cz) e 

ao do caso clãsslco. 

continuam tendo o significado correspondente 
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o raio de um círculo fechado D~ contido em !l e de centro :zo. Da de

sigualdade de Darboux e da fórmula acima segue que: 

1 
f(n)(Z'<J) eB;nl n 

r 

. onde B; é a envoltória convexa e fechada do subconjunto compacto f(D;). 

§5 - Desenvolvimento em série de Taylor das fun
ções de uma variável complexa 

4) 

Seja f(z) holomorfa num aberto Q do plano complexo e 

Então : 
00 

f(z) = L-1- tcnl(:zo) (z - Z'<J)n 
n= o nl 

para todo z pertencente a um círculo aberto de centro 2<J e contido em n. 

Com efeito, ( notações da D; desigualdade anterior), a série 

4) converge em qualquer círculo fechado contido em Q, segundo a to

pologia do espaço de Banach C . B; e, portanto, segundo a topÓlogia do 

espaço X dos valores. Teremos pela fórmula clássica de Taylor: 
. 00 

~' dn ( f(z),x' ) =::...,-1- -- ( f(?.o) , x ') (z-:zo)n= 
n =0 nl dzn 

00 

= ( L -1- .9~~(~L (z-Z'())n,x ' ). ("ix'eX') 
n=0 nl dzn 

A fórmula 4) é então consequência do teorema 3. 

§6 - Função holomorfa de várias variáveis com-

plexas 

DEFINIÇÃO 18 - Seja f(z1 , ..• , Zn) uma função definida 

num aberto Qc cn e com valores num E.L. C. X completo e sepa

rado . Diremos que esta função é parcialmente holomorfa em relacão a zj 

('<t 1 ,s:;; j ,;:;; n) no ponto (z
10

, • •• , ztlo) se a função da variável zj 

f(z
10

, • • • , zj , ... zn
0

) fôr holomorfa no ponto zJo. Quando f fôr parcial-
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mente holomorfa em relação a zJ ('1;7'1 ~ j ~ n) em todo ponto 

(zi,,, ... , Zn.,) ei?, diremos que f é holomorfa em !2. 

TEOREMA 12 - Tôda função f(z1 , ••• , z0 ) holomorfa num 

aberto Qc Cº é contínua. 

Seja z=(Zp••·,zn), z0 =(Z10 , . . . ,Zn
0
)eQ e (f(z),x'). 

Do teorema clássico de Hartogs (') segue-se que existe p>O e M (de

pendente de x ') tal que: 

llz-z0 1i ~ P => 1 (f(z),x') - (f(z0),x') l~Mllz-z0 11 (") 

Como todo subconjunto fracamente limitado é fortemente 

limitado, segue-se que existe B e X convexo fechado e limitado tal que 

llz-z0 11 ~ P ⇒ f(z)-f(z0)eBllz-z0 11, 

o que dará a continuidade de f(z) no ponto z0 relativamente à topolo

gia de C.B e, portanto, relativamente à topologia de X. 

E fácil verificar, utilizando-se a holomorfia de < f, x' ) 

('l:7'x'eX'), que existem tôdas as derivadas parciais e que a ordem de 

derivação é indiferente. 

§ 7 - Fórmulas de Cauchy para funções holomorfas 
de n variáveis 

Seja f(z1, ... , z0 ) holomorfa num aberto nc cº. Com os 

mesmos argumentos usados para as funções de uma variável complexa 

demonstra-se que: 

f( ) _ 1 f f( t 1 , . .. , tn ) 
Zi,, , . .. , zn - -,---,------ dt1 . . . d~ 

º (21ri)n (t1 -z1.) ... (tn -zno) 
r 1 x ... x rn 

onde rJ (l ~j,e::; n) é uma curva de Jordan fechada, retificável, ori

entada positivamente e limita um domínio DJ tal que 

D1X ... XDncn e (z1.•··· •zno)ED1 X ---Xºn· 

Do mesmo modo podemos demonstrar que:("') 

amt<~.~..:..:...'.!.!'.L _ 
az~I ... az~n 

e·>'. c11s1. pg. 32, pg. 140). 

( ··) • li x li = norma em cn. 
( '") • Os símbolos adotados são os mesmos utilizados quando o espaço dos valores é C, 



m 11. .. mnl ( f(t1, ... ,tn) 

= (2,ri)m )(t1-Z1")m,,-,:-:-:-(tn--zn)mn•l dt1···dtn 

r1x ... x rn 
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onde m1 + ... + mn = m e I'J ( 1 .,;; j 6 n) tem o mesmo significado que 

na fórmula anterior. 

§8 - Desigualdade de Cauchy e série de Taylor 

para funções de n variáveis complexas 

Seja B a envoltória convexa e fechada dos valores assumi

dos por f em r 1 X ... X r n ( l'J = círculo de raio rJ e centro zJo (1 6 j 6 n), 

(z10 , ... , Zy,,,)E Q) . Da desigualdade de Darboux e da última fórmula 

segue-se que : 

1 amf(zlo•·•·•Zno) 
·---- ----- - . - . - - E ------ B 
m 11. .. mn I cJzfl . .. az~n rf 1 ... r~n 

serã convergente em C.B e, portanto, em X quando 

lzJ-zJ0l<rJ (l 6 j 6 n). 

Segue-se, como no caso das funções de uma variãvel, que: 

X (z1 - Z1o)m1 ... (Zn- Zno)mn 

sendo IZJ-ZJ0 l < rJ (Le::: j 6 n). 

TEOREMA 13 - Seja {Pn(ZpZ2)}n~ O 

polinômios homogêneos : 

uma sucessão de 

com valores num E.L. C. X completo e separado. Seja D um aberto do 

espaço c1 . Então as proposições seguintes são equivalentes: 

00 ,, 
1) _, P n é convergente em D. 

n=O 
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2) Os têrmos Pn são uniformemente limitados em cada 

vizinhança limitada Do tal que Do e D. 

3) Cada ponto de D tem uma vizinhança D 1 e D tal que 
(X) 

1: sup11Pn11B <oo 
n=O D 1 

onde B é fechado absolutamente convexo, limitado e conveniente em X. 

Mostremos que 2) => 3) . Com efeito, seja D0 e 5 0 e D 

uma vizinhança de (z10 ,z20). Para a > l e conveniente, ai50 cD é 

vizinhança de (zw z20 ) . Então P n ( az1 , az2 ) eB (B convexo fechado 
1 

e limitado conveniente) quando ( z1 , z2 ) e DO e P n ( z1 , z2) e - B, donde . 

a convergência de 
~ . 

A implicação 3) => 1) é imediata. 

Mostremos que 1) => 2) . Utilizaremos a implicação 1) => 2) 

no caso numérico (141, pg. 64) : 

Os têrmos P n serão uniformemente fracamente limitados 

em cada vizinhança limitada D0 tal que r\ e D . Pelo teorema 4, os 

têrmos serão uniformemente fortemente limitados nas mesmas vi

zinhanças. 



CAPITULO III 

§ 1 - Operadores polinomiais 

DEFINIÇÃO 19 - Sejam X e Y dois espaços vectoriais 
sôbre e. 

Uma aplicação P de X em Y é chamada operador polinomial 

de grau n se : 
n 

P(x+ ah)= L Pi{x,h) aJ 
j = l 

x,heX aeC 

P / x, h) (.1 ,,,; j ,,,; n) são aplicações convenientes de X X X 
em Y que podem ser obtidas em têrmos da própria P . 

Quando Pn(x,h) 0 0, diremos que o operador é estri tam en

te de grau n. 

Se o operador polinomial de grau n satisfizer à condição 
P(ax) = anP(x), será chamado operador polinomial homogêneo de 

grau n. 
Evidentemente, se P ( x1 , ... , xn) fôr um operador multili

near, P(x) = P (x , . . . , x) será um operador polinomial homogêneo de 
grau n . 

Se ·P(x1 , • .• , xn) fôr simétrico, poderemos obtê-lo em têr
mos de P(x). Com efeito temos : 

P(a1h1 + ... + anhn) = ~ .. . I:t>~l ... t,.~n P (O) ( ~1) ... (~n) 
1 n J1 ln 
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onde l!,t~ é a diferença finita de ordem jp relativa ao acréscimo hp 

e os índices jp de soma variam de O a n e ªP e C (1 ~ p ~ n) . 

(141 , pg. 67). 

Podemos restringir a soma anterior aos índices j1 + . .. + jn ~ n 

porque P(x) temgraun (141,pg.67). 

Podemos escrever uma fórmula semelhante à de Leibnitz: 

, ~ n! 
P(a1h1 + ... +anhn)= . ~ . . X 

J1 • .. . • Jn =n J1 I ••• Jn 1 

X P(h1 , . • . , h1, ... , hn, ... , hn )ali .. . a~n. 

Igualando os coeficientes do monômio a 1 .. . ªn , obteremos 

5) 

Por conveniência os elementos de Y serão chamados opera

dores polinomiais homogêneos ele grau zero, definidos em X e com valo

res em Y ou operadores O-lineares definidos em xo com v alores em Y. 

§2 - Operadores G-analíticos - ([4], pg . 71) 

Sejam X e Y dois E.L.C. completos e separados e f(x) 

uma aplicação definida num aberto Qc X e com valores em Y. f(x) 

será chamada G-diferenciável ou operador G-ana!ítico ou operador ana

lítico segundo Gateau se em cada ponto xeQ existir: 

11:ste limite será chamado diferencial de f no ponto x e re

lativo ao acréscimo h e será indicado também /j~f. 

TEOREMA - f(x) é diferenciável em !1 quando e sómente 

qtl(lndO f(x + ah) fôr uma função holomorfa de a no subconjunto aberto. 

D(x,h)={r,eClx+ e heQ} (v'xeQ, heX) . 

Pela continuidade das operações fundamentais de soma de 

vectores e produto por um escalar, é evidente que D(x,h) é aberto . 

Seja r 0 eD(x,h). Teremos : 



lim 
e-·•o 

f(x+t:h)-f(xfeoh) =lim f(x+ eo h+,Bh)-f(x+ P. oh) 

e -1:9 ~- -o f3 

=ôf(x+t·0 h,h). 
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COROLÁRIO - f(x) é diferenciável em íl quando e só

mente qiiando f(x+1\h1 + ... +P.0 hn) ('ithi,···•hneX; xeQ) fôr ho

lomorfa relativamente a f 1 , • • • , t·0 
no subconjunto aberto: 

TEOREMA 15 - Fixado h1EX, ô~1 f=óf(x,h1) é função 

G-diferenciável de x em Q. 

Basta observar que: 

DEFINIÇÃO 20 - Definiremos por indução a diferencial de 

ordem n > 1 de. f(x) relativamente aos acréscimos h1 , ... , h 0 : 

ô1f(x,h 1) = óf(x,h1) 

ó"f(x ;h1 , .. . , h 0 ) = ó~n ó"- 1f(x;h1 ,' .. . , hn_ 1) 

Definiremos também 

TEOREMA 16: 

{ a~-, f(x+r1h 1 + e~h 2)},, =, ,=o=ôf(x,h) 

ó" } { --~-- f(x + e 1h 1 + ... + e0 hn) 6 = ... 'n= o= ó"f(x , hp ... , h0 ) 

8 el "' 81'n 1 
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§3 - Desenvolvimento em série de um operador 
G-analítico 

Se xen, h pertence a uma vizinhança estrelada V(O) e 
V(x) = x + V(O) e P., temos o seguinte desenvolvimento : 

00 

6) f (x+ h)-~ - 1 ônf(x,h) 
n = O nl 

Com efeito, pelo teorema 14 , f(x + rh) 
subconjunto aberto D(x,h) . Como V(O) é estrelada 

é holomorfa no 
X+ pei0heV(x) 

('itf)eR, O~ p ~ 1). Segue-se que o circulo fechado de centro O e raio 
1 está contido em D (x,h). Teremos então o desenvolvimento conver
gente num circulo de raio um pouco maior que 1: 

00 00 
\' ,_.n dnf \' fn n f(x+rh ) =_, - (- -),= 0 =__. - ô f(x,h) . 

n = O nl d en n = O nl 

Como 1: = leD, teremos 6). 

Pela fórmula de Cauchy, teremos: 

6') ônf(x ,h ) = _E_!_ J _ f(x + r h )_ d F. 
21ri en+ l 

r 
onde r é uma circunferência de centro O e raio 1 . 

Pela desigualdade de Cauchy, podemos afirmar que : 

7) ônf(x,h ) En I K 
onde K é a envoltória convexa e fechada da imagem de r pela função 
de e f(x+ e h ) . 

Podemos demonstrar que ônf(x,h) é homogêneo de grau n. 
Com efeito, 

ônf(x ,ah) _ nl J f ( x + eah) d e _ 
i 1r i t:n + 1 

r 

= ~ ~.!_J f(x + eah ) a d t:= 
21ri (ca)n+ 1 

r . 

= ~~Jf(x + J3h) d/3= anõnf(x,h ). 
27ri an+l 

r ' ,., 

onde I' é tal que I' ' =are D(x,h). 
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§4 - Linearidade de óf(x,h) cm h 

Do corolário do teorema 14 segue-se que a .função 

f(x + r.1h 1 + e~h~) é holomorfa em e1 e e2 • O mesmo teremos com 

relação a ip(x+r.1h 1+e~h~)= <f(x+e1h1+1:~h2),x' ) ('v'x'eY'). 

Da teoria das funções analíticas complexas de duas variá

veis complexas segue-se que: 

r,o(x + r 1h1 + e~h~) - .p(x) = ( -ª~ )0 r1 + (~- )o"~+ O( li ( r.1 ,F~)II ) (") 
ª"• at~ 

onde ll(f1,F~)ll=max(l t:1 1,lr~I). 

Fazendo-se e, = ei = e, temos: 

r,o(x + r(h1 + h~)) - r,o(x) = t lór,o(x,h,) + ór,o(x,h~) 1 + O ( 1 e 1) 

donde 

e 
ór,o(x , h, + hi ) = ór,o(x,h,) + ór,o( x ,h~) 

óf(x,h1 + h~) = óf(x ,h1) + óf(x, h~) 

A homogeneidade de óf(x,h) relativamente a h foi de

monstrada no § 3. 

§5 - Multilincaridade e simetria de óºf(x;h1 , • • • , hn) 

A simetria de õºf(x;h1 , ... , h 0 ) segue da fórmula : 

aº { - - --'----f(x+ e1h1 + ... +rnhn)}, _ -• -o óe
1 

... óe
0 

1- ... - n -

e do teorema 16 . 

A multilinearidade segue-se de ó0 f(x;h1 , .. . , h 0 ) = 
=ó~nón•lf(x;h1 , ... ,hn. 1) e da linearidade de õ~n (§4) . 

OBSERVAÇÃO - No caso em que X= cm a G-analiticidade 

de f(x) = f(x1, ... , xm) se confunde com a analiticidade parcial. 

Com efeito a G-analiticidade de f(x) num aberto n de 

cm significa analiticidade de f(:xo+ah) em D(:xo,h) para cada 

x0eü e heCm . Tomando-se h1=(0, ... ,-4-, ... ,0) (l,,fj,,fn) temos a 
J 

analiticidade parcial. 

e·) • O(t) = Infinitésimo de ordem superior a t. 
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Reciprocamente, seguindo-se a mesma linha de demonstra

ção do teorema 12, temos que f(x) é G-analítico . e que 
m 

ônf(x0 ,K)=)',(iJiJf )><oKJ, com K=(Ki,•··,Km)eCm. 
J=O Xj 

§6 - Séries de operadores polinomiais homogêneos 

TEOREMA 17 - Seja Pn(x) uma sequência de operadores po

linomiais homogêneos de grau n ~ O definidos em X e com valores em 
00 

Y; suponhamos que 2 seja o campo de convergência de f(x)=~Pn(x) 
n=O 

o 
e S "" ct,; teremos: 

2 é estrelado, í(x) é G-analítico em 2 e ônf(O, h) = n IP n(h). 

a) 2: é estrelado. 
o o 

Seja xe·S . . Existirá I i.1 1 > 1 tal que 1-1 xe 2,. Dada uma 

seminorma p do E .L .C. Y teremos: 

'v'n~O e : 

00 00 00 
\ '' '\' n '\i' 1 À I n 
~plPn().x)I =L., 11-1 PIPn(x))~L.,--MP . 

n=O . n=O . n=O 1 )-1 1 n 
00 

Segue-se então a convergência de L Pn(x) quando 
n=O 

o 
b) Seja xe'2· e heX . Teremos : 

{(e1 ,r2)eC~_ 1 r 1x+e2 heS)::::, {l) XD(x,h). 

Pelo teorema 13 (3), teremos a convergência uniforme de 
00 

L Pn(x + ah) numa vizinhança conveniente de cada ponto de D(x,h). 
n=O 

Seguir-se-á a holomorfia fraca e consequentemente a holomorfia forte 

de f(x + ah) em D(x,h) (teorema 11). f(x) é então G-analítico em 
o 
,S (teorema 14). 

00 

Em virtude da convergência uniforme de L P n<x + ah) 
n=O 

(") - Mp = número positivo conveniente. 
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em cada compacto de D(x,h), poderemos derivar a série têrmo a 

têrmo. Em particular õ"f(O,h)={ d"f(~~ },.. . 0 =n!Pn(h). 
da" 

§7 - Desigualdade fundamental 

Vamos agora estabelecer uma desigualdade fundamental 

para tudo o que segue : 

PROPOSIÇÃO 1 - Seja f(x) G-analítico num aberto !)e X 

e com valores em Y . Seja XoEÜ e Xo+A cíl, sendo A absolutamente 

convexo. Seja H a envoltória convexa e fechada dos valores assumidos 

por f( x) em Xo + A. Teremos então a seguinte desigualdade fun

damental. 

Com efeito, seja D o círculo fechado de raio e com 
n 

centro na origem. Seja r a sua circunferência . Pela convexidade de A 

temos D"cD(x0 ;hi,·• · ,hn); por conseguinte (teorema 16) : 

n . . _ 1 f f( xo+t:1h1 + .. . + F.nhn) 
o f(xo,hi, •··, hn)- . n -~--i 2 d t:1··· d t·n, 

(21r1) r" t:1 ··· rn 

donde em virtude da desigualdade de Cauchy: 

ó"f(x0 ;h1, . .. , hn)e-1-H= n"H 
( _!_ )" 

n 

(n;;;., 1) . 

Convencionando-se que nn = 1 se n =O, teremos também: 

(n;;;. O). 

TEOREMA 18 - As diferenciais de um operador G-analítico e 

contínuo num aberto ílc X são contínuas. 

Seja f(x) um operador G-analítico e contínuo num aberto 

ílc X. A proposição 1 dará : 

onde V(O) e Y é uma vizinhança de zero arbitrária, fechada e absolu

tamente convexa e W(O) uma vizinhança de zero em X tal que 

xex0 + W(O) ~ f(x)-f(x0 )eV(O) . Teremos a continuidade de 

ó"f( x0 , h1, ... , hn) em h 1 =O, ... , hn =O, donde a continuidade em qual

quer outro ponto de X" (l16j, cap. I, pág. 8). 
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§8 - F-Analiticidade 

DEFINIÇÃO 21 - Diremos que um operador f(x) definido 
num aberto íl de um E.L.C. completo e separado é F-analítico ou 

analítico segundo Fantappie, se f[g(a)] é uma função analítica qual
quer que seja a função analítica de variãvel complexa g( a) com va

lores em Q. 

TEOREMA 19 - Seja f(x) definido num aberto n de um 

E.L.C. completo e separado X e com valores noutro E .L . C . completo 

e separado Y. Se f( x) é G-analíti co e limitado sôbre Xo + BC n onde 

XQE!1 e B é absolutamente convexo f echado e limitado , existe HC Y 

absolutamente convexo fechado e l imitado tal que: 

f(x) - f(xo) = lif(xo, x - xo) + r. onde 
li !:li H - - --=-- -• O 

llx-x0 11 8 

sendo li li H e li li 8 as normas associadas aos espaços C. H e C . B 

x,XQEíl e x-xoeC.B, 

Seja H a envoltória absolutamente . convexa e fechada de 
f( x0 + B). Em virtude da desigualdade 7) teremos , se h e B: 

ó"í(x0 ,h)en!H ou 

li ó" f( x0 , h) li H ~ n ! e 

8) llli"f(x0 ,x- x0) IIH ~ nl(llx-x0 11 8 )" V'x-x0eC .B n ~ O. 

O desenvolvimento de Taylor nos dará : 
00 

\ ' 1 f(x) = f(x0 ) + :.... - - li"f(x0 , x - x0) 
n=l nl 

Em virtude de 8) virá: 

\"' n li x - x0 li ~ llf(x)-f(x0)-óf(x0 , x- x 0 ) IIH ~ :.... ( llx-x0 11 8 ) = ·· ---· --
n=2 1 - llx-x0 11 8 

quando li x - x0 li 8 < 1 . Escolhendo O < r < 1 e li x - x0 li 8 < r, tere
mos imediatamente: 

com 

COROLÁRIO - Se f(x) é G-analitico e limitado no aberto 
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n e X, então f ( x) é G-anatítico em Q com valores em C . H , sendo H 

a envoltória absolutamente conve.i:a e fechada de f( Q). 

Com efeito sejam XQEQ, heX e B=V.h={aheXlaeV} 

com V compacto e absolutamente convexo em C, tais que x0 + B e Q. 

Teremos: 

f(xo + ah)- f(X-O) = õf(Xo, 'l:h) + e 

onde ~'-'li H - · O quándo UahllB -• O. 
Uahll 8 

Segue-se que lim f(xo+ah)-f(Xo) =õf(Xo,h) segundo a 
Ol - •0 a 

topologia de C. H. 

TEOREMA 20 - (J. Sebastião e Silva). 

Seja f(x) um operaclor definido num aberto de um espaço 

QN• e com valores num E .L.C . completo e separado Y. Então f(x) 

é F-analítico quando e sómente quando fôr contínuo e G-analítico . 

A condição é necessária : 

Seja f F-analítico no aberto Qc eN'. Seja g(a) uma 

função analítica da variável complexa a e com valores em !1 n Em 

00 

( e N ,· = U Em). A aplicação canônica de Em em e N • é linear e con-
m = 1 

tínua. Segue-se que g(.:x) é analítica segundo a topologia de QN·. 

Como consequência f(g(a)) é analítica. 

Seja p uma das seminormas que definem a estrutura de Y. 

HP = { y e Y I p( y) =O) será um sub-espaço vectorial de Y. Seja o espa

ço normado F/Hp e o espaço de Banach F7HP . As aplicações canô

nicas <P e q, de F em F/Hp e de F/Hp em F fHP respectivamente 

são lineares e contínuas. 

Como consequência dos últimos dois parágrafos temos que 

\Jlol()of é F-analitico em QnEm (m~l). 

Um teorema de J . Sebastião e Silva ( 18, b 1 , pág. 25) afir

ma que \Jtol()of é continuo. Segue-se que f é contínuo em nnEm 

( 'ç/ m ~ 1). Pelo teorema 8 ") f será contínuo em Q segundo a topologia 

de ew. 
A G-analiticidade de f está contida na definição de F-anali

ticidade (teorema 14). 
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A condição é suficiente: 

Seja f(x) contínuo e G-analítico em n aberto de eN· e 

x = g( a) analítica num aberto O da esfera complexa S e com valores 

em n. Teremos pelo teorema 19. e em virtude da continuidade de 

g(a:): dado a:0 eo, (a0 p oo) existe V(a0 ) vizinhança compacta de a0 

e B absolutamente convexo e compacto em eN• tal que g(x)eg(a0)+ 

+Bc íl, quando aeV(CX()) e: 

9) g(a)-g(a0)=g'(a
0
)(a-a0)+µ 

liµ 11 8 _ _ _ _ -• O quando a - • a
0

• 
la-a:ol 

com 

Seja x0=g(a0)Eíl- Existirã, pelo teorema 19, H compacto 

e absolutamente convexo em Y, de modo que: 

onde 

10) f(x) - f(x0) = óf(x0 , x - x 0) + e 

ll t: 11 H 
- ··-·- . . -•- - • O quando li x - x0 li - • O. 

li x- x0 11 8 

Consideremos f(g(a)) . Teremos por 9) 

11) f(g(a))-f(g(a0)) = óf(x0 ,g'(a0))(a- a 0) + óf(x0 ,µ) + t: 
Em virtude de 8) e 9) teremos : 

llóf(x0 , µ)IIH 
~ 

11µ11B 
- •() quando a - • ªo. 

1 a-a0 1 ICX-CX()i 

Por 9) e 10) teremos também: 

11 1." IIH _ _ II CIIH __ llx-x0 11 8 - • O. 
1 a-a0 1 llx-x0 11 8 1 a-a0 1 

quando a - ªo• 

Segue-se de 11) que f(g(a)) é analítica em qualquer 

a
0
eO (a0 P" oo), qualquer que seja g(a) analítica num aberto qualquer 

O e S e com valores em íl . O caso em que a0 = oo se reduz ao ante-

rior considerando-se ,p({J) = g( ~). 

TEOREMA 21 - Seja f(x) F-analítico numa vizinhança da 

origem V (O) e e N · , aberta e estrelada, e com valores em Y. Então 

f(x) tem o desenvolvimento: 

12) 

00 

\"' 1 f(h)=~ - Pn (h) 
n=O nl 

heV(0) 

'( Pn(h) (n~0) são polinômios homogêneos de grau n contínuos 
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em eN•. Reciprocamente se Pn(h) (n ;:,, O) são polinômios homogê-

º neos de grau n, contínuos em eN•, a série 12) é F-analítica em 2, onde 

0 é o campo de convergência da mesma , se 6 ;,< ef,. 

Seja f(x) F-analítico numa vizinhança da origem, aberta e 

estrelada V(O). Como vimos no §3, temos que: 

00 

)' 1 f(h) = _ , - ônf(O,h) 
n = O nl 

heV(O). 

Pn(h)=ônf(O,h) é um polinômio homogêneo de grau n (n ;:,, O) . Os 

teoremas 18 e 20 nos garantem a continuidade de Pn(h) em eN· 

(n;:,, O) . 

Reciprocamente sejam Pn(h) (h ;:,, O) polinômios homogê

neos de grau n , contínuos em eN·. 

Formemos o operador 12). Seja Xm um dos espaços com

ponentes de eN· . Os polinômios Pn(h) (n ;;;. O) são contínuos em Xm. 

Se p é uma das seminormas que definem a estrutura de Y , consideran

do os espaços Y/Hp e Y/Hp e as aplicações lineares e contínuas ,p e 

'li vistas anteriormente, teremos uma sucessão \{,o,poPn(h) de opera

dores homogêneos de gra u n (n;:,, O) contínuos em Xm. Por um teo

rema de Hille ([41, pág. 87, th. 4.7;4) o operador 

00 

~ ' 1 'Y o,Pof(h) = ~ -'Yo,PoPn(h), 
n =onl 

definido no aberto i n Xm do espaço de Banach ~ e com valores 

no espaço de Banach Y/HP, é contínuo . Segue-se a continuidade de 

12) definido em 0 n Xm (m;:,, 1) e com valores em Y . Pelo teorema 

8") segue-se a continuidade de f(h) em ·S. A G-analiticidade de 12) 

é consequência do teorema 17). A F-anallticldade é então consequência 

do teorema 20. 

PROPOSIÇÃO 2 - Se f(x) é F-analítico numa vizinhança da 
00 

ori gem, aberta e estrelada em eN• = U Xm 
m = 1 

a) 

00 
'\.' 1 

f(h) = L., - Pn(h, ... ,h) 
n=onl 

' 
e com valores em Y, então : 

é uma sucessão de aplicações multilineares simétricas em (eN·)n com 

valores em Y; 
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existe uma bola fechada V m de centro zero e raio um em 

cada espaço Xm (m~ l); 

tais que: 

existe uma sucessão de limitados HP e Y (p ~ 1); 

-1 / Ja 1 
existe uma sucessão numérica (an)n,.o com lim V - n- <oo 

n l 

p 

Pn(hi' . . . , hn)eanHp <= h1 , . .. ,hne Uvj, p~l, n~0 (") 
j=l 

e reciprocamente. Além disto ónf(0, h1 , ••• , hn) = P n(hi' ... , hn). 

Seja f(x) F-analítico na vizinhança aberta de zero V(0). 
00 p 

V(0) contém uma vizinhança de zero do tipo f V m . Como f V m 
m=l m=l 

é relativamente compacta em 

gualdade fundamental dará: 

eN• ('v'P~l) e f é contínuo, a desi-

_ n n P 
Pn(h1 , .•• ,hn)=ó f(0,h1 , ••. ,hn)En Hp<=hi' . . . ,hne f Vm, 

m = 1 
p 

onde Hp= I'f( f Vm) 
m=l 

(p ~ 1) é limitado porque 

é relativamente compacta . 

p~ln>0 

p 
f( r vm) 

m=l 

p p 

Tomando-se U V m no lugar de r V m a desigualdade 
m=l m=l 

. anterior continuará a valer. Seja o espaço C. HP com a norma li li Hp . 

Teremos: 
an=supsup IIPn(hl'···,hn)IJH ,:;:; nn. 

p,.1 p p 
UVm 

m=l 

Quando n=0 Po=f(0)eHP (';;'p~l). Tomaremos ao=l . 
n n 

- 1/ ~ -11-;;-n Como 1 i m nl ~ li m nl < oo a proposição direta 

fica demonstrada. 

Reciprocamente suponhamos satisfeitas as condições a). Ob

servemos que se 
p 

Pn(h1 , ... , hn)eanHp <= h 1 , ••• , hne U Vm 
m=l 

então 

em virtude da multillnearidade de P n . 

(") - Quando n=O entenderemos que P0e3<,Hp (V'p,.!). 
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Seja KP = r HP . Mostremos a convergência da série 

00 

14) ~ ' 1 :...,-Pn(h, ... ,h) 
n=O n! 

00 

quando hea r V m, onde a é um número positivo inferior ao raio de 
m=l 

00 

~' a 
convergência da série de potências 1...., 2 z". 

n = O n! 
00 O 

Com efeito seja hEa r V m. Teremos 2.hE r V m com p 
m=l a m=l 

conveniente e por 13): 

Pn( !h, ... , !h)eanKp 

Pn(h, ... , h)Ean a"Kp 

IIPn(h, ... ,h)IIK ,;;;lanlan 
p 

Como consequência 
00 

\' 1 
__, - Pn(h, .. . ,h) 

n= O n! 

converge no espaço C. KP. A aplicação canônica de C. KP em Y é 

linear e contínua, donde a convergência de 14) segundo a topologia de 
00 

Y, para cada hEa r Vm. A série 14) converge 
m=l 

é vazio (? campo de convergência). Como 

o 
então em 2 que não 

Pn(h1>···,hn)EanHp ~ hp ••· ,hnEVp(O), p :;;,, l, n~l 

teremos a continuidade de Pn(hp ••·, hn) definida em (Xp)n e com 

valores no espaço de Banach C.KP (Kp=I'Hp), (1161, cap. I, pág. 8) 

donde a continuidade de Pn{h" . .. , ~) definido em (Xp)n e com 

valores em Y (V' p:;;,, 1) e a continuidade de P nCh, ... , h) definido em 

e N' e com valores em Y. Pelo teorema 21 segue-se a F-analiticidade 

de f(h) em <S. 
o 

Pelo teorema 17 0 é estrelada e ónf(O,h)=Pn(h, ... ,h) . 

Pela fórmula 5) do §1 temos ónf(O,h 1 , .. . ,hn)= Pn(hp ••· ,hn) . 
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CAPITULO IV 

§1 - Espaço de Fantappic de funções holomorfas 

Seja íl um domínio ('J da esfera complexa S (n ,,;; S) e (n) 

o conjunto das funções contínuas em íl, holomorfas em Q e eventual

mente nulas no oo (se ooeíl) . Define-se uma estrutura de espaço de 

Banach como segue: 

15) A estrutura vectorial sôbre C será aquela habitual. 

16) A aplicação ye(íl) - •llyll=maxly(z)I é uma norma . 
ze fl 

17) O teorema de Welerstrass sôbre sucessões uniforme-

mente convergentes de funções holomorfas nos garante que tôda su

cessão de Cauchy em (íl) é convergente . 

O conjunto (íl) munido desta estrutura será um espaço de 

Banach que designaremos por I íl l ( 12], pg. 38). 

Seja F um conjunto fechado da esfera complexa S (F dife

rente de S e do ct,). Consideremos o conjunto (F) das funções (x(t),D) 
o o 

contínuas em domínios D e holomorfas em D, de modo que D::> F. 

Introduzamos em (F) a relação de equivalência R (J. Sebastião e 

Silva) que consiste em Identificar funções que coincidem num aberto 

conveniente que contém F . Seja (F)/R. Podemos Introduzir em (F)/R 

uma estrutura vectorlal sôbre C: 

(") - Domínio = aderência de um aberto não vazio. 
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x(t) ,y(t)e(F)/R - x(t) +y(t) = [x(t)-t-y(t)J 

aeC,x(t)e(F)/R - ax(t) = [ax(t)] 

onde x(t) e y(t) são as classes de equivalência de dois elementos 

x(t) e y(t) de (F). x(t) + y(t) é a soma das funções x(t) e y(t) 

num domínio conveniente que contém F Interiormente e que é comum 

aos campos de definição de cada uma destas. ax(t) é o produto de a 

por x ( t) ( t no campo de definição desta) . Pode-se mostrar que a so

ma e o produto por um escalar não dependem dos particulares repre

sentantes de cada classe. 

Seja uma sucessão de domínios (F0 )neN com as proprie

dades ([2], pg. 37): 

o o 
18) F

0
:JF

0
.i ,F0 :JF ('vneN) . Dado um aberto íl:JF 

existe F 0 e íl. 

19) A fronteira de F 0 é um contorno. 

20) Cada componente conexa de F n contém pontos de F. 

As aplicações canônicas h00 • l e· l dos espaços de Banach 

espaços de Banach I F n. il são lineares e contínuas 

Pelo teorema de Montei, a imagem de uma bola fechada de 

centro na origem de I F n I é relativamente compacta em I F n • 11 • 

A aplicação canônica de IF
0
1 em (F)/R é um Isomorfis

mo algébrico em virtude da hipótese 20). 1 F n I imagem de I F n I por 

esta aplicação terá estrutura de espaço de Banach . Em virtude da hipótese 

18), teremos IF0 lc II\.1' e (F)/R=U IF0 J. Poderemos introduzir 
neN 

em (F)/R uma estrutura de espaço eN·. :este espaço será designado 

por I F I e chamado espaço de Fantappie. 

Qualquer outra sucessão de dominios (G0 )neN satisfazendo 

as condições 18) 19) e 20) define em IFI a mesma topologia ( 121, 

pg. 49, observação 2). 

(º) - hnn+l é uma aplicação restrição de ye[F0 J a Fn +l· 
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§2 - Operadores lineares e contínuos em I F J - Ope-

radores multilineares e contínuos em I F I n - Operadores ana

líticos num aberto de IFI 

I) Os operadores lineares e contínuos f(x) de /F]. com 

valores num espaço localmente convexo completo e separado Y, tomam 

a forma de Fantappiê: 

f(x)= -~f u(a)x(a)da 
2,r1 r 

onde u(a) =f( - i- ) é uma função chamada indicatriz, analítica em 
a-t 

CF e nula no oo e com valores em Y; x( a) é um representante de x 

num domínio conveniente n e r um contorno que envolve positivamen

te F, contido em n. A fórmula acima é também chamada produto he

missimétrico entre u (a) e x e I F 1 . 

Reciprocamente tôda função u(a) analítica em CF, even

tualmente nula no oo, gera um operador linear e contínuo definido pela 

fórmula acima e sua indicatriz é u( a) ( ·). 

II) Os operadores multllineares e contínuos f(x1 , ••• , xn) 

.de IFI" em Y tem a forma de Fantapplê: 

onde u ( ai' ... , ªn) = f (---- , ... , ---=---) é uma função analí-
ª1 - ti ªn - tn 

tica em (CF)" e com valores em Y, chamada indicatriz do operador 

multillnear e contínuo, nula nos eventuais pontos no oo. x/ a) é um 

representante de xl num domínio conveniente n1 e ri um contor

no orientado de modo a deixar F à esquerda , contido em !li, 
(l ,,:; j,,:;n).<'> 

A fórmula acima é também chamada produto hemissimétrico 

entre u(a1 , ... ,an) e Xp ... ,xnelFI, 

Reciprocamente tôda função u( cr1 , ... , <\,) analítica em 

(CF)" eventualmente nula nqs pontos no oo, com valores em Y, gera 

(") - ([2), pg. 35), (111,a], pg. 501), (112,b), pg. 48). 
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um operador multilinear e contínuo definido pela fórmula acima e sua 

indicatrizé u(a1 , ... ,a0
) ([11,a], pg. 512) ((11,b), pg . 69), ([3,a], pg. 37). 

III) Como vimos, os operadores f O-analíticos · num aberto 

n do espaço X tem o desenvolvimento: 

00 

f(x + h) = ~-1-oºf(x,h) 
n=onl 

(x + ~EV(x)C íl) (") 

Quando X= [F] os operadores analíticos são contínuos 

(teorema 20) e tem diferenciais contínuas (teorema 18). 

Teremos então o desenvolvimento de Fantappíé: 

onde 

a . 
={cJr P i) r f(x+r1 a 1 t + .. . + '"n a t }E1=-.. = Sn=0 

1 •·· ·• n 1-1 n-n 

As funções u 0 ( a 1 , . .. , ªn) simétricas e holomorfas em 

(CF)º e nulas nos pontos no oo serão chamadas indicatrizes do operador 

analítico f (n~l), ((11,a], pg. 632), ([11,b), pg. 86) . 

Convencionaremos que o elemento u0 = f(x)eY é f1mção 

holomorfa e simétrica em (CF)º. 

§3 

PROPOSIÇÃO 3 - Existe correspondência biuívoca entre os 

operadores analíticos definidos em alguma vizinhança de zero aberta 

e estrelada em I F] , com valores em Y, e as sequências de funções 

u0 (ai,· · ·•ªn) holomorfas e simétricas em (CF)º (n~O) com valores 

em Y, nulas nos pontos no oo e satisfazendo as condições i 

existe uma sucessão de números (bm)mi.l ; 

existe uma sucessão de l imitados KP e Y ( p ~ 1); 

existe uma sucessão numérica (a0 ) 0 ,.0 com lim (/ 180 1 < oo 
- nl 

tais que: 

( •) - V(x) = x + V(0); vro) vlzlnhança de zero estrelada. 
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a 1eCFm , . .. , aneCFm (") 
1 n => unCª1•·"•ªn)Eanbm1· .. bmnKP 

p ~ 1 ; n ;;;;, O 1 .,;;; m1 , ... , mn .,;;; P 

Usaremos as notações da proposição 2 . Seja aeCFm . Indi

quemos por Pm . a distância entre CF m e F m • l • medida no plano 

complexo . Teremos para te F m • 1 , 

l~j .,;;; l 
a-t 

e Pm um+ 1 j L. u 
a-t - m+l 

Segue-se que se bm = 1 , teremos : 
Pm um+l 

- 1 1 
aeCFm => - - - EVm+l· 

a-t bm 

Seja un(ai, .. . , an) = ónf( 0,-1-· - , ... ,--i-) 
ª1 -t ª1 -t 

(a1, . .. ,aneCF) e u0 =f(O) . 

a proposição 2, mais o que vimos no parágrafo anterior darão: 
00 
, -, 1 1 f 

b) f(h)=,:....---- un(a1, ... ,an)h(a1) ... h(an)da1 ... dan 
n=onl (21ri)n rn . 

onde un(a1, .. . ,an) é analítica e simétrica em (CF)n (n ~ O), nula 

nos pontos no oo e com valores em Y, 

existe uma sucessão de números bm ( m ;;;;, 1); 

existe uma sucessão de limitados KPcY (p ;;:,, l) (Kp=Hp+l) 
n 

existe uma sucessão numérica 
-.- 1/ T°iÇT 

(an)n"'o com 11ml' 111 <00, 

tais que : 

Reciprocamente a série que comparece em b), com as con

dições restantes, define um operador F-analítico. Com efeito, seja a. 

produto hemissimétrico entre un(a1 , .•• ,an) e h1, :· · •hne1F] : 

(") - Quando n= O, entendemos que Uc,=f(O)Ellc,Kp ('Q'pã,,l). 
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1 Pn(h1 , . •• ,hn)e---anbm .. . bm llh1 11m ... llh1 11m 'Ym ---'Ym KP 
( 2 11" i )n 1 n 1 n 1 n 

onde llhJllmJ é a norma em IFmJI e 'YmJ o comprimento da fron

teira de F mJ ( 1 ,;;; j ,_e;; n) -

Como consequência, indicando por WJ a bola fechada de 

211" centro zero e raio em I FJ 1 ( 1 ,,-; j ~ n) , teremos: 
b(YJ 

p 

Pn(h1 , •. . , hn)eanKp ç:: hl' .. . ,hne LJWJ, n ;::,,, 0, p ;::,,, I. 
J= l 

P'?la proposição 2, a série que comparece em b) define um 

operador F-analítico em ·0, que contém a origem (e,= éampo de con

vergência da série). 

Em virtude do teorema de Cauchy ( § 7) , e da proposição 2, 

teremos para cr1 , •• • ,aneCF: 

§4 - Exemplos 

EXEMPLO 1 - Sejam F=(oo} e Qn(a1 , ••• , an) (n;::,,,0) 
polinômios simétricos de grau r (independente de n) em cada variável. 

Seja a série com valores em Y = C : 

21) 

onde he IFI e r é uma circunferência de centro na origem, contida 
no campo de definição do representante h(a), orientada de modo . a 

deixar zero à direita. 
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Indiquemos por ,Mn o máximo dos módulos dos coeficientes 

de Qn( a:1' ... ' °'n) . 

A série 21 ) converge numa vizinhança de zero de [F] se 
n 

- ,/ un 1 i m 111 < oo . 

Tomemos F m = CCm onde Cm é o circulo de aberto de cen

tro zero e raio inteiro m em C. Seja bm = mr ( m ~ 1). 

TeremQS 

1 Qn(a 1, .. . , an) l ,:Ç Mn(r+ l )"bm . .. b~ 
1 n 

Quando a 1 e ~ F mi, .. . , °'n E CF mn, l ~ m 1 , •. • , mn ,,,;: p, n ~ O, 

p ~ 1, teremos 

Qn(a1 , ... ,an)ea~bm C1 (a~=Mn(r+ll") . 
n 

A série 21) será campo de convergência 0 e será F-anali-

º tlco em ê, em virtude da proposição 3 . 

EXEMPLO 2 - Sejam vn(/Jp . .. , Pn) (n ~ l) funções analí

ticas simétricas e limitadas em [ V r(oo) ]", nulas nos pontos no oo, sendo. 

V,(oo)=(aeCI lul>r>O}U(oo) . Seja cn o extremo superior de 
n 

em [V,(oo) I" e limJ/ cn_ <oo 
nl . 

Consideremos F = ( oo} e a sucessão de círculos abertos 

Cm de centros zero e raios mr e Fm=CC,:., (m~l) . Seja 

xeFp+l e aeCFm (p~m), isto é, lxl~(p+l)r e 1a1 ~ mr 

quando x é finito . 

Teremos: 

r ~ (p+l-m)r ~ lxl-la1 .;;; 1x-a1 e 

1 vn(a1 -x, ... , an-X) l ~ cn . 

Quando x = oo a limitação anterior é evidente, 

un(a1-x, . . . ,an-n) é função analítica de a 1 , ... , aneCFm , uniforme

mente quando xeFp+l' portanto , segundo a topologia de IFI. 

vn(a1-x, . . . ,an-n) será analitica em (CF)" com valores em IFI e 

~n(ª1 -x, ... ,an-x)ecnbm1"·bmnHP 

quando a 1 eCFm
1

, ••. ,<YnEÍ:Fmn' l ~ m1, .. . ,mn ,,;; p, n ~ O. p~l, sen-
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A série de produtos hemissimétricos : 
00 

22) \ ' 1 1 f · f (h) = ,:_, - --- vn(a1 -x, ... , ~tW-x)h(a 1 ) •• • h (an)da1 ... da n 
n=I nl (2,ri)n 

rn . 

tem campo de convergência 

virtude da proposição 3. 

o 
0 e 1 { oo} ] e é F-analitico em 0, em 

EXEMPLO 3 - Sejam vn(/Jp-• • ,/Jn) (n ;;:;,, O) funções analiti

cas , com volores complexos simétricas e limitadas em IV r< O)] n onde 

V r( O) é uma vizinhança aberta de centro zero e raio r em C e Uo uma 

constante. Seja Mn o extremo superior de I vn(/11, . .. , /Jn) 1 quando 
n 

- ,1~ e lim n1< 00. 

Seja F = {O} e a sucessão de círculos fechados F m de 

centro zero e raio - 1- ..!.. ( m ;;:;,, 1) . 
m r 

Quando I a 1 > _l_ ..!.., 1 x 1 ~ ..!.. e m ~ p, teremos I ~ \< r. 
m r p a 

Quando a 1eCFm , ... ,anéCFm, lxl ~ ..!.., l ~ ml'···,mn ,:;:; p, 
l n p 

A função acima serã analitica em a 1 eCFm1, .. . , ªnECF mn 

uniformemente quando I x 1 ~ ..!... , portanto , segundo a topologia de 
p 

1 •ex X) --- - Vn - , . .. , -
ª1···ªn ª1 ªn IF]. serã analítica e simétrica em 

a 1 , .. . , ªn e CF, nula nos pontos no 00 e com valores em I F] . Além 

disto, quando a 1eCFm1, ... ,aneCFmn• l ~ mp ... ,mn ~ P, n ;;:;,, l e p ;;:;,, l : 

1 •ex X) ----vn - , .. . , - eMnbm . . . bm HP. 
ª1 . .. ªn ª1 ¾ 1 n 

onde bm=mr e Hp={ye!F] 1 ly(x) l ~ l v'x ~ ..!... ). 
p 

A série de produtos hemisslmétricos: 
00 

23) f(h)=L - 1 l f l vne~ . .... ~ )x 
n =on l (2,rit ª1 .. . an ª1 ªn 

rn 
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o 
tem campo de convergência 0 e é F-analitlca em ~ . em virtude da 

proposição 3. 

AP€NDICE 

Operadores G-analíticos permutáveis com um operador li

near e contínuo. 

Um operador f G-analítico na vizinhança de zero z,, aberta 

e estrelada em X E.L.C. completo e separado e com valores em X é 

permutável com S, aplicação linear e contínua de X em X , isto é: 

f(S(h))=S(f(h)) <= he·~ns- 1( 16) 

quando e sàmente quando: 

A condição é l')ecessária: 

S(õ"f(O,h))= ~;-Jf(aS(h)) õ"f(o,S(h)) $= heX 
271"1 r a"+l 

pela fórmula 6') do § 3 do cap. III, e pela permutabilidade entre as 

aplicações lineares contínuas com a integral ( Cap. II). 

· A condição é suficiente, pois: 

00 00 

rcsch>) =L- 1- a"t(o,S<h>)=s(Y' .L anrco,h)) <= heZns· 1cz) 
n=onl n=onl 

e 

As aplicações 

T 3 : uej{oo)I 

S3 : UE j { 0) 1 

são lineares e contínuas. 

(u(a+ti,M- a )ei{oo)I, a e C 

( u(a tÍ, _!__ M) e 1 { O ) 1, a ;.-6 O 
a 

Pode-se mostrar que a forma geral do desenvolvimento de 

um operador F-analítico permutável com T 3 (v'aeC), isto é , do ciclo 

Jechado (111,al, pág. 662), é a 22) . 

Mostraremos que a forma geral de um operador F-analitico 

permutável com S 8 (v' a "" O) é a 23) , onde vn(/11 , ... ,/J0 ) é analítica 

numa vizinhança da origem em e" ( n ;;;,. O). 

Com efeito, pela hipótese, temos para n ;;;,. 1 e a1 , ••• , ªn "" O 

e os e s numa vizinhança de zer o e a "" O: 
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f ( 
e en 

) = Sa f( 
f 1 en ) .· 1 + ... + + ... + 

.'.li1-at an-at ª1-t ~-t 

Derivando relativamente aos es no ponto (O, ... , O)eCn, 

teremos: 

24) 

Como un( a 1, ... , an) é analítica fora dos eixos e nula nos 

pontos no oo, teremos o "desenvolvimento múltiplo de Laurent": · 
00 

1 \ ~ \' 1 1· 
un(al' ... 'an) =----.:.., .;_ bJi ··· jn--j- ... --j-' 

ª1 ... ªn m=O a,1 ªnn 

onde a segunda soma é estendida a todos os números inteiros não ne

gativos h , ... , jn com soma m . 

Utilizando a relação 24) teremos: 

S=b- aii+ ... +jn 
a ln•· · ·dn · 

Considerando um representante de bi
1 

. .. bJn virá: 

b (ax)=b (x)ah•· .. . +jn 
Ji ·· · Jn h ·· •Jn e 

b -c xh··-Jn com C EC (") 
Ji ···ln - J1 ·· •ln J1 · · · Jn 

Finalmente : 

'oo ,,~, 
onde vn(/11, . . . , /Jn) =~~~l.. eh , .. Jn /J{1 ••• /JJn é analítica numa vizinhan-

ça da origem em cn . 

Para n = O teremos 

isto é: 
27) u0 = constante. 

Reciprocamente se vn(/11 , ••• , Pn) é analítica numa vizinhan-

. n •ex X) ça da origem em C (n;;:,, 1), vn - , ... , - é analítica quando 
ª1 ªn 

(') - o espaço vectorlal [F) com F compacto qualquer em s, se toma uma álgebra 
sôbre e, com a multiplicação: uv=(u(t)v(t),MnN) onde u=(u(t),M) e 

v=(v(t).N). 
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a 1 , ..• ,an s;L 0, (ver exemplo 3) . Então 25) e 27) têm como consequên

cia 24) e 26). 

Um operador f F-analítico numa vizinhança de zero aberta 

e estrelada em 1 { O } 1, com valores em 1 {O} 1, cujas lndicatrizes satisfa

zem 24) e 25) é permutável com Sa ('<1a ~ 0), pois 

ónf(0, Sa(h)) = 1 f un( a 1 , •• • , an)h(aa1) . •• h(aan)da1 ... dan, 
(2,ri)n rn 

onde r é uma circunferência de centro zero, contida no campo de defi

nição de um representante de Sa(h), orientada positivamente. 

Pondo aaJ=/JJ (l ~ j ,;:;; n), teremos: 

ón(0,Sa(h))= 1 f-1-un(~, ... , /Jn )h(/J1) ... h (/Jn)d/J1 .... d/Jn 
(2,ri)n an a a 

(ar)n 

= 1 f Sa(Un(/11 ' ... • /Jn))h(/J1) . .. h(/1n)fJ1 , .. d/Jn 
(2 ,ri)n 

(ar)n 

= Sa( 
2
!.i) J u11(/1i, ... , /Jn)h(íJ1) ••• h(/1n)d/11 •.. d/1n) 

(ar)n 

= Sa( õnf(0,h)) 

e S 3 (f(0))=u11 =f(0). 

CONCLUSÕES 

Os resultados dêste trabalho podem ser aproveitados em di

versas direções. 

I) O essencial na demonstração da proposição 2 é o fato 

que o espaço eN• é um limite indutivo de uma familia de sub-espaços 

de Banach XJ (jeJ), que ílc e N' é aberto quando e sómente quan

do íl n Xi é aberto em XJ ('<1 j eJ) e que e N' é um espaço de 

Montei. Existe uma categoria de E .L.C . introduzida por J. Sebastião 

e Silva ("), a dos espaços super-indutivos e de Montei que satisfaz a 

estas condições. Poderíamos estender a proposição 2 ao caso presente . 

O espaço I O] das funções analíticas num aberto O e S, munido da es

trutura da convergência uniforme sôbre os compactos é um caso parti

cular de tal situação ( 12] , pág. 43). 

( •) - Conceitos de função dlterenclável em espaços localmente convexos - Publicação 
do Centro de Estudos Matemáticos de Llsbôa, 1957. 
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E conhecida a fórmula das aplicações lineares e contínuas 

de I0) em C (L. Nachbín 123), pág. 52) . Procuraremos generalizar esta 

fórmula para as aplicações multilineares contínuas de I0)n em E (E 

E. L . C. conveniente), utilizando a teoria dos produtos tenso riais topoló

gicos de espaços localmente convexos. Poderemos então obter o desen

volvimento de um operador F-analitico numa vizinhança de zero do es

paço I OI e procurar generalizar a proposição 3. 

Outro exemplo que poderíamos examinar é o espaço das 
b 

distribuições do tipo T(<P) = (- l)nÍf(t)<P<n)(t)dt onde fé continua no 
a 

intervalo Ia, b 1, n é um número natural e ,p função infinitamente de-

rivável em Ia, b I com derivadas nulas nos extremos. Este espaço 

pode ser munido de uma estrutura de espaço eN· ([9], pág. 398). 

II) Num trabalho , que publicaremos proximamente, exten

deremos a proposição 3 aos funcionais analíticos definidos em abertos 

do espaço das. funções analíticas munido da topologia de Tillimann 

([19) e (3,61). 

III) Quanto aos operadores especiais f(h{t)) do apêndice , 

procuraremos estender seu estudo aos operadores F-analiticos num 

aberto do espaço [F) com F compacto qualquer, permutáveis com os 

operadores lineares num subespaço, do tipo S
8 

: u - • Ü _(g
3
(t)), onde 

g
3
(t) é um grupo continuo de transformações a um ou mais parâ

metros. 
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