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INTRODlJÇÃO 

Est~_trabalho tem por principal finalidade o estudo sis­
temático da parte fundamental da teoria dos funcionais anali­
_ticos. Este ramo da teoria dos funcionais, inaugurado pelo 
prof. rantappie, foi por este desenvolvido com bastante su~ 
cesso principalmente nas aplicações · à teoria das funções de 
matrizes e de operadores, à resolução explícita de certos ti­
pos de equações diferenciais, à fundamentaçã-o rigorosa do ·cá! 
culo simbólico, etc. Todos esses resultados se obtêm por meio . ~ 

de raciocínios de gr~nde generalidade e relativamente simples, 
a partir -de conceitos que se apresentam naturalmente no estu­
do dos funcionais de.· funções _analíticas. Em particular, o co!! 
ceito de indicatriz de um funcional linear, assim como a f6r­
mula fundamental do prof. Fantappie, são ricos de consequên­
cias para as referidas aplicàçÕes. 

A~ maiores dificuldades da teoria~ porem, aparecem justa . 
. -

mente nos fundamentos, o que não causará surpreza a quem já 
' 

travou conhecimento com os diversos espaços funcionais no ca~. 
:po real, os quais apresentam às vezes complicaçõe-s bastante 
grandes. 

Na primeira parte, capítulos I e II, tentámos fazer um 
estudo quanto possível completo, do espaço funcional analíti­
cc>', procurando aplicar a esse espaço os resultados da Análise 
Geral, iniciada por Fréchet e Hausdorff e desenvolvida pelos 
matemáticos da escola polon~sa, como Kuratowski, Sierpínski, 
Banach, e mais recentemente pelos· matemáticos russos, Lusin, 
Alexandroff, Kolmogoroff, e americanos, como Whyburn, Wilder, 
Tukey e vários outros. Este problema porem apresenta grandes 
dificuldades, pois a esse espaço quasi não se a~licam as de­
finições mais conhecidas introduzidas por Fréchet. O próprio 
prof. Fantappie, em vist~ das dificuldades surgidas nos pri~ 
meiros trnbelhos, em que considerava como elementos do espa­
ço funcional às funções analític~s no sentido de Weierstrass, 
como ainda aparece na sua obra fundamental "I f:w1zionali ana­
litici11 resolveu posteriormente desistir dessa ideia e consi­
deràr como pontos desse espaço as funções analíticas localme~ 
te, definidas em regiões do plano complexo ampliado, admitin-

.. 4C? .. Jnesmo nessa definição l"egiÕes não conexas. Esta al·teração, 
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porem, se por um lado simplificou -os estudos sobre continui­
dade nas linhas ·e variedades analíticas, por outro lado in­
troduziu uma complicação fundamental. Com efeito, emquanto 
que para as fU!l-ções analíticas no sentido_ de Weierstrass, da­
do um elemento, está completamente individualizado tanto . o 
campo natural de existência como o valor da fupção em todo 
esse campo, para as funções· análíticus localmente é preciso 
considerar como ponto um com~lexo constituído pela função e 

• pela região em que _esta se supõe definida. Assim, uma mesma 
função analítica em sentido restrito, dá ·origem a uma infini 
dade de pontos, q~e se obtêm tomando todas as reg.iÕes possí­
veis contidas no seu campo natural de exis~~ncia. Compreend~ 
se assim que o espaço funcional se complica extraordinaria­
mente, o que dificulta o seu estudo topológico. Procurando e~ 
carar essas dificuldades, resolvemos introduzir o conceito de 
ponto (f,R) (cap. II) com as noções de pontos distintos e es.:. 
sencialmente distintos, necessárias para o estudo de cert.as . . 
relações topológicas. Os pontos assim definidos, completados 
com o conceito de entorno (T,~) formam um espaço com proprie­

dades muito diferentes da maio~ia dos espaços funcionais já 

estudados. Nesse espaço os conjuntos mais importantes são os 
conjuntos abertos ou regiões, pois a noção de conjunto fech~ 
do apresenta uma aparente contradição assinalada no texto 
(cap. II,§ 4). Os conceitos de base e de convergência foram 
estudados com cuidado, e encarados com a máxima generalidade. 

Na parte que se refere à convergência, alguns d.os teore­
mas que servem de fundamento à teoria · são baseados no postul~ 

do de Zermelo. Muitas vezes é ·possível ou justificar esse pr~ 
cipio ou evita-lo; por exemplo, qu0;ndo se trata da escolha ·'de 
um ponto em céda conjunto fechado contido num espaço numérico, 
é :possível aplicar o critério de es·colha de Severi; igualmen.­
te, quando se sabe de antemão que todo conjunto do .sistema d~ 
do contem pontos a·e um mesmo cenjun·to enumerável H, pode-se 
fixar o critério de escolha, tomando em cada conjunto o ponto 

de H nele contido, ao qual corresponde o menor número de or- . 
dem· é o caso por oxemplo dos conjuntos de um espaço numérico 

' ' que têm pontos internos, para os quais se pode· escolher H como 

0 conjunto ~os pontos com coordena~as racionais. Por ~utro ~~ 
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do, em certas questões de convergências é possível evitar o . 
princípio de Zermelo, usando o c.oncei to de função polidroma, · 
isto~, estabelecendo que uma certa propriedade vale para to­
dos os pontos de cada um dos conjuntos dados. Exi·stem casos, 
porem, como o de certas demonstrações por ahr::iurdo, em que pa­
rece inevitável o uso desse princípio, como por exemplo na d! 
monstra.ção do te9rema de Reine (Alexandr9ff ( 1), p, 58): "Co!! 
dição necessária e suficiente ]ara que uma funç~o f(x),defin! . 
da em u.m·espaço métrico, seja continua em um ponto x, é que 
para . toda successão {xn} convergente a :x, se tenha lim f(xn):;; 
f(x). Por . esta razão' não nos demorámos na discus·são das demo!J! 
trações, procurando sempre escolher a mais simpl~s, evitando 
o _emprego des_se princi1)io quando seja possível 1 mas ·sem levar 
esse escrúpulo ao extremo, 

Esse estudo do espaço funcional pode ser naturalmente de­
senvolvido em vários pontos, o que pretendo fazer posterior­
mente, mas penso que não se justifica uma exploração exagera-

~ da dessa.parte geral, enquanto a necessidade desse estudo nao 
se apresentar expontaneamente ·nas apli~ações. 

Na última parte desta tese, isto é, no capítulo III, in­
troduzi o conceito de funcional contínuo, adaptando a defini­
ção de continuidade para successÕE;s, proposto pelo m0u colega 
Cândido L. s. Dias, ~o conceito geral de conti~uidade de um 
füncional definido em um espaço de entornes. Entre os funcio- . 
nais continues definidos no espaço funcional analítico, ee 
apresentam como os maio simples os lineares que satisfazem t8! 
bem à condição de homogeneidade em relação ao factor i, os 
quais podem ser definidos ta.mbem pela condição de "aditividade 
complexa", segundo o sr. Cândido Dias. Para estes estabel~ce-

. mos a f6rmula fundamental de Fantnppià, modificada de modo a 
eliminar a restrição exigida na teoria deste, referente à re­
gularidade de· uma função no infinito. A demonstração é basea~ 
da na tese do prof. Candido Dias, substituindo porem a demon~ 
tração por sucessões pela demonstração por qontinuidade (com 
o que se evita o teorema de Reine acima citado, e ~ortar.to o 
postula~o de Zermelo). Desta fórmula por sua vez, se deduz a 
propriedade que o pro.f. Fantappi~ encarou como definindo. os 
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funcionais analíticos. 
Procurámos ainda abordar o problema da mudança de variá­

veis nos funcionais a.nalíticos, limi tendo-nos porem uos fun­

cionais 'lineares, cujo estudo· é facilitado pola fórmula _fun­

damental~ Pode-se dizer que esse estudo s6 é possível -pela 
fórmula generalizada, pois a condição de nulidade imposta· pe­
lo prof. Fantappi~ ás funções regulares no infinito não se 

conserva na grande maioria das transformações. 
Neste estudo adotamos certas denominações e notações já 

correntes na teoria dos conjuntos, como as relações de perti­
n@nbia; inclusão, diferença, reunião, produto, etc. ; para · 
uniformidade da terminologia em português, restringimo-nos em 

geral à linguágem do professor -Lelio Gama na sua obra recente 
"Introdução à teoria dos conjuntos". 

As citações indicadas por números entre par~ntesis ( : ) 
contidas neste trabalho se refcr€m à bibliografia incluída no 
fim, na ordem alfabética por autores. 

CAPI~ULO I - PRELlMINAi"IBS 

§ 1. ESFERA COMPLEXA. 
Neste ·estudo adotaremos sistemáticamente a convençao de 

representar os números complexos z = x + iy por pontos de 
uma esfera chamada esfera complexa ou esfera de Riemann. Esta 

representação se obtem do plano de Arg~d-Gauss, projectan4o 
os seus pontos sobre a esfera de raio unitário e centro na o- y 

rigem, tomando como centro de projação a extremidade superior 
do diâmetro normal ao plano (projação estereográfica); como é 

sabido, ao infinito, que en·cre os números complexos e no pla­
no de Argand-GÚuss 6 definido por abstração, pela consideração 
de qualquer sucessão de números cujo m6dulo cresce indefin:_id~ 
mente, óu mais simplesmente, pela definição de "entorno .do i~ 

finito", corresponde na esfera um pon~o bem detenninado, cha-: 
mado polo da esfera complexa, que é o centrO de projação; di2 
metralmento oposto fice então o ponto que corresponde á ._. o~i­
gem. continuàremos a design.ar os pontos da esfer.a pela mes-
ma letra com que indicamos o n~ero correspondente_, . designan-
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do o polo com o símbolo ()ô. O entorno de um ponto,! da esfe­
ra pode ser definido indiferentemente ou como o conjunto ·dos 
pontos internos a uma calota esférica com ·polo em a, o~ da 
seguinte maneira: 1) se o ponto ·é finito, o entorno (t.) 

·· ( € > O) desse ponto é por definição o conjunto dos números z 
que satisfazem á desigualdade 

lz - ai< t 

2) se · o ponto é o infinitoi chamaremos entorno (K) do infini­
to (K > O) o conjunto dos pontos z tais que se tenha I z 1 < K. 

Como se verifica facilmente, s6 nos casos do zero e do ooessas 

duas definições de entorno coincidem, pois em qualquer outro 
caso o entorno ( () do ponto a é representado sobre a esfera 
por uma calotQ cujo polo está• sempre abai~o do ponto a. Em 
qualquer caso os dois sistemas de entornes são evidentemente 
equivalentes sob o ponto de vista topol6gico, isto é; definem· 
os mesmo _pontos de acumulação de conjuntos sobre a esfera: i~ 
to se pode tambem exprimir dizendo -que os dois espaços dedu.z! 
dos da e~f~ra pela introduçio dos dois sistemas de entornes 

···coincidem. 
Note-se tambem que enquanto que o segundo sistema se de­

riva da noção de dist~ncia lz-z•I de dois pontos z e z' 

quaisquer do· plano coiubinada com a noção de entorno do infin! 
to, o primeiro é simplesmente o sistema deduzido da noção de 

distância espacial dos dois pontos z e z' sobre~ esfera, 
mesmo que um deles seja o polo. Esta distância ~ pode ser 

calculada pele f6rmulo 

que se deduz facilmente por -considerações geo~étricas. Se um 
doa . pontos, z' por exemplo, ~ o oc , a distância se reduz a 
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Para certas considerações é conveniente introduzir o coa 

ceito de entorno ~_q_hado, consti tuido pela reunião de \lill en­

tprno comum e do circulo que o limita. 

§ 2... con,n:.mTOS DE PONTOS DÁ Jiid7ERA. 

Dada a noção de entorno de um ponto z, podem-se dar todas. 

as definições fundameµtais para 6 estabelecimento de uma teo~ . . 

ria dos conjuntos sobre a esfera. Vamos ~ar · em segui~a as de-

finições principais, baseando.nos nas definições de . Alexandroff 

(1) e Fréchet (1), com as traduções ·em português introduzidas 

pelo autor (1) e pelo prof. Lélio Gama (l), pois sobre algumas 

denominações não ha em g_eral uniformidade nos trataã.os: · 

l.. Ponto de acumulaoão de um c.onjunto é um ponto em qua! 

quer entorno do qual ha ao menos um ponto do conjunto distin­

to do ponto dado. 
2. Um espaço se diz .2.Q!U_p.§..ç_ig, . quando qualquer conjunto 

com. infinitos pontos desse espaço, tem neste ao menos um pon­

to de acumulação. O teorema clássico de Eolzano, por alguns 

tambem chamado de Bolzano-Weierstrass, diz que todo conjunto 

infinito de pontos sobre a esfera tem aos ·menos um ponto de 

acumulação, isto~, ·que os pontos da esfera, associados á no 

ção de entorno dada acima, constituem um espaço compacto·, em 

contraposição com o plano, que não tem essa propriedade. 

3. Conjunto d~rivado Q!._ de um conjunto C é o conjunto dos 

pontos de acumulação de e. O conjunto derivado C11 de C' á o 

segundo derivado de C, etc. Essas definições se aplicam sem 

excepção quando se introduz a noção de conjunto vazio, que é 

um conjunto que não contem nenhum elemento e que se admite 

que est~ja -contido em todo e qualquer conjunto. 

4. A reunião de um conjunto com o seu derivado chama-se 

fecho do conjunto dado., Esse fecho pode ser. defini4o como o 

conjunto dos pontos (chamados _em geral pont.2..ê_ de ~ acto) tajg 

que:~_.qualquer entorno de um desses _pontos contem ao menos um 

ponto do conjunto dado. 
5. Um conjunto se diz fech..§_<iQ. quando contem o seu deriv! 

do, e portanto quando coincide com o pr6prio fecho; rlens~ ~ -

si quando é contido no mesmo; perfeito, quando coincide com o _, 
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• 

seu derivado. E fácil vªr -· que o conjunto derivado de qualquer 
conjunto é sempre fechado. 

Uma ·propriedade fundamental dos _conjuntos fechados sobre 
a esfe~a complexa é dada pelo conhecido teorema de Borel-Le­
besgue, segundo o qual,~ ~ .conjunto fechado C está coberto 
por™ família de entornos ! (no sentido que todo ponto de C 
pertence ao menos a um elemento dessa família) existe~~ 
1:,2 finito de entornes da família dada que cobre~ conjunto. · 

6. Chama~se ponto interno de um conjunto C um ponto z tal 
que existe um entorno de ' z todo contido em C; ponto esternp~ 
um p0~to que é interno ao complemento de e, que é o conjunto 
dos pontos da esfera não pertencentes a e; um ponto que não 
seja interno nem esterno, isto~, tal que qualquer seu en­
torno contenha ao menos um ponto de C e ao menos um ponto não 
pertencente a C, diz-se ponto de fronteira ou de contorno de 
e, e o conjunto desses pontos ·chama-se fronteira ou contorno 
de e. 

7. Chamaremos região todo conjunto constituido sómente 
de pontos internos. Assim, os pontos internos e os pontos es~ 
ternos de qualquer conjunto formam duas regiões (admitindo 
que o Conjunto ~azio seja tambem. uma região). Facilmente se­
verifica que o contorno de qualquer con-junto' é sempre um con­
junto fechado; que um conjunto fechado é caracterizado por 
conter todo o contorno; que o complemento de um conjunto fe- · 
chado é uma região,. e vice-versa • 

. 8. Chama-se domínio o conjunto derivado de uma região,is 
. -

to é, constituído por uma região mais o s·e:u contorno; um dom,! 
nio é pois caracterizado .por ser um conjunto fechado do qual 
todo ponto é ponto de acumulação de P?ntos int0rnos. Lembramos 
aqui que os livros franceses em ge!al chamam "domaine" ou 
"ensemble ouvert" o que n6s chama~os de região,~ "domaine 
fermé" o que chamámos de domínio; alguns autores p. ex. Walsh 
(1) reservam o nome de região aos conjuntos que definiremos 
dentro em pouco com o nome de regiões conexas. ·segundo a nossa 
definição, um entorno fechado de um ponto ~ualqucr é sempre um 

domínio. 
A reunião de dois conjunto-a fechados, duas regiões ou 
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dois domínies, ~, respectivamente, um _.conjunto fechado, uma 

região ou um domínio. A inters9'Ção de dois conjuntos fechados 

ou duas regiões, é respectivamente, um conjunto fechado ou uma 

região. A reunião de um sist~ma qualquer de regiões é uma re-
.... 

giao, o produ t·o de um sistema qualquer de conjuntos fechados 

é um conjunto fechado. 
9. Uma correspondÊ3ncia unívoca w = :f( z) ·entre- os pontos 

z de um conjunto C de uma esfera complexa e pontos w da mesma 

ou de outra esfera, diz-se contínua em um ponto z de C que 
- o 

seja de acumulaçao deste conjunto, se a cada entorno de w
0 

= 

f(z0 ) se pode fazer corresponder um entorno conve~ient e de z0 
tal que a todo ponto z deste entorno que pertença a C corr&s­

ponde um valor de w c~ntido no entorno dado de w
0

• Uma corre~ 

pond~ncia destas é contínua cm um conjunto C quando ~la é co~ 

tínua em todos os pontos de acumulação de e, Pode-se demona- . 

trar que em uma correspondência unívoca contínua, a um conj'll!! 

·to fechado c'orresponde sempre um conjunto fechado, e que se 

essa correspond~ncià entre dois conjuntos fechados . é biunívo­

ca e contínua em um sentido ela é tambem contínua no sentido 

inverso. Uma correspondªncia, biunívoca e bicontínua chama-se 

um homeomorfisl!Q_. 
10. Chama-se curva de Jord~11 .§:E.!U::ta ou .ê_rco de Jordan um 

conjunto que esteja .em correspondência biunívoca e contínua 

com um segmento, isto é, a imágem homeom-or.fa de um segmento; 

curva de Jordan fechada, a imágem homeomorfa de uma circunfe­

rência.· Um exemplo simples de arco de Jordan é uma linha poli 
. -

gonal sem ponto duplos que liga dois pontos distintos; os la­

dos dessa poligonal são arcos de cír.culos sobre . a esfera que 

se projetam no plano segundo segmentos (ou semirectas, no ca­

so de um dos extremos ser o infinito), e que portant_o, na pr~ 

pria esfera, fazem parte de círculos que passam pelo polo. Um 

poligpno fechado sem pontos duplos é uma curva de Jordan fe­

chada. 
11. Chama~se arco regular, sobre a esfera um arco de Jor 

dan que tenha tangente em cada ponto, inclusive os estremas 

sendo a direção dessa tangente variável com continuidade. Um 

arco regular que não passe pelo infinito podo sempre ser de-
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finido por uma representação paramétrica z= z(t) = x(t) + 
+ 1 y(t), em que o parâmetro real t varia ém um intervalo 
a.,__.b, sendo as funções x(t) e y(t) funções reais contínuas e 
com derivadas continu~s nesse intervalo. 

12. Chamaremos Q~{ltinho regul~ um arco de Jordan orient~ 
do, composto de um número finito de arcos regulai·es ligados 
pelos estremes; igualment~, chameremos contQJ::.:!.~ .E.§:gil~~r uma 
curva de Jordan fechada, orientada, composta de um nümero fi­
nito de.arcos regulares ligados pelos extremos. 

13, Uma região se diz ~1~E~ quando dados dois quaisquer 
'dos seus pontos P e Q, existe sempre um arco de Jordan todo 
~ontido nessa região, e de extremos P e Q. Demonstra-se que~ 
sempre possiv~l substituir nessa definição o arco · de Jordan 
por uma poligonal. 

Dada uma região R, e tomado na mesma um ponto qualquer P,' 
podemos considerar a totalidade dos pontos que se podem ligar 
a P por poligonais inteiramente contidas na regj_ão; o conjun­
to formado por esses pontos é evidentemente determina.do por ... 
qualquer um deles, pois se se pode ligar P a Q por uma polig,2_ 
nal e o mesmo se pode fazer com Q e R, existe sempre uma po!~ 
gonal ligando P a R. Essa parte de R que assim se obtem é ev1 
dentemente uma região conexa e s_e che.ma .2.S'.]U~-2.n.s_n!_§. dn região 
R determinada 1>or· P. Se se toma outro ponto de R não contido 
nessa componente, esse ponto determina do mesmo modo outra 
componente que nãó pode ter nenhUI:1 pont_o comum com a primeira. 
Assim, toda região da esfera complexa se pode decompôr em com 
ponentes que sã·o regiões conexas.O conjunto dessas regiões· é 

semp~e finito ou enumerável. 
o teorema fundamental sobre as curvas de Jordan fechadas 

constitua uma das propriedades topológicas C?recterísticas da 
esfera, e pode ser enunciado. da seguinte maneira: uA r_e.gião 
compleme~tar ~ ™ ~~ d~ !I.C2tl:'!..!1 fe..9j1a'!_a sob~~êJ:,sra tem 
sempre e,i;:~tameti.!,e _g™ ,2_<21!,n~.u.tes, cu;i.Q. _frnn~irf:! .QQ:nu:n é ~ 
curva dada". Quando a curva é um contorno regular e, essas 
componentes se distinguem pela sua situação nas proximidades 
da curva~· p~ra a qual se supõe fixado um sentido de percurso~ 
uhama-se regiã·o inte:::-na a e, a componente cujos pontos pr6xi---. 
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mos a C ficam à esquerda dessa curva; a região que conte~ os 
pontos à direita .de C é chamada região esterna u e. Se ee m~ 
da o sent~do de percurso de e, essas duas regiões trocam de 
nome. Note-se que dado o ·modo pelo quai foi feita a projeção 
estereográfica do plano sobre 'a esfera, as curvas e regiões 
sobre esta devem se · sup6r sempre vistas da parte interna. 

14. Dada uma . região R, a operação que consiste ~m exclu~ 
ir dessa região os pontos de um arco regular que liga dois 
pontos do seu contorno, chama-se talho,efetu~do na região. 
Quando qualquer talho efetuado em uma região conexa rompe a 
conexão, diz-se que a r~gião á simplesmente conexa. Po.de-se 
demonstrar que a condição necessária e suficiente para isto é 
que o contorno ~essa região neo possa ser decomp.osto em duas 
partes separadas. Diz-se que uma região conexa á n vezes co- . 
nexa, ou que a sua ordem de ·conexão 6 n, quando o máximo nú-· 
mero de talhos sucessivos que se pode fazer sem romper a co­
nexão é n-1. 

Todos os conceitos enunciados acima são baseados na no­
ção de entorno. Se tomarmos a noção de distância de dois pon 
tos . sobre a esfera, como sendo o comprimento da corda que os 
une, e nos basearmos no teorema de Weierstrass, que diz que 
toda função real contínua defin-ida cm um conjunto fechado de 
um número qualquer de dimensões tem nesse conjunto um ponto 
de máximo e um ponto de mínimo, poderemos dar as seguintes 
noções, com as propriedades mais importantes: 

15. Chama-se diâmetro de um conjunto C da esfera, o 
extremo superior das distâncias de dois pontos qualquer de C; 
se este conjunto á fechado e tem mais de um ponto,ele contem 
pelo menos um par de pontos cuja distância é igual a esse di!. 
metro. 

16. Dados dois conjuntos C e D sobre a esfera, chama-se 
distância entre eles o extremo inferfor das distâncias de ·um 
ponto p de e a um ponto Q de D. Se os dois conjuntos são fe­
chados e não têm p~ntos comuns, a distância á positiva e é ; 
igual à. distância de· ~ois pontos, um de cada conjunto. · 

17. Chama-se desvio ou afastamento de dois conjuntos e e. 
D, 0 extremo supe~ior das distâncins de um ponto de um qual-
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quer dos conjuntos ao outro conjunto. Se os conjuntos são fe­
chados, existe sempre um ponto de um dos conjuntos, cuja dis­
tância ao outro ·é igual -ao desvio, segue-se que se o desvio 
de dois conjuntos fechados é nulo·, os dois conjuntos, coinci­
dem. Como aplicação desta noção, temos que dada uma curva de 
Jordan, aberta ou fechada, e um número ~~O arbitrário, exis­
te sempre, respectivamente, uma poligonal ou um polígono,sem 
pontos duplos, tal que o desvio entre esta curva e a curva 
dada -~ menor que f ("). 

18. A noção de desvio tambem serve para dar as noções de 
limite e de continuidade de um conjunto fechado. Suponhamos 
que a cada ponto À de um conjunto M de um espaço de entornas 
S(§), corresponda um conjunto fechado C(~) na esfera comple­
xa da variável z. Diremos que esse conjunto tem por limite o . 
c.onjunto fechado C, quando '). tende a um ponto de acumulação 
'>i 0 de· M, se, dado f"> o, existe um entorno de Â

0 
tal que 

para _ todo ponto 1 de M que esteja nesse entornb_, o desvio en­
tre C e C(Ã) : é menor que f-. • Exprime-se este facto pela no­
tação usual . 11m··:c(?1) = C; vale aqui o teorema da unicidade ... "" ~. do limite, pois faci~mente se vê que se houvesse outro limite 
D ( conjunto fechado), o desvio entre C e D- deveria ser nulo-, 

' , 

o que s6 se dá quando C-e D coincidem. Se Ã
0 

pertence a Me 
temos C = C(~J,, dizemos que C(~): é um conjunto função con­
tinua de Â em Â. Se Mó denso em si e C(Ã) ~ ~ continuo em o . 
todos os pontos de M dizemos que c(i) · varia com continuidade 
para ) em M. O limite e a continuidade de uma · região R(>.) 

função de um parâmetro) se definem pelo limite e continuidade 
do conjunto complementar. ~ote-se que a definição direta não 
teria sentido, pois se perderia a unicidade do limite; comefel 
to, exemplos simples mostram que duas regiões podem ter desvio 
nulo sem coincidir. 

( ") Cf •. ~ordan - Coura d' Analyse, I. -(§) isto é, um sistema de en1oo chamados pontos, onde sao def!. 
nidos certos conj1l,n.tOs chamados _entornas, que satisfazem aos 
tres postulados de Hausdorff e a um postulad~ de separação 
(af. Fréchet (1) ~_Alexandroff(l). No nosso estudo, o espaço 
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S ~ em geral um dos seguintes: a) o conjunto dos nmneroa reais, 
b) o conjunto dos n~eros complexos, e) a esfera complexa, ~) 
um .espaço. numérico, real ou complexo, euclideano ou projecti­
vo, e) . o espaço funcional analítico _(v. Cap. II) o~ uma das s~ 
as extensões. 

§ 3. F.J]NÇÕ~~ MONO~ENAS. PROERIEDADES MAIS IMPORTANTES. 

Tomaremos como elemento variável fund~mental da teoria 
dos funcionais analíticos as funções mon6genas, no sentido no 
sentido de Cauchy, definidas em regiÕGs da esfera complexa 
(deixam6s portanto de lado as funções monógenas de Borel, que 

·são funções deriváveis definidas em conjuntos densos sem pon­
tos internos). 

Uma função f(z) é mon6gena em um ponto ~inito z
0

, quando 
· é definida, e mon6àroma em um entorno desse ponto e tem néle 
uma derivada, definida como o limite 

f(z
0
+t>z) - f(z0 ) 

lim --------- • 
6z ~ o Az 

Se o ponto 6 o infinito, diremos que a função é r.,n6gena 
nesse ponto quando a função f(l/z) fôr mon6géna no ponto zero; 
para isto pode-se dar uma definição direta, dizendo-se que a 
função é monógena no infinito quando fôr definida e monódroma 
em um entorno deste ponto o eAiLJtir o limite 

1im z {.r( z) 
z~oo 

Ne teoria dos funcionais analiticos o professor Fantappie 
estabeleceu a convenção de considerar uma função definida no~ 

·finito s6mente quando é mon6gena nesse pon.to segundo a defini!"" 
ção anterio~ e alem disto _o seu valor nesse pon~o f8r zero. 
Neste trabalho deixamos de lado esta restrição, que sempre se 
nos afigurou forçada e inconveniente. 

uma função é mon6gena em uma região R da esfera complexa, 
•<luando ela é m~n6gena , em cada um dos pontos de B. Definindo-a~, 
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1 , 

como no campo real, a integral de uma função f(z) estendida a 
um caminho finito~ unindo z

0 
a z' como o limite (quando 

existe) da soma 

em que z
0

, z1 , .•• zn~z I são pontos· de \ dispostos na ordem dos 
índi~es, tr . um ponto qualquer ·de ~ pertencente ao arco pare_! 
al z~ zr, e sendo o limite tomado quando a máxima corda_ 
(plana) lzr-~il tende a zero, pode-se então demonstrar o teo~ 
r~ma fundamental de Cauchy: -"~ m função_ f(z) ~ mon6gena .fil!! 
todos os pontos de um.a região R li!f!!_t~_ga por um m.únero finito 
de contornos regul_aresere .. no ·rontor.n.o a função f(z) ~ contínua, 
a integral desta função estendida ao ~~p.~~no existe e é nula'i 
As primeiras demonstraçõos ·desse teorema supunham a continui­
dade da derivada f'(z); é de Goursat (u) a primeira demonstra­
ção em que se supõe simplesmente, como o fizemos, a existên­
_cia da derivada f'(z) em cada ponto de R. Deste teorema fun­
damental se ooduzen as seguintes propriedades d~s funções mon6-
genas, que fazem desta teoria uma das mais elegantes e fecun- d 

das da Análise Matemática: 
- Se uma função é monógena em uma região R, todas as suas 

derivadas sucessivas existem e são mon6genas na mesma região. 
- A integral de uma funçã0 mon6gena definida em uma re­

gião R, estendida a um caminho regular qualquer todo contido 
-em Rede extremqs z

0 
e z, é uma função mon6gena dez, cu­

ja derivada coincide com f(z). 

-çao 
dida 

- Nas hipóteses do teorema fundamental, o valor da fun­
f(z) em qualquer ponto de Ré dado por uma integral este~ 

a;l~ontorno f;:) R: 2 ! i I ~( t l z 

\ 

dt 

(") Transactions of the American Mathematical Society,vol. I, 
-1900, P• 14; cf. "Cours D' Analyse Mathem. ", II, 5a. ed- , pg. · 
68. 



donde se deduz que uma função mon6gena em uma 
feitamente determinada pelos valores que toma 
ta fórmula seguem-se tambem as expressões das 
sivas 

( 2) 
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região está 'per -
no contorno.Des 
derivadas euces -

' Da fórmula de Cauchy se deduz o teorema da média aritmé-
tica para funções harmônicas, donde se segue o teorema do má­
ximo módulo, de grande aplicação: "O módulo j"f(z)I de uma 
função analítica que não seja constante, não pode ter um máx1 
mo em um po~to interno ao seu campo definição; quando esse má 
ximo existe, ele é atingido em um ponto do cont'orno. 

Emfim, dos teoremas fundamentais sobre sucessões e séries 

de funções, isto é, do teorema do limite de sucessões. unifor-

\meroente convergentes e do teorema sobre a possibilidade de in­
tegrar termo a termo uma sárie uniformemente convergente no 
campo de integração, deduzem-se tambem os desenvolvimentos de 
Taylor e de Laurent; este último, válido como se sabe para t~ 

da função regular em uma corôa (no plano) de centro a,~ oª! 
guinte: 

+OQ 

(3) f(z) : -~ an(z-~)n 

em que os coeficientes são dados pela fórmula geral 

(4) a..... • -1..... f f(t)(t-a)~n-ldt 
--n 2ni 

s-endo a .integral estendida ao circulo 
ou nulo, e ao circulo interno para n 
se dentro do circulo int_erno a função 
tes com índices negativos se anulam e 

esterno para n positivo 
negativo. Evidentemente, 
é regular, os coeficien -obtemos a eérie de 

Taylor. 
Com a demonstração de possibilidade do desenvolvimento 

~e Taylor, is~o é, de que uma função regular. em um circulo de 
centro a no plano pode , sempre ser represer.i.tada por uma série -de potências ~e z-a, a qual por outro ·lado é sempre totalmente 
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convergente em todo conjunto fechado interno ao seu círculo 
~e convergência, chega-se á identidade entre os conceitos de 
função analítica localmente segundo Cauchy e segundo Weier.­
strass; assim, pode-se definir como função analítica em um · 

ponto ~ toda função t( z) que em um entorno desse ponto s·eja. r~ 
. .. 

presentável por uma série de potências dez-a, de raio de co~ 
vergência diferente de zero. Este modo de definir função an&­
lítica tem grandes vantágens pelo seu carárt.er mais e1ement~r 
e algébrico; estende-se este conceito ao ponto do infinito,d! 
zendo-se que uma função f(z) é analítica neste ponto quando 
é representável por uma série de potências de 1/z, convergen­
te para algum valor finito dez. 
§ 4. FORMULA DE CAUCHY MODIFICADA. 

A fórmula fundamental de Cauchy é válida, nas cÓndiçÕes 
enunciadas, para qualquer região plana. As suas aplicações são 
variadíssimas e se estendem de muitas maneiras quando se con­
sideram regiões infinitas, e portanto quando se faz variar o 
caminho de i~~egração, fazendo por -exemplo uma parte tender 
para o infinito. A grande maioria dos exemplos de cálculo de 

integrais por meio de resíduos está cheia desses pr.ocessos. '· 
Mas querendo fazer o estudo sistemático das funções ana­

líticas sobre ~ es.fera, ·essa fórmulu tem uma desvantagem: a 

não ser que a função f(z) se .anule no infinito, não á indife­
rente que o c~ntorno C envolva ou n:ão este pont~ .. ·Para obviar 
este inconveniente, .vamos fazer wna pequena modificação nessa 
f 6rmula; chamemos Â um parâmetro, para o qual mantemos sem­
pre a convenção: o seu ponto representativo está fóra da cur­
va e· isto 6, na região que fica á direita desta curva. Neste 

. ' caso· a função 1/( t- ')..) ~ sempre regular na região envolvida · ' . 
por e; por um teorema do cálculo de resíduos, sabemo~ então 
que multiplicando a função integranda em ( 1 ), § 32, poresse 
função, 0 resultado da integração fica tambem multiplicado por 

1/( z- ). ) , isto á, temos 

( l.) f(z) -- , 
1 -211i [ 

f ( t) .,.. .... z~-. _">---­
( t-r,) ( t-z) 

e 
dt; 



. 1 

. . , .... 

esta fórmula vale nas mesmas ~ondiçÕes que . a fórmula de Cau- · 
chy, sendo de notar que o segundo membró é - indopendente de À 

desde que este ponto estoja fora de e, não importando agora a 
posiç~o do infinito em relação a es~a curva; uma vez que este 
seja um ponto regular para f(z). Com efeito, se nesta fórmula . 
supomos finitos o ponto z e a curi.ra e e fazemos Â ➔ oc:-, como 

,: o factor (z- Ã)/(t-i) tende uniformemente a 1, a fórmula se 

reduz á fórmula de Cauchy. Se .Â e z s~o fj_ni tos e f( z) é re~ 
lar no . infinito, sendo a função integrana.a infini tésj_má. de 2a~ 
ordem :para t ➔ ~, o resíduo no ini'i!li·~o é· zero, e o resulta. -
do é o mesmo, quer a Cti-1'.'VS e envolva o i:i:f~.ni to ou não. Emfimj 
se a curva C .envolve o infinito, vê-se, fazendo z ➔ ..,o , que ô 

segundo membro se reduz a 

1 

21Ti 
dt 

que é o resíduo de f(t)/t no .infinito, igual a f( oo ). 
A fórmula escrita pode ainda· ~er posta sob a forma 

f(z) = ...LI f(t) {~ - .i..1 dt 2ni t-z t-i\ 
. e . 

Desta fórmula se deduzQm, derivando sucessivamente, as 
mesmas.fórmulas de Cauchy para as . derivadas (2). Nestas, com 
efeito, sendo o denominador infinito de ordem ?: 2 _para n ~l 
no ponto do infinito,• onde a :fur.ção f(.z) é suposta regu.lar,é 

N 

indiferente que a curva envolva ou nao esse :ponto, ou mesmo 
. que passe por ele, pois a integral exi.stirá certamente como 

integral imprópria. 

§ 52 - PROLONGAMENTO DE UMA FUNÇÃO. 

Um dos teoremas fundamentais sobre funções analíticas, 
que se deduz de uma propriedade elementar das s6ries de potê~ 
cia•s~ é o seguinte: 11

~ duas f!:k119_õ e ~ ~?...~~ticas '.f1 {z) ~ f 2(z), 

definidas !!!!. ·mesma região ~;, coincidem .fil!!. todos .Q§_ ItQJ:t .Q.ê. ~ E:!P. 



conjunto infinito ~~J1ado. conti-ª2. nessa regJ.j.Q., elas co-inci · 
dem em todos .Q.§. 12.9--!2.i~]. §~- R. n Este teorema pode-se conside­
rar como correspondente ao teorema de Cauchy já citado, pelo 
qual duas funções analíticas em uma região R e contínuas so­
bre o contorno de R (supost~ regular) que coinci~am sobre 
esse contorno, coincidem 0m todos os pontos de R~ 

O teorema enunciado acima é o ponto de partida para o·co~ 
ceito de prolongamento de uma função. Note-se que tomamos 
aqui o conceito de região do modo mais geral, podendo ser um 
conjunto não conexo e mesmo.com uma infinidade de componente& 
Diz-se que ·uma função f 1 ( z) ·, definida monódroma e anal_ítica 
em uma região R1 , 6 prolongamento de uma função analítica f(z), 
definida em uma regieo R, quando!½_ contem R sem coincidir com 
esta, e nos ~ontos do R, f 1 (z) coincide com f(z). 

Pelo teorema anterior, o prolong~mento de f(z) está uni­
vocamente definido, se existe, om todas as componentes de R1 
que. contenham pontos de R. A noção de prolongamento de uma 

função traz em si porem complicações muito grandes, que deri­
vam da possibilidade da regi~o Ri se recobrir em parte, de .m~ 
do que nas partes recobertas, os valores da fvnção f 1 (z) pro­
vindos de dois trechos distintos de R nio coincidam. Este fe­

nômeno dá origem á consideração de regj_Ões de Riemann, que se 

obtêm de um prolongamento considerando como dis·tintos os tre­
chos de R

1 
em que os valores.da função -não coincidam, ou s6 

coincidam em pontos isolados, ou identificando-os, em cadapo~ 
to no entorno do qual esses valores coincidam completamente. 

, Deixemos de lado esses casos; salvo aviso em contrário, 
portanto, quando falarmos do prolongamento de uma função f(z) 
suporemos sempre que tanto a região R como a região R1 sejam 
regiões da. esfera complexa nas quais s6 se consideram funções 

monódromas. 

§ 6. FUNÇÕES DE DUAS OU MAIS. VARIA.VEIS. VARIEDADE DE_ S-EGBE. 

·Eara representar geometricamente os pares de variáveis 
complexas (z

1
~z

2
), a primeira ideia que se apresenta~ a repl!. 

sentação por pares de pontos, cada um no plano de Argand-Gauss 
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.. 
. da variável correspond-ente ("). ·:_Chamar-se-á então entorno 
(r1,r2) de um ponto (i1,z2), sendo r 1 e r 2 núme~os reais pos! 
ti vos, o co~junto dos pares (z1 ,z2), em que z1 est.á no elltQr­
no (rl) de z1 e z2 no entorno (r2) de z2; desta maneira se o~ 
t .em um espaço de entornes que é topologicamente . equivalente 
ao e~paço ( (Í) ) dos pares ( z1 ,.z2) em· _qµc a distância de dois 
pontos (zi,z2) e (·zr,z~p é definida como ºizi-ztl· + lz2_.z~j; 
es~e por s1.1:a vez é equivalente a·o espaço numérico euclideano 
s4 , em que cada ponto é o grupo de quatro números reais 
(x1,Y1,x2,Y2) (z1=x1+~y1 , z2= x2+iy2), sendo a distância de 
dois pontos (xi,Yf,x2,y2) e (xi,y1,x2,y2) definida como a d~ 
tância espacial 

Neste espa~o os entornas (r1,r2) definidos acima têm o 
nome de bicilindros. Para se obter desse espaço um espaço co.m 
pacto (§2, def. 2) é preciso introduzir os elementos impr6prt 
os. Adotaremos aqui o ponto de vista de Severi, que introduz 

esses elementos pela consideração do grupo projectivo no pla­
no complexo. Neste, como se sabe, define-se como ponto impró­
prio de uma recta qualquer d0 equação 

( l) = o 

a sua direç~o, que é comum a todas as rectas paralelas, e que 
depende de um único ,:,parâmetro complexo Â = 0c' 1/ o<. 2, inciuin­
do O valor Â = t)O; logo, o conjunto dos pontos impróprios 
do · plano com:ple~o pode ser considerado como uma recta, que se 
chama a recta imprópria desse plano. O conjunto ~os pontos 
pr6prios e impr6prios chama-se o plano projectivo complexo. 
Com uma projectividade, que á uma transfo!Dlaç~o _invertível·· da 

forma 

(2) 
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é sempre possível transformar qualquer ponto impr6prio em ·um 
ponto pr6prio. Dada uma transformação particular, define-se 
então o entorno de um ponto impróprio como o conjunto dos pon 
tos próprios ou impróprios que na transformação dada corres-­
pendem aos pontos de um bicilindro com centro no ponto trans­
formado. Desta maneira se introduz no plano projectivo c0mpl~ 
xo _. um. sistema de entornas que define um espaço compacto cone­
xo, para . o qual valem todas as definições de c.onjuntos ,pontos 
internos, região, contorno, domínio, etc., dadas para a . esfe­
ra. Demonstra-se tambem que~ possível construir num espaço 
euclideano s8 uma variedade limitada, de 4 ~imensões, homeomO!: 
fa a esse espaço; essa variedade chama-se variedade~ Segre 
do plano complexo, e é em geral designada pela ~otação vs2, e 
as imagens dos bicilindros e seus transformados, definidos a­
cima, definem o mesmo espaç:-o topológico 1f2 que o que se ob­
tem por meio da distância espacial no s8, do dois pontos qua~ 
quer sobre essa variedade. · 

Essas conaideraçõe~ se . estendem ao espaço complexo dos 
sistemas de valores (z1 ,z2, ••• zn) ,,que suporemos sempre ampli! 
do com os elementos impróprios de modo a formar o espaço pro­
jectivo complexo de n dimensões. Demonstra-se que esse espaço 
pode ser representado sobre uma conveniente variedade de Segre 
VS, de 2n dimensões reais, e a topologia sobre essa variedade n . 
é definida pela. noção de distância espacial no espaço em que 
ela está imersa. 

Uma função de duas variáveis definida em uma região R do 
espaço Tf2 é analític2 em um ponto finito dessa região,quando 
existem as duas derivadas parciais f;~z1,z2). e f~(z1 ,z2); é 
analítica em um ponto impróprio, quan~o por uma t~ansformação 
projectiva que transforme ·este . ponto em um ponto próprio, se 
obtem uma função analítica neste dltimo ponto; e é analítica 
em uma região R, quando é analítica em cada ponto de R. Dem~ 
tre-se que Wll$ função analítica em uma região R ~ continua ne! 
sa região (e não sómente contínua em relação a cada uma das va 
~iáveis) e que em ,cada ponto finito z1 ,z2 é re~resentável p~ 
la fórmula de Cauchy generalizada 



. (3) 

em que ºi e º2 são curvas fechadas traçadas nos planos das 

duas variáveis, e envolvendo, respectivamente, os pontos z1 e 

z2 - Desta f6rmula se deduzem, consequências análogas ás doca­

so de uma variável: existência das derivadas sucessivas. e po~ 

sibilidade do desenvolvimento em série dupla de potências no 

entorno de cada ponto z10 ,z20 : 
(")o 

. (4) 
~ m · n 
l.---tmn ªmn(z1-z10) (z2-z20) • 

o 

A fórmula (3) acima se pode considerar com~ uma integral 

de superfície estendida a uma superfície do s4 p~oduto topol2 

gico das suas proj·ecçõ.~s c1 e c2 sobre os pl~os ··das variá­

veis; essa f6rmula admite uma generalização devida a Martine! 

li (1), que demonstrou ~2e se pode substituir essa superfície 

l)Or upia· mais geral,. homeomorfa à superfície de um toro, mas 

contida sempre no contorno ~ de uma quadri"celo. { "'.) · conve­

xa que envolve o ponto z1 ,z2 , desde que essa superfície seja 

concatenada com as duas curvas fechadas situadas sobre .6 ~ 

sobre os planos paralelos aos planos coordenados x1 ,y1 e ~,y2 
respectivamente, passando pelo ponto z1 ,z2• 

(") Chama-se assim qualquer domínio do s4 que seja homeomorfo 

ao conjunto de pontos internos e sobre a superfície de uma e! 

fera desse espaço; ~or exemplo, um bicilindro· fechado, isto é, 

ampliado com os pontos do contorno, é uma quadricela. 



CAP. II - ESPAÇO FUN~IONAL ~NALITico · 

§ l. PONTOS. PONTOS DISTINTOS E ESSENCIALMENTE DISTIN.TOS. 

Estendemo-nos nas considerações sobre funções analíticas 
afim de definir exactamente o que entendemos por espaço fun­
cional analítico. Segundo os t.x-abalhos mais recentes do prof. 
Fantappie, esse espaço é constítuido pelas funções analíticas 
localmente em regiões da esfera complexa, considerando porem 
como regular no infinito, sómente as funções regulares e mon~ 
dromas em um entorno desse ponto e que se anulam no mesmo. A 
definição desse espaço~ completada com a definição de entor~ 
no de um ponto, para a qual, em uma nota publicada pela Acad~ 
mia de l ' Lincei (2) propuz uma modificação que foi aceita pelo 
mesmo professor. 

Com a finalidade de pôr em relevo todos os elementos que 
entram em jogo em cada função, é tendo em vista uma condição 
que se impõe naturalmente para o valor de um funcional corres 
pendente a uma função que seja prolongamento de outra, vamos 

pro~ôr aqui mais uma pequena modificação nesse conceito de e~ 
paço funcional. 

Chamaremos ponto do espaço funcional analítico, -o conjU!! 
to das funções f(z) analíticas em uma região R~da esfera e 
que ··coincidem em··. todos os pontos dessa região. Um ponto está 
assim perfeitamente determinado quando é dada a região R e 

,una funç;e f(z) analítica .em R; por estão razão des.ignaremos 
esse ponto com o símbolo (f,R), em que a função f pode ser 
substituída por qualquer dos seus prolongamentos ou por qua! 
quer função analítica em R, de que f(z) seja prolongamento. 
Quando houver perigo de ambiguidade, chamaremos um tal ponto 

de pon:to-função. 
Diremos que um ponto (f ,R) está contido no ponto (g,S:) , , 

quando toda função fé prolongamento de alguma das funções g; 
p·;ra isto é necessário, evidentemente, que a região R conte- . 
nha a região se que nesta última se tenha f(z) ~ g(z); dire­
mos tambem," neste ·caso, que o ponto (g,.S) .~ . .OE .. t~p1_ o ponto 
(f,R). t claro que dados dois pontos, se cada um deles está 
contido no outro, esses pontos coincidem. 
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Dois pontos dos quais nenhum está contido no outro,dize~ 
se distintos (para pontos que não coincidam, simplesmente-, em­
pregaremos sempre a locução - não coincideµtes). Diremos ain­
da que dois pontos (f,R) e (g,S) são essencialmente distintos, 
quando as regiões R e S t~m uma parte comum não vazia rr~ e os 
pontos de H em que as funções . f e g coinci..o -em, quando 
existem, são pontos isolados, o que equivale a dizer que essas 

funções não coincidem em nenhuma co~ponente de H. Dois pontos 
essencialmente distintos não podem conter nem estar contidos 
em um mesmo ponto. 

§ 2. ENTORNOS. POSTULADOS DE HAUSDORFF. 

Chamaremos entorno linear (T), ou simplesmen·~c entorno 
(T) de um .ponto (f,R), om que T é .um .domínio não vazio con­
tido em R·, o cortjuntó dos pontos ( g·, S), em que S contem T. Em 
minha nota (2) introduzi essa definição para funções analíti­
cas de n variáveis, e impondo apenas que T seja um conjunto f~ 
chado não vazio; os estudos posteriores, principalmente aque­
les em que intervem a noção de convergência, mostraram a nece~ 
sidade de extgir que esse conjunto tenha pontos internos,3 que 
se consegue, sem sacrificar a generalidç1.de_, exigindo que seja 

um domínio. 
Na mesma nota mostrei tambem que os entornas linearesª! 

tisfazem aos tres primeiros postulados de Hausdorff, que se 
podem enunciar como segue, pois as demonstrações dadas naque­
la nota se aplicam perfeitamente aos novos conceitos de pontQ 
função e de entorno no espaço funcional analítico. : 

A) Todo ponto (f,R) possue um .entorno (T) que o contem. 
:a) A intersecção de dois entornes de · um mesmo ponto con­

tem um entorno desse ponto (no nosso cas9 a própria intersec- · 

ção é um entorno desse ponto). 
, e) se um ·ponto (f,R) pertence ao entorno (T) de um ponto 

(g,&)~ (T interno a R e a S) existe um entorno de (f,R) conti 
do nesse entorno (T) (pois o próprio entorno (T) satisfaz a 

essa condição), 
A considcraçã·o dos entornas lineares é essencial para a 

teoria dos funcionais analiticms 
.... 

lineares, mas nao basta para 
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o estabelecimento dos conceitos de continuidade e d-e conver­

gência no espaço :funcional. Para isto é preciso ainda intro­

duzir o entorno restrito (T,~) (~reale ,o) de um ponto 

(f,R). Chama-se assim o conjunto dos pontos (g,S) contidos 

no entorno linear (T) de (f,R), que nos pontos do domínio T 

satisfazem á desigualdade 

em virtude do teorema do máximo m6dulo, a desigualdade antert 

or está . satisfeita em todo o domínio T desde que esteja satÚ!. 

feita no contorno. E evidente que a condição necessária e su 
. . -

ficiente para que o entorno (T', q') de um ponto (f,R) esteja 

contido no entorno (T,~) do mesmo ponto é que se tenha 
1 

e 

Estes entornas assim definidos satisfazem tambem aostres 

postulados de Hausdorff, enunciados atrás; -com efeito, o pri­

meiro desses postulados é evidente, pois qualquer região con­

tem um. domínio; .para o· segundo, notemos que, dados os entor­

nas (T·, q) e (T 1 , Q"1 ) do mesmo ponto (f ,R), chamando g- o me-

nor dos dois números o- e . IJ"' ~ 'T' a· reunião doe dois 

domínios Te T', o entorno (T,v) de (f,R) está contido em ca­

da um dos entornas anteriores, pois uma função h(z) desse en­

torno á regular em cada um dos domínios Te T' e satisfaz em 

cada um deles á condição 1-h - f 1 < ~ ~ <r ou {1 '; .;finalmente, se 
(f .,R) _pertence ao entorno (T,o-) de (g,S), chamando T o máxi­

mo (-< o-) de I f - gj em T, o entorno (T,<1'-'t) de (f ,R) es~á t2 

do contido no entorno (T,v) de (g,S), pois das desigualdades 

e 

satisfeitas em todo o domínio T', segue-se a desigualdade 

Ih - gl < <r 

no mesmo domínio. 
Uma das maiores vantagens desta definição .de entornas, 
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comparada com a definição primitiva do prof. Fantappi~ é a~ 

P:t"iedade simátrica.: se um ponto (f ,R) está no entorno (T, cr) 

de um. ponto (g,S), este está tambem no entorno (T,~) do _pri­
meiro. 

§ 3. FOSTULADOS DE SEPARAÇÃO. 

O prof, Fantappi~ (3) demonstrou, para as funções analí­

ticas localmente,. que o espaço por elas consti tuido, segundo · 

a noção de entorno (T,~) satisfaz ao postulado de separação 

de Kolmogoroff ( chamado ''l?nstulado T '' por Alexandroff u. · Hopf): 
. o 

Dados dois pontos (não coincidentes),~ menos :Rm. deles possue 

J:!!!! entorno ll.Q. qual 2 outro não está .contido. A sua demonstra­

ção se adapta facilmente aos novos conceitos d e 11onto e 

entorno: com ef ei tó • oej ron ( f ,H) e ( g,,.s.) os dois pontos; 

se· as regiÕ·es R e S não coincidem, e se R, :por exemplo, tem 

um ponto P não contido em S, qualquer domínio T que contenha 

P e esteja conti~o em R define um entorno linear (T) de (f,R) 

q~c _não contem o segundo ponto; este, portanto, com maior ra­

zão, não poderá estar contido em nenhum entorno (T,~) do pri­

meiro; se as regiões R e. S coincidem, para que os pontos não 

coincidam é necessário qu~ haja um ponto z dessa região no 

qual se tenha f(z) r. g(z), e neste caso, sendo ~ o módulo 

da difere~ça f - g nesse ponto, e Tum domínio contido em R 

e que contenha z, o entorno (T,~) de cada ~m dos pontos da­

dos não contem o outro ponto, 
Dessa demonstração tambem se conclue que para cada par 

de pontos "distintos" se pode enunciar o postulado de separa­

ção de Fréchet (postulado T1 , segundo Alexandroff): dados 

dois . pontos distintos, cada S!! deles~~ entorno g~e não 
~ tt 

contem O outro ponto. Emfim, se os pontos sao essencialmente 

distintos", vale para esses pontos o postulado de separação 

.. de Hausdorff (postulado T2): Dois pontos essencialmente ill.-
. tintos t@m entornes separados. Basta, ·com efeito, tomar um 

domínioTcontido na parte comum ás duas regiões e considerar 

0 entorno (T,~) de (~,R) e o entorno (T,~) de (~,S), em que 

2cr é O máximo (postitivo) ,de 2[f - g( em T. Se um.a função 

h{z) estivesse contida nesseã dois entornos ao mesmo tempo, 
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teríamos em todos os pontos de T, 

e 

donde se deduziria lf - gj < 2 ct, contra a hipótese, 

§ 4. PONTO INTERNO. REGIÃO FUNCIONAL E CONJUNTO FECHADO. 

Chama-se ponto interno de um cojuhto M do espaço funcio­
nal analít.ico, um :i;rnnto (f,R) de M, do qual existe um entorno 
todo contido em M. Um conjunto constituído de pontos internos 
chama-se uma Fegião funcional. Um exemplo de região funcional 
é um entorno qualquer, seja linear, seja retrito, de um ponto 
(t", R) ·, pois como já vimos, 0sscs entornos satisfazem ao post~ 
lado e. de Hausdorff. E evidente que o espaço funcional anali 
tico é uma região funcional; admite-se tambem que o conjunto 
vazio é uma região funciional. Se um ponto-função (f,~) per­
tence a uma região funcional, todos os pontos nele contidos 
estão na mesma região. 

Uma região funcional R se diz conexa, quando dados dois 
pontos (f ,R) e (g,.S') de R pode-se achar um n11mero finito de 
pontos 'de R·, (f

0
~,R

0
) = (f,R); (f1 ,R1 ), ••• (fn,Rn) = (g,S) 

tais que cada ponto (fi,Ri_) (i=l. •••• n) esteja em um entorno 
do ponto precedente ( fi~l,Ri_1 ) todo contido em R. E eviden­
te que o entorno linear ou o entorno restrito de um ponto 
qualquer são regiões funcionais conexas. Pode-se verificar 
tambem que o espaço funcional é conexo. 

Chama-se região funcional linear um conjunto i( que sati~ 
faz ás duas seguintes condições: 1) dados dois quaisquer dos 
seus pontos (f,R) e (e,s). a intersecção RS não é vazia e o 
ponto (f+g,RS) pertence a ~ 2) dado um ponto (f ,R) de J(, exis:­
te um entorno linear (T) de (f,R) todo contido nesse ronjunto. 
Em nossa nota (2) demonstrámos (aliás para_o caso ge~al_de ~ 
çõe.s de n v~riáveis), que sob essas condiç_oes, uma regiao f'U!! 
cional linear pode sempre ser definid~ como a totalidade dos 
pontos (f,R) em que Ré qualquer regiao que contenha um. certo 

f h do ~ão ~azio A, chamado conjunto característico conjunto ec a -
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da ·região. 

Cha;ina-se conjunto funcional fechado o complemento deuma 
re~ião funcional, isto é, um conjunto tal que se um ponto 
( f, R) não pert.ence a ele, existe um entorno desse ponto que 
não cÓntem nenhum ponto do conjunto. Segue-se que se qualquer 
entorno de um ponto (f,R) contem ao menos um ponto de um co~ 
junto fechado M, esse ponto (f,R) pertence a M. · um _conjunto_ 
fechado contem com cada ponto todos os pontos em que ele está· 
contido; mas um ponto pode estar ·contido em um ponto de um 
conjunto fechado, sem pertencer a este conjunto. Em yirtude 
desta circunstância, aparentemente contraditória, evitaremos 
sempre o emprego do conceito de conjunto fechado. 

§ 5. EONTO DE ACUMULf ÇÃO. 

. A noção de ponto de acumulação já traz maiores dificul­
dades. Dir~mos que um ponto (g,S) é de ·acumulação de um con­
junto funcional M, quando qualquer entorno de (g,S) contem 
ao menos um ponto de M não coincidente com (g,S). Se deixar­
mos de lado esta liltima restrição, obtemos a definição de pon 
to~ contacto de um conjunto; o conjunto dos pontos de con­
tacto de um conjunto M chama-se fecho des.se conjunto, e é 
constituído pela reunião do conjunto e de seus pontos de acu­
mulação. 

Vejamos algumas consequências dessas definições: se o con 
junto é constituido por um único ponto (f,R), qualquer ponto 

.(g.,S.) que contenha este (§ l) é ponto de acumulação do co~ 
;junto ·, pois o ponto (f,R) está con~ido em todo entorno (T, <r.) 
de ( g, s). Vô-se assim que não valer aqui a propriedade dos Pº-!! 
tos de acumulação dos espaços de Hausdorff, em que qualquer · 
entorno de um ponto de acumulação de um conjunto contem uma 
infínidade de pontos do conjunto dado; no espaço funcional 
qualquer conjunto não vazio, mesmo qúe seja finito, tem pon­
tos de acumulação; sob esse ponto de vista o espaço funcional 
é compacto, segundo a definição dada no § 2,2,. do cap. I. O 
fecho de um ponto nesse espaço . é constituído por este ponto 
e . todos 99 pontos que o contêm. Vale aqui o seguinte teore­
ma, que é ~liás equivalente ao postulado de Kolmogoroff: 
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"Dois pontos não coincident.es têm fechos não coincidentes". 
( V. Alexandroff (l) p. 59) 

O conceito dado acima de _ponto de acumulação tem.·o inco!! 
veniente de se afastar consideralvemente da intuição, e mesmo 
da _própria significação da :palavra "acum1.;tlação ". Por esta ra­
zão, chamaremos pon.i.Q_ de acumulação próprio de um conjunto M, 
todo ponto (f,R) tal que em um entorno qualquer desse · _ponto 
existe ao menos um ponto de M distinto (v. § l) de (f,R). Os 
pontos de acumulação que não satisfizerem a esta condição se­
rão chamados _pontos de acumulação impróprios. Da definição d~ 
~a segue-se qu~ em todo entorno (T,a") de um ponto de acumula­
ção :pr6prio (f,R) de um conjunto M existem infinitos pontos 
de M; basta para prova-lo, mos.trar que _ dado um _ponto (f

1
, R

1
) 

contido nesse entorno e distinto de (f,R), existe um outro -en­
torno de (f,R) contido no entorno anterior e que não contem 
(f1 ,R1 ); com efeito, da hipótese dos pontos serem distintos 
segue-se que ou R1 não contem R e portanto existe um ponto 
z

0 
de R que não pertence a R1 , ou R1 contem Reem um ponto 

z
0 

de R temos I f - f 1 1 = "2 ?> O; em qualquer dos casos existe um 
domínio U contido em R e que contem o ponto z

0
; ae no prime_! 

ro caso considerarmos o entorno (TvU, cr) de (f ,R) e no segun­
do caso o entorno (TuU,~') do mesmo ponto, em que ~• é o me­
nor dos números <f" e~. obtemos sempre um entorno de (f,R) co~ 
tido no . entorno anterior (T,a) e que não contem o ponto 
(f

1
,R

1
). Neste novo entorno haverá por hipótese um ponto 

(f
2

,R2) de M distinto de . (f,R). Aplicando o mesmo raciocínio 
sucessivamente, vemos que, se no entorno (T,a) houvesse ape­
nas um número finito de pontos (fi,Ri) de M distintos de (f,R) 
chegaríamos a construir um entorno deste ponto que não conte~ 
ria nenhum ponto de M, contra a hipótese feita. 

§ 6. BASE DO ESPAÇO FUNCIONAL. 

Vamos mostrar agora uma propriedade importantíssima do e~ 
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paço funcional, baseando-nos para isso no teorema de Runge (1) . 
sobre aproximação por funções racionais (v. p. ex. Walsh (1). 
Essa proprie.dade é dada pelo seguinte teorema: trExiste um con 
junto enumerável ~~ ,!'.E.,g__i_~~§. g,1 tais fil~_ . ...Q.§. nonto~ ( f .,Ri), e; 
_gue 'f .Q. uma ~_çao ~acional regular fil!! B.i, form§lJ! Rm conjunto 
denso fil1! todo .Q. esJ2_1=.tSO fi.mcj.onal". Em outras· palavras, todo o 
ponto (f,R) do espaço funcional é ponto de acumulação de pon­
tos ( ~, Ri); o que tambem_. se pode exprimir dizendo que em qua:.!:, 
quer entorno (T, <t) de (f ,R) existe ao menos um ponto (f,R.) , 
do sistema dado; aliás da nossa demonstração se ver.á que s! 
trata de ponto de acumulação próprio e que sempre• se· pode ·po­
de supôr a região R. contida em R. 

· 1 
Arites de tudo, vamos definir um conjunto enumerável ded~ 

mínios sobre a esfera complexa, da seguinte maneira: 
·!ixemos sobre a esfera o equador e ( 1 z 1 ~ 1) e o meridi..:· 

ano m, imagem do eixo ·real sobre a esfera; os pontos de inte~ 
sErÇão desses dois círculos máximos são os pontos 1 e -1. Div! 
damos tanto o equador como o meri<Yiano em 4n partes iguais ( n 
inteiro), a partir de'Sli)es dois pontos. Tracemos pelos -pontos 
de divisão de m os círculos paralelos, e sejam e e 
e' os paralelos mais próximos d.,os polos (que são a origem e o 
infinito) cujo raio esférico é 1t/2n;. tracemos depois pel~a 
pontos de divisã·o do equador ~ os arcos de meridianos, limi t~ 
dos pelos círculos e e e•. Desta maneira fica a superfície da 
esfera decomposta em dois círculos e 8n(n-l) figuras esféri­
cas trapezoidais, e o máximo diâmetro de todas essas figuras · 
é sempre, como se vê facilmente ·, o diâmetro dos círculos, que 
é menor que 11'"/n. A cada valor de n corresponde assim uma re­
de de meridianos e paralelos, que dcsigneremos com ·rn, chamaa 
do malhas dessa rede os trapezoides e círêulos acima referi- . 
dos. t claro que para cada valor de n, o número de domínios 
que se podem obter com a combin~ção das malhas da rede ~n é 
sempre finito, e portanto, variando n, obtemos um· ~on~unto _e~ 

merável de domínios. 
Seja agora (f ,R) um ponto qualquer do ,espaço funcional 

l Lt. e cm· •) um entorno desse ponto, Seja i a distância ana J. ico-, L, u 

(positiva) entre os contornos de~ e R. Se tomarmos a rede en' 
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c.om n ..... -'/< · d 
, " 0 e cons1 erarmos o domínio D formado por todas 

as as malhas desBa rede qu e t~m pontos comuns com T, esse do­

mínio D. é certamente interno a R; seu contorno e é regular 

( Cap. I, § 2 ,ffef .12) e não tem pontos comuns com T. Logo·~ o va­

lor de f(z) em T é dado pela fórmula de Cauchy modificada 
(Cap.I,§ 4) 

f(z) = ~1 ,_(z-~1(:t'_(_tl dt 
2 1T 1 rt- ,, t=zJ. 

e . 
(l) 

em que Â é um ponto qualquer esterno a e. Essa integral é, 

como integI_'al de. Riemann, o limite .da fração racional 

,, 

~ em que os tr sao pontos ordenados c'!. o contorno C, e o limite é, 

calculado para a máxima corda ltr-tr-ll tendendo a ·zero("); • 

:iate-se que pela construção da r ede en -a curva C não pode pa~ 

·sar pelo ponto do infinito, e que portanto ·essa co11 da pode ser 

sempre medida no pla110. Ora, na função integranda em (l) ,assfui. 

como em cada parcela da soma (2) existe um factor ~ue se pode 

decompôr como segue: 

z - '\ 1 1 z -À l l . 
( t-·>,)( t-z) = t-z - t-i' (t - -,.)(t -z) = t --z t - ')., 

r r r r 

alem disto temos t 

t t 
r-:-1 

= L rdt 
r 

tr-T · 

(") Se a curva e se com:pÕe de mais do. um contorno, a integTal 

é O limite d.a somà de u1~·.número finito de soma t6rias an~logas 

a ( 2), é o raciocínio que ~e seôv.e não sofre alteração. Se 

esse contorno tem um J>O.p~o ·_duplo, co~o na figura ao -~~,· _ 

lado, em que está hachur1ada a área ~~terna a C, ~º!! · ·r~ 
sideraremos sempre .·º contorno percorrido co~o º. 1n- . , . 

dicam as setas. 
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onde a integral se pode s~mpre super estendida ao arco da cur 
va C de extremos tr-l e tr, e como · a integral (1) se pode de­
compôr na soma de integrais estendidas aos mesmos arcos,obtc­
mos, 

(3) 

. Recordemos que i é sempre um ponto ester~o á.curva e, 
~liás arbitrário, e que podemos portanto su~ô-lo f6ra da re­
gião R; e_m particul~r, se esta região não contem o infinito, 
podemos supôr À= ~ , com o que se anula a segunda diferen­
ça no segundo membro de ( 3). Suponhamos primeiramente ·que 
seja este o caso e que portanto o domínio T, contido em R,se­
ja finito. Então, a função f(t)/(t-z) será uma função contí- · 
nua de te dez, para tem C e z em T, e sendo fechado esse 
seu campo de definição, ela é uniformemente contínua; logo 1 

chamando 2wL o comprimento de e, ao número q- > O podemos fa­

zer corresponder um número ~~O tal que se a máxima corda 
Jtr-tr-ll fôr menor que J>,, temos, qualquer que seja z em 

T,(") 

j.f.Ltl- - r < trl j < ~ 
t - z tr - z -para todo l)Onto t do arco tr-1 tr, da fórmula (3) se deduz en-

t ,., ~ara Â= ~;, ao, sempre 1, 

ff(z) f(z)I < 

se À ~ finito, o me_smo raciocínio mostra que se pode ob­

ter uma igualdade semelhante para -a segunda diferença no 22 
membro de (3). e obtera-se o mesmo resultado substituindo~ por 
<7/2; Emfim, se :: T contem o infinito, podemos primeiramente se­
parar um domínio T' contido em Te que contenha esse ponto. 

( n) ~ clarQ que se_ tomarmos r menor que a distancia de dois 

vértices quaisquer da re~e fn, para qualquer ponto t do arco 

t;.::;_ tr temos l t-tr 1 < t• • · ' 
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Esse domínio pode s~r tal que para qualquer dos seus pontos z 
e quaiquer valor de tem e se tenha 

f 
__t{ :t.l ~, ::; 1..1.. r ~(!). < (J' 

t-z z .. ~-1 4t• 
z 

pois o segundo factor no 2º membro 6 limitado. Segue-se daqui, 
para todo _ponto z de T', . 

t 

1
~ I:j r Íf(t) - f~tr) ldtj<Z-. 
2 1T i Jt l.t - z t - z { '2 ' 

r-1 r 
para z no domínio finito T", fecho do conjunto T-T', _podemos 

raciocinar como acima, o levando cm conta a 2a. diferença em 

(3), obt~mos em qualquer caso uma função racional f(z) ra­

gular na região R' inter na à curva e, pois todos os seus po­

los estão sobre esta curva, e tal .que em todo o domínio T,que 

é interno a esta regi;o, temos 

(4) lf(z) - f(z) 1 < <r 

o que prova que 4'(z) está no entorno (T,~) de ponto (f,R). 
Deste teorema se deduz a consequência importante de ser 

o espaço funcional analítico um espaço separável, isto é,fe­

cho de um conjunto enumerável de pontos do mesmo espaço. Bas­

ta notar, em _prosegu.imento à demonstração anterior, que para 

z · em Ta função ~(z) é unifprmente contínua em relação a 

?\, t
1

, ••• tn, f(t1 ), •••• 'f(tn), cada -umn destas quan­

tidades variando em um entorno fechado de um ponto em que a 

função correspondente satisfaça á desigualdade (4); é possí­

vel portanto substituir todos esses parâmetros por números r! 

cionais, e por conseguinte a fracção ~(z) por uma fr~ão r! 
cional de coeficientes inteiros 

·iv< z) = at.: ~ 
de tal modo que ainda seja satisfeita em Ta desigualdade . 

li' e z) - f ( z) 1< ..:r. 
Ora, ·essàs frações com· coeficientes ~nteiroe formam' cer..:. 

tamente um conjunto enumerável, logo é tambem enumerável o CCI'_!. 
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. . 
junto dos pontos ..., 

sao regiões tiradas · 
das redes E>n. 

§ 7• OONVERGENOIA NO ESPAÇO FUNCIONAL. 

Vamos definir dois tipos de convergência no espaço funcio 
nal: a converg~ncia em ·sentido lato e a _ convergência em senti­

do restrito. A distinção, como se verá, é mais de carácter 
_te6rico, pois nas aplicações ambos os tipos conduzem aos mes­
mos resultados. A existOncia desses dois tipos depende essen­
cialmente da existência de pontos contidos em outros, e dai~ 

possibilidade de separar esses pontos por meio de entornos. 

A convergência §lL_~ntido kto é a converg~ncia comum d~ .. 

finida por entornes: da68 uma sucessão de pontos 

(1) 

do espaço fu...~cional analítico, diremos que ela converge~ .fil!:. 

,tido lato para o ponto· (f,R), que é chamado ponto limite da 

sucessão, quando, dado o entorno arbitrário (T,~) desse pon­

to, os pontos da sucessão, ·a partir de um certo índice n
0 

Pª!: 

tencem a esse entorno. Isto equivale a dizer que dado qualquer 

domínio T contido em R, existe um índice p tal que a suces-
' 

são de funções fp(z), fp+l(z),•:• é uniformemente conver~e~-
te em T, e tem por limite a funçao f(z). Desta maneira,porem, 
não se obtem a unicidade do limite, ~ois pela mesma .definição 

a sucessão dada converge tambem· .a quaiquer :ponto (f, S) que co12 
tenha o :ponto (f,R), isto é, no qual seja S<..R. Diremos então 
que a sucessão (1) converge em sentido restrito ao ponto (f,R), . 
quando ela converge a esse ponto em sentido lato, mas de tal 
maneira que qualquer· outro ponto para o qual esse mesma suce~ 

são seja c onvergentc, coi-itenha o ponto ( f ,.R). :e claro que de 

toda sucessão (1) convergente em sentido l 2to ~ um ponto (fJR) 

se .pode deduzir uma sucessão convergente em sentido restrito 

ao _mesmo ponto, substituindo cada região Rn pela sua inte~se~ 

ção com R. 
Dada uma suc·ess;o (1) convergente no sentido lato a um 

dado ponto (f,R), pode-se, sob uma hipótese suplementar que· 

daremos adiante, afi.rz;1ar a exist~ncia de um ponto ·-(g,S),conti 
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do no anterior, para o qual a sucessão (1) converge em senti­
do restrito. 

P.rimeiro que tudo, vamos definir o limite interior da su 

cessão de regiões Rn; consideremos os conjuntos 

Kl = RlR2R3••• !(2 = R2R3••• . • • • Kn=•RnRn+i■•• • ., •• , 

e chamemos !na região formada pelos pontos internos ao con­

junto Kn. Chamaremos_ limite interior (") da e~c~ssão de reg:iõeá 

Rn~ a réunião dessas regiões Kn: 

R = K1 + K2 +. • • 

que é tambem uma região. Cada ponto P de Ré interno ao con­

junto Kp dos pontos comuns ás regi~es Rn, para n maior que um 

certo indic~ np, e portanto existe um entorno de P contido em 

IS,, isto é, em todas essas regiões. Dado então um conjunto 

fechado qualquer H contido em R, segue-se do teorema de Bore1-

Lebesgu.e que existe um número finito de entornas com centros 

em pontos Pi,P2 , ••• Ph de .H, que cobrem H e tais que cada um 

desses entornas está contido· cm todas as regiões Rn, a par~ 

tir de um certo índice. Tomando o maior, N, desses índices, 

vê-se que o conjunto H é interno ao conjunto KN. Quando se c,2 

nhece uma região R' tal que que o desvio entre os compleme:i tcs 

de Rn ~ R' tende a zero :para n _.. oc• , é facil ver que temos 

R = R'. 
Dado um ponto F qualquer ua região R e um entorno fecha­

do de p contido em R, pela hip6tese primitiva da converg~ncia 

da sucessão (1) ao ponto (f,tt) existe um ndmero np tal que 

todas as regiões R com n > np contêm esse entorno fec~ado don 
n - • • N 

de se ' deduz que Pé interno a R, logo, esta regiao co~tem to-

da a região R. , 
A hipótese que nos faltava era a seguinte: supo~1amos gµe 

para todo ·domínio U contido em R, as funções fn que são regu­

lares em u sejam limitadas no seu conjunto, isto é, que exis­

ta um número positiv~ Mu tal que em todos os pontos de U e pa­

ra todas as funções fn regulares em U, se tenha 

(") não se deve confundir este conjunto. com o limite inferior,, 

definido por de La Vallée Pou~sin (1),p.8 (plus petite limite). 
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Sejam agora !t•, li"••• as componentes de R. Podemos con­

siderar o comportamento da sucessão f 1 ,t
2
,... em cada uma 

dessas componentes, R(q), e obtemos então ·s6mente .duas alter­

nativas: A) existe um conjunto C, contido em !(q), que contem 

um seu ponto de acumulação Q nessa região, tal que a sucessão 

fn,fn+i,•·• obtida .excluindo de (1) um~úmero finito convcni­

Gnte de termos, 6 oonvergcnte cm todos os pontos. do con-junto 

e. Neste caso, dado qualquer domínio T contido na região R(g), 

podemos ligar esse domínio ao ponto Q e construir um outro_r.ido­

mínio T' conexo, contendo T e ao qual Q ~- interno; esse domí­

nio T' er =.,ú, pelo que vimos acima, contido em todas as regiões ' 

Rn, para n maior que um certo índice n•. Aplicando então o te2 

rema de Vitali (") deduzimos que essa sucessão converge unifo~ . 

memente. no domínio T', e por conseJuinte no domínio T, que á -

arbitrário dentro da região R(q); daqui se deduz a segunda ª1 
ternativas B) a sucessão (1) não converge em nenhum domínio 

contido .em n(q), e para isso~ preciso que os pontos dessa r~ 

gião em que eventualmente converge essa sucessão sejam pontos 

isolados, isto é, formem~ conjunto disc~eto. 

Em particular, em todas as componentes de~ que contêm 

pontos da região R, s6 se pode apresentar a primeira alterna­

tiva A). Chamemos S a soma de todas as componentes de R em. que 

se apresente esta alternativa, e g(z) a função analítica em 

cada ponto de s, limite da sucessão f 1(z), f 2 (z), ••• oudequaj. 

quer sucessão que desta se obtem suprimindo alguns termos ini­

·Cia is. Do que precede se conêlue que a sucessco (1) converge 

ao ponto {g,S), e que se ela-converge tambem ·a um outro ponto 

(f,R), a regiio Restá forçosamente contida em Se nos pontos 

de R, pela unicidade do limite, as funções f e g coincidem;is­

to porem equivale a dizer que o ponto (g,S)' está contido nopop 

to (f,R), donde se deduz, conforme tínhamos anunciado, - que a 

sucessão (1) converge ao ponto (g,S) em sentido restrito. Esta 

conclusão se estende, pela aplicação das teopias de Montel,~ · 

toda sucessão (1) em que as funções f 1(z), f;-rz), ... fazem 

(") Cf. Montel, (1), P• 30. 



-35-

parte de uma familia: normal ou quasi normal de funções analí­
ticas na região S. Deixo de insistir .nesta parte, por não tér 
tido tempo de examinar com cüidado as aplicações dessa teoria,. 
ao ·estudo do espaço funcional q_ue acredito sejam bastante in­
teressantes,. 

Podemos tambem definir o conceito de convergência .de en- . 
torn9s de um ponto para esse ponto, conceito que -é de grande 
utilidade em . todos os espaços. que não são distanc-iados·. 

Seja (f,R) um ponto de espaço funcional analítico, e cha 
memos . I o complemento de H na esfera complexa. Dado um entor­
no (T,a-) desse ponto, podemos considerar o de~vio ~ (;,,O) en­
tre os contornos de '.i1 0 à c., R. Sendo esses contornos fechados, 
esse desvio é a distância de um :ponto de contorno de Ta um 
ponto do contorno de R ou de i (:pois esses conjuntos, sendo -CCI! 
plementares, t~m o mesmo contorno); todo ponto da região R qre 
esteja a uma distância maior que h do conjunto I, pertence a 

I • 

T. 
Dizemos que uma sucessão de entornas de (f,R), 

(T ,v ), ••• n n 

~ende ou converge a esse ponto, quando, chamando ~n o desvio 
ent~e os contornos de Tn e R, tivermos lim ~n = lim ~n· = o, 
para n~C>c.,. Neste caso, se em cada entorno (Tn,<i"n) fôr conne­
cido um .ponto (f ,R ), a sucessão desses pontos converge evi-n n . 
dentemente (om sentido lato) a (f,R). A convergência será ·cm 
sentido restrito se substituirmos cada região~ pela sua in­

. terseção com R. 

§ 8. LINHAS E VARIEDADES ANALÍTICAS. 

~tre os conjunt os par ticulares do e_s~oaço funcional, ana­
lítico, estes que vamos definir agora têm uma importância exceR 

·cional pelas suas aplicações. 
Suponham·os que a cada valor °" de um parâmetro variável 

em uma região D de uma esfera complexa, corresponda um ponto 
(f(z,~),R(~)) de tal maneira que: 1) a região R(~) varie com 
continuidade em relação a cc ( cf. pg; U); 2) sendo oc0 um :pon­
to qualquer de íL, para cada ponto,. z de R(~~0 ), f(z,:~) soja 



~ma f ·unção analítica de .oc 'lem .um entorno de °'o' Esta última 
c.ond~ção pode ser imposta _pórque, devido á continuidade de 
R(~), é _possível achar um entorno E. de~, contido em ..Cl. tal 

o 
qu~ pará todo ~ d~ E, a região R(~) correspondente ainda co~ 

......... ... . . 
tenha _o ~onto z ( 11

). Em particular, dadas duas funções f(z) e 
g(z) regulares respectivamente em duas regiões_ R e S com uma 
intersecção não vazia u, em que essas funções não sejam idên­
ticas, a expressão 

f(z)} 

· · que_ é definida para todo Q( finito, define uma linha analíti­
ca dos pontos (f+~(g-f),u), que se chama recta analítica, a 
qual ;passa pelos J?Ontos (f,U), para ci= O e (g,U), :para ti<=:= l; 
numa recta analítica, a região de definição é sem:pre constan-

. te~ 
Mais geralmente, suponhamos que a cada ponto <~i,~2,.,.~J 

de uni.a região íJ. do espaço projectivo com:plexo lTn, que supomos 
sempre representado sobre a sua correspondente variedade de S~ 
·grc vsn, corresponda um ponto ( f ( z ,c<1 ,. '°'n) ,R( Ofi, .• ~n)) do 
espaço funcional analítico, tal que a região R(«1 , •• ~n) da es­
fera complexa . da variável . z varie . com continuidade em relação 
ao ponto (~1 , •• ~n) e f(z,~1 , •• ~n) seja função analítica de 
(0( 1 ,. •Ot'n) no en ~orno de cada ponto da r.egião n "· O conjunto dos . 
pontos assim obtidos chama-se uma variedade ~alítica de n di­
mensões do espaço funcional analítico, desde que os parâmetros 
sej·a·m essenciais, isto é, desde que não se possa obter o mesmo 
-conjunto de pontos eom um número menor . de parâmetros. Em par­
ticular, dadas as fun9Ões f(z), f 1(z), ••• fn(z) def·ini9,as e 
regulares em. uma mesma região R, o conjunto dos pontos 

(f(z)+~if1 (.z)+ •• , +ôtnfn(z),R) 

define uma.variedade analítica que se ch~ma espaço linear · ana--lítico n-dimensional, contanto que nao seja possível reduzir o 

número de parâmetros. 

(") notemos que a condição que f(z,0t) seja função analítica de 
z na região R(oc.) já está ·_contida implicitamente na definição 
do ponto (f,R). 



Os pontoa de uma linh~ ou varied~de analítica variam· com 
. continuidade em relação ao parftm.et.ro o< ou ao grupo de p.uâme- · 

troa («1 , •• ~n>• Iste quer dizer, n~ linguagem de entorno1,~ue,· 
dado qualquer entorno (T,o-) de um ponto (f(z,;),R(;)), em que 
; é um ponto da região n, existe sempre um entorno ~ de a, · 
cujos pontos correspondentes estão no entorno (T,q) da~o.Bas­
ta-nos limitar a demonstração ao caso de uma 1inha analítica 
e de um ponto; finito. Chamemos t,. a distância entre Te ó 
complemento de R(;); podemos então achar um entorno E1 de; 
tal que para qualquer dos seus pontos~ :o desvio entre . os 
complementos de R( o<) e R(õi) seja menor que 4, e nestas con_di­
ções a região R(oc') contem T •. Fazendo ~ variar em um entorno 
fechado '!2 de ;;; contido em E1 , e z no domínio T, obte·mos um 
ôon~Wl~O fechado de pares ( z,oc) e ._nesse conjunto a função 
f(z,~), sendo analítica nas duas variáveis, é uniformemente 
continua; exiàte pois um número -r ~ O .tal que se z' e z"- são 

. ' 

pontos de T e ac' e ~" pontos de E2 , e se tivermos ••.• 

1 z•-z" 1 + jp.1-~" I < 't, iteremos tambem 

lf(z•,~•) - f(z",•")l<<r;, 

em particular, vale esea desigualdade para z'=z" .=z .. qu.a;J;quer 
no domínio T, •"=-; e 01.'=()I no entorno ("t') de ~, o que de­
monstra a nossa afirmação. Deduz-se desta propriedade que se 

uma linha ou variedade analitica tem pontos numa região fun­
cional, o conjunto dos pontos~ pu (°í,••~n) ,correspondentes a 
esses pontos-funções é uma região. 

Na linguagem de converg@ncia, temos que qualquer que se­
ja a sucessão convergente de pontos ~1 ,«2, ••• de n, cujo~! 
mite ;; ,pertence a esta região, os pontos correspondentes 
(f(z·,~)~R(°'n))' convergem ao ponto · (f(z,õi),R(w)) em sentido 
restrito, o que é fácil verificar. 

Tanto no caso das linhas analíticai::- c.omo no das varieda­
des anal1ticas, chamaremos trecho regular dessa linha _ou dessa . 
variedade, o conjunto dos pontos que se obtêm, limitando ava­
riação de o<. ou de (oc1 ,. ••n> a um domínio w contido em .a, 
homeomorfo respectivamente a um entorno circular fechado ou a 
um n-cilindro fechado. E fácil verificar . que todo ponto de_ ªº!¼ 
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mulação de pontos de um trecho regular de linha ou variedade 

anali~ica contem ao menos um ponto· desse trecho. Basta ~onsi~ 

dera~ o oaso de um trecho regular [ de linha analítica 

.(f( z, Q() ,R(0<)) ; para um 1>onto de acumulação impróprio, · isto é 

evidente. Seja pois (g·, S) um ponto de acumulação pr6prio de 

cL , isto é, tal que em qualquer entorno (T,~) deste ponto 

exista ao menos um ponto (f(z,«), R(«)) desse trecho, distin­

to de (g,S); neste caso existirão infinitos desses pontos,cor 

respondentes a um conjunto infinito : de pontos o, do w • ·Este 

conjunto tem um ponto de acumulação Õt 13m \.1),- pois este é fe­

chado, e se considerarmos uma sucessão de pontos ~1,«2, ••• 

de w,. tendendo a-;, vemos que o ponto (f(z,ã,),R(;)), limite 

em sentido restrito da sucessão dos pontos correspondentes a 

esses valores de~. está· contido em todo e qualquer entorno 

(T,~) de . (g,S), e portanto está contido neste ponto; em outras 

palavras, R(;-) contem S e nos pontos desta região, f(z,«) = g(z). 

§ 9. ESTENSÕES DO ESPAÇO FUNCIONAL ANALI'TICO. 

O espaço funcional analítico estudado nos parágrafos an­

teriores, é o que se apresenta naturalmente pa~a o estudo mais 

geral dos funcionai•s definidos para funções analíticas de uma 

variável; a necessidade de limitar rigorosamente a região de 

definição de cada função analiticé nos levou à definição de 

ponto _(f,R) e das tres espécies de relações entrf dóis pontos 

não coincidentesi ponto contido em outro, pontos distintos e 

pontos essencialmente distintos. 
Por um processo comum em topologia, chamado relativização, 

podem-se aplicar os mesmos conceitos topológicos de entorno e 

de limite de sucessão a certos conjuntos parciais importantes, 

que ficam assim definidos como outros tantos espaços topológi­

cos • . Dentre estes, os mais importantes são as regiões funcio­

nais ·, e particularmente as regiões funcionais lineares (§ 4), 

que podem ser definidas como os conjuntos de pontos (f,R),em 

que R contem um conjunto fechado A. Como esta é a única exi­

gência que se faz para os pontos de uma tal região funcional, 

e como nas aplicações só interdssam os valores de f~z) no co~ 

junto A e nas suas visinhanças imediatas, vemos que a região 



.. 
• 1 

-.39-

R se pode sempre restringir arbitráriamente,e que se pode d~ 

finir uma região funcional linear simplesmente como o conjun 

to das funções analíticas regula~es no conjunto -caracteristi 

co A. Se este conjunto~ um domínio, ou mais -geralmente, se 

A tem pontos internos, chamando S a região constituida por 

esses pontos, vemos que a região funcional linear dada está 

inclui da em outro conjunt_o. importante, que 6 o das funções 

regulares na região s. Em geral é este o conjunto estudado 

por vário.a autores, inclusive Montol, no seu livro sobre as 
familias normais. 

Esses dois sub-espaços têm uma grande importância pe~o 

_facto de serem espaços topol6gicos vetoriais, com multiplica­

dores .do -campo complexo; isto quer dizer que dados dois pontos 

quaisquer f e g de um desses espaços e um número complexo oc , 

estão no mesmo espaço a soma f+g e o produto ~f, essas du­

as op0rações satisfazendo ás propriedades elementares da álg! 

bra. No caso das regiões funcionais lineares, quando o conjll!: 

to caraterístico A é um domínio, ou mais geralmente um conj"ll!! 

to fechado sem pontos isolados (e portanto perfeito), pode-se 

ainda introduzir o conceito de distância de dois pontos f e g, 

como sendo o máximo de jf-gl em A. Essa distância permite d~ 

finir a convergência de sucessões, e~ facil v~r que quando 

uma sucessão f 1 ~f2 , ••• de pontos desse espaço têm um limite 

que pertence ao mesmo, esse limite 6 único, no sentido de que 

dois pontos quaisquer para os quais a sucessão sej~ convcrgcE 

te (em sentido lato) estão contidos em outro ponto do mesmo 

espaço, que goza da m~sma propriedade. 

' 
A consideração de sucessões de pontos .no espaço funcional 

pode· conduzir a uma e stensão desse espaço, incluindo-se por 

exemplo todas as funções contínuas em conjuntos lineares, ou _, 

mesmo as funções de todas as classes de Baire. Basta lembrar 

que segundo o célebre teorema de Weierstrass, toda função co~ 

tínua em um intervalo real a-b pode ser arbitrariamente apr2 

ximada por polinômios, e portantp é o limite de uma sucessão 

de funções da região funcional linear cujo conjunto caracteri!! 

tice~ o segmento a+--1b sobre o eixo real. A convergência~ un~ 

forme sobre esse conjunto carncterístico, mas quando se trata 
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de uma função continua não analítica, essa convergência não pode 
ser uniforme em ne~um domínio contendo esse conjunto intername~ 
te; aliás, pelo teorema de Vitali se vê que os termos dessa suces -são tambem não podem ser igualmente limitados em nenhum doases d~ 
mínios. 

As funções reais definidas em um intervalo a-.b., que não se_g. 
do continuas são limites de sucessões de funções continuas, fór­
mam a primeira classe de funções de Baire. Os limites de sucessões. 
de funções de la. classe, que não pertencem a esta classe formam 
a 2a. classe, e assim por diante, Vemos que todas essas funções 
são atingíveis por processos de limites, a partir de pontos do e~ 
paç_o funcional analítico. Podemos introduzir a noção de ponto 
(f,a.._'b) para as fun~Ões definidas no intervalo real at-tb, e que 
estejam em uma dessas classes. Tais pontos estão por assim dizer 
intercalados no espaço funcionnl analítico, e~ sua introdução 
se pode comparar com a dos números irracionais, que se intercalam 
no campo doe números racionais. 

Quando se consideram funções de duas ou mais variáveis, os · 
conceitos d.e ponto, ponto distint.o e ,Ponto essencialmente distinto _1 

doce mesmos que demos atrás, definindo-se · porem as regiões R so­
bre a variedade de Segre correspondente. Estendem-se tambem ao e! 
paço funcional analítico das_ funções de um número qualquer de V! 
riáveia os conceitos de entorno e região, com as mesmas proprie­
dades expostas atrás. Em particular, para regiões funcionais li­
neares, a demonstração contida em nossa nota (2) de que uma tal 
região é sempre o conjunto das funções regulares em um conjunto 
fechado A se refere justamente a esse caso geral. Mas neste caso, 
ao contrário do que acontece ,Para as funções de uma variável,nem 
todos os con~untos fechados pode~ ser escolhidos como conjuntos -
característicos de regiões funcionais lineares; por exemplo, de­
monstra-se que uma função ho1omorfa no conjunto dos pontos infi­
nitos é necessáriamente constante, pois o conjunto dos pontos si~ 
gularea de uma função não constante não pode ser limitado. Esta 
circunstância dificulta tambem o estabelecimento de uma base des-

f · 1 noi·s ~s funções racionais se espaço u.nciona, ~ ~ 
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que se obteriam pelo processo do§ 6, t@m polos em todos oa 
p·ontos dos planos característicos imagGi1s das retas complex~s . 

e 

e l.)Ortanto nem sempre ~ :possí_yel estabelecer uma estensão ·do 
teo~ema de Runge. Assim, as regiões fun~ionais lineares cons! 
deradas pelo prof. Fantappie, e mesmo pelo autor n.o trabalho , 
(3) sobre eq~ações, te variações totais têm sempre conjuntos 
característicos finitos ou satisfazendo alguma outra hipot6sc 
simplificativa. 

Outros espaç os ft!.n.cionais que é preciso considerar .na t'•J~­
ria dos funcionaiE: e.r.. c:, J. íticos são os que se obtêm como produ­
to~ topol6gicos dos e spaços já estudados ou des~es com espaços 
projectivos comuns. Por exemplo, no estudo dos funcioriais .mix­
tos se consiQera como espaço a totalidade dos pares \f(z),t\ 
obtidos pela associação de um pon·to (f, R) do espaço funcional 
analítico com um ponto t sobre a esfera complexa; define-se 
então o entorno de um ponto ~ f

0 
( z), t

0 
\ como a totalidade dos 

pares ff(z),t1 em que f(z) pertence a um entorno do ponto 
f

0
(z) e ta um entorno de t

0
• Partindo dessa noção de entorno 

definem-se todos os conceitos topológicos desse novo espaço. · 
Vê-se facilmente que dada nesse espaço uma região funcional n 
e sendo \f

0
,t

0
\ um ponto desGa região, o conjunto de todos os 

pontos-funções (f,R) que associados a t
0 

formam pontos de 'ft é 
uma região funcional j(t

0
); da mesma forma se vê que os pontos 

-t tais que {f
0
(z),t} é ponto de 51_, ·formam sobre a esfera uma . 

região R(.f
0

). 

De . maneira ' análoga se podem considerar os espaços dos p~e 
res {f(z),g{z)) 1 ou os dos grupos mais compl.icados, como 
{f(z1,••zn),g(.~1,••zm), ••• ;t1,t·2,•·• 1 • 
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CAP!TULO III - FUNCIONAIS DE FUNÇÕES DE UMA VARIAVEL • 

. § 1. FUNCIONAL DEFINIDO NO ESPAÇO FUNCIONAL ANALITICO. 

Para simplificar, indicaremos um ponto (f,R) do espaço 
funcional analítico com o mesmo símbolo da função correspon~ · 
dente, f(z) ou f, subentendendo a região que co~pleta a def! _ 
nição do ponto, a qual será quasi sempre designada com a no- · 
tação R:f~ 

Seja dado um conjunto K de pontos -do espaço funcional ana , 
iitico; supomos sempre que esse conjunto contem com cada pon_:­
to todos os pontos contidos no · mesmo, isto ·é, co~stituidos 

· · por funções que são · prolongamentos de ·-algum.a· função do prime! 
ro ponto. Se a cada ponto de K corresponde um valor para uma 
grandeza ·w, diremos que w é um funcional do ponto ou da fun­
ção f, definido em K; todos os funcionais que considerarmos 
gozarão da seguinte propriedade: um funcional definido em um 
ponto (f,R), é tambem definido e tem o mesmo valor para todos 
os pontos contidos em (f,R). A· mesma . condição imporemos para 
os funcionais que dependem de maior número ·de funções. 

Chama-se funct onal mixto de uma função fede um parâme­
tros uma quantidade que depen4e do ponto (f,R) e de um parâ­
metro s, sendo esse par variável em um certo con'junto do e spa 

. -ço dos pares \f(z),s}; se para cada f(z) os valores de s . que. 
compõem pares desse conjunto f ormam uma região R( f ) e se o v~ 
lor do funcional, fixado f(z),.é uma função analítica de a em 
R(f), o funcional mixto se pode considerar c~,...,-o estabelecendo 
uma correspondência entre pontos do espaço funcional analíti­
co; essa correspondência se pode escrever 

g(s) = X f(z) 

~-diz-se que g(s) se obtem f(z) pela aplicação de um operador .·qti.e á designado com o s~mbolo X. Nos casos mais comuns e mais 
geralmente estudados, a região Rf é fixa e coincide· com R(f), 
de modo que o estudo do funcio_nal f ica reduzido ao estudo de 
uma co~respondência entre funções defi nidas em uma mesma re­
gião; esse é o· caso que se apresenta em g0ral no- Cálaulo dos 
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operadores. 

Essas noções de funcional e funcional mixto se ·estendem · 
aos espaços de pares, de grupos de funções, e em geral a qual . 
qu_eP_ ·c:·es_paço · t d ~ -m1.x o, on e esta o definidos os funcionais .gerais 

F [t1 ( zl, • • • znl), •. • fr ( zl,. • • z~); ª1, • • • sp1. 

§ 2. CONTINUIDADE, 

Vamos introduzir a noção de continuidade de um funcional 
pela definição clássica, baseada na noção de entorno: 

Um funcional 

w = F lt(z)J, 
definido em um conjunto K de pontos do espaço funcional anal! 
tico é contínuo em um ponto de acumulação pr6prio (g,S) de K 
pertencente a este campo, se para todo número f > O se pode 
achar um entorno (T,,) de (g,S) tal que para qualquer ponto 
(f,Rf) desse entorno e pertencente a K, se tenha 

Nesta definição, o ponto g{z) ' poqe ser substituido por 
qualquer ponto que o contenha, desde que esteja em K, pois o 

valor do funcional será sempre o mesmo. 
Esta mesma definição se estende a todos os outros espaçm 

funci0nais, dev~ndo-se porem notar, como no caso das funções 
ordinárias, que, por exemplo, a continuidade de um funcional 

.. mixto F(f(z) .,t] é uma condição mais_ exigente que simplesme!! 
te a continuidade, separadamente, em relação a f(z) e a t~ 

Como consequência dà de·finição dada, _podemos afirmar que 
para um funcional : contínuó,dada uma sucessão f 1 (z),f2 ( ~), ••• 

de pontos de K, convergente a _ um ponto f(z) de _K, temos sem-

pre 
lim F (.fn ( z)] = F[f( z)) 
n ➔ 90 . 

e este resultado vale seja para a convergência em sentido la­
to seja para a convergência em sentido restrito. ' . 
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Um funcional se diz contínuo no seu campo de definição, 
quando é contínuo para cada ponto de acumulação desse campo 
que faça parte do mesmo. Os funcionais contínuos em um mes­
mo campo K formam um conjunto que com cada dois dos seus el~ 

mentes, contem a soma, a diferença e o produto; isto se exJr! 
me na linguagem da álgebra, dizendo ~ue tais funcionais são 
elementos de um anel, o qual é evidentemente comutativo. 

A propriedade de continuidade é transitiva, como no caso 

de função de função. Vê-se, por exemplo, que: · 
- Uma função continua <?(w) de um funcional continuo 

Ftf(z)J, é um fun~üonal continuo de f( z ). 
- O valor de um funcional contínuo F (f ( z >l i:i,os pontos de 

uma linha analítica f(z,~) é função continua deo<; esta pro­
priedade se estende ás variedades analíticas. 

Suponhamos que o_ funcional mixto F[f(z),t"J seja defi­
nido e contínuo em uma região do espaço de pares 1f( z), t 1 8! 
tisfazendo às seguintes condições: 1) a região R(f) dos valo­
res de t que estã~ associados ao ponto-função f(z), varia com 
continuidade em relação a este ponto; 2) o valor do funcional 
F(f(z),tJ é função analítica dé tem R(f): Fl.f(.z),t] = g(t). 
Podemos então dizer que o ponto-função (g(t),R(.f)) varia con­

tinuament-e com o ponto f( z), e temos, como se verifica facil­
mente: 

- Uma função <p(w) = cJ>(g(t)) definida e contínua para 
os valores de g(t) é um funcional mixto contínuo de f(z) e t. 

- Um funcional contínuo de g(t) é funcional contínuo de 

f(z). 

§ 3. FUNCIONAIS CONTINUOS LINEARES. 

A observação do desenvolvimento da Análise Matemática e 
principalmente das suas aplicações, sugere uma conclusão que 
é resumida na fórmula de Taylor: esta· fórmula mostra, ·efetiv! 
mente, que na · sua grande maioria, as funções que se apresentan 
na ciência gozam de certas propriedades que de maneira intui­
tiva se podem enunciar como segue: 

1) Quando uma função é observada na vizinhança imediata 
de um ponto genérico do seu campo de definição, essa função 
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pode, para e~eito de certos cálculos grosseiros em que não se 
ja exigida grande precisão, considernr-áe constante. -

2) .Para uma precisão maior, podemo-nos restringir ao e·s­
tudo · da variação da função, e esta se apresenta como µ.ma nova 
~unção da variação Ax do argumento x, ou, no caso de mais de 
uma variável . independente x1 ,x2, •• xn, como função das n ·va~ . 
riáveis ~ 1 ,Ax2 , •• A~. Em primeira aproximação, esta função 
apresenta a seguinte propriedàde fundamental: se A~ é ava­
riação correspondente ás variações Ax1 ,Dx2, •• óxn . e 4•~ é 
a variação correspondente a tix1 ,ti.1 x2, •• 4'xn, a variação ' 
correspondente a Ax1+~•x1 ,6x2+A1 x2, •• Axn+A'xn é 4<p+ A~tp. 

3) Aumentando a necessidade de precisão, é preoiso acres .·. 
centar à quantidade ~cp outros . termos complementares & 2cp , -
A 3q>, -etc • ., que, como funções das mesmas variações Ax1 ,tix2 , •• 

Axn, apresentam tambem propriedades características, cada · 
vez mais complicadas. 

A aproximação . referida em (1), sj_gnifica apenas que se 
trata de uma função contínua, isto~, que, restringindo sufi­
cient·emente a variação da ou das variáveis independentes, a · 
variação da função pode-se considerar como praticamente nula. 
F6ra disto, esta propriedade, considereda sob o ponto de vis~a 
local,não apresenta interesse próprio para a análise, cujo e 
campo de estudos é essencialmente o das quantidades variávei& 

Para o estudo da primeira aproximação, como dissemos ac~ 
ma, é conveniente considerar a variação aproximada ~ey, que se 
chama a primeira variação, como uma função çlas variações &X:1, 

Ax •• 6x. A pronriedade fundamental desta variação é a linea 2' --xi . J:: . -

ridade,· que se exprime pela igualdade (em que substitui.mos Ax 
por -X e .A4> por q> )°: 

<f (x1+Y1,• • .xn+Yn) =<p(x1,• •.• xn) + cp(y1,• • •Yn)• 

No caso de uma variável real, esta é uma equação funci~ 

nal 
<p (x+y) = cj>(x) + q,(y) 

cuja so~ução - admitindo a continuidade da função <t,- é f,x) ·= 
kx, sendo k uma constante real arbitrária, isto é, a primeir~ 
variação da função é proporcional à variação do argumento. 
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' Para o caso de um número qualquer n de . variáveis independen- . · 
tea, a solução geral á 1'(x1 , •• • xn) = k1x1+ ••• +knxn, isto .é,. 
um polinômio linear homogêneo, ou uma forma linear. Este re­
sultado que nas ciôncias naturais ~ mui t ·o.s vezes obtido por 
meio de observação · e experiência, á estudado na matemática p~. 
ra, quando se dá· a definição e as propriedades fundamentais 
da diferencial. Todo o e~tudo das formas e equações lineares, 
das substi tuiç Ões lineares,· cuja interpretação geom~trica 6 o 
estudo das transformações afins e projetivas, a álgebra tens~ 
rial, et~. está pois ligado íntimamente ao estudo da primeira 
variação das funções. 

Do mesmo modo,. o estudo das formas quadráticas, com a ºOtl 
aequente aplicação - geométrica no estudo das involuções, das 
cônicas e das quádricas de um espaço de um número qualquer de 
dimensõe~, está todo intimamente ligado ao estudo da segunda 
variação, isto é, das diferenciais segundas, e assim por di- -

· ·ante. 
Passando- ao estudo das funções definidas em _um espaço t,2 

pol6gico qualquer, é de eapera.r, pois., que se apresentem n~t~ 
ralmente em primeiro lugar aa funções que gozam das duas pro­
priedades - continuidade e linearidade p. pois a es-se caso se­
remos conduzidos sempre que nos pudermos contentar com a pri­
meira aproximação de funções que apresentem certas condiçÕQs , 
de regularidade. 

No caso especial dos funcionais definidos em pontos do 
espaço funcional analíticos, suporemos sempre .que o campo de 
definição é uma região funcional j{ ; o funcional será linear, 
se satisfizer à condição 

F (f1 +f2) = F [f11 + F[f ~ 

sejam quais forem as duas funções f 1 e f 2 de j{; esta igual(! 
de, que se estende imediatamen_te a um número finito. qualquer 
de parcelas, exige, como se verifica facilmente, que a soma de 
duas funções de 1f, esteja nesta região, e J;>ortanto qu·e a inte:: 
seção de suas regiões de definição não seja vazia, e tambem 
que com cada ponto essa região func-ional H contenha todo um 
entorno linear. desse ponto; ora, ·estas são justamente as· con-
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·· diçÕes para que 1( seja uma região ·funcional linear • . Seja 
A o seu conjunto característico. 

Da lineari~ade do funcional F se deduzem facilmente 
as seguintes propriedades: 

e 

para qualquer número racionai· relativo k (em. particular, temos 
sempre, para todo funcional _linear; F(o) = O). Da conti nuidade 
se deduz tambem a ultima propriedade para qualquer número k 
real. Para o caso dos fatores complexos, precisamos admitir 
ainda a permutabilidade do ~uncional com ofactor i: 

Flif(z)) - i F(f(z)] 

donde se deduz, combinando com as propriedades acima, p.ara a 
e breais quaisquer, . 

' -

isto é, sob as hip6teses feitas, o funcional é permutável com 
qualquerfa,ctor complexo ( "). Temos então, quaisquer que sejem 
os números .complexos k 1 , .• ,.kn e as funções f 1 J •• "fn re©.:! 
lares em A,. 

]1.[k1f1+• • .+krifnl = k1FLf1l + • • .+knF[fn1• 

Seguindo a denominação proposta por Candido Dias, chama~ 
mos funcional linear regular todo funcional que satisfaça ~s 
tres condições de continuídade, linearidade e permutabilidade 
com o factor i. 

Se f 1 ,f2, ••• áão termos de uma séri~ uniformente convc! 
gente Gm uma região R que contenha o conjunto A, é evid?nte 
que as reduzidas fn(z) dessa sárie serão r~gulares em A,.e a 
sucessão dos pontos (~n'R) converge, no sentido restrito, ao 
_ponto (f,R), em que chamámos f= 'V(z) a soma da série, a qual 
pela hipótese resulta tambem regular em R. 

(") As duas. condições- de linearidade e permutabilidade· com o._ 
factor i são equivalentes á única condição de oditividade comlil! 
xa introduzida _por Candido L. S.· Dias, (l), que é F (f+ig) = 
P(f) + iF(g) • 
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Teremos _então, combinando a propriedade distributiva dos fun­
cionais lineares com a propriedade relativa a sucessões, dos 
funcionais contínuos, 

o que se exprime dizendo que o valor de ·um funcional cont:ínt1:o . 
e linear aplicado à soma de uma série uniformemente converge~ . 
te em uma região que contenha o aonjunto A, pode-se obter 
apltcando esse funcional termo a termo e somando os resulta­
dos. 

§ 4. FORMULA FUNDAMENTAL PARA OS FUNCIONAIS LINEARES REGULARES • 

. Vamos deduzir da condição de regularidade, isto é., das· 
tres condições de continuidade, linearidade e permutabilidade 
com o fadior i, para um funcional F definido em uma região fun 
cional linear 1-t, uma fórmula fundamental que tem como caso -
particular a fórmula do prof. Fantappie; ~as que se aplica 
sem a restrição relativa á regularidade no infinito. A marcha 
da demonstração é baseada no conceito de continuidade e no de 
integral de Riemann. 

· O nosso pohto de partida é a fórmula de Cauchy modifica-
da 

f ( z) = -1.... í-,J.LtlJ~~::~1-- d t 
. 21ri , t-ffit-~ 

e 
( l.) 

em que C é um contorno regular que envolve uma região em que 
f(z) é analítica, e sobre o qual f(z) é continua, zé um po~ ­
to interno a essa região e À um ponto esterno. P0demos en­
tão fixar Â fora do conjunto A e escolhar a curvo. C contida 
na. região Rf, envolvendo o conjunto A e ,deixando À da parte 
esterna. Seja ~ a distância ( espacial) do, conjunto A à curva 
C; tomemos~ numa_rede en(Cap ... II.,§6), com n )Tf'/~, a totalid~ - · 
de das malhas que contêm pontos de A; obtemos assim um domí­
nio T, envolvido por c · e cujos pontos internos formam uma re­
gião s que c·ontem A. Podemos então restringir a região Rf e 
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considerar o ponto (f,S), que está ainda na região 1-f de d~ 
finição do funcional F e que dá a este funcional o mesmo valor 
que o ponto (f,Rf). 

Ora, dado 1;>0, existe porhip6tese um entorno (U,<r) de 
(f,S) tal que para qualquer função g(z) desse entorno, isto é, 
regular em U e satisfazendo neste domínio à condição 

(2) 

se tenha 

(3) 

Mas ao número a pode-s0 tambem fazer corresponder um núme -ro ~~o tal que para toda divisão t
0
,t1 , ••• tn do caminho de 

integração C, com máxima corda I tr-tr-i I menor que )t, n so­
me. 

que é uma função racional dez, com polos em C e portanto re­
gular e~ S, difira de f(z) de -menos de~ em toda essa regiã~ 
como co~aegu.ência, sendo U qualquer domínio contido em s, o 
ponto (f,s) · estará contido no entorno (U,cr) de (f,S), donde 
s~ deduz que para esta função '1,l(z) está satisfeita a condição 
(3). Ora, 

(5) (t -t · 1)· r r-

Ponhamos 

( 6) u~(Q/) ::. F[ (~ _ ~J(ç(\_: z)J ; 
como a função argwnento está sempre no campo de definição do 
funcional, desde que OI..+ À ~ão pertença a A, esta função defi- ·. 
nida por (6) é contínua para o( em e, ·e portanto o produto d€! 
sa função por .f(cc:) ~ integrável, isto é ~ limit·e de (5) para 

l>-"" o, se obtem por uma integral de Riemann 

(7) Flf( z)1 = '1!:~i J f( t) u..,.( t) dt; 
. e . 
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esta é a f6rmula fundamental da teoria dos funcionais analí­
ticos lineares. 

Da fórmula obtida (7) se deduz uma consequência importan 
tíssima: se o ponto f(z) descreve uma linha analítica -
(f( z,01) ,R(oc)) contida na região funcional /(, , o valor corre.a 
pbndente do funcional é uma função anal:I:-tioa de. o< en toda ; 
região Ll em que varia este parâmetro; isto se demonstra no- · 
tando que em um entornó conveniente de qualquer ponto ci. de 
~t podeµse super a curva C fixa e derivar sob o sinal a fun­
ção integranda em (7), pois f(z,~) tem uma derivada uniforme­
mente- contínua para e< no entorno acima referido e z 9m C, e · 
u)(t) 6 contínua e portanto limitada. Em particular, a própria 
função que aparece como , r gumento do funcional em (6), consi­
derada como função de d, é regular, qualquer que seja z em A, 
para r1../Â na região B~ complemento de A sobre a esfera, donde 
se deduz a analiticidade de u ,}«) em relação a v( em toda esta 
região, exceptuado o ponto À; neste ponto aliás é fácil vêr · 
que essa função tem um polo simples, com resíduo -F[ll em que 
designámos com la função definida em qualquer região que co~ 
tenha o conjunto A e que tenha nessa região o valor constante· 
1. Com efeito, decompondo a fração que aparece como argumento 
do funcional, temos 

(8) ' -•) - F z-~\ ::;: u Â \IX - (ot -~)(~- z) F[-L]- F'..L] = Ff...Ll-~-z L~-). ~-z 

_ (!(~ F L 1] 
Se a região B contem o infinito, fazendo 'Ã i:=0o, obtemos 

exatamente a indi°catriz de Fantappi~ 

.,· Se À ~ finito, a função u (o<) tem no infinito um zero de >. 2a. ordem, pois temos 
. ., 

l;i.m o< ,._ u';\ (ot ) 
".:.;,r;,-

[ 
z _ 1 } r: ,,, 

= lim F . '>- z = F L z- "J 
O( >.,Q'I ( 1-=;) ( 1-~) 

que é finito. Ve-se então que se f( z) tambem ~ r 'egular no in-
fin~to, mesmo que não se anule nesse ponto, é indiferente que 
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esse ponto seja interno ou esterno é curva e, poi~ o resíduo 
da função integranda em (.7) no infinito ~ nulo. . 

Suponhamos agora que o conjunto A co~tenha o infinito;À 
deve ser forçosamente finito e C deve envolver o infinito po­
sitivamente. Aplicando a fórmula fundamental (1) com a deQom 

,V • ' -posiçao .de ;Ui ÕJ.), temos · 

(10) F(f(zB = 2~iJt:(t) F(t~z) dt . f;tJ ·~~;). dt 

e e 

= 2;i í f(t) u(t) dt + F(l] f(..., ); 

e 
se a função f é nula no infinito, esta fórmula se ·reduz á fór­
mula fundamental de Fantappie. 

. .. 
Em. resumo, em. todos os casos que se enquadram na teoria 

do prof. Fantappie, a sua fórmula ·se obtem como caso particu­
l~r da fórmula (7). Por esta razão, conse~aremos o nome de 
indica triz do funcional dodo, para a f:unção u ).(°') • . 

Suponhamos ·agora dada uma função qual_quer u ,..(ot), regular· 
em todos os pontos de uma região B da esfera complexa, exce~ .. :. 
tuado um ponto ·i em que tem um polo simples, com resíduo b; se 
essa região B contem ·o infinito, suporemos ainda que a função 
u~(«) tenha neste lJOnto um .zero duplo. Dada então qualquer. 
função f(z) regular no conjunto fechado A, complemento de B 
sobre a esfera, podemos determinar uma curva regular C que eg 
volva esse conjunto e deixe esternamente o ponto i e todos 
os pontos em que f(z) não está definida·. Com esta .hip6t.eae,ev! 
dentemente, a integral 

(11) 2!i J .f(t) u,.(t) dt = F(f(zB 
. e 

é um funcional da função f(z), definido na região funcional l! 
near U, de conjunto característico A; nesta região, esse ftl!! 
cional é evidentemente contínuo, linear e homog~neo para qua~ 
quer fadior complexo (basta que o seja em relaç~o ao fedior i: 

F [if( z)) = i F[ f( z)] • Em particular,_ para a função 1 dessa 

região ·funcional, temos -
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(12) 

ora, a curva -C só envolve pontos da região B, entre os quais 
s6 ha um polo ~, em que o resíduo é conhecido; da ~ipótese 
relativa ao infinito se deduz que mesmo que · este ponto esteja 
em B, a sua contribuição para a integral é nula, e temos 

F(l] = -b 

Tomemos agora a função f ( z) = 1/(oe -z), que paro. 0( em B per­
tence á região funcional 1f. Temos então, para qualquer curva 
C que envolva A e deixe esternamente ~ e Ã, 

r 1 1 1 [ u).(t) 1 J u~(t) 
FL~ = 21ri ~ - t dt = 211i -~ - \· .. dt; 

C -C 

como o resíduo no infinito (no caso deste ponto ser envolvido 
por -C) é sempre nulo, o cálculo da última integral dá a soma 
dos resíduos da função ~ntegranda nos polos~ e, Â, e temos 

[ 
l l b F[l l F -- = u (o() + - = u (o<) + .. -oe-z i Ã-oc 'X o< - ).. 

donde se deduz, para o1. /-Â, 

para O(= À, o valor do funcional F ti/(ix-z)J ~ o termo const~te 
do desenvolviment.o de u /\)() em s6rie do Laurent, no entorno 
desse polo. Vemos assim que nas condições acima, a função 
u)I.(<:.'.) sempre se podo considerar como a indicatriz de um fun­
cional linear. 

Se ·puzermos 

b . f u/°') =e<-)..+ (oc), 

· vemos que a função f (.:'() = F(l/(oc-z)] ,. parte reg..i1.lar de u.,._(o<) 
no polo À, não é mais que a indicatriz de Fantappie, do func:i;2 
nál definido em (11). Fixada essa função f, mes~o ~~e -se fa­
ça .variar\ e~ B, o funcional. F[f(z)] não se altera. Pela <?O!! 
dição imposta para uÀ(~) no infinito, segue-se que nesse pon-
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to f (o<') deve ser núla e ter r e aí duo b; com efeito, temos 

- 0( f(tl() = - F[1~~l ➔ - 1(1] = b, para ~~c-P, 

°' 
§ 5. FUNCIONAIS BILINEARES E QUADRATICOS. 

Um funcional que depende de duas funções f(z) e g(z) e 
que é linear, separadamente, em relação a ·cada uma delas,cha­
ma-se um funcional bilinear. Mais precisamente: .se no espaço 
dos pares de pontos \f(z),g(z)} do espaço funcional :analíti ­
co, supuzermos qu.e a cada par de uma certa regiê.o Jr corres­
ponde um valor pare um8 certa quantidade variável w, dir~mos 
que w é um funcional d~ f(z) e g(z): 

(1) 

esse funcional se diz linear se satisfj ~'í~r . à condição 

quaisquer que sejam os pares If1 ,g~, ff1g2~ etc. da região 
Jt . Esta região aliás deve ser tal que a cada função f ·es­

tão -associadas todas as funções g de uma região funcional li-
-near }(,(f), e a cada função g, todas as funções f de uma re­
gião funcional linear J"t(g). Sejam, respectivamente, B(f) e 
A(g) os conjuntos característicos dessas regiões, e suponhamos 
que· :eles variem com continuidade em relaçã? ao ponto-função de 
que dependem. Suponhamos ale~ disto que o funcional (1) seja 
continuo em relação ao par (f,g) e permutávelJ para cada uma 
dessas funções, com o fector i; em outras palavras, que esse 
funcional seja linear e regular. Neste·caso, fixada uma fun­
ção f(z) que faça parte de um ponto (f,g) de J(,, obtemos um 
funcional de .f, cuj~ in<i.:.ca triz ~ um funcional mixto de g e do 

parâmetro o< ; 



O( e· ).·. são ag_u.i pontos e.s ternos ao c·onjunto A(g), carac-
ter:fstico da rE:gião 1,(g). Par~ cada valor de o<, esta expres- . 
são é funcional linear regular de g(z), defini.do tambem em 
uma região funcional linear, e a sua indicatriz é 

(3) 

,,. 

evidentemente, à mesma função chegaríamos se primeiramente fi-
xáss.emos f( z) e considerássemos a indicatriz u f'(f(z) ,Ü do •fu.g 
cional de g(z) obtido. A função u~~(~,~) é chamada a indi_c~ 
do funcional bilinear. Se os conjuntos A(g) e B(f) forem sem-· 
pre finitos, podemos pôr 'X= y. = ()o , e obtemos a indicatri.z de 
Fantapp~~ 

(4) 

Conhecida a indicatriz, obtem-se o valor do funcional 
pela f6rtnula 

( 5) F[ f(z) ,g(zl] ; -
4

~2 J -.f(z)dz 1 g(t) u~~ (z, t)dt: 

e e• 
isto é, uma integral de superfície na variedade de Segre VS~. 
Note-se que a curva C' . depende em geral do valor de z, e a _ 
superfície de integração é obtida ~elo deslocamento da curva 
que tem por projeção C', sobre o plano variável z =~. Quan­
do a curva Ql é independente de z, como por exemplo no caso 
em que :B(f). é um conjunto constante, a ordem das integrações é 

indiferente. 
Suponhamos agora que para todo ponto f de uma certa re­

gião funcional linear Jê, a região funcional correspondente 
J{ (f) contenha esse mesmo ponto. Podc:aemos então considerar 
o novo funcional 

(6) 

definido para um ponto f(z) variável sobre a ·região funcional 
linear}€, de conjunto característico. A. Por analogia com o c~ 

, so· das formas bilineares ~e um número finito de variáveis,ch~ 
maremos o funcional obtido de funcional quadrático • . Esse fun-
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cional quadrático goza da propriedade de homogeneidade em re­
lação a qualquer fa~or complexo k: 

F(kf(z)J = k2 F[f(z)] 

De maneira análoga se podem definir em geral funcionais 
polinomiais homogêneos de grau n, partindo de um funcional 
n-linear regular 

e pondo (admitidas as hipóteses necessárias relativas aos ca! 
pos de definição), 

F l [ .f ( z ~ = F [f ( z) , ••• f ( z u . 
§ 5. MUDANÇA DE VARIAVEIS NOS FUNCIONAIS LINEARES REGULARES. 

Podem-se considera~ dois problemas de mudança de variá­
veis nos ~uncionais analíticos; vamos considerar aqui _s6men­
te o que chamaremos problema ~ementar, que é a generalização 
do problema da mudança de variável do tipo z = ~(t) nas in­
tegrais simples 

f f(f(t)) f'(t) dt, 
-('. 

em que r li! f I são caminhos que se correspondem na transfo!: 
-maçao. 

No caso dos funcionais, o problema consis1;e em est.udar a 

as propriedades e os métodos de cálculo do funcional 

(1) G(g(t)] = F[f(z)1 

considerado como funcional da função g(t) = f('f(.t), f!'l).pondo 
certas condições· de regularidade para a função ~(t) ("). 

··----
(") O -problema geral de mudança de variáveis consiste em es­
tudar a transformação na pr6pria função f( z), que se supõe ~-~ 
pressa como funcional mixto de out!la função: f(z) = G(g(t),z]. 
t a ~ase problema que se chega quando se cons'idera o funcíonal 
como caso limite de uma função de n variáveis, quando esse pú~ 
mero de variáveis se torna infinito • . 
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. Vamos estudar o caso particular de um· funcional linear 
· regular F(f(z)1, dAfinido na região funcional ¾,de conjunto 
característico A. Suponha~os que se tenha uma transformação 
biunívoca analítica 

(2) z = f(t), 

·entre os pontos de uma região R que contem A e os de uma re­
gião s. Uma das condições necessárias para isto é que f'(t) 
não se anule na região Se i,'(z) não se anule em R. Ao conj'll!! 
to A corresponderá então um conjunto fechado B contido em s. 

Se fizermos a transformação (2) na f6rmula fundamental 

F[f(zB = 2; 1 ( f(z) ÚÀ(z) dz, 
. iJ 

. em que esc~lhemos, como é sempre possível, o ponto \ e a cur 
va Cem R, chamando C' a curva correspondente 
volverá o conjunto B, temos 

(3) G(g(t)) ., F[ g(~(z) ~ = -Jr-Í g('+(z)) 

e 

= 2;i J l;(t) ui5"1/(t)) f' (t) 
e• 

~-e, a qual en-

u (z) dz 
). 

dt. 

Por outro lado, se chamarmos v~(~) a indicatriz do fun­
cional G[g(t)] , a qual é analítica na região complementar de 
B, com excepção do polo simples no ponto f que á um ponto 
e·xterno a e', 

(4) 

temos tambem 

G[g(tl] = 2!i J g(t) v/'-(t) dt. 

e• 
A com:par~ção das duas f ·6rmulas (3) e (4) conduz f:1 uma 

conclusão importante: para qualquer função g(t) regular sobre 
a curva C' a na sua pa~te interna, temos 

.(5) [ g(t){u')..(~(t)) ~•(t) - vft(t)} dt = O. 

º' 
Ora, suponhamos que a curva C' se componha sómente de tre 
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chos eEternos uns aos outros, o ·que é possível sempre que o 
conj~torB .(e portanto tambem o conjunto A) não decomponha a 
esfera em -mais de uma região conexa. Neste caso, é evidente 
que a igualdade anterior (5) deve ser satisfeita para cada 
oomponente dessa curva C'; basta notar que podemos escolher 
ume !unção g(~) particular que seja identicamente nu.la em to­
das as componentes de e• menos em uma, onde ela é uma função 
analítica arbitrária. Chamemos ainda C1 uma dessas componen~ 
tes, e vamos demonstrar que a diferença 

(6) 

é forçosamente uma função regular na parte interna dessa cur­
va. Em outras palavras, vamos demonstrar o seguinte teorema: 

~ ~ .função ~ ( t) regular §. mon6dr™ Q.m todos .2§. pon­
tos M 3!!!l contorno regular simples C f tal gu~ para qualquer 
função g( t) analítica nesse contorno ~ ~ parte intr-'.r!_.§ li, temos 

(7) J g(t) 9(t) dt = O, 

e 
a função -9 ( t) pode ~ prolongada por uma função !a.911.~gena ~ 
toda .! regi~o E.• 

Para a demonstração desse teorema vamo-nos basear no te2 
rema de Riemann que diz que é possível fazer a represen'tação 
conforme da região R no interior do circulo unitário jsj = l 
("). Chamemos K esse círculo, e seja 

t ='l1(s) 

a equação da tra~sformação. Sendo a função ~(t) regular .em 
e, é regular em uma região que · contem C internamente; como 
aos círculos . concêntricos a K, de raio '< 1, correspondem curvas 

(") v. por ex. Titchmarsh, The Theory of Functions, 2a. ed. P• 
207; pa~a mais ampla discussão,consultar Bieberbach, Funktione~ 
theorie, II, ou Hu7witz-Courant, Funktionentheorie, 3a. parte. 



internas a e, cujo desvio de e tende 
a zero quando esse raio tende a l, é 
claro que se podem achar duas dessas 
curvas·, c1 e c2 ( c1 interna a c

2
), 

contidas na região R. A função ~(.t) 
será então holomorfa em toda a faixa 
compreendida entre essas curvas;cha­
mando K1 e K2, respectivamente, .os 
cír.culos correspondentes a c

1 e c
2 , 

a função ~(~(s)) será holomorfo na 
corôa circular limitada por esses 
círculos, e portanto nessa corôa é 

plano 
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a·esenvolvivel em série · de Laurent uniformem-enté convergente 
+C)(l 

(8) ~ c_-c e s ) ) ;:: B n 
-o<> 

Ora, pelo teorema de Cauchy, a integral (7) pods. ser subs­
tituida pela integral da mesma função integranda, estendida á 
curva c2• ~or outro lado, q~alquer função g(t). monógena: em R 
se transforma em uma função g(~(s)) · mon6gena no interior de K, 
e recíprocamente. A condição imposta no teorema se refere às 
funções g( t) que . são mon6genas em R e sobre o· contorno C desta 
região; mas dessa condição segue-se tambem que qualquer que s~ 
ja a função h(t) regular em todos os pontos do domínio limita­
do pela curva c2 , a integral 

I&(t) h(t) dt 

ª2 

(9) 

é nula. Com efeito, e_ssa função h( t) pod_e ser 8.l)roximada arbi­
tráriamente por funções que satisfazem à condição anterior,por · 
exemplo por funções racionais com polos esternos a C ("). Seja 
então L o comprimento de c2 , M o máximo de 9 (t) sobre e·ssa 
curva, e cf,(t) uma função racional com polos fora de e, tal que 
em todos os pontos de c2 se tenha 

!h(t) -<p(t) j< rÍt, 
------------ r (") v. P• ex. Walsh (1), P• 14 e seguintes, 
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condição a que é possível satisfazer qualquer que seja t~ o. 
Teremos então_, 

J~(t)\h(t) -<\>(t)\dt <S, 

,·e ~, 2 

e como pela hip6tese temos 

temos tambem 

1 l;l(t) f(t) dt 

º2 

= J l)(t) o/Ct) dt = o, 

e 

r ~ ( t) h ( t ) dt < E 

·e 
2 

' . 

e sendo t arbitrário, deduz-se, como queríamos demonstrar, que 

a integral (9) é nula. 

Ora, tomemos em parti.cular a função h(t) cuja transform~ 

da é 

(m inteiro :a O) 

que satisfaz à condição de ser regular em todos os pontos da 

curva c2 e da sua parte interna, já que a . derivada ~•(s) é 

.analítica e diferente de zero no domínio correspondente. Ai!! 

tegral (9) estendida à curv~ c2, cuja transformada é K2, será 

então igual a 

f $(1'(s) )h(Tts) h'(s )els % Jf)("t(~)) o~ciJ -;."/?::~ ªn cm,11n ds, 

K2 ~ K2 K2 

Integrando a última série termo a te:mi o, o· que é lícito 

em·virtude da convergência uniforme, obtemos no último ~embro 

dessa igualdade s6mente o coeficiente de s-l multi~licado por 

2wi, donde se conclue 

Valendo este resultado para ·m = 0,1,2, ••• , deduz-se en­

tão que são nulos · no desenvolvimento de Isurent Cõ) todos os 
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coeficientes com indices negativos, logo, na corôa limitada 
por K1 e K2 ,. isto é, nas vizinhanças do circulo K a função 
$(~(s)) á igualá função definida pela série de potências 

0-0 

Z:: n ªn sn =- t-< s ) ; 
o 

mas essa -função é regular em toda a região interna a K, e po~ 
tanto c,onstitue o prolongamento da função anterior ~(r(s)), e 
a transformada dessa função, que 6 uma função mon6gena em toda 
a regieo R, ~ tambem o prolongamento de ~(.t), como queríamos . 
·demonstrar~· 

O raciocínio feito acima relativamen~e à função h(t),mos- · 
tra que, em virtude da possibilidade ~e aproximação por funç9es 
racionais, e em particular por polinômios, no casó de uma re­
gião finita, pode-se simplificar a condiçã~ ·imposta no teorema, 
e enuncia-lo da seguinte maneira: 

11 Se m função ~(t), analítica~ monódroma ~ todos .2.§. 

pontos de 1Y!! contorno simples~ regular Q, satisfaz hs condi-
.., 

çoes 

[~( t) t"' dt = O 

e 
para m = O, 1 1 2, ; _. , &\ função ~fil pode ~ 12,rol ongada por ™ 
função mon6gena 2 toda .!! região finita limitada por Q!' 

Voltando ao estudo dos funcionais, concluimos do teorema 
precedente, que a indicatriz do novo funcional G[g(t~ é dada 
por 

(10) vf(~) = u.,.(~(~)) f'(~) + ~(.~) 

em que ~(~) ·á uma função mon6gen~ em toda a região S, ex~eptU! 
dos o ponto ),>- e o transformado de \; note-se com efeito, que 
o raciocínio anterior G válido para toda curvaº' que satisf! 
ça às -duas condições seguintes: envolver o conjunto fechado B, 
deixar esternamente >4· e '}i('X) e estar co~tida na região S, onde 
a ~função ;(s) é analitica e invertível (l'(s)IO). 

A nova indioatriz, · v~(~) pode tambem ser calculada como 
uma integral, usando a fórmula fundamental para o funcional .F: 
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dt, 

em que e• ~ uma curva que envolve o conjunto B, deixando es­

ternamente ~,f e o ponto ly(~), imagem de Â no plano da variá 

vel t. Esta f6.rmula permite em alguns casos calcular essa~ 

dicatriz por meio de resíduos, uma vez conhecida a função -

r 

u1-.(~). 
Tomemos por exemplo o caso da transformação homográfica · 

· · (12) = Jlli.q 
rt+s' t = 'y(z) 

-sz+q . =--· rz-:-p 

em que supomos 

6. = ps - rq =/ o. 

Neste caso temos '91 (t) =A/(rt+s) 2 , donde, aplicando a 

f6rmula (11), obtemos 

(13) (lll±!l) Ã dt 
u ?\ rt+s (rt+s) 2 • 

Tratando-se de uma transformação biunívoca sobre toda a 

esfera,· à região I ·, complementar de A, na qual u'X(z) é mon6-

gena a menos do polo simples Â, correspon·de ná esfera t a 

região Ê, complementar do conjunto B, e nesta região a fun­

ção integranda em (13) s6 tem singularidades polares, que 

estão nos polos t= ~, t =°\\,(i) e eventualmente t = -s/r, o 

que permite calcular a integral por meio de resíduos; p~ra 

isto precisamos considerar a r egião envolvida pela curva C' 

percorrida em sentido inverso, isto é, pela curva -C', e cal­

cular os rnsíduos nos polos mencionados e no infinito, se es­

te estiver dentro desse contorno: 
1) o resíduo da função integranda em (13) no ponto 

t= ~(finito e 1 -s/r) 6 evidentemente 
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u (P~+g) A - . ,. r~ + s .. ( r_C'_+_s...,.)"""2 

logo, a contribuição desse ponto á integral é 

2) para o ponto t ='V(Â), supondo À finito, podemos rcco! ­
rer à primeira forma da integral (11), substituindo a curva C 
por uma curva que envolva Â em sentido inverso; lembrando que · 
o resíduo de u;.(°') para O{=\ é -F(l] = b, obtemos para a con­
tribuição no ponto em questão, 

i 

Para t = -s/r, recordando que uÃ.( z) é infini tés:ilma de 2a. 
ordem no ponto infinito, o que destroe ~ aparente singularid~ 
de ·devida ao· último ·fattor em (13), vemos que o resíduo nesse 
ponto é nulo; para t = oa, sendo esse mesmo fator infinitési­
mo de 2a. ordem e os outros fattores finitos, o resíduo tambem 
é nula. Em resumo, a integral (13) se reduz aos resíduos consi 
derados em 1) e 2), isto é, temos 

f6rmula que permite calcular a indicatriz vr(~) e que confirma 
neste caso particular o teorema demonstrado acima, pois os po­
los f e "f(~) da 'ultima fr~ção estão fóra de B. 

Se escolhermos, o que é s-empre permitido, f= ~(~), obte­
mos 

V}' ( ~) = Ui ( f (~ ) ) 4' 1 
(~) • 

Suponhamos conhecida a indicatriz de Fantappie 

u~(") = f (oi) =· F~~z] 

cujo residuo no infinito é, como sabemos, b _= -F[1]. Teremos 
então, 

(15) 



por outro l.ado, _podemos transformar o coeficiente de b em ( 14), 
_pondo-o sob a forma 

temos 

ou 

(16) 

que ó independente de À, como era de esperar. 
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CONCLUSÃO 
' Ao terminar este t.rabalho, julgamos ser de grande il+te~ . 

resse apresentar alguns pro_blemas getais· que pretendíamos a­
bordar, mas que fomos forçados a deixar de lado, ou por fal­
ta de tempo ou por outra raz~o qualquer. 

Em primeiro lugar, seriá interessante procurar uma es­
tens~o da fórmula de Cauchy modificada (Cap.I,§4) ao caso das 
funções de mais de uma variável, _qué fossé, como a fórmula de­
mons-trada no texto, invariante para transformações homográfi­
cas. Notemos, com efeito, que o problema de transformações de 
variáveis (Cap. III,§6) s6 pôde ser ebord~do em ~irtude da 

· fórmula referida, e que para · os funcionG. :_s de funções de n v~ 
riáveis o único problema desse tipo estudado pelo prof. Fan~ 
pie foi o da transformação projectiva, e para issn foi preci­
so ·empregar um artifício que não admite generalização p~ra 
qualquer outro tipo de transfo:rmação (v. Fantappie (4), p.86 
e seguinte.s) 

A indicatriz geral u,_(oc) introduzida neste trabalho tem 
naturalmente grande aplicaçã-p para o estttdo da derivada fun- , 
cional, sempre que se trate de funções regulares no infinito, 
no sentido clássico. Sabe-se com efeito, que essa derivada 
funcional n~o é mais que a indica·triz do funcional linear que 
exprime a primeira variação de um funcional geral, tomando-se 
como argumento e variação da função variável independente. 

À introdução dos funcionais quadráticos e polinomiais 
do modo exposto no texto dé modo muito r esumido, á devida a 
uma sugestão éí'o meu colega Dr. Marie Schenberg;_ seria intere!!_ 
sante verificar em geral se os funcionais polinomiais - somas 
de funcionais polinomiais ·hom_og@neos - coincidem com os de mes­
mo nome introduzido por Fantappie, que podem ser definidos 
como aqueles cuja série de Volterra tem um número finito de 

term-JS• 
· Outra questão não chegámos a examinar por falta de tem-

po é a aplicação da teoria dos funcionais analíticos, p_or 
processos de passagem ao limite, ao estudo dos funcionais de-



:finido·s para funções reais contínuas ou de alguma t!lasse •de 
Eaire (cf. · Cap. II,§9) definidas em um intervalo real a-.b. 

Deixámos tambem de làdo, por pretendermos estudar mais 
estensé._men.te, as. aplicações do estudo feito no §6 do· cap. III 
·sobre o . problema da mudança de variáve·is nos funcionais ana­
líticos, a outro~· tipos de transformações, e bem assim .a co~ 
sideração do problema geral da mudança de variáveis, .assina­
lado em nota á ~ag. 55. De passagem, chamamos a at~nção para 
o teorema· sobre funções anlíticas demonstrado no citado par!. 
grafo 6, · teorema que julgamos de grande interesse em si mes­
mo, e que, ao que nos conste, ainda não era conhecido. 

o 
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ERRATA, 

Pg,II, linha 4, onde está as ler às. 
Pg. II, linha 6, onde está provem ler provém, 
Pg.III, li 2, li li sôbre li sob. 

li li " -7, li li figura li figuram, 
li " li -2, li li prevemente ler brevemente, 

N<?taçoess linha 8, ·onde está intersecção dos conjuntos da família 
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T(V ,A) = ~ u \ u(A) C V j, onde A E (4) 
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ler . para algum 
x' E A0 • 

V=E onde V e o 
sub-espaço gerado por A, 

11 vector a ler vector -a. 
11 x,x' ler ( x,x') 
11 propriedade 3, ler propriedade 2. 
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Pg • .. 2·2, 
" 25,. 
11 ·.26, 

Pg. 26.; 

linha 

" 
li 

-5, ·o~d~ está. fechadas ler · . compactas. 
-1, " ·. 11 FW C .FW. . " FW .:) FW. 
l, . " 11 êle oo~tém um oportunq conjunto 

FW • Vê-se a-ssim que . FW é também uma··'âase do fil-

tr5 dado . ler ·. os eon;juptos FW . iorliiam a .. 

base de um filtro de Cauc~y :meno; fino que o filtro 1> ~ 
. s-qprimir a·s 1inhas -4, -5, -6, e · --7 ·e substituir 'por: · 
~e~_do-se presente a definição.: 4,e .. Fv<i) segue-se .que to.:. 
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X = :x;o . + [cxkxk, .·: 
k=l 

:para · k ( i, 

Pg.27, . linha . 2' 

" li li .. 9·, ' li 30, li '9, 
li 31, . li • 2, 
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" 40, " J,6' 

Pg.44, .linha 9, 
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" 55, · . .. , -3, 
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" 62, · li :..12, 
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