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INTRODUCKO

Este trabalho tem por principal finalidade o estudo sis-
temdtico da parte fundamental da teoria dos funcionais anali-
ticos. Este ramo da teoria dos funcionais, inaugurado pelo
prof. Fantappié, foi por este desenvolvido com bastante su-

. cesso principalmente nas aplicacgoes 3 teoria das fungoes de

matrizes e de operadores, & resolugao explicita de certos ti-
pos de eqanSes diferenciais, & fundamentagao rigbrosa do Cél
culo simbdélico, etc. Todos esses resultados se obté&m por meio
de raciocinios de grande generalidade e relativamente simplés,
a partir de conceitos que se aprescntam naturalmente no estu-
do dos funcionais de fungoes analfticas. Em particular, o con
ceito de indicatriz de um funcional linear, assim como a fér-
mula fundamental do prof. Fantappid, sz@o ricos de consequén-
cias para as referidas aplicagoes,

As maiores dificuldades da teoria, porem, aparecem justa
mente nos fundamentos, o que nao causard surpreza a quem jé
travou conhecimento com os diversos espagos funcionais no cam
po real, 0s quais apresentam 3s vezes complicagoes bastante
grandes.

Na primeira parte, capitulos I e II, tentdmos fazer um
estudo quanto possivel completo, do espago funcional analiti-
co, procurando aplicar a esse espago 0s resultados da Andlise
Geral, iniciada por Fréchet e Hausdorff e desenvolvida pelos
mateméticos da escola polondsa, como Kuratowski, Sierpinski,
Banach, e mais recentemente pelos matemdticos ruésos, Lusin,
Alexandroff, Kolmogoroff, e americanos, como Whyburn, Wilder,
Tukey e vdrios outros, Este problema porem apresenta grandes
dificuldades, pois a esse espaco quasi n&o se aplicam as de-
finigaes mais conhecidas introduzidas por Fréchet. O préprio
prof. Fantappié, em vista das dificuldades surgidas nos pri-
meiros trabalhos, em que considerava como elementos do espa-
¢o funcionzal ds funcoes analiticas no sentido de Weierstrass,
como ainda aparece na sua obra fundamental "I funzionali ana-

. litici" resolveu posteriormente desistir dessa ideia e consi-

derar como pontos desse espago as fungbes analiticas localmen
te, definidas em regiaes do plano complexo ampliado, admitin-

_do mesmo nessa definigdo regioes nao conexas. Esta alteragdo,



porem, Se por um lado simplificou os estudos sobre continui-
dade nas linhas e variedades analiticas, por outro lado in-
troduziu uma complicagao fundamental. Com efeito, emquanto
que para as fungoes aneliticas no sentido de Weierstrass,da-
do um elemento, estd completeamente individualizado tanto o
campo natural de existéncia como o valor da fungao em todo
esse cempo, para as fungoes andlitices localmente é preciso
considerar como ponto um complexo constituido pela funcao e
pela regiao em que esta se supoe definida. Assim, uma mesma
fungao analitica em sentido restrito, d4 origem a uma infini
dade de pontos, que se obtém tomando todas as regioes possi-
veis contidas no seu campo naturazl de exist&ncia. Compreende
se assim gque o espago funcional se complica extraordinaria-
mente, o0 que dificulta o seu estudo topolbgico. Procurando en
carar egsas dificuldades, resolvemos introduzir o conceito de
ponto (f,R) (cap. II) com as nogoes de pontos distintos e es-—
sencialmente distintos, necessdrias para o estudo de certas
relagoes topolbgicas. Os pontos assim definidos, completados
com o conceito de entorno (T,o) formam um espago com proprie-
dades muito diferentes da maioria dos espagos funcionais ja
estudados. Necsse espago os conjuntos mais importantes szo os
conjuntos abertos ou régiﬁes, pois & nogao de conjunto fecha
do apresenta uma aparente contradigao assinalada no texto
(cap. II, § 4). Os conceitos de base e de convergéncia foram
estudados com cuidado, e encarados com a méxima generalidade.
Na parte que se refere & convergéncia, alguns dos teore-
mas que servem de fundamento & teoria sao baseados no postula
do de Zermelo. Muitas vezes € possivel ou justificar esse prin
cipio ou ecvita-lo; por exemplo, quando se trata da escolhza de
um ponto em cada conjunto fechado contido num espago numérico,
& possivel aplicar o critério de escolha de Severi; igualmen-
te, quando se sabe de antemao gue todo conjunto do sistema da
do contem pontos de um mesmo cenjunto enumerdvel H, pode-se
fixar o critério de escolha, tomando em cada conjunto o ponto
de H nele contido, ao qual corresponde o mcnor numero de or—
dem; € o caso por cxemplo dos conjuntos de um espago numérico

que t&m pontos internos, para 08 quais se pode escolher H como
o conjunto dos pontos com coordenadas racionais. Por outro la
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do, em certas questoes de convergéncias é possivel evitar o
principio de Zermelo, usando o conceito de fungéo polidroma,
isto é, estabelecendo que uma certa propriedade vale para to-
dos os pontos de cada um dos conjuntos dados. Existem casos,
porem, como o de certas demonstragaes'por absurdo, em gque pa-
rece inevitédvel o uso desse principio, come por exemplo na de
monstragao do teorema de Heine (Alexandroff (1), p, 58): "Con
digao necessdria e suficiente pafa que uma fung2o f£(x),defini.
da em um e spago métrico, seja continua em um ponto x, € que
para. toda successao {xn} convergente a X, se tenha lim f(xn);
f(x). Por esta razao ndo nos demordmos na discussao das demons
traqses, procurando sempre escolher a mais simplés, evitando
0 emprego desse principio quando seja possively; mas sem levar
esse escrﬁpulb ao extremo,

Esse estudo do espago funcional pode ser naturalmente de~
senvolvido em vdrios pontos, 0 que pretendo fazer posterior-
mente, mas penso que nao se justifica uma exploragao exagera—
da dessa‘parte geral, enguanto a necessidade desse estudo nzo
se apresentar expontaneamente nas aplicagoes.

Na dltima parte desta tese, isto é, no capitulo III, in-
troduzi o conceito de funcional continuo, adaptando a defini-
950 de continuidade para successocs, proposta pelo meu colega
Céndido L. S. Dias, ao conceito geral de continuidade de um
funcional definido em um espago de entornos. Entre os funcio-.
nais continuos definidos no espago funcional énalitico, ge
apresentam como os mais simples os$ lineares que satisfazem tem
bem & condigBo de homogeneidade em relagao ao factor i, os
quais podem ser definidos tambem pela condigao de “aditividade
complexa®, segundo o sr. C&ndido Dias. Pare estes estabelece-=
' mos a férmula fundemental de Fentappi®, modificada de modo 2
eliminar a restrigﬁo exigida na teoria deste, referente & re-—
gularidade de uma funcao no infinito. A demonstracgao é baseaé
da na tese do prof. Candido Dias, substituindo porem a demons
tragio por sucessoes pela demonstrag@io por continuidade (com
0 que se evita o teorema de Heine acima citado, e portanto o
positulado de Zermelo). Desta férmula por sua vez, se deduz a
propriedade que O prof. Pantappié encarou como definindo. os



funcionais analiticos.

Procurdmos ainda abordar o problema da mudanga de varid-
veis nos funcionais analiticos, limitando-nos porem 2o0s fun-
cionais lineares, cujo estudo & facilitado pela férmula fun-
dementals Pode-se dizer que esse estudo s6 & possivel.pela
férmula generalizada, pois a condigdo de nulidade imposta pe-
lo prof. Fantappi® 4s fungdes regulares no infinito nao se
conserva na grande maioria das trensformagoes.

Neste estudo adotamos certas denominagoes e notagoes jé
correntes na teoria dos conjuntos, como as relagoes de perti-
néncia,; inclusao, diferenga, reuniao, produto, etc. ; para
uniformidade da terminologia em portugués, restringimo-nos em
geral & lingudgem do professor Lelio Gama na sua obra recente
"Introducao & teoria dos conjuntos".

As citagOes indicades por ndmeros entre pardntesis ()
contidas neste trabalho se referem a bibliografia incluida no

fim, na ordem alfabética por autores.

CAPITULO I - PRELIMINARES

§ 1. ESFERA COMPLEXA.

Neste estudo adotaremos sisteméticamente a convengao de
representar os nimeros complexos 2z = X 4 1y por pontos de
uma esfera chamada esfera complexa ou esfera de Riemann. Esta
representagao se obtem do plano de Argand-Gauss, projectando
08 seus pontos sobre a esfera de raio unitdrio e centro na o-

rigem, tomando como centro de projecao a extremidade superior
do difmetro normal ao plano (projegao estereogrdfica); como &
gabido, ao infinito, que entre os numeros complexos e no pla-
no de Argand—Géuss ¢ definido por abstracao, pela consideracao
_de qualquer gsucessao de numeros cujo médulo cresce indefinmida
mente, ou mais simplesmente, pela definigao de "entorno do in
finito", corresponde na esfera um ponto bem determinado, cha—
mado polo da esfera complexa, que € o centro de projegao; dlu
metrelmente oposto fica entao o ponto gue corresponde & ori-
gem. Continuaremos a designar os pontos da esfera pela mes-
ma letra com que indicamos o ngmero correspondente, designan-—



do o poio com o simbole o2. O entorno de um ponto 2 da esfe-
ra pode ser definido indiferentemente ou como o conjunto dos
pontos internos a uma calota esférica com polo em a, ou da
seguinte maneira: 1) se o ponto € finito, o entorno (€)

(€ >0) desse ponto é por definigao o conjunto dos niumeros z
que satisfazem & desigualdade

|z - aj< &

2) se o ponto é o infinito, chamaremos entorno (X) do infini-
to (K>0) o conjunto dos pontos z tais que se tenha |zl|< K.
Como se verifica facilmente, s6é nos casos do zero e do oo essas
duas definigoes de entorno coincidem, pois em guelguer outro
caso 0 entorno (€ ) do ponto a & representado sobre a esfera
por uma calote cujo polo estéd sempre abaixo do ponto a. Em
gqualquer caso os dois sistemas de entornos sao evidentemente s
equivalentes sob o ponto de vista topolégico, isto &, definem
08 mesmo pontos de acumulagao de conjuntos sobre a esfera: is
to se pode tambem exprimir dizendo .que os dois espagos deduzi
dos da esfera pela introducao dos dois sistemas de entornos
‘coincidem.

Note-se tambem que enquantb que 0 segundo sistema se de-
riva da nogao de distfncia |z-z'l de dois pontos 2z e 2!
quaisquer do plano combinada com a nogao de entorno do infini
to, 0 primeiro é simplesmente o sistema deduzido da nogao de
distlncia espacial dos dois pontos 2z e 2' sobre a esfera,
mesmo que um deles seja o polo. Esta disténcia § pode ser
calculada pela férmula 3

Vs [2]® \/ 1+ |z
gque se deduz facilmente por consideragoes geométricas. Se um

dos pontos, ‘z' por exemplo, € 0 oo, & digténcia se reduz a

2
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Para certas consideragoes é conveniente introduzir o con
ceito de entorno fechado, constituido pela reuniao de um en-
torno comum e do circulo que o limita.

§ 2. CONJUNTOS DE PONTOS DA ESFERA.

Dada a nogao de entorno de um ponto z, podem-se dar todas
as definicoes fundamentais para o estabelecimento de uma teo-—
ria dos conjuntos sobre'a esfera. Vamos dar em seguida as de-
finigdes principais, baseandownos nas definigoes de Alexandroff
(1) e Fréchet (1), com as tradugdes em portuguds introduzidas
pelo autor (1) e pelo prof. Lélio Gama (1), pois sobre algumas
denominagoes nao ha em geral uniformidade nos tratados:

_ } l. Ponto gg_acumulacéo de wn conjunto é um ponto em qua}
quer entorno do gual ha 2o menos um ponto do conjunto distin-
to do ponto dado.

2. Um espago se diz compacto. quando qualguer conjunto
com infinitos pontos dcsse espago, tem neste ao menos um pon-
to de acumulagaoc. O teorema cldéssico de Bolzano, por alguns
tambem chamado de Bolzano-Weierstrass, diz gque todo conjunto
infinito de pontos sobre a esfera tem aos menos um ponto de
acumulagao, isto é, que os pontos da esfera, associados 4 no
¢ao de entorno dada acima, constituem um espago compacto, em
contraposigao com o plano, que nao tem essa propriedade,

3. Conjunto derivado C' de um conjunto C é o conjunto dos
pontos de acumulagao de C. O conjunto derivado C" de C! é o
segundo derivado de G, etc. Essas definigoes se aplicam sem
excepgao quando se introduz a nogao de conjunto vazio, que §é
um conjunto que nao contem nenhum elemento e gque se admite
gque esteja contido em todo € qualguer conjunto.

4., A reuniBo de um conjunto com o seu derivado chama-se
fecho do conjunto dado. Essc fecho pode ser definido como o
conjunto dos pontos (chamados em geral pontos de contacto) tais
que gualquer entorno de um desses pontos contem ac menos um

ponto do conjunto dados
‘5, Um conjunto se diz fechado quando contem o seu deriva

do, e portanto guando coincide com O préprio fecho; denso em
si,quando é contido no mesmo; perfeito, quando coincide com o



seu derivado. E fdcil v&r que o conjunto'derivado de qualguer
conjunto é sempre fechado.

' Uma propriedade fundamental dos conjuntos fechados sobre
a esfera complexa é dada pelo conhecido teorema de Borel-Le-
besgue, segundo o qual, se um conjunto fechado C estd coberto
por uma famflia de entornos E (no sentido que todo ponto de C
pertence ao menos a um clemento dessa familia) existe um nime
ro finito de entornos da famflia dada gue cobre o conjunto.

6. Chamawse ponto interno de um conjunto C um ponto z tal

que existe um entorno de z todo contido ém C; ponto estergg,
um ponto que é interno ao complemento de C, que é o conjunto
dos pontos da esfera nao pertencentes a C; um ponto gque nao
seja interno nem esterno, isto &, tal que gqualquer seu en=-

torno contenha ao menos um ponto de C e ao mcnos um ponto nao
pertencente a C, diz-se ponto de fronteira ou de contorno de
C, e 0o conjunto desses pontos chama-se fronteira ou contorno
de C.

7. Chamaremos regiao todo conjunto constituido sémente
de pontos internos. Assim, os pontos internos e os pontos es-—
ternos de qualquer conjunto formam duas regioes (admitindo
que 0 gonjunto vazio seja tambem uma regiao). Facilmente se
verifica que o contorno de gqualquer conjunto é sempre um con-
junto fechado; que um conjunto fechado é caracterizado por
conter todo o contorno; que o complemento de um conjunto fe--
chado ¢ uma regiao, e vice-versa.

8. Chama-se dominio o conjunto derivado de uma regiﬁo,ig
to €, constituido por uma regiao mais o0 scu contorno; um domi
nio é pois caracterizado por ser um conjunto fechado do qual
todo ponto € ponto de acumulacao de pontos internos. Lembramos
aqui que os livros franceses em ggral chamam "domaine" ou
"ensemble ouvert' o que nés chamemos de regiao, e "domaine
fermé" o que chamdmos de dominio; alguns autores p. ex. Walsh
(1) reservam o nome de regiao aos conjuntos que definiremos
dentro em pouco com o nome de regides conexas. Segundo a nossa
definigao, um entorno fechado de um ponto gualquer ¢ sempre um

dominio. :
A reunigo de dois conjuntos fechados, duas regioes ou



dois dominios, &, respectivamente, um conjunto fechado, uma
regigio ou um dominio. A intersegso de dois conjuntos fechados
ou duas regioes, é respectivamente, um conjunto fechado ou uma
: regiao. A reuniao de um sistema qualquer de regioes é uma re-
gigo, o produto de um sistema qualquer de conjuntos fechados
é um conjunto fechado.

9. Uma correspond&ncia univoca w = f(z) entre os pontos
z de um conjunto C de uma esfera complexa € pontos w da mesma
ou de outra esfera, diz-se continua em um ponto z, de C que
seja de acumulagao deste conjunto, se a cada entorno de W, =
f(zo) se pode fazer corresponder um entorno conveniente de 2z,
tal que a todo ponto z deste entorno que pertenga a C corres—
ponde um valor de w contido no entorno dado de Woe Uma corres
pond&ncia destas é continua cm um conjunto C quando ela é con
tinue em todos os pontos de acumulagao de C, Pode-se demons—
trar que em uma correspondéncia univoca continua, a um conjun
to fechado corresponde sempre um conjunto fechado, e que se :
essa correspondéncia entre dois conjuntos fechados é biunivo-
ca e continua em um sentido ela é tambem continua no sentido
inverso. Uma correspond@ncia. biunivoca e bicontinua chama-se
um homeomorfismo. ¥

10. Chama-se curva de Jordan aberta ou arco de Jordan um
conjunto que esteja.em correspondéncia biunivoca e continua
com um segmento, isto é, a imédgem homeomorfa de um segmento;
curva de Jordan fechada, a imfégem homeomorfa de uma circunfe-
réncia. Um exemplo simples de arco de Jordan é uma linha poli
gonal sem ponto duplos que liga dois ponfos distintos; os la-
dos dessa poligonal sao arcos de circulos sobre a esfera que

se projetam no plano segundo segmentos (ou semirectas, no ca-
so de um dos extremos ser O infinito), ¢ que portanto, na pré
pria esfera, fazem parte de circulos que passam pelo polo. Um
poligono fechado sem pontos duplos ¢ uma curva de Jordan fe-
chada. : ‘
11. Chama=-se arco regular, sobre a esfera wm arco de Jor
dan que tenha tangente em cada ponto, inclusive os estremos
sendo a diregdo dessa tangente varidvel com continuidade. Um
arco regular que n#o passe pelo infinito pode sempre ser de-




finido por uma representagao paremétrica z= z(t) = x(t) +

+ i y(t), em que o parfmetro real t varia ém um intervalo

a™ 'b, sendo as fungoes x(t) e y(t) fungdes reais continuas e
com derivadas continuas nesse intervalo. :

12. Chamaremos gaminho regular um arco de Jordan orienta
do, composto de um numero finito de arcos regulares ligados
pelos estremos; igualmente, chamaremos contorno regular uma
curva de Jordan fechada, orientada, composta de um nimero fi-
nito de.arcos regulares ligados pelos extremos.

13. Uma regifo se diz couexa, quando dados dois quaisquer
dos seus pontos P e Q, existe sempre um arco de Jordan todo
contido nessa regizo, e de extremos P e Q. Demonstra-se que é
gempre possivel substituir nessa definigZo o arco de Jordan
por uma poligonal.

Dada uma regizo R, e tomado na mesma um ponto qualquer P,
podemos considerar a totalidade dos pontos que se podem ligar
a P por poligonais inteiramente contidas na regizo; o conjun-
to formado por esses pontos é evidentemente determinado por
qualquer um deles, pois se se pode ligar P a Q por uma poligo
nal e o mesmo se pode fazer com Q e R, existe sempre uma poli
gonal ligando P a R. Essa parte de R que assim se obtem é evi
dentementc uma regifo conexa e se chema componente da regifio
R determinada por P, Se se toma outro ponto de R nzao contido
negsa componente, esse ponto determina do mesmo modo outra
componente que nao pode ter nenhum ponto comum com a primeira.
Assim, toda regiao da esfera complexa sc podc decompdr em com
ponentes que sao regioes conexas.0 conjunto dessas regibes &

sempre finito ou cnumerdvel.

0 teorema fundamental sobre as curvas de Jordan fechadas
constitue uma das propriedades topolégicas carecteristicas da
esfera, e pode ser enunciado da seguinte maneira: "A regifo
complementar de uma curva de Joxdan fechada scbre a esfera tem
sempre exarctamente duas comnonentes, cuia fronteira conun é a
curva dada'. Quando a curva é um contorno regular C, essas
componentes se distinguem pela sua situagao nas proximidades
da curva: para a gqual se supoe fixado um sentido de percurso:
Uhama-se regido interna a C, & componente cujos pontos préxi-
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mos a C ficam & esquerda dessa curva; a regiao que contem os
pontos & direita de C é chameda regifio esterna a C. Se se mu
_ da o sentido de percurso de C, essas duas regioes trocam de
nome. Note-se que dado o modo pelo gqual foi feita a projegao
estereogrédfica do plano sobre a esfera, as curvas e regioes
gobre esta devem se ' supdr sempre vistas da parte interna.

l4. Dada uma regizao R, a operagdo que consiste em exclus
ir dessa regiao os pontos de um arco regular que liga dois
pontos do seu contorno, chama-se talho,efetuado na regizo.
Quando qualquer talho efetuado em uma regiao comexa rompe &
conexao, diz-se que a regizo é simplesmente conexa. Pode-se
demonstrar que a condigdo necesséria e suficiente para isto é
que o contorno dessa regiao nfo possa ser decomposto em duas
partes separadas. Diz-se que uma regi@o conexa € n vezes co—
nexa, ou que a sua ordem de conexao é n, quendo o méximo mi-
mero de talhos sucessivos que se pode fazer sem romper a co-
“nexao é n-l.

Todos os conceitos enunciados acima sao baseados na no-
¢ao de entorno. Se tomarmos a nogao de distfncia de dois pon
tos.sobre a esfera, como sendo o comprimento da corda gque os
une, e nos basearmos no teorema de Weierstrass, que diz que
toda fungéo real continua definida em um conjunto fechado de
um nimero qualquer de dimensoes tem nesse conjunto um ponto
de mdximo e um ponto de mfinimo, poderemos dar as gseguintes
nogoes, com as propriedades mais importantes: ‘

15. Chame-se difimetro de um conjunto C da esfera, o
extremo superior das disténcias de dois pontos qualquer de C;
gse este conjunto é fechado e tem mais de um ponto,ele contem
pelo menos um par de pontos cuja disténcia € igual a esse dla

metxro.
16, Dados dois conjuntos C e D sobre a esfera, chame-se

disténcia entre eles o extremo inferior das disténcias de um
ponto P de C a um ponto Q de D. Se os dois conjuntos sdo fe~-
chados e nao t&m pontos comuns, a distincia € positiva e &
igual & disté@ncia de dois pontos, um de cada conjunto.

17. Chama-gse desvio ou afagtemento de dois conjuntos C e
-D; o extremo supeylor das disténcias de um ponto de um qual-
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quer dos conjuntos ao outro conjunto. Se os conjuntos sao fe-
chados, existe sempre um ponto de um dos conjuntos, cuja dis-—
téncia ao outro é igual ao desvio; segue-se que se o desvio
de dois conjuntos fechados é nulo, os dois conjuntos, coinci-
dem. Como aplicagao desta nog8o, temos que dada uma curva de
Jordan, aberta ou fechada, e um nimero ¢20 arbitrério, exis-
te sempre, respectivamente, uma poligonal ou um poligono,sem
pontos duplos, tal que o desvio entre esta curve e a curva
dada é menor que € ("), :
18. A nogao de desvio tambem serve para dar as nogoes de
limite e de continuidade de um conjunto fechado. Suponhamos
que a cada ponto A de um conjunto M de um espago de entornos
S(§), corresponda um conjunto fechado C(A) na esfera comple-
xa de varidvel z. Diremos que egse conjunto tem por limite o.
conjunto fechado C, quando 2 tende a um ponto de acumulagao
Ao de’ M, se, dado £>»0, cxiste um entorno de A  tal que
para todo ponto A\ de M que cstegg nesse entorno, o desv1o en-
tre C e C(A) & menor que €.  Exprime-se este facto pela no-
tagao usual }}?EC(M = C; vale aqui o teorema da unicidade .
do limite, pois facilmente se v& que se houvesse outro limite
D (conjunto fechado), o desvio entre C e D deveria ser nulo,
o que sé se dé quéndo C-e D coincidem. Se A  pertence a M e
temos C = C(A), , dizemos que C(A) . é um conjunto fung@o con-
tinua de A em )o' Se M & denso em si e C(d) ) ¢ continuo em
todos os pontos de M dizemos que C(N) - varia cow continuidade
para X em M. O limite e a continuidade de ume regiZio R(A)
funcao de um par@metro A ge definem pelo limite e continuidade
do conjunto complementar. Note-se que a definigao direta nao
teria gentido, pois se perderia a unicidade do limite; com efei
to, exemplos simples mostram que duas regioes podem ter desvio

nulo sem coincidirx.

(") Gf. Jordan - Cours d'Analyse, I.
(§) isto &, um sistema de enfes chamados pontos, onde sao defi

nidos certos conjuntos chamados entornos, que satisfazem aos
tres postulados de Hausdorff e a um postulado de separagao
(cfe. Fréchet (1) e Alexandroff(l) No nosso estudo, o espago



S é em geral um dos seguintes: a) o conjunto dos nimeros reais,
b) o conjunto dos numeros complexos, c) a esfera complexa, d)
um espago. numérico, real ou complexo, euclideano ou projecti-

vo, e) o espago funcional analitico (v. Cap. II) ou uma das su
as extensoes.

§ 3. - FUNGOES MONOGENAS. PROPRIEDADES MAIS IMPORTANTES,

Tomaremos como elemento varidvel fundamental da teoria
dos funcionais analiticos as fungocs monégenas, no sentido no
sentido de Cauchy, definidas em rcgioes da csfera complexa
(deixamos portanto de lado as fungoes mon6genas de Borel, que
sao fungoes derivdveis definidas em conjuntos densos sem pon-
tos internos).

Uma funcao £(z) é mondgena em wm ponto finito 2., quando

¢é definida, e mondédroma em um entorno desse ponto e tem nele
uma derivada, definida como o limite

f(zo+oz) - f(zo)
lim IS
AzZ >0 Az

Se o ponto é o infinito, diremos que a funcao & rondgena
nesse ponto quando a fungao f(1/2) f£8r mondégena no ponto zero;
para isto pode-se dar uma definigZo direta, dizendo-se que &
fungao & mondgena no infiniton gquaendo f8r definida ¢ moncdroma
em um entorno deste ponto ¢ ealutir o limite

1im z {f(Z) - f(eo)}.

Z % 00

Ne teoria dos funcionais analiticos o professor Fantappié
estabeleceu @ convengdo de considerar uma fungao definida no in
finito sémente gquando é monégena nesse ponto segundo a defini-
gao anterior e alem disto o seu valor nesse Bonto for zero.
Neste trabalho deixamos de lado esta resirigao, que sempre se
nos afigurou forgada ¢ inconvenilente. 3

Uma fungﬁo é monbgena em uma regiao R da esfera complexa,
‘quando ela é monbégena em cada um dos pontos de R. Definindo-ge,
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como no campo real, a integral de uma fungio f(z) estendida a
um caminho finito y unindo z
existe) da soma

o & 2z' como o limite (quando

er( tI‘ )( ZI‘—ZI‘—].)

M QUE Z,Zqye e 2, =7 sao pontos de Y dispostos na ordem dos
Indices, %, um ponto qualquer de y pertencente ao arco parci
al Z£:I~Zr’ e sendo o limite tomado quando & méxima corda

(plana) |zr'§mll tende a zero, pode-se entao demonstrar o teow
rema fundamental de Cauchy: "Se uma funcao f(z) é monbégena em
todos os pontos de uma regiao R limitada por um ndmero finito
de contornos regularesese.no contorno a funcio f£(z) & continua,
a integral desta funcao estendida ao contorno existe e é nulel
‘As primeiras demonstrac¢ocs desse teorema supunham a continui-
dade da derivada f'(z); é de Goursat (") a primeira demonstra-

gao em gue se supoe simplesmente, como o fizemos, a existén-
cia da derivada f'(z) em cada ponto de R. Deste teorema fun—
damental se deduzem as seguintes propriedades das fungoes moné—
genas, que fazem desta teoria uma das mais elegantes e fecun-
das da Andlise Mateméticas

-~ Se uma fungao é monbgena em uma regizo R, todas as suas
derivadas sucessivas existem e sao mondégenas na mesma regiaon.

— A integral de uma funcao mondégena definida em uma re-
giao R, estendida a um caminho regular gualquer todo contido
em R e de extremQs z, e 2z, € una fungao monégena de z, cu—
ja derivada coincide com f(z).

— Nas hip6teses do teorema fundamental, o valor da fun-
ca0 f(z) em qualquer ponto de R é dado por uma integral esten

dida ao contorno de R:

W g [$ e
3
(") Transactions of the American Mathematical Society,vol. I,
1900, p. 14; cf. "Cours D'Analyse Mathem. ", II, 5a. ed., pge
68.
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donde se deduz que uma fungao monégena em uma regizo estd per
feitamente determinada pelos valores que toma no contorno.Des

ta férmula seguem-se tambem as expressdoes das derivadas suceg
sivas

(2) f(n)(Z) = fmz—
21:1

(t Z)n+l

Da férmula de Cauchy se deduz 0 teorema da média aritmé-
tica para fungoes harmdnicas, donde se segue o teorema do mé-
xim0~mddulo, de grande aplicacao: "O médulo [f(z)l de uma
fungao analitica que ndo seja constante, nao pode ter um méxi
mo em um ponto interno ao seu campo definigao; gquando esse mg-
¥imo existe, ele é atingido em um ponto do contorno.

Enfim, dos teoremas fundamentais sobre sucessoes e séries
de fungoes, isto &, do teorema do limite de sucessdes unifor-
\menente convergentes e 4o teorema sobre a possibilidade de in-

tegrar termo a termo uma série uniformemente convergente no

campo de integragao, deduzem-se tambem os descnvolvimentos de
Taylor e de Laurent; estc ¥ltimo, vdlido como se sabe para to
da fungéo regular em uma corda (no plano) de centro a, é o se

guinte: :
(3) fa) = 2. 5, (a-a)"

em que os coeficientes sao dados pela férmule geral

-n~1
(4) a @ shr ff(t)(t—a) at

gendo a integral estendidea ao circulo esterno para n positivo
on nulo; e ao circulo interno para n negativo. Evidentemente,
se dentro do circulo interno a fungao é regular, os coeficien
tes com indices negativos se anulam e obtemos a gérie de

Tayloro
Com a demonstracao de possibilidade do desenvolvimento

de Taylor, isto €, de que uma fungao regular em um circulo de
centro a no plano pode gempre ser representada por uma série
de poténclas de z-a, a qual por outro lado é sempre totalmente
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¢onvergente em todo conjunto fechado interno ao seu circulo
de convergéncia, chega-se 4 identidade entre os conceitos de
fungao analftica localmente segundo Cauchy ¢ segundo Weier—

. strass; assim, pode-se definir como fungao analitica em um

ponto a toda funggo £(z) que em um entorno desse ponto seja re
presentdvel por uma série de poténecias de z—-a, de raio de con
vergéncia diferente de zero. Este modo de definir fungao ana—
litica tem grandes vantdgens pelo seu caréter mais elementar
e algébrico; estende-se este conceito ao ponto do infinito,di
zendo-se que uma funcao f(z) é analitica neste ponto quando.
é representdvel por uma série de poténcias de 1/z, convergen-
te para algum valor finito de 2z.

§ 4. FORMULA DE CAUCHY MODIFICADA.

A férmula fundamental de Cauchy & vélida, nas condigodes
enunciadas, para qualquer regiao plana. As suas aplicagoes sao
variadissimas e se estendem de muitas maneiras quando se con-
gideram regioces infinitas, e portanto quando se fez variar o
caminho de integragao, fazendo por exemplo uma parte tendex
para o infinito. A grande maioria dos exemplos de calculo de
integrais por meio de resfduos esté cheia desses processos. :

Mas querendo fazer o estudo sistemdtico das fungoes ana=-
1{ticas sobre a esfera, essa férmula tem uma desvantagem: a
nao ser que a funcdo £(z) se anule no infinito, n8o é indife-
rente que o contorno C envolva ou ndo este ponto. Para obviar
este inconveniente, vamos fazer uma pequena modlflcagao nessa
férmula; chamemos A um parfpetro, para o qual mentemos sem—
pre a convengao: o seu ponto representativo estd féra da cur-
ya C, isto 6, na regifio que fica 4 direita desta curva. Neste
caso; a funcdo 1/(t—A) é sempre regular na regiao envolvida
por C; por um teorema do célculo de residuos, sabemos entao
que multiplicando a funggo integranda em ( 1 ), § 32, poressa

fungao, o resultado da integracao fica tambem multlplicado por

1/(z- ), isto &, temos

g } 3 5 }
{815) £(z) = E;E.‘jrf(t) T Ot
C
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esta férmula vale nas mesmas condigbes qué a férmula de Cau-
chy, sendo de notar que o segundo membro ¢é independente de A
desde que este ponto esteja fora de C, nan importando agora &
posigao Qo infinito em relagao a csta curva, uma vez que este
seja um ponto regular para £(z). Com efeito, se nesta férmula
supomos finitos o ponto z e a curva C e fazemos A = o2, como
o factor (z- A)/(t-\) tende uniformemente a 1, a férmula se
reduz 4 férmula de Cauchy. Se N e z 20 finitos e £(z) § regg'
lar no infinito, sendo a fung@o integranda infinitésima de 2a:
ordem para t -» o0, o0 residuo no infinito é zero, e o resulta
do € o mesmo, quer & curva C envolva o indinito ou nao. Emfimj
se a curva C .envolve o infinito, vé-se, fazendo 2z > o0, que 0
gsegundo membro se reduz a '

i £(t) g%
27i T =X
L

que é o residuo de - £(t)/t no infinito, igual a f(oo).
A férmula escrita pode ainda ser posta sob a forma

£(2) = E%Tff(t){'f%? - "f%"‘i} 3k
e

Desta férmula se deduzem, derivando sucessivamente, as
mesmas. férmulas de Cauchy para as derivadas (2). Nestas, com
efeito; sendo o denominador infinito de ordem =22 para nzl
no ponto do infinito, onde a fungao f£(z) é suposta regular,é
indiferente gque a curva envolva ou nao esse ponto, oW mesmo
gque passe por ele, poig a integral ex1st¢ré cervamente como
integral imprdpria.

§ 59 — PROLONGAMENTO DE UMA FUNGZO, .

Um dos teoremas fundementais sobre fuhgﬁes énaliticas,
que se deduz de uma propricdade elementar das séries de potén
‘clas, é o seguinte: "Se duas fungoes analiticas fl(z) e £,(2),

definidas na mesma regidio B, coincidem em todos os portos de um
N NS S ————— "
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conjunto infinito e fech

S
AF L1
e

ado. contido nessa regifio, elag coinci -
dem em todos 0s pontes de R. " Este teorema pode-se congide-
rar como correspondente ao teorema de Cauchy jé citado, pelo
qual duas funcoes analiticas em uma regiao R e continuas s0~-
bre o contorno de R (suposte regular) gque coincidam sobre
esse contorno, coincidem em todos os pontos de R.

O teorema enunciado acima é o ponto de partida para o con
ceito de prolongamento de uma fungao. Note-sc que tomamos
agqui o conceito de regiao do modo mais geral, podendo ser um
conjunto n3o conexo e mesmo.com uma infiniddde de componentes.
Diz=se que uma fungao fl(z); definida monddroma e analitica
em uma regiao Rl' é prolongamento de uma fung2o anzlitica £(z),
definida em uma regi2o R, quando R, contem R sem coincidir com
esta, e nos pontos dc R, £,(z) coincide com £(z),

Pelo teorema anterior, o prolongemento de f(z) cstd uni-
vocamente definido, se existe, e¢m todas as componentes de Ry
gque contenham pontos de R. A nogao de prolongamento de wuma
fungao traz em si porem complicagdes muito grandes, que deri-
vam da possibilidade da regiao Rl se recobrir em parte, de mo
do que nas partes recobertas, os valores da fungao fl(z) pro-
vindos de dois trechos distintos de R nao ccincidam. Este fe-
némeno d4 origem & consideragd@o de regioes de Riemann, que se
obt&m de um prolongamento considerando como distintos os tre-
chos de R; em gue 08 valores.da fungfo nao coincidam, ou sé
coincidem em pontos isolados, ou identificando-os, em cade pon
t0 no entormo do qual essges valores coincidam completamente.

» Deixemos de lado esses casos; salvo aviso em contrério,
portanto, quando falarmos do prolongamento de uma fungao £(z)
suporemos sempre gue tanto a regiéio R como a regi@o Ry sejam
regides da esfera complexa nas quais s6 se consideram fungGes

monodromas,

§ 6. FUNCOES DE DUAS OU MAIS VARTAVEIS. VARIEDADE DE SEGRE.

Para representar geometricamente os pares de varidveis
complexas (21;52), a primeira ideia que se apresenta é a repre
sentagﬁo por peres de pontos, cada um no plano de Argand-Gauss
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da variédvel correspondente ("), Chamar-se-4 ent&o entorno
(r1,r5) de um ponto (2,,2,), sendo r) e Ty nimeros reais posi
tivos, o conjunto dos pares (z1,25,), em que z; estd no entor-
no (ry) de Z e z, no entorno (r,) de z,; desta maneira se ob
tem um espago de entornos que é topologicamente equivalente
a0 espago (<f>) dos pares (zl,zz) em qnc a disténcia de dois
pontos (Zi,zé) e (zi,zg) é definida como ]zi-zi[ + |zé—zg|;
este por sua vez é equivalente ao espago numérico euclideano
84, em que cada ponto é o grupo de guatro mimeros reais
(xl,yl,x2,y2) (Zl=xl+iyl, Zo= ﬁ2+iy2), sendo a disté@ncia de
dois pontosg (xi,yi.,xé,yé) e (x{,y],x3,y3) definida como a dis
téncia espacial

V=) (rgov)2 (o) 4 (v

Neste espago os entornos (rl,rz) definidos acima t&m o
nome de bicilindrog. Para se obter desse espago um espago com
pacto (§2, def. 2) € preciso introduzir os elementos imprépri

08, Adotaremos aqui o ponto de vista de Severi, que introduz
esses elementos pela consideragao do grupo projectivo no pla-
no complexo. Neste, como se sabe, definec-se como ponto impré-
prio de uma recta qualquer de equageo

g sua diregdo, que é comum a todas as rectas paralelas, e que
depehde de um ¥nico.parfmetro complexo A= txl/o<2, incluin-
do o valor A =Do; logo, 0 conjunto dos pontos impréprios
do' plano complexo pode ser considerado como uma recta, que se
chama a recta imprépria desse plano. O conjunto dos pontos

préprios e imprdéprios chama-se O plano projectivo complexo.
Com uma projectividade, gue é uma transformagao invertivel da

forma
azl+bzz+c % a'zl+h‘22+c'

' z! = 2} =
(2) : ¥ a"zl§b"22+c“ €

a“gi+b"52+c"

(") i; p. ex. Goursat, Cours d*Anelyse, t.II, cap. XVII.
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€ sempre possivel transformar qualquer ponto impréprio em um
ponfo préprio. Dada uma transformagdo particular, define-se
entao o entorno de um ponto impréprio como o conjunto dos pon
tos préprios ou impréprios que na transformagio dada corres—
pondem aos pontos de um bicilindro com centro no ponto trans-
formado. Desta maneira se introduz no plano projectivo comple
X0 um sistema de entornos gue define um espago compacto cone-
X0, para.o qual valem todas as definigoes de conjuntos,pontos
internos, regiao, contorno, domfnio, etc., dadas para a esfe-
ra. Demonstra-se tambem que & possivel construir num espago
euclideano Sg uma variedade limitada, de 4 dimensoces, home omor
fa a egse espago; essa variedade chema-ge variedade de Segre
do plano complexo, e é em geral designada pela notagao VSZ’ €
as imagens dos bicilindros e seus transformados, definidos a-
cime, definem o mesmo espago topolégico ﬂ; que o gque se Ob-
tem por meio da distf@ncia espacial no 88, de dois pontos quais
quer sobre essa variedade.

Essas consideragSes se. estendem ao espago complexo dos
sistemas de valores (zl,zg,...zn) yyque suporemos sempre amplia
do com os elementos impréprios de modo a formar o espago pro-
jectivo complexo de n dimensoes. Demonstra-se que esse espago
pode ser representado sobre uma conveniente variedade de Segre
VSn, de 2n dimensoes reais, € a topologia sobre essa variedade
& definida pela nogao de dist@ncia espacial no espago em que

ela estd imersa.
Uma fungao de duas varidveis definida em ume regizo R do

espago 1T2 ¢ analitice em um ponto finito dessa regizo,quando
exigtem as duas derivadas parciais fégzl,zz) e fé(zl,zz); é
analftica em um ponto impréprio, guando por uma t%ansformagéo
projectiva que transforme este ponto em um ponto préprio, se
obtem uma funcdo analltica neste Ultimo ponto; e & analitica
em uma regiso R, quando é analitica em cada ponto de R. Demons
tre-se que uma fungio enalitica em uma regigo R € continua nes
ga regifo (e ndo sémente continua em relagao a cada uma das va
ridveis) e que em cada ponto finito 21120 é representdvel pe
la férmula de Cauchy generalizada
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. £( %, ,%5)

3 = -1 e
(3) flenz)s e fdtl ToTE ] 77) (b7
Cy o :

em gue Ci e 02 s20 curvas fechadas tragadas nos planos das

duas varidveis, e envolvendo, respectivamente, 0s pontos z, e
Zgoe Desta f6rmula se deduzem consequéncias andlogas és do ca-
so de uma varidvel: existéncia das derivadas sucessivas e pOS
sibilidade do desenvolvimento em série dupla de poténcias no

entorno de cada ponto Z101%04°
O
; 7 8 m ol
(4) £(zq,25) = £(—mn amn(zl'zlo) (22'220) 4
i o

A férmula (3) acima se pode considerar como uma integral
de superficie estendida a uma superficie do S4 produto topolg
gico das suas projecgoes C, e C, sobre os planos ‘das varid-
veis; easa férmula admite uma generalizagao devide a Martinel
1i (1), que demonstrou gue se pode substituir essa superficie
por uma mais geral, homeomorfa & superficie de um toro, mas
contida sempre no contorno & de uma quadricela (w) - conve-—
xa que envolve 0 ponto 279229 desde que essa superficie seja
concatenada com as duas curvas fechadas situadas sobre A e
sobre os planos paralelos aos planos coordenados X,,¥; € Xp¥p
regpectivamente, passando pelo ponto 24,%Z,e

(") Chama-se agsim qualquer dominio do S4 gue seja homeomorfo
o8 internos e sobre & gsuperficie de uma es
por exemplo, um bicilindro fechado, isto &,
ntos do contorno, € uma quadricela.

ao conjunto de pont
fera desse esSpagoj
ampliado com 0S PO
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CAP. IT - ESPACO FUNCIONAL ANALITICO

§ 1. PONTOS. PONTOS DISTINTOS E ESSENCIALMENTE DISTINTOS.

Estendemo-nos nas consideragdes sobre fungoes analiticas
afim de definir exactamente o que entendemos por espago fun=—
cional analitico. Segundo os trazbalhos mais recentes do prof.
Fantappié, esse espago é constituido pelas fungdes analiticas
localmente em regioes da esfera complexa, considerando porem
como regular no infinito, sdémente as fungoes regulares e mono
dromas em um entorno desse ponto e que se anulam no mesmo. A
definigao desse espago é completada com a definigao de entor-
no de um ponto, para a qual, em uma nota publicada pela Acade
mia ded Lincei (2) propuz uma modificagao que foi aceita pelo
mesmo professor.

Com a finalidade de por em relevo todos os elementos que
entram em jogo em cada funcao, €& tendo em vista uma condigao
que se impoe naturalmente para o valor de um funcional correcs
pondentec a uma fungao que seja prolongemento de outra, vamos
propdr agqui mais uma pequena modificagao nesse conceito de es
pago funcional.

Chamaremos ponto do espago funcional analitico, 0 conjun
to das fungbes f(z) analiticas em uma regizo R.da esfera e
que -coincidem em" todos os pontos dessa regigo. Um ponto estd
assim perfeitamente determinado quando € dada a regiao R e
wme fungaa f£(z) analitica em R; por estao razao designeremos
esse ponto com o simbolo (£,R), em que a fungao £ pode ser
substituida por qualquer dos seus prolongamentos ou por qual
quer fungdo analitica em R, de que f(z) seja prolongamento.
Quando houver perigo de ambiguidade, chamaremos um tal ponto
de ponto-funcaoo

Diremos que um ponto (f,R) esté contido no ponto (g,S),
quando toda funcao f é prolongamento de alguma das fungoes g;
para isto é necessério, evidentemente, que a regiao R conte- |
nhe a reg1ao S e gue nesta Ultima se tenha f(z) = g(z); dire-
mos tembem, neste caso, que O ponto (g,S) contem o ponto
(f,R), E claro que dados dois pontos, se cada um deles estd

contido no outro, esses pontos coincidem.

‘
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Dois pontos dos quais nenhum estd contido no outro,dizem
se distintos (para pontos que nio coincidam, simplesmente,em—
pregaremos scmpre a locugao — nao coincidentes). Diremos ain-
da que dois pontos (£,R) e (g,S) sdo essencialmente distintos,
quando as regioes R e S t8m uma parte comum ndo vazia H, e os
pontos de H em que as fungdes . £ e g coincicem, gquando
existem, sao pontos isolados, o que equivale a dizer gue essas
fungbes nao coincidem em nenhuma componente de H. Dois pontos
essencialmente distintos nao podem conter nem estar contidos
em wn mesmo ponto. : : '

§ 2. ENTORNOS. POSTULADOS DE HAUSDORFF.

Chamaremos entorno linear (T), ou simplesmente entorno
(T) de um.ponto (£,R), cm que T ¢ um.dominio néo vagio con-
tido em R, o conjunto dos pontos (g;S), em que S contem T, Em
minha nota (2) introduzi essa definigao para fungoes analiti-
cas de n varidveis, e impondo apenas que T seja um conjunto fe
chado nao vazio; os estudos posteriores, principalmente aque-
les em que intervem a nogao de convergéncia, mostraram a neces
sidade dé exiglr que esse conjunto tenha pontos internos,o que
se consegue, sem sacrificar a generalidade, exigindo que seja
um dominio.

Na mesma nota mostrei tambem gque os entornos lineares sa
tisfazem aos tres primeiros postulados de Hausdorff, que se
podem enunciar como segue, pois as demonstragoes dades nague-
la nota se aplicam perfeitemente aos novos conceitos de pontp
fungdo e de entornmo no espago funcional analitico. ¢

A) Todo ponto (f,R) possue um entorno (?) que o contem.

B) A interseccao de dois entornos de um mesmo ponto con-—
tem um entorno desse ponto (no nosso caso a prépria intersec-
¢30 & um entorno desse ponto).

¢) Se um ponto (£,R) pertence ao entorno (T) de um ponto
(g,s); (T interno 2 R e & S) existe um entorno de (f,R) conti
do nesse entorno (T) (peis o pridprio entorno (T) satisfaz a
essa condiggo).

A consideragao dos entornos lineares é essencial para a
teoria dos funcionais analitichs lineares, mas nao basta para
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o estabelecimento dos conceitos de continuidade e de conver-
génecia no espago funcional. Para isto é preciso ainda intro-
duzir o entorno restrito (T,¢) (¢ real e >0) de um ponto
(£,R). Chama-se assim o conjunto dos pontos (g,S) contidos

no entorno linear (T) de (f,R), que nos pontos do dominio T
satisfazem & desigualdade :

le -~ £f] < @

em virtude do teoremas do mdximo médulo, a desigualdade anteri
or estd satisfeita em todo o dominio T desde que esteja satis
feita no contorno. E evidente que a condigao necesséria e su

ficiente para que o entorno (T',q') de um ponto (f,R) esteja

contido no!entorno (T,e) do mesmo ponto € que se tenha

L= e gl < BT

Estes entornos assim definidos satisfazem tambem aos tres
postulados de Hausdorff, enunciados atrds; com efeito, o pri-
" meiro desses postulados é evidente, pois qualquer regiao con=-
tem um.domfnio; . para o segundo, notemos que, dados os entor-
nos (T;c) e (7', ¢') do mesmo ponto (f,R), chamando T o0 me-
nor dos dois numeros ¢ e o' e T a reunifio dos dois
domfnios T e T', o entorno (T,7) de (£f,R) estd contido em ca-
da um dos entornos anteriores, pois uma fungdo h(z) desse en-
torno é regular em cada um dos domfnios T e T' e satisfaz em
cada um deles & condigdo |h - f£| <7< gou o'; finalmente,se
(f;R) pertence ao entorno (2,0) de (g,8), chamando T o mdxi-
mo (< o) de |f - g| em T, o entorno (T,0~7) de (f,R) estd 1o
do contido no entorno (T,¢) de (g,S), pois das desigualdades

b= flco =T e |£ - gl<
gatisfeitas em todo o dominio T, segue-se a desigualdade

[h - g|l<@

no mesmo dominioe : w0
Ume das maiores vantagens desta definigao .de entornos,
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comparada com a definigao primitiva do prof. Fantappid € a pro
priedade simétrica: se um ponto (f,R) estd no entorno (T, <)

de um. ponto (g,S), este estd tambem no entorno (T,¢) do pri-
meiro. -

§ 3. POSTULADOS DE SEPARAGXO.

O prof, Fantappi® (3) demonstrou, para as fungoes anali-
ticas localmente, gue o espago por elas constituido, segundo
a nogao de entorno (T,¢) satisfaz ao postulado de separagao
de Kolmogoroff (chemado "Pnstulado Tg por Alexandroff u. Hopfk
Dados dois pontos (ndo coincidentes), ao menos um deles posgsue
um entorno no gual o outro nao estéd contido. A sua demonstra-
gao se adapta facilmente aos novos conceitos de ponto e
entorno: com efeito, sejam (f,R) e (g,S)os dois pontos;

se as regioes R e S n@o coincidem, ¢ se R, por exemplo, tem
um ponto P ndio contido em S, qualquer dominio T que contenha
P e esteja contido em R define um entorno linear (T) de (f,R)
gae nao contem o segundo ponto; este, portanto, com maior ra-
zéo; nao poderd ester contido em nenhum entorno (T,q) do pri-
meiro; se as regioes R e S coincidem, para que os pontos nao
coincidam & necessério que haja um ponto z dessa regiao no
qual se tenha f(z) # g(z), e neste caso, sendo ¥ 0 modulo
da diferenga f - g nesse ponto, e T um domfnio contido em R
e que contenha z, o0 entorno (T,o) de cada um dos pontos da-
dos nio contem o outro pontos it

Degssa demonstragao tambem se conclue que para cada par
de pontos "distintos" se pode enunciar o postulado de separa-
cdo de Fréchet (postulado Ty, segundo Alexandroff): dados
dois pontos distintos, cada um deles tem um entorno gue nao
contem o outro ponto. Emfim, se 08 pontos sao "essencialmente
distintos®, vale para esses pontos o postulado de separagao
. de Hausdorff (postulado Tz): Dois pontos essencialmente dis-
tintos tém entornos gseparados. Basta, com efeito, tomar um
. dominio T contido na parte comum és duas regioes e considerar
o entorno (T,s) de (£,R) e o entorno (T,v) de (&,S8), em que
2¢ & o méximo (postitivo) .de 2[% - g| em T. Se uma fungao
n(z) estivesse contida nesses dols entornos ao mesmo tempo,
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terfamos em todos os pontos de I

|£~h|lce o le - n|<¢
donde se deduziria |£ -~ g| < 2¢, contra a hip6tese.

§ 4. PONTO INTERNO. REGIXO FUNCIONAL E CONJUNTO FECHADO.

Chama-se ponto interno de um cojuhto M do espago funcio-
nal analftico, um ponto (f,R) de M, do qual existe um entorno
todo contido em M. Um conjunto constituido de pontos internos
chama-se uma regiao funcional. Um exemplo de regiao funcional
é um entorno qualquer, seja linear, secja retrito, de um ponto
(f R), Pois como jé vimos, esscs entornos satisfa,em ao postu
lado C, de Hausdorff. E evidente que o espago funcional anali
tico é uma regiao funcional; admite-se tambem que o conjunto
vazio € uma regido funciional. Se um ponto-fungdo (f,R) per-
tence a uma regiao funcional, todos os pontos nele contidos
estao na mesma regiao.

Uma reglao funcional R se diz conexa, quando dados dois
pontos (f,R) e (g,S) de R pode-se achar um nimero finito de
pontos de R, (f R, ) = (£,R), (fl’Rl)' vee (f n) = (g,8)
tais que cada ponto (fl,R ) (=18 snren) estega em um entorno
do ponto precedente ( f£. _1,R._l) todo contido em R. E eviden-
te que o entormo linear ou o entorno restrito de um ponto
qualquer sao regices funcionais conexas. Pode-se verlflcar
tambem que o espago funcional é conexo. :

Chama-se regido funcional linear um conjunto ¥ que satis
faz 43 duas seguintes condigoes: 1) dados dois quaisquer dos
seus pontos (f,R) e (g,5). a interseccgao RS ndo & vazia e o
ponto (f+g,RS) pertence a '3( 2) dado um ponto (f,R) de H, exis~
te um entorno linear (T) de (f,R) todo contido nesse conjunto.
Em nossa nota (2) demonstrdmos (alids para o caso geyalNde tun
goes de n vgridveis), que sob essas condigoes, uma regiao fun
cional linear pode sempre Ser definidf como a totalidade dos
pontos (f,R) em que R € qualquer regiao que contenha um ce?to
conjunto fechado nso vazio A, chamado conjunto caracteristico
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Chama-se conjunto funcionel fechado o complemento de ume
regiao funcional, isto é, um conjunto tal que se um ponto
(£,R) nao pertence a ele, existe um entorno desse ponto que
nao contem nenhum ponto do conjunto. Segue-se gue se gqualquer
entorno de um ponto (f,R) contem a0 menos um ponto de um con
junto fechado M, esse ponto (f,R) pertence a M. Um conjunto
fechado contem com cada ponto todos os pontos em que ele estd
contido; mas um ponto pode estar contido em um ponto de um
conjunto fechado, sem pertencer a este conjunto. Em virtude
desta circunstincia, aparentemente contraditéria, evitaremos
sempre 0 emprego do conceito de conjunto fechado.

& By PONTO DE ACUMULAGKO.

A nogao de ponto de acumulagao jé traz maiores dificul-
dades. Diremos que um ponto (g,S) é de acumulagio de um con-
Junto funcional M, quando qualquer entorno de (g,S) contem
ao menos um ponto de M nao coincidente com (g,S). Se deixar—
mos de lado esta Ultima restrigao, obtemos a definigao de pon
to de contacto de um conjunto; o conjunto dos pontos de con-
tacto de um conjunto M chama-se fecho desse conjunto, e & :
consgtituido pela reuniao do conjunto e de seus pontos de acu-
mulagaos.

Vejamos algumas consequéncias dessas definigoes: se o con
junto é constituido por um unico ponto (f,R), qualquer ponto
.(g,S) que contenha este (§ 1) & ponto de acumulag@o do con
'junto, pois o ponto (£,R) estéd contido em todo entorno (T, q)
de (g,S). Vé-se assim que nao valef aqui a propriedade dos pon
tos de acumulacao dos espagos de Hausdorff, em que qualguer
entorno de um ponto de acumulagao de um conjunto contem uma
infinidade de pontos do conjunto dado; no espago funcional
qualgquer conjunto nao vazio, mesmo que seja finito, tem pon-
tos de acumulag¢ao; sob esse ponto de vista o espago funcional
& compacto, segundo a definig@o dada no S 2,72, @ @5 1, O
fecho de um ponto nesse espago. € constituido por este ponto
todos os pontos que O contém. Vale aqui o seguinte teore-
que & alids equivalente ao postulado de Kolmogoroff:

e

b}
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"Dois pontos nao coincidentes t8m fechos nao coincidentes".
( V. Alexandroff (I) p. 59)

0 conceito dado acima de ponto de acumulagao tem o incon
veniente de se afastar consideralvemente da intuigao, e mesmo
da prépria significacgao da palavra "acumulagao". Por esta ra-
za80, chamaremos Ponto de acumulacdo préprio de um conjunto M,
todo ponto (f,R) tal que em um entorno qualquer desse ponto
existe ao menos um ponto de M distinto (v. § 1) de (f,R).
pontos de acumulag@o que nio satisfizerem a esta condigao se-
rao chamados pontos de acumalagao impréprios. Da definigao da
da segue-se que em todo entorno (T,d") de um ponto de acumula-
¢ao préprio (f,R) de um conjunto M existem infinitos pontos
de M; basta para prova-lo, mosgtrar que dado um ponto (fl,R )
contido nesse entorno e distinto de (£, R) existe um outro -en-
torno de (f,R) contido no entorno anterior e que nav contem
(fl,Rl); com efeito, da hipétese dos pontos serem distintos
segue-ge que ou Rl nao contem R e portanto existe um ponto

z, de R gue nao pertence a R), ou Ry contem R e em um ponto
z, de R temos [£ - fll =®>0; em qualquer dos casos existeum
dominio U contido em R e que contem o ponto 2, Se no primei
ro caso considerarmos o entorno (TvU,o ) de (f,R) e no segun~-
do caso o entorno (TwU,?') do mesmo ponto, em que t' € o me-
nor dos nimeros « e T, obtemos sempre um entorno de (f,R) con
tido no. entorno anterior (T,9) e que nao contem o ponto

(fl,Rl). Neste novo entorno haverd por hipétese um ponto

(f2'32) de M distinto de. (f,R). Aplicando o mesmo raciocinio
sucessivamente, vemos que, se no entorno (T,ad) houvesse ape=-
nas ug nimero finito de pontos (f,,R;) de M distintos de (f,R)
chegariamos a construir um entorno deste ponto que nao conte-

ria nenhum ponto de M, contra a hipbtese feita.

”~

§ 6. BASE DO ESPAGO FUNCIONAL.

Vamos mostrar agora uma propriedade importantissima do eg
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paco funcional, baseando-nos para isso no teorema de Runge (1) .
sobre aproximagao por fungbes racionais (v. p. ex. Walsh (1).
Essa propriedade & dada pelo seguinte teorema: “Existe um con
junto enumerdvel de regides R, _tais gque os pontos (‘V»Ri), em
que ¥ € ume fungdo racional regular em R;, formam um conjunto
denso em todo o espago funcional". Em ouwtras palavras, todo o
ponto (£,R) do espago funcional é ponto de acumulagio de pon-—
tos (Q,iﬁi); 0 que tambem.se pode exprimir dizendo que em qual
quer entorno (T, ¢ ) de (f,R) existe ao menos um ponto (?,Ri)‘
do sistema dado; aliés da nossa demonstragio se verd que se
trata de ponto de acumulagao préprio e que sempre:se pode po-
de supdr a regiao R, contida em R.

Antes de tudo, vamos definir um conjunto enumerédvel dedg
minios sobre a esfera complexa, da seguinte maneira:

‘Fixemos sobre a esfera o equador e ([z[ 1) e 0o meridi-
ano m, imagem do eixo real sobre a esfera; os pontos de inter
sacao desses dois circulos mé&ximos sao os pontos 1 e -1, Divi
damos tanto o equador como o meridianc em 4n partes iguais (n
inteiro), a partir de®ges dois pontos. Tracemos pelos-pontos

de divisao de m o0s circulos paralelos, e sejam ¢C €
¢c' o0s paralelos mais préximos dos polos (que sao a origem eo
infinito) cujo raio esférico é t/2nj tracemos depois pelos
pontos de divisao do equador g os arcos de meridianos, limita
dos pelos circulos ¢ e c'. Desta maneira fica a superficie da
esfera decomposta em dois circulos e 8n(n-1) figuras esféri-
cag trapezoidais, e © mdximo diémetro de todas essas figuras
& sempre, como se v& facilmente, o difmetro dos circulos, que
é menor que /. A cada valor de n corresponde assim uma re-
de de meridianos e paralelos, que designaremos com £, chaman
do malhas dessa rede os trapezoides e ciréulos acima referi-
dos. B claro que para cada valor de n, o nimero de dominios
que se podem obter com 2 combinagdo das malhas da rede p €
gempre finito, e portanto, variando n, obtemos um: conjunto em

merédvel de dominios.

Seja agora (f,R) :
anali{tico, € (T,09 um entorno dessc ponto, Seja & a disténcia

(positiva) entre OS contornos de_T e R. Se tomarmos a rede (S

um ponto gqualguer do -espago funcional
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com n >vw/3 e considerarmos o domfnio D formado por todas
as as malhas dessa rede que t8m pontos comuns com T, esse do-
minio D é certamente interno a R; seu contorno C é regular

(Cap.1,§ 2,ydef.12) e nao tem pontos comuns com T. Logo, O va-

lor de £(z) em T & dado pela férmula de Cauchy modificada
(Cap.I,§ 4-)

(1) £(z) = 5oy {.Eg{;ng_Z a

em que A & um ponto qualquer esterno a C. Rgsa integral e
como integral de. Riemann, o limite da fragao racional

- B (2-02(8,)
(2) ¥(2) = 5= :
(Z) 21'll>“"I’I' (tr_'A)(,tr_Z) ( r

1—.\_1)

em gue 0S tr sao pontos ordenados do contorno C, e o limite §,

calculado para a méxima corda [ tendendo a zero (");

I ‘T r -1
i0te~-se gue pela construgao da rede @n & curva C nao pode pas
sar pelo ponto do infinito, e gque portanto essa corda pode ser
sempre medida no plano. Ora, na fungao integraﬁda em (1),assim
como em cada parcela da soma (2) existe um factor que se pode

decomp8r como segue:

Z i\ 1 1 Z) 1l 1

T E=z) = T2  T» T N(-a) - Tz - T
alem disto temos &
T
'tr - ‘tr-—l -—':L - at
r—1 -

(") Se a curva C se comnoe de mais da um contorno, a integral
& o limite da coma de um.numero finito de somatérias andlogas
a (2), e o raciocinio yue sSe segue nao sofre alteragao. Se

' esse contorno tem um ponto duplo, como na figura &o \
lado, em gue estd hachuriada a drea interna a C,con 3?* :
sideraremos sempre o contorno percorrido como o‘in— ‘
dicam as setas.
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onde a integral se pode sempre supdr estendida ao arco da cur
va C de extremos t g © @ rr © como a integral (1) se pode de-

compdr na soma de 1nt-g* is estendidas aos mesmos arcos,obtc-
mos, fazendo a diferer nea

o

fro £(t,.)
(3)  £(z) - q(z) = -2-%;1- 2o, L{ufﬁ’ -

T

[f(?) £(% )n

Recordemos que Pale sempre um ponto esterno 4, curva C,
alids arbitrdrio, e que podemos portanto supd-lo fdéra da re-
gi2o R; em particulsr, sec esta regifo ndo contem o infinito,
podemos supdr A= o= , com o que se anula a segunda diferen-
¢a no segundo membro de (3). Suponhamos primeiramente que
seja este 0 caso e gue portanto o dominio T, contido em R,se-
ja finito. Entao, a funggo £(t)/(t-z) serd uma fungio conti-
nua de t e de 2, para t em C e z em T, e sendo fechado esse
seu campo de definicgao, ela é uniformemente continua; logo,
chamando 2rL o comprimento de C, ao numero ¢ >0 podemos fa-
zer corresponder um nimero m>0 tal gue se a méxima corda

Jtr—tr—ll f6r menor que M, temos, qualquer gue seja z em
T,(") :
sellipll —-*—El'<

T
thcte ot e

—

para todo ponto t do arco tr—l tr; da £érmula (30 se deduz en—

t30, sempre para A= o,

[£(2z) - $(z)| < ‘%;:ZVL,ﬁl = To

Se N é finito, o mesmo raciocinic mostra gque se pode ob—
ter uma igualdade semelhante para.a segunda diferenga no 22
membro de (3). e obtem-se o mesmo resultado substituindo ¢ por
d/2; Emfim, se:T contem o infinito, podemos primeiramente se-
parar um dominio T' contido em T e que contenha esse ponto.

(") & claro que se tomarmos p Tenor gue a distancia de dois
vértices quaisquer da rede Pn’ para gualquer ponto t do arco

(e
t, 1%, temos [t=t.l<p .



Esse dominio pode ser tal que pafa gualquer dos seus pontos 2
e qualquer valor de t em C se tenha

22 |1 2
A3 .5}

¢
t -2 <:Ei !

Z

pois o segundo factor no 2¢ membro & limitado. Segue-se daqui,
para todo ponto z de T',

t
T
Ly i laeact) £et,) i
el S t{_tl-z_tr—z dtl<"-2"
r—

para z no dominio finito T", fecho do conjunto T-T', podemos
raciocinar como acima, ¢ levando cm conta a 2a. diferenga em
(3), obtecmos em qualgucr caso uma fung2o racional $(z) re-
gular na regiao R' interna 3 curva C, pois todos os seus po-
los estao sobre esta curva, e tal que em todo o dominio T,que
é interno a esta regiao, temos

(4) [¥(2) = £(2)| < @

o que prova que (2z) estd no entorno (T,T) de ponto (f,R).
Deste teorems se deduz a consequéncia importante de ser

0 espago funcional analitico um espago separdvel, isto é,fe~
cho de um conjunto enumeravel de pontos do mesmo espago. Bas—
ta notar, em proseguimento & demonstragao anterior, que para
z em T a fungao $(z) & wniformente continua em relagao a

Ny byseeety, £(t9)ye - .'f(tn), cada uma destas quan-
tidades variando em um cntorno fechado de um ponto em que a
fungao correspondente satisfaga 4 desizualdade (4); € possi-
vel portanto substituir todos esses parfmetros por nimeros ra
cionais, € por conseguinte a fraccao ¥Y(z) por uma fragao ra
cional de coeficientes inteiros
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de tal modo que ainda seja satisfeita em T a desigualdade

Nl(z) - (i) |<Cl‘.

egstg fracgoes com coeficientes inteiros formam cer-—
logo é tambem enumerdvel o con

Ora,
tamente um conjunto enunmeravel,
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junto dos pontos (W,Ri), em que Ry sao regides tiradas
das redes @ .

§ 7. CONVERGENCIA NO ESPAGO FUNCIONAL.

Vamos definir dois tipos de convergéncia no espago funcio
nal: a convergéncia cem sentido lato e a convergéncia em senti-
do restri to. A disting@o, como se verd, é mais de cardcter
tebrico, pois nas aplicagoes ambos os tipos conduzem aos mes—
mos resultados. A existéncia desses dois tipos depende essen-
cialmente da existéncia de pontos contidos em outros, e da im
possibilidade de separar esses pontos por meio de entornos. 3

A convergénciz gm sentido lato é a convergéncia comum de
finide por entornos: dade uma sucessao de pontos

(1) (fl’Rl)’ (fz’Rg); Fi T (fnsRn)v Syoie

do espago funcional analitico, diremos gue ela converge em sen
tido lato para o ponto (f,R), que € chamado ponto limite da

sucessao, quando, dado o entorno arbitrdrio (T,«) desse pon-
to, 0os pontos da sucessao, a partir de um certo Indice n, per
tencem a esse entorno. Isto equivale a dizer que dado gualguer
domfnio T contido em R, existe um Indice p tal que a suces-
sao de fungoes fp(z), fp+l(z),... ¢ uniformemente convergen—
te em T, e tem por limite a funcao f(z)., Desta maneira,porem,
nao se obtem a unicidade do limite, pois pela mesma definigao
a sucessao dada converge tambem @ gqualquer ponto (f,S) que con
tenha o ponto (f,R), isto &, no gual seja ScR. Diremos entao
gue a sucessao (1) converge em sentido restritp ao ponto (f,R),
guando ela converge a esse ponto em sentido lato, mas de tal
maneira que qualquer outro ponto para o gual esse mesma suces
sio seja convergente, contenha o ponto (f,R). B claro que de
toda sucessdo (1) convergente em sentido lato 2 um ponto (f,R)
ge .pode deduzir uma sucessao convergente em sentido restrito
substituindo cada reziao Rn rela sua intersee

ao mesmo ponto,

gao com Re .
Dada uma sucesszo (1) convergente no sentide lato a um
dado ponto (f,R), pode-se, Sob uma hipbtese suplementar qgue °

daremos adiante, afirmar a existfncia de um ponto (g,S),conti



do no anterior, para o qual a sucessao (1) converge em senti-
do restrito.

Primeiro que tudo, vamos definir o limite interior da su'
cessao de regides R ni consideremos os conjuntos

132R3¢ e e :{2 = R2R3oo- e et .va K Ran+l... ene o

e chamemos K a regiao formada pelos pontos internos ao con=

junto K . Chamare mos limite interior (") da eucessaoru,rc~loes
Rn, a reuniao dessas regioes Kh,

R=Kl+i{-2+ooo

que é tambem ums regizo. Cada ponto P de R & interno ao con-—
junto Kp dos pontos comuns &s regiEes Rn, para nmaior que um
certo Indice np, e portanto existe um entorno de P contido emf
Ky, isto €, em todas essas regides. Dado entao um conjunto
fechado qualquer H contido em R, segue-se do teorema de Borel-
Lebesgue que existe um ndmero finito de entornos com centros
em pontos Ei’PZ""Ph de H, que cobrem H e tais que cada um
desses entornos estd contido em todas as regioes R a par-—
tir de um certo indice. Tomando o maior, N, dessea indices,
vé-se que o conjunto H é interno ao conjunto KN' Quando se co
nhece uma regiso R' tal que que 0 desvio entre os complemen tos
de Rn e R' tende a zero para n-» o<, € facil ver que temos
= R0,

Dado um ponto F gualquer da regiao R e um entorno fecha-
do de P contido em R, pela hipétese primitiva da converg@ncia
da sucessao (1) ao ponto (f,R) existe um numero ny tal que
todas as regioes I ? com n>np contém esse entorno fechado don
de se'deduz que P é interno a R, logo, esta regido contem to-
da a regiao Re. i

A hipétese gue nos faltava era a seguinte: suponhamos que
para todo- dominio U contido em R, as fungoes f que sz0 regu—
lares em U sejam limitadas no s€u conjunto, 1sto é, que exis-

ta um ndmero positivo M.. tal que em todos os pontos de U e pa-
ra todas &as fungoes f regulares em U, se tenha

(") ndo se deve confundir este conjunto, com o limite inferior,,
definido por de La Vallée Poussin (1)sp.8 (plus petite limite).
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Sejam agora R', R" ... as componentes de R. Podemos con-
siderar o comportamento da sucessao fl’fZ"" em cada uma
dessas componentes, B Q), e obtemos entao sémente.duas alter—
nativas: A) existe um conjunto G, contido em E q), gue contem
um seu ponto de acumulagdo Q nessa regiao, tal que 2 sucessao
£ sf,, 79+ Obtida excluindo de (1) um némero finito conveni-
cnte de termos, é gonvergcnte em todos os pontos do conjunto
C. Neste caso, dado qualquer dominio T contido na regizo R“¥,
podemos ligar esse dominio ao ponto Q e congtruir um outromdo-
minio T*' conexo, contendo T e ao qual Q é interno; esse domi~
nio T' erid, pelo que vimos acima, contido em todas as regioes
Rn’ para n maior gue um certo Indice n'. Aplicando entao o teo
rema de Vitali (") deduzimos que essa sucessao converge unifor
memente no domfnio T', e por comseguinte no dominio T, que é
arbitrdrio dentro da regiao E'%/; daqui se deduz a segunda al
ternativas B) a sucessa@o (1) ndo converge em nenhum dominio
contido em R'¢ , e para isso € preciso que ©0sS pontos dessa re
gigao em que eventualmente converge essa sucessao sejam pontos
isolados, isto ¢é, formem um conjunto discreto.

Fm particular, em todas as componentes de R que cont@nm
pontos da regiao R, 86 se pode apresentar a primeira alterna-
tiva A). Chamemos S a soma de todas as componentes de R em'que
se apresente esta al ternativa, e g(z) a fungao analitica em
cada ponto de S, limite da sucessao f;(z), £5(2),000 ou dequal
guer sucessao gque destz se obtem suprimindo 2lguns termos ini-
ciais. Do gque precede se con¢lue quc a sucessao (1) converge
ao ponto (g,S), e que seé ela_converge tambem a um outro ponto
(f,R)s a regigo R estd forgosamente contida em S e nos pontos
de R, pela unicidade do limite, as fungGes f e g coincidem; is-
4o porem equivale a dizer gue 0 ponto (g,S) estd contido nopon
to (£,R), donde se deduz, conforme tinhamos anunciado,-que a
sucessao (1) converge ao ponto (g,5) em sentido restrito. Esta
conclusio se estende, pela aplicagao das teorias de Montel,a

toda sucessdo (1) em que as fungdes f;(z), fETE),--- fazem

(“) Cfo Montel, (l), Po 300
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parte de uma familia normel ou quasi normel de fungdes anali-

ticas na regiéo_S-_Deixo de insistir nesta parte, por mdo ter

tido tempo de examinar com cuidado as aplicagoes dessa teoria,
ao estudo do espago funcional gue acredito sejam bastante in-
teressantes.

Podemos tambem definir o conceito de convergéncia de en-—
tornos de um ponto para esse ponto, conceito gue € de grande
utilidade em.todos os espagos que n2o saoc distanciados.

Seja (£,R) um ponto de espago Ffuncicnal analftico, e cha
memos.I o complemento de R na esfera complexa. Dado um entor—
no (T,s) desse ponto, podemos considerar o desvio &(=0) en—
tre os contornos de T e de R. Sendo csses contornos fechados,
essc desvio € a disté@ncia de wm ponto de contorno de T a um
ponto do contorno de R ou de I (pois esses conjuntos,sendo con
plementares, t&m o mesmo contorno); todo ponto da regiao R que
esteja a uma distlncia maior que & do conjunto I, pertence a
T. ‘ '

- Dizemos que uma sucessao de entornos de (f,R),

(leql)y (szqé); s e (Tnygh), cee

tende ou converge a csse ponto, quando, chamando $n o desvio
entwe os contornos de T e R, tivermos lim Bn = lim 0 . = 0,

para n->oe. Neste caso, sc¢ em cada entorno (Tn,ﬂh) £6r conhe-
cido um ponto (fn,Rn), a sucessao desses pontos converge evi-
dentemente (cm sentido lato) a (f,R). A convergéneia serd cm
sentido restrito se substituirmos cada regiao R, pela sua in-

tersegao com R.

§ 8, LINHAS & VARIEDADES ANALITICAS.

Eﬁtre os conjuntos particulares do espago funcional, ana-
1ftico, estes que vamos definir agora tém uma importéncia excep
‘cional pelas suas aplicagdes.

Suponhamos que a cada valor o de um parametro varidvel
em uma regiao (1 de uma esfera complexa, corresponda um ponto
(£(z,e),R(x)) Ge tal maneira gque: 1) a regiao R(x) varie com
continuidade em relagio a o (cf. pgs11); 2) sendo =, um pon-

to gualquer de (L, para cada ponto z de R(:xx.), £(z,s) s€ja
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uma fungao analitlca de o ‘em um entorno de oy Esta ﬁltlma
condlgao pode ser imposta porque, devido 4 continuidade de
R(x), é possivel achar um entorno E de «,, contido em Ll tal
que para todo « de E, a regiao R(«) correspondente ainda con
tenha o ponto z (")' Em particular, dadas duas funcgoes £(z) e

g(z) regulares respectivamente em duas regices R e S com uma
intersecgao nao vazia U, em que essas fungbes nao sejem iddn~
ticas, a expressao

£(z) + «felz) - £(2)}

que é definida para todo o finito, define uma lihha analiti-
ca dos pontos (f+a(g-£),U), que se chama recta analitica, a
qual passa pelos pontos (f,U), para o= 0 e (g,U), para w= 1;
nums recta analitica, a regiso de definigf@o & sempre constan-
. te. :

Mais geralmente, suponhamos que a cada ponto (dl, 2,..u%9
de uma regizo £l do espago projectivo complexo‘r-, que supomos
sempre representado sobre a sua correspondente variedade de Se
gre VS , corresponda um ponto (£(z «l,..d ) R(oq 00 )) do
€spago func1onal analitico, tal que a regiso R(«l,..d ) da es-
fera complexa.da varidvel.z varie com continuidade em relagao
a0 ponto ((y,e.% ) e £(z,%;,..2, ) seja fungao analitica de
(x1se+0¢,) no entorno de cada ponto da regiao (L. O conjunto dos
pontos assim obtidos chama-se uma variedade analfitica de n di-
mensoes do espaco funcional analitico, desde que os paré@metros
sejam essenciais, isto é, desde que nao se possa obter o mesmo
conjunto de pontos eom um nimero menor.de parfmetros. Em par-
ticular, dadas as fungoes £(z), fl(z), rere fn(z) definidas e
regulares em uma mesma regigo Ry 0 conjunto dos pontos

(f(z)+vifl(z)+ 500 +unfn(z),R)

define uma variedade analitica que se chama espago linear ana-
11tico n-dimensional, contanto que nao seja possivel reduzir o

nimero de parfimetros.

(") notemos que a condlgao que £(z,&) seja fungao analitica de
z na regiso R(x) j& estd contida implicitamente na deflnlgao
do ponto (f,R).



Os pontos de uma linha ou variedade analitica variam com :
. continuidade em relagao ao parfmetro « ou ao grupo de paréme-
tros (dl:--ﬂ ). Isto quer dizer, na linguagem de entornoa,que,
dado qualquer entorno (T,0) de um ponto (£(z,w),R(x)), em que
> & um ponto da regiao (L, existe sempre um entorno E de &,
cujos pontos correspondentes estdo no entorno (T,s) dado.Bas-
ta-nos limitar a demonstragao ao caso de uma linha analitica
e de um ponto a finito. Chamemos A a dist&ncia entre T e ©
complemento de R(a); podemos entdo achar um entorno E, de o
tal que para qualquer dos seus pontos « .0 desvio entre os
complementos de R(«) e R(«) seja menor gque A, e nestas condi-
goes a regiao R(x) contem T. Fagendo = variar em um entorno
fechado Eé de o contido em E;, e z no domfnio T, obtemos um
conjunto fechado de pares (z,x) e nesse conjunto a fungao
f(z,x), sendo analitica nas duas varigveis, é uniformemente
continua; exidte pois um nimero T >0 tal que se z' e z" sao
pontos de T e «' e " pontos de'Ez, e se tivermos . . . .

|2'=2z"| + |@'-a"|< T, teremos tambem

|f(z',¥') - f(z“,u“)|<01.

em particular, vale essa desigualdade para =z" =2. quslquer
no domfnio T, &"=x e «'=o no entorno (r) de «, o que de-
monstra a nossa afirmacgfo. Deduz-se desta propriedade que se
uma linha ou variedade analitica tem pontos numa regiao fun-
cional, o conjunto dos pontos « pu &ﬁ,..an)_correspondentes a
esses pontos—fungﬁes é uma regiao.

Na linguagem de convergéncia, temos gque qualquer que se-
ja a sucessdo convergente de pontos uy,dp,es» de 1, cujo 1i
mite x .pertence a esta regiéo, 0s pontos correspondentes
(f(z;qn);R(uh))'convergem ao ponto (f(z,x),R(w)) em sentido
restrito, o que é fdcil verificar,

Tanto no caso das linhas analiticas como no das varieda-
des analiticas, chamaremos trecho regular deasa linha ou dessa
variedade, © conjunto dos pontos que se obtem, limitando a va=-
riagao de « ou de (o;,..a ) @& um dominio w contido em Q,
homeomorfo reapectivamente a um entorno circular fechado ou a
un n-cilindro fechado. B fdcil verificar. que todo ponto de acu




mulagao de pontos de um trecho regular de linha ou variedade
analitica contem a0 menos um ponto desse trecho. Basta consi-
derar o caso de um trecho regular [ de linha analitice
(£(z,w),R(x)) ; para um ponto de acumulagao impréprio, isto &
evidente. Seja pois (g,S) um ponto de acumulagao préprio de
J: y isto €, tal que em qualquer entorno (T,s) deste ponto
exista ao menos um ponto (£(z,x), R(«)) desse trecho, distin-
to de (g,5); neste caso existirao infinitos desses pontos,cor
respondentes a um conjunto infinito de pontos o de w. Este
conjunto tem um ponto de acwmulagao o« em w, pois este é fe-
chado, e se considerarmos uma sucessao de pontos ¥py Uy v
de w, tendendo a w , vemos que o ponto (f(z,w),R(«)), limite
em sentido restrito da sucessao dos pontos correspondentes a
esses valores de «, est4d contido em todo e gqualquer entorno
(T,¢) de.(g,S), e portanto estd contido neste ponto; em outras
palavras, R(%) contem S ¢ nos pontos desta regigo, f(z,o) = &2

§ 9. ESTENSOES DO ESPAGO FUNCIONAL ANALITICO.

0 espago funcional analitico estudado nos pardgrafos an-—
teriores, é o que se apresenta naturalmente para o estudo mais
geral dos funcionais definidos para fungoes analiticas de uma
varidvel; a necessidade de limitar rigorosamente a regiao de
definig8o de cada fungao analiticé nos levou & definigao de
ponto (£,R) e das tres espécies de relagoes entre dois pontos
nao coincidentess ponto contido em ouiro, pontos distintos e
pontos essencialmente distintos.

Por um processo comum em topologia, chamado relativizagﬁb,
podem—-se aplicar 0s mesmos conceitos topoldgicos de entorno e
de limite de sucessao a certos conjuntos parciais importantes,
gue ficam agsim definidos como outros tantos espagos topolégi-
cos. . Dentre estes, os mais importantes sao as regioes funcio=-
nais, e particularmente as regioes funcionais lineares (§ 4),
que podem ser definidag como 0s conjuntos de pontos (£,R),em
que R contem um conjunto fechado A. Como esta ¢ a Unica exi-
géncia que se faz para os pontos de uma tal regiao funcional,
e como nas splicagdes s6 intercssam os valores de £(z) no con
junto A e nas suas visinhangas imediatas, vemos que & regiao



R se pode sempre restringir arbitrériamente, e que se pode de
finir uma regiao funcional linear simplesmente como o conjun
to das fungdes analiticas regulares no conjunto.caracteristi
co A. Se este conjunto 6 um domfnio, ou mais geralmente, se
A tem pontos internos, chamando § a regiao constituida por
esses8 pontos, vemos que a regiao funcional lincar dada csté
incluida em outro conjunto importante, que é o das fungdes
regulares na regiao S. Em geral é este o conjunto estudado
por vérios autores, inclusive Montel, no seu livro sobre as
familiag normais.

Esses dois sub-espagos t8m uma grande importéncia pelo
facto de serem espag¢os topolégicos vetoriais, com multiplica-
dores .do campo complexo; isto quer dizer que dados dois pontos
quaisquer f e g de um desses espagos € um nimero complexo o,
estao no mesmo espago a soma f+g ¢ o produto wf, essas du-
as operagoes satisfazendo 4s propricdades elementarcs da dlge
bra. No caso das regioces funcionais lineares, quando o conjun
to carateristico A é um dominio, ou mais geralmente um conjun
to fechado sem pontos isolados (e portanto perfeito), pode-se
ainda introduzir o conceito de dist&ncia de dois pontos f e g,
como sendo o mdximo de |f-g| em A. Essa disténcia permite de
finir a convergéncia de sucessoes, e é facil ver que quando
. uma sucessdo f£15£5ys+» de pontos desse espago tém um limite
que pertence ao megmo, e8ScC limite é Ynico, no sentido de que
dois pontos guaisquer para os quais a sucessao seja convergen
te (em sentido lato) est@o contidos em outro ponto do mesmo
espago, que goza da mesma propriedade.

_ A consideragao de gucegsoes de pontos no espago funcional
pode conduzir a uma estens@o desse espago, incluindo-se por
exemplo todas as fungbes continuas em conjuntos lineares, ou
mesmo ag funcoes de todas as classes de Baire. Basta lembrar
que segundo o célebre teorema de Weierstrass, toda fungao con
tinua em um intervalo real a” b pode ser arbitrariamente aprg
ximada por polindmios, e portanto é o limite de uma sucessdo
de funcdes da regiao funcienal linear cujo conjunto caracterig
tico é o segmento a™'b sobre o eixo real. A oonvergéncia ¢ uni

forme sobre'esse conjunto caracteristico, mas gquando se trata
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de uma fungao contfinua nao analitica, essa convergdncia nao pode
ser uniforme em nenhum domirnio contendo esse conjunto internamen
te; alids, pelo teorema de Vitali se vé que os termos dessa suces
gao tambem nao podem ser igualmente limitados em nenhum desses do
minios.

As fungoes reais definidas em um intervalo ah, que nao sen
do continuas s2o limites de sucessbes de fungdes continuas, for—
mam a primeira classe de fungoes de Baire. Os limites de sucessoes
de fungoes de la. classe, que ndo pertencem a esta classe formam
a 2a., classe, e assim por diante, Vemos que todas essas fungoes
sao atingfveis por processos de limites, a partir de pontos do es
rago funcional analitico. Podemos introduzir a nogao de ponto
(f,27'b) para as fungoes definidas no intervalo real a b, e que
estejam em uma dessas classes. Tais pontos est@ao por gssim dizer
intercalados no espago funcional analitico, e & sua introduggao
se pode comparar com a dos nlimeros irracionais, que se intercalam
no campo dos nimeros racionais. :

Quando se consideram fungoes de duas ou mais varidveis, os
conceitos de ponto, ponto distinto e ponto essencialmente dfstinto »
8% o5 mesmos que demos atrds, definindo-sc porem as regides R so-
bre a variedade de Segre correspondente. Estendem-se tambem 20 es8
pago funcional analitico das fungoes de um nimero qualgquer de va
ridveis os conceitos de entorno e regiao, com as mesmas proprie-
dades expostas atrds. Em particular, para regices funcionais li-
neares, a demonstracgao contida em nossa nota (2) de que uma tal
regiao é sempre o conjunto das fungdes regulares em um conjunto
fechado A se refere justamente a esse caso geral. Mas neste caso,
ao contrario do que acontece para as fungoes de uma varidvel,nem
todos os conjuntos fechados podem ser escolhidos como conjuntos
caracteristidos de regiocs funcioneis lineares; por exemplo, de-
monstra-se gue uma fungao holomorfa no conjunto dos pontos infi-
nitos & necesgdriamente constante, pois o conjunto dos pontos sin
gulares de uma funcao nao constante nao pode ser limitado. Esta
circunsténcia dificulta tambem o estabelecimento de uma base desg-

Se espago funcional, pois as fungoes racionais

f(-'311"'1;21')
(= 51)(”2r“22)
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que se obteriam pelo processo do § 6, t&m polos em todos os
pontos dos planos caracterfsticos imagens das retas complexas

S e e Zp = $op

e portanto nem sémpre p033¢vel estabelecer uma estensao do
teorema de Runge. Assim, as regides funcionais lineares consi
deradas pelo prof. Fantappié, e mesmo pelo sutor no trabalho
(3) sobre equagtes de variagbes totais t8m semprc conjuntos
ceracteristicos finitos ou satisfzzendo alguma outra hipotésc
simplificativa,

Outros espagos funcionais que é preciso considerar na t2o_
ria dos funcionais enailticos s3o os que se obtém como produ-
tos topolégicos dos espagos j4 estudados ou desses com espages
projectivos comuns. Por exemplo, no estudo dos funC1onals mix—
tos se considera como espaco a totalidade dos pares Qf(z) t}
obtidos pela associagdo de um ponto (f,R) do espago funcional
analitico com um ponto t sobre a esfera complexa; define-se
entao o entorno de um ponto if () o r 1 como a totalidade dos
pares {f(&) t1 em que f(z) pertence a um entorno do ponto
- £,(2) e t a un entorno de %, Partindo dessa nogdo de entorno
definem-se todos os conceitos topoidgicos desse novo espago.
Vé-se facilmente que dadae nesse espago uma regiao funcional J
e sendo {f ,% K um ponto dessa regiao, o conjunto de todos os
pontos—fungoes (£f,R) que associados a t, formam pontos de 72 é
uma regiao funcional J't ); da mesma forma se vé& que os pontos
$ tais que {fo(z) t é ponto de S{, formam sobre a esfera uma
regiao R(£,). .

De maneira andloga se podem considerar os espagos dos pere
res {f(z),g(z)} , ou o5 dog grupos mais complicados, como

{f(zl,..zn),g(zl,..zm), coritystosens } :
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CAPITULO IIT - FUNCIONAIS DE FUNGOES DE UMA VARIAVEL.

§ 1. FUNCIONAL DEFINIDO NO ESPAGO FUNCIONAL ANALITICO.

Para simplificar, indicaremos um ponto (f,R) do espacgo
funcional analftico com o mesmo simbolo da fungao correspon=
dente, f£(z) ou f, subentendendo a regiao que coﬁpleta a defi
nigao do ponto, a gqual ser4 quasi sempre designada com a no-
tagao R,.

Seja dado um conjunto K de pontos do espago funcional ana
1itico; supomos Sempre que esse conjunto contem com cada ﬁon-
to todos 0s pontos contidos no mesmo, isto €, cohstituidos
. por fungBes que sho prolongamentos de-alguma fungSo do primei
ro ponto. Se a cada ponto de K corresponde um valor para uma
grandeza w, diremos qgue w é um funcional do ponto ou da fun-
gao f, definido em X; todos os funcionais que considerarmos
gozarao da seguinte propriedade: um funcional definido em um
ponto (f,R), ¢ tambem definido e tem o mesmo valor para todos
08 pontos contidos em (f,R). A mesma condig¢g@o imporemos pare.
os funcionais que dependem de maior numero de fungoes,

Chama-ge funcional mixto de uma fungao f e de um paréme-
tro s uma quantidade que depende do ponto (£,R) e de um pari-
metro s; sendo esse par varidvel em um certo conjunto do e spa
¢o dos pares {f(2z),s}; se para cada f(z) os valores de S. que
compoem pares desse conjunto formam uma regigao R(f) e se o va
lor do funcional, fixado f(z), é uma fungaéo analftica de s em
R(f); o funcional mixto se pode considerar crmo estabelecendo
uma correspondéncia entre pontos do espago funciqnal anal{ti-

co; egsa correspondéncia se pode escrever

g(s) = X £(z)

€ .diz-se que g(s) se obtem £(z) pela aplicagdo de um operador
fque é designado com o sfmholo X. Nos casos mais comuns e mais
geralmente estudados, a regizo R, é fixa e coincide com R(f),
de modo gue o estudo do funcional fica reduzido ao estudo de

uma correspond@ncia entre fungoes definidas em uma mesma re-
giao; esse é o caso que se apresenta em geral no. C4leulo dos



=43-

operadores.

Essas nogoes de funcional e funcional mixto se e stendem
80s espagos de pares, de grupos de fungdes, e em geral a qual
quervespago mixto, onde estao definidos os funcionais gerais

F[ﬁl(zl,.-.znl),. oofr(zl’ooa an); Sl,."spl.
§ 2. CONTINUIDADE,

Vamos introduzir a nogao de continuidade de um funcional
pela definigao cléssica, baseada na nogao de entorno:
Umn funcional

Wi FEE(Z)Jr

definido em um conjunto K de pontos do espago funcional anall
tico & continuo em um ponto de acumulagao préprio (g,S) de K
pertencente a este campo, se para todo nimero e >0 se pode
achar um entorno (T,q) de (g,S) tal que para gqualquer ponto
(f,Rf) desse entorno e pertencente a K, se tenha

|222)) - 2le(=)] | <cc.

Nesta definigao, o ponto g(z)  pode ser substituido por
qualguer ponto que o contenha, desde que esteja em K, pois o
valor do funcional seréd sempre 0 mMEsSmMO. |

Tsta mesma definicao se e€stende a todos os outros sspaga
funcionais, devendo-se porem notar, como no caso das fungoes
ordindrias, que, por exemplo, a continuidade de um funcional
mixto F[f(z),t] é uma condicao mais exigente que simplesmen
te a continuidade, separadamente, em relagao a £(z) e a t.

Como consequéncia da definigao deda, podcmog afirmar que
para um funcional. continuo, dada uma sucessao fl(z),fz( D so oo
de pontos de K, convergente a um ponto £(z) de K, temos sem=

ks lin P(£,(2)] = 2[2(2)]

n- o°
e este resultado vale seja para a convergéncia em sentido la-

to, seja para a convergéncia em sentido restrito.
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Um funcional se diz contfinuo no seu campo de definicao,
guando é continuo para cada ponto de acumulagao desse campo
que faga parte do mesmo. Os funcionais continuos em um mes-—
mo campo K formam um conjunto que com cada dois dos seus ele
mentos, contem a soma, a diferenga e o produto; isto se expri
me na linguagem da 4lgebra, dizendo que tais funcionais sao
elementos de um anel, o qual é evidentemente comutativo.

A propriedade de continuidade é transitiva, como no caso
de fungao de fungao. Vé-se, por exemplo, ques: -

- Una fungdo continua %(w) de um funcional continuo
FEf(zX], é um funcional continuo de f(z).

- 0 valor de um funcional continuo E[f(zi] nos pontos de
uma linha analitica f(z,x) é fungao continua de X; esta pro-
priedade se estende és variedades analiticas.

Suponhamos gque o funcional mixto F[i(z),ﬁ} seja defi-
nido e continuo em uma regifio do espago de pares {f(z),t} =sa
tigfazendo &s seguintes condigdes: 1) a regiao R(f£) dos valo-
res de t que estio associados ao ponto-fungao f£(z), varia com
continuidade em relagao a este ponto; 2) o valor do funcional
F(£(z),t) € fungfio analitica de t em R(£): F[£(z),t) = g(t).
Podemos entao dizer que o ponto-fungzao (g(t),R(f)) varia con
tinuemente com o ponto f(z), e temos, como se verifica facil-
mente:

— Uma funcgao <P(w) =€F(,g(t)) definida e continua para
os valores de g(t) € um funcional mixto continuo de f(z) e t.

— Um funcional contfnuo de g(t) é funcional continuo de
£(z).

§ 3. FUNCIONAIS CONTINUOS LINEARES.

A observagao do desenvolvimento da Andlise Matemdtica e
principalmente das suas aplicagOes, sugere uma conclusao que
é resumida na férmula de Taylor: esta férmula mostra, efetiva
mente, gque na sua grande maioria, as fungoes que se apresentam
na ciéncia gozam de certas propriedades que de maneira intui-
tiva se podem enunciar como segue:

1) Quando uma fungao é observada na vizinhanga imediata
de wm ponto genérico do seu cempo de definigao, essa fungao
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pode, para efeito de certos cdlculos grosseiros em que nao se

ja exigida grande precisao, considerar-se constante.

2) Para uma precisao maior, podemo-nos restringir ao es-
tudo' da variagfo da fungao, e esta se apresenta como uma nova
fungao da variagio Ax do argumento x, ou, no caso de mais de
uma varidvel independente X19XpseeX,y COMO funcao das n va=-
ridveis AX),8%5,s.Ax « Em primeira aproximacio, esta fungao
apresenta a seguinte propriedade fundamental: se A & a vaw-
riagao cgrrespondente 4s variagoes Axl,sz,..Axn e aA'¢ §
a variagao correspondente a A!xl,A Xoyeo 4x a variagao
correspondente a Ax,+A' Xg y Ox ot BXpyeeAX + &% & 4%+ a'p,

3) Aumentando a necessidade de prec:.sao, é preoiso acres
centar & quantidade A¢ outros termos complementares 424’,

34) ete., que, como fungoes das mesmas variagoes AXy ,8X5,00
Ax apresentam tambem propriedades caracteristlcas, cada“
vea mais complicadas.

A aproximagao referida em (1), significa apenas que se
trata de uma fungao continua, isto é, que, restringindo sufi-
cientemente a variagao da ou das varidveis independentes, a
variagao da funcao pode-sc considerar como praticamente nula.
Féra disto, esta propriedade, considerada sob o ponto de vista
local, nao apresenta interesse préprio para a andlise, cujo ¢
campo de estudos é essencialmente o das quantidades varidveis

Para o estudo da primeira aproximagao, como dissemos aci
ma, € conveniente considerar a variagao aproximada A%, que se
chama a primeira variagao, como uma fungao das variagoes &ixq,
sz,..Axn A propriedade fundamental desta variagao é a linea -
ridade, que se exprime pela 1gualdade (em que substituimos Ax

por -x e AP por P):

¢(xl+yl,...xn+yn) ='<:P(xl,...xn) +¢(yl,...yn).
No caso de uma veridvel real, esta é uma equagao funcig
- nal
¢ (x+y) = ¢(x) + @(y)
cuja sol_ug'éo' - admitindo a continuidade da fungéo - é gb(.x) =
kx, sendo k uma constante real arbitrdria, isto é, a primeir?
' variagio da fung@o é proporcional a variagao do argumento.
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Para o caso de um nimero quaiquer n de varidveis independen- °
tes, a solugao geral ¢ ¢(x1,...xn) = kyXj+tesetk X, 18to é,.
un polinfmio linear homogéneo, ou uma formas linear. Este pe—
sultado gue nas ciBncias naturaeis é muitas vezes obtido por
meio de observag@o e experisncia, ¢ estudado na matemdtica U
T8, quando ge d4 a definigdo e as propriedades fundamentais
da diferencial. Todo o estudo das formas e equagoes lineares,
das substituigdes lineares, cuja interpretagao geométrica & o
estudo das transformacCes afins e projetivas, a dlgebra tenso
rial, etc. estd pois ligado Intimeamente ao estudo da primeira
variagao das fungbes.

Do mesmo modo, o estudo das formas quadrdticas, com a con -
sequente aplicagao- geométrica no estudo das involugoes, das
cdnicas e daes quédricas de um espago de um ndmero qualquer de
dimensﬁes, estd todo intimamente ligado ao estudo da segunda
variagao, isto &, das diferenciais segundas, e assim por di-

: 'an'teo

Passando ao estudo das fungoes definidas em um espago to
polégico qualquer, é de esperar, pois, que se apresentem natu
ralmente em primeiro lugar as fungoes que gozam das duas pro-
priedades - continuidade e linearidade - pois a esse caso se-
remog conduzidos sempre que nos pudermos contentar com a pri-
meira aproximagao de fungoes que apresentem certas condigdcs
de regularidadece.

No caso especial dos funcionais definidos em pontos do
espago funcional analfiticos, suporemos sempre que o campo de
definicao & uma regido funcional ¥} ; o funcional serd linear,
se satigfizer & condigao ;

Fle,+f,) = B[] + F(£,)

sejam quais forem as duas fungoes £; e f, de 3€; esta iguald
de, que se estende imediatamente a um nimero finito qualquer
de parcelas, exige, como se verifica facilmente, que a soma de
duas fungoes de ¥ ecateja nesta regiao, e portanto que a inter
segao de suas regioces de definicao nao seja vazia, e tambem
que com cada ponto essa regiao funcional~H contenha todo um
entorno linear desse ponto; ora, estas sao justamente as con-
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©+ digoes para que g{ seja uma regiao funclonal llnear.‘SeJa
A o seu conjunto caracteristico.

Da linearidade do funcional F se deduzem facilmente
as seguintes propriedades:

(- £) & - B[£] e Tie) = % xle]

bara qualquer nvmero racional relativo k (em particular, *emos
sempre, para todo funcional llnear, F[d) = 0). Da continuidade
se deduz tambem a ultima brepriedade pars qualquer nimero k
real. Para o caso dos fatores complexos, precisamos admitir
ainda a permutabilidade do funcional com ofactor i:

Fliz(z)) = 1 #(£(2))

donde se deduz, combinando com as propriedades acima, para a
e b reais quaisquer,

F [ (a+bi)f] = Flaz) + Pbif] = (a+bi)P(£])

isto €, sob as hipdéteses feitas, o funcional §& rermutével com
qualquer factor complexo ("). Temos entao, quaisquer que sejam
0S nlmeros complexos kyse0sk, e as fungbes £1s004f, regu
lares em 4,

Bl fyteentlc 2] = 11E\'_fﬂ + oo erig PE

Seguindo a denomina¢ao proposta por Candido Dias, chamare
mos funcional linear regular todo funcional que satisfaga 3s
tres condigoes de continuidade, linearidade e permutabilidade
com o facor 1. :

Se £,,£5,.¢. d80 termos de uma série wniformente convex
gente em uma regizo R que contenhe o conjunto A, & evidente
que as reduzidas f (z) dessa série ser@o regulares em A,.e a
sucesséo dos pontos (¥ ,R) converge, no sentido restrito, ao
ponto (Y,R), em que chamémos P=¢9(z) a soma da série, a qual
pela hipbétese resulta tambem regular em R,

(") As duas condlgoes de linearidade e permutabilidade com o
fetor i sio0 equivalentes 4 Unica condigao de aditividade comﬁb |
xa introduzida por Candido L.S. Dias, (1),que & JF[f+1g]

F£)+ 1F(g).
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Teremos ent@o, combinando a propriedade distributiva dos Fum-

cionais lineares com a Propriedade relativa a sucessoes, dos
funcionais continuos,

\'.‘&"4

z)] F[llm'é z)J 1im- F[f’ (z)] -z_f FLf (z )]

0 que se exprime dizendo que o valor de um funcional‘continuo
€ linear aplicado & goma de uma série uniformemente convergen
te em uma regizo que contenha o conjunto A, pode-se obter
aplicando esse funcional termo a termo e somando os resulta-
dos,

§ 4. FORMULA FUNDAMENTAL PARA OS FUNCIONAIS LINEARES REGULARES,

.Vamos deduzir da condigao de regularidade, isto é., das
tres condigbes de continuidade, linearidade e permutabilidade
com o fador i, para um funcional F definido em uma regiao fun
cional linear if uma férmula fundamental que tem como caso
particular a férmula do prof. Fantappid] mas que se aplica
gem a restrigso relativa 4 regularidade no infinito. A marcha
da demonstragao & baseada no conceito de continuidade e no de
integral de Riemann.

' 0 nosso pohto de partida € a férmula de Cauchy modifica-

(1) £(z) = zﬂif TN at

em que C é um contorno regular que envolve ume regido em que
f(z) é analitica, e sobre o qual f(z) é continua, z é um pon
to interno a essa regiao e A um ponto esterno. Podemos en-
tao fixar A fora do conjunto A e escolher a curva C contida
na regiao Rf, envolvendo o conjunto A e,deixando A da parte
esterna. Seja ® a distlncia (espacial) do conjunto A & curva
C; tomemos, numa rede Gh(Cap.II,éﬁ), com n >n/S, a totalida
de das malhas que contém pontos de A; obtemos assim um domi-
nio T, envolyvido por C e cujos pontos internos formam uma re-
giBo 8 que contem A, Podemos entdo restringir a regiao R e

da
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\

considerar o ponto (£,8), que estd ainda na regiZo j'E de de
finigao do funcional F e que d4 a este funcional o mesmo vaelor
que o ponto (f 1Rp)e : T

Ora, dade ¢>0, existe por hipbtese um entorno (U,<) de
(£,8) tal que para qualquer fungio g(z) desse entorno, isto §,
regular em U e satisfazendo neste domfnio & condigdo

: (2) |e(z) - f(z)] <,
se tenha | _ :
(3) |Fle(z)] - Fle(a)] |<é.

Mas ao nimero ¢ pode-se tambem fazer corresponder um nume
ro p>0 tal que para toda divisao tyrtyseest, do caminho de
integrag¢ao C, com méxima corda |t =t._,| menor que p, a so-
ma '

(tr*t )

r—1

. - o
(4) (z) = Zr f(tr) (tr-—i)(fr"z)

que é uma fungao racional de z, com polos em C e portanto re-
gular em S, difira de f(z) de menos de ¢ em toda essa regiao;
como conseguéncia, sendo U qualquer domiInio contido em S, o
ponto (¥,S) estard contido no entorno (U,¢) de (£,S), donde

- se deduz que para esta fungao Y(z) estd satisfeita a condigéo
(3)s Ora, pela linearidade do funcional, temos

.E.
(5) T[4=)) =3y 2o, £08) Bl =] (Gt

Ponhamos

: (z=) 1,
(6) e Ff(u-ﬁex- )

como a fungio argumento estd sempre no campo de definigao do
funcional, desde que w+) ndo pertenga a A, esta fungdo defi-
nida por (6) é continua para « em C, e portanto o produto deg
ga fungio por £(«) & integrével, isto é o limite de (5) para
x>0, se obtem por uma integral de Riemann

I O I B R OR S
. : C ;
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esta ¢ a férmula fundamental da teoria dos funcionais analf-
ticos lineares,

Da férmula obtida (7) se deduz uma consequéncia importan
tissima: se o ponto f£(z) descreve uma liphs analitica
(£(z,#),R(x)) contida na regido funcional /¥ , o valor corres
pondente do funcional é uma fungao analitica de A em toda a
regiao Ll em que varia este parfmetro; isto se demonstra no--
tando gue em um entorno conveniente de qualguer ponto  de
L) poderse supbr a curva C fixa e derivar sob o sinal a fun—
¢ao integranda em (7), pois f(z,x) tem uma derivada uniforme—
mente continua para o no entorno acima referido e z em C, e
11%(t) ¢ continua ¢ portanto limitada., Em particular, a prépria
fungao que aparece como ¢rgumento dc funcional em (6), consi-
derada como fungao de o/, & regular, qualquer que seja z em A,
para r,(;é'\ na regiso B, complemento Ge A sobre a esfera, donde
ge deduz a analltlcldade de u Gx) em relag2o a i em toda esta
regiao, exceptuado o ponto A neste ponto alids € fdcil vér
que esga fungao tem um polo simples, com residuo -F[i] em que
designamos com 1 a fungdo definida em qualquer regiao que con
tenha o conjunto A e que tenha nessa regiao o valor congtante
1. Com efeito, decompondo a fragao que aparece como argumento
do funcional, temos

(O) ) ()f=F (m-:\ﬁf- 2N PI"%E] - F&%_] > FE‘%E E

]
_q_}Fil} e
Se a regiao B contem o infinito, fazendo A =90, obtemos
exactamente a indicatriz de Fantappid

(9) ) =u b) = ]

~Se A § finlto, a fungao u (d) tem no infinito um zero de
2a. ordem, pols temos
1im «2 u (v) = lim F[ Z lz } = F[z-'x]
> ) s2o [(1-2) (1-2)
gue é finito. Ve-—se entao que se f(z) tambem é regular no in-
finito, mesmo gque nao se anule nesse ponto, é indiferente que
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esse ponto seja interno ou esterno é curva C, pois o residuo
da funcao integranda em (7) no infinito & nulo.

Suponhamos agora que o conjunto A contenha o infinito; N
deve ser forgosemente finito e ¢ deve enveolver o infinito po-
sitivamente. Aplicando a férmula fundamental (7), com a decom
posigao de wu (ao, temos

(10) E(f(z)] mjf(-t) F[—_E%E]dt - %l_}j%i%)_ at
| C ¢

?%Iff(‘t) u(t) dt + P(I] f(ee);
c

se a fungao f é nula no infinito, esta férmulase reduz & £ér—
mule fundamental de Fantappis. :

Em resumo, em.todos os casos que se enquadram“na teoria
do prof. Fantapplé, a sua férmula se obtem como caso particu-
lar da férmula (7). Por esta razao, conservaremos o nome de
indicatriz do funcional dado, para a fungao u (u)

Suponhamos agora dada uma fungao qualquer u (q), regular
em todos os pontos de uma regido B da esfera complexa, excep— «
tuado um ponto "\ em que tem um polo simples, com resfduo b; se
essa regiao B contem o infinito, suporemos ainda que a fungao
u,(x) tenha neste ponto um zero duplo. Dada entao qualquer
fungao f(z) regular no conjunto fechado A, complemento de B
sobre a esfera, podcmos determinar uma curva regular C que en
volva egse conjunto € deixe esternamente o ponto % e todos
os pontos em gue f£(z) nfo estd definida. Com esta hipétese,evi

dentemente, a integral

) Ti;ff(t) u () at = Fl£(z)]

é um funcional da funcao f(z), definido na regiao funcional 1i
near 36, de conjunto caracteristico A; nesta regiao, esse fun
cional é evidentemente continuo, linear e homogéneo para quel
quer fador complexo (basta que o seja em relagéo ao fador i:
F[if(z)] = 1 F[£(z)]. Zm particular, para a fungdo 1 dessa
regiao funcional, temos 3%
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(12) F(1] = Q%{U/P u,(t) dt =~ 5%;- w, () dt s
' C

ora, a curva -=C s6 envolve pontos da regiao B, entre os quais
sé ha um polo A, em que o resfduo & conhecido; da hipdtese
relativa ao infinito se dedugz que mesmo que este ponfo esteja
_em B, a sua contribuigao para a integral é nula, e temos

R{ESR=S=h
Tomemos agora a fung&o f£(z) = 1/(x-2), que para X em B per-

tence 4 regiac funcional 3‘6. Temos entao, para qualquer curva
C que envolva A e deixe esternamente « e %

o u,(t) 1 uy (%)
F[e(—Z] T 2wl [(; « =t dt = 2ni G dt;
2 -G

como o residuo no infinito (no caso deste ponto ser envolvido
por —C) é sempre nulo, o cdlculo da ¥Yltima integral d4 a soma
dos resfiduos da fungao integranda nos polos « e A, e temos
15 b Fl1)
B —~—— | = 1 — = =
| u?\(q) = u)\(o() -
donde se deduz, para o £\,

. al, b 21 T :

200 o = o mlle dmme
para o= A y 0 valor do funcional FY_l/(;x -—z)] & o termo constente
do desenvolvimento de u)(w) em série de Laurent, no entorno

desse polo. Vemos assim que nas condigoes acima, a fungao
uy\(w.) sempre se pode considerar como a indicaetriz de um fun-

cional linear,
Se puzermos

11.’\(0‘) = o"(—_'t_)')'\“*' "P(°‘)7

vemos que a fungao YP(x) = F[l/(«-z)] , parte regular de u.l\(«)
no polo )\, nao é mais que a indicatriz de Fantappié, do funcio
nal definido em (11). Fixada essa fungdo ¢, mesmo ¢ae se fa-
¢a variar A em B, o funcional F[f(z)] ndo se altera. Pela con
di¢ao imposta para u}(u) no infinito, segue-se que nesse pon=-
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to Y(x) deve ser nmila e ter residuo b; com efeito, temos

- X ‘F(W) = - F[-l—]—'-7 > - E[l] = b, para uxce.

§ 5. FUNCIONAIS BILINEARES E QUADRATICOS .

Un funcional que depende de duas fungoes £(z) e g(z) &
que € linear, Separadamente, em relagazo a cada uma delas,cha-
ma-se um funcional bilinear. Mais precisamente: se no espacgo
dos pares de pontos {f(z),g(z)} do espago funcional mnaliti-
CO, Supuzermos que a cada par de uma certa regigo ﬁ? corres-—
ponde um valor para umz certa quantidade varigvel w, diremos
que w é um funcional de f(z) e g(z): ;

(1) w = F[f,g];

esse funcional se diz linear se satisfivzer & condigao

(2) Fl£)+8,,8 48] = P(£,e,] + 7fp,8) 4 F:f_gggﬂ +

F[f2;§2}

quaisquer que sejam os pares {fl,gﬂ, {flgéb etc. da fegiEo
j@ . Esta regiao alids deve ser tal que a cada fungao f es-
t20 associadas todas as fungoes g de uma regifo funcional 1li-
near_ﬁC(f), e a cada funcao g, todas as fungoes f de uma re-
giao funcional linear Jf(g). Se jam, respectivamente, B(f) e
A(g) os conjuntos caracteristicos dessas regioes, e suponhamos
que ‘eles variem com continuidade em relagao ao ponto-fungao de
que dependem. Suponhamos alem disto que o funcional (1) seja
continuo em relagao ao par (f,g) e permutdvel, para cada uma
dessas funcles, com o factor i; em outras palavras, que esse
funcional seja linear e regular, Neste caso, fixada uma fun-
¢io £(z) que faga parte de um ponto (f,g) de ﬁﬁ, obtemos um
funcional de £, cuja ind.catriz é um funcional mixto de g e do

parimetro o« ¢

u}(aisg(z)] = F[(x_i)‘("u}_z)',g(zr)]. e
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® € A+ BH2  agui pontos eSbternos ao conjunto A(g), carac-
tfristico da regiao jé(g). Para cada valor de %, esta expreg-
sao é funcional linear regular de g(z), definido tambem em
uma regiao funcional linear, e a sua indicatriz & :

S e i

N*( ) (o =2) (=2 ) 7 (g~ p)ip~2) )’
evidentemente, & mesma funcdo chegariamos se primeiramente fi-
xéssemos f£(z) e considerdssemos a indicatriZ'uﬁ£f(z),dj do -fun
cional de g(z) obtido. A fung3o uRhOx,ﬁ) é chamada a indicairiz
do funcional bilinear. Se os conjuntos A(g) e B(f) forem sem-
pre finitos, podemos pdr 1=y~= 6o , € obtemos a indicatriz de
Fantappid ' .

(4) u(,0) = 727 Lo).

u-z’p-z

Conhecida a indicatriz, obtem—-se o valor do funcional
pela férmula

(5) F[f(Z).g(Z)] = - ﬁ@f—f(Z)dZI z(t) u”(z,t)dt,
C (X _

isto €, uma integral de superficic na variedade de Segre VSs.
Note-se que a curva C!' depende em geral do valor de 2z, e a
superficie de integragao é obtida pelo deslocamento da curva
gque tem por projegao C', sobre o plano varidvel =K, Quan-
do a curva C' é independente de 2z, como por exemplo no caso
em que B(£) é um conjunto constant®, a ordem das integragoes é
indiferente.

"~ Suponhamos agora que para todo ponto'f de uma certa re-
giBo funcional linear 36, a regigo funcional correspondente
uﬁf(f) contenha esse mesmo ponto. Podeciemos entao considerar
o novo funcional :

(6) r,[2(2)) = Fl£(2),2(2)

definido para um ponto f(z) varidvel sobre a regifio funcional
linear-}& de conjunto caracteristico. A, Por analogia com O ca
. 80 das formas bilineares de um nimero finito de varidveis,cha
maremos o funcional obtido de funcional guadrdtico. Esse fon-

R R R I IO
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cional quadrdtico goza da bropriedade de homogeneidade em re=-
lacao a qualquer fagor complexo k:

F[kf(z)] = kz F[f(z)]

De maneira andloga se podem definir em geral funcionais

polinomiais homogéneos de grau n, partindo de um funcional
n-linear regular

gl Gy fn(z;}

e pondo (admitidas as hip6teses necessérias relativas aos cam
pos de definigao),

Fl[f(Z)‘) = F[f(Z),oo-f(Zao
§ 5. MUDANGA DE VARIAVEIS NOS FUNCIONAIS LINEARES REGULARES.

Podem-se considerar dois problemas de mudanga de varid-
veis nos funcionais analiticos; vamos considerar equi sémen-
te 0 que dhamaremos problema elementar, que € a generalizagio
do problema da mudanga de varidvel do tipo 2z = ¢(t) nas in-
tegrais simples '

(22) a2 = [ 20020 ¢'0) s,
T T

em que T ¢ T'' sao caminhos que se correspondem na transfor

magao.
No caso dos funcionais, o problema consiste em estudar a

as propriedades e os métodos de cdlculo do funcional

(1) 6e(s)] = ®(2(2))
 considerado como funcional da fungio g(t) = £(¥(%), supondo
certas condigbes de regularidade para a funggo (%) (").

P

(") O problema geral de mudanga de varidveis consiste em es-
tudar a transformagao na prépria fungao f(z), que se supde ex
pressa como funcional mixto de outzna fungaos £(z) = G[g(t):ﬂ
¥ a esse problema que se chega quando se considera o funcional

como caso limite de uma fungao de n varidveis, quando esse nﬁr
mero de varidveis se torna infinito.
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- Vemos estudar o caso particular de um funcional linear
‘regular F[f(z)], definido na regiao funcional ge,de conjunto
caracteristico A. Suponhamos que se tenha uma transformagao
biunivoca analitica

(2) z = 9(t), + =(z)

entre os pontos de uma regiao R que contem A e os de uma re-
giao S. Uma das condigbes necessérias para isto & que P'(t)
nao se anule na regido S e \'(z) nao se anule em R. Ao conjun
to A corresponderd entao um conjunto fechado B contido em S.
Se fizermos a transformacao (2) na férmula fundamental

F[ (zﬂ 2“1 ( £(z) u, (z) dz,

G
. eém que escolhemos, como é sempre possivel, o ponto N aa cur
va C em R, chamando C! a curva correspondente a C, a qual en-
volverd o conjunto B, temos

(3) elate)) = 2[ati(2))] - 'z%g_'f g(l(2) u(2) &z =
C

= ﬁfg(t) u () §1(t) at .

Por outro lado, se chamarmos v (@) a indicatriz do fun-~-
cional G[g(t)] , & qual é analitlca na regiao complementar de
B, com excepcac do polo simples no ponto M} que 4 um ponto
externo a C', temos tambem

( ikt
(4) G[g(.t)] = 2wif g(t) v}k(t) dt.
. a
A comparagao das duas férmulas (3) e (4) conduz a uma

conclusdo importante: para qualquer fungao g(t) regular sobre
a curva C' » na sua pavte interna, temos

(5) [ s®)uyten o) - v (4)} at = o,

(il
Ora, suponhamos que a curva C' se componha sémente de tre -
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chos esmterncs uns aos outros, o que é possivel sempre que o
conjuntorB-(e portanto tembem o conjunto A) nao decomponha a
esfera em mais de uma regiao conexa. Neste cago, é evidente
que & igualdade anterior (5) deve ser satisfeita para cada
componente dessa curva C'; basta notar gue podemos escolher
uma fung¢ao g(t) particular que seja identicamente nula em to-
das as componentes de C' menos em uma, onde ela ¢ uma fungao
analftica arbitrdria., Chamemos ainda C' uma dessas componen-
tes, e vamos demonstrar que a diferenca

r

(6) w,(9(8)) (%) = v, (%)

é forgosamente uma fungao regular na parte interna dessa cur-

va, Em outras palavras, vamos demonstrar o seguinte teorema:
Se uma funcao (%) regular e monédroma em todos oS pon-

tos de um contorno regular simples C € tal gue para qualauer

funcgao g(t) analitica nesse contorno e na parte interma R,temos

(7) J (D) at =10,
| L _

a funqgo S(t) pode ser prolongada por uma funcdo monégena em
toda a regi%o R. ; '

Para a demonstracao desse teorema vamo-nos basear no teo
rema de Riemann que diz que é possivel fazer a representagao
conforme da regizao R no interior do circulo unitédrio ]s| = 1
("), Chamemos X esse circulo, e seja

v =)

a equacao da transformagao. Sendo a fungao 9(t) regular em
C, ¢ regular cm uma regiao que contem C internamente; como
aos circulos.concéntricos a K, de raio < 1, correspondem curvas

(") V. por ex. Titchmarsh, The Theory of Functions, 2a. ed. p.
207; para mais ampla discussao,consultar Bieberbach, Funktionen
theorie; II, ou Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3a. parte.



internas a C, cujo desvio de C tende

. c
a zero quando esse raio tende a 1, & 4
claro que se podem achar duas dessas
curvas, C; e C, (Cl interna a C,), plano %

contidas na reglao R. A fun¢ao D(t)
serd entao holomorfa em toda a faixa
compreendida entre essas curvas;cha-
mando Kl e K2, respectivamente, os
circulos correspondentes a C, e C,,
a fungao 9(t(s)) serd holomorfa na
~corba circuwlar limitada por esses
circulos, e portanto nessa corda é plano s
desenvolvivel em série-de Laurent uniformementé convergente

+o0

(8) 9(?(3)) = Ez:n a, aEse

Ora, pelo teorema de Cauchy, a integral (7) pode ser subs-—
tltulda pela integral da mesma fungao integranda, estendida 4
curva 02. Por outro lado, qualquer fungao g(t) mondgena em R
se transforma em uma fungao g(7(s)) monégena ne interior de K,
e recipfocamente. A condigao imposta no teorema se refere as
fungoes g(t) que sao mondgenas em R e sobre o contorno C desta
regiao; mas dessa condigao segue-se tambem gque qualquer que se
ja a fungao h(t) regular em todos os pontos do dominio limita-
do pela curva 02, a integral

(9) fﬁ(‘b) h(t) dt

Co

é nula, Com efeito, essa funcao h(t) pode ser aproximada arbi-
trériamente por funcoes que satisfazem & condigao anterior,por
exemplo poxr fungoes racionais com polos esternos a C ("). Seja
entao I o comprimento de 02, M o méximo de 9(t) sobre essa
curva, e ®(t) uma fungdo racional com polos fora de C, tal que
em todos os pontos de 02 se tenha

[n(t) ~&(+)|< g

(") vo De éx. Walsh (i), p. 14 e seguintes,
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condigao a que é possivel satisfazer qualquer que seja E>0.‘
Teremos entao,

‘f%(t)ﬂh(t) Z ¢(f)\dt

LI

<&}

2
e como pela hipbtese temos

f%)(t) ¢(t) at =J9(t)¢(t) dt = 0,
02 C
temos tambem

<t

[9(1:) h(t) at

Cy

e sendo © arbitrdrio, deduz-se, como queriamds demonstrar, que
a integral (9) é nula.

Ora, tomemos em particular a fungao h(t) cuja transforma
da é

h(7(s)) = = C—T (m inteiro ’ 0)

que satisfaz a condigao de ser regular em todos os pontos da
curva C, e da sua parte interna, j4 que a. derivada t'(s) é
analitica e diferente de zero no dominio correspordente. A in
tegral (9) estendida & curva C,, cuja transformada é K2, serd
entao igual a

9 \ f T ”“.Fgmf men
fd(?(s))h(f(“S))r‘(S)ds s e

-9’

K2 % K2 K,

Integrando a Wltima série termo a temio, o que é lfcito
em virtude da convergénecia uniforme, obtemos no ultimo membro
dessa igualdade sémente o coeficiente de s“l multiplicado por
ogi, donde se conclue

a-le.-m: = Vs

Valendo este resultado para m = 0,1,2,.s¢ , deduz—se en-
t80 gque sao nulos no desenvolvimento de Ieurent (8) todos os
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coeficientes com indices negétivos, logo, na corfa limitada
- por Kl e K2’ isto é, nas vizinhangas do circulo X a funcao
d(er(s)) é igual 4 funglo definida pela série de poténciag

O

;n L (O
mas essa fungao & regular em toda a regiZio interna a K, e por
tanto constitue o prolongamento da fungdo anterior P(v(s)), e
2 trensformada dessa fungzo, que é uma fungso mondgena em toda
e regizo R, é tambem o prolongemento de ¥(t), como queriamos
‘demonstrar.

O raciocinio feito acima relativamente 3 fungao h(t),mos-
tra que, em virtude da possibilidade de aproximag@o por fungoes
racionals, e em particular por polin8mios, no caso de uma re-
giao finita, pode-se simplificar a condigao imposta no teorems,
e enuncia-lo da seguinte maneiras

"Se uma fungao I(t), analitica e monddroma em todos o0s
pontos de um contorno simples e regular C, satisfaz as condi-

~

coes

fﬁ(t) thdt = 0
‘. |
para m = 0,1,2,.v. , & funcdo 9(t) pode ger prolongada por uma
fungao monégena em toda a regiso finita limitada por C¥
Voltando ao estudo dos funcionais, concluimos do teorema
precedente, que a indicatriz do novo funcional G[g(tﬂ é dada

por

(100 v(e) = u,(9(e) ¢ (p) + V)

em gue 9(@) & uma funcgao monbgena em toda a regiao S, exceptua
dos o ponto u e o transformado de A; note-se com efeito,que
0 raciocinio anterior é vélido para toda curva C' que satisfa
¢a as -duas condicoes seguintes: envolver o conjunto fechado B,
deixar esternamente Qe \P(k) e estar contida na regiao S, onde
a“funcao VY(s) é analitica e invertivel (V' (s)7#0).

A nova indicatriz,-jh(@) pode tambem ser calculada como
uma integral, usando a férmula fundamental para o funcional F:
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= L o ) =
(11) v, (8) G{(Q._),)(Q- T) [(\-ﬁzﬂq 1)1277}

- Y -r ‘
[(@-,A)Q S Cop (9 e

T W :
= c|(Q")')(("'t).u‘(l“t”\P (t) at,

em que C' é uma curve que envolve o conjunto B, deixando es-
ternamente @,h ¢ o ponto Y(1), imagem de A no plano da varid
vel t. Esta férmula permite em alguns casos calcular essa 1;_;
dicatriz por meio de residuos, uma vez conhecida a fungao

u;‘(z).
Tomemos por exemplo o caso da transformagao homogrédfica
_ : . _ —sz+q
(12) = (e = rt+s ; t = V(z) i

em que Supomos
A= ps - rq # 0.

Neste cago temos ¢'(t) =A/(rt+s)2, donde, aplicando a
férmula (11), obtemos

1 i t A dt
(13) v,6) = =53 { =47 (¢=%) u)\rt:%) rt+s)2 *
cl

Tratando-se de uma transformagao biunivoca sobre toda a
esfera, & regiao A, complementar de A, na qual u}ﬁz) ¢ moné-
gena a menos do polo simples X, corresponde na esfera t a
regigo B, complementar do conjunto B, e nesta regiao a fun-
gao integranda em (13) s6 tem singularidades polares, gue
estdo nos polos t= §, t =V(A) e eventualmente t = -8/, o
gue permite calcular a integral por meio de residuos; para
isto precisamos considerar a regiao envolvida pela curva C'
percorrida em sentido inverso, isto é, pela curva -C', e cal-
cular os residuos nos polos mencionados e no infinito, se es-
te estiver dentro desse contorno:

1) o residuo da fungao integranda em (13} no ponto

t= ¢(finito e # —-s/r) é evidentemente
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(D6+Cl)
) rp+8’ (rp+s)<

logo, a contribuigéo desse ponto 4 integral &
u, (P(2)) ¢+ (6).

2) para o ponto % —7W(X), supondo 2\ finito, podemos reccor-
rer 3 primeira forma da integral (11), substituindo a curva C
por uma curva que envolva 1 em sentido 1nverso, lembrando que

0 resfduo de u (d) para o=\ & —F[i] b, obtemos para a con-
tribuigao no ponto em questao,

Y —p
B CETYICe oY)

ib.

Para t = -s/r, recordando que umﬁz) ¢ infinitésima de 2a,
ordem no ponto 1nf1n1to, 0 que destroe a aparente singularida
de ‘devida ao ltimo fator em (13), vemos gue o resfduo nesse
ponto é nulo; para t = 6o, sendo esse mesmo fator infinitési-
mo de 2a. ordem e os outros fatores finitos, o residuo tambem
¢ nulo. Em resumo, a integral (13) se reduz aos residuos consi
derados em 1) ¢ 2), isto é, fcmos '

Y(A) - p
= U ) b
férmula que permite calcular a indicatriz Vf(@) e que confirma
neste caso particular o teorema demonstrado acima, pois os po=-
los P e V(1) da wltima fragao estao féra de B.
Se escolhermos, o gque é gempre permitido, r='w(k), obte-
mos
~ ' °
v, (6) u,\m(‘)) Q' ()
Suponhamos conhecida a indicatriz de Fantappi®

11(«)"¢(d) [EZ}

cujo residuo no infinito é, como sabemos, b = 'F[;]' Teremos

entao,

Cloll ) = o s
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por outro lado, podemos transformar o coeficiente de b em (14),
pondo-0 s0b a forma

A A A el rrts .
EPR TR Y

Q—}:"r(;.+s
Tets -

substituindo em (14) e pondo o= @(@), temos

S (eabs o A b A b_ Th+s
V}“(Q) = {({_}\-l. ¢(d)} (r6+5)2 (&("'})(I'Q—S)a (5 I‘\}‘S
ou
(16) v (&) = IRORS DA SRR q»(,,) DR -
\ G~p Tg+s (r@+s)2
¢(P—t9~) B2 mBL b
re+s (r@+o) To+8

que é indepehndente de l, como era de esperar.
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CONCLUSX0

Ao terminar este trabalho, julgamos ser de grande intes
resse apresentar alguns problemas gerais-qué pretendiamos a-
bordar, mas que fomos forgados a deixar de lado, ou por fal-
ta de tempo ou por outra razéo qualquer.

Em primeiro lugar, seria interessante procurar uma es-
tensao da férmula de Cauchy modificada (Cap.I,§4) ao caso das
fungoes de mais de uma varidvel, que fosse, como a férmula de-
monstrada no texto, invariante nara transformagoes homogréfi-
cas. Notemos, com efeito, que o problema de transformagoes de
varidveis (Cap. III,$6) s6 pdde ser sbordedo em virtude da
- férmula referida, e que para os funcione's de fungoes de n va
ridveis o Unico problema desse tipo estudado pelo prof. Fantep
- pi¢ foi o da transformagao projectiva, e para isso foi'breei—
S0 empregar um artificio que nao admite generalizagao para
qualquer outro tipo de transformagao (v. Fantappid (4), p.86
e seguintes)

A indicatriz geral‘u)Gx) introduzida neste trabalho tem
naturalmente grande aplicagap para o estudo da derivada fun-
cional, sempre que se trate de fungoes regulares no infinito,
no sentido cléssico. Sabe-se com efeito, que essa derivada
funcional nao é mais que a indicatriz do funcional linear que
exprime a primeira variagao de um funcional geral, tomando-se
como argumento & variagao da fungao varidvel independente.

A introdugao dos funcionais quadrdticos e polinomiais
do modo exposto no texto de modo muito resumido, é devida a
uma sugestao do meu colega Dr. Mario Schenberg; seria 1nteres
sante verificar em geral se os funcionais pollnomlals -~ gomas
de funcionais polinomiails -homo@@neos — coincidem com 08 de mes-—
mo nome introduzido por Fantappié, que podem ser definidos
como aqueles cuja série de Volterra tem um nimero finito de
termJs.

: Outra questao nao chegdmos a examinar por falta de tem-
po & a aplicagao da teoria dos funcionais analiticos, por
processos de passagem ao limite, ao egtudo dos funcionais de=-
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- finides para fungOes reais contfnuas ou de alguma tlasse de
Baire (cf. Cap. II1,§9) definidas em um intervalo real a " b.

Deixémos tambem de lado, por pretendermos estudar mais
estensamenfe, as aplicagtes do estudo feito no §6 do cap.III
‘sobre o.problema da mudanga de varidveis nos funcionais ana-
liticos, a outros tipos de transformagﬁes, e bem assim a con
sideragao do problema geral da mudanga de varidveis, assina-
lado em nota 4 pag. 55. De passagem, chemzmeos a aténgéo para
0 teorema'sobre fungoes anliticas demonstrado no citado parg.
grafo 6, teorema que julgamos de grande interesse em si mes-
mo, @ gue, a0 que nos conste, ainda ndo era conhecido.
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ERRATA.

Pg.II, linha 4, onde estd as ler as.
Pg.II, linha 6, onde esta provem ler provém.

BN TSTET ORI U ot " sdbre s oD%
n n " _7’ n " figura n figuram.
e USgi=0 5 2 " prevemente ler brevemente.

: NotagSes: linha 8, onde esta ingersecgao dos conjuntos da familia
ler intersecgao da familia de conjuntos.

Pg.3, linhas 11 e 12, onde esta grupo abeliano ler espago vectorial.
Pg.4, linha 3, substituir €V S ©por 7V € S.

b’y e =50 ) vizinhangas por vizinhangas da origem.

sl U= i a ultima linha por

T(V,a) = {u ‘ u(a) C V}, onde A€ Cb e V & uma
vizinhanga da origem em E. LRy
Pg.8, linha -12, onde estd |{(x,x}| £ 1 alggyer - Wil &l

Pg,9, linha - 16, " 1 nao contém ler contém.
n n 3 " _16 A " 1] " n n ] A
1 Eadla)yy - Ly = [ Sx N GEH! & x'€ B'.
m n 5 n _8 5 " " 'Ap n ';\ .p.
LA ] et Il R i a contém i o contém.
Tz R S G S I G A T RIS 0
L ey sl =5 W ) dual frace E de E ler dual fracc
; E" de @m.
1ol g, W " v° : ler we. '
LR ! -7, " I para x' € A° ler ggraoalgum
xel A,
Tk A -12, it A=E ler V=E onde V é o
sub-espago gerado por A.
N il ey -2, " ! vector a ler vector -a.
LS\ et = I Xy X! ler Ex el »
LEE16 et 16, « " i propriedade 3, 1ler propriedade 2.
Wkl ~14, acrescentar T no fim da linha.
L 16 P11 5, onde esta circular arbitraria ler circular
. fechada arbitraria.
M= A i, " G (E,E')-vizinhanga ler T (E,E')-vi-
: zinhanga.
n19, .n e n E ler E*. .
oAy W iy W u e (217 ler x € A.
URo n SOl n L n B.
Ny g U L UEnEl ! UESEI >



Pg. 22, 1ihha -5, ‘oﬂdé esta fechadas lege compactaé.

u‘ 25"- : .n =% Au . " F’\'V CFW n F\;J DFW'
025, Il il n " €le contém um oportuno conjunto
- Fy Vé-se assim que By ¢ também uma base do fil-
tr% dado ; ler - 08 conjuntos F! formam a

W
base de um filtro de Cauchy menos flno que o filtro Q?.

Pg. 26, " suprimir as linhas -4, -5, ~6, e =7 ‘e substituir por:
; tendo-se presente a deflnlgao de . F ( ) segue-se que to-

dos .0s .seus elementos sao da forma

: ' k : 1. (1
X =x + %_U(kxk" xk€ —-W( ) para  k ( i, xiE -Z-W( ),
k=1 :
.ftfﬂ ;
com s { \0(k\ \< 1
: k=1
f s : : - 1
Peg.27, ;1nha 2, - onde esta Xt (Xt XS ler
1
: X +X1xl+ o(lxl
Wieal s, ey O 4 % filtro y, ler .f11tro»(® .
" 30, " ." . 9, suprimir a palavra linear. : Pl
W B, Al 2, suprimir todo o periodo. >
WGl 1S * 9, onde esta proposigao . 8 ler proposigao 9.
0 i), u 16, I us no interior de T ler quando
n
xm(z) converge uniformemente para x(z) no in-
terior: de Fn'
Pg.44, linha 9, onde esta vizinhangas ler vizinhangas conve-
., Xas.
n 45’ n 13, H‘ n Seja a : . ||. ! Sej&, 8 ‘8. i
U505 i -10, i i .do dual forte, ler forte do dual.
O Gy i S il I partes compactas, ler partes relati-
: , vamente compactas.
n 55’ n _3’ " o at¢ B ler a 6 B. v
T " ) SRR T . 'déste capitulc ler .do §1 dés-
et te capltulo.
LB 60 ) -12, introduzir a nogao de comparagao de topologlas,

TGI.,pg9

Na blbllogrﬂfla acrescentar:
Nachbin, L - ‘TI. Sobre el axioma de las sucesiones no con-
e vergentes en algunos espacios topologicos
" lineales - Revista de la Union Matematica
Argentina, vol.XII, pg.l47.





